
UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA 

CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA 

CURSO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA 

NIVEL MESTRADO 

Sintese de Funcoes Racionais para Estudos de Transitorios 

Envolvendo Linhas de Transmissao 

Djalma de Melo Carvalho Filho 

Campina Grande - Paraiba 

2000 



Djalma de Melo Carvalho Filho 

Sintese de Funcoes Racionais para Estudos de Transitorios 

Envolvendo Linhas de Transmissao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Dissertagao apresentada a Coordenagao de P6s-

Gradiiaccio em Engenharia Eletiica da Untversidade 

Federal da Paraiba, em cumprimento as exigencias 

para obtengao do Gran de Mestre em Ciencias no 

Dominio da Engenharia Eletrica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

Area de Concentracao: Processamento da Energia 

Washington Luiz Araujo Neves, Ph.D. 

Orientador 

Campina Grande - Paraiba 

2000 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                          



SINTESE DE FUNgOES RACIONAIS PARA ESTUDOS DE TRANSITORIOS 

ENVGLVENDO LINHAS DE TRANSMISSAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D J A L M A D E M E L O C A R V A L H O F I L H O 

Dissertacao Aprovada em 21.07.2000 

P R O F . W A S H I N G T O N L U I Z A R A U J O NEVES, Ph.D., U F P B 

Omentador 

P R O F . B E M A R A L E N G A R D E SOUZA, D.Sc., U F P B 

Componente da Banca 

P R O F . W E L L I N G T O N SANTOS M O T A , Ph.D., U F P B 

Componente da Banca 

C A M P I N A GRANDE - PB 

M h o -2000 



Dedico este traba lho 

a minha e sposa e 

aos meus pais 



AGRADECIMENTOS 

A Deus por ter me dado forca para concluir este trabalho; 

A minha esposa. Thamara, pelo amor e compreensao, e que sempre presente me 

incentivou a prosseguir e concluir este projeto; 

Aos meus pais e familiares, pelo carinho e constante incentivo; 

Ao Professor Washington Neves pela dedicaeao e amizade, nunca medindo 

esforcos para que eu conseguisse atingir meus objetivos; 

Ao Professor Benemar Alencar de Souza pelas contribuicoes durante a etapa de 

correcoes; 

Ao amigo Alecio Barreto Fernandes pela colaboraclo e incentivo durante toda a 

elaboracao deste trabalho; 

Aos amigos do laboratorio: Damasio, Diana, Mario e Helvio pela amizade e 

apoio; 

Ao Professor Edson Guedes por ter sido o primeiro a acreditar no meu trabalho; 

Aos funcionarios do Laboratorio de Alta Tensao e em especial a Selma; 

Ao CNPq pelo suporte fmanceiro. 



Sumarlo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lista de Figuras Iv 

Lista de Tabelas ix 

Resumo xi 

Abstract xii 

Capitulo 1 - Introducao 1 

1.1. Objetivos 6 

Capitulo 2 - Representacao de Linhas de Transmissao no Dominio Modal. 7 

2.1. Fenomeno de Ondas Viajantes em Linhas Monofasicas 7 

2.2. Equacoes de Ondas em Linhas de Transmissao Polifasicas .... 10 

2.3. Teoria de Transformacao Modal 12 

Capitulo 3 - Modelos Computacionais 15 

3.1. Modelo de Dommel 15 

3.2. Modelo de Budner 18 

3.3. Modelo de Snelson, Meyer e Dommel 19 

3.4. Modelo de J. Marti 23 

3.5. Sintese de FuncSes Racionais no Piano Z e o Modelo de Noda 

Nagaoka e Ametani 29 

Capitulo 4 - Descricao dos Metodos Implementados 31 

4.1. Consideracoes iniciais 31 

4.2. Identificacao de parametros 33 



4 . 3 . 0 Algoritmo implementado para ajustes utilizando o Piano S 

(Metodo Nao-Linear era S) 34 

4.3.1. Algoritmo de Calculo do Fator de Propagacao 35 

4.3.2. Algoritmo de Calculo da Admitancia Caracteristica 38 

4.3.3. Consideracoes adicionais sobre a Rotina Implementada. 39 

4.4. Algoritmos implementados para Ajuste utilizando o Piano Z... 41 

4.4.1. Metodo de Ajuste Linear - Resolucao por Transformacao 

de Householder 42 

4.4.2. Metodo de Ajuste Linear - Resolucao por Decomposicao 

do Valor Singular (svd) 44 

4.4.3. Metodo de Ajuste Nao-Linear - Metodo de Levenberg-

-Marquardt 45 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Capitulo 5 - Anali.se dos Resultados 46 

5.1. Sintese de Circuitos RLC 46 

5.1.1. Caso 1 - Polos e zeros reais 48 

5.1.2. Caso 2 - Polos e zeros complexos 65 

5.1.3. Considerac5es sobre os Ajustes no Piano S e no Piano Z 

na Sintese dos Circuitos RLC 80 

5.2. Linha de Transmissao Monofasica 80 

5.2.1. Admitancia Caracteristica 84 

5.2.2. Fator de Propagacao 90 

Capitulo 6 - Conclusao 95 

Referencias Bibliograficas 97 



Apendice A - Convolucao RccursivazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 103 

Apendice B - Metodo dos Minimos Quadrados Generalizado 104 

B. 1. Resoluc ao por Equacoes Normals 105 

B.2. Resolucao por Decomposicao do Valor Singular 108 

Apendice C - A Transformacao de Householder e o Metodo de Golub . 110 

Apendice D - Metodo de Ajuste Nao-Linear 113 

D. 1. O Metodo de Levenberg-Marquardt 115 



Lista de Figuras zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.1 - Circuito equivalente para um elemento de linha monofasica 7 

Figura 3.1 - Linha de Transmissao sem perdas 16 

Figura 3.2 - Circuitos equivalentes de Norton e de Thevenin de uma 

linha de transmisssao sem perdas 17 

Figura 3.3 - Circuitos equivalentes de Norton e de Thevenin de uma linha 

de transmissao com parametros dependentes da frequencia 

segundo Dommel & Meyer 22 

Figura 3.4 - Linha de transmissao segundo modelo de J. Marti 23 

Figura 3.5 - Circuitos equivalentes de Norton e de Thevenin de uma linha de 

transmissao com parametros dependentes da frequencia segundo 

J. Marti 24 

Figura 3.6 - Equivalente RC para a impedancia caracteristica 25 

Figura 4.1 - Defiracao da Frequencia de Referenda para o fator de propagacao. 36 

Figura 4.2 - Definicao da Frequencia de Referenda para a admitancia 

caracteristica 39 

Figura 4.3 - Criterio de estabilidade no piano z 44 

Figura 5.1 - Circuito RLC proposto 46 

Figura 5.2 - Modulo da Funcao de Transferencia em baixas frequencias 48 

Figura 5.3 - Erro percentual no ajuste nao-linear em s para baixas frequencias.. 49 

Figura 5.4 - Fase da Funcao de Transferencia em baixas frequencias 49 



V 

Figura 5.5 - Erro de fase no ajuste nao-linear em s em baixas frequencias 50 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.6 - Modulo da Funcao de Transferencia em altas frequencias 50 

Figura 5.7 - Erro percentual no ajuste nao-linear em s para altas frequencias 51 

Figura 5.8 - Fase da funcao de transferencia em altas frequencias 51 

Figura 5.9 - Erro de fase no ajuste nao-linear em s em altas frequencias 52 

Figura 5.10 - Modulo da Funcao de Transferencia em baixas frequencias 52 

Figura 5.11 - Erro percentual para ajustes no piano z para baixas frequencias... 53 

Figura 5.12 - Fase da funcao de transferencia em baixas frequencias 53 

Figura 5.13 - Erro de fase para ajustes em z em baixas frequencias 54 

Figura 5.14 - Modulo da Funcao de Transferencia em altas frequencias 54 

Figura 5.15 - Erro percentual para ajustes no piano z em altas frequencias 55 

Figura 5.16 - Fase da funcao de transferencia em altas frequencias 55 

Figura 5.17 - Erro de fase para ajustes no piano z em altas frequencias 56 

Figura 5.18 - Modulo da funcao de transferencia para toda a faixa de frequencia 56 

Figura 5.19 - Erro percentual para ajustes no piano z para toda a faixa de 

frequencia 57 

Figura 5.20 - Fase da funcao de transferencia para toda a faixa de frequencia... 57 

Figura 5.21 - Erro de fase para ajustes no piano z para toda a faixa de 

frequencia 58 

Figura 5.22 - Erro percentual utilizando ajuste linear (FIouseholder-Golub) 

aumentando-se o nurnero de polos e zeros em altas frequencias 62 

Figura 5.23 - Erro de fase utilizando ajuste linear (Householder-Golub) 

aumentando-se o numero de polos e zeros em altas frequencias 63 



Figura 5.24 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Erro percentual utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

7 polos e 7 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 63 

Figura 5.25 - Erro de fasel utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

7 polos e 7 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 64 

Figura 5.26 - Erro percentual utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

16 polos e 16 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 64 

Figura 5.27 - Erro de fase utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

16 polos e 16 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 65 

Figura 5.28 - Modulo da funcao de transferencia em baixas frequencias 66 

Figura 5.29 - Erro percentual no ajuste nao-linear em s para baixas frequencias..66 

Figura 5.30 - Fase da funcao de transferencia em baixas frequencias 67 

Figura 5.31 - Erro de fase no ajuste nao-linear em s em baixas frequencias 67 

Figura 5.32 - Modulo da funcao de transferencia em altas frequencias 68 

Figura 5,33 - Erro percentual no ajuste nao-linear em s para altas frequencias... 68 

Figura 5.34 - Fase da funcao de transferencia em altas frequencias 69 

Figura 5.35 - Erro de fase no ajuste nao-linear em s em altas frequencias 69 

Figura 5.36 - Modulo da funcao de transferencia em baixas frequencias 70 

Figura 5.37 - Erro percentual para ajustes no piano z para baixas frequencias.... 70 

Figura 5.38 - Fase da funcao de transferencia em baixas frequencias 71 

Figura 5.39 - Erro de fase para ajustes em z em baixas frequencias 71 

Figura 5.40 - Modulo da funcao de transferencia em altas frequencias 72 

Figura 5.41 - Erro percentual para ajustes no piano z para altas frequencias 72 

Figura 5.42 - Fase da funcao de transferencia em altas frequencias 73 



vii zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.43 - Erro de fase para ajustes no piano z em altas frequencias 73 

Figura 5.44 - Modulo da funcao de transferencia para toda a faixa de frequencia74 

Figura 5.45 - Erro percentual para ajustes no piano z para toda a faixa de 

freqiiencia 74 

Figura 5.46 - Fase da funcao de transferencia para toda a faixa de freqiiencia... 75 

Figura 5.47 - Erro de fase para ajustes no piano z para toda a faixa de 

frequencia 75 

Figura 5.48 - Erro percentual utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

16 polos e 16 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 79 

Figura 5.49 - Erro de fase utilizando ajuste linear (Householder-Golub) com 

16 polos e 16 zeros e ajuste linear (svd) com 2 polos e 2 zeros 79 

Figura 5.50 - Linha de transmissao monofasica 81 

Figura 5.51 - Modulo da admitancia caracteristica 82 

Figura 5.52 - Fase da admitancia caracteristica 82 

Figura 5.53 - Modulo do fator de propagacao 83 

Figura 5.54 - Fase do fator de propagacao 83 

Figura 5.55 - Erro percentual para ajustes no piano s para a admitancia 

caracteristica 85 

Figura 5.56 - Erro de fase para ajustes no piano s para a admitancia 

caracteristica 85 

Figura 5.57 - Erro percentual para ajustes no piano z para a admitancia 

caracteristica 86 



viii zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.58zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Erro de fase para ajustes no piano z para a admitancia 

caracteristica 86 

Figura 5.59 - Erro percentual para ajustes no piano z considerando toda a faixa 

frequencia 89 

Figura 5.60 - Erro de fase para ajustes no piano z considerando toda a faixa de 

frequencia 89 

Figura 5.61 - Erro percentual para ajustes no piano s para o fator de 

propagacao 91 

Figura 5.62 - Erro de fase para ajustes no piano s para o fator de propagacao... 91 

Figura 5.63 - Erro percentual para ajustes no piano z para o fator de 

propagacao 93 

Figura 5.64 - Erro de fase para ajustes no piano z para o fator de propagacao.. 93 

Figura 5.65 - Erro percentual para ajustes no piano z. Comparacao entre o 

ajuste linear (Householder-Golub) e o ajuste linear (svd) para 

aproximacoes de mesma ordem 94 

Figura 5.66 - Erro de fase para ajustes no piano z. Comparaclo entre o 

ajuste linear (Householder-Golub) e o ajuste linear (svd) para 

aproximacoes de mesma ordem 94 

Figura B . l - Desenho esquematico da matriz do problema de ajuste A 105 



X 

Lista de Tabelas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 5.1 - Resultados obtidos a partir do Ajuste Nao-linear no piano s 59 

Tabela 5.2 - Polos e zeros obtidos a partir do Ajuste Nao-linear no piano s 59 

Tabela 5.3 - Resultados obtidos para Ajustes no piano z 60 

Tabela 5.4 - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no piano z 60 

Tabela 5.5 - Resultados obtidos a partir do Ajuste Nao-linear no piano s 76 

Tabela 5.6 - Polos e zeros obtidos a partir do Ajuste Nao-linear no piano s .... 76 

Tabela 5.7 - Resultados obtidos para ajustes no piano z 77 

Tabela 5.8 - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no piano z 77 

Tabela 5.9 - Dados da linha de transmissao monofasica 81 

Tabela 5.10 - Resultados obtidos para o ajuste da admitancia caracteristica no 

piano s 84 

Tabela 5.11 - Resultados obtidos para o ajuste da admitancia caracteristica no 

piano z 86 

Tabela 5.12 - Resultados obtidos para o ajuste da admitancia caracteristica no 

piano z para a faixa de frequencia de lOOHz-lMHz 88 

Tabela 5.13 - Resultados obtidos para o ajuste do fator de propagacao no 

piano s 90 

Tabela 5.14 - Resultados obtidos para o ajuste do fator de propagacao no 

piano z 92 



X 

Tabela 5.15 - Comparacao entre Ajuste Linear por Householder-Golub e Ajuste 

Linear por decomposicao (svd) para o fator de propagacao no 

piano z com polinomios de mesma ordem 92 



XI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Resumo 

Para representar uma linha de transmissao corretamente em programas 

como o EMTPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Electromagnetic Transients Program), e necessario levar em 

consideragao a dependencia dos seus parametros em relacao a freqiiencia. Nestes 

programas, linhas polifasicas sao inicialmente desacopladas atraves da transformacao 

modal e cada modo e analisado como uma linha monofasica. No dominio da freqiiencia, 

uma linha de transmissao e representada pela sua admitancia caracteristica Yc{co) e o 

fator de propagacao A{co). Neste trabalho, e apresentada uma revisao de modelos de 

linhas de transmissao aereas com parametros dependentes da frequencia. Diferentes 

metodos de ajuste sao propostos para obter funcoes polinomiais racionais de baixa 

ordem que aproximam Yc(&) eA(o)). Sao considerados ajustes no piano z e no piano s. 

Os metodos de ajuste no piano z produzem resultados precisos para a sintese de circuitos 

RLC e para aproximacoes de A(a>). Para a admitancia caracteristica Yc{&), o sucesso 

da modelagem no piano z depende da faixa de frequencia considerada. Mostra-se ainda 

que todo metodo de otimizacao deve realizar simultaneamente ajustes das curvas de 

modulo e de fase, de forma a garantir melhores resultados. As tecnicas apresentadas 

podem tambem ser empregadas no desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes 

da frequencia e no projeto de filtros passivos. 
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Abstract zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

In order to accurately represent a transmission line in programmes such as 

the EMTPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Electromagnetic Transients Program), it is necessary to take into account 

the frequency-dependence o f its parameters. In such programmes, multiphase lines are 

first decoupled through modal transformation matrices and each mode is subsequently 

analysed as a single-phase line. In frequency-domain a transmission line is perfectly 

defined by its characteristic admittance Yc(co) and the propagation constant A(co). In 

this work, an overview of overhead frequency-dependent transmission line models is 

presented. Different methods are proposed to fit rational functions to Yc{ca) and A(ca). 

Both z-domain and s-domain approaches are considered. Z-domain fitting is shown to be 

effective when obtaining approximations to the transfer function o f RLC circuits and to 

the propagation constant A(co). When fitting rational functions to YC(OJ) , the success o f 

the z-domain formulation proved to be dependent on the range o f frequency considered. 

It is also shown that any optimization procedure should fit phase and magnitude 

simultaneously so as to ensure better results. The presented techniques can also be 

applied to the development o f frequency-dependent network equivalents (FDNE) and the 

design o f passive filters. 



Capitulo 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Introdu^ao 

O estudo de transitorios eletromagneticos e fundamental durante o 

projeto de um sistema de energia eletriea. Atraves da analise de transitorios 

eletromagneticos e possivel dimensionar os demais equipamentos eletricos de forma a 

reduzir o risco de ruptura do isolamento quando da ocorrencia de surtos de tensao. No 

caso de sistemas ja em operacao, o estudo de transitorios eletromagneticos e tambem 

bastante importante pois mediante este e possivel identificar a causa de falhas, 

permitindo a correcao imediata destes sistemas. 

A confiabilidade de um sistema de energia eletriea e determinada pela 

frequencia e duracao de interrupcoes no suprimento. Muitas vezes estas interrupf5es sao 

provocadas pela ocorrencia de sobretensoes que em algumas situafoes chegam a 

comprometer o isolamento de equipamentos. Portanto, as sobretensoes podem ser 

classificadas em: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• Sobretensoes externas: Aquelas que sao resultantes exclusivamente 

de descargas atmosfericas. 

• Sobretensoes internets: Aquelas que sao geradas internamente e sao 

comumente denominadas surtos de manobra. Ocorrem devido a mudan^a brusca da 

condi?ao de opera?ao ou configuragao dos sistemas, tais como: energizacao ou 
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desenergizacao de elementos do circuito. initio ou interrupcao de faltas e rejeicao de 

carga. 

Durante o processo de planejamento de um sistema de energia eletriea, o 

projetista tern o compromisso de realizar um projeto economicamente viavel e ao mesmo 

tempo apresentando um alto nivel de confiabilidade. O projeto deve ser idealizado de 

forma a garantir o menor disturbio na operacao e o minimo de prejuizo no que se refere 

a equipamentos eletricos, quando da ocorrencia de faltas. Para tanto, faz-se necessario 

determinar a magnitude, forma, frequencia e duracao das sobretensSes, e adaptar as 

caracteristicas de suportabilidade do isolamento aos esforcos aos quais o equipamento 

podera ser submetido. 

Para tensoes de operacao de ate 230kV, o nivel de isolamento das linhas 

e dos equipamentos e definido unicamente pela necessidade de proteger o sistema de 

descargas atmosfericas. Para tensoes de operacao entre 230kV e 700kV, as operaeoes 

de chaveamento, assim como os surtos atmosfericos, sao determinantes do nivel de 

isolamento. Para tensoes acima de 700kV, somente os surtos de manobra sao 

considerados para a determinacao do nivel de isolamento do sistema. [GRAINGER et al, 

1994], 

O comportamento dinamico de um sistema de energia eletriea pode ser 

caracterizado por equacoes diferenciais. Devido a complexidade dos sistemas reais, a 

solucao analitica se toma inviavel. Para a utilizacao de metodos computacionais e 

preciso modelar os diversos elementos que compoem o sistema. 

Para ser realmente fiel o modelo de linha de transmissao deve incluir a 

natureza distribuida e a dependencia da frequencia de seus parametros [HUMPAGE, 

1982; M A R T I et al, 1985; COSTA Jr.,1995; FERN ANDES, 1996; N G U Y E N et al, 
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1997;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T A V A R E S et al, 1997]. Para frequencias variando de 0,1 Hz a 50 MHz [CIGRE 

1990], a resistencia e a indutancia das linhas de transmissao variam significativamente 

devido as caracteristicas de retorno pela terra, efeito pelicular e ao acoplamento mutuo 

existente entre as fases. A capacitincia e funcao exclusivamente da geometria da linha e, 

portanto, permanece constante com a frequencia [ G A L L O W A Y et al, 1964; D O M M E L , 

1996]. A o levarmos em consideracao a variacao de parametros com a frequencia, 

estamos, no entanto, aumentando os esforcos computacionais. Por outro lado, a 

utilizacao de modelos de linha de transmissao com parametros constantes, em muitos 

casos, implica distorcao das formas de onda e picos elevados de tensao devido a 

amplificacao dos harmonicos mais elevados [ M A R T I , 1982]. 

Ao longo das ultimas decadas grande progresso foi feito na elaboracao 

de programas computacionais para simulacoes de transitorios eletromagneticos. 

Programas do tipo EMTPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Electromagnetic Transients Program), inicialmente 

desenvolvido na concessionaria americana BPA (Bonneville Power Administration) com 

base em estudos realizados por D O M M E L (1969), sao talvez os mais utilizados para o 

estudo do comportamento dinamico de sistemas de energia eletriea. 

O EMTP utiliza as vantagens de uma analise no dominio do tempo para 

obter a solucao. Mudancas subitas na coirfiguracao do sistema e a modelagem de 

elementos nao-lineares, podem ser considerados mais facilmente que em metodos de 

analise que empregam o dominio da frequencia. A solucao e entao determinada para 

cada passo de tempo At, em geral, prefixado. Partindo-se das condicoes iniciais em 1=0, 

as tensSes em cada no do sistema em analise sao determinadas em t=At, 2.At, 3.At, 

ate o tempo maximo de simula?ao tm:ix. No processo de calculo das tensoes e correntes 

em cada terminal, e necessario conhecer as tensoes e correntes ate um certo tempo 
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anterior, isto e. em / -/-J/ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1-2.A!, 1-3.At, .../--(sendo r o tempo de propagacao de ondas 

ou tempo de transito da linha). 

A representacao correta de uma linha de transmissao em programas 

como o EMTP e tarefa bastante dificil devido ao acoplamento existente entre as fases e a 

forte dependencia de seus parametros com a frequencia. Ao longo das duas ultimas 

decadas varios modelos foram propostos. Entre os quais podemos destacar: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a) Modelos no dominio modal 

Nestes modelos as linhas polifasicas sao primeiramente desacopladas 

atraves da utilizacao de matrizes de transformacao modal 

[WEDEPOHL, 1963; D O M M E L , 1969]. Desta forma, cada modo pode 

ser analisado como um circuito monofasico. Para a transieao entre os 

dominios de modos e fases e utilizada uma matriz de transformacao 

complexa, funcao dos parametros da linha e, por esta razao, tambem 

dependente da frequencia. Com o objetivo de evitar convolucoes no 

tempo nas transicoes entre os dominios modal e de fases, costuma-se 

considerar a matriz de transformacao real e constante com a frequencia. 

Este procedimento e valido para linhas de transmissao aereas que 

apresentam alto grau de simetria, visto que nestes casos as matrizes de 

transformacao sao praticamente constantes com a frequencia 

[TAVARES et al, 1997], O modelo proposto por J. M A R T I (1982) e o 

mais comumente. Varias tecnicas para aumentar a eficiencia destes 

modelos ja foram propostas [HUMPAGE et al, 1980; M A R T I , 1982; 

FERNANDES, 1996; TAVARES et al, 1997]. 
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b) Modelos no dominio de fases 

Nestes modelos procura-se evitar a transformacao modal e, 

conseqtientemente, possiveis erros decorrentes da substituicao de 

matrizes de transformacao modais complexas e fortemente dependentes 

da frequencia por matrizes reais e constantes com a frequencia, como no 

caso de linhas aereas polifasicas assimetricas e cabos subterraneos 

[CASTELLANOS et al, 1995; MORCHED et al, 1999]. A modelagem 

da linha de transmissao e realizada diretamente no dominio de fases. 

Entre as tecnicas ja propostas podemos destacar: a aplicacao de matrizes 

"idempotent" [CASTELLANOS et al, 1995; CASTELLANOS et al, 

1997; MARC A NO. 1996; M A R C A N O et al, 1997], a tecnica recursiva 

bilateral [ANGELIDIS et al, 1995], o metodo de transferencia A R M A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(Auto Regressive Moving Average) [NAKAN1SHI et al, 1986; N O D A 

et al 1996; N O D A et al,1997; N G U Y E N et al, 1997 ] e o metodo de 

ajuste vetorial (Vector fitting) [GUSTAVSEN et al, 1997; MORCHED 

etal, 1999]. 

Um procedimento comumente empregado no desenvolvimento dos 

modelos acima e o ajuste da resposta em frequencia de uma linha de transmissao a 

funcoes polinomiais racionais. Estas funcoes polinomiais racionais poderao ser escritas 

tanto no piano s como no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z, utilizando a transformada de Laplace e a transformada 

z, respectivamente [ M A R T I , 1982; N O D A et al, 1996; MORCHED et al, 1999]. A 

transieao frequencia-tempo para posterior analise no dominio do tempo e entao realizada 

atraves de transformadas inversas. A qualidadc destas aproximacoes e o que determina a 



CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 - introdueao 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

precisao do modelo implementado. A utilizacao de funcoes racionais de ordem elevada 

pode resultar em erros locais significativos em extremos do espectro de frequencia 

[FERNANDES et al, 1997], Por outro lado, funcoes de baixa ordem, alem de mais 

estaveis possibilitam simulacSes em tempo real [SOUSA et al, 1997], zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1. Objethos 

O objetivo deste trabalho e estudar a modelagem de linhas de 

transmissao com parametros distribuidos dependentes da frequencia no dominio modal 

realizando uma analise comparativa entre modelos que empregam o piano s para a 

sintese de funcoes racionais e outros que utilizam a transformada z como ferramenta. As 

vantagens e desvantagens de cada abordagem serao apresentadas. 

Mostra-se que os metodos apresentados podem ser empregados de 

forma adequada na sintese de circuitos a parametros concentrados e tambem a 

parametros distribuidos. As tecnicas apresentadas sao particularmente uteis para o 

desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes da frequencia e para o projeto de 

filtros passivos. 

A eficiencia destes modelos e avaliada mediante uma analise de 

resultados obtidos com o auxilio do M I C R O T R A N
3

 [MICROTRAN, 1992]. 



Capitulo 2 

Representa^ao de Linhas de 

Transmissao no Dominio Modal 

2.1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fenomeno de Ondas Viajantes em Linhas de Transmissao Monofasicas 

Consideremos, inicialmente, o circuito equivalente de um eiemento 

incremental de uma linha de transmissao monofasica com um condutor e retorno pela 

terra, como mostra a Figura 2.1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i(x,t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V/XJ) 

i(x-Ax, t) 

v(x- Ax, r) 

Figura 2.1- Circuito equivalente para um eiemento de linha monofasica. 

Os parametros de linha sao considerados uniformemente distribuidos, e 

portanto, temos: 

r - Resistencia em Q-'km; 

g - Condutancia de dispersao em Qkm; 

I - Indutancia em H km; 
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obtida por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c - Capacitancia em /•" km. 

A partir do circuito equivalente, a queda de tensao na linha pode ser 

ct(x + Axj) 
v(x , / ) = v(x + Ax \ / ) + r. Ax.i(x + Ax, / ) +I. Ax. ; — 

ct 

ci(x + Ax,t) 
v(x + A x , / ) - v(x,t) = - r . A x . / ( x + A x , / ) - / . A x . — 

Dividindo a equacao anterior porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A y obtemos: 

v(x + A x , / ) - v(x,l) ci(x + Ax,t) 
= - r . / ( x + A x , / ) - / . 

Ax-
 /

 ct 

Quando, Ax-^0, temos: 

cv ci 

c x c t 

cv ( I 
_ = r / - + / _ (2.1) 
cx ct 

Analogamente, a corrente de linha pode ser obtida por: 

<?v(x,t) 
i(x,t) = i(x + Ax,t) + g. Ax. v(x, l) + c. Ax. 

ct 

ov(xj) 
i(x + Ax J) = i(x,t)- g. Ax. r(x. t)-c. Ax. 

i(x + Ax,1)-i(x,t) = -g.Ax.v(x,t)-c.Ax. 

ct 

cv(x,t) 

dt 

Dividindo a equacao anterior por Ax obtemos: 

/ (x + A x , ? ) - / ( x , Z ) ^ t X O 
= ~g- v(x,t) - c.—^r— 

Ax ct 
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Quando. J .v—temos : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ci cv 

As equacoes diferenciais (2.1) e (2.2) governam as variacocs da tensao e 

da corrente no espaco e no tempo. 

No dominio da frequencia (2.1) e (2.2) se tomam 

cV izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s. 

- — = (/?+ jaL)I = Z.I 

cx 

- — = (G + jcoC) I - Y. V 
CX ' 

em que V e / representam os fasores de tensao e corrente, respectivamente. 

Diferenciando-se (2.3) com relacao a x, obtemos 

c^V £I_ 

cx
2

 cx 

d
2

I v cV 

cx
L

 cx 

(2.3) 

(2.4) 

Substituindo (2.3) em (2.4) obtemos as equacSes telegraficas abaixo 

c'V 
-rr = ZYV 
cx~ 

(2.5) 

d
2

I 

ck
1 

A solucao do sistema de equacoes diferenciais (2.5) e dada por 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = Vf •e'
y

-
x

 +Vb-e-
rx 

1 1 (
2

-
6

) 

z 3 z 

, z , 
em que y = s}Z.Ye a com/ante de propagagao e Z. •= , j , . e a impedt 

caracteristica. 
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As expressoes da tensao e da corrente acima correspondem a soma de 

duas ondas viajantes em direcoes opostas e a mesma velocidade 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v = • 
>ILC 

Essas ondas sao denominadas onda progressiva e onda regressiva. 

(2.7) 

2.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Equacoes de Ondas em Linhas de Transmissao Polifasicas 

Generalizando (2.1) e (2.2) para uma linha polifasica, obtemos: 

cx ct 

- ^ = [ G 1 H + [ C ] - ^ 
cx ct 

sendo, [R] e a matriz de resistencias por unidade de comprimento; 

[ l ] ea matriz de indutancias por unidade de comprimento: 

[G] e a matriz de condutancias por unidade de comprimento; 

[c] e a matriz de capacitancias por unidade de comprimento. 

No dominio da freqiiencia as equagSes (2.8) se tornam: 

m 

cx 

m 

- ^ < z ] . [ i ) 

-=m-[v] 

(2.8) 

(2.9) 

cx 

em que [V] e [ / ] sao vetores de tens5es e correntes, respectivamente e representam 

grandezas de fase. 

A matriz [Z] e denominada matriz de impedancia serie e e complexa e 

simetrica, ou seja, [Z] = [ Z ]
7

. 

Os elementos diagonals ZU = Ru +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jojLU representam as impedancias 

proprias por unidade de comprimento enquanto que os elementos nao-diagonais 
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Z,k = Zk, = IiA + jioI..kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA representam a impedancia mutua por unidade de comprimento 

entre os condutores /' e k . 

Formulas para o calculo de Z., ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zik foram inicialmente desenvolvidas 

por CARSON (1926) para linhas telefonicas e depois generalizadas para linhas de 

transmissao aereas. DERI et al (1981) propuseram uma formulacao mais simplificada 

para o calculo da impedancia serie. 

A matriz [}'"] e denominada matriz de admitancia shunt e tambem e 

complexa e simetrica. 

Para linhas de transmissao aereas a matriz de admitancia pode ser 

reduzida a [Y] = j&[C] sendo a capacitanciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [C] considerada fun<jao exclusivamente da 

geometria da linha [ D O M M E L , 1996], 

Diferenciando-se (2.9) com relaeao a x obtemos 

CX' cx 

(2.10) 

CX CX 

Substituindo (2.9) em (2.10) obtemos as equacoes telegraficas abaixo 

^ V - = [zl[r]{v] 
cx 

(2,11) 

c 
• # = m . [ z ] . [ / ] . 
cx 

A resolucao de (2.11) e tarefa bastante dificil devido ao acoplamento 

mutuo existente entre as fases. Este processo de resolucao pode ser simplificado atraves 

do uso de transformacoes mod'ais como descrito a seguir. 
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2.3. Teoria de Transformacao Modal : 

As equao5es (2.11) podem ser desacopladas com a ajuda das matrizes 

[ / r ] e que transformam grandezas de fase em grandezas modais. 

Para as tensoes temos entao: 

em que 

Para as correntes temos: 

[ ' ] = frzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA}['»-.]e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^o]=[f,Y-[Il 

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11) obtemos 

a 

ax 

c 

c'x 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

e [y
2

 ] e a matriz diagonal dos autovalores tanto de [Z] . [F] como de [ T ] . [ Z ] ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ J V ] e a matriz cujas colunas sao os autovetores de [ Z ] . [ T ] ; 

[ r j e a matriz cujas colunas sao os autovetores de [ T ] . [ Z ] . 

e [7^.] e [ r , ] serelacionam por 

M = ( W T - <
2 , 6

» 
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por 

Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos as equacoes modais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

cx 

c 
p 2 yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J I modcj-

(2.17) 

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.9) obtemos 

° IfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mod o ] 

CX 
T 1 ' f Z l \T]\I 

(2.18) 

c 
j 

De (2.18) obtemos as matrizes de impedancia e admitancia modais dadas 

(2.19) 

WEDEPOHL (1963) mostrou que ambas [ Z m o d o ] e [T m o ( i o ] sao diagonals. 

Diferenciando-se (2.18) com a relacao a x, obtemos 

1

 [^niodo] Xj I ^ ( / m o d o ] 

cx L J

 <a 

^ [^modo] | \ r "jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ \ } roodo] 

Substituindo (2.18) e utilizando (2.19), obtemos 

^ 2 L m
0 < 1

 ° J' L mod o j - | / mod o J 

^ [ 4 o d 0 ] = r i r i r i 

(2.20) 

(2.21) 
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As equacoes (2,21) representam modos independentes que podem ser 

analisados separadamente como circuitos monofasicos. Desta forma, para cada modo a 

solucao e dada por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ — l. . p i
 xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 . [/ . p : * 

n»ao-|- 7 7 

em que y - -JZmnio_k .Ymnio_k e a constante de propagacao no modo k e 

7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-c =

 J p *
o d o k

 e a impedancia caracteristica no modo k . 

V mod /; 

Analogas a (2.6), as expressdes acima representam a soma de duas ondas 

viajantes que se deslocam em direcoes opostas e a uma mesma velocidade. 

Como podemos observar, o problema de se resolver as equacoes para 

linhas polifasicas (2.11) restringe-se a sintese das matrizes de transformacao [ j v ] e [ r . ] 

que diagonalizam os produtos matriciais [Z] . [T] e [ T ] . [ Z ] , respectivamente. 

Para linhas assimetricas, as matrizes de autovetores [ r v ] e [7 j ] sao 

complexas e tern os seus elementos dependentes da frequencia. Para linhas balanceadas 

ou perfeitamente transpostas, [ r , . ] e [ j j ] podem ser reais e constantes com a frequencia 

[ D O M M E L , 1996]. Nesse ultimo caso as matrizes se relacionam por 

W = ^ ] = m (2 23) 

e 

m 1 i n 7 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2.24) 

A dificuldade na sintese das matrizes de transformacao modais [ j r ] e 

[ r j esta no fato de que estas matrizes de autovetores nao sao unicamente definidas, ao 

contrario da matriz de autovalores [y
2], e esta liberdade de localizaclo dos autovetores 

no piano complexo pode resultar em graves problemas numericos [ H E D M A N , 1965; 

NAREDO,1987; B R A N D A O FAR1A, 1988; D O M M E L , 1996]. 
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Varios modelos computacionais de linhas de transmissao para a siniulacao 

de transitorios eletromagneticos em sistemas de potencia foram propostos nos ultimos 30 

anos. Alguns dos principais modelos para linhas de transmissao com parametros 

distribuidos e dependentes da frequencia sao apresentados a seguir, 

3.1. Modelo de Dommel 

D O M M E L (1969) desenvolveu um modelo considerando uma linha de 

transmissao sem perdas, ou seja, tanto a resistencia r como a condutanciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gpor unidade 

de comprimento sao consideradas nulas. Desta forma, a constante de propagacao e dada 

por 

r=J0'JZ^C=ja>'{yfi (3.1) 

em que r e o tempo de transito i eo comprimento da linha em km. 

A impedancia caracteristica Z e independente da frequencia e portanto, 

uma constante 

Z c = ^ . (3.2) 

Combinando as equacoes (2.6) obtemos, 
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Figura 3.1. 

(3.3) 

Considerando a linha monofasica sem perdas e de comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i da 

m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/////////////////////////// 

portanto, 

Figura 3.1- Linha de transmissao sem perdas 

Aplicando a equacao (3.3) ao terminalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA convencionamos x = 0 , 

V +7 J ~> 1 ' * k ' ^ C . J km -* f • 

No terminal m temos x = I logo, 

Vm-Zc.Imk=2Vre*(. 

Substituindo (3.4) em (3.5) 

(yk+zc,ikn^
(

 = vm-zc.i 

Fazendo e~rt

 =e'
Jtar em (3.6) temos 

(Vk+Zc.Ikm).e~^=Vm-Zc.Imk. 

mk ' 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

No dominio do tempo, a equafao (3.7) se torna 

v,(/ - r ) + Z /..„(/ - t) = vm(t) - ZcJmk(t). (3.8) 

Para um observador ficticio viajando do terminal k para o terminal m a 

mesma velocidade que a onda progressiva Vf, a expressao V + ZC.I encontrada pelo 
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observador emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k no instante / - r sera a mesma que ele encontrara no terminal m no 

instante / , como mostra (3.8). 

Defmindo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

It{t-T) = y.vm(t-T)-imt(t-T) (3.9) 

obtemos das eqs. (3.8) e (3.9), respectivamente, 

U ' ) = ^ v , ( / ) - / , ( / - r ) 

(3.10) 

Com base nas equacoes (3.9) e (3.10), obtemos os circuitos equivalentes 

da Figura 3.2. 

v»(/) vJ/) 

(a) 

vAr) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Zc 
Zc m 

(b) 

Figura 3.2 - Circuitos equivalentes para uma linha de transmissao sem perdas. 

(a) Equivalente de Norton; (b) Equivalente de Thevenin. 

Para linhas polifasicas, cada modo independente sera representada pelos 

circuitos da Figura 3.2. 
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3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.2. Modelo de Budner 

BUDNER (1970) propos um dos primeiros modelos de linha de 

transmissao com parametros dependentes da frequencia. Neste modelo, a linha de 

transmissao e considerada um quadripolo e portanto, as equacSes (2.6) sao reescritas em 

termos de parametros de quadripolo. 

Para a linha de transmissao da Figura 3.1, temos no dominio da frequencia 

que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ = Y V + Y V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 km 1 kk k ' 1 km-' m , . 

e / — V V + Y V ( J - 1 U 
1 mk ~ 1 mk-* k

 T
 1 mm • * m 

em que 

Ytk (Ymm) representa a admitancia de entrada vista no terminal k (in) 

quando o terminal m (k) e curto-circuitado; 

Ykm (Ymk) representa a admitancia de transferencia entre k (w) e m (k) 

com o terminal k (m) curto-circuitado. 

Devido a linha ser bilateral, teremos Ymm = Ykk e Ymk = Ykm. 

Logo, no dominio do tempo, as equac5es (3.1) se tornam: 

hlk 0) = f - w). v, (u).du + [ j k k (t - w). vm (u).du 

ykk{l) e ykm (t) sao denominadas/w/fdes de peso e caracterizam a linha de transmissao 

no que se refere ao fenomeno de ondas viajantes. 

Para proceder a resolucao das integrals de convoluc-ao acima, Budner 

inicialmente calcula Ykk e Ykm para todo o espeetro de frequencia e obtem as grandezas 

(3.12) 
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equivalentes no dominio de tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ykk e ykm atraves da transformada inversa rapida de 

Fourier (FFT). 

representar a linha de transmissao como um quadripolo, BUDNER(1970) ignora a 

natureza distribuida dos parametros. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3. Modelo de Snelson, Meyer e Dommel 

SNELSON (1972) introduziu uma mudanca de variaveis para relacionar 

correntes e tensoes e o conceito de funcoes de peso ja utilizado por BUDNER (1970), 

para obter um modelo mais simplificado e que, portanto, requer um menor esforco 

computational quando implementado. 

A maior desvantagem deste metodo reside justamente no fato de que ao 

As novas variaveis foram definidas como: 

• Funcdes de ondas progressivas: 

e 

fk(d = vk{t)+zcjkm(i) 

/ m W = V m 0 ) + Z c . / M , ( 0 : 
(3.13) 

• FuncSes de ondas regressivas: 

e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

bk(t) = vk(t)-Ze.itm(t) 
(3.14) 

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.9) e (3.10), que sao validas para linhas 

sem perdas, obtemos: 

e 
hU) = /„,(>'•-

(3.15) 
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De acordo com (3.15). um impulse de tensao aplicado em um terminal no 

instante / = 0 sera visto no outro terminal apos r segundos. r e o tempo de transito da 

componente de frequencia mais elevada. 

Levando-se em consideracao as variacoes dos parametros com a 

frequencia, as equacoes (3.13) e (3.14) podem ser reescritas como: 

As variaveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vk, Vm, I k m e I m k podem ser eliminadas das equacoes acima 

para obtermos 

Fk(co) = Vk(co) + Zl.Jtm(co), 

FM = Vm(o)) + Z,.Imk(m), 

Bk(co) = Vk(co)-ZvIkm{&), 

BM-Vm{oy)~zvimk{co), 

(3.16) 

sendo Z, e a impedancia de surto dada por 

(3.17) 

e 

Bk{oj) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4(o>). Fjco) + AM.FM 

Bm (co) = A, (©). Fk {a) + A2 (&). Fm (a>). 
(3.18) 

A}(co) e A7(co) sao as transformadas de duas novas funcoes de peso, 

conforme descrito adiante. 

No dominio do tempo, temos 

e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K (0 = f* A 0 - «)• <*x («)• du + f fm (t - u). a2 dv. 

(3.19) 
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As funcoes a , ( r ) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a:(r) sao as novas funcoes de peso. 0 significado 

fisico destas funcoes de peso pode ser visualizado ao fazermosFm(&>) = 0 e T\ ( « ) = 1 

em (3.18), ou seja, aplicando um impulso de tensao no terminal k e terminando a linha no 

terminal m com a impedancia Z , . Logo, obtemos 

Bk{(o) = Ay{<o) 

BM-AMl
 (3

-
20) 

que correspondem no dominio do tempo respectivamente a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

bk (/) = f l , ( / ) 

e , ^ , s (3.21) 

As funcoes de peso ax(t) e a2{t) sao, respectivamente, as ondas 

regressivas no terminals receptor e emissor devido a excitacao da linha por um impulso 

de tensao. 

Como nenhuma resposta pode ocorrer antes que qualquer excitacao seja 

aplicada, ax(t) e a2{t) sao nulas para qualquer tempo negativo e as equacoes (3.19) 

podem ser escritas 

h (0 = £fm(t - (")•<*< + Fft (tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - u).a2 (u).di< 

e °^ \ (3.22) 

*»0) = [ft 0 - 4«,(**)-du + [fm(t - u).a2{u).dti. 

As novas fun?5es de peso a,(/) e a2{i), propostas por Snelson, sao 

menos oscilatorias que as empregadas no modelo de BUDNER (1970) e, portanto, sao 

mais faceis de ser obtidas. 

M E Y E R & D O M M E L (1974), utilizando como base o trabalho de 

SNELSON (1972), obtiveram os circuitos equivalentes da Figura 3.3. 
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Zi v„(/) 

v*(/) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z, 

-WWW-

(a) 

Z, m 

v„(r) 

(b) 

Figura 3.3 - Circuitos equivalentes. (a) de Norton e (b) de Thevenin. de uma linha de transmissao com 

parametros dependentes da frequencia segundo MEYER & DOMMEL(1974). 

Os efeitos da frequencia sobre os parametros e a resposta da linha de 

transmissao ao fenomeno de ondas viajantes estao concentrados nas fontes de corrente e 

de tensao nos circuitos equivalentes propostos. 

Para linhas polifasicas, cada modo independente sera representado pelos 

circuitos da Figura 3.3. 

M E Y E R & D O M M E L (1974) mostraram, atraves de uma analise de 

erros-, a importancia de se levar em eonsideracao a cauda das funcoes de pesozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ax(t) e 

<?,(?) no calculo das integrals de convolucao (3.22). 

Embora este modelo tenha representado grande avango na modelagem de 

linhas de transmissao, apresenta ainda uma serie de problemas como: a dificuldade de se 

resolver integrals de convolucao para cada intervalo de tempo e a utilizacao de 

transformadas inversas de Fourier no calculo das fungdes de peso. 
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3.4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Modelo cle J. M a r t i 

J. M A R T I (1982) sugeriu a substituicao da impedancia de surto Z, pela 

impedancia caracteristicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zc nas equacoes (3.16). Com este procedimento, ao 

energizarmos a linha de transmissao, como mostra a Figura 3.4., nao teremos mais 

nenhuma reflex a o no terminal k . 

^ k £»
T

 m 

Figura 3.4 - Linha de transmissao segundo modelo de J. MARTI (1982). 

As funcoes de peso a, (/) e a2 ( / ) , descritas por M E Y E R & D O M M E L 

(1974), assumem formas diferentes. a,(?) representa a resposta da linha a um impulso de 

tensao aplicado no terminal k visto no terminal m apos r segundos. r sendo o tempo 

que a componente de frequencia mais rapida leva para chegar ate a outra extremidade da 

linha de transmissao. Devido a inclusao das perdas no modelo, o impulso de tensao que 

chega ao terminal receptor tera soffido aterraagoes. a2 (() e agora nula, o que torna o 

modelo mais simples e facil de ser implementado. 

Desta forma, as equacoes (3.18) se tornam 

Bk(a>) = A(a>).Fm{a>) 

Bm{e>) = AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA&Wa) 

em que A(co) = Ax (co) = e~
rC

 e denominado fator de propagacao. 

No dominio do tempo, as equacoes (3.23) assumem a forma 
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e

 ' , (3.24) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
bm(J) = Jr / * ( ' - uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)a{u).du. 

O circuito equivalente proposto por J. M A R T I (1982) para a linha de 

transmissao e mostrado na Figura 3.5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(b) 

Figura 3.5 - Circuitos equivalentes (a) de Norton e (b) de Thevenin de uma linha de transmissao com 

parametros dependentes da frequencia segundo J.MARTI (1982). 

A impedancia caracteristica contem agora as informacdes relativas aos 

efeitos da variacao da frequencia sobre os parametros, enquanto que as fontes de tensao 

e corrente contem as informacoes sobre a respostazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA da linha ao fenomeno de propagacao 

de ondas. 

Para as simulacoes no dominio do tempo, J. M A R T I (1982) propos a 

utilizacao de uma conexao serie-paralela de blocos RC (Realizagao Foster-J) para 

aproximar a impedancia caracteristica Z c(cj)como mostra a Figura 3.6. O-numero de 

blocos RC necessarios para uma representacao precisa da linha de transmissao depende 

da configuracao da linha em questao e do modo sendo simulado. 
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R= R„, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

km 

vAt 

r-WHzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—i 

r

4> Kit) 

Figura 3.6 - Equivalente RC (Realizagao Fosier-1) para Zc. 

A impedancia caracteristica pode entao ser escrita sob a forma de uma 

funcao polinomial racional no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s (s - a + jco). 

N(s) (s + ze.)- (s + ze,) - (s + ze.)---(s + zeK) 
Z

eq (•*) = -7::; V = ; / • T V~7 ' (3-25) 
c q X ;

 D(s) (s + P,)-(s + P2)-(s + p3)-(s + pm) 

Como Zc(®) corresponde a resposta de urn sistema passivo que tende 

para um valor constante quando <y —» x , o numero de zeros 11 devera ser igual ao 

numero de polos m. Portanto, teremos 11 = m em (3.25) e todos os polos e zeros sao 

negativos, reais e com multiplicidade um [FERNANDES, 1996], 

Expandindo a equacao (3.25) em uma soma de fracoes parciais temos 

^ ( s ) = ̂ + 7 ^ T + 7 - ^ - + - - - + 7 4 ^ (3-26) 

da qua! obtemos os parametros do circuito RG da Figura 3.6. como sendo, 

R;f. k,:!l fpt ;C,- = \/k,. para /' = 1,2,...,m. 

De acordo com as equacoes (3.24), para obtermos bk(t) e bm(t), 

teremos que inicialmente determinar a(t) aplicando a transformada inversa de Fourier a 

A{(o). 
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ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a(i) = 0 para / < r , o fator de propagacao pode ser expresso 

como uma funcao deslocada no tempo em r segundos dada por 

a{t)=p{t-T). (3.27) 

No piano complexozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s (s = a + jco), temos, 

A(s) = P(s).e~". (3.28) 

Para facilitar a transicao freqiieneia-tempo, J.MARTI (1982) sugeriu a 

representacao de P(s) na forma de uma funcao racional 

^ D(s) { S + P i ) . i s + P 2 ) . i s + P i ) . . . { s + P m ) • ^ - > 

Como A{co) e a resposta de um sistema fisico passivo, e tende para zero 

quando OJ x . o numero de zeros n devera ser menor que o numero de polos m. 

Logo, teremos n<m na equacao (3.29). Todos os polos e zeros sao negativos, reais 

distintos com multiplicidade um [MARTI, 1982]. 

Expandindo P{s) em uma soma de fracoes parciais e substituindo em 

(3.28), obtemos 

^ ( 5 ) = { - * L _ + - * 2 - + + _ ^ - L - (3.30) 
[s + Pi s + Pi s + pm] 

No dominio do tempo, temos 

al!q(j) = {k,-e~
Ml

-
T)

 +k2.e-*
{t

-
r)

+ + knre~
p

™
u

~
T)

}.u(t - r ) . (3.31) 

O numero de fracoes parciais utilizado na aproximacao do fator de 

propagacao depende tambem da configuracao da linha e do modo analisado. 

Substituindo (3.31) em (3.24) 
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e

 f , (3.32) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b,M =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j r / t ( f - ( « ) . < * / . 

As integrals de convolucao (3,32) foram reduzidas a integrals da forma 

s(1) = \*g(j-u).k.e-
aiu

-
z

\du. (3.33) 

De acordo comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SEMLYEN & DABULEANU (1975), SEMLYEN & 

ROTH (1977) e SEM LYEN!  (1981), o processo de resolucao de integrals de convolucao 

como (3.33) pode ser bastante acelerado atraves da tecnica de convolucao recursiva, que 

consiste em obter s(t) a partir do valor s{t - At), conhecido no passo de tempo anterior 

e da historia de g em r e em r + At unidades de tempo anteriores (Apendice A). 

s(f) = c,. s, (t-Al) + c2. g(t -T) + C3 .g(t-r-At) (3.34) 

em que , c, e c, sao constantes que dependent de k, a e do passo de tempo At. 

O sucesso da tecnica aplicada por J. Marti para a modelagem de linhas de 

transmissao com parametros dependentes da frequencia depende exclusivamente da 

qualidade das aproxima?6es para A{co) e Zc(p)). J. Marti utilizou o procedimento 

assintotico de Bode em suas aproximacoes. Como as funcSes racionais so possuem zeros 

no semiplano esquerdo do piano complexo, as funcoes de fase correspondentes podem 

ser determinadas a partir de suas amplitudes [MARTI, 1982; DOMMEL,1996]. 

No algoritmo de Bode, a curva e aproximada atraves de segmentos de 

reta que sao horizontals ou apresentam uma inclinacao multipla de 20dB/decada. Os 

pontos onde ha mudangas na inclinacao definem os polos e zeros da funcao racional 

aproximada. Os numeros de zeros e polos nao sao obtidos diretamente. A aproxima?ao e 

feita passo a passo iniciando no nivel DC e seguindo ate a frequencia mais elevada. Este 
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processo assintotico. no entanto. resulta, em alguns casos, em um numero elevado de 

polos e zeros para o polindmio aproximado [NODA et al, 1996]. 

Para obter aproximaedes de baixa ordem utilizando o metodo de ajuste 

assintotico, L MARTI (1983) teve que reduzir consideravelmente a faixa de frequencia e 

a precisao para as suas aproximaedes. 

FERN ANDES (1996) utilizou um metodo de ajuste otimizado para a 

obtencao de funcSes racionais aproximadas para a admitaneia caracteristica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

YC{&) = [Zc(<y)] e para o fator de propagacao A{co). 

No metodo implementado por FERN ANDES (1996), Yeq{s) e P(s) em 

(3.28) sao determinados diretamente das amplitudes das func5es de fase-minima Yc(co) 

e A(OJ) . 

Para 5 = jco , teremos 

iv / \ | 7 „^ (A-®' +\).{A2.(o
2 +1) (A„.a

2 +1) 
} c ( o ) =H •————— ;— — T77T (->-̂ 5) 

(BVG>- +\).(B2.a)~ + 1) (Bn.co +1) 

\P(o))\
2

 = H 

r 

2 
(Bvw

2

 +l))"\(Bn.a)
1 +1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)J "\(Bm.&

2

+l) 
(3.36) 

para n < m. 

O metodo de Levenberg-Marquardt [PRESS et al, 1992] e entao utilizado 

para se obter iterativamente os parametros H, Ai e Bt. 

De posse dos valores de Ai e BT, os zeros e polos de YC(&>) e A{co) 

sao, respectivamente, obtidos de 
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I 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
/• =-= e p =-j=. (3.37) 

A R 

Atraves da utilizacao do metodo proposto por FERNANDES (1996) foi 

possivel obter funcSeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA racionais precisas e de menor ordem das que foram obtidas com o 

metodo de ajuste assintotico. O modelo de baixa ordem gerado com o metodo 

implementado produziu resultados muito proximos dos obtidos com o metodo 

assintotico, mas utilizando menor esforco computacional. 

3.5. A Sintese de Funcoes Racionais no Piano Z e o Modelo de Noda, Nagaoka e 

Ametani 

Para o desenvolvimento de modelos de linhas de transmissao no dominio 

de fases, ANGELIDIS & SEMLYEN(1995) e mais recentemente NODA et al (1996), 

utilizaram a transformada Z [OPPENHEIM et al, 1997] para obter funcoes racionais 

aproximadas. Por ser um operador de tempo discreto, os resultados do ajuste, ja livres 

de erros de discretizacto, podem ser implementados diretamente em programas do tipo 

EMTP. 

NODA et al (1996) ajusta funcSes polinomiais racionais da forma 

G(z) = —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA———zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA; . _ v ( -> o8 ) 

1 + hxz + b2z - +• • ••••!•>rz 

para obter a funcao de transferencia do modelo. 

No dominio do tempo, temos 

y(n) = a0x{ti) + a^x{n - l)+..,+aNx(?i - N) - b}y(n - l) b.y(n - N) . 

(3.39) 
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A equacao acima mostra que o operadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z " - e acrescenla um 

atraso de //amostras no dominio de tempo e sua aplicacao e semelhante a tecnica de 

convolucao recursiva (Apendice A). 

O tempo de~ amostragem A.t e defmido diretamente da frequencia de 

Nyquist 

A t

 = JT~~- (
3

-
4

°) 
J max 

A funcao erro definida por 

erro = (a0 + axz ' +• • ~a,z
 v ) - (l + hxz

 1 +• • -+bszzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 v

) • G(z) (3.41) 

e entao obtida utilizando um metodo de minimos quadrados linearizado baseado na 

transformacao de Householder (Apendice C). 

O peso implementado na resolucao dos minimos quadrados para o /'-esimo 

ponto e dado por 

= , , ! | 2 , (3-42) 

com D(z,) = 1 + blzi

_1 +• • -+bs. z]
 v

 . 

De acordo com NODA et al (1996), a transfonna?ao de Householder 

torna o metodo mais estavel, rapido e precise 



Capitulo 4 

Descri^ao dos Metodos 

Implementados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capitulo sao apresentados os metodos implementados neste 

trabalho para a modelagem de linha de transmissao com parametros distribuidos 

dependentes da frequencia. Sao considerados metodos nos quais a sintese de funcSes 

racionais e realizada no piano s assim como metodos que utilizam a transformada z. 

4.1. Consideraeoes iniciais 

Para a perfeita caracterizacao de uma linha de transmissao no dominio da 

frequencia, e necessario conhecer apenas dois parametros: a admitaneia caracteristica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Yc(co) = [Zc(fi>)] e o fator de propagacao A(co). No caso de linhas polifasicas, estes 

parametros devem ser obtidos independentemente para cada modo. 

Com o objetivo de facilitar a simulacao de transitorios eletromagneticos 

no dominio do tempo, J. MARTI (1982) sugeriu a utilizacao de funcSes polinomiais 

racionais para aproximar com erro minimo a admitaneia caracteristica e o fator de 

propagacao. 
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No piano complexo s com (.v = /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ca), temos 

(s + ze] )-(s + ze2)- (s + ze.) •  •  •  (s +  zen) 

(s + /;,)• (s + />,)• (s + /;,)••• (s + pm) 
(4.1) 

H-
(s +  re,) •  (s + ze2)- (s + ze3) • • • (s + ze„) 

(s + p,)-(s + p2)-(s + p3)-(s + pj 
(4-2) 

ou ainda, 

Yeq(s) = P(s) 

e A^{s) = P(s).e-"- . (4.3) 

Como motra o capitulo anterior, o numero de zeros n deve ser menor 

que o numero de polos m (n<m) para Aeq(s), enquanto que para Yeq(s) temos o 

numero de zeros n igual ao numero de polos m. 

A eficiencia do metodo proposto por J. MARTI (1982) depende da 

qualidade destas aproximac5es obtidas para a admitaneia caracteristica Yc(co) e o fator 

de propagacao A(OJ) . O numero de frafSes parciais (3.26) e (3.30) utilizadas em cada 

aproximacao depende da configuracao da linha, do seu comprimento e do modo 

analisado. 

Durante a sintese das funcoes racionais aproximadas, deve-se ainda levar 

em consideracao o fato de que um numero excessivo de termos, devido a utilizafao de 

um numero elevado de zeros e polos, implicara maior esforco computacional para o 

calculo de tensSes e correntes numa linha de transmissao em regime transitorio. E 

necessario, portanto, encontrar um numero minimo de zeros e polos tal que garanta 
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aproximacao das funcoes polinomiais racionais de }*(<•«>) e A(G>) , respectivamente, com 

erro minimo. Uma vez que este minimo tenha sido encontrado, nao havera nenhum 

esforgo computational adicional. 

Como as funcoes racionais so possuem zeros no semiplano esquerdo do 

piano complexo, e necessario calcular apenas as suas amplitudes [DOMMEL, 1996], 

Logo, Yeq(s) e P(s) em (4.3) sao determinados diretamente das magnitudes das funcoes 

de fase minima (&>) e A(ca) defmidas abaixo. 

Para s = jco, temos 

\Yc(a>)\
2

 = H 
2 iA.co

1

 +X).(A2.a)
2

 +X) (A„.o>
2

+\) 

' (Bvm
2

 +}).(B2.a)
2

 +1) (Bn.(o
2

 +1) 
(4.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

!P(^)|
2

 = if
2

 -
(Aver +})] f(An.co

2

 + ])) 

(Bvor +\)J K(Bn.a>-+l)J \{Bm.a>-+l)J 
(4.5) 

para n < m 

4.2. Identificacao de Parametros 

A identificacao de parametros e geralmente utilizada para resumir ou 

condensar dados de forma a ajusta-los a um modelo.Na literatura, existem diferentes 

metodos de ajuste para casos de dependencia linear ou nao-linear do modelo com os 

parametros [PRESS et al, 1992], 

O procedimento de ajuste e em sintese um problema de minimizaeao. 

Inicialmente, uma funcao de merito e eseolhida para medir a concordancia entre uma 

solugao aproximada, obtida com um conjunto particular de parametros calculados, e a 
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soiucao real. Os parametros sao. entao, ajustados comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  objetivo de se obter um minimo 

na funcao de merito. 

O metodo dos minimos quadrados [PRESS et al, 1992] e bastante 

utilizado em procedimentos de ajuste. Os parametros do modelo sao obtidos 

minimizando a funcao erro dada por 

em que 

>'. e o /-esimo valor da variavel dependente de um conjunto de N dados; 

x, e o /-esimo valor da variavel independente de um conjunto de N dados, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

,a2 ,...,aM representa o conjunto de parametros ajustaveis; 

y(xi;al,...,a^} e o valor aproximado da variavel dependente calculado a 

partir de x. e dos parametros do modelo; 

cr e o desvio padrao do /-esimo ponto do conjunto de dados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.3. O algoritmo implementado para ajustes utilizando 0  piano s (metodo nao-

linear em s) 

O modelo implementado combina o metodo dos minimos quadrados 

generalizado (Apendice B) com o metodo nao-linear proposto por Levenberg-Marquardt 

(Apendice D) para obter funcoes polinomiais racionais de baixa ordem que aproximam a 

admitaneia caracteristica Yc((#) e o fator de propagacao A{co) com bastante precisao. 

-y(x-alt...3aif) 
(4.6) 
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O uso de aproximacoes de baixa ordem, conseguido com um numero 

reduzido de polos e zeros nos polinomios racionais evitara qualquer esforco 

computational adicional na determinacao das condic5es transitorias do sistema em 

analise. 

Uma rotina computational para a sintese das funcoes racionais 

aproximadas foi implementada em FORTRAN. Esta rotina possui dois modulos: um para 

o ajuste da admitaneia caracteristica e outro para o fator de propagacao. Os algoritmos 

em que cada um desses modulos se baseia sao apresentados a seguir. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.3.1. Algoritmo de cakulo do fator de propagacao 

1. Ler o numero de polos que ira determinar a ordem da funcao 

polinomial rational a ser obtida. 

2. Ler a diferenca entre polos e zeros a ser considerada no ajuste. Nao 

aceitar numero de zeroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n maior ou igual ao numero de polos m. 

3. Ajustar pontos acima da frequencia de referenda mnf como mostra a 

Figura 4.1. 

4. Dividir a faixa de frequencia que inicia em mref > mmin e termina em 

m em m intervalos ieuais em escala loRaritmica. 

5. Escolher valores iniciais de A. e BT em (4.5) de forma a garantir polos 

no centro de cada intervalo e definir o valor initial de H como 
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Fat or de 

Propagagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sm si Sr ef Sm ax 

Frequencia 

Figura 4.1- Defmicao da Frequencia de Referenda para o Fator de Propagacao. 

6. SuporzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bu...,Bm constantes em 

I W I 2 = * , - f R \ + (4.7) 
(Bvm- +1) (Bm.m-+\) 

ou seja, 

I /»(©)!2 = • X, (m) + * 2 • Z 2 (B,) + - + * m • Xm(or), (4.8) 

e obter parametros k],k2,...,km atraves do metodo dos minimos 

quadrados linear generalizado com o usozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de equacoes normais 

(Apendice B). 

7. Iniciar o metodo nao-linear de Levenberg-Marquardt (Apendice D) 

para obter a funcao aproximada (4.7). Utlizar como chutes iniciais para 

as variaveis kl,k2,...,km e Bl,B2,...,Bm os valores previamente 

conhecidos. Realizar uma iteracao completa do algoritmo de 

Levenberg-Marquardt e realizada. 

8. Definir (4.5) como modelo para a funcao polinomial racional 

aproximada. Determinar / 2 para os valores atuais de A N BT e 

H atraves do metodo de Levenberg-Marquardt. 
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9. Iniciar o processo iterative para determiner os parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A ; . HT e H 

que minimizam yj' • Utilizar todos os pontes. 

10. Obter parametros e calcular zeros e polos, respectivamente, de 

r = e p, (4.9) 

Uma das caracteristicas particulares desta modelagem e a liberdade que o 

usuario tern de modificar P(s), adicionando ou retirando polos conforme seja necessario 

para garantir maior precisao aos resultados, desde que sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mantenha a relacao // < m. No 

ajuste implementado por FERNANDES( 1996) sao consideradas apenas duas situacSes 

distintas: 

a) Numero de polos m = Numero de zeros n + \: Quando P(s) 

apresenta fase sempre menor que 90° para toda a faixa de frequencia; 

b) Numero de polos m = Numero de zeros n + 2: Quando P(s) 

apresenta fase maior que 90° em algum valor da faixa de frequencia. 

Ao encontrar uma fase maior que 90°, o programa acrescenta 

automaticamente um segundo polo adicional e repete o processo de 

ajuste considerando m = ti + 2. 

Para alguns casos o ajuste com m = n + 3, 4,... produz resultados mais 

precisos e estaveis para o fator de propagacao. 

Com o objetivo de acelerar o processo de convergencia do metodo, 

apenas os pontos acima de uma dada frequencia de referenda mref sao ajustados. Para a 

frequencia de referenda e geralmente escolhido um valor na terceira decada, como 
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rnostra a Figura 4.1. Neste trabalho, a frequencia de referenda foi definida como sendo 

200 Hz. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.3.2. Algoritmo de calculo da admitaneia caracteristica 

A diferenca entre a forma das funcSes polinomiais racionais que 

aproximam, respectivamente, o fator de propagacao e a admitaneia caracteristica diz 

respeito apenas ao numero de polos e zeros considerados no ajuste e ao posicionamento 

relativo entre estes. 

TantozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y (s) como P(s) descreve uma curva que oscila entre seus zeros 

e polos. No caso do fator de propagacao, esta curva descreve uma funcao 

monotonicamente decrescente enquanto que para a admitaneia caracteristica temos uma 

funcao monotonicamente crescente. 

Para uma funcao monotonicamente crescente, z, < pi7 para /* = 1,2,...,n . 

Portanto, cada zero deve ser alocado antes de um polo. Para uma funcao 

monotonicamente decrescente, zt > p:, para /' = 1,2,...,?? . Portanto, cada zero deve ser 

alocado depois de um polo [FERNANDES, 1996], 

O procedimento empregado no calculo da admitaneia caracteristica e 

essencialmente o mesmo descrito anteriormente. 

1. Ler o numero de polos que ira determinar a ordem da funcao 

polinomial racional a ser obtida. 

2. Ajustar pontos abaixo da frequencia de referenda nrref como mostra a 

Figura 4.2. 
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3. Dividir a faixa de frequencia que inicia emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mnrn e termina em 

mref < m„:ax em m intervalos iguais em escala logaritmica. 

4. A partir deste ponto, o algoritmo segue igual ao utilizado para o 

calculo do fator de propagacao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Admit aneia 
Caract er ist ica 

Figura 4.2 -Definicao da Frequencia de Referenda para a Admitaneia Caracteristica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.3.3. Consideracoes adicionais sobre a rotina implementada 

O algoritmo elaborado conforme descrito anteriormente foi inicialmente 

implementado utilizando-se as vantagens do software matematico MATLAB™ (Versao 

4.0). O processo de elaboracao da rotina computacional foi bastante acelerado com a 

ajuda das funcoes matriciais pre-existentes (built-in functions), caracteristicas do 

ambiente MATLAB™ Desta forma, a eficacia deste metodo apresentado pode ser 

testada ainda nas etapas iniciais do seu desenvolvimento. Embora os resultados obtidos 

apresentassem grande precisao, o tempo de processamento necessario para a finalizacao 

Frequencia 
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do processo iterative e. portanto. um maior esforco computational nao justificaria a 

continuidade deste estudo fazendo-se uso de tal ferramenta matematica. Resultados 

igualmente precisos com esforco computacional reduzido foram obtidos com a utilizacao 

de rotinas em linguagem FORTRAN. 

Para a resolucao dos sistemas de equacoes lineares no metodo dos 

minimos quadrados generalizado (Apendice B) e no metodo de Levenberg-Marquardt 

(Apendice D), optou-se pela utilizacao do metodo de eliminacao de Gauss-Jordan. O 

metodo de decomposicao em valores singulares (SVD), bastante empregado em 

problemas de minimos quadrados, quando aplicado ao problema em questao acarreta um 

aumento consideravel no esforco computacional, o que torna o processo de 

convergencia mais lento. No entanto, a precisao dos resultados nao e alterada. 

O ajuste de curvas utilizando o metodo de Levenberg-Marquardt, 

conforme descrito no item anterior, apresenta algumas desvantagens. A mais 

significativa destas esta no fato de ser dependente de chutes initials precisos. Por ser um 

metodo nao-linear, chutes iniciais imprecisos poderao resultar em inumeras iteracdes ate 

que o metodo consiga convergir para um resultado satisfatorio. 

A utilizacao de apenas a curva de modulo para obter ajustes para modulo 

e fase representa . tambem uma outra limitacao no metodo implementado. As 

aproximaedes para as fases do fator de propagagao e da admitaneia caracteristica podem 

ser melhoradas consideravelmente se forem incluidas no processo de ajuste grandezas de 

modulo e fase ou grandezas complexas. 
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4.4. Algoritrnos implementados para ajustes utili/.ando o piano z: 

Com o intuito de investigar a eficiencia e a precisao de ajustes realizados 

diretamente no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z, foram implementadas tres rotinas. 

Tendo como base o trabalho de NODA et al (1996), o fator de 

propagacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A{&) e a admitaneia caracteristica Yc(co) = [Zc(<»)] ' foram modelados por 

funcoes polinomiais racionais 

, , a„ ~a,zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 + a7z"'
2

 +---+az~" 

G(z) =
 0 ,

 1 , ,
 2 , -

JL

— (4.10) 

w

 \ + bxz~
x

 +b2z -+--'+bmz'
m 

em que n representa o numero de zeros, m representa o numero de polos 

e z'
n

 = e~'
vw£i

' = cosncaAt - j senna At (4.11) 

1 

com At --. - — . (4.12) 
if zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J max 

Resolvendo a equaeao (4.10) para G(z) 

a0 + a}z~
l

 +a2z-
2

+~-+anz~
n

 ~G(z)-(h^ + h2z~
2

 +-+bmz"") = G(z) 

(4.13) 

Fazendo G{z) = Ra{z) + jXa(z) em (4.13) obtemos 

an +a,z~
l

 +ayz~
2

 +---+az~" 

(4 14) 
-[Ra{z) + jXa{z)\(b^ +b2z~

2

+-+bmz-) = Ra(z) + JXa(z) 

em que Ra (z) e Xa (z), correspondent, respectivamente, as componentes reais e 

imaginarias de G(z). 

Substituindo (4.11) em (4.14) obtemos 

a0 +a}e-
ja

* +a2e-
j2o,At

 +---+ane-
J

"
a

'* 

- [ * > ) + / * > ) ] • (V" ' "* + b 2 e ^ + - + b m e ^ ' ) = Ra{e>) + jXa{a>) 

(4.15) 
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Separando partes real e iinauinaria em (4.15) ehegamos a um sistema 

linear sobredeterminado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

URX] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = [B] (4.16) 

Para um ajuste no qual sao considerados k pontos distintos, temos: 

[ A] e a matriz do problema de ajuste, de dimensoes (2k) x (n + m +1). Os 

elementos das linhas \..,k saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA formados pelas componentes reais e os elementos das 

linhas ( k +1)... 2k sao formados pelas componentes imaginarias de (4.15). 

[X] e o vet or de parametros ajustaveis e de tamanho ??; + /?+ 1. 

[B] e um vetor de tamanho 2k . Os elementos 1... k sao constituidos por 

/?,(&>) e os elementos (k + \)...{2k ) correspondent a Xa(a>). 

Para solucionar o sistema sobredeterminado (4.16) foram propostos: a 

transformacao de Householder (Apendice C), a decomposicao em valores singulares 

(SVD) (Apendice B) e o metodo de Levenberg-Marquardt (Apendice D). 

As rotinas computacionais foram implementadas em FORTRAN. Os 

algoritrnos descritos a seguir sao utilizados para obtermos aproximacoes tanto para a 

admitaneia caracteristica como para o fator de propagagao. A unica diferenca e que para 

o fator de propagagao, o numero de zeros n e considerado menor que o numero de 

polos m. 

4.4.1. Metodo de Ajuste Linear - Resolucao por Transformacao de Householder: 

1. Ler o numero de polos e o numero de zeros que irao determinar a 

ordem da funcao polinomial rational a ser obtida. 
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2. Converter grandezas de modulo e fase (coordenadas polares) em 

coordenadas cartesianas. 

3. Inicializar a matriz [/l]e o vet orzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IB] e os pesos para a resolucao do 

sistema sobredeterminado. Definir pesos como 1.0. Defmir o vetor 

de comprimento 2k onde os elementos \ ...k sao constituidos 

por Ra{co) e os elementos (k + !)...(2k ) correspondem a Xa{a>). 

4. Iniciar o processo iterative Resolver o sistema de equacoes lineares 

utilizando a Transformacao de Householder e o Metodo de Golub 

(Apendice C). 

5. Obter polos e zeros a partir dos parametros parametros a0,...,an e 

b1,...,bm, extraindo-se as raizes do numerador e do denominador em 

(4.10). 

6. Estabilizar polos e zeros instaveis. 

7. Obter zeros e polos equivalentes no piano s, respectivamente, de 

In/- ln», 
r. = — e p. = (4.17) 

A ideia principal deste metodo consiste em ajustar a funcao para 

Fs (<y) + e .quando a diferenca entre o valor calculado e o real for positiva e para 

Fs {ca) - e, quando a diferenca entre o valor calculado e o valor real for negativa. e e 

definido como o desvio medio absoluto. A cada iteracao e calculada uma nova matriz do 

modelo [A] e o novo sistema de equacoes lineareszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e resolvido. A fungao racional 

aproximada (4.10) e entao avaliada. Os novos parametros calculados sao comparados 

aos obtidos na iteracao anterior e os pesos sao atualizados. 



Capitulo 4 - Descricao dos Metodos Implements zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

No piano - a regiao de estabilidade corresponde a regiaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \z\ < 1, que 

representa um eirculo unitario centrado na origem do piano complexo, como mostra a 

Figura 4.3. 

Im(r) 

1 Re(r) 

Figura 4.3 - Criterio de Estabilidade no Piano z 

Na rotina de estabilizacao implementada, polos e zeros que estejam fora 

do eirculo unitario sao refletidos para dentro do mesmo. Matematicamente. polos e zeros 

complexos instaveis sao substituidos pelo inverso do seu conjugado. 

_1_ 
/' —>• r e /' ( —> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ft 

(4.18) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.4.2. Metodo de Ajuste Linear - Resolucao por Decomposicao em Valores 

Singulares (SVD) 

Esta rotina de ajuste difere da anterior unicamente no que se refere ao 

metodo de resolucao do sistema linear sobredeterminado escolhido. Aqui utilizamos a 

decomposicao em valores singulares (SVD). 
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4.4.3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo de Ajuste Nao-Linear - Metodo de Levenberg-Marquardt 

O metodo descrito a seguir combina o metodo anterior com o metodo 

nao-linear proposto por Levenberg-Marquardt (Apendice D). 

O algoritmo segue igual ao descrito na secao 4.4.1 ate o item 4, quando 

optamos pelo uso da decomposicao em valor singulares (SVD) para solucionar o sistema 

linear sobredeterminado. Por esta razao, iniciamos a sua exposicao a partir do item 5. 

5. Utilizar os parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a0,...,an e b^,...,bm como chutes iniciais para a 

rotina de Levenberg-Marquardt. 

6. Repetir processo iterativo ate que a funcao de merito x
1 definida pela 

equacao (4.6) atinja um minimo. 

7. Obter polos e zeros extraindo-se as raizes do numerador e do 

denominador em (4.10). 

8. Estabilizar polos e zeros instaveis seguindo procedimento ja descrito 

anteriormente. 

9. Calcular polos e zeros equivalentes no piano s a partir de (4. 16). 

No capitulo seguinte, os resultados obtidos com os metodos 

implementados sao apresentados e analisados. 



Capitulo 5 

Aiialise de Resultados 

A analise dos resultados obtidos com os metodos propostos no CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 

e subdivida em duas segoes. Inicialmente, sao analisados os resultados obtidos para a 

sintese de circuitos R L C , quando e feito um estudo comparative entre a modelagem no 

piano s e a modelagem no piano z. Em seguida, os resultados para uma linha de 

transmissao monofasica sao analisados. 

5.1. Sintese de Circuitos R L C 

Consideremos o circuito RLC da Figura 5.1 cuja resposta em frequencia 

desejamos ajustar a uma funcao racional aproximada. 

Figura 5.1 - Circuito RLC proposto. 
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Desejamos considerar ajustes no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s e no piano z. Para isso 

calculamos analitieamente sua funcao de transferencia: 

z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R 

V 
+ -

1 
(5.1) 

V Rp -a>
i

RpLxCl + jcoRpRlCl 

I ~ l-a)
2

LA+JvCt(Rl+Rp) 

Fazendo s = jm em (5.2) obtemos 

y _s
2

RpLlCl+sRpRlC1+Rp 

I S
Z

LXCX+SCX(RI+RP) + \ 

(5.2) 

(5.3) 

Extraindo-se as raizes do numerador e do denominador em (5.3) 

obteremos, respectivamentc, os zeros e os polos da funcao de transferencia. 

Os polos sao dados por 

e os zeros sao dados por 

<\ • (RP + ± J k • {RP + *,)]" -

2Z,C, 
(5.4) 

1,2 2R I jC , 
(5.5) 

A eficiencia dos metodos de ajuste propostos e avaliada atraves de dois 

casos distintos. 
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5.1.1. Caso 1 - Polos e zeros reais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FazendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rp = 100O, Rx = 200Q, C, = 2Q,uF e /., = 100/w/7 em (5.4) e 

(5.5) obtemos 

Pia =-177,12434446 

r, = -292,89318 r2 = -1707,1067818 

Utilizando um programa implementado em FORTRAN, foram gerados 

arquivos de dados com valores do modulo e da fase da funcao de transferencia para 

baixas freqiiencias (1 Hz-10kHz) e para altas frequencias (lOOHz-lMHz). Passamos 

agora a apresentar os resultados obtidos. 

100 .00 

9 0 ,0 0 

•2-
o 8 0 .0 0 

7 0 .0 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —i 

Mod u lo d a Fun gao de Tran sfer en cia 

Ajuste NSo-Linear n o p ian o s 

6 0 .0 0 

1.00 10 .00 100 .00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Frequencia (Hz) 

1000 .00 10000 .00 

Figura 5.2 - Modulo da Funcao de Transferencia em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.3. - Erro pcrccntual no ajuste nao-linear em s para baixas freqiiencias 
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Figura 5.4 - Fase da Funcao de Transferencia em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.5 - Erro de Fase no ajuste nao-linear emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s em baixas frequencias (1 Hz-lOkHz). 
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Figura 5.6 - Modulo da Funcao de Transferencia em altas frequencias (lOOHz-lMHz), 
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Figura 5.7 - Erro percentual no ajuste nao-linear emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s para alias freqiiencias. 
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Figura 5.8 - Fase da Funcao de Transferencia em altas freqiiencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.9 - Erro de Fase no ajuste nao-linear em s em altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.10 - Modulo da Funcao de Transferencia em baixas frequencias (IHz-lOkHz). 
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Figura 5.11- Erro percentual para ajustes no piano z para baixas frequencias. 
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Figura 5.12 - Fase da Funcao de Transferencia em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.13 - Erro de Fase para ajustes em z em baixas freqiiencias (lHz-lukHz). 
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Figura 5.14 - Modulo da Funcao de Transferencia em altas freqiiencias (100Hz-lMHz). 
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Figura 5.15 - Erro percentual para ajustes no piano z para altas frequencias. 
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Figura 5.16 - Fase da Funcao de Transferencia em alias frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.17 - Erro de fase para ajustes no piano z em altas frequencias. 
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Figura 5.18 - Modulo da Funcao de Transferencia para toda a faixa de frequencia. 
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Figura 5.19- Erro percentual para ajustes no piano /. para toda a faixa de frequencia. 
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Figura 5.20 - Fase da Funcao de Transferencia para toda a faixa de frequencia. 
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Figura 5.21 - Erro de fase para ajustes no piano /. para toda a faixa de frequencia. 

Como criterio de avaliacao para a precisao das aproximacoes obtidas para 

a funcao de transferencia, sao considerados: o erro percentual acumulado e o erro 

percentual maximo. 

O erro percentual acumuladozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Eac e definido como a soma dos erros 

percentuais absolutos nas aproximaedes para cada ponto. 

rtpl Valor real - Valor calculado 

Valor real 
•100% (5,6) 

O numero de iteracoes necessarias para a convergencia assim como os 

polos e zeros calculados ao final de cada ajuste sao tambem determinantes da eficiencia 

de cada metodo. 
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Nos ajustes considerando toda a faixa de frequencia sao utilizados 606 

pontos enquanto que nos demais sao utilizados 804 pontos. 

As Tabelas 5.1 e 5.2 a seguir mostram os resultados obtidos com o 

metodo de ajuste nao-linear no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s. 

Ajustes no piano s 

Ajuste Nao-Linear em s 

Numero de 

Iteracoes 

Erro Acumulado Erro maximo 

lHz-lOkHz 101 1,088.10""% 6,423.10"
14% 

100Hz- 1MHz 468 20,477% 1,091% 

Tabela 5.1- Resultados Obtidos a partir do Ajuste Nao-Linear piano s. 

Ajustes no piano s 

Valores 

Teoricos 

Ajuste Nao-Linear em s Valores 

Teoricos lHz-lOkHz 100Hz - 1MHz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -177,124 -177,124 -3453,645 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -177,124 -2822,876 -3453,645 

zl -292,893 -292,893 -1922,730 

"1 
-1707,11 -1707,110 -3915,382 

Tabela 5.2 - Polos e zeros obtidos a partir do Ajuste Nao-Linear em s. 

Como mostram as Figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 e a Tabela 5.1, o ajuste nao-

linear no piano s consegue reproduzir as curvas de modulo e fase da funcao de 

transferencia com grande precisao em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 

Em altas frequencias (Figuras 5.6, 5.7, 5,8 e 5.9) percebemos que tanto a 

curva de modulo como a curva de fase obtidas apresentam algumas distoreoes ja na 

primeira decada. 

Quanto aos polos e zeros resultantes do ajuste, percebemos que embora a 

resposta em frequencia seja perfeitamente reproduzida, o ajuste nao-linear em s nao 
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retorna polos reais identicos. Verificamos ainda na Tabela 5.2. que os valores calculados 

em altas frequencias nao concordam com os valores teoricos. 

As Tabelas 5.3 e 5.4 reunem resultados referentes a modelagem no piano 

z. Os valores obtidos atraves do metodo nao-linear com o uso de Levenberg-Marquardt 

sao exatamente iguais aos resultantes do ajuste linear com decomposicao em valores 

singulares (svd). Isto ocorre porque os parametros calculados pelo metodo linear (svd), 

que servem como chutes iniciais para a rotina de Levenberg-Marquardt, sao suficientes 

para garantir o minimo para a funcao de merito %2 

Ajustes no piano z 
Ajuste Linear Ajuste Linear 

(Householder - Golub) (svd) 

Numero Erro Erro Numero de Erro Erro maximo 

de Acumulado maximo Iteracoes Acumulado 

Iteracoes 

lHz-lOkHz 1 44.02°« 0,17% 1 0,518.10"6% 0,233.10"8% 

100Hz- 1MHz 1 7878,82% 20,79% 1 0,172.10"5% 0,219.10"7% 

1Hz- 1MHz 1 7535,58% 28,03% 1 0.163.10'4% 0,200.10'6% zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 5.3 - Resultados Obtidos para Ajustes no piano /.. 

Ajustes no piano z 
Ajuste Linear 

(Householder - Golub) 

lHz-lOkHz lOOHz-lMHz lHz- lMHz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Px -176,99 -94212,87 -94212,87 

Pi -2827,66 -885647,56+j6283185,3 -885647,56+j6283185,3 

* 1 -293,23 _80444,57 -80444,57 

-1707,79 -98775,26+6283185,3 -98775,26+6283185,3 

Tabela 5.4 - Polos e zeros cm s obtidos a partir de ajustes no piano /.. 
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iustes no piano z 
Ajuste Linear 

(svd) 

lHz-lOkHz lOOHz-lMHz 1 H Z - 1 M H Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Px -177,13 -177,12 -177,12 

Pi -2827,58 -2822,88 -2822,88 

- i -292,90 -292,89 -292,89 
T 

" 2 -1708.14 -1707,11 -1707,11 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 5.4 (continuacao) - Polos e zeros cm s obtidos a partir de ajustes no piano z. 

Como podemos observar nas Figuras 5.10, 5 .11, 5.12 e 5.13 e nas 

Tabelas 5.3 e 5.4, os metodos de ajustes no piano z, em baixas frequencias, tambem 

produzem resultados bastante precisos. No entanto, o metodo linear com a 

decomposicao svd apresenta desempenho um pouco melhor que o metodo que utiliza a 

transformacao de Householder. 

Em altas frequencias (Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17), encontramos 

algumas limitacdes no metodo de ajuste linear (Householder-Golub). O ajuste por este 

metodo apresenta erros elevados ao longo de toda a faixa de frequencia considerada para 

as curvas de modulo e fase da funcao de transferencia. Este erros no processo de ajuste 

sao extensivos aos calculos de polos e zeros como mostra a Tabela 5.4. 

Ao aumentarmos a ordem da funcao polinomial aproximada (maior 

numero de polos e zeros), conseguimos melhorar o ajuste pelo metodo de Householder-

Golub como mostra as Figuras 5.23 e 5.24. As Figuras 5.24 e 5.25 comparam o melhor 

ajuste em altas frequencias utilizando o metodo de Householder-Golub ao ajuste por 

decomposicao svd com 2 polos e 2 zeros. 
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A superioridade do metodo de ajuste linear por decomposicao svd em 

relacao ao ajuste linear (Householder-Golub) se torna evidente nas Figuras 5.18, 5.19, 

5.20, 5.21, 5.26 e 5.27, quando consideramos toda a faixa de frequencia. As Figuras 

5.26 e 5.27 comparam o melhor ajuste conseguido utilizando o metodo de Householder -

Golub (16 polos e 16 zeros) com o ajuste por decomposicao svd (2 polos e 2 zeros). 

Assim como o metodo nao-linear no piano s, o metodo linear por 

decomposicao (svd) utilizando o piano z e capaz de reproduzir a resposta em 

frequencia do circuito RLC, mas o ajuste nao retorna polos reais identicos. Isto se deve a 

propria natureza do metodo implementado, visto que ao considerarmos o sistema que 

define o modelo como linear, estamos supondo polos distintos. 

25.00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.22 - Erro pcrccntual utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) aumentando-sc o numero 

de polos e zeros em altas freqiiencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.23 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) aumentando-se o numero de 

polos e zeros cm altas freqiiencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.24 - Erro percentual utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 7 polos e 7z.cros e 

Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros em altas frequencias (100Hz-l MHz). 
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Frequencia (Hz) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.25 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 7 polos e 7zcros e Ajuste 

Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros em altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.26 - Erro perccntual utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 16 polos e 16 zeros c 

Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros para toda a faixa dc frequencia. 
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5.00 
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Figura 5.27 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 16 polos e 16 zeros e 

Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros para toda a faixa de frequencia. 

5.1.2. Caso 2 - Polos e zeros complexos 

FazendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rp = 100Q, R} = 1 0 Q , C, = 10/uF e I , = 100/w// em (5.4) e 

(5.5) obtemos 

P ] = - 5 4 9 , 9 9 9 9 + / 8 3 5,16465 

p2 = -549,9999 - 7 8 3 5,16465 

r. = - 4 9 , 9 9 9 9 + / 9 9 8 , 7 4 9 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r2 = -49,9999 - y'998,7492 

Utilizando um programa implementado em FORTRAN, foram gerados 

arquivos de dados com valores do modulo e da fase para a funcao de transferencia para 

baixas frequencias (lHz-lOkHz) e para altas frequencias (lOOHz-lMHz). Passamos 

agora a apresentar os resultados obtidos. 
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Figura 5.28 - Modulo da Funcao dc Transfcrcncia cm baixas freqiiencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.29 - Erro perccntual no ajuste nao-linear em s para baixas frequencias. 
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Figura 5.30 - Fase da Funcao de Transferencia em baixas freqiiencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.31 - Erro dc fase no ajuste nao-linear em s em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.32 - Modulo da Fungao dc Transferencia em altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.33 - Erro pcrcentual no ajuste nao-lincar em s para altas freqiiencias. 
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Figura 5.34 - Fase da Funcao de Transferencia em altas frequencias (100Hz-lMHz). 
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Figura 5.35 - Erro dc Fase no ajuste nao-lincar em s em altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.36 - Modulo da Funcao dc Transferencia em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.37 - Erro Perccntual para ajustes no piano z para baixas frequencias. 
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Figura 5.38 - Fase da Funcao de Transferencia cm baixas freqiiencias (lH/.-lOkHz). 
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Figura 5.39 - Erro dc Fase para ajustes em z em baixas frequencias (lHz-lOkHz). 
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Figura 5.40 - Modulo da Funcao de Transferencia cm altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.41 - Erro percentual para ajustes no piano z para altas frequencias. 
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Figura 5.42 - Fase da Funcao de Transferencia em altas frequencias (lOOHz-lMHz). 
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Figura 5.43 - Erro de Fase para ajustes no piano z em altas freqiiencias. 
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Figura 5.44 - Modulo da Funcao dc Transferencia para toda a faixa de frequencia. 
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Figura 5.45 - Erro perccntual para ajustes no piano /. para toda a faixa dc frequencia. 
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Figura 5.46 - Fase da Funcao de Transferencia para toda a faixa dc frequencia. 
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Figura 5.47 - Erro de Fase para ajustes no piano z para toda a faixa de frequencia. 
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Nos ajustes considerando toda a faixa de freqiiencia sao utilizados 606 

pontos enquanto que nos demais sao utilizados 804 pontos. 

As Tabelas 5.5 e 5.6 a seguir mostram os resultados obtidos com o 

metodo de ajuste nao-linear no piano s. 

Ajustes no piano s 

Ajuste Nao-Linear em s 

Numero de 

Iteracoes 

Erro Acumulado Erro maximo 

lHz- lOkHz 207 7341,83% 682,39% 

100Hz - 1MHz 117 10523,03% 886,18% 

Tabela 5.5 - Resultados Obtidos a partir do Ajuste Nao-Linear piano s. 

Ajustes no piano s 

Valores Ajuste Nao-Linear em s 

Teoricos lHz- lOkHz 100Hz - 1MHz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -549,9999+j835,16 -411,79 -1091,55 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -549,9999-j835,16 -2428,75 -75050,70 

z

l -49,9999+j998,75 -998,32 -852,10 

z2 -49,9999-j998,75 -998,32 -79778,23 

Tabela 5.6 - Polos e zeros obtidos a partir do Ajuste Nao-Linear em s. 

Para funcoes de transferencia com polos ou zeros complexos, observamos 

que com o metodo de ajuste nao-linear em s proposto, nao e possivel obtermos 

aproximacoes precisas de baixa ordem para as curvas de modulo e fase. Este problema 

pode ser verificado em baixas freqiiencias (Figuras 5.28, 5.29, 5.30 e 5.31) e em altas 

frequencias (Figuras 5.32, 5.33, 5.34 e 5.35). A Tabela 5.6 mostra que os polos 

complexos sao erroneamente modelados como reais. 

As Tabelas 5.7 e 5.8 mostram resultados referentes a metodos de ajustes 

no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z. Como ja havia ocorrido no caso anterior, os valores resultantes do ajuste 
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linear com decomposicao em valores singulares (svd) sao suficientes para garantir o 

minimo para a funcao de merito %
2

. Por esta razao, apenas os valores resultantes do 

ajuste linear com resolucao por decomposicao svd figuram nestas tabelas. 

Ajustes no piano z 

Ajuste Linear Ajuste Linear 

(Householder - Golub) (svd) 

Numero Erro Erro Numero Erro Erro maximo 

de Acumulado maximo de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAcumulado 

Iteracoes Iteracoes 

lHz- lOkHz 1 17,91% 0,082% 1 0,479.10"
6

% 0,105.10"
7

% 

100Hz - 1MHz 1 26069,71% 527,07% 1 0,116.10"
3

% 0,162.10"
4

% 

1 Hz - 1MHz 1 19439,15% 587,08% 1 0,475.10~
4

% 0,399.10"
5

% 

Tabela 5.7 - Resultados Obtidos para Ajustes no piano /.. 

Ajustes no piano z 

Ajuste Linear 

(Householder - Golub) 

lHz- lOkHz lOOHz-lMHz l H z - l M H z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -549,78+j835,04 -885647,56+j6283185,3 -951028,95 fj6283 185,3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi -549,78-j835,04 -59887,82 -35759,82 

T 
" I 

-49,94 fj998,6 -98675.26+J6283185,31 -956432,14+J6283 185,3 

Z

2 -49,94-j998,6 -43018,54 -36267,32 

Tabela 5.8 - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no piano /.. 

Ajustes no piano z 

Ajuste Linear 

(svd) 

lHz-lOkHz lOOHz-lMHz I H z - l M H z 

Pi -549,80+j835,2 -549,99+j835,16 -549,99+j835,16 

Pi -549,80-j835,2 -549,99-j835,16 -549,99-j835,16 

T 
" 1  

-49,97+j998,54 -49,99+j998,75 -49,99+j998,75 

^ 1 -49,97-j998,54 -49,99-j998,75 -49,99-j998,75 

Tabela 5.8 (contimia^ao) - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no piano z. 
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Conforme mostram as Figuras 5,36, 5.37, 5.38 e 5,39 e as Tabelas 5.7 e 

5.8, os metodos de ajustes que utilizam o piano z , em baixas frequencies ( lHz-10kHz), 

conseguem reproduzir as curvas de modulo e fase com grande precisao. Como no caso 

anterior, o desempenho do metodo de ajuste utilizando decomposicao svd e urn pouco 

melhor, Os polos e zeros resultantes de ambos ajustes concordam com os valores 

teoricos. 

Em altas freqiiencias (lOOHz-lOkHz), o metodo de ajuste linear que 

utiliza a transformacao de Householder e o metodo de Golub produz erros elevados ao 

longo de toda a faixa de freqiiencia como mostram as Figuras 5.40, 5.41, 5.42 e 5.43. Ja 

o metodo de ajuste linear por decomposicao svd produz resultados bastante satisfatorios. 

Ao levarmos em consideracao toda a faixa de frequencia (Figuras 5.44, 

5.45, 5 46 e 5.47), a robustez do metodo de ajuste linear svd e mais uma vez 

comprovada. O metodo de Householder-Golub, utilizado por NO DA et al (1996) para o 

dcsenvolvimento de um modelo de linhas de transmissao com parametros dependentes da 

frequencia no dominio de fases, e mais tarde implementado na versao mais recente do 

software para estudos de transitorios ATPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Alternative Transients Program), 

desenvolvido pela BP A {Bonneville Power Administration), nao consegue reproduzir de 

forma alguma as curvas de modulo e fase da funcao de transferencia do circuito RLC em 

questao, quando consideramos toda a faixa de frequencia ( I H z - l M H z ) . 

As Figuras 5.48 e 5.49 comparam o melhor ajuste obtido utilizando o 

metodo de Householder-Golub (16 polos e 16 zeros) com o ajuste por decomposicao 

svd (2 polos e 2 zeros). 
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Figura 5.48 - Erro percentual utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 16 polos e 16 zeros e 

Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros para toda a faixa de frequencia. 

25.00 

20.00 —i 

Ajuste Linear (svd) 2  poios e 2  zeros j 

Ajuste Linear (Householder - Golub) 16  poios e 16  zeros i 

CO 

3  

2 
3 
CO 

CB 
U-

©  
X3 

O 

IJJ 

15.00 — 

10.00 

5.00 —I 

0 .0 0 —'  i „zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i ; i-intvr ~ -T~ r r r n n i —r - m r r r n —i  TTTTTTTI 

1 10 100 1000 10000 100000 1000000 
Frequencia (Hz) 
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5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1.3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Consideracoes sobre os ajustes no piano s e no piano z na sintese dos 

cimiitos R L C 

Ao compararmos os resultados obtidos para o primeiro easo, atraves do 

ajuste nao-linear no piano s, aos ajustes no piano z (Tabelas 5.1 e 5.3), devemos levar 

em consideracao que nos valores obtidos do ajuste nao-linear no piano s, ainda nao estao 

incluidos erros de discretizacao. Por ser urn operador disereto, os valores decorrentes de 

ajustes com a aplicacao da transformada z , ja se encontram livres de quaisquer erros 

adicionais. 

Uma desvantagem da utilizacao de metodos nao-lineares como o 

proposto, e o fato de eles serem dependentes de chutes iniciais. Chutes iniciais 

imprecisos podem resultar em urn numero elevado de iteracoes ate o metodo convergir 

para a resposta. Para a sintese dos circuitos RLC, o metodo de ajuste linear por 

decomposicao svd no piano z, mais rapido e preciso, apresentou melhor desempenho. 

Independentemente do piano s ou z escolhido, os metodos de ajuste 

devem realizar simultaneamente ajustes das curvas de modulo e de fase. de forma a 

garantir melhores resultados. 

5.2. L inha de Transmissao Monofasica 

Para fazermos uma analise comparative entre os metodos apresentados 

neste trabalho, preferimos utilizar uma linha de transmissao monofasica de configuracao 

relativamente simples como mostra a Figura 5.50. 
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=100 km zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h=15,24m 

/>*=100Q.m 

Figura 5.50 - Linha de Transmissao Monofasica 

A Tabela 5.9 mostra os dados da linha de transmissao da Figura 5.50. 

Resistencia DC do condutor da fase 32,40 mO/km 

Diametro do condutor 40,6908mm 

Altura do condutor ao solo 15,24m 

Resistividade do solo l o o n . m 

Comprimento da linha 100km 

Tabela 5.9 - Dados da Linha de Transmissao Monofasica 

Utilizando o software FDD A T A (MICROTRAN, 1992), calculamos a 

admitancia caracteristica Yc{co) = [ Z c ( o ) ] , para a faixa de frequencia de 0,01 Hz a 

1MHz e o fator de propagacao A(o>), para a faixa de frequencia de 0,01Hz a 0,1 MHz. 

As Figuras 5.51, 5.52, 5.53 e 5.54 mostram as curvas de modulo e fase 

para a admitancia caracteristica e o fator de propagacao de acordo com os dados 

obtidos. 
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Figura 5.52 - Fase da Admitancia Caracteristica K.(w) . 
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Figura 5.53 - Modulo do Fator de PropagacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A(a>) 

o.o 

co 
3 
o 

!CC 
o 
co 
Ui 
co 
Q. 
O 

CD 
T3 

s 
co 
Li. 
O 
T3 
<D 
CO 
CO 

u_ 

-40.0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —j 

-80.0  —i 

-120.0 — 

-160.0 

1 E-3  1 E-2 1E-1 1E+0 1E+1 1E+2 1E+3 1E+4 1E+5 
Freqiiencia (Hz) 

Figura 5.54 - Fase do Fator de PropagacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A(OJ) . 
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Foram obtidas aproximacoes para a admitancia caracteristica e o fator de 

propagacao utilizando todos os metodos descritos no Capitulo 4, Para ajustes no piano s, 

empregou-se ainda o metodo assintotico, desenvolvido por J .MARTI (1982), e 

implementado no software FDD ATA™. 

Os resultados destes ajustes sao apresentados a seguir nas secoes 5.2.1 

(aproximacoes para a admitancia caracteristica) e 5.2.2 (aproximacoes para o fator de 

propagacao). 

5.2 .1. Admitancia Caracteristica 

Ajustes no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s para a Admitancia Caracteristica 

Ajuste Assintotico Ajuste Nao-Linear 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

17 17 10,78% 12,84° 8 8 0,58% 1,11° 

Tabela 5.10 - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitancia Caracteristica no piano s 

Como podemos observar na Tabela 5.10 e nas Figuras 5.55 e 5.56, o 

metodo de ajuste nao-linear utilizando o piano s apresenta desempenho superior em 

relaclo ao metodo assintotico. O metodo nao-linear produz erros inferiores tanto no 

calculo do modulo da admitancia caracteristica como na fase utilizando aproximacoes de 

baixa ordem, ou seja, com numero bastante inferior de polos e zeros. 
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Figura 5.53 - Erro percentual para ajustes no piano s. 
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Figura 5.56 - Erro de Fase para ajustes no piano s. 
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Ajustes no piano z para a Admitancia Caracteristica 

( 

Ajuste 

Householc 

Linear 

er - Golub) 

Ajuste Linear 

(svd) 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

7 7 96,17% 67,16° 16 16 72,74% 31,94° 

Tabela 5.11- Resultados Obtidos para o ajuste da Admitancia Caracteristica no piano z. 

Ajustes no piano z para a Admitancia 

Caracteristica 

Ajuste Nao-Linear 

(Le venberg-M arqu ardt) 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

8 8 34,17% 26,63° 

Tabela 5.11 (continuacao) - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitancia Caracteristica 

no piano /.. 
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Figura 5.57 - Erro percentual para ajustes no piano /.. 
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Figura 5.58 - Erro de Fase para ajustes no piano z. 

Conforme mostram as Figuras 5.57 e 5.58 e a Tabela 5.11, os metodos de 

ajuste propostos utilizando a transformada z, nao produzem resultados precisos para o 

ajuste da admitancia caracteristica. O metodo de ajuste linear baseado na resolucao por 

transformacao de Householder e o metodo de Golub e o que apresenta pior desempenho. 

A medida que aumentamos a ordem dos polinomios as aproximacoes se degeneram, pois 

a inclusao de polos e zeros tornam os ajustes mais instaveis. A inclusao do metodo nao-

linear, utilizando o algoritmo de Levenberg-Marquardt, permite uma distribuicao melhor 

dos erros. 

A dificuldade em se obter aproximacoes precisas para a admitancia 

caracteristica se deve ao mau condicionamento da matriz [A] que representa o modelo. 

E importante ressaltar ainda a dependencia dos metodos apresentados em relacao a faixa 
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de frequencia considerada para o ajuste e, conseqiientemente, o tempo de amostragem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

At defimdo. 

A Tabela 5.12 e as Figuras 5.59 e 5.60 mostram os resultados obtidos 

quando reduzimos a faixa de frequencia para lOOHz-lMHz. Como podemos obscrvar, o 

desempenho dos tres metodos implementados no piano z e melhorado 

consideravelmente. Atraves do metodo de ajuste nao-linear empregando o algoritmo de 

Levenberg-Marquardt conseguimos obter os melhores resultados. 

No desenvolvimento de um modelo no dominio da frequencia utilizando o 

metodo linear, com resolucao pela transformacao de Householder e o metodo de Golub, 

N O D A et al (1996) so apresentam resultados dentro da faixa de frequencia de 100Hz-

1MHz . Como pudemos comprovar, a eftciencia do metodo implementado e questionavel 

quando consideramos toda a faixa de frequencia. 

Ajustes no piano z para a Admitancia Caracteristica 

0 

Ajuste Linear 

louseholder - Golub) 

Ajuste Linear 

(svd) 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Yc 13 13 1,102% 2,041° 14 14 1,808% 1,71° 

Tabela 5.12 - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitancia Caracteristica no pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z para a faixa de 

frequencia de lOOHz-lMHz. 

Ajustes no piano z para a Admitancia 

Caracteristica 

Ajuste Nao-Linear 

(Levenberg-Marquardt) 

Niimero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K 16 16 0,959% 0,095° 

Tabela 5.12 (continuacao) - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitancia Caracteristica 

no piano z para a faixa de frequencia de lOOHz-lMHz. 
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Figura 5.59 - Erro percentual para ajustes no piano z considerando a faixa de freqiiencia (lOOHz-lMHz). 
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Durante o desenvolvimento deste trabalho, repetimos os procedimentos 

de ajuste utilizando a matriz do modelozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [A] complexa mas nao obtivemos exito. Alem 

da matriz [A] ser tambem mal condicionada, os parametros resultantes do ajuste sao 

igualmente complexos e portanto nao tern significado fisico algum. O software 

matematicGzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA MATLAB™ (Versao 4.0} foi utilizado durante esta etapa. 

Faz-se necessario ainda algumas modificacoes nos pesos empregados na 

resolucao dos sistemas lineares sobredeterminados, de forma a permitir melhores ajustes 

utilizando toda a faixa de frequencia. 

5.2.1. Fator de Propagacao 

Ajustes no piano s para o Fator de Propagacao 

Ajuste Assintotico Ajuste Nao-Linear 

Numero Numero Erro Erro de Numero Numero Erro Erro de 

de polos de zeros maximo fase de polos de zeros maximo fase 

A 26 24 3,77% 6,85° 10 8 3,21% 8,17° 

Tabela 5.13 - Resultados Obtidos para o ajuste do Fator de Propagacao no piano s 

Com o metodo de ajuste nao-linear utilizando o piano s (Tabela 5.13 e 

Figuras 5.61 e 5.62), conseguimos obter resultados com a mesma precisao dos obtidos 

utilizando o metodo de ajuste asssintotico, mas com urn numero inferior de polos e 

zeros. Ao contrario do que ocorreu no ajuste da admitancia caracteristica, o metodo 

nao-linear tern alguma dificuldade em diminuir o erro maximo e o erro de fase quando 

ajustamos o fator de propagacao. 
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A Tabela 5.14 e as Figuras 5.63 e 5.64 mostram os resultados dos ajustes 

obtidos com os metodos que empregam a transformadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z. Os resultados obtidos atraves 

do metodo de ajuste nao-linear (Levenberg-Marquardt) para o fator de propagacao 

apresentam algumas incongruencias que ainda estao sendo investigadas. Acreditamos 

que os erros sejam provenientes da forma com que a tuncao e suas derivadas estao sendo 

avaliadas. 

Ajustes no piano z para o Fator de Propagacao 

( 

Ajuste 

Househok 

Linear 

er - Golub) 

Ajuste Linear 

(svd) 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 10 8 1,207% 0,364° 15 13 0,163% 0,101° 

Tabela 5.14- Resultados Obtidos para o ajuste do Fator de Propagacao no piano z. 

Como podemos observar, tanto o metodo linear com resolucao por 

transformacao de Householder quanto o metodo linear com decomposicao svd 

produzem aproximacoes bastante precisas. 

O metodo que emprega a decomposicao svd e ligeiramente superior como 

podemos verificar na Tabela 5.15 e nas Figuras 5.65 e 5.66, quando comparamos o 

desempenho dos dois metodos na obtencao de aproximacoes de mesma ordem. 

Ajustes no piano z para o Fator de Propagaelo 

Ajuste 

(Househok 

Linear 

er - Golub) 

Ajuste Linear 

(svd) 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

Numero 

de polos 

Numero 

de zeros 

Erro 

maximo 

Erro de 

fase 

A 10 8 1,207% 0,364° 10 8 0,994% 0,329° 

Tabela 5.15 - Comparacao entre Ajuste Linear por Householder-Golub e Ajuste Linear por 

decomposigao (svd) para o Fator de Propagacao no piano z 

com polinomios de mesma ordem . 
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Conclusao 

Estudamos a modelagem de linhas de transmissao com parametros 

distribuidos dependentes da freqiiencia no dominio modal. Diferentes metodos de ajustes 

foram implementados para obter funcoes polinomiais racionais de baixa ordem que 

aproximam a admitancia caracteristica e o fator de propagacao. Na sintese destas 

funcoes racionais foram considerados tanto modelos que empregam o piano s, com a 

utilizacao da transformada de Laplace, como aqueles que utilizam a transformada z. 

O desempenho dos metodos implementados foi testado atraves da sintese 

de circuitos RLC e de aproximacoes obtidas para a admitancia caracteristica e o fator de 

propagacao de uma linha monofasica. 

Com os metodos de ajuste no piano z, foi possivel obter resultados 

bastante precisos para a sintese de circuitos RLC e para as aproximacoes obtidas para o 

fator de propagacao. Entre os metodos apresentados, podemos destacar o metodo linear 

que utiliza a decomposicao em valores singulares (svd) para solucionar o sistema de 

equacoes sobredeterminado. Para ajustes da admitancia caracteristica, observamos que o 

sucesso da modelagem no piano z depende da faixa de frequencia considerada. Ao 

considerarmos freqiiencias acima de 100Hz, o desempenho destes modelos e melhorado. 
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Os ajustes que realizamos no piano s apresentaram em linhas gerais bom 

resultado. Atraves do metodo nao-linear que utiliza o algoritmo de Levenberg-

Marquardt foi possivel obtermos aproximacoes de baixa ordem para a admitancia 

caracteristica e o fator de propagacao. Mostramos ainda que os metodos de ajuste 

devem realizar simultaneamente ajustes das curvas de modulo e de fase, de forma a 

garantir melhores resultados. 

Uma comparacao direta entre metodos de ajustes no piano s e ajustes no 

pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z e tarefa bastante dificil, visto que os resultados obtidos de ajustes no piano s 

precisam ser ainda discretizados. 

Os metodos de ajustes apresentados neste trabalho e que utilizam a 

transformada z precisam ainda ser melhorados. Os pesos utilizados na resolucao dos 

sistemas de equacoes sobredeterminados precisam ser reavaliados, de forma a garantir 

convergencia para toda a faixa de frequencia, no caso de aproximacoes para a admitancia 

caracteristica. 

As tecnicas apresentadas neste trabalho podem ser utilizadas no 

desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes da frequencia e no projeto de 

filtros passivos. 
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Apendiee A 

Convolu^ao Recursiva 

Considere a integral de convolucao abaixo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•<>) = %f{t-uye-«-T>du (A.1) 

a ser calculada no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t a partir de s(t - At) conhecido do passo anterior. 

Este valor conhecido e dado por 

s(t-At) = e
p

"-^J{t-uye-*-T>du (A.2) 

obtido ao fazermos a substituicao de ?/ por u + At em ( A . l ) . 

A integral ( A . l ) pode ser expressa como a soma de duas outras integrais 

•v(0 = ^ fit - u) • e*»-*du + f.' v / ( / - u) • e-*"
T)

du ( A 3 ) 

Substituindo (A.2) em (A.3) obtemos 

s(t) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f f ( t - U) • e~
pi

"~
T)

du + e-** • s(t - At) (A.4) 

De (A.4) concluimos que s(t) e calculado recursivamente a partir de 

s(t -At). 

Considerando que / varia linearmente entre t-T-Al e t - T , 

[ D O M M E L , 1996; M A R T I , 1982] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 (0 = c, • s(t - At) + c2 • f{t - T) + c3 -fit-T- At) (A.5) 

com 



Apendiee B 

Metodo dos Minimos Quadrados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

GeneraMzado [Press et a!, 1992] 

Deseja-se ajustar um conjunto de N dados (x j 5 >
;

. ) ao modelo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y(x) = YjafX,(x) ( B . l ) 

que representa a combinacao linear de M ftm<?5es arbitrarias de x, XX,...,Xs{{x), 

denominadas funcoes-base do modelo. 

A linearidade do modelo diz respeito apenas a sua dependencia com 

relacao aos parametros ak. Portanto, XX,...,X M(x) podem assumir a forma de funcoes 

altamente nao-lineares. 

Os parametros al,a1,...,aM que melhor ajustam os dados (x.,_y.) ao 

modelo sao obtidos minimizando-se uma fimgao de merito ou chi-quadrado defmida 

como 

}'i -yixi;a^...,aM) 
(B.2) 

em que cr. e o desvio padrao associado ao /'-esimo ponto do conjunto de dados. 

A funcao erro assim defmida mede a concordancia entre uma solucao 

aproximada, obtida com um conjunto particular de parametros calculados, e a solucao 

real. 
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NozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mirtimo, as derivadas parciais dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , com relacao a t odos os M 

parametros sao nulas. Logo , teremos M e q u a t e s da forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

er,-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Xk(xt) k , 1 , . . . \1 (B.3) 

Este minimo pode ser obtido atraves do uso de equacoes normais ou 

atraves da decomposicao em valores singulares (SVD). 

B . l . Resolucao por Equacoes Normais 

Seja A, a matriz do problema de ajuste, de dimensoes A
r

 x M e que tern 

os elementos dados por 

Ajj —' 
cr.. 

(B.4) 

A Figura B . l mostra o desenho esquematico da matriz A. 

< Funcoes-base • 

Pontos 

Xx( ) X2( ) . . . X u ( ) 

' ^ ( x , ) X2(xx) x M M 

"1 

x, 

x

.x 

cr, 

&2 

v cr.v 

(7, 

Xx(x2) X 2 ( x 2 ) XA1(x2) 

cr. 

X\(xK) X2(xs) A \ ; ( x ; , . ) 

G"vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

Figura B.l - Dcscnho esquematico da matriz do problema de ajuste A . 

Seja b o vetor de tamanho N definido por 

b = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a. 

(B.5) 
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em que 

ou ainda. 

ou 

M . 

ou ainda 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a o vetor M de parametros ajustaveis. 

Em forma matricial, a equacao (B.3) pode ser escrita como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X<W- ~-fi (B.6) 

«*y = L r ~ (B-7) 

[a] = A
T

-A (B.8) 

fit=Z*x&l ( B . 9 ) 

<7. 

[B]=A
T

h ( B I O ) 

[a] e uma matriz quadrada de ordem M e [/?] e um vetor de comprimento 

Substituindo (B.8) e (B. 10) em (B.6) obtemos 

[<*]•* = [/?] ( B . H ) 

(A
T

 • A)-a = A
T

 - b (B.12) 

As equafoes (B. 11) ou (B.12) sao denominadas equacoes normais do 

modelo. O vetor solucao de (B. 11) e o vetor de parametros ajustaveis a. 
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AlemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de parametros, o metodo de ajuste deve ainda fornecer os erros 

considerados na estimacao destes. 

Resolvendo (B.6) parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a temos 

obtemos 

SI 
a

.,• = Z [ « K A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
S- =  l 

Fazendo (".,. = em (B . l3 ) 

O", 

A variancia assoeiada a cada valor estimado a e dada por 

2 — J . 

Sabendo que a derivada de af com relacao a v, e 

daj ik Xk(x:) 

M M 

°~!ur)
 ; ;

Z Z
(

' ,
(

" . , i i 
07 

(B.13) 

(B.14) 

( B . l 5) 

(B.16) 

( B . l 7) 

O termo entre colchetes e a matriz [a]. Como [C] = [ « ] a equacao 

(B.17) se torna 

cr
2(a,) = C ! y 

( B . l 8) 

Como podemos verificar, as variancias associadas aos parametros 

a, .a. . . . ,</., correspondem aos elementos da diagonal principal de [ C ] . 
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B.2. Rcsoluciio por decomposicao em valores singulares (svd) 

A resolucao por decomposicao do valor singular (svd) utiliza o seguinte 

teorema de algebra linear: 

"Uma matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [A] qualquer de ordem M x N pode ser escrita como o 

produto de uma matriz ortogonal [U], de dimensao M x N, uma matriz diagonal [W] 

de ordem N x N e a transposta de uma matriz ortogonal [V] de dimensao N x N." 

Logo, teremos: 

[A] = [U]-[W].[V]
T

 (B.19) 

e 

[U]
T

-[U] = [V]
T

-[V] = [l] (B.20) 

em que [ l ] e matriz identidade de dimensao N x N . 

A matriz diagonal [W] contem os valores singulares co}. 

O vetor solucao do sistema 

[A]-[X) = [B} (B.21) 

pode ser obtido de 

[X] = [V]- diag ([Uf-[B]) (B.22) 

Dentro do contexto dos minimos quadrados, desejamos encontrar o vetor 

de parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a, que minimiza a funcao erro 

X
1

 AA-a-t (B.23) 

A matriz A e o vetor b7 tern os seus elementos dados por (B.4) e (B.5), 

respectivamente. 
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em que 

Logo a solucao do problema de minimos quadrados (B.23) e obtida de 

(B.24) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV,. 
(o, J 

Uin,i = l,...,M representa as eolunas de U; 

Vu.,i = ]......hi representa as eolunas de V ; 

co; sao os valores singulares. 

A variancia na estimativa de um parametro aj e dada por 

As covariancias sao dadas 

or) 
(B.25) 

(B.26) 



Apendiee C 

A Transformacao de Householder ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o 

Metodo de Golub 

Uma matriz de transformacao refletida e uma matriz da forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v 
( C . l ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[v)
T

.[v] J 

onde [V] e um vetor arbitrario e [ / ] e a matriz identidade de mesma dimensao que [R]. 

A matriz de transformacao refletida obtida segundo ( C . l ) obedece as 

seguintes propriedades: 

a

) [R] - [R]
T

, logo e uma matriz simetrica; 

b) [R] = [R]
1

, logo e igual a sua inversa; 

c) [Ry
1

 = [R]
T

, logo e ortogonal. 

A transformacao de Householder e uma matriz de transformacao refletida 

que convene a matriz da esquerda na matriz na direita (C.2), onde a 6 um elemento 

qualquer. 

[//] 

a a a a a a a a 

0 a a a 0 a a a 

0 0 a a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0 0 a a 

0 0 a a 0 0 0 a 

0 0 a a 0 0 0 a 

(C.2) 
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AplicandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sueessivamente a m at riz de t ransformacao de Householder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[H] podemos transformar uma matriz qualquer em uma matriz triangular superior (C.3). 

a a a a 

0 a a a 

0 0 a a 

0 0 0 a 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

(C.3) 

Seja [x] = 

simetricaj^]. Fazendo 

o vetor composto pela primeira coluna de uma matriz 

[v] = [ x ] ± | x l . [ e , ] 

onde [<?,] e o vetor unitariozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [l,0,...,o]r e substituindo (C.4) em ( C . l ) obtemos 

(C.4) 

[H] = [R] 

yj2-\x\-(\x\~au) 

(C.5) 

Aplicando a matriz de transformacao acima a [x] chegamos a 

[ / / ] • [ * ] = + M - k ] (C.6) 

Da equa?ao (C.6) podemos concluir que a matriz de transformacao de 

Householder [H] quando aplicada ao vetor [x], anula todos os seus componentes com 

excecao do primeiro elemento. 

Para reduzir uma matriz simetrica [A] a uma matriz triangular superior, 

inicialmente, escolhemos o vetor [x] para que a primeira matriz de transformacao seja 
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oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA elementos /; - 1 da primeira coluna. Desta forma os elmentos /; - 2 abaixo serao 

zerados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

//, • A = 

I 0 0 

0 

0 (n - 1 ) / / , 

0 

«3 1 

a n # 1 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £7,3 a, 

0 

(C.7) 

A transformacao ortogonal completa e agora 

[Af =[HUA].[H] = 

a k 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(C.8) 

Devemos agora escolher os elementos n - 2 da segunda coluna como o 

novo vetor [x] para a segunda matriz de transformacao de Householder. Logo teremos 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 

0 0 

{n-2)HJ 

(C.9) 

Apos n-2 aplicacoes das matrizes de transformacao de Householder 

teremos [A] triangular superior. 

Golub aplicou esta tecnica a resolucao de sistemas de equacoes 

sobredeterminados. 



Apendiee D 

Metodo de Ajuste Nao-linear 

Desejamos ajustar urn conjunto de N pontos (x , . v ) ao modelo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y = y(x;a) ( D . i ) 

que depende nao-linearmente dos parametros ax,a2,...,aM. 

Devemos inicialmente determinar uma funcao erro que ira medir a 

concordancia entre uma solucao aproximada, obtida com um conjunto hipotetico de 

parametros calculados, e a solucao real. O conjunto de parametros que melhor se ajusta 

ao modelo considerado e obtido minimizando-se a funcao chi-quadrado 

y;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - X * * ; ^ 
X' =h (D.2) 

em queer, e o desvio padrao associado ao i-esimo ponto do conjunto de dados. 

Ao contrario da tecnica apresentada no Apendiee B , o processo de 

otimizacao ocorre iterativamente. Partindo de uma primeira aproximacao para os 

parametros ak7 estes valores sao refinados ate que x
2

 atinja um minimo. 

Expandindo (D.2) em uma serie de Taylor obtemos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V i 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t  V o 2 2 
C

X l v ^ 2 
X"(

a

) = 7 + 2-T~~• a

+ r L ~ n •
 c

h.a} +• • • (D.3) 
77 2tt dakca, 

Proximo ao minimo j
2

 pode ser aproximada pela forma quadratica 

X
2

(a)^ r-d-a + ~a-D-a (DA) 

em que 
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dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e um vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de comprimento M , representando o gradiente de 

X1

 com relacao aos parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ak; 

D e uma matriz quadrada de ordem M cujas componentes sao as 

segundas derivadas parciais de x~ com relacao aos parametros a, e que e comumente 

conhecida como matriz Hessiana. 

Uma vez que a aproximacao obtida com os valores iniciais dos 

parametros ak tenha sido satisfatoria, os valores de ak que minimizam / ' sao 

calculados em um unico passo de [PRESS et al, 1992], 

®mm =aatua,+D-
1

-[-^z
2

(aMal)] (D.5) 

Caso a primeira aproximacao nao produza resultados precisos, a proxima 

iteracao sera realizada com [PRESS et al, 1992], 

apra! = aana, - consunte • VX

2

 {aama!) (D.6) 

O vetor d em (D.4) tem componentes 

| i = . 2 ^ b ^ l S M k ^ 2 _ M ( D 7 ) 

cak j=, a~ cak 

que serao nulas no minimo de xf . 

Tomando a segunda derivada parcial chegamos a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 2 2 V - I 

cakca! : , a. 

ayix^a) dyix^a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r x i^
2

>
!

(*;«) 
[y, ->'(*,;<*)]-

ca}

 1

 ca}cak 

(D.8) 

De (D.8) percebemos que os elementos da matriz Hessiana D dependem 

tanto da primeira derivada como da segunda derivada parcial com relacao aos 

parametros ak. Para o procedimento de ajuste o termo que depende da segunda derivada 

parcial pode ser ignorado visto que para um ajuste preciso [>',. - >'(x,;a)] assume valores 

despreziveis. 

Logo, (D.8) se torna 

d'x
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 J r  1 

cahca, cr. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA!  =  1  

c?y(x1;a) cy(xui) 

cak cai 

(D.9) 

Definindo 
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1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cy-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(D.10) 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cat 

as equacoes (D.5) e (D.6) podem ser reescritas, respectivamente, como 

/./ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2>H<5a,=& e (D.12) 

&/; = tan - f t . (D. 13) 

D.l. O Metodo de Levenberg-Marquardt 

Devido ao seu bom desempenho, o metodo de Levenberg-Marquardt e 

atualmente considerado o metodo padrao em rotinas de minimos quadrados para a 

determinacao de modelos nao-lineares [PRESS et al, 1992]. 

Na implementacao do metodo (D.l3) assume a forma 

Sa, =~-~~Pi °"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AattSa1 - ft (D.14) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ACCn 

com A » 1. 

Definindo uma nova matriz [a], dada por 

aM = + 

= a3k (./' * k) 

As equates (D.14) e (D.12) podem ser substituidas por 

(D.l 5) 

2 » , = A - (D.l 6) 

Quando fazemosA»l em (D.l6) obtemos (D.14) e ao tomarmos A 

proximo de zero, (D.l6) se torna aproximadamente igual a (D.12). 

Dado um conjunto inicial de parametros ajustaveis ak, a rotina que 

realiza o metodo de ajuste nao-linear deve seguir as seguintes etapas [PRESS et al, 

1992]: 
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1. CalcuiamoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA %2Ui)'-

2. FazemoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A = 0.001; 

3. Solucionarnos as equacoes lineares (D.l6) para 5a e calcuiamos 

4. Se j 2 ( a + & ) > j 2 ( a ) , fazemos 1 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 10-0.001 e retornamos a (3). 

5. Se x2{a + Sa) < X"ia), fazemos A =0.1-0.001 e aprm = a +Sa e 

retornamos a (3). 

A sequencia de opera tes acima e repetida ate que variacoes em j 2 (a) 

sejam desprezlveis. 

De posse do conjunto de parametros a].a:....aque minimizam 

J 2 ( G ) , obtemos os erros considerados na estimacao destes fazendo A = 0 e 

calculando 

[C} = [aV (D.17) 


