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Resumo 

Calculo em corpos finitos sao amplamente utilizados em codigos corretores de 

erros, processamento digital de sinal, geracao de mimeros pseudoaleatorios e es-

quemas de criptografia. Geralmente essas aplicagoes modernas necessitam de 

implementagoes que satisfagam as exigencias de alta velocidade. Assumindo a 

representagao em base polinomial dos elementos do corpo, adicao e simples de 

implementar enquanto a multiplicagao paralela rapida necessita de uma estrutu-

ra mais complexa. Outras operagoes aritmeticas importantes dos corpos finitos, 

tais como exponenciagao e divisao, podem ser realizadas atraves de repetidas 

multiplicagoes. 

Consequentemente, multiplicadores eflcientes sao desejados ja que a maioria 

das operagoes aritmeticas avangadas sao baseadas na multiplicagao. As redes 

neurais discretas implementadas com portas de limiar linear permitem reduzir 

a complexidade de certos circuitos antes implementado com logica tradicional 

(portas AND, OR e NOT). Muitas pesquisas tem sido desenvolvidas com relagao 

a aplicagao das portas de limiar linear em operagoes aritmeticas basicas (adigao, 

multiplicagao e divisao). Essas operagoes podem ser implementadas com portas 

de limiar linear utilizando um baixo numero de portas e retardo fixo. A ideia de 

estender o uso de portas de limiar linear em operagoes aritmeticas basicas para 

aritmetica em corpo finito e proposta neste trabalho. Esta dissertagao apresenta 

uma arquitetura de um multiplicador paralelo emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF (2 n ) baseado no multipli-

cador de Mastrovito com portas de limiar linear. Tambem uma nova arquitetura 

e proposta, mais eficiente em termos da complexidade temporal e espacial e raan-

tendo uma baixa complexidade espacial. 
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Abstract 

Finite field computations are widely used in error correcting codes, digital signal 

processing, pseudorandom number generation and cryptographic schemes. These 

modern applications in many cases require specific implementation in order to sa-

tisfy the high speed requirements. Assuming a polynomial basis representation of 

the field elements, addition is easy to implement whereas fast bit-parallel multipli-

cation requires a more complex structure. Other important arithmetic operations 

in finite fields, such as exponentiation and division, can be performed by applying 

multiplication operations repeatedly. Consequently, efficient multipliers are desi-

red since most advanced arithmetic functions are based on multiplication. The 

discrete neural networks built with threshold gates can reduce the complexity of 

a number of circuits once built using traditional boolean gates (AND, OR and 

NOT). Many researchs have been developed about the application of threshold 

gates in basic arithmetic operations (addition, multiplication and division). The-

se operations can be built using threshold gates with a low number of gates e 

fixed delay. The idea of extending the advantages of threshold gates from basic 

arithmetic operations to finite fields arithmetic is proposed. This work presents 

the architecture of a bit-parallel multiplier overzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF{2n) based on the Mastrovito 

multiplier using threshold gates. In addition, a novel architecture is proposed, 

which is more efficient concerning time and space complexity. 

vi 



Lista de Figuras 

2.1 Rede Neural com Propagagao Direta 6 

2.2 Modelo Neural da porta OR 8 

2.3 Modelo Neural da porta AND 8 

2.4 Modelo Neural da porta NOT 8 

2.5 Paridade de 4 variaveis com circuito de 2 camadas 11 

2.6 Paridade de 4 variaveis com circuito de 2 camadas com tecnica 

telescopica 13 

2.7 Paridade de 4 variaveis com circuito de 3 camadas com tecnica 

telescopica 16 

2.8 Bloco Funcional do Multiplicador 18 

2.9 Exemplo da divisao em Soma Multipla 19 

2.10 Soma Multipla 20 

2.11 Soma das Colunas Pares e Impares 20 

3.1 Circuito que executa o - i e mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(2n) 24 

3.2 Multiplicador de Berlekamp em GF(24) 25 

3.3 Multiplicador de Massey-Omura em GF(24) 27 

3.4 Circuito de um multiplicador polinomial em GF (2 3) com bit rae-

nos significativo primeiro 28 

3.5 Circuito de um multiplicador polinomial em GF (2 3) com bit mais 

significativo primeiro 29 

3.6 Modulo A e B para multiplicador paralelo de base dual em GF(23). 33 

3.7 Multiplicador paralelo de base dual em GF(23). 34 

4.1 Diagrama de Bloco do Multiplicador de Mastrovito 45 

vii 



4.2 Implementagao neural da fungao AND bit a bit dos elementos de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A (x) e B (x) 52 

4.3 Bit 1 do Multiplicador Polinomial Ordinario 53 

4.4 Bit 2 do Multiplicador Polinomial Ordinario 53 

4.5 Bit 2 do Multiplicador Polinomial Ordinario 53 

4.6 Bit 3 do Multiplicador Polinomial Ordinario 53 

4.7 Bit 4 do Multiplicador Polinomial Ordinario 53 

4.8 Bit 5 do Multiplicador Polinomial Ordinario 54 

4.9 Bit 6 do Multiplicador Polinomial Ordinario 54 

4.10 Implementagao neural bitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQ 55 

4.11 Implementagao neural bit Ci 55 

4.12 Implementagao neural bit c2 55 

4.13 Implementagao neural bitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C3 55 

4.14 Implementagao neural bitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQ 58 

4.15 Implementagao neural bit Ci 58 

4.16 Implementagao neural bit C2 58 

4.17 Implementagao neural bit c3 59 

viii 



Lista de Tabelas 

2.1 Soma de dois numeros de 2 bits 17 

3.1 Comparagao dos Multiplicadores Seriais 31 

3.2 Retardo referente aos Multiplicadores Paralelos emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(2n) . . . . 39 

3.3 Niimero de Portas AND e XOR referente aos Multiplicadores Pa-

ralelos em GF(2n) 40 

3.4 Logaritmo de Zech em GF(8) 42 

4.1 Comparagao do niimero de portas das Arquiteturas de Multiplica-

dores em GF (2 n) 61 

C.l Logaritmo de Zech de a 1 , a 2 , a 4 , a 8 e a 1 6 79 

C.2 Calculo do logaritmo de Zech em GF(24) 80 

i x 



Conteiido zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 Introducao 1 

2 Redes Neurais Discretas 4 

2.1 Introducao 4 

2.2 Circuito de Limiar Linear 6 

2.3 Construgao de Circuitos com Retardo Fixo 8 

2.3.1 Circuitos de 2 camadas 10 

2.3.2 Circuitos de 3 camadas 13 

2.4 Implementagao de Operagoes Aritmeticas 15 

2.4.1 Adigao 16 

2.4.2 Multiplicagao 18 

2.5 Conclusao 21 

3 Aritmetica em Corpos Finitos 22 

3.1 Adigao 23 

3.2 Multiplicadores por Constante 23 

3.3 Multiplicadores Serials 24 

3.3.1 Multiplicadores de Berlekamp 24 

3.3.2 Multiplicador de Massey-Omura 26 

3.3.3 Multiplicador de Base Polinomial 27 

3.3.4 Comparagao dos Multiplicadores Seriais 30 

3.4 Multiplicadores Paralelos 32 

3.4.1 Multiplicadores de Base Dual 32 

3.4.2 Multiplicadores de Base Normal 33 

3.4.3 Multiplicadores de Base Polinomial 36 

x 



3.4.4 Multiplicador de Mastrovito 37 

3.4.5 Multiplicador de Paar 38 

3.4.6 Comparagao dos Multiplicadores Paralelos 39 

3.5 Exponenciagao 40 

3.6 Divisao 41 

3.7 Logaritmo de Zech 41 

3.8 Conclusao 42 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 Analise de Complexidade e Resultados 44 

4.1 Multiplicador de Mastrovito 45 

4.1.1 Multiplicagao Polinomial Ordinaria 45 

4.1.2 Redugao ModulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) 47 

4.2 Arquitetura 1 50 

4.2.1 Multiplicagao Polinomial 51 

4.2.2 Redugao modulo 52 

4.3 Arquitetura 2 54 

4.4 Comparagao das Arquiteturas Propostas 60 

4.5 Conclusao 61 

5 Consideragoes Finais e Perspectivas 63 

A Complexidade 65 

A . l Notagoes Assintoticas 66 

A.2 Fan-in/Fan-out 67 

A.3 Complexidade Espacial 68 

A. 4 Complexidade Temporal (Profundidade) 68 

B Corpos Finitos 70 

B. l Grupos 70 

B.2 Corpos 71 

B.3 Corpos Finitos 72 

B.4 Bases 76 

B.4.1 Base Polinomial 76 

B.4.2 Base Dual 77 

xi 



B.4.3 Base Normal zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C Logaritmo de Zech 



Capitulo 1 

Introdugao 

Na era da informagao, dados sao recebidos, processados e transmitidos a veloci-

dades bastante elevadas. Na transmissao e armazenamento digital de dados, ha 

sempre a possibilidade de ocorrencia de erros. Mas, segundo a teoria de Shannon, 

e possivel inserir redundancias no sinal antes da transmissao ou armazenamento 

de modo que seja possivel a deteccao e/ou corregao de erros. Essas redundancias 

sao incorporadas aos dados seguindo especificagoes definidas pelo codigo. O uso 

de codigos corretores de erros e uma constante nos meios de comunicagao. Codigos 

como BCH, Goppa e RS sao utilizados em aplicagoes que variam de CD a trans-

missao por satelite. Muitas vezes e necessario criptografar esses dados para que 

possam ser transmitidos com seguranga. 

Como ferramenta matematica na construgao de codigos e de sistemas de crip-

tografia, foi desenvolvido porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Evariste Galois um sistema algebrico chamado de 

corpo finito, ou campo de Galois (Galois Field). Um corpo e essencialmente um 

conjunto de elementos no qual e possivel adicionar, subtrair, multiplicar e dividir 

elementos no corpo e sempre obter um elemento que pertence ao corpo. Dentre as 

varias operagoes em um corpo finito, a multiplicagao e um dos blocos funcionais 

basicos para muitas aplicagoes como criptografia, geradores de sequencias pseu-

doaleatorias, codigo corretores de erros e processamento digital de sinais [1-4]. 

Devido a grande utilizagao e a sua complexidade elevada, a multiplicagao em 

corpos finitos e uma operagao chave. 

O projeto de multiplicadores eficientes melhora sensivelmente o desempenho 

dos sistemas que os utilizam. Assim, para se obter aplicagoes cuja velocidade 
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atendam as necessidades, e inevitavel a utilizagao de circuitos que executem essa 

aritmetica de forma mais efkiente. Usualmente utiliza-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware especifico 

para esse calculo devido a sua complexidade elevada [5,6]. Na pratica, corpos 

finitos de caracteristica 2 com elementos em GF (2 n) sao utilizados em razao da 

facilidade de mapeamento dos elementos do corpo em bits. Muitas abordagens 

e arquiteturas tern sido propostas para implementar a multiplicagao em corpos 

finitos de forma mais eficiente [7-9]. Diferentes representagoes de base, como 

canonicas, duais e normais, tem sido utilizadas para se obter algumas arquiteturas 

satisfatorias [10]. 

Os multiplicadores em um corpo finito sao implementados usualmente com 

portas AND, OR e NOT, chamadas de portas AON ou tradicionais. Muitos sis-

temas sao propostos tendo em vista a obtengao de circuitos mais eficazes [11-13]. 

A maioria desses sistemas estao baseados na arquitetura do multiplicador propos-

to por Mastrovito [14], que e um dos multiplicadores mais eficientes. Pouco tem 

sido feito relativo a diminuigao de complexidade nas arquiteturas que computam 

aritmetica em corpos finitos nos ultimos anos. Uma possivel solugao e a util i-

zagao de arquiteturas com um potencial maior que as arquiteturas que utilizam 

portas AON. Dentre diversas arquiteturas, as que utilizam rede neurais vem se 

destacando em diversas aplicagoes modernas [12,13,15]. 

Na maioria dos modelos de redes neurais, a unidade de processamento basico 

e uma porta que calcula uma fungao de limiar linear ou um elemento analogico 

que executa uma fungao sigmoidal. Para trabalhar com sinais digitais sao uti-

lizados elementos de limiar linear (ELL), que serao objetos de estudo para im-

plementagao de redes neurais discretas, incluindo a estimagao de sua capacidade. 

limitagoes computacionais e sua comparagao com outros circuitos logicos boo-

leanos, como as portas AON . Muitas pesquisas tem usado portas com fan-in 

ilimitado [16,17] para implementar circuitos que executam a aritmetica traditi-

onal (soma, multiplicagao, divisao,etc.) utilizando redes neurais discretas. Esses 

circuitos apresentam um numero menor de portas do que o seu analogo de logica 

AON [18]. 

A pesquisa sobre elementos de limiar linear tem caminhado por duas diregoes 

diferentes: teoria e implementagao. A implementagao em circuitos eletronicos 

vem sendo proposta desde 1960. Pesquisas nesse campo ainda estao ativas hoje. 
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Por outro lado, os mais recentes resultados de pesquisas teoricas relacionadas aos 

ELL tem sido conduzidos no campo da complexidade computacional de circuitos 

[7,11]. Nesta dissertagao sera focalizado o estudo teorico dessa complexidade, 

priorizando uma baixa complexidade temporal e espacial e considerandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fan-in 

ilimitado. 

Neste trabalho e apresentado uma arquitetura de multiplicador paralelo em 

corpo finito utilizando redes neurais discretas, visando circuitos mais rapidos e 

com um menor numero de portas. Resultados obtidos [8,19, 20] comprovam a 

vantagem da utilizagao de redes neurais discretas ao inves da logica traditional 

com o numero de portas passando de tamanho exponential ( no caso de logica 

AON) para tamanho polinomial ( logica neural). 

A estrutura dessa dissertagao esta organizada da seguinte forma: No Capitulo 

1 sao apresentadas as Redes Neurais Discretas. Algumas caracten'sticas e proprie-

dades relevantes sao levantadas, assim como conceitos como profundidade, cama-

da e tamanho sao discutidos. Tambem sao implementadas, a titulo de exemplo, 

algumas operagoes aritmeticas comuns (como adigao e multiplicagao). 

No Capitulo 2 e apresentada uma introdugao sobre corpos finitos e a sua 

aritmetica, enfatizando algumas arquiteturas mais conhecidas de multiplicadores. 

No Capitulo 3 sao discutidas algumas operagoes aritmeticas em corpos fini-

tos, focalizando o Multiplicador de Mastrovito, que e uma das arquiteturas mais 

otimizadas em termos de complexidade espacial e temporal. 

No Capitulo 4 sao apresentadas duas arquiteturas de multiplicadores pro-

postas no trabalho. A primeira se baseia no multiplicador de Mastrovito, cuja 

logica boolena e substituida pela logica neural. Ja na segunda arquitetura, o 

multiplicador e feito diretamente com redes neurais discretas. 

No Capitulo 5 estao as conclusoes e sugestoes para trabalhos que, futuramente, 

venham a ser realizados. 
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Capitulo 2 

Redes Neurais Discretas 

2.1 Introdugao 

O interesse no desenvolvimento de pesquisas sobre redes neurais artificiais surgiu 

da conviccao que o cerebro humano e bastante superior aos computadores em 

resolver diversos tipos de problemas, tais como reconhecimento de voz e imagens. 

Essas rede neurais podem ser melhor descritas com redes de alto grau de inter-

conexao com varias unidades basicas chamadas de portas neurais, inspiradas no 

neuronio biologico. 

A ideia de modelamento do neuronio por unidades discretas foi introduzida 

por McCulloch e Pitts em 1943. Eles publicaram um artigo propondo um mo-

delo matematico do neuronio capaz de computar funcoes antes calculada com 

logica booleana. A said a desse modelo de neuronio artifical era 1 ou 0, refletin-

do o estadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tudo-ou-nada do neuronio biologico. Nesse estado, quando o total 

de entradas alcangasse niveis criticos, o neuronio enviaria sua saida para outros 

neuronios no qual ele estaria conectado. Embora nao seja capaz de capturar toda 

complexidade de um neuronio biologico, o modelo proposto alia a simplicidade 

com potencial, pois organizando neuronios em uma rede e possivel obter estru-

turas bem mais complexas. Essa teoria foi tao influente que o tipo de neuronio 

ficou conhecido como neuronio de McCulloch-Pitts. Algumas redes neurais rao-

dernas [21] utilizam neuronios que sao essencialmente extensoes do neuronio de 

McCulloch-Pitts. 

Diferentes tipos de redes neurais tem sido propostas. Cada tipo restrige alguns 
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tipos de conexoes. Por exemplo, pode ser especificado que se um neuronio e 

conectado a outro, entao o segundo neuronio nao pode ter outra conexao em 

direcao ao primeiro. Assim, o modo como os neuronios interagem um com outro 

atraves dessas conexoes e chamado de arquitetura da rede neural. 

Um aspecto importante das redes neurais e a capacidade de aprendizagem. O 

mecanismo de aprendizagem pode ser visto como um mecanismo de adaptacao de 

parametros, tornando possivel que a rede resultante forneca o resultado espera-

do. A regra que governa como essas mudangas ocorrem e chamada de algoritmo 

de aprendizagem. Na realidade, o algoritmo de aprendizagem e quem faz o ma-

peamento da entrada para a saida atraves de alteragoes de parametros internos 

da rede. Para isso e necessario assumir uma arquitetura inicial para a rede de 

forma que seja obtido o mapeamento adequado, ou seja, o algoritmo de apren-

dizagem ira convergir para um resultado satisfatorio. Quando nao for possivel 

o termino do algoritmo de aprendizagem, o mapeamento desejado nao podera 

ser representado pela arquitetura utilizada. Portanto e interessante utilizar uma 

arquitetura adequada de forma que sempre seja possivel a representacao do mape-

amento. Tambem e possivel indicar uma arquitetura otima de tal forma que para 

representar um certo mapeamento seja necessario um numero minimo de recursos 

como, por exemplo, o numero de portas neurais. Ao inves de utilizar arquite-

turas baseadas em neuronios que de alguma forma aprendem, e possivel utilizar 

arquiteturas cujos neuronios ja possuam seus parametros previamente calculados. 

Dessa forma, pode-se projetar diretamente redes otimas para representar certos 

mapeamentos sem utilizar nenhum processo de aprendizagem. 

Os parametros das redes neurais discretas examinadas neste trabalho serao 

previamente calculados e nao aprendidos. A utilizacao de circuitos de limiar line-

ar foi escolhido devido a tendencia do seu uso nas tecnicas analiticas e resultados 

ja conhecidos na literatura. No apendice A algumas notacoes e nogoes de com-

plexidade temporal e espacial sao apresentadas. 

Neste capitulo e introduzido a arquitetura das redes neurais discretas uti l i -

zadas ao longo da dissertagao. Na segao 2.2 e apresentado o elemento de limiar 

linear, que desempenha a fungao de uma porta neural ou neuronio artificial. Na 

segao 2.3 e mostrado como construir circuitos de limiar linear com 2 e 3 cama-

das. Por fim, na segao 2.4 exemplos de circuitos ja conhecidos, como adigao e 
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multiplicagao, sao implementados atraves de redes neurais discretas. 

2.2 Circuito de Limiar Linear 

O modelo da rede neural utilizada neste trabalho e implementado por um circuito 

de limiar linear (neuronio), modelado segundo o modelo de propagacao direta, 

em que cada elemento em uma camada computa uma fungao de limiar que de-

pende apenas dos valores da camada anterior. As saidas de cada neuronio sao 

atualizadas camada por camada, sendo que a camada mais proxima da entrada 

e atualizada primeira. Portanto a rede neural discreta e um circuito formado por 

ELL organizados em camadas. A figura 2.1 ilustra uma rede neural com quatro 

camadas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Modelo de Propagacao Direta 

E 

N 

T 

R 

A 

D 

A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c=1 c=2 c=3 c=4 

Figura 2.1: Rede Neural com Propagagao Direta. 

Algumas definigoes importantes sao apresentadas a seguir [4]: 

• O tamanho do circuito e o numero de portas que o circuito possui, ou seja, 

o numero de portas necessarias para implementar determinada fungao. 

• A profundidade do circuito e o numero de camadas de um circuito, que esta 

intimamente relacionada com a velocidade de execugao. 

• O numero de conexoes que entram em um porta e chamada dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fan-in. 

Similarmente, o numero de conexoes que saem de uma porta e chamado de 

S 

A 

I 

D 

A 
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fan-out.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O maior fan-in/fan-out de uma porta do circuito e o fan-in/fan-out 

do circuito. 

Uma porta de limiar linear e um elemento basico de uma rede neural que 

executa a fungao booleana {0, l } n -> {0 ,1} . Dado um conjunto de entradas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X = \ X\,X2t —,%n]
 a saida y e determinada a seguir: 

y = <j 

Equivalentemente temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

1 se \J2 WkXk -tj>0 

0 se Qc wkxk - tj < 0 
(2.1) 

!/ = sgn [ wkxk - t (2.2) 

:=1 
em que t u l 5 i u n sao reais e o limiar t inteiro. Embora sejam permitidos pesos Wi 

reais, eles podem ser representados com nlogn digitos binarios [22,23], em que 

n e o numero de entradas . Assim no resto do trabalho considera-se, sem perda 

de generalidade, que todos os pesos sao inteiros. A fungao sgn(-) e defmida por 

sgn(a) = 1 se a > 0, sgn(a) = 0 caso contrario. 

Pode-se utilizar portas de limiar linear para implementar portas tradicionais. 

tais como portas AND,OR e NOT. Exemplos de implementagoes de fungoes tra-

dicionais sao mostradas a seguir: 

Uma simples fungao booleana e a fungao OR de n variaveis dada por: 

OR(Xu..,Xn) = \ ° M * , . . . ^ ) = (0, . . ,0) 

[ 1 caso contrario 

Essa fungao pode ser implementada utilizando uma porta de limiar linear 

dada por: 
n 

OR{xu...,xn) = sgnfcxk - 1) (2.4) 
k=i 

Observe que uma porta de limiar linear ou elemento de limiar linear e repre-

sentado graficamente como mostrado na figura 2.2, em que o numero no interior 

do circulo representa o valor do limiar t. 

Outra fungao booleana traditional e a fungao AND, defmida como: 

AND(xu...,Xn)={
 1 - ^ - . * ) - c w ) ( 2. 5 ) 

0 caso contrario 
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X 2 

* 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

OR 

Figura 2.2: Modelo Neural da porta OR. 

E-ssa fungao pode ser implementada utilizando uma porta de limiar linear 

dada por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AND{xu...,xn) = sgn(Y,Xk - n) (2.6) 
fc=i 

A fungao AND pode ser representada graficamente como na figura 2.3. 

j = ± ( 3 
X3 ^ 

Figura 2.3: Modelo Neural da porta AND. 

A porta NOT e implementada como: 

NOT (xi) = sgn(-x}) 

Graficamente a porta NOT pode ser representada com na figura 2.4 

NOT 0 

Figura 2.4: Modelo Neural da porta NOT. 

A seguir sao discutidas tecnicas para elaboragao de circuitos mais complexos 

que utilizem toda a potencialidade das portas de limiar linear. 

2.3 ConstruQao de Circuitos com Retardo Fixo 

O projeto de circuitos de limiar linear compreende a implementagao de fungoes 

booleanas. Entre tais fungoes, as fungoes booleana simetricas sao particular-

mente interessantes para este trabalho. Os resultados apresentados estao mais 

detalhados em [4]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Definigao 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Uma fungao booleana f e dita simetrica se sua saida depende ape-

nas do somatorio dos seus valores de entrada. Portanto, f(x\,x2,... ,xn) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( l ) j ^( 2) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA • • • j £ ( n ) ) , para qualquer permutagao de (xux2,. -., £„). 

Um exemplo de fungao simetrica e a fungao Paridade, cuja saida e 1 se o 

somatorio da entrada for impar e 0 caso contrario. Se a fungao depender apenas da 

soma ponderada das entradas, entao a chamamos de fungao booleana generalizada. 

Teorema 1 Toda fungao booleana f{xl,x2,...,xn) : {0, l } n —> {0,1} pode ser 

computada por um circuito de limiar com duas camadas e no mdximo com 2 n _ 1 + l 

elementos de limiar. 

Como qualquer fungao booleana pode ser escrita na forma Soma de Produtos 

(SDP) ou Produto da Soma (PDS), utilizando por exemplo SDP, uma fungao 

booleana qualquer pode ser escrita na forma: 

/(x,,x 2,... ,s„) = Si V S2 V • • • V SX J (2.7) 

em que x < 2n e o simbolo V e a fungao AND. 

Para PDS 

f{xux2,...,xn) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P, A P 2 A ••• APy 

em que y < 2n. 

Como x + y = 2 n , observe que x < 2 n e y < 2n porque 2" e o numero 

maximo de somas ou produtos com n variaveis booleanas. Assim, a primeira 

camada do circuito limiar ira implementar, para SDP, os produtos S( e a segunda 

camada usando a fungao OR ira computar / , utilizando assim 2 n _ 1 + 1 portas 

tradicionais [24]. Como a porta neural pode simular a porta AND e OR, e 

possivel implementar qualquer fungao booleana utilizando 2 n - 1 + l portas neurais. 

Entretanto, essa construgao requer o uso de circuitos cujo numero de portas 

cresce exponencialmente com 0  aumento do numero de entradas, pois a logica 

neural apenas Simula a logica tradicional. Portanto e necessario utilizar uma nova 

estrutura para calcular fungoes simetricas eficientes, ja que elas desempenham um 

papel importante na aritmetica e fungoes relacionadas. Para projetar circuitos 

eficientes que executem fungoes simetricas sao utilizadas estruturas com 2 ou 3 

camadas introduzidas a seguir. 



2.3.1 Circuitos de 2 camadas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Agora e apresentada uma tecnica para construgao de circuito de limiar linear de 

2 camadas para computar qualquer fungao booleana simetrica / com no maximo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n +1 portas . 

Seja X = [xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\,X2, —,x n ] a entrada booleana do circuito e / uma fungao boo-

leana simetrica. Como / depende apenas do somatorio das entradas, existe um zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

conjunto de valores de Y, xk no qual a fungao / e l . Agrupando esses valores em 
k=\ 

subintervalos em [0, n] temos s subintervalos dados a seguir: 

toi,?i],tezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,92], • •• , [&,&] (2.8) 

em que qk e qk sao inteiros. qk+Y > qk+l eqk < qk de tal forma que f(xi,x2, —,£„) = 

1 se e somente se para algum j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

E * * € f c , $ ] (2.9) 
k=\ 

Na primeira camada do circuito, sao necessarias 2s portas de limiar linear 

calculando: 

yqj = sgn \jLxk- Qij (2-10) 

yqj = sgn ^ - £ xkj (2.11) 

em que j = 1 , s . 

Na segunda camada, a porta neural computa 

/ (xi,x2i ...,xn) = sgn ^ (ykj + ykj) - s - 1 j (2.12) 

Para comprovar se 0  circuito fornece a resposta certa temos que, para j = 
n 

se X) Xfc ^ entao yqj + ygj = 1 para todos os j . Assim 

sgn £ + fc) " * - l ) = *9n (s - 5 - 1) = 0 (2.13) 
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n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Caso £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xk € [qj,qj], entao yqj + yq. = 2 e yqi + ygi = 1 para t ^ j . Assim zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(y^ + Sty) - s - l j = sgn (s +1 - s - 1) = 1. 

Portanto, a primeira camada possui 2s portas. Como s e no maximo 

e a segunda camada possui apenas uma porta, o numero total de portas de l i -

miar linear utilizadas e de n + 1 . Como cada porta no circuito possui fan-in de 

no maximo n, o numero de conexoes e O (n 2) (ver apendice A) . Para ilustrar o 

projeto de circuito de limiar linear com 2 camadas, na figura 2.5 esta a implemen-

tagao da fungao de paridade de 4 variaveis. Esse circuito necessita de 5 portas de 

limiar linear para implementar a paridade. Utilizando a logica tradicional seriam 

necessarias 8 portas AND e 1 porta OR para implementar a mesma fungao. Se o 

numero de variaveis fosse 10, seriam necessarias 512 portas AND e 1 portar OR, 

enquanto utilizando a logica neural apenas 11 portas sao necessarias. 

Figura 2.5: Paridade de 4 variaveis com circuito de 2 camadas. 

E possivel diminuir ainda mais o numero de portas utilizadas aplicando uma 

tecnica conhecida como tecnica telescopica. 

Lema 1 Seja o intervalo [0, n] dividido em s + 1 subintervalos [bo, bi — 1], [&i,&2 — 

1 ] , 6 , - 1 ] , [bs, n], em que 0 = b0 < bi < ... < bk < n. 
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SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yi = sgn yJ2 Xj — b{j , para todo i = 1 , k . Entao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

Y,(aj ~ dj-i)Vj = am (2.14) 

n 

se J2 Xj E [bm, 6 m _ izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1], em que a0 = 0 e a \ , a k sao numeros reais arbitrarios. 
j=\ 

( n \ n n 

Como jji = sgn \ ^2 Xj — bi] = 1 se e somente se £ Xj > bi, portanto se Y, xj € 
\j=i J j=i j=i 

[bm, bm+i] entao yx = ... = ym = 1 e ym+\ = ... = yk = 0. Assim: 

k m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ (flj " = £ ( a i  _ a i - 0 = a ™ ( 2 - 1 5 ) 
i = i j =i 

Note que se Y, Xj E [&o3 &i —1], isto em = 0, entao = 0 para todo i = 1 , k 
j=l 

k 
e consequentemente J2 (flj — G j - i ) 2/j — 0 — Go zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 Utilizando o lema acima pode-se obter um circuito de 2 camadas com 

portas. 

Seja / (X) uma fungao simetrica de n variaveis. Definindo um conjunto de 

inteiros, Sj e Si, com 0 < Sj < Si < n para i = 1 , r e S{ + 1 < Sj + i para i < r, 

tal que / ( X ) = 1 se e somente se para algum z 

( 2 - 1 6 ) 

i = i 

A primeira camada do circuito consiste de r portas de limiar linear calculando 

yi = sgn xj — P a r a c a a "a i, 1 < i < r. A porta da saida na segunda 

camada executa 

z = sgn 5 3 ( 5 i " Vj ~ £  x i ( 2 - 1 7 ) 
\i=i i = i / 

em que e definido 5 0 = — 1. 

Para verificar se o circuito fornece a resposta correta note que, para algum zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

m, X) Xj e [sm, s m + i — 1]. Utilizando o lema 1 temos: 
j=l 

E ( 5 i - 5 i _ 1 ) ^ = 5 r o (2.18) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3=1 
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Se /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (X) = 1 entao sm < £ < 5 m e portanto z = sgn ( Sm - f ) ] = 1 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

Por outro lado, se / (X) = 0, entao Sm < J2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xj < s m +i - 1 e portanto 
j= i 

z = sgn ^Sm - £ = 0 

O numero de portas de limiar linear no circuito e dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t + 1. Como r e no 

maximo | | | , entao o numero maximo de portas de limiar linear e de + 1. 

Para ilustrar esse resultado na figura 2.6 esta implementado um circuito que 

calcula a paridade de 4 variaveis utilizando apenas 3 portas de limiar linear. 

i=i 

Figura 2.6: Paridade de 4 variaveis com circuito de 2 camadas com tecnica te-

lescopica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3.2 Circuitos de 3 camadas 

Generalizando a tecnica telescopica para construcoes de 3 camadas e possivel 

uma redugao do numero de portas de limiar linear. Como resultado sao obtidos 

circuitos que executam fungoes simetricas exigindo apenas 2^/n -I- 1 portas de 

limiar linear. 

Novamente utilizando um conjunto de inteiros S{ e S{, em que i = l , . . . . , r , 

com Si < Si < Sj +i tal que / (X) = 1 se e somente se: 

* < X > i < S (2.19) 
j=i 

Dividindoointervalo [0,n] em dsubintervalos consecutivos [si,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S2, — 1], [s2> ^ — 

1 ] , [ s d , , 7 i ] tal que cada subintervalo (exceto possivelmente o ultimo) contenha 

o mesmo numero / de inteiros s* e Si, em que / < |. O z-esimo subintervalo 

contera os inteiros s*, < S^ < Sj2 < 5j 2 < ... < 5,-, < S^. 
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A primeira camada do circuito consiste em d elementos de limiar linear, cada 

um executando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

zi = sgn(j2xj-si}j (2.20) 

para i = 1 , d 

Para cada k = 1 , / sao definidas duas soma telescopicas dadas por: 

Tk = SikZi + (S2k-Sik)z2 + {S3k-S2k)z3 + ... + {Sdk-Sd-ik)zd 

(2.21) 

tk = sXkzY + (s2k - Si J z2 + (s3k - s2k) zz + ... + (sdk - s d _ u ) zd 

Observe que tk e Tk sao combinagoes lineares das said as da primeira camada. 

A segunda camada consiste em 21 portas, cada uma utilizando os inteiros tk 

ou Tk como valor de limiar e computando Qk e qk definido a seguir: 

Qk = sgn(Tk-J2xj) (2-22) 
j= i 

e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

ft = S0n(*fc - I > j ) (2-23) 

A terceira camada e um unico elemento calculando 

f(X) = sgn 2 (Qfc + ft) -2l-lj (2.24) 

n 

Para verificar se o circuito fornece a resposta correta, supomos que EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 xj 

n 

pertence ao m-esimo intervalo G [s m , ,S( m _i) ]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1]. Utilizando o Lema 1, a 
j=\ 

soma telescopica de Tk e tfc assume os seguintes valores: 

Tk = Smk (2.25) 

tk = smk (2.26) 

Por definicao, / (X) = 1 se e somente se para algum k 

Smk<itxj<Srnk (2-27) 
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n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Na segunda camadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J2 xj e comparado com Tk = Srnic e tk = smic para cada 
n 

k. Como < J2 xj < Srm 0 valor da saida da segunda camada (Qk,qk) pode 

ser visto como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_ I 2 se kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — i , 

I I se k ^ i 
Portanto o elemento de saida da terceira camada e 

s^n ^
 2 (Qk + ft) -

 2^ - 1 j = W» (21 + 2 — 2/ — 1) = 1 (2.29) 

Similarmente, se / (X) = 0 entao nao existe A: tal que smk < £ < 5 m f c . 
i = i 

Portanto Qk + % = 1 para todo h a porta da terceira camada executa 

s^n (j2 2 (Qfc - gjfc) -21-1^ = sgn (21 - 21 - 1) = 0 (2.30) 

Portanto o circuito fornece a saida correta para qualquer entrada X = (xi,xn) 

A primeira camada do circuito consiste em d elementos. A segunda camada pos-

sui 21 < + 1 portas e a terceira apenas uma porta. Como d = y/n entao o 

tamanho do circuito de 3 camadas e de 2y/n + 1 portas de limiar linear. 

Na figura 2.7 esta implementado um circuito que calcula a paridade de 4 

variaveis utilizando um circuito de 3 camadas com 5 portas de limiar linear. 

Observe que, embora esse circuito de tres camadas necessite de 5 portas e o da 

figura 2.6 necessite de 3, quando o numero de entradas aumentar o circuito de 3 

camadas necessitara de menos portas. Por exemplo, se o numero de entradas for 

36, entao o circuito de 2 camadas necessitara de 19 portas enquanto o circuito de 

3 camadas necessitara de 13. 

2.4 Implementagao de Operagoes Aritmeticas 

Algumas fungoes booleanas, tais como adigao e multiplicagao, so podem ser cal-

culadas utilizando as portas AON com numero de camadas fixas em d se o tama-

nho aumentar exponencialmente. Isso resulta em uma area de chip que tambem 
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Figura 2.7: Paridade de 4 variaveis com circuito de 3 camadas com tecnica te-

lescopica 

aumenta exponencialmente [25]. Para o tamanho do chip aumentar polinomial-

mente, seria necessario projetar circuitos com retardo nao fixo, que acarretaria 

em circuitos mais lentos e portanto ineficientes para algumas aplicagoes. 

Com o uso de redes neurais e possivel obter circuitos com profundidade fixa 

e tamanho polinomial. A seguir, sao mostrados alguns exemplos de operagoes 

aritmeticas implementadas com redes neurais discretas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.1 Adigao 

Para um somador de dois numeros de 2 bits,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X = {z\tXo} e Y = {y.\,yo}, e 

possivel calcular a soma Z = X +Y utilizando um circuito de limiar linear com 

2 camadas. 

Primeiramente e necessario encontrar os intervalos em que a fungao seja 1, 

como mostrado na tabela 2.1. 

Note que o peso dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X \ e y\ e 2 e o peso de XQ e yo e 1 (utilizando pesos inteiros). 

Dividindo os intervalos em que cada Z{ seja 1 entao: 

• Bit ZQ —» Os intervalos em que zQ e 1 sao [1,1], [3,3], [5,5]. Mas como ZQ e 

fungao apenas de xQ e y0 entao e utilizado apenas o intervalo [1,1] 

• Bit zi -> Intervalos [2; 3] 

• Bit Z2 —> Intervalos [4; 6] 
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( 2 / 1 2 / 0 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsoma [zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ2Z1ZQ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(XiX0) 2 / 1 2 / 0 ) soma(z2Zi z0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 00 000=0 10 00 010=2 

00 01 001=1 10 01 011=3 

00 10 010=2 10 10 100=4 

00 11 011=3 10 11 101=5 

01 00 001=1 11 00 011=3 

01 01 010=2 11 01 100=4 

01 10 010=2 11 10 101=5 

01 11 100=4 11 11 110=6 

Tabela 2.1: Soma de dois mimeros de 2 bits 

Com os intervalos obtidos, as portas da primeira camada podem ser imple-

mentadas da seguinte forma: 

Bit 1 

y0 = sgn y£ WiXi - 1 j 

Vo = sgn [ l -J2wixi] 

Bit 2 

z0 = sgn (y 0 + 2/0 "
 2 ) 

2/i = sgn WiXi - 2 

y, = sgn ^3 - Y w*xi 

Z\ = sgn {yi + y x - 2) 

Bit 3 
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2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sgn \ wixi ~ 4 

y2 = sgn wixi 

z2 = sgn (y2 + y2 - 2) 

Para esse somador sao utilizadas 9 portas neurais, valor bem menor do que as 

27 portas necessarias caso utilize a logica tradicional. Embora tanto o somador 

com logica tradicional quanto o somador com logica neural possuam numero de 

camadas constante, apenas o somador neural possui tamanho polinomial. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.2 Multiplicagao 

A multiplicagao de n bits pode ser divida em tres etapas, como se ve na figura 

2.8. 

n 2 Li 

CD © 

Figura 2.8: Bloco Funcional do Multiplicador. 

O primeiro bloco computa apenas o produto de cada bit de uma entrada com 

cada bit da outra entrada. O segundo bloco utiliza a tecnica block-save, que e um 

aprimoramento da tecnica ja conhecida carry-save, para implementar circuitos 

que executem a adigao. O terceiro bloco e uma adigao propriamente dita. 

Bloco 1 - AND 

O produto da multiplicagao pode ser reduzido em uma soma multipla. Seja 

X = xn-ixzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN-2 • • -XQ e Y = yn-iVn-2 • • - 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/0 dois mimeros de n bits. O produto 

Z = X - Y e dado por: 
n - l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 5 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zi2n-lZi2n-2 • • • Z10 

i=0 
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parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i = 0, ... ,n — 1 e 

% = 0_-_0 ( x n _ izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y{) (x„_ 2 Ayi)-" (x0 A yi) 0 -•- 0 (2.31) 

Utilizando uma porta de limiar linear para implementar a logica AND da 

equacao 2.31 seriam necessarias n2 portas para encontrar todos os Z\'s. Portanto 

a multiplicagao foi reduzida a uma soma de n numeros de 2n bits. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Bloco 2 - Tecnica Block-Save 

Utilizando a tecnica block-save, a soma multipla de n parcelas pode ser trans-

formada em uma soma simples. Dividindo a soma multipla em logn colunas a 

figura abaixo e obtida. 

1 0 0 1 ; 01 0 1 . 1 1 0 1 ;0 0 1 1 • - > a 

0 1 1 1 i1 1 1 1- 0 0 1 0 ; i o o o ; - > b 

1 0 1 1 |Q 1 0 0; 1 0 0 1 ; 1 1 1 1 ; -?c 

0 1 1 0 [ 0 1 0 1 ! J 1 1 [1 ' 0 1 1 1 ! 

•_0_0_1_ _ J _1_0_1j L 0 01 0 _0 0 0 1 • 

0 0 0 0 0 0 0 1 000 0 0 0 0 0 
7 

0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 01 soma 

Figura 2.9: Exemplo da divisao em Soma Multipla. 

Assim cada coluna e somada separadamente da seguinte forma: 

• Zerando as colunas pares, sao somados os n numeros e o resultado armaze-

nado em Z i m p a r . 

• Zerando as colunas impares, sao somados os n numeros e o resultado ar-

mazenado em z p a r . 

Pode-se calcular z p a r ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 ^ m p a r utilizando um circuito de limiar linear de duas 

camadas. 

Bloco 3 - Soma de 2 numeros 

Por fim, o bloco restante calcula a soma de zpar + Zf m p a r (ve figura 2.11) Assim 

e necessario um circuito de 2 camadas para computar essa soma. 

19 



0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx 3y o x 2 y o x o y o 

0 0 0 x 3 y i 
x i Y i W i 0 

0 0 X3Y2 x lY2 x o y 2 0 0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx 3y3 X2Y3 x lY3 X 0 Y 3 0 0 0 

Soma da 3a coluna Soma da l a coluna 

Soma da 4a coluna Soma da 2a coluna 

Figura 2.10: Soma Multipla. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

0 0 Soma da 3 a coluna Soma da l a coluna 

Soma da 4 a coluna Soma da 2 a coluna 0 0 

Figura 2.11: Soma das Colunas Pares e Impares. 

Portanto a multiplicagao de dois numeros dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n bits pode ser realizada com 

um circuito de limiar linear de 5 camadas, em que a primeira computa um AND, 

a segunda e a terceira computa z p a r ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 , 'm p a r e a quarta e a quinta computa a 

soma 2 p a r + Zfatpar* Considerando que a soma multipla e uma combinagao linear 

entre a segunda e a terceira camada [25], pode-se conectar um somador na saida 

da terceira e a entrada da quarta camada. Assim so e preciso de quatro camadas 

para computar a multiplicagao. 
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2.5 Conclusao 

Neste capitulo foi apresentada a arquitetura da rede neural utilizada no trabalho. 

.As portas de limiar linear, que e a estrutura basica dessa rede, possuem as portas 

tradicionais (AND,OR e NOT) como um subconjunto. Por isso, na pior hipotese, 

elas tem um comportamento igual ao da logica tradicional [26]. 

Para extrair todas as vantagens das portas de limiar linear, como a diminuicao 

da complexidade espacial de fungoes simetricas de exponencial para polinomial, 

sao utilizadas estruturas especificas para construir circuitos de limiar linear. Por 

exemplo, a fungao paridade, que requer 2 n _ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -I-1 porta AON pode ser computada 

utilizando f|j + 1 portas de limiar linear. Ambas arquiteturas possuem retardo 

equivalente a 2 portas. Caso seja necessaria uma diminuigao do numero de portas 

e possivel utilizar um circuito com retardo igual a 3 que implementaria a paridade 

comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2y/n + 1 portas. 

Essa potencialidade das portas de limiar linear, ja bem conhecidas em apli-

cagoes como adigao, multiplicagao e divisao em aritmetica comum, pode ser es-

tendida a outros tipos de sistemas numericos. Um dos mais importantes sistemas 

numericos em comunicagao digital e o corpo finito, muito utilizado em codigos cor-

retores de erro, sistemas de criptografia e processamento de sinais. Esse sistema 

possui varias operagoes aritmeticas complexas, necessitando de uma quantidade 

muito grande de portas, para uma velocidade de processamento alta. Por isso, a 

rede neural discreta descrita anteriormente pode ser util na busca de circuitos 

em corpos finitos mais eficientes. 
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Capitulo 3 

Aritmetica em Corpos Finitos 

Diversas aplicagoes contain com poderosas estruturas algebricas chamadas de 

Corpos Finitos. Esses corpos sao definidos por um conjunto finito de elementos 

e duas operagoes aritmeticas fechadas. 

Algumas aplicagoes de aritmetica de corpo finitos sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• Codigos Corretores de Erro - Uma ideia chave para desenvolver decodi-

ficadores de erro eficientes foi a introdugao de um polinomio cuja raizes de-

terminam a localizagao do erro. Para isso, utiliza-se um algoritmo especifico 

como o algoritmo de Berlekamp-Massey ou algoritmo Euclidiano [27]. Ou-

tros exemplos de classes de codigos corretores de erros algebricos sao os 

codigos Goppa, codigos de residuo quadratico e codigos geometricos. Todos 

esses codigos dependem de umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pesada aritmetica em campo de Galois. 

• Criptograiia - Na criptografia, o campo de Galois tornou-se uma ferra-

menta importante com a introdugao de criptografia de chave publica. A 

seguranga de varios sistemas para autenticagao ou troca de chaves depende 

da dificuldade de inverter a fungao exponencial, que e o calculo do logaritmo 

discreto do campo de Galois GF (q). 

• Sequencias Pseudo-Aleatorias - O campo de Galois pode ser utilizado 

tambem na geragao de sequencias pseudo aleatorias (PN) atraves de confi-

guragoes de registradores ou de exponenciagao discreta. Essas sequencias 

sao utilizadas tanto em criptografia quanto em comunicagao por espalha-

mento espectral. 
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Nesse capitulo sao discutidas algumas operagoes aritmeticas importantes em 

corpo finito. Circuitos tradicionais que implementam a adigao, multiplicagao, 

divisao, exponenciagao e logaritmo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zech sao introduzidos, com destaque es-

pecial aos multiplicadores. Se o leitor achar necessario, informagoes referentes a 

algumas propriedades e caracteristicas de um corpo finito podem ser encontradas 

no apendice B. Informagoes mais detalhadas podem ser encontradas em [1,28]. 

3.1 Adigao 

Um circuito somador em corpo finito e bastante simples de ser implementado. 

Sejam A,BeC elementos de GF (2") representados em base polinomial por A = 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0+aiX-\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h a N _ ! X N _ 1 , B = b0-\-biX-\ \-bn_iXn~l eC = C Q + C I X H h C n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ i X
n _ 1

. 

A soma C = A + B pode ser calculada da seguinte forma: 

C = (ao + aix + • • • + a n _ i x n _ 1 ) + (b0 + bxx + • • • + bn-ix
n~l) (3.1) 

C = {a0 + b0) + (al+bl)x + {a2 + b2)x
2 + --- + { a n - l + b n - ] ) x T l - 1 

Portanto para computar a adigao sao necessarias 3n portas AON. 

3.2 Multiplicadores por Const ante 

Em codificadores e decodificadores, e frequente a multiplicagao por valores cons-

tantes, como por exemplo no codec Reed-Solomon. 

Seja a =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OQ + a\y + h On-\yn~l um elemento de GF (2 n) em que y seja a 

raiz do polinomio primitivo p (x) = 1 + p\X H \- xn. Dessa forma 

a • y = CLQX +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OL\ X2 H 1- a n _i modp (x) (3.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Exemplo 1 Seja p(x) = x4 + x + 1. Assim a multiplicagao de um elemento a 

por um valor constante x e dado por: 

a-y = aoy + aiy2 + a2y
3 + a3 [l + y) (3.3) 

a-y = a 3 + (a 3 + ao) y + aiy2 + a2y
3 

A figura 3.1 ilustra o circuito que computa a —» a 2 em GF (2 n ) . 
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Figura 3.1: Circuito que executazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a - x em GF(2n). 

Os registradores sdo inicializados com A{zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 0{ e depots do primeiro ciclo do 

relogio a • x e gerado. Esse algoritmo pode ser estendido para a multiplicacao 

a • xK 

3.3 Multiplicadores Seriais 

A multiplicacao serial e u t i l em algurnas arquiteturas cuja velocidade nao e um 

fator preponderante. Embora seja lento, o multiplicador serial possui uma com-

plexidade espacial bastante baixa devido ao uso de registradores. A seguir, alguns 

multiplicadores seriais sao descritos. 

3.3.1 Multiplicadores de Berlekamp 

O multiplicador de Berlekamp utiliza duas representacoes: a base polinomial 

para o multiplicador e a base dual para o multiplicando e o produto. Como as 

entradas normalmente estao na mesma base, algum t ipo de transformagao de 

base dever ser executado. Porem, para n = (3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,9 ,10) , a conversao entre 

base polinomial e dual, ou vice-versa, e meramente uma reordenacao das bases 

do coeficiente (depende de p (x) ) . 
n - l 

Sejam a,b,c E GF(2n) tal que c=axbeb = Yl bk ' * representado em 
k=0 

base polinomial e {^o,/Xi,* • • ,pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.n-i} a base dual da base polinomial para algum 
n - l n - l 

/ e p. Assim a = ailk
 e c = Y, CilM e a representacao da base dual de a e c. 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=0 i=0 

L e m a 2 Seja {fiQ, fiw • ,fin-i} a base dual da base polinomial em GF (2
n

) para 
n - l 

algum f e (3 e seja a = X) t̂Mt
 a representacao da base dual, em que Oj E 

GF (2
n

) . Entao at = f (afia*) para t = 0,1,• • - , n - 1. 

A multiplicacao c = axb pode ser representada na forma matricial 
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a 0 

a i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-i 

0-2 

a n_! an zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfl2n-2 

&0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACo 

bi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
— 

c n - i 

(3.4) 

em que at- = / (afia1) e c,- = / (c/fa 1) sac- os coeficientes da base dual de a e c 

respectivamente. 

Pode ser mostrado que: 

n - l 

a„+ f c = / (aPam+k) = J > j • aj+k (3.5) 

3=0 

em que p j sao os coeficientes de p (x) [1]. 

Os valores de a n +fc podem ser obtidos atraves de um registrador de deslo-

camento linear de n estagios com realimentacao. A cada ciclo de relogio, am e 

gerado, e no proximo ciclo am+\ e produzido. Os n vetores da multiplicacao 

listados na matriz sao executados por um estrutura que compreende n portas 

A N D e (n - 1) portas XOR. 

E x e m p l o 2 Para GF (24) e p (x) = x4 + x + 1 o multiplicador de Berlekamp e 

mostrador na figura 3.2 a seguir: 

- /  

J ' 

n 

r S 

- / 

>( 
l

 C

3
C

2
C

1
C

0 

B 2 

7
 1 

B 0 

. 7 * 

Figura 3.2: Multiplicador de Berlekamp em GF(24). 

Os registradores sao inicializados com Ai = ai e Bi = bi para i = 0,1,2 e 3. 

Nesse ponto, o primeiro bit do produto CQ e gerado na saida. Os valores de c\,c2 

e C3 sao obtidos nos demais tres ciclos de relogio. 

25 



Nesse esquema, no minimo uma conversao de base e exigida no caso em que 

as entradas e a saida serem representadas na mesma base. Essa mudanga pode 

ser implementada na propria estrutura do multiplicador zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.2 Multiplicador de Massey-Omura 

0 multiplicador de Massey-Omura opera inteiramente sobre a base normal e assim 

nenhuma conversao de base e necessaria. A ideia do multiplicador de Massey-

Omura e que a funcao booleana que gera o primeiro b i t do produto e a mesma 

que gera os demais bits, sendo com a entrada deslocada. 

E x e m p l o 3 Seja a base normal {a3, a 6 , a 1 2 , a9} paraGF(24) ep(x) = y4 + yJrl 

o seu polinomio gerador. Assim a multiplicacao c — a x b representada na base 

normal e dada por: 

c =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C Q Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 + C j Q
6 + c 2 a

1 2 + c 3 a
9 (3.6) 

c = (aQa
3 + a j a 6 + a2a

12 + a 3 a
9 ) (bQa

3 + b{a
6 + b2a

12 + 6 3 a
9 ) (3.7) 

c = {a0b0) a6 + (ao&i + aib0) a9 + (a\bi + a0b3 + a3b0) a12 

+ (aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA&2 + Q2b0 + a\h + a 3 6j) a 1 5 4- {aib2 + a2bi + a3b3) a 1 8 (3.8) 

+ {a2b3 + a3b2) a 2 1 + (a2b2) a24 

Como: 

Temos: 

a 1 5 = a 3 + a 6 + a 1 2 + a 9 

a 1 8 = a3 (3.9) 

a21 = a 6 

^24 9 

Co = aQb2 + a i & 2 + a i & 3 + o^2b0 + a2bi + a3b\ + a3b3 

Ci = a\b3 + a2b3 + a2bo-\-a3b\ + a3b2 + aob2 + aobo (3.10) 

c 2 = a2bQ + a3b0 + a3bi + aob2 + a0b3 + ai& 3 + di&i 

c 3 = a 3 6 i + aQbi + aQb2 + a i & 3 + ai&o + o,2b0 + a2&2 
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Pelas equagao 3.10 pode-se notar que a funcao geratriz dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQ e a mesma de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ci (acrescentando 1 no indice, ou seja, deslocando a entrada). 

0 multiplicador estd ilustrado na figura 3.3. Os registradores sao inicializados 

por A{ = ai e Bi = bi. Primeiramente o bit CQ do produto e gerado na saida. A 

cada ciclo de relogio C\,c2 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c 3 sao obtidos. 

Figura 3.3: Multiplicador de Massey-Omura em GF(2A). 

Em geral o multiplicador de Massey-Omura necessita de no mfnimo [2nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1) 

portas A N D e no minimo (2n - 2) portas XOR. 

3.3.3 Multiplicador de Base Polinomial 

O multiplicador de base polinomial opera totalmente em base polinomial. Esse 

multiplicador serial na realidade tern a entrada serial mas a saida paralela. O 

retardo do multiplicador e igual ao dos multiplicadores de Berlekamp e de Massey-

Omura. Esse multiplicador pode ser classificado dependendo de qual b i t entra 

primeiro no multiplicador. 
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B i t menos significative* primeiro zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nessa opcao o bi t menos significativo aparece primeiro na entrada do multiplica-

dor. 

SejamzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a,b,c G GF (2 n ) representados na forma polinomial . Assim: 

c = ax b 

c = (a0 + aix-\ h a „ _ i x n - 1 ) x 6 

c = aob + aibx-\ h an-\bxn~l 

(3.11) 

Para implementar a equagao acima e utilizado novamente o registrador de 

deslocamento para executar a multiplicacao por x. O registrador e inicializado 

com b e a cada ciclo de relogio, bx e gerado. Os valores de (ao, a i , • • •, fln-i) 

sao alimentados em serie no multiplicador para cada valor de aibx1, que sao 

acumulados em um registrador para formar os bits do produto (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACQ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C\,..., Cn-\) • 

E x e m p l o 4 Considere o corpo finito GF(23), gerado pelo polinomio primitivo 

p{x) = x3 + x + l . 0 multiplicador polinomial c = a-b com bit menos significativo 

primeiro e na figura 3.4-

Bo 
h , 

B, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

B, 
r 

a-5 - * a i - •ao 

Figura 3.4: Circuito de um multiplicador polinomial em GF (2 3 ) com bi t menos 

significativo primeiro. 

Os registradores sao inicializados com B{ = b{ e C{ = 0 para ( i = 0 ,1 ,2) . Os 

valores Oo , 0 1 , 0 2  sao alimentados em serie e depois de 3 ciclos de relogio o valor 

de c estd disponivel no registrador C. 
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B i t mais significativo primeiro zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nessa opgao o bi t mais significativo aparece primeiro na entrada do multiplicador. 

A multiplicacao c =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a x b em base polinomial e: 

c = a x b 

c = aob + aibx-\ h a n _ i t e
n _ 1 

c = (• • • ( (a n _i&) x + azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn _2) x +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dn-zb) x H )x + a0b 

(3.12) 

E x e m p l o 5 Sejap(x) = x3-\-x + l o polinomio primitivo que gera elementos em 

GF ( 2 3 ) . 0 multiplicador polinomial c = a - b com bit mais significativo primeiro 

e implementado da seguinte forma: 

c = ((a2b) x + aib) x + a0b 

0 circuito para implementar a equacdo acirna e ilustrado na figura 3.5. 

Ci 

em ->ai + &t •>• 

B. 

Figura 3.5: Circuito de um multiplicador polinomial em GF (2 3 ) com bi t mais 

significativo primeiro. 

Inicialmente o registrador Ci e zerado e o registrador Bi e inicializado com 

Bi = bi. 0 bit mais significativo a2 alimenta o circuito e a2b e carregado no 

registrador. Entao, no proximo ciclo de relogio, a\ entra no circuito e o regis-

trador conterd {(a2b) x + aib). Finalmente, no proximo ciclo de relogio, e gerado 

(a^bx + aib) x e esse valor e adicionado a a$b para formar o produto. Esse resul-

tado e obtido no registrador Ci depois de n ciclos de relogio. 
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3.3.4 Comparagao dos Multiplicadores Seriais 

• O Multiplicador de Berlekamp e conhecido por ter a menor exigencia de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

hardware. Ele tambem pode ser facilmente modificado para uma particular 

e eficiente multiplicacao por constante. A desvantagem desse multiplicador 

e que ele opera sobre as bases duais e polinomiais. Mas, na maioria dos 

casos, a conversao da base e apenas uma permutacao dos coeficientes e 

portanto nenhum hardware adicional e necessario. Devido a essas razoes, o 

multiplicador de Berlekamp e amplamente utilizado em projetos de codecs. 

• 0 multiplicador de Massey-Omura opera totalmente sobre a base normal 

e nenhuma conversao de base e necessaria. A representacao e eficiente pa-

ra algumas operagoes, como a potenciagao. O circuito do multiplicador 

e ineficiente no que diz respeito a sua complexidade temporal e espacial 

(comparado ao multiplicador de Berlekamp) e nao pode ser modificado pa-

ra executar uma multiplicagao por constante. Alem disso, o multiplicador 

de Massey-Omura nao pode ser facilmente estendido para valores diferentes 

de n. 

• O multiplicador de base polinomial nao necessita de conversores de base e e 

quase tao eficiente quanto o multiplicador de Berlekamp. Entretanto possui 

um interface diferente do multiplicador de Berlekamp, possuindo entrada 

serial e saida paralela. 

Portanto, a escolha entre os multiplicadores de Berlekamp e os de base poli-

nomial depende do circuito no qual o multiplicador i ra ser implementado. Por 

exemplo, se o resultado tiver que ser representado em paralelo, o multiplicador 

polinomial pode ser utilizado. Caso contrario, o multiplicador de Berlekamp deve 

ser adotado. 

Comparando diretamente os multiplicadores nota-se que todos necessitam de 

n ciclos de relogio para gerar a solugao assim como necessitam de 2n flip-flops. Pa-

ra comparar a complexidade desses multiplicadores e uti l izada a notagao #(porta 

do tipo X) para designar o numero de portas do t ipo X utilizadas na arquitetura. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Berlekamp: 

#AND = n #XOR = n + H{p)-3 
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Retardo =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r A N D + |"log2 (n - 1)] •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TXOR 

obs: H (p) e o peso de Hamming ( numero de coeficientes igual a 1) do 

polinomio primit ivo em GF (2 n ) e T A N D e TXOR sao os retardos relativos as portas 

A N D e X O R respectivamente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Base Pol inomial 

Bit menos significativo primeiro: 

#AND = n #XOR = n + H (p) - 2 

Retardo = r ^ A r D + r X o ^ 

B i t mais significativo primeiro: 

#AND = n #XOR = n + H{p)-2 

Retardo = r A N D + 2 • TXOR 

M a s s e y - O m u r a 

Para o multiplicador de Massey-Omura o numero de portas nao pode ser 

explicitado analiticamente. 

A tabela 3.1 abaixo mostra quantas portas cada mult ipl icador serial necessita. 

m M a s s e y - O m u r a Ber lekamp Po l inomia l 

3 5AND + AXOR ZAND + 3XOR 3AND + 4XOR 

4 7 AND + 6XOR 4AND + AXOR AAND + bXOR 

5 9AND + 8XOR 5AND + 5XOR oAND + 6XOR 

6 11AND + 10XOR 6AND + 6XOR 6AND + 7XOR 

7 19AND + 18XOR 7 AND + 7XOR 7 AND + 8XO.R 

8 21AND + 20XOR 8AND + 10XOR 8AND + 11XOR 

9 17AND + 16XOR 9AND + 9XOR 9AND + 10XOR 

10 19AND + 18XOR 10AND + 10XOR 10AND + 11XOR 

Tabela 3.1: Comparagao dos Multiplicadores Seriais 
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3.4 Multiplicadores Paralelos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Atualmente cada vez mais aplicagoes necessitam de velocidade maiores para se-

rem compativeis as aplicagSes. Por isso torna-se necessario adotar arquiteturas 

paralelas ao inves da serial para melhorar o desempenho, pois em aplicagoes em 

tempo real o retardo do multiplicador e um parametro crucial. Existem diver-

sos tipos de multiplicadores paralelos. Para cada t ipo de base sao analisados os 

multiplicadores paralelos mais eficientes. 

3.4.1 Multiplicadores de Base Dual 

Sejam a, c 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G F (2 n ) representados na base dual como a = ao/i0 + a\H\ + h 

a n _ i / i n _ i e c = CQ(J,Q -TC\H\ HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C n _ i / i n _ i . Seja b G GF (2
n

) representado na base 

polinomial como b = boXQ + biXi -\ + 6 n _ i X n _ i . A multiplicacao c = a x b e 

portanto representada por: 

a 0 
ai • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAbo Co 

ai a 2 • 
= 

C] 

an • ' &2n-2 bn-l Cn -1 

(3.13) 

em que a* = / (a^a1) e c$ = / (c/3a l) sao os coeficientes da base dual de a e c 

respectivamente. 

Os valores de a; sao obtidos da seguinte forma: 

a n + k = f (a/3an+k) = • a j + k (3.14) 

Utilizando essas equagoes e as caracteristicas do multiplicador serial de Berle-

kamp ( visto na segao anterior) , o multiplicador de base dual pode ser derivado 

[15] e implementado atraves das equagoes: 

Cj = cijbo + dj+ibi + a j + 2 &2 + • • • + a j + n + i b n + l (3.15) 

para j = 0 , 1 , . . . , n — 1 e 

n - l 

a n + k = J2Praj+k (k = 0 , 1 , . . . , n - 1) (3.16) 
j=0 
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em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pj sao os coeficientes do polinomio pr imit ivo p (x) = p 0 + p\X + ... + xn. 

Em geral, o multiplicador dual emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF (2 n ) e formado por um modulo do tipo 

A que gera a m + j (i = 0 , 1 , . . . , n — 1) da equacao 3.16 e n modulos do t ipo B que 

geram o produto interno dos vetores de comprimento n de GF (2). Os modulos 

A e B sao implementados como na figura 3.6. 

Modulo A Modulo B 

a2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2̂ D — 

Figura 3.6: Modulo A e B para multiplicador paralelo de base dual em G F ( 2 3 ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E x e m p l o 6 0 multiplicador dual em GF (2 3 ) para p (x) = x 3 + x + 1 e ilustrado 

na figura 3.7. 

3.4.2 Multiplicadores de Base Normal 

O multiplicador paralelo de base normal foi primeiramente apresentado por Mas-

sey e Omura [1]. Esse multiplicador, tambem chamado de Mult ipl icador Massey-

Omura, foi originalmente descrito para multiplicacao serial mas posteriormente 

seu conceito foi utilizado em multiplicagao em paralelo. A sua arquitetura e 

desenvolvida da seguinte forma: 

Considere dois elementos A e B em base normal: 

A = a0x + a\x2 + a2x
27-\ h a n - \ x 2 n 1 (3-17) 

B = & 0 x + &iX 2 + & 2 z 2 2 + - - - + 6 „ - i x 2 n " 1 

Uma propriedade interessante da representacao em base normal e que o qua-

drado de um elemento e simplesmente um deslocamento ci'clico de seus coeficien-
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Modulo B Modulo B 

Co 

Modulo A 

&3 

Modulo B 

c2 

tes. 

Figura 3.7: Multiplicador paralelo de base dual emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(23). 

A1 = an-ix + a0x
zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 + a i x 2 * H h a n _ 2 x 

B2 = bn-ix + box2 + bix2* H h 6 „ _ 2 x ' 

2" -1 

A multiplicacao C = i - 5 e dada por 

C =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQX + C i X 2 + C 2 X 2 + h C n - i X 5 

(3.18) 

(3.19) 

Primeiramente, so o coeficiente de maior grau c„_i e considerado. Ele pode 

ser especificado como fungao dos coeficientes de A e B. 

Cn-l = f (OO, O l , • • • , On-i; fo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &1> • • • > ^ n - l ) (3.20) 

Elevando os dois membros da equagao C = A • B ao quadrado tem-se: 

Cz = A2-B2 

C2

 = C„_ iX +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C Q X 2 -1 h C „ _ 2 X
2 n 

(3.21) 

Dessa forma e obtido uma equagao similar a 3.20 para o coeficiente c„_2. 
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CnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = f {an-ua0,... :an_2;bn_ub0,... ,bn_2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.22) 

A fungao da equagao acima e a mesma da equagao 3.20 mas com os dois con-

juntos de entradas (dn-i, do,On-2) e (6 n _ i , 6 0 , b n - 2 ) . Os outros coeficientes 

de C podem ser obtidos a partir da fungao / atraves do mesmo procedimento, 

ou seja, atraves de deslocamentos repetitivos dos elementos da entrada. 

E x e m p l o 7 Considere um elemento em GF (2 4 ) com polinomio primitivo p (x) = 

x4 -r x3 - f 1. Seja base normal ( x 8 , x 4 , x 2 , x ) . A multiplicagao de dois elementos 

C = A - B em base normal e dada por: 

C = c3x
8 + c2x

4 + C l x
2 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQX (3.23) 

= ( a 3 x
8 + a2x

4 + axx
2 + a 0 z ) ( 6 3 x

8 + b2x
4 + bxx

2 + 6 0 x) 

= x12 (a2b3 + a3b2) + x10 (ai6 3 + a 3 6i) + x9 (a3b0 + a 0 6 3 ) 

+ x 8 (a2b2) + x 6 (a 26i + axb2) + x 5 (a 2 6 0 + ao62) 

+ x 4 (ai&i) + x 3 (a0bi + a^o) + x 2 {a0b0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +  I U (a 3 6 3 ) 

£ s s a multiplicagao gera elementos ( x 1 2 , x 1 0 , x 9 , x 6 , x 5 , x 3 ) gue devem ser ex-

pressos na base normal: 

x 1 2 = x 8 + x 4 - f x 2 

x 1 0 = x 8 - f x 2 

x 9 = x 8 + x 4 + x 

x 6 

= x 4 + x 2 + x 

x 5 = x 4 + x 

x 3 = x 8 + x 2 + x 

Portanto 0 coeficiente c3 e 

c 3 = / ( a o 5 a i , a2,a3,b0,61,62zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,63) (
3

-
2 4

) 

c 3 = a 2 6 3 + a 3 6 2 + a i 6 3 -1- a3bi + a 36 0 + a 0 6 3 + a 2 6 2 + a 0 6 i + a^o 
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A soma dos produtos na equagao acima e a fungao / que precisa ser determi-

nada. 

E obvio que a multiplicagao em base normal para um corpo e determinada 

pela fungao / , que tambem determina a complexidade do multiplicador. Mas, 

como a fungao / e determinada pelo polinomiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (y), entao a complexidade do 

multiplicador depende apenas desse polinomio. O numero de produtos Cn da 

fungao / e usualmente tornado como a medigao da complexidade. Nesse exemplo 

C n = 9. 

Era [29] e mostrado que a complexidade Cn tem como l imitante inferior Cn > 

2nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  1 e Cn = 2n— 1, sendo chamada de base normal otima. Assim a complexidade 

total do multiplicador e: 

#AND = Cn>2n2-n 

#XOR = C n > 2 n 2 - 3 n + l 

3.4.3 Multiplicadores de Base Polinomial 

O multiplicador executa a mesma sequencia de calculos do multiplicador serial 

de base polinomial. 

Sejam a, b, c E GF (2n) representado por: 

a = a0 + aia-\ \-an-\a
n~l (3.25) 

b = b0 + bra + • • • + t n - i o ; " - 1 

c = co + c i a - l h Cn-iQn~l 

Para gerar c = a x b, a representagao abaixo e utilizada: 

c = (• • • ( (azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn _i6 ) a + a n _ 2 ) a + an.3b) a + • • -)a + a0b (3.26) 

O Multiplicador de base polinomial consiste em (m — 1) blocos que executam 

as operagoes: 

Om-ib (3.27) 

aft + 2/j+iQ: modp (a) para m — 1 > j > 0 

Vm-l = 
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era que o resultado final da multiplicagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e c = yQ e p(x) e o polinomio gerador 

dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF ( 2 " ) . 

3.4.4 Multiplicador de Mastrovito 

Era [14], Mastrovito apresentou um tipo diferente de multiplicador de base poli-

nomial. Esse multiplicador gera: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1 

c = a • b modp (x) = CJOP 

3=0 

utilizando a matriz de produto M : 

C m - l 

Cm-2 

CQ 

O maior dificuldade no algoritmo de Mastrovito e encontrar a matr iz M. 

Devido a essa dificuldade, ele e dificil de ser representado atraves de algoritmos. 

Entretanto, o algoritmo de Mastrovito tem a vantagem de possuir um retardo 

bem menor que o multiplicador polinomial. 

A multiplicagao paralela tambem pode ser calculada atraves da multiplicagao 

polinomial convencional e operagao modulo executadas separadamente. Assim, 

para obter c = a x b, primeiramente e obtido um polinomio de grau 2nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  2 da 

seguinte forma: 

(3.28) 

rm— 1 
Jm-l 

rm-2 
Jm-l 

f m-1 
Jm-2 ' 

rm-2 
Jm-2 ' 

rm—l 
' Jo 

rm—l 
' Jo 

flm-1 

am-2 
= M • AT 

(3.29) 

Jm-l Jm-2 
fO 

Jo 
a0 

c = (a 0 6 0 ) + {a0bi + aib0) x (3.30) 

+ (aob2 + aib\ + d2b0) x2 -\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ (dn-lK-2 + On-2bn-l) X 2 n " 3 

+ ( a „ - i t i ) i
2 n

"
2 

Depois a operagao modulo e utilizada para reduzir o grau de c de 2n — 2 para 

n—1.0 multiplicador de Mastrovito e mais detalhado no capitulo seguinte, onde 

sera discutido a sua complexidade espacial e temporal. 
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3.4.5 Multiplicador de Paar 

0 multiplicador de Paar opera sobre a corpo de extensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF ( ( 2 n ) m ) , com k = 

nm. A multiplicacao e dividida em dois passos [29]. O primeiro e a multiplicagao 

polinomial, que e feita utilizando o algoritmo de Karatsuba-Ofman (KOA) e a 

reducao modulo tradicional. 

- Algori tmo de Karatsuba-Ofman 

Seja A =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OQ + a\X H + a n _ i x n _ 1 e B = b0 + b\X + • • • + & n _ i x n _ 1 dois 

elementos de GF ( 2 n ) . Aplicando o algoritmo, ambos os polinomios sao divididos 

em uma metade inferior e outra superior, como mostrado a seguir: 

A = x ^ ( x ^ - 1 a n _ i H h O | ) + ( i ^ _ 1 a | _ i H h a 0 ) 

.4 = x ^ + A, (3.31) 

B = x f ( x ^ - 1 ^ , ! + ••• + &!) + ( x t " 1 ^ , ! + . - - + 6 0 ) (3.32) 

B = x^Bh + Bl 

U m conjunto de polinomios D (x) e definido como: 

D0(x) = At(x)B(x) (3.33) 

Di (x) = [A, (x) + A f c (x)] [£ z (x) + Bh (x)] 

£> 2 (x) = Ah{x)Bh{x) 

Utilizando a equagao 3.31, o produto polinomial C' (x) = A (x) -B (x) e obtido 

por: 

C (x) = D0 (x) + x * [ A (x) - Do (x) - D2 (x)] + x n £ > 2 (x) (3.34) 

Esse procedimento reduz o numero de multiplicagoes por | n 2 . Aplicando o 

algoritmo recursivamente nos tres polinomios da eq. 3.31, ele ira finalizar depois 

de log 2 n passos. No ul t imo passo, os polinomios D\ (x) sao reduzidos a simples 

coeficientes, ou seja, deg (Dj (x)) = 0.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O numero de portas necessarias para 

executar esse algoritmo e: 

#AND = n]0*>3 (3.35) 

38 



#XOR <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 m l o g 2 3 - 8ra + 2 (3.36) 

0 retardo desse algoritmo pode ser calculado como: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T A N D + 3 (log 2 n) TXOR (3-37) 

em que TAND e TXOR denota o retardo relativo a porta A N D e X O R respectiva-

mente. 

Note que as operacoes executadas na eq. 3.31, quando o algoritmo esta f i -

nalizado ( polinomios de grau zero), sao operacoes em GF(2). Portanto, para 

calcular a multiplicagao em GF (2 n ) sao utilizadas estruturas baseadas no corpo 

de base GF{2). 

3.4.6 Comparagao dos Multiplicadores Paralelos 

Nessa secao foi discutido os tipos de multiplicadores paralelos. Uma comparagao 

no retardo maximo e no numero de portas X O R e A N D necessarias para esses 

multiplicadores estao apresentadas nas tabelas 3.2 e 3.3. 

n Base Dual Base Normal Base Polinomial Mastrovito Paar 

4 3 3 4 3 4 

5 5 3 6 5 

6 4 4 6 4 5 

7 4 5 7 4 

8 7 5 11 5 5 

9 6 4 11 5 

10 6 5 12 6 7 

Tabela 3.2: Retardo referente aos Multiplicadores Paralelos em GF(2n) 

0 multiplicador de base normal e pouco utilizado devido a sua alta exigencia 

de portas. Os multiplicadores polinomiais, Paar e Mastrovito nao necessitam de 

nenhuma conversao de base e portanto o projeto desses multiplicadores polino-

miais e mais simples e eficiente com respeito a complexidade espacial do que o 

Multiplicador Dual, especialmente se o trinomio pr imi t ivo de GF (2 n ) nao existir. 
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n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABase Dual Base Normal Base Polinomial Mastrovito Paar 

A N D X O R A N D X O R A N D X O R A N D X O R A N D X O R 

4 16 15 28 24 16 15 16 15 12 18 

5 25 25 45 40 25 24 25 24 

6 36 35 66 60 36 35 36 35 27 37 

7 49 48 133 126 49 48 49 48 

8 64 77 160 160 64 77 64 90 48 62 

9 81 80 153 144 81 80 81 80 

10 100 99 190 180 100 99 100 99 75 95 

Tabela 3.3: Numero de Portas A N D e XOR referente aos Multiplicadores Para-

lelos em GF(2n) 

O multiplicador de Mastrovito e de base Polinomial possuem complexidade muito 

proxirnas, mas o multiplicador Polinomial possui um retardo maior. O mul t ip l i -

cador de Paar possui uma complexidade espacial menor que o Mastrovito para 

alguns n especificos, como em GF(28). Mas em outros corpos sua complexidade 

e maior do que o Mastrovito [7]. Assim, o multiplicador de Mastrovito possui as 

melhores caracteristicas dentre os multiplicadores paralelos revistos. 

Deve ser mencionado que os multiplicadores paralelos propostos sempre levam 

em conta qual polinomio primit ivo p (x) esta sendo utilizado. Isso ocorre devido 

a dificuldade de se obter uma solugao geral para o problema. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.5 Exponenciagao 

Seja A E GF ( 2 n ) representado por: 

A = a0 + aix + a2x
2 + • • • a n _ 1 x

n ~ 1 (3.38) 

Agora seja B 6 GF ( 2 n ) ta l que B = A* , ou 

A- A- A 
B= * ' (3.39) 

k 

Portanto a exponenciagao pode ser executada utilizando um simples mu l t i p l i -

cador k vezes consecutivas. 
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3.6 Divisao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Existem varios algoritmos que executam a divisao c = f em um corpo finito. 

entre eles o algoritmo euclidiano. Essa operagao e constante em decodificadores 

B C H , que necessitam que o resultado da divisao esteja disponivel mais rapido do 

que esse algoritmo permite. Entretanto,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b geralmente esta disponivel antes que a 

e assim pode-se utilizar esse beneficio para primeiramente gerar 6 _ 1 (atraves do 

inversor de Fermat) e depois calcular a multiplicagao c = a x b~1

i que e uma 

operagao rapida. 

3.7 Logaritmo de Zech 

A multiplicagao utilizando notagao exponencial pode ser facilmente calculada 

por xaxb = x Q + 6 m o d ^ " " ^ . Mas o mesmo nao ocorre na adigao. sendo mais facil 

calcula-la atraves da notagao polinomial. Seria conveniente uti l izar apenas uma 

representagao para calcular ambas as operagoes. Uma tabela pre-calculada pode 

ser utilizada para facilitar a adigao de corpos representados como potencia. Essa 

tabela e chamada de logaritmo de Zech (ver apendice C ) . O logaritmo de Zech 

e calculado da seguinte forma: 

xa + xb = xaxz{b~a) (3.40) 

em que a < b e x z ^ = 1 + xl. 

De posse da tabela, a soma i * W = 1 + xl pode ser facilmente calculada. Para 

GF(S) e P{x) = x3 + x + 1, a seguinte tabela de logaritmos de Zech e obtida. 

Obs: por convengao Z(0) = oo e Z(oc) = 0 

Com a tabela formada pode-se calcular a soma e a multiplicagao util izando 

para ambos a representagao exponencial. Por exemplo, para calcular x4 + x2 

utilizando a tabela acima tem-se: 

x 4 + x 2 = x 2 ( l + x 2 ) (3.41) 

Procurando na tabela quern e Z(2) e encontrado 6. Entao: 

x 4 + x2 = x2 x x 6 = x 8 m o d 7 = x . (3.42) 

41 



i Z ( t ) 

oo 0 

0 oo 

1 3 

2 6 

3 1 

4 5 

5 4 

6 2 

Tabela 3.4: Logaritmo de Zech emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(S) 

O uriico inconveniente do logaritmo de Zech e que para um corpo maior, como 

por exemplo GF(256), a tabela tornar-se-ia bastante grande. Existem algumas 

propriedades que ajudam a construir a tabela de logaritmo de Zech [30]. Sao 

elas: 

i) Z(0) = Z(oc) 

ii) Z(oc) = Z(0) 

Hi) Z(px) = pZ(x) 

iv) Z(q-l-x) = Z(x) - x(mod(q - 1)) 

v) Se a caracteristica do corpo for 2, entao Z(a) = b e Z(b) = a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.8 Conclusao 

Neste capitulo foram revistos alguns operadores aritmeticos em corpos finitos, 

bem como o projeto de circuitos que os implementam. Em aplicagoes que uti l izam 

constantemente multiplicagoes em corpo finito, a ari tmetica padrao presente nos 

microprocessadores nao e desejavel. Uma solugao simples em termos de custo e 

a implementagao por software, porem ela e bastante lenta. U m outra possivel 

solugao e empregar uma unidade de Processador Digi ta l de Sinai (DSP), mas essa 

opgao e cara e so pode ser adotada quando o numero de variaveis e pequeno. 

Assim, em aplicagoes em que a rapidez seja necessaria, a solugao ideal e u t i l i -

42 



zarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware dedicado. Em particular, projetos de multiplicadores paralelos em 

GF ( 2 n ) de diversos tipos foram apresentados e o multiplicador de Mastrovito 

se destacou com respeito a complexidade temporal e espacial. 

Como visto anteriormente, as redes neurais empregadas em aritmetica tradi-

cional proporcionaram um desempenho melhor. O proximo capitulo verifica que 

ao utilizar redes neurais discretas em aritmetica de corpos finitos, em particular 

a multiplicagao, ha tambem uma melhora no desempenho da fungao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Capitulo 4 

Analise de Complexidade e 

Resultados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Como visto no capitulo anterior, o multiplicador de Mastrovito apresenta uma 

das menores complexidades espaciais e temporais dentre os multiplicadores em 

paralelo. A arquitetura desse multiplicador torna ele mais adequado para a sua 

implementacao com redes neurais discretas. Nesse capitulo sao apresentadas 

duas arquiteturas de multiplicadores em corpos finitos utilizando redes neurais 

discretas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• Arquitetura 1 - Partindo da arquitetura proposta por Mastrovito ( mul-

tiplicagao polinomial e redugao modulo p{x)), um novo multiplicador em 

GF ( 2 n ) e obtido utilizando redes neurais discretas. Essa novo multiplica-

dor apresenta um numero de portas menor do que o obtido com o uso de 

portas A O N , considerando portas com fan-in i l imitado. 

• Arquitetura 2 - Nesta outra arquitetura proposta, o multiplicador em corpo 

em GF (2n) e obtido com a multiplicagao polinomial e redugao modulo p(x) 

em um unico passo. Essa arquitetura apresenta um retardo menor do que 

a primeira arquitetura e para n < 17 o numero de portas de l imiar linear 

tambem e menor do que a arquitetura 1. 

No apendice C esta uma implementagao de uma solugao com portas de l imiar 

linear para o logaritmo de Zech. Essa solugao permite o calculo desse logaritmo 

sem a utilizagao de tabelas [31]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Na secao 4.1 e obtida, algebricamente, a complexidade temporal e espacial 

do multiplicador de Mastrovito para um polinomio pr imi t ivo da formazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) = 

xn + x + 1 e um polinomio irredutivel da forma p (x) = xn - f xn~1 H V x + 1. Na 

segao 4.2 e apresentada a arquitetura i , que e baseado na arquitetura apresentada 

por Mastrovito. Na secao 4.3 a arquitetura 2 e introduzida. Finalmente, a segao 

4.4 compara os multiplicadores com redes neurais propostos com o multiplicador 

de Mastrovito. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1 Multiplicador de Mastrovito 

Sejam A (x) e B (x) polinomios em GF ( 2 n ) . A multiplicagao A (x) • B (x) e dada 

por: 

C (x) = A (x) • B (x) mod p (x) (4.1) 

Como e conhecido [14], o multiplicador de Mastrovito e implementado em 

duas etapas: a multiplicagao polinomial e a redugao modulo p{x), como pode ser 

observado na figura 4.1. 

am zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B(x) 

Multiplicacao 
Polinomial 

C'(x) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
; 

Reducao 
Modulo p(x) 

C(x) y 

N 

Multiplicacao 
Polinomial 

C'(x) 
; 

Reducao 
Modulo p(x) 

C(x) y 

N 

Multiplicacao 
Polinomial y 

Reducao 
Modulo p(x) —— 

Multiplicacao 
Polinomial y 

Reducao 
Modulo p(x) —— 

Figura 4.1: Diagrama de Bloco do Multiplicador de Mastrovito 

Essas duas etapas sao detalhadas a seguir. 

4.1.1 Multiplicagao Polinomial Ordinaria 

A multiplicagao descrita na equagao 4.1 pode ser reescrita como: 

C{x) = C' ( x ) m o d p ( x ) 

Reescrevendo temos: 

C' (x) = c' 0 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c ' ix + c'2x
2 + • • • c ' 2 n _ 2 x 2 n ~ 2 

(4.2) 

(4.3) 
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Cada elemento cj e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< $ « < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

XI flifej-j parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j < n 

(4-4) 

£ a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ n - j - i para j > n 

i = j - n + l 

Independente do polinomio p (x), sao suficientes n2 portas A N D para executar 

as operacaos afij , em que i = 1, . . . ,n e j = 1, Para cada Cj, o numero de 

elementos no somatorio da equagao 4.4 e dado por: 

(j + 1) elementos para j < n 
(4.5) 

(2n — j — 1) elementos para j > n 

Como visto na segao 2.3. para implementar a fungao paridade com n variaveis 

e fan-in i l imitado sao necessarias 2 n _ 1 + 1 portas A O N e retardo constante igual a 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT 4 O . \ - , em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TAON corresponde ao retardo de uma porta de logica tradicional. 

Seja #AON o numero de portas A O N . Como cada c'{ e obtido a part i r de um 

somatorio de elementos, entao o numero de portas A O N necessarias para obter 

os coeficientes c'j e: 

n - l 2n-3 

#.407V = Y, {2J + 0 + E (22n-j-2 + l ) (4.6) 
j = l j=n 

n - l 2n-3 

= ( n - l ) + ] T 2 J ' + ( n - 2 ) + 2 2 n - 2 ^ 2~> 

j=l j=n 

= 2 n - 5 + 2 n + 2 2 n - 1 - 2 - 2 2 n - 1 + 2 n - 1 

= 2 n - 7 + 2 n " 1 ( 2 + l ) 

#AON = 3 - 2 n - 1 + 2 n - 7 

Considerando a operagao A N D bit a bi t inicial (que necessita de n2 portas), 

o numero total de portas para executar a multiplicagao polinomial convencional 

e: 

#AON = 3 • 2 n _ 1 + n2 + 2n - 7 (4.7) 

O retardo da multiplicagao polinomial convencional e ITAON para o A N D bit 

a b i t e 2TAON P31"3- as somas dos coeficientes (assumindo fan-in i l imi tado) . 
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E x e m p l o 8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sejam A (x) e B (x) dois elementos em GF (2 4 ) , para p (x) = x4 + 

x + 1. A multiplicagao convencional C' (x) = A(x) • B (x) e realizada da seguinte 

forma: 

C'(x) = A(x).B[x) 

C' (x) = (oo + axx + a2x
2 + a 3 x

3 ) (b0 + bYx + & 2 x
2 + M 3 ) 

C" (x) = a0b0 + (azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 6 i + Oi&o) x + (ao&2 + fli&i + ci2b0) x2 + (4.8) 

4- (ao&3 + «i^2 + a2b\ + a3b0) x3 + (ai&3 + a 2 6 2 + G3&1) x 

+ (02^3 + M 2 ) x5 + a3b3x
6 

Cada elemento c\ de C (x) e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

Co 
= a0bo 

4 = aQbi + al b0 

4 = ao&2 + &i&i + a2bo 

4 = a0&3 + ai&2 + a 2 6 i 4- 03̂ 0 

= ai63 + 02&2 + a3bi 

= a2&3 + a3b2 

4 = 0363 

Para executar a multiplicagao polinomial convencional de 2 elementos em 

GF (2 4 ) sao necessarias 16 portas para implementar a fungao AND bit a bit 

e 25 portas para implementar as somas. Esse multiplicador possui retardo igual 

4.1.2 Redugao Modulo p (x) 

Devido a dificuldade de obter a complexidade espacial do multiplicador de Mas-

trovi to para qualquer polinomio p (x), usualmente alguns polinomios sao especi-

ficados. Dessa forma e possivel comparar diferentes estruturas de multiplicado-

res para um dado polinomio. Neste trabalho sao utilizados dois polinomios: 0 

t r inomio primit ivo da forma p(x) = xn + « . + 1, que e o polinomio mais u t i l i -

zado para comparar os multiplicadores e o polinomio irredutivel A O P ( A l l One 
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Polynomial),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) = i n + x n _ 1 H \~x + 1 , que possui algumas caracteristicas 

interessantes [32]. Mais informacoes sobre polinomios irredutiveis consultar [27]. 

T r i n o m i o s da f o r m a p (x) = xn + x + 1 

Seja o trinomio pr imit ivo p(re) = xn + x + 1, para n = 2,3 ,4 ,6 ,7 ,9 ,10,11,15. 

Reescrevendo novamente a equagao 4.2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(<* + ••• + C n - i x " " 1 ) = ( 4 + • •• + < _ , ! " - ' ) mod ( x n + x + 1) (4.10) 

Igualando os coeficientes dos dois lados da equagao 4.10, os termos Cj sao 

obtidos: 

Co = eg+ < 

ci = c; + c ; + c ' n + 1 

c2 = 4 + c4 + 1 + < + 2 (4.11) 

Cn-2 = C n _ 2 + C 2 n _ 3 + C 2 n _ 2 

Cn-1 =
 c

n - l + C2n-2 

Calculando o numero de portas necessarias para gerar cada termo Cj da 

equagao 4.11 temos: 

n-2 

#AON = 3 + £ 5 + 3 

i = i 

# . 4 0 i V = 6 + 5 ( n - 2 ) (4.12) 

#AON = on-A 

A soma total de portas do multiplicador em GF ( 2 n ) , considerando a mul t i -

plicagao polinomial convencional e a redugao modular, resulta em: 

#AON = 3 • 2 7 1 " 1 + n 2 + 7n - 11 (4.13) 

E x e m p l o 9 Para executar a redugao modulo p (x) = xA + x + 1 da equagao 4-8 

sao necessarias 16 portas AON. 
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C(x) = CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( x ) m o d x 4 + x + l 

C (x) = c'0 + c\x + 4 x 2 + c 3 x
3 + c'4x

4 + 4 x 5 + c 6 x
6 mod x 4 + x + 1(4.14) 

C ( x ) = (ci + c i ) + (c4 + c i + 4 ) x + ( 4 + c'5 + 4 ) x 2 + ( 4 + c4)a: 

Cada bit de C (x) e igual a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CQ = c'Q + c'4 

C l = + 4 (4.15) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = C2 + C 5 + C 6 

C3 = 4 + 4 

Essas 16 portas AON mais as 41 portas do exemplo 10 formam 57 portas 

necessarias para executar a multiplicagao em GF ( 2 4 ) . 

P o l i n o m i o s A O P p (x) = x n + x n _ 1 + h x + 1 

Os coeficientes de C (x) = C " ( x ) m o d p ( x ) para o polinomio p(x) = xn + 

x n _ 1 + h x + 1 sao: 

Co = c'0 + cn + c'n+l 

c i = c\ +c'n + c'n+2 

Cn-3 = Cn-3 + Cn + C2n-2 (4.16) 

Cn-2 = C ' n _ 2 + C ; 

Cn-1 = C ^ . j + C ; 

A lei de formagao para a a equagao 4.16 e dada abaixo: 

U + 4 + 0 < j < n - 2 

\ 4 + < j > n - 2 

Assim o numero de portas A O N necessarias para implementar a redugao 

modular e: 

#AON = £ ( 2 3 - 1 + l ) + £ ( 2 2 _ 1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=0 j = n - 2 
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= 5 ( n - 2 ) + 3 -2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

#AON = on-A 

(4.18) 

O total de portas para o multiplicador em GF ( 2 n ) para p (x) = xn + x " 1 + 

h x + 1 e: 

# 4 0 W = 3 • 2"" 1 + n 2 + 7n - 11 (4.19) 

Para executar a redugao modulo p (x) = x4 + x 3 + x 2 + x + 1 da equagao 4.8 

sao necessarias 16 portas A O N . 

C(x) = C ' ( x ) m o d x 4 + x 3 + x 2 + x + l (4.20) 

C (x) = c'0 + cix + c^x2 + c' 3x
3 + c' 4x

4 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C5X
5

 + c' 6x
6 mod x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 

C ( x ) = (c 0 + c 4 ) + (c'1 + c 4 ) x + (c 2 + c 4 ) x 2 + (c 3 + c 4 ) x 3 

Essas 16 portas A O N mais as 41 portas do exemplo 10 total izam 57 portas 

necessarias para executar a multiplicagao em GF ( 2 4 ) . 

O retardo necessario para implementarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 multiplicador de Mastrovito para 

portas A O N com fan-in i l imitado e: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AND bi t a bi t = ITAON 

Multiplicagao Polinomial = ITAON 

Redugao Modulo = 2TAON 

Assim 0 retardo do Multiplicador de Mastrovito e de STAON, em que TAON e 

o retardo correspondente a uma porta A O N . Note que, embora sejam utilizados 

dois polinomios especificos neste trabalho, e possivel ut i l izar essa tecnica para 

obter um multiplicador em GF (2 n ) utilizando qualquer polinomio irreduti'vel. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.2 Arquitetura 1 

A primeira arquitetura proposta util iza a mesma tecnica descrita por Mastrovito 

para elaboragao do multiplicador, sendo que ao inves de uti l izar portas A O N sao 

utilizadas portas de l imiar linear. 
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4.2.1 Multiplicagao Polinomial 

Novamente utilizando a equagao 4.4, sao necessarias n 2 portas de l imiar linear 

para simular a porta A N D . Como visto anteriormente na segaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.3, circuitos de 

n variaveis de 2 camadas necessitam de [ | ] + 1 portas de l imiar linear com fan-in 

i l imitado. Seja # T ( 7 o numero de portas de l imiar linear. O numero de portas 

de l imiar linear para implementar a multiplicagao polinomial (para n > 2 ) e 

calculado a seguir: 

# T G = 2 • £ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i=2 

+ 1 -

Caso n seja par, o numero de portas e dado por: 

(4.21) 

i=2 

n 
+ 2 ( n - l ) - - - l 

2.(S- + | - l ) + 2 ( » - l ) - 5 - l 

n 2 on 

Para n fmpar temos: 

2 - E 
1=2 

n (n2 n 3 \ 3n 7 
2

- T
+ 2 " 4 +

T " 2 

Portanto, para qualquer n : 

n 2 5n 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

0 retardo do multiplicador polinomial ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ITTG P a r 3 - implementar a porta A N D 

e 2TTG para as somas. 

E x e m p l o 10 Sejam A(x) e B (x) dois elementos em GF (2 4 ) para p (x) = x4 + 

x + 1. A multiplicagao convencional C (x) = A (x) • B (x) e realizada da seguinte 

forma: 
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Primeiramente e realizado um AND bit a bit entre os coeficientes de AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x) e 

B (x) utilizando redes neurais discretas. A porta AND e implementada utilizando 

portas de limiar linear como na figurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.3. Para GF(2
4

), sao necessarias 16 

portas (ver figura 4-2) 

Figura 4.2: Implementacao neural da fungao A N D bi t a bi t dos elementos de 

A (x) e B (x) 

Os bits cj descritos na equagao 4-9 podem ser implementados com portas de 

limiar linear com ilustrados nas figuras 4-3,4-4A-b~A-6A-rt>4-8 e

 4-9 

4.2.2 Redugao modulo 

A redugao modulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) util iza a equagao 4.11. 

T r i n o m i o s p (x) = x n + x + 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n-2 

# T G = 2 + ^ 3 + 2 = 

j '= i 

= 2 + 3 ( n - 2 ) + 2 
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acta c 'o 

Figura 4.3: B i t 1 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

aobi+aibg 

Figura 4.4: B i t 2 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

+a2bo 

Figura 4.5: Bi t 2 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

+a2bi+a3bi 

Figura 4.6: B i t 3 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

+a 3b! 

Figura 4.7: B i t 4 do Multiplicador Polinomial Ordinario 
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a 2b 3—1 

a 3 b 2 _ l 

Figura 4.8: B i t 5 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

a3b3 P6 

Figura 4.9: B i t 6 do Multiplicador Polinomial Ordinario 

# T G = 3 n - 2 

0 numero total de portas para o multiplicador em corpo finito utilizando 

redes neurais discretas e: 

„ „ 3 n 2 l l n 

P o l i n o m i o s A O PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) = xn + xn~l + 1- x + 1 

Atraves da equagao 4.16, a complexidade espacial e obtida: 

(4.25) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n-3 r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3=0 
2 + 1 

n - l r 

+ E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j=n-2 
2 + 1 

= 3 ( n - 2 ) + 2 - 2 (4.26) 

# T G = 3 n - 2 

O retardo referente a redugao modulo e 2TTG-

E x e m p l o 11 Para implementar a redugao modulo p (x) = xn + xn~1 + • • • + x + 1 

sao utilizadas portas de limiar linear, como ilustrado nas figuras 4.10,4.11,4.12 e 

4.13. 

4.3 Arquitetura 2 

Nessa arquitetura, a multiplicagao polinomial e a redugao modulo p (x) e executa-

da em uma unica etapa. A complexidade temporal e reduzida de DTTG para 3 r T G . 
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Figura 4.10: Implementacao neural b i tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CQ 

Figura 4.11: Implementacao neural b i t C\ 

Figura 4.12: Implementacao neural bi t c 2 

c' 3+c' 6 

Figura 4.13: Implementacao neural bi tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C3 

A complexidade espacial do multiplicador depende da escolha do polinomio. 

T r i n o m i o s da f o r m azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) = xn + x + 1 

Reescrevendo a equagao 4.11 temos: 

C(x) = (c,

0 + c ' n ) ^ ( c ' j + c'j+n_l + c'j+n)x^+ (4.27) 

j=i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( C i + 4 n - 2 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a""1 
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SubstituindozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d* pelos seus respectivos valores da equagao 4.4: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ n - l \ n-2 /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j 

C (x) = a 0 6 0 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y aib*-i J + 5Z ( Yl  aib3-i + 
\ i=l J j=\ \i=0 

n - l n - l \ 

+ Y Oibj+n-i-i + Y mbj+n-i X*  + (4.28) 

i=j i= j+ l / 

+ (j2 ( M n - l - i ) + On-lbn-^J 

O numero de elementos da equagao 4.11 para cada coeficiente ct e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

# C Q =  1 + n - 1 = n 

#c ;- = ( j + l ) + 2 n - i - n + l - l + 2 n -

- j - n - 1 

= 2n — j para j = 1, 2 . . . , n — 2 

# c „ _ i = n + 2 n - 2 n + 2 - l = n + l 

Assim, o numero de portas necessarias e dado por: 

#TG = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 1 + g / r a » - i 
i = i 

71+1 
+ 1 

(4.29) 

(4.30) 

#0) 
+ 1 

+ 
#Cn-l 

n-2 

+ 1 

+ 1 + 

+ 
7 2 + 1 

+ Y
r 1

 ~
 1 

+ 1 

+ 1 + 

n-2 2 n - j 
= n + 3 + x ; 

j=i 

= n + 3 + ( n - 2 ) + X : r 2 n " i 

i = i 

= 2n + 1 + Y 
j=i 
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ParazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n par temos: 

# T G s = 2 n + l 

3n 2 

3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT I S 

- n - l (4.32) 

+ 71 

Para n impar temos: 

# T G s = 2n + l + 

3n 2 

3 T I 2 3 

l - - n " 4 

71 + - (4.33) 

O total de portas necessarias para a multiplicagao em GF ( 2 n ) e dado por: 

n par J n 2 + n 

(4.34) 

£ n 2 + 71+1 n impar 

E x e m p l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 12 Sejam A(x) e B (x) dois elementos em GF (2 4 ) para p (x) = x4 + 

x + 1. 0 multiplicador C (x) = A (x) • B (x) modp (x) e construido a partir da 

equagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4-27 da seguinte forma: 

C (x) = (a0b0 + aib3 + a2b2 + a3bi) + (aobi + aibo + a\b3 + a2b2-r 

+ O 3 6 1 + a 2 6 3 + 0 3 ^ 2 ) 2 ^ + (a 0 ^ 2  +  +  a2b0 + a 2 6 3 + a3b2 + a3b$3§) 

+ ( a 0 &3  + o-ih + a 2 6i + a3&o + ^ 3 ) z 3 

CWa bit de C (x) e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CQ = a0&o + aib3 + a 2 6 2 + a3bx 

ci = a0b\ + a\b0 + ai& 3 + a 2 b 2 + a 3 6i + a2b3 + a 3 6 2 (4.36) 

c2 = aob2 + a ^ i + a2bo + a 2 6 3 + a3b2 + a 3 6 3 

c 3 = a0b3 + ai& 2 + a 2&i + a3bQ + a 3 6 3 

Implementando a equagao 4-36 com portas de limiar linear obtem-se as figuras 

4.14,4.15,4.16 e 4.17 : 
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+a2b2+a3b! 

Figura 4.14: Implementacao neural bi t c 0 

Figura 4.15: Implementacao neural bi tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C\ 

Figura 4.16: Implementacao neural b i t c 2 
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2^3+3^2+ 

Figura 4.17: Implementacao neural bi tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C3 

0 retardo e fixo e igual azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATTG-

P o l i n o m i o s A O P p (x) = xn + i n _ 1 + • • • + x + 1 

Para polinomios irredutiveis do tipo p (x) = xn + a:" - 1 + 

Cj e dad a por: 

+ i + l a saida 

Ci = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J 4 + < + 0 < j < n - 2 

d- + d 
u j ' °n 

j > n - 2 

O numero de parcelas da soma de c£ segundo a equagao 4.9 e: 

(j + 1) elementos para j < n 

(2n — j — 1) elementos para j > n 

Portanto, para cada C j , o numero de parcelas' e: 

# C j - = ( j + l ) + ( n - l ) + ( n - j - 2 ) , 0 < j <n-2 

= 2n-2 

# C j - = ( j + 1 ) + ( n - 1) , j > n - 2 

= j + 71 

O numero de portas de limiar linear e: 

n " 3 r 2 n - 2 J Tj + n 

n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 3  n - l r 

+ E 
j = n - 2 

+ 1 

- E W + E 
i =0 i = n - 2  

j + 71 
+ 1 

(4.37) 

(4.38) 
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n A O N T GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 T G 2 

2 13 10 9 

3 31 28 19 

4 57 39 32 

5 101 58 49 

6 163 80 69 

7 279 105 93 

8 517 135 184 

9 901 164 151 

10 1695 198 185 

11 3259 235 223 

12 6369 281 321 

13 12600 335 389 

14 24679 383 373 

15 98623 413 409 

16 33411 481 584 

Tabela 4.1: Comparacao do numero de portas das Arquiteturas de Mult ipl icado-

res emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF (2
n

) 

4.5 Conclusao 

Na implementacao de multiplicadores utilizando logica t radi t ional , geralmente 

e encontrado na literatura circuitos com fan-in l imitado. Esse procedimento e 

usado para diminuir o tamanho do circuito, j a que como foi visto, o tamanho do 

circuito para o multiplicador de Mastrovito e exponencial dado por 3 • 2 n _ 1 + n 2 + 

In - 11. Como mostrado em [25], ao tornar a profundidade do circuito i l imitada, 

e possivel reduzir o tamanho de exponencial para polinomial . Dessa forma e 

possivel obter uma arquitetura do multiplicador de Mastrovito que forneca um 

numero menor de portas A O N , mas, em compensagao, o retardo nao sera fixo. 

Como em algumas aplicagoes a velocidade e primordial , o uso de circuitos com 

profundidade que cresce com o aumento do numero de entradas nao e desejavel. 

Assim, deve haver um compromisso entre o tamanho e a profundidade de forma 
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que sejara obtidos circuitos mais eficientes para determinada aplicagao. 

No entanto, ao utilizar as arquiteturas apresentadas neste trabalho para a 

multiplicagao, o tamanho do circuito nao aumenta exponencialmente com o au-

mento do numero de entradas. Dessa forma, e possivel obterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA circuitos rdpidos 

e com baixo numero de portas, o que nao e sempre possivel utilizando a logica 

tradicional. 
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Capitulo 5 

Consideragoes Finais e 

Perspectivas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste trabalho foi apresentada duas novas arquiteturas para multiplicadores pa-

ralelos em corpos fmitos. Esses multiplicadores foram analizados sob o ponto de 

vista da complexidade temporal e espacial. 

Devido a rapidez das aplicagoes que utilizam o multiplicador em corpo finito. 

foi enfatizada a minimizagao do retardo. Ao inves de circuitos ineficientes com 

relagao ao tamanho (como encontrado nas portas tradicionais), devido a potencia-

lidade das portas de limiar linear foram obtidos resultados bastante satisfatorios. 

Para um multiplicador de Mastrovito em G F ( 2 1 6 ) , a utilizagao de portas de l i -

miar linear diminui em cerca de 70 vezes o numero de portas necessarias para o 

multiplicador quando comparado ao mesmo multiplicador com portas tradicio-

nais. Outra arquitetura proposta diminui o numero de camadas do multiplicador, 

e consequentemente o seu retardo, dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA brTG para 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATTG, independente do tamanho 

do corpo. 

Essas caracteristicas tornam o multiplicador em GF ( 2 n ) utilizando redes neu-

rais discretas bastante adequado para operacoes em criptografia, cuja operacoes 

geralmente ut i l izam n > 128. Outras aplicagoes podem se tornar mais eficientes, 

j a que o multiplicador proposto e rapido e requer uma area de chip menor. Foi 

tambem implementado, atraves de redes neurais discretas, um circuito que gera 

o logaritmo de Zech de um elemento, sem necessidade do uso de tabelas. 

Assim, supondo que o custo de uma porta de l imiar linear equivalente ao de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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uma porta t radi t ional , a utilizacao de redes neurais discretas em multiplicadores 

em corpos finitos e justificada. 

A seguir sao feitas algumas sugestoes para continuacao das atividades de 

pesquisa: 

• Uti l izar metodos computacionais para encontrar polinomioszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p (x) otimos de 

forma que a complexidade espacial seja reduzida; 

• Uti l izar a construcao de 3 camadas de forma que o tamanho do circuito 

seja minimizado; 

• Implementacao fisica de uma porta de l imiar linear para analisar outros 

fatores (dissipacao, facilidade de implementagao,etc); 

• Projeto de um codificador/decodificador inteiramente construido por portas 

de l imiar linear; 
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Apendice A 

Complexidade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fornecendo hardware suficiente (ex: numero de portas neurais) e possivel execu-

tar qualquer mapeamento de funcao atraves de circuitos com portas A N D , OR e 

N O T (tambem chamado de circuitos A O N ) . Por exemplo, qualquer fungao boo-

leana comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n variaveis pode ser implementada com no maximo 2 n _ 1 + 1 variaveis e 

com ate 2 camadas. Entretanto, essa implementagao necessitaria de uma grande 

quantidade de recursos, mesrno para um pequeno numero de entradas. Na rea-

lidade, o objetivo do projeto de circuitos e minimizar a quantidade de hardware 

utilizado e o seu tempo de execucao. 

Assim, temos a seguinte questao: Dada uma certa fungao, qual a quanti-

dade minima dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware necessaria para sua implementagao? Para responder 

essa questao e necessario conhecer a complexidade da fungao a ser computada 

bem como qual arquitetura utilizar para implementar o circuito, j a que de uma 

arquitetura para outra ha diferengas na complexidade obtida. 

Um algoritmo e um metodo para resolver uma determinada classe de proble-

mas. A complexidade de um algoritmo e o custo, medido em tempo de execugao, 

armazenamento, ou qualquer unidade relevante, usado para resolver esse pro-

blema. Alguns problemas necessitam de um tempo mui to longo, outros podem 

ser executados rapidamente. O estudo da quantidade de esforgo computational 

necessaria para executar certo t ipo de computagao e o estudo da complexidade 

computational. 

V arias medidas de complexidade, como tamanho, retardo, fan-in, dentre ou-

tras, podem ser definidas para um determinado modelo de circuito. Antes de 
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discutir alguns pontos de complexidade de circuitos, e necessario introduzir algu-

mas terminologias e notagoes para facilitar entendimentos futuros. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A . l Notagoes Assintoticas 

Nessa segao sao discutidas as taxas de crescimento de diferentes fungoes e intro-

duzidos alguns simbolos assintoticos que sao utilizados para descrever essas taxas 

de crescimento. A razao para utilizagao desses simbolos e a padronizagao de uma 

linguagem que torne possivel comparar as complexidades de diferentes algoritmos 

que executem o mesmo trabalho. 

Por exemplo, analisando a performance do algoritmo de inversao de matrizes 

quadradas nao singulares, chegamos a seguinte questao: Como deve ser medida 

a velocidade? Mais comumente e dito, por exemplo, que se a matriz for n x n 

o algoritmo ira ser executado em, por exemplo, 16,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sn3. Portanto, se em um 

determinado computador o algoritmo de inversao necessitara de de 1 minuto 

para computar uma matriz 100 x 100 entao numa matriz 200 x 200 ira necessitar 

cerca de 2 3 = 8 vezes o tempo anterior, ou seja 8 minutos. A constante 16,8 

nao foi usada nesse exemplo. Apenas o fato que o tempo de execugao cresce na 

terceira potencia do tamanho da matriz e relevante. Assim torna-se necessario 

utilizar uma linguagem que permita informar que o tempo de computagao cresce 

'na ordem de n3 ,' 'no maximo tao rapido quanto n3\ ou 'no minimo tao rapido 

quanto n 5 logn ' , etc. 

Para comparar a taxa de crescimento das fungoes novos simbolos sao introdu-

zidos. Sejam / (x) eg (x) duas fungoes de x. Cada simbolo pretende comparar 

quao rapidamente cresce / e g. Se / (x) = o (g (x)) , entao e porque / cresce mais 

lentamente que g quando x e muito alto. Formalmente temos: 

tlx) 
f(x) = o(g(x))(x -> oo) se Zzmx_>oo—r-r existe e e igual a 0. ( A . l ) 

9{x) 

Alguns exemplos: 

(a) x 2 = o (x 5 ) 

(b) sin x = o(x) 

(c) 231ogx = o(x°>2) 
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O segundo si'mbolo do vocabulario assintotico ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA '0 '. Se / (x) 

significa que / certamente nao cresce a uma taxa mais rapida que g. 

cresce na mesma taxa ou mais lento. Formalmente: 

= 0(g(x)) 

A funcao / 

/ ( x ) = 0{g{x)){x -> oo) se 3C: x 0 tal que \f ( x ) | < Cg (x) (Vx > x 0 ) (A.2) 

O qualificador xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> oo pode ser normalmente omitido pois o interesse e em 

valores altos das variaveis envolvidas. 

O terceiro simbolo da linguagem assintotica e 9, definido como 

f(x) = % ( * ) ) (A.3) 

se existe constanteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cj ^ 0 e c 2 ^ 0, x 0 tal que para todo x > x 0 

cig(x) < f(x) < c2g(x) (A.4) 

Se / e g crescem na mesma taxa, apenas as constantes multiplicativas sao 

incertas. Alguns exemplos do uso de 9 sao: 

(a) (x + l ) 2 = 0(3x 2 ) 

(b) ( x 2 + 5x) / ( x 3 4-7x + 2) = 0(1) 

(c) 231ogx = o (x 0 ' 2 ) 

O u l t imo simbolo do conjunto assintotico e Q, que pode ser entendido como 

a negacao de o. Ou seja, / ( x ) = £l(g(x)) significa que nao e verdade que / ( x ) = 

o(g(x)). A exata definicjLo de Q (para diferenciar de 6) e que se / = o(g) significa 

que f/g —> oo, enquanto se / = Q(<?) significa que f/g nao se aproxima de zero 

e sim de uma sequencia infinita de x tendendo a oo. Ou seja, existe e > 0 t a l 

que > e. Mais formalmente 

f(x) = Q (g (x)) se existe e > 0 (A.5) 

A.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fan-in/Fan-out 

O estudo teorico de fan-in/fan-out nao fixo para portas tradicionais mostra que 

ao l imi ta r o fan-in/fan-out torna-se necessario aumentar o numero de portas ou o 

retardo. No trabalho proposto nao ha restrigao no fan-in/fan-out dos circuitos de 
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limiax linear utilizados. Dessa forma e possivel determinar o maximo de recursos 

que pode ser poupado com respeito a complexidade espacial e temporal. 

Como redes neurais sao caracterizadas por um massivo processamento para-

lelo, assumir modelo de circuito de l imiar linear comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fan-in/fan-out nao fixo e 

bastante razoavel. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A.3 Complexidade Espacial 

A quantidade de hardware necessaria para implementagao fisica de circuitos cor-

responde a complexidade espacial ou tamanho do circuito. E obvio que a com-

plexidade espacial para executar uma determinada fungao depende do t ipo de 

portas utilizadas para implementagao. Intuitivamente, quanto mais poderosa for 

o t ipo de portas utilizadas melhor sera a performance do circuito. Por exemplo, 

um circuito Cn com tamanho 9 (n2) necessitara de mais portas do que um circuito 

Cn com tamanho 9 (n logn) para n suflcientemente grande. O tamanho de um 

circuito Cn e dito polinomial se sua complexidade espacial S (n) e l imitada por 

uma potencia fixa de n , ou mais formalmente, existe uma constante k > 0 ta l 

que S (n) = O Caso o seu tamanho seja Q ( 2 n ' ) para um valor fixo e > 0, 

entao o circuito possui tamanho exponencial. 

Era geral, para saber se fungao tern tamanho polinomial ou exponencial e 

necessario conhecer a caracteristica do t ipo de porta util izada no circuito e a 

restrigao imposta em outra medigao de complexidade. Por exemplo, a fungao pa-

ridade pode ser computada atraves de circuitos A O N com profundidade O ( logn) , 

tamanho O (n) e fan-in l imitado. Por outro lado, ela necessita de tamanho ex-

ponencial para ser executado com 2 camadas e fan-in i l imitado. Caso utilize 

circuitos de l imiar linear com fan-in i l imitado, ela pode ser executada com cir-

cuito de 2 camadas e tamanho O (n). 

A.4 Complexidade Temporal (Profundidade) 

A complexidade temporal ou a profundidade de um circuito corresponde ao tempo 

necessario para computar as saidas em paralelo, determinando assim a velocidade 

do circuito. Um circuito C„ possui profundidade l imi tada ou retardo constante se 

68 



existe um inteiro fixozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d ta l que, para qualquer n , a profundidade de Cn e l imi tada 

abaixo de d. Caso contrario, o circuito Cn possui profundidade i l imitada. 
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Apendice B 

Corpos Finitos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste Apendice algumas definigoes basicas e propriedades dos corpos finitos re-

levantes a este trabalho sao revistas. Algumas operagoes aritmeticas em corpos 

finitos tambem sao apresentadas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B . l Grupos 

Um grupo e definido pela combinagao de um conjunto e de uma operagao binaria. 

A operagao binaria * e defmida como uma operagao que leva dois operandos a e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b e produz um unico resultado c = a *b. U m conjunto e di to fechado sobre a 

operagao binaria * se, para qualquer dois elementos a e b pertencente ao conjunto, 

c = a*b e tambem um elemento do conjunto. 

O conjunto e uma operagao binaria satisfazem a exigencia de um grupo 

G (5, + ) se 

1) O conjunto S e fechado sobre a operagao binaria + e essa operagao satisfaz 

a propriedade associativa 

a+(b + c) = {a + b) + c ( B . l ) 

2) Existe um elemento e em S tal que qualquer elemento a em S satisfaz 

a + e = e + a= a (B.2) 

Esse elemento e chamado de identidade. 
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3) Existe um elementozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a' para cada elemento a em S ta l que 

a + a' = e = a' + a (B.3) 

Esse elemento a' e chamado de inverso de a. 

Por exemplo, o conjunto R* ( numeros reais sem o elemento zero) e a ope-

racao binaria soma ( ou multiplicacao ) formam um grupo. O conjunto de todos 

os numeros reais e fechado sobre adigao e multiplicagao ( quaisquer dois numeros 

reais somados ou multiplicados produzem outro numero real). Adigao e mul t ip l i -

cagao sao associativa no conjunto dos numeros reais. O elemento identidade da 

adigao e 0 enquanto na multiplicagao e 1. 

U m grupo e chamado de comutativo ou abeliano se 

a + b = b + a (B.4) 

U m grupo e chamado de ciclico se existe um elemento no conjunto cuja 

potencia constitui todos os elementos diferente de zero do conjunto. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B.2 Corpos 

Um corpo e defmido pela combinagao de um conjunto e duas operagoes binarias + 

e *. Se um conjunto e duas operagoes binarias satisfizerem as seguintes existencias 

eles formam um corpo: 

1) Se o conjunto e fechado sobre + e forma um grupo comutativo; 

2) Se todos os elementos diferentes de zero do conjunto sao fechados sobre * 

e formam um grupo comutativo; 

3) Se o conjunto e as duas operagoes + e * satisfazem a propriedade distr ibu-

t iva 

a*b + a*c = a*(b + c) (B.o) 

Por exemplo, o conjunto { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } com adigao e multiplicagao modulo 

7 forma um corpo, pois: 

1) O conjunto e fechado sobre adigao modulo 7 

3 + 4 = 7mod7 = 0 

2 + 6 = 8 mod 7 = 1 
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Note que na adigao modulo X , a+(6 + c) e sempre igual a ( a + 6 ) + c e a + 6 = 6 + a 

2) O conjunto de todos os elementos diferentes de zero e fechado sobre a 

multiplicagao modulo 7 

3 * 4 = 12 mod 7 = 5 

6*5 = 30 mod 7 = 2 

Note que na multiplicagao modulo 7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a * (b * c) e sempre igual a (a * b) * c e 

a * & = b * a 

3) Finalmente, a propriedade distributiva 

a*(b + c)=a*b-\-a*c (B-6) 

Por exemplo 

3 * (4 + 5) = 3 * 9 = 27 mod 7 = 6 

e 

3 * 4 + 3*5 = 12 + 15 = 27 mod 7 = 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B.3 Corpos Finitos 

Corpos Finitos sao denotados por GF(q) , onde q e algum numero primo posi-

t ivo e o conjunto S { 0 , 1 , 2 , q — 1} e as operagoes binarias + e * sao adigao 

e multiplicagao modulo q respectivamente. Como na comunicagao digi ta l sao 

utilizados bits, estamos interessados na subclasse de corpos finitos de q ta l que 

q seja potencia de 2. Isso e considerado principalmente porque em GF{2) a 

representagao em corpo finito e mapeada convenientemente no domfnio digi ta l . 

Utilizando a notagao GF (q), a subclasse sera denotada como GF ( 2 n ) . Por-

tanto GF (2 ) , GF ( 4 ) , GF (8), etc sao corpos finitos GF ( 2 n ) . 

0 campo de Galois GF(q), em que q e primo, e chamado de corpos primos. 

Qualquer corpo no qual q seja primo pode ter adigao e multiplicagao modulo q 

como suas duas operagoes binarias. O campo de Galois, GF (qn), e chamado de 

extensao de corpo com GF (q) sendo o corpo de base de GF (qn) . 
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O campo de GaloiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF (2) e chamado de corpo binario. Por exemplo, GF (2) 

contem o conjunto { 0 , 1 } e util iza adigao e multiplicagao modulo 2. 

Adigao mod 2 Multiplicagao mod 2 

0 + 0 = 0 0 * 0 = 0 

0 + 1 = 1 0 * 1 = 0 

1 + 0 = 1 1*0 = 0 

1 + 1 = 0 1*1 = 1 

Note que a adigao modulo 2 e equivalente a operagao X O R e a multiplicagao 

modulo 2 e equivalente a porta A N D . 

O polinomio em GF (2) pode ser representado como coeficientes de GF (2) 

a0 + azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\Xl + a2x
2 -I h anx

n (B.7) 

em que a, = 0 ou 1 para 0 < i < n. 

Um polinomio e de grau n se nao existe nenhum termo x no polinomio com 

potencia maior que n. 

Prop r i edades 

Corpos finitos podem ser obtidos a partir de aneis polinomiais. Seja F[x] um 

anel polinomial sobre o corpo F, escolhendo qualquer polinomio p(x) pertencente 

a F[x] 

T e o r e m azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 Para qualquer polinomio monico em F, o anel dos polinomios modulo 

p(x) e o conjunto de todos os polinomios com grau menor que p(x) junto com 

adigao e multiplicagao polinomial modulo p{x). Se o polinomio p(x) for primo 

entao o anel de polinomios e um corpo. 

Dessa forma encontrando um polinomio primo p(x) de grau n em GF(q), 

pode-se construir um corpo de Galois com qn elementos. 

Antes de introduzir GF(2n), algumas definigoes sao necessarias. U m po-

linomio p(x) de grau n sobre GF(2n) e um polinomio da forma: 

p{x) = Po + Pix + p2x
2 + • • -pnx

n (B.8) 

em que os coeficientes pi sao elementos de GF(2) = { 0 , 1 } . Polinomios em GF{2) 

podem ser adicionados, subtraidos, multiplicados e divididos na forma usual. 
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Uma propriedade u t i l dos polinomios emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(2n) e que: 

p2(x) = (po +PiX + ... + p „ x „ ) 2 = p 0 + P\x2 + - + p n z 2 n = p ( z 2 ) (B.9) 

A nogao de polinomio irredutivel e agora introduzida. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2 Um polinomio p(x) sobre GF{2) de grau n e irredutivel se p(x) nao 

for divisivel por nenhum polinomio sobre GF(2) de grau menor que n e maior 

que zero. 

Para gerar a extensao do corpo GF(2n), um polinomio p(x) monico e irre-

dutivel de grau n em GF(2) e escolhido. 0 conjunto de 2n polinomios de grau 

menor que n em GF(2) e formado e chamado de F. Pode ser provado [28] que, 

quando a adigao e multiplicagao desses polinomios sao tornados modulo p(x), o 

conjunto F forma um corpo com 2n elementos, denotado por GF(2n). Note que 

GF(2n) e uma extensao de GF(2) de modo analogo ao modo que os numeros 

complexos sao formados a partir dos numeros reais, nesse caso p(x) = x2 + x + 1 . 

Os elementos do corpo sao representados pelo conjunto {0 , 1 +x}. Na tabela 

abaixo sao mostrados diversos tipos de notagoes para esses elementos. 

Notagao Notagao Notagao Notagao 

Pol inomial B i n a r i a Inte ira E x p o n e n c i a l 

0 00 0 0 

1 01 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx° 

X 10 2 xl 

x +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 11 3 x2 

Se p (x) e um polinomio primit ivo de grau n sobre GF (2) entao ele divide 

xm + 1, em que m = 2nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 —  1. A tabela a seguir mostra um lista de polinomios 

primitivos sobre GF (2) com numero minimo de termos. 

74 



GrauzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n Polinomio Primit ivo 

3 1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X + X
3 

4 1 + X + X
2 

5 l + x
2

 + x
5 

6 1 + X + X
6 

7 1 + x + x
7 

8 1 + X
2

 + X
3

 + X
4

 + X
8 

9 1 + X4

 + X
9 

10 l + x
3

 + x
1 0 

11 l + x
2

 + x
u 

12 1 + X + X4

 + x
6

 + x
1 2 

13 1 + X + X
3

 + X
4

 + X
1 3 

14 l + x + x
6

 + x
1 0

 + x
1 4 

15 1 + x + x
1 5 

16 1 + X + x
3

 + x
1 2

 + x
1 6 

T e o r e m a 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Para cada elemento nao nulo a G GF(q), ord(a) divide q—l. 

Podemos facilmente observar isso pelo algoritmo de Euclides para divisao, em 

que t = ord(a) 

q - l 

Como a* = 1 e a 9 - 1 = 1 entao: 

1 = 1 -o f ( B . l l ) 

Assim, of = 1, ou seja, r = 0. 

T e o r e m a 4 0 grupo de elementos nao nulos diferentes de GF(q) e um grupo 

ciclico sobre a multiplicagao [27]. 

= a 

at-\-r 

at+r 

at T 

or a 

(B.10) 
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SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF(q) um corpo e GF(Q) sua extensao (qm = Q). Seja f$ elemento de 

GF(Q). O polinomio / de menor grau tal que f((3) = 0 e chamado de polinomio 

minimo de /?. Esse polinomio sempre existe e e unico e irredutivel. O polinomio 

minimo e utilizado para gerar palavras codigos, pois a palavra P{x) so e codigo 

se e somente se P(Pi) = 0. 

Para a G GF(q), seja t o menor inteiro tal que apt = a. Define-se conjugado 

de a 

C = { a , o p \ a p 2 , a p 3 , . . . , o / } 

Para representar os 2" elementos o conceito de base e introduzido. A escolha 

de como representar elementos de corpo sobre bases ou potencias de elementos 

primitivos usualmente depende da implementagao em hardware ou software que 

seja adotada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B.4 Bases 

U m conjunto de n elementos linearmente independentes x = { x o , x\, x2,..., x n _ i } 

em GF ( 2 n ) e chamado de base de GF ( 2 n ) . Dessa forma, um elemento x E 

GF ( 2 n ) pode ser representado unicamente como uma soma ponderada dessa 

base sobre GF (2) ( para um mapeamento no corpo binario) 

a = aoXo +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a\X\ + • • • + a n _ i x n _ i (B.12) 

onde a 0 , a „ _ i E GF (2) . 

B.4.1 Base Polinomial 

Seja p ( x ) um polinomio irredutivel em GF (2). Tomando a como raiz de p ( x ) , 

entao A = { 1 , a , . . . , a " " 1 } e uma base polinomial de GF ( 2 n ) . 

E x e m p l o 14 Considerando GF (2 4 ) e o polinomio irredutivel em GF (2) p ( x ) = 

x 4 + x + 1. Tomando a como raiz de p ( x ) entao A = { 1 , a, a2, a3} forma a base 

polinomial pois todos os 16 elementos podem ser representados como: 

a =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OQ + a i a + a2o? + a 3 a
3 em que a* G GF (2) (B.13) 
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B.4.2 Base Dual 

Sejam { A , } e { / i f} bases dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GF (2 n ) e seja / uma fungao linear tal que GF (2 n ) —» 

GF (2) e P e GF ( 2 n ) . Entao { A J e {fit} sao duais com respeito a / e P : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

: fmH)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = \ l S e i Z i - (B14) [ 0 se z ̂  j 

Nesse caso, {A*} e a base padrao e { / z j e a base dual. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E x e m p l o 15 Seja p (x) = x4 + x 4- 1 o polinomio primitivo em GF (24) e seja 

a uma raiz de p (x). Tomando j3 = 1 e / como o coeficiente menos significativo 

da base polinomial, a base dual da base polinomial e { 1 , a 3 , a 2 , a } 

/ ( l - l ) - l / ( l - a 2 ) = 0 

/ ( l . a ) = 0 / ( l - a 3 ) = 0 

/ ( a - l ) = 0 / ( a - » 2 ) = 0 

/ ( a • a) = 0 / (a • a 3 ) = 1 

/ ( a 2 - l ) = 0 / ( a 2 - a 2 ) = l 

/ ( a 2 - a ) = 0 / ( a 2 - a 3 ) = 0 

/ ( a 3 - l ) = 0 / ( a 3 - a 2 ) = 0 

/ ( a 3 - a ) = l / ( a 3 - a 3 ) = 0 

A 0 = l 

A 0 = a 

A 0 = a 2 

An = a 3 

{ l , o : , a 2 , a 3 } = { l , a 3 , a 2 , o : } (B.15) 

Variando o valor de P e possivel obter ate 2 n _ 1 bases duais para qualquer base 

dada. Assim, a base dual com melhor caracteristica (dependendo da aplicagao) 

pode ser utilizada. 

B.4.3 Base Normal 

Uma base normal e uma base da forma B = P2, • • •, /3 2 m ' ) , em que p G 

GF(2n). Para cada corpo existe no minimo uma base normal. Ela e bastan-

te u t i l quando a situagao exige potenciagao, pois se a = (a 0 , fli, • • •, a n - i ) e a 

representagao na base normal, entao a2 = ( a n _ i ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O Q , • • •, a n - 2 ) • 
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Apendice C 

Logaritmo de Zech zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Um novo metodo de calcular o Logaritmo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zech sem o uso de tabela foi desen-

volvido em [31]. Para isso sao utilizadas algumas definicoes e propriedades das 

classes ciclotomicas laterals. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definicao 3 Classe ciclotdmica lateral dex e o conjunto dos elementos {2 °x,2lx, 

22x, 2 3 x, • • •, 2m~lx], em que m e o menor numero tal que 2 m x ( m o d q — 1) = x. 

Definicao 4 Lider da classe ciclotdmica de x e o menor elemento da classe na 

qual x pertence. 

Uma classe lateral qualquer dada por Cx = { ? £ ( £ ) } , para i = ( 0 , 1 , • • * ,mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1) 

esta no anel F 2 [ £ ] ( m o d £ m

 — 1), ou seja, a sua representagao binaria e um deslo-

camento ciclico do lider de classe na forma binaria. Vale notar que o logaritmo 

de Zech de um elemento tambem esta num anel ciclico. Por isso se o logaritmo 

de Zech do lider de classe for encontrado e em seguida deslocado pode-se achar 

todos os logaritmos de Zech dos elementos da classe em que o lider de classe faz 

parte. 

E x e m p l o 16 Em GF(Z2) o logaritmo de Zech do elemento a1 = 1 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO J 1 8 , podendo 

ser escrito como Z(l) = 18, em que Z(-) denota o logaritmo de Zech. Entao 

pode-se determinar todos os logaritmos de Zech dos elementos que pertence a sua 

classe. 

Sao tres passos para determinar o logaritmo de Zech de um elemento do corpo. 

• Determinar a classe no qual o elemento faz parte ( achar o lider de classe). 

• Determinar o logaritmo de Zech do lider de classe. 
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ft zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD(x) 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3) Zech ( C x ) 

(0,0) 0 11111 

ft (1,2) 5 10010 

c3 
(2,2) 6 11101 

ft (2,4) 10 00010 

ft (3,2) 7 10110 

ftl (3,4) 11 10011 

ft (4,2) 8 11000 

Tabela C.2: Calculo do logaritmo de Zech em GF(24). 

conservando ainda a separagao das classes. Essa fungao e definida como S(D) = 

YliZoPiPii e m Q u e o s parametros pi e N sao escolhidos os menores possiveis ( 

devido a implementagao fisica ) . 

Com posse dos valores de S(D), que e unico para cada lider de classe, sao 

utilizadas redes neurais para encontrar o seu Logaritmo de Zech. 

Primeiramente sao determinados os intervalos [aj,6j] de S(D) ta l que = 1, 

para j = 1 , s . O segundo passo e construir as fungoes limiares: 

Ydj(S) = sgn(S - aj) 

Ybj{S) = sgnfy - S) 

Entao para o bi t Zk temos: 

Zk = sgn{zs

j=i(Y^ + ybj)-s} 

Util izando o mesmo procedimento para k = 1,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . . . ,n , em que n e o numero 

de bits, e obtido o logaritmo de Zech desejado. Para encontrar o vetor D e 

os parametros que minimizam a fungao SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5) foi uti l izado busca exaustiva 

atraves de metodos computacionais. A seguir um exemplo de implementagao do 

logaritmo de Zech para GF ( 2 5 ) . 

E x e m p l o 17 Em GF (2 5 ) existem sete classes laterals. Separando essas classes 

encontra-se o vetor D = {(w(x),w(Xll),w(Xl2), • • •, w(Xlm)}, que e encontrado 

testando cada polinomio X 11 2''"' •>(£) de tal sorte que o vetor D seja diferente 

para cada classe. Para GF (32) foi encontrado o vetor D = {(w(x), w(X1)}. 

De posse desses valores foram encontrados os parametros p\ = 1 e pi = 2 

que minimizam a funcao S(D). A partir desse ponto utilizando a construcao 

telescopica dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 camadas, e possivel obter o logaritmo de Zech utilizando 14 portas 

de limiar linear. 
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