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Em c o m p u ta c a o n u m e r i c a u ma med id a t a o i m p o r t a n t e q u a n t o o 

t e m p o de execu ga o e a p r e c i s a o d os r e s u l t a d o s . E r r o s 

c o m p u ta c i o n a i s n o r m a l m e n te s a o ca u s a d os p o r d i f e r e n g a s e n t r e 

o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s e s u a r e a l i z a c a o f i s i c a em f o r m a de 

c i r c u i t o s e l e t r d n i c o s . Em m a t e m a t i c a , o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s 

e i n f i n i t o e c o n t i n u o , n a o h a ven d o im p o s i c a o de l i m i t e s n a 

p r e c i s a o e g r a n d e za de n u m e r o s em u m ca l cu io . Um c o m p u ta d o r p o r 

o u t r o l a d o , s 6 © ca p a z de m a n i p u l a r p r e c i s a o e g r a n d e za f i n i t a s 

n a o i m p o r t a n d o qu a o grand© s e j a s u a p a l a v r a . E le n a o p od e o p e r a r 

com s i s t e m a s de n u m e r o s r e a l s , ma s s i m com u ma a p r o x im a c a o f i n i t a 

e m b o r a r e p r e s e n t a t l v a . I s s o s i g n i f i c a qu e o c o m p u ta d o r imp oe 

l i m i t e s i n f e r i o r e s u p e r i o r n a m a g n i tu d e e p r e c i s a o do© n u m e r o s 

qu e p od em s e r r e p r e s e n t a d o s . 

A s eg u n d a l i m i t a c a o © a p o s s i b i l i d a d e de a p en a s u m n u m e r o 

f i n i t o de v a l o r e s p o d e r s e r r e p r e s e n t a d o e n t r e os l i m i t e s 

i n f e r i o r e s u p e r i o r . Em i u g a r de v a l o r e s c o n t i n u o s , o c o m p u t a d o r 

s 6 e ca p a z de r e p r e s e n t a r u ma s e r i e de v a l o r e s d i s c r e t o s qu e 

s a o s e p a r a d o s p o r p equ en os i n t e r v a l o s . A m a l o r p a r t e d os e r r o s 

c o m p u ta c i o n a i s o c o r r e d evid o a e s s e s l i m i t e s , o qu e n o s s u g e r e qu e 

f a ca m os p o r s o f t w a r e u ma ex p a n s a o de t a i s l i m i t e s i m p o s t o s p e l o 

h a r d w a r e , c r i a n d o o qu e s e con h ece como a r i t m e t i c a d e m u l t i p l a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mttr*******"I i e i s r t 
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No c a p i t u l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I I m o s t r a r e m o s como o s n u m e r o s r e a l s p od em s e r 

r e p r e s e n t a d o s n o c o m p u ta d o r u s a n d o o modelo de p o n t o f l u t u a n t e . 

T r a t a r e m o s d a a r i t m e t i c a com o s n u m e r o s r e p r e s e n t a d o s n es s e mod elo 

f a zen d o com p a r a g d es com o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s e m o s t r a r e m o s 

como o a r r e d o n d a m e n t o e o t r u n c a m e n t o s a o f e i t o s . 

A t r a v e s de u m exemp lo , va mos m o s i r a r como a l i m i t a c a o de 

p r e c i s a o pode c o m p r o m e t e r t o d o u m ca l cu l o e e n t a o i n t r o d u z i r e m o s o 

c o n c e i t o de d i g i t o s de g u a r d a , qu e j u n t o com a a r i t m e t i c a de 

m u l t i p l a p r e c i s a o , s a o f e r r a m e n t a s qu e n o s a u x i l i a m a r e s o l v e r 

t a i s p r o b l e m a s p a r a o b t e r r e s u l t a d o s com m e l h o r p r e c i s a o . 

De p os s e do c o n c e i t o de m u l t i p l a p r e c i s a o e de como a r m a z o n a r 

o s n u m e r o s , o c a p i t u l o I I I a p r e s e n t a a s t e c n i c a s p a r a a p r o x i m a r 

u ma f u n c a o f < x > , f a z u m r e s u m o de a p r o x im a c a o p o l i n o m i a l , m o s t r a 

p o r q u e u t i l i z a m o s t a l a p r o x im a c a o e a p r e s e n t a o s t r e s m e to d o s m a is 

u t i l i z a d o s : i n t e r p o l a ca o , q u a d r a d o s m in im os e a p r o x im a c a o 

r a c i o n a l . C ada m e to d o e d e s c r i t o com a l g u m d e ta l h e . 

E s ta m o s a g o r a em con d ig oes de i m p l e m e n t a r u m p a c o t e de 

a r i t m e t i c a de m u l t i p l a p r e c i s a o . No c a p i t u l o IV s a o a p r e s e n t a d o s 

t o d o s os a l g o r i t m o s e e s t r u t u r a s de d a d os u t i l i z a d o s n e s s e p a c o te . 

E f e i t a u ma com p a r a g a o e n t r e os p o s s i v e i s a l g o r i t m o s p a r a 

im p l e m e n ta c a o d a s f u n c o e s e a s d i f i c u l a d a d e s e n c o n t r a d a s n a 

im p l e m e n ta c a o de ca d a u m. E s s e p a c o t e s e r v i r a de b a s e p a r a a 

im p l e m e n ta c a o de u ma c a l c u l a d o r a c i e n t i f i c a qu e s e r a m o s t r a d a n o 

c a p i t u l o 5. 
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C A P I T UL O I I 

A R I T M E T I C A E M P ONT O F L UT UA N T E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 I n t r o d u c a o 

Vamos eomega r es t© c a p i t u l o com u ma p eq u en a h i s t d r i a d a 

evo lu ca o do n u m e r o , m o s t r a n d o a s d i f i c u l d a d e s qu e e x i s t i a m a n t e s 

do s i s t e m a p o s i c i o n a l , u m d os t r i u n f o s d a m e n t e h u ma n a . N es s e 

s i s t e m a p od em s e r e f e t u a d o s c a l c u l o s e a n a l i s e s qu o ©m o u t r o s 

s i s t e m a s s e r i a m m u i t o d i f i c e i s o u mes mo i m p o s s i v e i s . 

Em s e g u id a va m os m o s t r a r como e s t e s i s t e m a © r e p r e s e n t a d o n o 

c o m p u ta d o r a t r a v e s do modelo de p o n t o f l u t u a n t e . D ep o is va mos 

f o r m a l i z a r m a t e m a t i c a m e n t e o s i s t e m a de n u m e r o s em p o n t o 

f l u t u a n t e , m o s t r a n d o como a s l e i s d a a l g e b r a s e c o m p o r t a m n e s s e 

s i s t e m a . 

I r e m o s t a m b e m m o s t r a r a a r i t m e t i c a com t r u n c a m e n t o © com 

a r r e d o n d a m e n t o p a r a e s s e s n u m e r o s e como a s o p e r a g b e s a r i t m e t i c a s 

de a d ica o , s u b t r a c a o , m u l t i p l i c a c a o e d i v i s a o s a o r e a l i z a d a s 

i n t r o d u z i n d o o c o n c e i t o de o v e r f l o w e u n d e r f l o w . 

F i n a l m e n te , va mos m o s t r a r a n eces s id a d e de m u l t i p l a p r e c i s a o 

p a r a o s c a l c u l o s c i e n t i f i c o s e como o s d i g i t o s d© g u a r d * podem 

m e l h o r a r e s s a p r e c i s a o . 
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2.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S i s t « m a P o s s i c i o n a » l 

S egu n d o 1BRUM631 os s im b o l o s qu e u t i l i z a m o s h o j e p a r a 

r e p r e s s n t a r os n u m e r o s f o r a m d e s en vo l v id o s p r i m e i r a m e n i s n a I n d i a . 

A d a t a e x a t a d e s s a a p a r i c a o 4 i n c e r t a , a p r o x i m a d a m e n te 600 A.D. 

H oje e s c r e ve m o s o n u m e r a l 10 p a r a r e p r e s e n t o r o n u m e r o de dedos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

q ue p o s s u im oa n a s d u a a ma os . Os r o m a n o s o a m a i o r i a d a s p a s B oa s n a 

E u r o p a M e r i d i o n a l u t i l i z a v a m o s im b o l o X. Os e g i p c i o s u t i l i z a v a m o 

s im b o l o n . Na a n t i g a B a b i l d n i a o s im b o l o < e r a u s a d o e o s 

m a i e m a t i c o s g r e g o s u s a va m o s im b o l o i Ca l e t r a i o t a do s e u 

a l f a b e t o ) . 

O h omem h o j e te r n o mes mo n u m e r o de d ed os qu e t i n h a a 10.000 

a n os a t r a s . N u mer os n a o mu da m, ma s p od emos u s a r d i f e r e n t e s 

s im b o l o s p a r a r e p r e s e n t o r u m n u m er o . A m a n e i r a p e l a q u a l a 

a r i t m e t i c a <6 f e i t a e s t a d i r e t a m e n t e l i g a d a a m a n e i r a de s e 

r e p r e s e n t a r o s n u m e r o s . D es s a f o r m a , p a r a r e p r e s e n t a r n u m e r o s , 

u s a mos com u m en te u m s i s t e m a p o s i c i o n a l com b a s e 10 ( s i s t e m a 

d ec im a l ) e qu e p o s s u i d ez s im b o l o s d i f e r e n t e s , e a m a g n i tu d e com 

qu e ca d a s im b o l o a c o n t r i b u l a o v a l o r do n u m e r o d ep en d e d a p o s i c a o 

de a , i s t o e, s e a e s t i v e r n a n - e s i m a p o s i c a o a e s q u e r d a do p o n t o 

d ec im a l , e n t a o o v a l o r c o n t r i b u i d o s e r a de a 10 n ~ * , o u s e 

e s t i v e r n a n - e s i m a p os ig a o & d i r e i t a do p o n t o d ec im a l , o v a l o r 

c o n t r i b u l do s er a , de a . 10 *\ 

Todo n u m e r o te r n u ma u n i c a r e p r e s e n t a c a o d a f o r m a ... + a ^ b n + 

a b n " 4 + ... + a b + a + a b - 1 + a b ~ 2 + ... + a b ~ m + ... 
n - i t O - 4 - 2 - m 

on de o s c o e f i c i e n t e s a, ' s s a o o s d i g i t o s n o s i s t e m a p o s i c i o n a l de 
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b a s e b , i s t o e, i n t e i r o s p o s i t i v e s t a i s qu e 0 < a < b - 1 e b , a 

b a s e do s i s t e m a , e q u a l q u e r n u m e r o i n t e i r o m a i o r o u i g u a l a 2. 

Uma d a s m a i o r e s v a n t a g s n s do s i s t e m a p o s i c i o n a l e de p e r m i t i r 

u s a r r e g r a s s im p l e s e g e r a i s p a r a a s o p e r a c o e s a r i t m e t i c a s . Q u a n to 

m en or a b a s e , m a i s s im p l e s s a o e s s a s r e g r a s . F o r e s s a r a z a o , e n t r e 

o u t r a s , a m a i o r i a d os c o m p u ta d o r e s op er a n t n a b a s e 2 , o s i s t e m a 

b i n a r i o . 

2.3 R e p r e s e n t a c a o d e N u m e r o s d e c i m a l s e m P o n t o F l u t u a n t e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O c o m p u ta d o r n a o u s a o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s e s i m u m 

modelo a p r o x im a d o d en omin a d o s i s t e m a d e n u m e r o s d e p o n t o f l u t u a n t e 

[FORS70L 

Um n u m e r o em p o n t o f l u t u a n t e p od e s e r r e p r e s e n t a d o n a f o r m a 

x •» m . b e C2.1> 

on d e 

b - e a b a s e do s i s t e m a de n u m e r o s , b > 2 ; 

e - e x p o e n te . Um i n t e i r o q u a l q u e r ; 

m - f r a c a o o u m a n t i s s a , —g— < |m| < 1. 

A r e p r e s e n t a c a o i n t e r n a de u m n u m e r o em p o n t o f l u t u a n t e n o 

c o m p u ta d o r n o r m a l m e n te te r n a f o r m a 
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c a r a o t e r i s t l o a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm a n t i s s a 

ond© 

s - 6 o s i n a l do n um e r o a r m a z e n a d o ; 

c a r a c t e r i s t i c a - e x p o e n te m a is exces s o . E s t© e x c e s s o 

va r - ia de a c o r d o com o h a r d w a r e ; 

m a n t i s s a - © a f r a o a o m d© <2.1> sont s i n a l . 

0 u s o do e x p o e n te com ex ces s o te r n v a n t a g e m s o b r e o u s o p ur o e 

s im p l e s do e x p o e n t e , p o i s a l em de n a o n e c e s s i t a r d a r e p r e s e n t a g a o 

de s e u s i n a l , f a c i l i t a a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s e i b g i c a s . 

Q u a n to m a i s p r b x i m o o d i g i t o e s t i v e r do p o n t o d ec im a l d a 

m a n t i s s a , m a i s e s s e d i g i t o e s i g n i f i c a t i v e Um n u m e r o em p o n t o 

f l u t u a n t e e s t a n o r m a l i za d o s e o d i g i t o m a i s s i g n i f i c a t i v o f o r 

d i f e r e n t e de z e r o . 

0 u s o d a r e p r e s e n t a c a o em p o n t o f l u t u a n t e a u m e n t a o i n t e r v a l o 

d os n u m e r o s qu e p od em s e r a comod a d os em u m r e g i s t r a d o r tMAN0763. 

P o r e s t a r a z a o , n a m a i o r i a d os c o m p u t a d o r e s a s o p e r a c b e s de p o n t o 

f l u t u a n t e s a o r e a l l z a d a s a n l v e l de h a r d w a r e p od en d o s e r a n l v e l 

de s o f t w a r e em o u t r o s . Nas l i n g u a g e n s de a l t o n l v e l qu a n d o 

d ec l a r a m o s qu e u ma v a r i a v e l e d o t i p o r e a l , e s t a m o s d l zen d o qu e 

q u e r e m o s qu e o v a l o r d e s s a v a r i a v e l s e j a r e p r e s e n t a d o em p o n t o 

f l u t u a n t e . 
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2.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S i s t e m a d e N um e r o s e m P o n t o F l u t u a n t e 

R e p r e s e n ta m o s o s i s t e m a de n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e p o r 

FPCb, p , a > , on de 

b - e a b a s e do s i s t e m a de n u m e r o s ; 

p - e a p r e c i s a o e i n d i c a o n u m e r o de d i g i t o s n a b a s e b 

c o n t i d o s n a m a n t i s s a ; 

a - e s p e c i f i c a o s d e t a l h e s de como a a r i t m e t i c a s e r a 

e x e c u ta d a , p od en d o s e r s u b s t i t u i d o p o r v a r i o s 

s im b o l o s , t a i s como c p a r a a r i t m e t i c a com 

t r u n c a m e n t o , r p a r a a r r e d o n d a m e n t o , e t c . 

FPCb, p , a> © comp os t o p o r u m c o n j u n t o S de n u m e r o s qu e 

ch a m a r em os de n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e e u m a d e f i n i c a o d a s 

q u a t r o o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s de a d i c a o , s u b t r a c a o , m u l t i p l i c a c a o e 

d i v i s a o de p o n t o f l u t u a n t e p a r a e l e m e n to s de S . E s s e c o n j u n t o S 

depende de b e p ma s n a o de a . Q u a ndo b e p n a o s a o f i x a d o s p e l o 

c o n t e x t o , e s c r e ve m o s SCb, p> ao i n v e s de S . O c o n j u n t o SCb, p> 

con ten t z e r o e t o d o s os n u m e r o s d a f o r m a C2.1> c u j o v a l o r a b s o l u t o 

pode s e r e x p r e s s o n a b a s e b u s a n d o n o ma x imo p d i g i t o s . I s t o e 

|m| - b " p . M 

on de 

M - 6 u m i n t e i r o c o n t i d o n o i n t e r v a l o b p *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •&  M < b p . 
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C on s id e r a n d o qu e t o d o n u m e r o em p o n t o f l u t u a n t e e u m n u m e r o 

r e a l , p od emos e x e c u t a r a s o p e r a t e s a r i t m e t i c a s de a d ica o , 

s u b t r a c a o , m u l t i p l i c a c a o e d i v i s a o com os e l e m e n to s de S v i s t o s 

como n u m e r o s r e a l s . 

D es s a f o r m a , p a r a x e yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <e  S p od emos o b t e r x + y , x - y , x * y 

e x / y. No e n t a n t o , e p o s s i v e l qu e © s s a s o p e r a c b e s p r o d u za m 

n u m e r o s qu e n a o e s t e j a m em S. P or exemp lo , p r e c i s a m o s de 2p 

d i g i t o s p a r a r e p r e s e n t a r o p r o d u t o de d o i s n u m e r o s com p d i g i t o s 

ca d a u m , e a d i v i s a o p od e p r o d u z i r u m r e s u l t a d o e x i g in d o u m n u m e r o 

i n f i n i t o de d i g i t o s . Mesmo qu e o s r e s u l t a d o s d a a r i t m e t i c a de 

p o n t o f l u t u a n t e s e m p r e e s t e j a m emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S, a s o p e r a c b e s em p o n t o 

f l u t u a n t e podem p r o d u z i r r e s u l t a d o s d i f e r e n t e s d a s p r o d u z i d a s 

p e l a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s n o ca mp o d os n u m e r o s r e a l s . P o r t a n t o , 

p a r a a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e u t i l i z a r e m o s o s o p e r a d o r e s 9, 

e, 9 e 0 p a r a r e p r e s e n t a r e m a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s de a d ica o , 

s u b t r a c a o , m u l t i p l i c a c a o e d i v i s a o , r e s p e c t i v a m e n t e . 

Na d e f i n i c a o de FPCb, p , a> f o r a m o m i t i d o s v a r i e s d e t a l h e s d a 

r e p r e s e n t a c a o de n u m e r o s e m  p o n t o f l u t u a n t e : 

a> L i m i t e s do i n t e r v a l o  de d e f i n i c a o  do e x p o e n t e , qu e s e m p r e  

e x i s t e m , ma s s a o p a r t i c u l a r e s a ca d a m a q u in a ; 

b> V a r i a c b e s n a r e p r e s e n t a c a o de como os n u m e r o s n e g a t l v o s 

s a o r e p r e s e n t a d o s ; n e s t e t r a b a l h o a s s u m im os qu e a 

r e p r e s e n t a c a o d a m a n t i s s a u s a o s i n a l e m a g n i tu d e ; 

c> V a r ia g b es n o p o n t o d a m a n t i s s a , qu e n e s t e t r a b a l h o 

a s s u m im os e s t a r a e s q u e r d a d a m a n t i s s a . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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2.5 A r i t m e t i c a c o m T r u n c a m e n i o p a r s N u m a r o s e m P o n t o F l u t u a n t e 

R e p r e s e n ta m o s com FPCb, p , c> o s i s t e m a de n u m e r o s em p o n t o 

f l u t u a n t e on de a s o p e r a c b e s ®, e, ® e 0 s a o r e a l i z a d a s em 

a r i t m e t i c a com t r u n c a m e n t o . 

S e j a x q u a l q u e r n u m e r o r e a l , e n t a o x d e n o t a x t r u n c a d o p a r a p 

d i g i t o s n a b a s e b . M a is e s p e c i f i c a m e n te , p a r a q u a l q u e r n u m e r o r e a l 

x , s e j a T o c o n j u n t o de t o d o s o s n u m e r o s y em SCb , p> com |y| < 

|x|. 

Vamos u s a r u m exemp lo p a r a t o r n a r c l a r o . S e j a FPC10, 8, c> , 

e n t a o .123456789 = .12345678 e - .123456789 = - .12343678. 

P a r a e f e t u a r a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s em FPCb, p , c> , 

p r i m e i r o e x e c u ta m o s a s o p e r a c b e s n o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s e 

e n t a o t r u n c a m o s o r e s u l t a d o p a r a p d i g i t o s n a b a s e b . P o r t a n t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X © y X + y ; 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe  y X — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy> 

X y X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* y, 

X 0 y = X y> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.6 A r i t m e t i c a c o m A r r e d o n d a m e n t o p a r a N u m e r o s e m P o n t o F l u t u a n t e 

R e p r e s e n ta m o s p o r FPCb, p , r > o s i s t e m a de n u m e r o s em p o n t o 

f l u t u a n t e on de a s o p e r a c b e s ®» e, ® © 0 s a o r e a l i z a d a s com 

a r r e d on d a men t o. 
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E xis t- em v A r i a s m a n e i r a s de s e a r r e d c m d a r u m n u m e r o em p o n t o 

f l u t u a n t e e a qu e va mos d e s c r e v e r a q u i 6 c o n s i d e r a d a a m a i s 

s im p l e s . As o u t r a s r e g r a s a l em de m a i s com p l ica d a s s a o r a r a m e n t e 

im p l e m e n ta d a s em c o m p u t a d o r e s [STER743. 

S e j a x u m n u m e r o r e a l q u a l q u e r , e n t a o x * d e n o t a x a r r e d o n d a d o 

p a r a p d i g i t o s n a b a s e b . 

Vamos e x e m p l l f i c a r . S e j a FPC10, 8 , r > , e n t a o .423456789 ° •» 

.12345679, .123456785° - .12345679, .123456783 ° - .12345678. 

P a r a e f e t u a r a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s em FPCb, p , r > , 

p r i m e i r o e x e c u ta m o s a s o p e r a c b e s n o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s e 

e n t a o a r r e d o n d a m o s o r e s u l t a d o p a r a p d i g i t o s n a b a s e b . P or t a n t o 

x © y « x + y " 

x © y •> x — y " 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  y • x • y° 

x 0 y «• x / y " 

2.7 L o i s d a A l g e b r a 

As m a n i p u l a t e s a l g e b r i c a s de f b r m u l a s e s t a o b a s ea d a s n a 

v a l id a d e de p ou ca s l e i s f u n d a m e n ta l s . E s p e c i f i c a m e n te , d i s p om os d o 

f a t o de qu e o s n u m e r o s r e a l s f o r mam u m ca mp o, i s s o s i g n i f i c a qu e a 

s oma e o p r o d u t o de n u m e r o s r e a l s e s t a o d e f i n i d o s e qu e o s s e i s 

a x iom a s s e g u i n t e s s a o s a t i s f e i t o s p o r q u a i s q u e r n u m e r o s r e a i s a , b 

e c: 

10 



1) F«cham©nto:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O p r o d u t o a . b e at s om a a + b d© n u m e r o s 

r e a l s s a o i a m b e m n u m e r o s r e a l s ; 

2 ) C om u ta t i v id a d e : a + b « b + a , 

a . b  = b . a ; 

3> A s s o c i a t i v i d a d e : <a + b> + c = a + Cb + c>» 

<a . b> . c » a . <b . c> ; 

4> D i s t r i b u t i vid a d e : a . <b + c> = a . b + a . c; 

5> E x i s ten t o s n u m e r o s 0 e 1 t a i s qu e 

a + 0 = 0 + a » » a < e l em en to n e u t . r o d a a d ica o> , 

a . 1 = 1 . a « a C elemen to n e u t r o d a m u l t i p l i c a c a o > 

p a r a t o d o a ; 

6 ) P a r a q u a l q u e r n u m e r o r e a l a ex is t© um n u m e r o r e a l - a t a l 

qu e a + <-a> = C-a> + Ca> « 0 e s e a * O, e x i s t e um 

n u m e r o r e a l a * t a l qu© a . a - 1 • a 1 . a ** 1. 

Uma con s eq u en c ia d e s s e s a x iom a s © qu e n a o e x i s t e d i v i s a o p o r 

z e r o , i s t o e, s e a . b • 0 , e n t a o u m d os f a t o r e s a o u b d eve s e r 

z e r o . U ma o u t r a c o n s eq u en c ia d es s es a x iom a s e a l e i do 

ca n ce l a m e n to : 

s e a . b = a . c e a * 0» e n t a o b = c. 

D e f i n i r o m o s a s u b t r a c a o como: 

a - b = a + O b > 

© s e b * O, d e f i n i r e m o s a d i v i s a o p o r 

- 4 - - a . fa"*. 
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D u a s con s eq u en c ia s d es s a s d e f i n i c o e s j u n t o com OS 

a x iom a s de c o m u t a t i v id a d e e a s s o c i a t i v i d a d e s a o : 

( a + b ) • b = a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC2.2> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• • ( 4 - ) 
« b . C2.3> 

0 p r o b l e m azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a g o r a  e s a b e r s e e s s e s a x i o m a s  s a o v a l i d o s  n o  

s i s t e m a de n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e . Uma vez qu e s u a v a l id a d e 

pode d ep en d er de d e t a l h e s de como a a r i t m e t i c a e 

e x e c u ta d a , e s t u d a r e m o s a p en a s o s i s t e m a e s p e c i f i c o FPCb, p , c> . 

O t e o r e m a s e g u i n t e e u ma con s eq u en c ia i m e d i a t a d a s d e f i n l c b e s 

e v a l id a d es do a x io m a d a c o m u t a t i v i d a d e d a s o p e r a c o e s com n u m e r o s 

r e a l s . 

T e o r e m a 2 . 1 : Em FPCb, p , c ) , a s om a e o p r o d u t o de d o i s 

n u m e r o s s a o t a m b e m n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e . Ta mb em, p a r a 

q u a i s q u e r a e b em SCb, p> t e m o s 

a © b = b © a , 

a ® b = b ® a , 

a © 0 « s O © a = a , 

a ® l * = l ® a = a , 

a © C- a> = C-a> ® a *» 0 . 
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Todos os o u t r o s a x iom a s , o u s e j a , o s d a a s s o c i a t i v i d a d e , d a 

d i s t r i b u t i v id a d e e do c a n c e l a m e n to , a l em de C2.2> e C2.3> f a l h a m 

em FPCb, p , cX P r o v a m a t e m a t i c a em ISTER743. 

2.3 D e s i g u a l d a d e s e m S i s t e m a s d e N u m e r o s e m P o n t o F l u t u a n t e 

As l e i s f u n d a m e n t a l s p a r a m a n ip u l a ca o de d es ig u a l d a d es n o 

s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s s a o : 

. Se a < b , e n t a o p a r a t o d o c •+ a + c < b •*• c; 

. Se a < b e c < d a + c C b + d ; 

. Se b C c e a > 0 a . b < a . c . 

O i d e a l s e r i a qu e e s s a s l e i s t a m b e m f o s s e m a p l i c a ve i s a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s i s t e m a s  d e  n u m e r o s  e m  p o n t o  f l u t u a n t e  FP Cb , p , c> . 

P r i m e i r o , o b s e r va mos qu e s e x e y s a o d o i s n u m e r o s r e a l s 

q u a i s q u e r com x < y , e n t a o x < y. Podemos t e r x = y mes mo qu a n d o 

x < y. I s s o o c o r r e s e o s p r i m e i r o s p d i g i t o s de x e y f o r e m 

i g u a i s . 

T e o r e m a 2.2: Em FPCb, p , c> t e m o s 

. S e a < b , e n t a o p a r a t o d o c =» a © c < b © c; 

. Se a < b e c < d -*• a ® c :£ b © d ; 

. Se b C c e a > 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •* a ® b < a ® c . 

I n f e l i z m e n t e , e s s a s r e l a g b e s qu e s a o d es ig u a l d a d es e s t r i t a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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n o s i s t e m a de n u m e r o s r e a l s , f o r a m e n f r a q u e c i d a s p o l o < em 

FPCb, p , c> . P r o v a m a t e m a t i c a em ESTER741. 

2.9 O p e r a g d e s A r i t m e t i c a s d© n u m e r o s e m P o n t o F l u t u a n t e 

D ados d o i s n u m e r o s x © y e s c r i t o s n a f o r m a C2.1>, i r e m o s 

m o s t r a r como s a o r e a l i z a d a s a s o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s n o s i s t e m a de 

n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e s eg u n d o CHAMA78J. 

2.9.1 A d i g a o © S u b t r a c a o 

1. E s c o l h e r o n u m e r o com m a n o r ©xpo©nt© e n t r e x e y © 

d e s l o c a r s u a m a n t i s s a p a r a a d i r e i t a u m n u m e r o de d i g i t o s 

i g u a l a d if© r©nca a b s o l u t a en tr © o s r e s p e c t i v o s e x p o e n te s ; 

2. C o ioca r o e x p o e n te d o r e s u l t a d o i g u a l a o m a i o r e x p o e n te 

e n t r e x e y ; 

3. E x e c u t a r a d ig a o/ s u b tr - a g a o d a s m a n t i s s a s ob ed ecen d o a o r d e m 

Cx + y> e Cx - y> e d e t e r m i n a r o s i n a l do r e s u l t a d o ; 

4. N o r m a l i z a r o v a l o r do r e s u l t a d o , s© n e c e s s a r i o ; 

5. A r r e d o n d a r o v a l o r do r e s u l t a d o , s e n e c e s s a r i o ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6. V e r i f l c a r s e h ou ve o v e r f l o w C exp l ica do em 2.10>. 

2.9.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M u l t i p l i c a c a o 

1. C o ioca r o e x p o e n te do r e s u l t a d o i g u a l a s om a d os e x p o e n te s 

de x e y ; 

2. M u l t i p l i c a r a s m a n t i s s a s © d e t e r m i n a r o s i n a l d o 

r e s u l t a d o ; 
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3. N o r m a l i z a r o v a l o r do r e s u l t a d o , s e n e c e s s a r i o } 

4. A r r e d o n d a r o v a l o r do r e s u l t a d o , s e n e c e s s a r i o ; 

5. V e r i f i c a r s e h ou vezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o v e r f l o w o u u n d e r f l o w C exp l ica do em 

2.10X 

2.9.3 D i v i s a o 

1. C o ioca r o e x p o e n te do r e s u l t a d o i g u a l a d i f e r e n c a d os d o i s 

e x p o e n te s , do dividend© e do d i v i i s o r ; 

2. D i v i d i r a s m a n t i s s a s ob ed ecen d o a o r d e m Cx / y? e 

d e t e r m i n a r o s i n a l do r e s u l t a d o ; 

3. N o r m a l i z a r o r e s u l t a d o , s e n e c e s s a r i o ; 

4. A r r e d o n d a r o r e s u l t a d o , s e n e c e s s a a r i o ; 

5. V e r i f i c a r s e h ou ve o v e r f l o w o u u n d e r f l o w C exp l ica do a 

s e g u i r X 

2.10 O v e r f l o w e U n d e r f l o w ©m P o n t o F l u t u a n t e 

A t e es t© p o n t o a s s u m im o s qu e u m n u m e r o em p o n t o f l u t u a n t e 

e s t a e s c r i t o n a f o r m a C2.1X Em g e r a l , o e x p o e n te e s t a r e s t r i t o a o 

i n t e r v a l o 

e < e < e . C2.4> 
* 

P a r a u ma m a q u in a qu e a r m a ze n a o e x p o e n te com ex ces s o , 

u sualment© t e m o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© m -C© + 1>. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m 
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Mas s o a m a q u in a m a n te m e x p o e n te s n e g a t i v o s como co m p l em en to 

de u m o u s i n a l e m a g n i t u d e , t e m o s 

R e s t r i n g i n d o o i n t e r va l o do e x p o e n te , r e s t r i n g i m o s o 

i n t e r v a l o d os n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e qu e p od emos r e p r e s e n t a r . 

U s a moszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L p a r a r e p r e s e n t a r o m a l o r n u m e r o p o s i t i ve * em p o n t o 

f l u t u a n t e qu e p od emos r e p r e s e n t a r s u j e i t o a <2.4>. De modo s i m i l a r 

u s a r e m o s 1 p a r a r e p r e s e n t a r o m e n o r n u m e r o p o s i t i v o n o r m a l i za d o em 

p o n t o f l u t u a n t e qu e p od emos r e p r e s e n t a r s u j e i t o a C2.4X E n ta o 

L « b e . C 1 - b ~ P > < b e 

e 

1 •» b . b •» b 

I s s o m o s t r a u ma p eq u en a a s s i m e t r i a em n o s s o s i s t e m a de 

n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e : E x i s t e m a l g u n s n u m e r o s p eq u en os c u j a 

r e c i p r o c a n a o p od e s e r r e p r e s e n t a d o p o r q u e e l e s s a o m a i o r e s do qu e 

L . 

0 f a t o d os l i m i t e s e e • i s e r e m i n e r e n t a s a m a q u in a , s u g e r e 

qu e d eves s em s e r i n c l u i d o s n a d e f i n i c a o do n u m e r o s em p o n t o 

f l u t u a n t e . D es s a f o r m a , a o i n v 6 s de SCb, p> d e ve r i a m o s t e r SCb , p , 

e , e > qu e c o n t e m z e r o e t o d o s o s n u m e r o s em SCb , p> qu e p od em 

s e r e s c r i t o s n a f o r m a C2.1X Mas c o n t i n u a r e m o s com a a b o r d a g e m 

a n t e r i o r p a r a t r a t a r o p r o b l e m a de o v e r f l o w e u n d e r f l o w s e p a r a d o 
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d os p r o b l e m a s r e l a c i o n a d o s com e r r o s de a r r e d o n d a m e n i o e o u t r a s 

a n o m a l i a s p e r t i n e n t . e s a a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e . O c o r r e r a 

o v e r f l o w s e t e n t a r m o s p r o d u z i r u m n u m e r o com v a l o r a b s o l u t e m a l o r 

do qu e L , e u n d e r f l o w s e d i f e r e n t e de z e r o com v a l o r a b s o l u t o 

m en o r do qu ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. Em a mb os o s c a s o s o c o r r e t r a n s b o r d a m e n t o de 

e x p o e n te . 

E x i s te n t a l g u m a s m a n e i r a s de l i d a r com t r a n s b o r d a m e n t o de 

e x p o e n te . E l a s p od em e n v o l v e r q u e s t d e s d o qu e o h a r d w a r e f a z e do 

qu e o c o m p i l a d o r f a z . O qu e o c o m p i l a d o r e ca p a z de f a z e r e 

c l a r a m e n t e a l g u m a e x t e n s a o do qu e o h a r d w a r e f a z . 

2.10.1 A r r a n j o s G - z e r o 

Uma d a s p r i m e i r a s a b o r d a g e n s p a r a o t r a t a m e n t o do 

t r a n s b o r d a m e n t o de e x p o e n te f o i ch a ma d a de a r r a n j o s G - z e r o . E s t e 

a r r a n j o f u n c i o n a d a s e g u i n t e m a n e i r a : 

a> Se h o u v e r u n d e r f l o w , o r e s u l t a d o s e t o r n a z e r o ; 

b> S e h o u v e r o v e r f l o w , o r e s u l t a d o t e r a o s i n a l c o r r e t o e o 

v a l o r i g u a l a G. G © u m n u m e r o em p o n t o f l u t u a n t e 

d i f e r e n t e de i n f i n i t o , e s t e a r r a n j o e con h ec id o como 

a r r a n j o p a d r a o . 

2.10.2 A r r a n j o s co - z e r o 

a> S e h o u v e r u n d e r f l o w , o r e s u l t a d o s e t o r n a z e r o ; 

b> S e h o u v e r o v e r f l o w , o r e s u l t a d o s e r a u m g e n u in o i n f i n i t o . 
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N es te ca s o p r e c i s a h a v e r a l g u m a f o r m a de r e p r e s e n t a r co 

como n o INTEL 80387. 

E x i s ten t v a n t a g e n s e d e s va n ta g e n s n o u s o de a m b os o s a r r a n j o s . 

P a r a a c o m p u ta c a o on d e e s s e s a r r a n j o s n a o da o b on s r e s u l t a d o s , 

e x l s t e m o u t r a s f o r m a s de c o n t o r n a r o p r ob l em a . P a r a m a i s d e t a l h e s 

v e r 1STER741 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.11 I n t r o d u c a o a M u l t i p l a P r e c i s a o 

Vamos m o s t r a r como a f a l t a de p r e c i s a o p od e i n f l u e n c i a r o 

r e s u l t a d o de u ma com p u ta ca o . S e j a o s i s t e m a l i n e a r 

37639840 x - 46099201 y = 0 , 

29180479 x - 3S738642 y • - 1 , <2.S> 

r e s o l v i d o p o r u m p r o g r a m a qu e r e c o n h e c i d a m e n te e de b oa qu a l id a d e 

n u m e q u ip a m e n to com 16 d i g i t o s d e c im a l s de p r e c i s a o f o r n e c e a 

s e g u i n t e r e s p o s t a : 

x * - 42587641.S92475, 

yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m - 34772663.730032, 

e m b o r a a s o l u ca o c o r r e t a s e j a 

x = 46099201, 

y » 37639840. 
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O dx«mplo a c im a m o s t r a b em a n eces s id a d e de u ma p r e c i s a o 

m a io r . O i d e a l s e r i a s e p u d es s emos v a r i a r a p r e c i s a o e i r 

s u b s t i t u i n d o o r e s u l t a d o n o s i s t e m a l i n e a r C2.5) a t e c o n s e g u i r a 

r e s p o s t a e x a t a o u a c e i t a v e l . 

Gomo f o i v i s t o n a s eca o 2.3, p od emos r e p r e s e n t a r u m n u m e r o 

q u a l q u e r em p o n t o f l u t u a n t e p o r 

x *» m ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b0 

on de 

b - e a b a s e do s i s t e m a de n u m e r o s , b > 2 ; 

e - e x p o e n te , u m i n t e i r o q u a l q u e r ; 

m - f r a c a o o u m a n t i s s a , —g— — |m| < 1. 

Q u a ndo f i x a m o s o e x p o e n te e a q u a n t i d a d e de d i g i t o s d a 

m a n t i s s a , e s t a m o s r e s t r i n g i n d o o c o n j u n t o de n u m e r o s r e a l s qu e 

p od emos r e p r e s e n t a r . O r a , ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b e m  s a b i d o  qu e o  s i s t e m a  de n u m e r o s 

r e a i s e i n f i n i t o e j a qu e n a o p od emos r e p r e s e n t a r t o d o s o s s e u s 

e l e m e n to s , e  b om qu e p os s a m os r e p r e s e n t a r o m a i o r n u m e r o d e les . 

No exemp lo a n t e r i o r e n c o n t r a m o s u ma r e s p o s t a a b s u r d a p o r q u e 

n o c o n j u n t o de n u m e r o s qu e p o d e r i a m o s r e p r e s e n t a r , u s a n d o a q u e l a 

p r e c i s a o , p e r d i a m o s b a s t a n t e d i g i t o s em v i r t u d e de a r r e d o n d a m e n t o 

e/ ou t r u n c a m e n t o . S e a u m e n t a r m o s a p r e c i s a o p a r a 25 d i g i t o s , p o r 

exemp lo , j a o b t e m o s u ma r e s p o s t a b em s a t i s f a t d r i a : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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x = 46099201.0004, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y m  37639840.0003. 

A i d e i a de m u l t i p l a p r e c i s a o 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e s t a , v a r i a r o e x p o e n te e a 

q u a n t i d a d e de d i g i t o s d a m a n t i s s a a t e qu e o s n u m e r o s r e p r e s e n t a d o s 

p o r e s s a comb in a ca o a te n d a m a s n o s s a s n eces s id a d es . 

2.12 A l g o r i t m o s B a s i c o s e m A r i t m e t i c a d e M u l t i p l a P r e c i s a o 

P or s im p l i c i d a d e , va mos a s s u m i r qu e e s t a m o s t r a b a l h a n d o com 

n u m e r o s i n t e i r o s e p o s i t i v o s a o i n v e s de n u m e r o s d a f o r m a C2.1X 

E m b or a a m a n t i s s a d eva s a t i s f a z e r 1/b < m < 1, a s o p e r a c b e s podem 

s e r r e a l i z a d a s em i n t e i r o com a s m a n t i s s a s , u ma vez qu e o p o n t o 

d ec im a l n a o e r e p r e s e n t a d o . 

Vamos a p r e s e n t a r o s a l g o r i t m o s p a r a r e a l i z a r a s q u a t r o 

o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s . Vamos a s s u m i r qu e e s t a m o s t r a b a l h a n d o n o 

s i s t e m a p o s i c i o n a l de b a s e b . Os a l g o r i t m o s f o r a m s u g e r i d o s p o r 

[KNUT691. 

2.12.1 A d i c a o d e N u m e r o s e m M u l t i p l a P r e c i s a o 

D ados d o i s n u m e r o s i n t e i r o s com n d i g i t o s ca d a u m u u ...u e 
1 2 r> 

v v ...v , e s t e a l g o r i t m o o b t e m a s om a d es s es n u m e r o s w w w ...w 
4 2 n O i 2 n 

= u u ...u + v v ...v . w i n d i c a o c a r r y , qu e s e m p r e s e r a 0 o u 
i 2 n 1 2 r> O 

1. 
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p r o c e d u r e A 

b e g i n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j : « n < in d ica o s d i g i t o s de u , v> 

k := 0 < a a r r y> 

w h i l e < j > 1> d o 

w :=> < u , +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v +  k )  m od b 

J J J 

k [ < u . + v, + k> / b j <k e i g u a l a 0 o u 1, 

d ep en d en d o d a o c o r r e n c i a o u 

n a o de u m c a r r y } 

e n d w h i l e 

WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m k 

o 

e n d . 

2.12.2 S u b t r a c a o d e N u m e r o s e m M u l t i p l a P r e c i s a o 

D ados d o i s n u m e r o s i n t e i r o s p o s i t i v o s com n d i g i t o s ca d a u m 

u u ...u e v v ...v , e s t e a l g o r i t m o o b t e m a d i f e r e n c a d e s s e s 
1 2 n 1 2 n * 

n u m e r o s w w ...w «• u u . . .u - v v ...v . 
1 2 n 1 2 n 1 2 ri 

p r o c e d u r e S 

b e g i n 

j := n < in d ica o s d i g i t o s de u , v> 

k := 0 < ca r r y> 

w h i l e C j > 1> d o 

w, Cu . - v, + k> m o d b 

j jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 

k : « |<u - v, + k> / b I <k e i g u a l a - 1 o u 0, 

d ep en d en d o d a o o o r r d n c l a de u m 
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e m p r e s t i m o o u n a o , i s t o e, s e 

u . - v . + k < 0 o u n a o ) 

j J - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e n d _ w h i l e 

e n d . 

2.12.3 M u l t i p l i c a c a o d e N u m e r o s e m M u l t i p l a P r e c i s a o 

D a dos d o ts n u m e r o s i n t e i r o s p o s i t i v o s u u . . .u e v v ...v , 
1 2 n 1 2 m 

e s t e a l g o r i t m o o b t e m o p r o d u t o d es s es n u m e r o s w w ...w = 
1 2 m+n 

U U „ .U * V V ...V . 
1 2 n 1 2 m 

p r o c e d u r e M 

b e g i n 

w : « w : « ... := w : « 0 

m +t m+2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m+ n 

j ;= m 

w h i l e Cj > 1 ) d o 

i f <v. * 0> t h e n 
j 

i := n 

k := 0 

w h i l e <i > 1> d o 

t :«= u * v + w. . + k 

w :— t m o d b 

k : « (_ t / bJ<o c a r r y k s e m p r e e s t a r a no i n t e r v a l o 

0 < k < b> 

i := i - 1 

©nd__whi l© 

w. k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 
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j •» j " I 

e n d _ w h i l e 

e n d . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.12.4 D i v i s a o d e N u m e r o s e m M u l t i p l a P r e c i s a o 

D ados d o i s n u m e r o s i n t e i r o s p o s i t i v e s u u ...u e 
1 2 m+r> 

V
4

V
2 — v

n on de n > 1 e v^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA #  0 , e s t e a l g o r i t m o o b t e m o q u o c i e n te 

q q ...q e o r e s t o r r . . .r d a d i v i s a o de u u . . .u p o r 
O 1 m 1 2 r> 1 2 n 

V V . . . V . 
1 2 m 

p r o c e d u r e D 

b e g i n 

d := J_ b / Cv̂  + 1> J <d p od e s e r q u a l q u e r v a l o r d es d e 

qu e v 4 £ [ b / 2 J> 

u u u ...u : « u u . . .u * d 
O 1 2 m +n 1 2 m +n 

v v ...v :* v v ...v • d i i n t r o d u z i m o s u m n ovo d i g i t o 
1 2 n 1 2 ri 

u & e s q u e r d a de u . S e d • 1 
o ^ i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t u d o  o  q u e  p r e c i s a m o s  f a z e r e  

u «= 0> 

o 

j 0 

w h i l e Cj < m ) d o < e s te c i c l o i n d i c a a d i v i s a o de 

u u u , . . .u  p o r v v ...v > 
j j +4 ,|+2 j + n 1 2 n 

i fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <u «• v > t h e n 
j -

q :=* b - 1 

e l s e 

q :•» I Cu b + u . > / v I 
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e n d i f 

w h i l e Cv q > <u , b + u - q v > b + u > d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j + i * j+ 2  

e n d w h i l e 

u u u ,..u = u u u . . .u - q * v v ...v 
J J+ i j + 2  j + n j j + i j + 2  j + n * 1 2  r. 

i f ( u u u . . .u < 0 ) t h e n 
j j + l j +2 j+r> 

u u . u . . .u := u u u . . .u + Ov v ,..v 
4 j + l j +2 j + n j j + l j +2 j + n 1 2 n 

e n d i f 

e n d _ w h i l e <q q ...q e o qu ocient© , o r e s i o e o b t i d o de 

u . . .u / d> 
m + l m * n 

e n d . 

2.13 D i g i t o s d e O u a r d a 

Como j a f o i v i s t o , FPCb, p , » } r o p r e s e n i a o s i s t e m a de 

n u m e r o s em p o n t o f l u t u a n t e onde p i n d i c a a p r e c i s a o , o u s e j a , o 

n u m e r o de d i g i t o s n a b a s e b c o n t i d o s n a m a n t i s s a . E m b or a e x i s t a m p 

d i g i t o s , e i m p o r t a n t o u s a r d i g i t o s e x t r a s , ch a ma d os de d i g i t o s d e 

g u a r d a , d u r a n t e a s o p e r a c b e s a r i t m e t i c a s com os n u m e r o s em p o n t o 

f l u t u a n t e . I s s o permit© a u m e n t a r a i n d a m a is a p r e c i s a o d os 

r e s u l t a d o s e e s o b r e d i g i t o s de g u a r d a qu e s e r a o r e a l i z a d a s 

a s o p e r a c b e s de a r r s d o n d a m e n i o o u d© t r u n c a m e n t o . 

Nao e x i s t e u ma r e l a g a o e n t r e p e a q u a n t i dado d© d i g i t o s de 

g u a r d a , A p r a t i c a n o s m o s t r o u qu e d o i s d i g i t o s de g u a r d a 

s a o s u f i c i e n t e s p a r a s e o b t e r os r e s u l t a d o s d es e j a d os . A 

j u s t i f i c a t i v a p a r a i s s o © qu e s© t e m o s p d i g i t o s n a m a n t i s s a m a i s 
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d o i s d i g i t o s de g u a r d a , o C p + 2 ) - es imo d i g i t o , o u o s eg u n d o d i g i t o 

de g u a r d a , pode © s ta r s u j e i t o a e r r o s d evid o a o s m e to d o s 

n u m e r i c o s , ma s o p r i m e i r o d i g i t o de g u a r d a e s t a r a c o r r e t o . E e 

s o b r e © s te d i g i t o qu© s e r a f e i t o o a r r e d o n d a m e n t o o u t r u n c a m e n t o . 

D es s a f o r m a , s e t e m o s O.d d ...d , p d i g i t o s n a m a n t i s s a e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p r ** 

d > 5, e n t a o O.d d ...d s e r a a u m e n ta d o d© i . b  p , E s© d < 

p+1 1 2 p p-t-1 

S e n t a o O.d d ...d s e r a o r e s u l t a d o . 

1 2  p 

Vamos i l u s t r a r o qu e f o i v i s t o com u m exemp lo. S e j a FPC10, 5, 

r > c o n , d o i S d K i t c de . « p » * « o . c a l c u l izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y - _ U o m x > 

0. U t i l i z a r e m o s o p r o c e s e o i t e r a t i v o d© N ew ton s u g e r i d o p o 

CMAR0873 p a r a a p r o x i m a r y: 

y a y <2 - x.y > j p a r a n = 0, 1, 2,... 
n + l ' n n 

O v a l o r de y Q s u g e r i d o p o r IMAR0871 6 o s e g u i n t e , S u p on h a qu e 

x s e j a © s c r i to n a f o r m a 

x *» x . 2 
l 

ond© 

1 
< x < 1, 

2 ~ i 

m © u m i n t e i r o . 

y ^ a 2~m s e r a e n t a o a p r im© ira a p r o x im a c a o p a r a y. S e j a x » 2 , 

e n t a o y = - 4 — 
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i t e r a c a o v a l o r d© y d i g i t o de g u a r d a 

0 0.25 00 

1 0.375zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j 00 | 

2 0.46875 00 

3 0.49804 68 

4 0.49999 23 

5 0.49999 99 

S em u s a r n r os os d i g i t o s de g u a r d a o s r e s u l t a d o s d a q u a r t a e 

q u i n t a i t e r a c a o s e r i a m i g u a i s , d e s s a f o r m a c o n c l u i r i a m o s qu© 

1 / 2 s © r ia 0.49999. Ao p a s s o qu©, u s a n d o o s d i g i t o s de g u a r d a o 

r e s u l t a d o s e r i a a r r e d o n d a d o p a r a 0.5, p o i s o p r i m e i r o d i g i t o de 

g u a r d a e 9 © e m a i o r qu© 5. I s s o m o s t r a qu© p od emos a u m e n t a r a 

p r e c i s a o u s a n d o t a i s d i g i t o s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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C A P I T UL O I I I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

COMPU TACAO 0 E FUNCOESzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E L E M E N T A R E S 

3.1 I n t r o d u g a o 

Nest© c a p i t u l o va m os m o s t r a r como p od emos a p r o x i m a r v a l o r e s 

d© f u n g d e s a t r a v e s de p r o c e s s o s n u m e r i c o s , T r a t a r e m o s a p en a s d a 

a p r o x i m a c a o p o l i n o m i a l , j a qu e e s t a e d e long© a m a i s u s a d a , 

porqu© ©nvolv© a p en a s a s q u a t r o o p e r a g o e s a r i t m e t i c a s s e 

c o n s i d e r a r m o s a p o te n e i a g a o < i n t e i r a > como s e q u d n c i a de 

m u l t i p l i c a c d e s . U t i l i z a r e m o s t r e s m e to d o s : i n t e r p o l a g S o , q u a d r a d os 

m in im os © a p r o x im a c a o r a c i o n a l , qu© 6 o t i p o d© fu n g a o m a i s g e r a l 

qu e pod© s e r a va l i a d a d ir eta men t© ©m u m c o m p u ta d o r . Fina lment© , 

va mos m o s t r a r como f l e a m e s s e s m e to d o s de a p r o x i m a c a o d© fu n g d e s 

qu a n d o s e u t i l i z a a r i t m e t i c a de m u l t i p l a p r e c i s a o . 

3.2 A p r o x i m a c a o 

Em a n a l i s e n u m e r i c a , p r o c u r a - s e r e s o l v o r p r o b l e m a s 

m a t e m a t i c o e p o r p r o c e s s o s n u m e r i c o s . C la rament© h a n©c©ssidad© d© 

a p r o x i m a r q u a n t l d a d e s n a o a r i t m e t i c a s p o r q u a n t i d a d e s 

a r i t m e t i c a s e d e s c o b r i r o s e r r o s a s s o c i a d o s a t a i s a p r o x im a g d e s 

© o t e m a c e n t r a l d e s s a a n a l i s e . Ha s i t u a g d e s em qu e e x i s t i r a o 

v a r i o s m e to d o s p o s s i v e i s p a r a s e o b t e r u ma a p r o x im a g a o d es e j a d a . A 

e s c o l h a de u m m e to d o depend© d o c r i t e r i o a s e r u s a d o p a r a j u l g a r 

t a l a p r ox im a g a o . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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S u p on h a qu© © da do u m v a l o r x > 0 e d es e j a m a s c a l c u l a r y x . 

A lgu ma s p o s s i b i l i d a d e s s a o a s s o g u i n t e s : 

1. U s a r o m©todo c l a s s i c o a p r e n d i d o p©la m a i o r l a d a s p e s s o a s 

n a ©scola de s eg u n d o g r a u ; 

2. P r o c u r a r x n a t a b e l a d© r a i z q u a d r a d a , © s© x © s t i ve r 

e n t r e d o i s a r g u m e n t o s n e s t a t a b e l a , f a z e r i n t e r p o l a g a o 

p a r a e n c o n t r a rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -/ xT" ; 

3. U s a r q u a l q u e r u m d os p r o c e s s o s i t e r a t i v o s p a r a c o m p u t a r 

N a t u r a l m e n t e a s s u m i r e m o s qu© t o d o s e s s e s m e to d o s con d u zem a 

u m r e s u l t a d o r a z o a v e l de -/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x~* . A q u e s t a o b a s i c a ©: q u a l o © r r o 

qu© p od emos t o l e r a r n o r e s u l t a d o ? E s t a q u e s t a o n a o soment© 

r e c o n h e c e a o c o r r & n c i a d© u m e r r o , ma s a i m p o r t a n c i a de s e e s t a r 

a p t o a e s t i m a - l o , S o m e n te qu a n d o s e te r n m e to d o s on d e © p o s s i v e l 

e s t i m a r o u l i m i t a r u m © r r o d© a p r o x im a g a o p od emos c o m p a r a r e s s e s 

m etod os b a s ea d os n a m a g n i tu d e d es s es e r r o s . 

A q u e s t a o qu e s u r g e e de q u a l e r r o e s t i m a r , s e o a b s o l u t o o u 

o r e l a t i v o ? O u t r a q u e s t a o © d© como l i m i t a r ©ss© © r r o , s e p a r a 

t o d o x em a l g u m in ter va l© o u a l g u m © r r o med io. E s s a s q u e s t d e s 

n e c e s s i t a m s e r r e s p o n d i d a s n a p r a t i c a , ma s n o s s o o b j e t i v o © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m o s t r a r qu e em u ma a p r o x im a c a o , p r i m e i r a m e n t e d e v e m o s a l c a n c a r 

a l g u m g r a u d es e j a d o de p r e c i s a o • e i m p l i c i t a m e n t e a s s u m i r qu e © s sa 

p r e c i s a o pod© s e r ©stimada . A lem d©ss©s o b j e t i v o s , d evemos l© va r 

©m  c o n t a a e f i c i e n c i a d© u m m e t o do p a r a o bt ©r u ma ap r o x i m ag ao . 
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3 . 3  C l a s s e s  d e  F u n c o e s  d e  A p r o x i m a c a o  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M u i t a s d a s a p r o x im a g b e s f© it,as em a n a l i s e n u m e r i c a c o n s i s t e n t 

em a p r o x i m a r u ma fu n g a o f < x > p o r a l g u m a com b in a ca o , a m a i o r i a d a s 

ve ze s l i n e a r , de f u n g b e s p er t. en cen t. es a a l g u m a c l a s s e p a r t i c u l a r . 

0 exemp lo m a is f a m i l i a r d e s s a a p r o x im a c a o © u s a r o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n p r i m e i r o s 

t e r m o s d a s e r i e de Ta y l o r . O u t r o exemp lo f a m i l i a r e  a r e g r a do 

t r a p e z i o em qu e f < x > © a p r o x im a d a p o r u ma s e q u e n c i a de s e g m e n to s 

de r© ta . P a r a ca d a s e g m e n to , a a p r o x im a g a o © u m p o l i n d m l o de g r a u 

1. G en e r a l i za n d o , p od emos c o n s i d e r a r u m p o l i n d m io de g r a u n em ve z 

de 1. U ma o u t r a c l a s s e s u g e r i d a p e l a i m p o r t . a n c i a d a s f u n c b e s e a 

c l a s s e de f u n c b e s t r i g o n o m e t r i c a s s i n n x + co s n x , n = 0 , 1, ... 

E x i s t e m o u t r a s c l a s s e s de f u n c b e s , s en d o a e x p o n e n c i a l u m exemp lo 

u t i l em a l g u n s ca s os p a r t i c u l a r e s . P a r a a p l i c a g b es comu n s em 

g e r a l , a p r o x im a c d e s p o l i n o m i a i s s a o a s m a is i m p o r t a n W s s egu n d o 

[RALS653. 

3.4 T I p o s d e A p r o x i m a g b e s 

S e j a fC x > u ma fu n g a o qu© d es e j a m os a p r o x i m a r u s a n d o a c l a s s e 

de f u n c b e s < g n * x > >, n = 0, 1, ... S u p on h a qu e a p r o x im a m o s fC x > 

p o r u ma comb in a ga o l i n e a r 

f Cx> = a g < x ) + a g <x> + ... + a g Cx> C3.1> 
O O 1 1 m m 

on de a 1 > i = 0 , 1, m s a o c o n s t a n t e s . G ha ma mos C3.1> u m a 

a p r o x im a c a o do t- ipo l i n e a r de f < x > . U ma a p r o x im a g a o do t l p o 

r a c i o n a l de fC x > © d a f o r m a 
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azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g <x> + a g <x> + ... + a g <x> 

» > * < * > + b g <x> + ... + b g (x> 
v O 1 i K k 

on d s a.,, b , ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 - 0 , 1, ... m © j «• 0 , 1, k s a o o o n s i a n i e s . A 

q u e s ta o c r u c i a l do p r o b l e m a d© a p r o x im a c a o © o c r i t e r i o u s a d o n a 

e s co l h a d a s c o n s t a n t e s em <3.1> e <3.2>. T r e s m e to d o s b a s ea d os em 

d i f e r e n t e s c r i t e r i o s s a o i m p o r t a n t e s : 

1. I n t e r p o l a c a o : As c o n s t a n t e s s a o e s c o l h id a s de modo qu e 

n os p o n t o s x^ , 1 = 1, p a a p r o x im a g a o 

e s u a s p r i m e i r a s d e r i v a d a s r . Conde r , © u m 

i n t e i r o m a i o r do qu e z e r o ) co in c id en t com 

f <x>, © xceto p e l o © r r o d© a r r e d o n d a m e n t o 

i n e v i t a v e l . 

2. Q u a d r a d o s M i n i m o s : O o b j e t i v o e m i n i m i z a r a i n t e g r a l d o 

q u a d r a d o d a d i f e r e n g a ' d© f < x > e s u a 

a p r o x im a g a o n o i n t s r v a l o t a , bJ» o u 

m a i s comument©, m i n i m i z a r a s om a d os 

q u a d r a d o s d os © r r o s n es s e mes mo 

in ter va l© . 

3 . A p r o x i m a g a o R a c i o n a l : O o b j e t i v o n e s s a a p r o x im a g a o 4 

m i n i m i z a r a m a x im a m a g n i tu d e d a 

d l f e r e n g a e n t r e fC x > © s u a 

a p r o x im a g a o n o in ter va l©zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ta, bl. 
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3.S A p r o x i m a c a o P o l i n o m i a l 

Uma a p r o x im a c a o p o l i n o m i a l © do t i p o <3.1>, on d e ca d azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g. <x> © 

u m p o l in d m io , A a p r o x im a c a o p o l i n o m i a l s© j u s t i f i c a p e l o f a t o d© 

qu© u m c o m p u ta d o r pod© © xecu ta r d i r e t a m e n t e a s o p e r a g b e s 

a r i t m e t i c a s e n vo l v i d a s n a a va l i a g a o de u m p o l i n d m i o , d es d e qu© 

c o n s i d e r e a p o te n c i a g a o i n t e i r a como m u i t i p l i c a g b o s de f a t o r e s 

i g u a i s . D es s a f o r m a , s e u s a r m o s f u n c b e s qu e n a o s© j a m p o l i n b m i o s 

e s s a s f u n c b e s d evem s e r a va i l a d a s u s a n d o a p r o x im a g a o p o l i n o m i a l o u 

r a c i o n a l , qu e © o t i p o de fu n g a o m a i s g e r a l qu© pod© s e r a va i l a d a 

d i r e t a m e n t e em u m c o m p u ta d o r . 

U ma p r o p r l e d a d e qu e a s p o t e n c i a s de x e a s f u n g b e s 

t r i g o n o m e t r i c a s Cbem como a s f u n g b e s © xponencia is ) t e r n em comu m © 

qu e u ma a p r o x im a g a o u s a n d o q u a l q u e r u ma d e s s a s c l a s s e s , mu d a m s eu s 

c o e f i c i e n t e s , ma s n a o s u a s f o r m a s s e a o r i g e m do s i s t e m a de 

coo r d en a d a s f o r mu da do. D es s a f o r m a , s© pCx> © u m p o l i n b m io o u 

fu n g a o r a c i o n a l , p<x + cO t a m b e m o ©, © s© tC x> © u m a a p r o x im a g a o 

l i n e a r o u r a c i o n a l u s a n d o s en o © eos s en o , tC x + cO ta m b e m o ©. U ma 

a p r o x im a g a o u s a n d o p o t e n c i a de x te r n u ma g r a n d e v a n ta g e m , p o i s s e 

a e s c a l a d a v a r i a v e l x f o r mu da da ©m r e l a g a o a o s c o e f i c i e n t e s , s u a 

f o r m a de a p r o x im a g a o c o n t i n u a , D es s a f o r m a , pCkx> e a i n d a u m 

p o l i n d m i o em x e do mes mo g r a u d© p<x>. I s t o n a o © verdad© p a r a 

a p r o x im a g b e s u s a n d o s en o e eos s en o. Em g e r a l , p a r a k n a o i n t e i r o 

s inC nkx> n a o © m em b r o d a c l a s s e s in C n xX 

O u t r a v a n t a g e m d os p o l i n d m io s © qu© em g e r a l »*k> f a c e t s d# 

s e r e m m a n ip u l a d o s , em p a r t i c u l a r d if© rencla dos e i n t e g r a d o s . 
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O t e o r e m a da a p r o x im a c a o do V e i e r s t r a s s n os g a r a n t e qu e s e 

fCx> f o r u ma fu n g a o c o n t i n u a em u m i n t e r v a l o f i n i t o t a ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hi, e n t a o , 

da do q u a l q u e r <= > 0 , e x i x t e u m n e u m p o l i n d m io p^Cx> t a l qu e 

!fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<x > - p Cx>| < e 

p a r a t o d o x em l a , bJ. P r o va em CRALS651. 

E s s e t e o r e m a n os g a r a n t e qu e p od emos e n c o n t r a r u m p o l in d m io zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

q u e  a p r o x i m e fC x > e q u e  t e n h a um  e r r o  a r b i t r a r i a m e n t e  p e q u e n o . A s 

v a n t a g e n s c o m p u ta c i o n a i s e  a n a l i t i c a s c i t a d a s a n t e r i o r m e n t e , 

f o r t e m e n t e r ecom en d a m o u s o d a a p r o x i m a g a o p o l i n o m i a l . 

3 .6 I n t e r p o l a g a o 

S u p on h a qu e s e t e n h a u ma fu n g a o f<x > qu e e con h ec id a em u m 

con j u n t o de p o n t o s . E s s es p o n t o s s a o ch a ma d os de p o n t o s t a b u l a r e s . 

O o b j e t i v o da i n t e r p o l a g a o e e s t i m a r v a l o r e s d e s s a fu n g a o em 

p o n t o s n a o t a b u l a r e s e l i m i t a r o e r r o e n t r e a e s t i m a t i v a e o v a l o r 

v e r d a d e i r o . 

A n eces s id a d e de s e i n t e r p o l a r s u r g e em v a r i a s s i t u a g o e s , 

como p o r exemp lo: 

a> Q u a ndo s a o con h ec id os a p en a s o s v a l o r e s n u m e r i c o s d a 

fu n g a o p a r a u m c o n j u n t o de p o n t o s e h a n eces s id a d e de 

c a l c u l a r o v a l o r d a fu n g a o em u m p o n t o n a o t a b e l a d o o u 

o b t e r o v a l o r de s u a i n t e g r a l ; 

32 



b> Q u a ndo a f u n g a o em e s t u d o te r n e x p r e s s a o a n a l i t i c a 

com p l ica d a qu e t o r n a a s o p e r a c d e s como a d i f e r e n c i a g a o e a 

in t© gr a ga o d i f i c e i s o u mes mo i m p o s s i v e i s de s e r e m 

r e a l i z a d a s . 

N os s a a b o r d a g em s e r a a p r o x i m a r fC x > p o r u ma fu n g a o gC x> q u e , 

n o s p o n t o s t a b u l a r e s , te r n u m mes mo v a l o r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f < x >  e p e r t e n c e a 

c l a s s e de f u n c b e s p o l i n o m i a i s . 

3.6.1 I n t e r p o l a g a o P o l i n o m i a l 

D ados o s p o n t o s <x , f Cx » , Cx , f Cx » , Cx , f Cx » , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O O i i n n 

p o r t a n t o n + 1 p o n t o s , q u e r em os a p r o x i m a r fC x > p o r u m p o l i n d m io de 

g r a u < n , p t a l qu e 

f Cx, ) = p ( x , ) , k = 0 , 1, n . 
k n k 

A e x i s t d n c i a e u n ic id a d e d© p Cx>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 © s ta b elecid a como s© »© gu e. 

R e p r e s e n te m o s p^Cx) p o r a^ + a ±Cx> + &zx2 + ... + a ^ x n . P a r a 

o b t e r p Cx>, b a s t a o b t e r o s c o e f i c i e n t e s a , a , ...,a . 

Da con d ig a o f Cxfc> = p^ Cx f c>, kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  0 , 1, n r e s u l t a 

s e g u i n t e s i s t e m a l i n e a r 
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a + a x + a x 2 + ...zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + a x n 

ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 O 2 0  n o 

a + a x + a x 2 + ... + a x " 
O 1 1 2  1 r>  1 

fXx > 
o 

f Cx > 
1 

a •+• a x + a x + ... • • • a x 
O I n 2  n  n  n  

f Cx > 

com n + 1 equ a goes e n + 1 i n c d g n i t a s a , a , a . A m a t r i z A 
O 1 n  

dos c o e f i c i e n t e s 6 

A = 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X X 

0  o 
,  2  1 X X 

1 1 

1 X X 
n  n  

X 

X 

qu e e u ma m a t r i z ; de V a n d e r t n o n d e e, p o r t a n t o , d es d e qu e x , x^ , 

x s e j a m p o n t o s d i s t i n t o s , t e m o s qu e d o t A * 0, o qu e i m p l i c a 

qu© o s i s t e m a l i n e a r admit© s o lu g a o u n ica . P o r t a n t o , ex is t© u m 

u n i c o p o l in d m io p Cx) t a l qu© f Cx, > = p Cx, ) , k = 0 , 1, n 
r»  kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n k 

desd© qu© x f c * x^ p a r a k * j . 

3.6.2 F o r m a s d e s© o b t e r p C x ) - F o r m a d© N e w t o n 
n 

E x is ten t v a r i a s f o r m a s do p o l i n d m io i n t e r p o l a d o r . U ma d e l a s © 

a f o r m a d© N ew ton , 

p Cx) = d + d ( x - x ) + . . . + d ( x - x )Cx - x ) . . . Cx - x ) 
r n  O l O n  O 1 n - 1 

©m qu© p r e c i s a m o s o b t e r os v a l o r e s d© d ^ , d^ , d^ . 
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1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O p e r a d o r d o d i i o r e n ^ a s d i v i d i d a s . 

S e j a fC x ) u ma fu n g a o t a b e l a d a em n + 1 p o n t o s d i s t i n t o s X Q , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i^, ...» x^ . O o p e r a d o r de d i f « r en g a s d i v i d i d a s e d e f i n i d o p o r : 

f t x 1 = f Cx > 
o o 

f i x 3 - f i x 1 f Cx > - f Cx > 
i * OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 O 

f t x , X 1 « ™ 
O 1 x - x x - x 

i O 1 o 

f f x^,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — flx^, X J 

f t x T X > X 1 = ~ — 
O 1 2  X - X • 

f i x . 3 - f t x 
f i x , X , XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J = 

O 1 n X - X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n  O 

D izemos qu e f Ex , x , x, 3 6 a d i f e r e n c a d i v i d i d a de 
O i k  y 

o r d e m k d a fu n g a o f Cx> s o b r e o s k + 1 p o n t o s x , x , .... x f e . 

T A B E L A DA S D I F E R E N C A S DI V I DI DA S 

D ada u ma fu n g a o fCx> e c o n h e c i d o e o s v a l o r e s qu e fCx> a s s u me 

n os p o n t o s d i s t i n t o s x , x , x^ , p od emos c o n s t r u i r a t a b e l a : 
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x ord©m 0 o r d e m 1 o r d e m 2 ... o r d e m n 

x 
o 

x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

x 
2 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 

X 
r i 

f t x 3 
f t x ^ , x^3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^X^Ni 3 i Cue yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f 3 

t l x >x 1 
^ 2 I LX ^ X ^ * >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yc 3 

f t x J f t x , x , x J ° 1 n 

2 fTv x 1 1 2 3 

2 3 . f t x 1 
3 

f i x 1 

f t x , x , x 3 
n - 2 n - 1 n 

f t x , x 3 

I I . F o r m a d© N e w t o n p a r a o P o l i n d m i o I n t e r p o l a d o r 

S e j a fC x ) c o n t i n u a e com t a n t a s d e r i v a d a s q u a n t a s f o r e m 

n e c e s s a r i a s n u m in ter va l© Ca» b3. E s© jam a = x < x < ... < x = 
O 1 n 

b , n + 1 p o n t o s . 

P a r a c o n s t r u i r m o s o p o l i n d m i o p^Cx) qu© i n t o r p o l a f< x> em x ^ , 

x , x i n i c i a m o s o b te n d o p Cx> qu e i n t e r p o l a fCx> em x = x . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i n O O 

E a s s i m s u c e s s i v a m e n te , c o n s t r u i r e m o s p, Cx) qu e i n t e r p o l a f Cx) em 
k 

x , x , .... x , k = 0, 1, n s en d o qu e p, Cx> = p, Cx) + 
O i k k + i k 

p, Cx) , k = 0, 1, n . 
k + i 

S e j a p^Cx) o p o l i n d m io d© g r a u z e r o qu© i n t e r p o l a fC x ) em x 

x . E n t a o , p Cx) = fC x ) = f t x 3, 

Temos , p a r a t o d o x «= l a , b3, x * x^ 

f [ x3 - f t x J fC x ) - f C x Q ) 

o x - X x - X , 
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Cx - x ) . f i x , xJ = fCx> - fC x > 
o o o 

fC x ) *» fCx > + Cx - x > . f t x , xJ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i O j |_ © O i 

pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i x)  E Cx> 
o o 

E Cx>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - fC x ) - p Cx) = Cx - x ) . f t x » x ! 

Not.© qu© E Cx) © o e r r o a o s© a p r o x i m a r f Cx) p o r p Cx), S© j a 

a g o r a c o n s t r u i r p Cx), o p o l i n d m io d© g r a u u m qu© i n t e r p o l a fC x ) 

em x e x . 
o i 

Temos 

fXx 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "*"" j£TxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f x 3 
Jt L X * X « X J " I I X * X > X J  j iij "• •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA • . m 

O 1 i O X - X 

•' •'• • •" •"•1 •• "•"»|M» f t x j x 3 

x - x 1 0 fC x ) - fC x ) - Cx - x ) . f t x , x 1 
o O O i o 

C x - x ) Cx - x ) . Cx - x ) 
1 l c 

f ( x ) - f t x ) - Cx - x ) . f i x , x ] 
r . o o i o 

I I»X  y, X  jt X J 
0 1 C x - x ) . C x - x ) 

o i 

fC x ) = fC x ) + Cx - x ) . f tx , x 1 + Cx - x ).Cx - x X f t x , x , x l 
. O O 1 O | j O 4 O i i 

p Cx) E Cx) 
4 i 

A s s im 

fCx ) + Cx - x ) . f i x , x 3 
O O O i 

Cx - x ) . Cx - x ) . f t x , x , xJ. 
O i O i 

p Cx) «s 

E Cx) = 
i 
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A p l ica n d o s u c e s s l v a m e n te o mes mo r a c i o c i n i o , t e r e m o s a f o r m a 

de N ew ton p a r a o p o l in d m io d© g r a u me n o r o u i g u a l a n qu© 

i n t e r p o l a f Cx) em x , x , x : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 n 

p C x )= f Cx )+Cx~x ) . f tx ,x l+ . . . - Kx- x >...Cx-x > .ftx ,...,x 1. 
n O O O i O n - i O n 

E x e m p l o : O b t e r o p o l i n d m i o p Cx) qu e i n t e r p o l a fC x ) n os 

p o n t o s d a d os a b a ix o : 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j  - 1 0  2 

fC x ) | 4  1 1 

p Cx)= fCx - x ) . f l x , x 3+Cx - x >.Cx - x ) . f tx » x , xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 
* 2 O O O l O 1 O 1 2 

o r d e m 

X 0  1 2 

1 4  _ o 

0  1 
2 / 3 

-1 

2 -1 

p Cx) = 4  + Cx + 1)  . C~3) + Cx + 1)  . Cx - 0 )  . 2/3 

P zCx> » - 3 - x - - 3  - x + 1 

n a p r a t i c a a f o r m a CI) e m a n t i d a . 

3 , 6 . 3  E s t u d o d o E r r o n a I n t e r p o l a g a o 

Ao s e a p r o x i m a r u ma fu n g a o fC x ) p o r u m p o l i n d m i o i n t e r p o l a d o r 

de g r a u < n , comet© - s© u m © r r o , o u s e j a , E^Cx) = fC x ) - P n C x) p a r a 

C I) 

C2) 
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t o d o x <e t x ^ , x^J. O e s t u d o do © r r o © impor ta n t© p a r a s a b e r m o s 

qu a o p r o x i m o p Cx) e s t a de fC x ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

T e o r e m a 3.1: S e j a m x o < < ... < n+1 p o n t o s . S e j a fC x ) 

com d e r i v a d a s a t e a o r d e m n+1 p a r a t o d o x «= tx , x 1. S e j a p Cx) o 
O n n 

p o l in d m io i n t e r p o l a d o r d© fC x ) n os p o n t o s x , x , x . E n t a o , 

o i n 

©m q u a l q u e r p o n t o x «= fx ^ , x 3, o © r r o © dado p o r E Cx) = f <x) -

f C£ > 

p Cx) =» Cx - x ) . Cx - x ) ... Cx - x ) . N x ond© £ e 
Cn+15I 

Cx , x >. P r o v a m a t e m a t i c a em [RUGG883. 
O n 

E x e m p l o : S e j a o p r o b l e m a d© s e o b t e r lnC3.7> p o r 

i n t e r p o l a g a o , on de lnCx> e s t a t a b e l a d o a b a ix o : 

x | 1 2 3 _ 4 

lnCx>| 0 0.6931 1.0986 1.3863 

com x ss 3.7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s C3,4) e s co lh em os x = 3 e x 
o 1 

N ew ton , p Cx) = 1 Cx ) + Cx - x ) . f t x , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i o o o 

v a l o r e s t a b e l a d o s t e m o s 

p Cx) = 1.0986 + Cx - 3 ) . C0.2877) 
i 

p C3.7) - 1.3000. 

D ado qu e com q u a t r o c a s a s d ec im a l s lnC3.7) = 1.3083, o e r r o 

c o m e t i d o © E C3.7) =» 8 . 3 x l 0 - 3 . Q u er em os m o s t r a r com ©ss© ©x©mplo 
l 

qu© £ qu© apa rec© n a e x p r e s s a o do © r r o do t e o r e m a 3.1 © rea lm©nt© 

u ma fu n g a o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x.  

= 4, P e la f d r m u l a de 

x 1 S u b s t i t u i n d o os 
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E Cx>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m  Cx - x >.Cx - x > . fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , £ £ t x , X ] 

1 OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pr  X O i 

Papa x - 3.7, E 4C3,7) - C3.7 - 3 ) . C3.7 - 4 > f < g x > • 8 .3x l0~ 3 

A g o r a f Cx> » - ~ i - , e n t a o , <0.7> . C-0.3> .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (- - i -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 » 8 .3x l0~ 3 

2 I _  „ 2 I 
X  V 2£ 

x 

«* £ = - 3.5378 e £ = 3.5578 . Mas £ € C3, 4> , e n t a o 
X X X 

% o 3.5578. 
x 

3.6 .4 L i m i t a n t e p a r a o E r r o 

A f o r m u l a p a r a o e r r o 

E Cx> «• f <x> - p <x> o Cx - x > . Cx - x > ... Cx - x > . x 

C n+1 > ! 

on de ? € Cx ,x > te r n u s o l i m i t a d o n a p r - a t i c a , u ma vez qu e s e r a o 
x O r * 

r a r a s a s s i t u a g o e s em qu e con h ece r em os f n * 4 C x > , © o p o n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z ̂  n u n c a 

e con h ec ld o . 

A i m p o r t a n c i a d a f 6 r m u l a e x a t a p a r a E^Cx) e t e d r i c a e p od e 

s e r u s a d a n a o b te n g a o d a s e s t i m a t i v a s de e r r o p a r a a s f o r m u l a s de 

i n t e r p o l a g a o , d i f e r e n c i a g a o e i n t e g r a g a o n u m e r i c a . 

V er emos a s e g u i r d o i s c o r o l a r i o s do t e o r e m a a n t e r i o r , qu e 

r e l a c i o n a m o e r r o com u m l i m i t a n t e de f Cx>. 

40 



C o r o l a r i o 1: Co i n a s h i p 6 t e s e s d o i e o r e m a 3.1 © s© f r ' + * C x > f o r 

c o n t i n u a e m 1 » t x ^ , x l p o d e m o s e s c r e v e r a s e g u i n t - e r e l a « j ao : 

I E Cx> I - I f C x ) - p Cx>| < |<x - x >.<x - x >...Cx - X >| . M r , + i 

Cn+1>! 

o n d e M • m a x I f n + 1 C x > I . 

C o r o l a r i o 2 : S e a l e m d a s h i p 6 " t e s e s a n l e r i o r e s o s p o r r t o s f o r e m 

i g j ua l m e n t -e © s p a c e j a d o s , o u s e j a 

x - x = x - x = ... = x - x = h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O 2 1 n n - i 

e n t a o 

h n + 1 . M 

i f <x> - p o <x > i < 4 . ^ ; ^ 

E x e m p l o : S e j a f <x> » e + x - 1 t , ab©l ada a b a i x o . O b t e r f <0 .7> 

p o r i n t - e r p o l a c a o © i a z e r u m a ar i a l i s© do e r r o c o m e i i d o : 

x | 0 0 .5 1 1.5 2 .0 

f Cx > 0 1.1487 2 .7 1 8 3 4 .9811 8 . 3 8 9 0 

p Cx> = f 'Cx > + Cx - x X f l x , x ] 
* i o o o i 

x = 0 .7 «s CO.5, 1>» ©rr t ao x =• 0 .5 © x = 1 
o i 

e e n t -a o 

p C x ) « 1 .1487 + Cx - 0 .5> . C3 . 1 3 9 2 ) 

p C0 .7 ) « 1 .7765 . 
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N e s s e c a s o , t e r n o s c o n d i < j d e s ' d e c a l e n d a r o v a l o r d o e r r o d a d o 

p o r | E 4 C 0 . 7 > | o |f C0 .7> - p C0.75 | = 0 . 0 6 2 8 , 

O s c o r o l a r i o s 1 e 2 f o r n e c e m o s s e g u i n t e s l i m i t e s p a r a o 

e r r o : 

a ) C o r o l a r i o 1 e m x = 0 .7 

M 

|E 4 <0 .7 >| < |<0.7 - 0 .5> . <0.7 - 1 ) | . — ~ - y 

o n d e 

M - m a x I f <x> I - e * - 2 .7 1 8 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 x « I O . 15,13 I I 

e n t a o 

| E €0 .7>j < 0 .0 8 1 0 . 

b> C o r o l a r i o 2 e m x = 0 .7 

I E Cx> I < . M - ° - 5 . 2 . 7 1 8 3 - 0 . 0 8 5 0 . 
1 l  1 8 2 8 

3 . 6 . 5 E s t i m a t i v a p a r a o E r r o 

S e a f u n c a o f Cx ? f o r d a d a n a f o r m a t a b u l a r , o v a l o r a b s o l u t o 

do e r r o I E <x> I s 6 p o d e s e r e s t i m a d o , p o r q u e n e s s e c a s o , n a o e 

p o s s i v e l c a l c u l a r M ^ ; m a s s e c o n s t r u i r m o s a t a b e l a d e d i f e r e n c a s 

d i v i d i d a s a t e a o r d e m n+1 , p o d e m o s u s a r o m a i o r v a l o r e m m d d u l o 
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d a s d i f e r e n c a s d e o r d e m n+1 c o m o u m a a p r o x i m a ^ a o p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n + i n o 

Cn+1>! 

i n t e r v a l o [ x , x ] . Ne ss© c a s o , d i z e m o s q u e 

I E C x ) I £ I Cx - x ) . Cx - x ) ... Cx - x ) I . m a x I d i f . d i v i d i d a s I 
' n

 1

 ' O 1 n
 1 1

 I 

3 . 6 . 6 S o b r e o G r a u d o P o i i n d m i o I n f c e r p o l a d o r 

A t a b e l a d e d i f e r e n c a s d i v i d i d a s j u n t o c o m a r e l a g a o e n t r e a 

d i f e r e n c a d i v i d i d a d e o r d e m k e a k - e s i m a d e r i v a d a , p o d e m n o s 

a u x i l i a r n a e s c o l h a d o g r a u d o p o i i n d m i o q ue u s a r e m o s p a r a 

i n t e r p o l a r u m a f u n c a o f Cx ) . 

D e v e - s e e m p r i m e i r o l u g a r , c o n s t r u i r a t a b e l a d e d i f e r e n c a s 

d i v i d i d a s . E m s e g u i d a , e x a m i n a r a s d i f e r e n c a s d i v i d i d a s d a f u n c a o 

n a v i z i n h a n q a do p o n t o d e i n t e r e s s e . S e n e s t a v i z i n h a n c a a s 

d i f e r e n c a s d i v i d i d a s d e o r d e m n s a o p r a t i c a m e n t e c o n s i a n t e s o u s© 

a s d i f e r e n c a s d e o r d e m n + 1 v a r i a m e m t o r n o d e z e r o , p o d e m o s 

c o n c l u i r q u e urn p o i i n d m i o d e g r a u n s e r a o q u e m e l h o r a p r o x i m a r a a 

f u n g a o n a r e g i a o c o n s i d e r a d a d a t a b e l a . 

P o r e x e m p l o , c o n s i d e r e m o s f C x ) = x t a b e l a d a a b a i x o c o m 

q u a t r o c a s a s d e c i m a l s : 

X | 0 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 

f C x > | 0 1.005 1.01 1 .0149 1.0198 1 .0247 
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o r d e m 

X 

1 ° 
1 

1.0 1 
0 . 5 

1.01 1 .005 

0 .5 

0 

1.02 1.01 
0 .5 

- 0 . 5 

1.03 1 . 0 1 4 9 
0 . 4 9 

0 

1.04 1 . 0 1 9 8 
0 . 4 9 

0 

1.05 1 .0 2 4 7 
0 . 4 9 

A s s i m , n o i n t e r v a l o C I , 1.051 d i z e m o s q u e um p o i i n d m i o d e 

g r a u 1 e u m a b o a a p r o x i m a c a o p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y x . 

3 . 7 Q u a d r a d o s M i n i m o s 

V l m o s n a s e ^ a o a n t e r i o r c o m o e s c o l h e r a s c o n s t a n i e s d e <3.1) 

u s a n d o a i n t e r p o l a c a o . A i n t e r p o l a c a o n a o e a c o n s e l h a v e l q ua n d o : 

a> £ p r e c i s o o b t e r um v a l o r a p r o x i m a d o d a f u n c a o e m a l g u m 

p o n t o f o r a do i n t e r v a l © t a b e l a d o , o u s e j a , q u a n d o s e q u e r 

e x t r a p o l a r ; 

b> O s v a l o r e s s a o r e s u l t a d o s d e a l g u m e x p e r i m e n t o , p o r q u e 

n e s s e c a s o , e s s e s v a l o r e s p o d e r a o c o n t e r e r r o s i n e r e n t e s 

q u e , e m g e r a i , n a o s a o p r e v i s i v e i s . 

S u r g e e n t a o a n e c e s s i d a d e d e s e a j u s t a r a e s s a s f u n c d e s 

t a b e l a d a s u m a f u n c a o q u e s e j a u m a b o a a p r o x i m a c a o p a r a o s v a l o r e s 

t a b e l a d o s e q u e n o s p e r m i t a e x t r a p o l a r c o m c e r t a m a r g e m d e 

s e g u r a n c a . T r a t a r e m o s a p e n a s do c a s o d i s c r e t o , u m a v e z q u e o 
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c o n t i n u o e a n a l o g o . 

3 .7 .1 C a s o D i s c r e t o 

0 p r o b l e m s do a j u s t © d e c u r v a s n o c a s o e m q u e i e m o s u m a 

t a b e l a d e p o n t o s Cx , f C x ) ) , Cx , f C x ) ) , Cx , f C x ) ) c o m x , 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 2 2 m m l 

x , x p e r t e n c e n t . e s a um i n t e r v a l o [ a , b l , c o n s i s t e e m 
2 r* 

e s c o l h e r m o s n f u n c o e s g ^Cx ) , g . Cx > , g ^ C x ) , c o n t i n u a s e m l a , 

bJ , e o b t e r n c o n s t a n t e s ot , ot , a t a i s q u e a f u n c a o 6 C x ) •= 
1 2 n

 T 

a g Cx> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a g Cx> + ... + a g C x ) , s e a p r o x i m e a o m a x i m o d e f Cx > . 

D i z e m o s q u e e s t e e um m o d e l o m a t e m a t i c o l i n e a r p o r q u e o s 

c o e f i c i e n t e s a d e t e r m i n a r a , a , ...» ot a p a r e c e m l i n e a r m e n t e , 
1 2 T) 

e m b o r a a s f u n c o e s g C x ) , g C x ) , g C x ) p o s s a m s e r f u n d o e s n a o 

l i n e a r e s e m x . 

A e s c o l h a d a s f u n c o e s g C x ) , g C x ) , g C x ) p o d e s e r f e i t a 
1 2 n 

o b s e r v a n d o o g r a f i c o d o s p o n t o s t a b e l a d o s o u b a s e a n d o - s e e m 

f u n d a m e n i o s t © 6 r i c o s d o e x p e r i m e n t o . 

3 . 7 . 2 O M e t o d o d o s Q u a d r a d o s M i n i m o s 

S e j a m d a d o s o s p o n t o s Cx , f C x ) ) , Cx , f C x ) ) , Cx , 
J 1 1 2 2 m 

f C x ) ) e a s n f m ^ o e s g C x ) , g C x ) , g C x ) e s c o l h i d a s d© 
m  1 2 n 

a l g u m a f o r m a . 

S u p o m o s q u e o n u m e r o d© p o n t o s m , t a b e l a d o s , © s e m p r e m a i o r 

o u i g u a l a n , o n u m e r o d e f u n c o e s e s c o l h i d a s o u o n u m e r o d e 
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c o e f i c i a n t e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a. ' s a s e d e t e r m i n a r . 

S e j a d, =s f <x , > - 6 C x , ) o d e s v i o e m x , . O m e t o d o d o s 
k k k k 

q u a d r a d o s m i n i m o s c o n s i s i e e m e s c o l h e r o s o t . ' s d e t a l f o r m a q u e a 

s o m a d o s q u a d r a d o s d o s d e s v i o s s e j a m i n i m a . £ c l a r o , p a r a q u e a 

s o m azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W m ) t f <x f c > - 6 <x k >] s e j a m i n i m a , c a d a p a r c e l a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k •- i k = 1 

2 

t f <xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA >-&<k >3 d e v e s e r p e q u e n a , o u s e j a , c a d a d e s v i o f C x ) 
K K K 

<5<xfc> © p e q u e n o . 

P o r t a n i o , p e i o c r i t e r i o d o s q u a d r a d o s m i n i m o s , o s 

c o e f i c i e n t e s ct. * s , q u e f a z e m c o m q u e 6 C x ) s e a p r o x i m e a o m a x i m o d e 

f C x ) , m i n i m i z a m a f u n c a o 

V 2 
FCc* , ot , ot ) • > t f Cx, ) - 6 Cx , ) ] 

1 2 r> , £, k  k 
k =• l 

t t f Cx, ) - « « ( x ) + a j ( x ) • ... - a g Cx, )T * C3 . 3 ) 
/ k i * i k 2 ^ 2 k n * n k 

k= 1 

O b s e r v a m o s q u e s e o m o d e l o a j u s t a r e x a t a m e n t e a o s d a d o s , o 

m i n i m o d a f u n c a o a c i m a s e r a z e r o e , p o r t a n t o , a i n t e r p o l a g a o e um 

c a s o e s p e c i a l d o s q u a d r a d o s m i n i m o s . 

D i f e r e n c i a n d o C3 .3 ) e m r e l a c a o a % , % f « n e i g u a l a n d o 

a s d e r i v a d a s a z e r o , o b i e m o s o s i s t c m a 
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V « / x i > - S / x
l > 3 a . 1 f > S C x X g Cx.>3os = > I C x . X g Cx, > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L, 1 k 1 k 1 , n k k n /, k **1 k 
K - i k= i  k = i 

t ) g Cx >.g Cx >3ot +...+ t ) g <x ) , e ( x 1 >3of = > f Cx . >.g Cx > 
, L 1 k 2 k 1 , L n k 2 k n £ k 2 k 
k= 1 k = l k= i 

0 « Cx >.g Cx 53a. +...+ t ) g Cx, >.g Cx, >lot = > fCx, >.g Cx, > 

k« 1 k= 1 k • 1 

q u e e um s i s t . e m a l i n e a r c o m n © q ua c d e s e n i n c d g n i t a s cx ' s . E s s a s 

e q u a c d e s s a o c h a m a d a s e q u a ^ d e s n o r m a l s I R UGG8 8 3 . 

E x e m p l o : P a r a f u n c a o t a b e l a d a a b a i x o 

x I -1 . 0 - 1 . 7 5 - 0 . 6 - 0 . 5 - 0 . 3 0 .0 0 . 2 0 .4 0 . 5 0 .7 1.0 

f C x > | 2 .0 5 -1 . 1 5 3 0 . 4 5 0 .4 0 .5 0 .0 0 . 2 0 .6 0 .5 1 2 1.2 2 . 0 5 

d e v e s e r a j u s t a d a p o r u m a p a r a b o l a p a s s a n d o p e l a o r i g e m , o u s e j a , 

2 2 

f Cx > = <5Cx> • oux C n e s t e c a s o i e m o s a p e n a s a f u n c a o gCx> • x >, 

T e m o s p o i s q u e r e s o l v e r a p e n a s ' a e q ua e a ' o 

i i l i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q gCx k>.gCx k>3.o t = J f C x k ) . g C x k ) 

k= 1 k = l 

i t g Cx k > 2 3 . « = t f Cx k > . g Cx f c > 

k = l k = l 

x f . f Cx, > 
, , „  k k 
k = 1 k = 1 

2 . 8 4 6 4 a * 5 . 8 7 5 6 * a 2 2 . 0 6 4 2 . 
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E n t a o 6 Cx > » 2 . 0 6 4 2 x © a p a r a b o l a q u e m e l h o r s e a p r o x i m a , 

n o s e n t i d o d o s q u a d r a d o s m i n i m o s , d a f u n c a o t a b e l a d a . 

3 . 8 A p r o x i m a c a o R a c i o n a l 

Um a o u t r a m a n e i r a d e s e a v a l i a r u m a f u n c a o m a t e m a t i c a -

t r i g o n o m e t r i c a , e x p o n e n c i a l , l o g a r i t m i c a , e t c - e m um c o m p u t a d o r 

s e r i a a r m a z e n a r u m a t a b e l a d a f u n c a o n a m e m o r i a e u s a r 

i n t e r p o l a c a o p a r a a v a l i a r a f u n c a o n o s p o n t e s n a o t a b u l a d o s . M a s 

e s s a t e c n i c a s e r i a e x t r e m a m e n t e c o n s u m i d o r a d© m e m 6 r i a e t a m b e m 

n a o t e r i a n e n h u m a v a n t a g e m e m v e l o c i d a d e e e m p r e c i s a o s o b r e a 

a p r o x i m a c a o r a c i o n a l s e g u n d o t CODY 8 0 1 . 

Go m o v i m o s n a e q u a c a o C 3 . 2 ) , u m a f u n c a o r a c i o n a l e a f u n c a o 

m a i s g e r a l q u e p o d e s e r a v a l i a d a d i r e t a m e n t e e m um c o m p u t a d o r . M a s 

p o r q ue u s a r f u n c a o r a c i o n a l a o i n v e s d e p o l i n o m i a l Cq ue n a 

v e r d a d e e a p e n a s u m c a s o p a r t i c u l a r d e a p r o x i m a c a o r a c i o n a l > ? 

A s i t u a c a o g e r a l e a s e g u i n t e : u m a c o m p u i a o ^ o d e v e s e r 

e x e c u t a d a m u i t a s , t a l v e z m i l h d e s , d e v e z e s p a r a a v a l i a r u m a f u n c a o 

m a t e m a t i c a . G e r a l m e n t e , e m t o d a a c o m p u t a c a o e d e s e j a v e l l i m i t a r 

o e r r o n o r e s u i t a d o . P a r a l i m i t a r e s s e e r r o s e m um c o n h e c i m e n t o a 

p r i o r i d o s n u m e r o s e n v o l v i d o s , s e r a c o m c e r t e z a o p i o r c a s o . D e s s a 

f o r m a a p r o p r i e d a d e d o e r r o d e s s a a p r o x i m a c a o d e m a i o r i m p o r t a n c i a 

s e r a o m a i o r e r r o e m m a g n i t u d e n o i n t e r v a l o . P o r t a n t o , o m a i o r 

o b j e t i v o d e u m a c o m p u t a c a o p a r a a p r o x i m a c a o d e u m a f u n c a o e 

m i n i m i z a r o m a x i m o e r r o . 
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N O s s a m e t a n s s s a s e ^ a o s e r a d e s e n v o l v e r u m a t e c n i c a p a r a 

g e r a r u m a a p r o x i m a c a o r a c i o n a l q u e , e n t r e t o d a s a s f u n c o e s 

r a c i o n a i s c o m o m e s m o g r a u d o p o i i n d m i o n o n u m e r a d o r e 

d e n o m i n a d o r , c o m e i a o m i n i m o e r r o m a x i m o . 

S© u m a a p r o x i m a c a o f o r a v a l i a d a m i l h d e s d e v e z e s , u m a o u t r a 

m e t a d a a p r o x i m a c a o © a l c a n c a r a m a x i m a v e l o c l d a d e . A p r i m e i r a 

m e t a a c i m a , m i n i m i z a r o e r r o m a x i m o , e a m a i o r r a z a o p a r a a 

e s c o i h a d a a p r o x i m a c a o r a c i o n a l e m v e z d a a p r o x i m a c a o p o l i n o m i a l . 

P a r a u m a c o m p u t a c a o q u a l q u e r , a a p r o x i m a c a o r a c i o n a l o b t e m m e n o r 

e r r o m a x i m o q u e a a p r o x i m a c a o p o l i n o m i a l n a m a i o r i a d a s f u n c o e s 

a p r o x i m a d a s e m um c o m p u t a d o r . E s s e r e s u i t a d o e e m p i r i c o , e e 

m o s t r a d o c o m d e t a l h e s e m CR A L S6 5 1 . 

3 .8 .1 A A p r o x i m a c a o d e P a d e 

N o s s a t e n t a t i v a d e o b t e r u m a a p r o x i m a c a o d a f o r m a 

P m C x > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ m k ^  ~ Q , C x ) 
k 

o n d e P C x ) e 0 C x ) s a o p o U n d m i o s d e g r a u n o m a x i m o m e k 
m k 

r e s p e c t ! v a m e n t e , e N • m •+• k o i n d i o e d e R C x ) , s e r a d a d o s m © k , 

e s c o l h e r P C x ) e Q, C x ) d e t a l f o r m a q u e P C x )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /  Q C x ) s e j a i g u a l 

a f C x ) e m x «* 0 e t e n h a m a s m e s m a s d e r i v a d a s n e s s e p o n t o . No c a s o 

d e k «= 0 , a a p r o x i m a c a o e a p e n a s a s e r i e d e M a c l a u r i n p a r a f C x ) . 

S e r a a s s u m i d o q u e a s e r i e d e M a c l a u r i n p a r a f C x ) e x i s t e p a r a x 

p r d x i m o d e z e r o . E x i s t e m d u a s r a z d e s p a r a a e s c o i h a d e x - 0 : C I ) 

a m a n i p u l a c a o s e t o r n a b e m m a i s s i m p l e s do q u e p a r a o u t r o x 
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q u a l q u e r ; C 2 ) o i n t e r v a l o s o b r e o q u a l d e s e j a m o s a p r o x i m a r a 

m a i o r i a d a s f u n c o e s c o n t e r a o z e r o , e q u a n d o n a o , u m a s i m p l e s 

m u d a n c a d e v a r i a v e l p o d e s e r u s a d a p a r a f a z e r o i n t e r v a l o c o n t o r o 

z e r o . A s s u m i r e m o s t a m b e m q u e P <x> e Q, Cx> n a o t e r n f a t o r e s o o m u n s . 

S e j a m 

P C x ) - ) a .x J e 

Q, C x ) » ) b ,x ' 

j = o 

o n d e b Q = 1. £ p e r m i t i d o t o r n a r o t e r m o c o n s t a n t © e m Q^Cx ) i g u a l a 

1 p o r q u e : C I ) o t e r m o c o n s t a n t ® n a o p o d e s e r z e r o s e a a p r o x i m a c a o 

d e v e e x i s t i r e m x =• 0 ; C2 ) o v a l o r d e R , C x ) n a o m u d a s e o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m k 

n u m e r a d o r e d e n o m i n a d o r f o r e m d i v i d i d o s p e l a m e s m a c o n s t a n t e . 

S e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J c . x J a s e r i e d e M a c l a u r i n p a r a f C x ) . E n t a o 

j = o  1 

c o n s i d e r a m o s a d i f © r e n c a 

f C x ) -

P C x ) 
m 

Q f e C x ) 

C , . X 

J 
b . x J 

jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 0 j = o 

a . .x 

C3 . 5 ) 

J =o 

b ,x J 

J 

Um a v e z q u e t e m o s N + 1 c o n s t a n t e s - m + 1 a , * s e k b . ' s - . a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 

n o s s a d i s p o s i g a o , f a r e m o s f C x ) - R ^ C x ) e • s u a s p r i m e i r a s N 

d e r i v a d a s i g u a i s a z e r o e m x » O. A l c a n c a r e m o s i s s o s e o n u m e r a d o r 

5 0 



do l a d o d i r e i t o d e C3.5> e t a l q ue s u a s p r i m e i r a s p o t e n c i a s s a o d e 

g r a u N+1. D e s s a f o r m a e s c r e v e r e m o s 

y b , K J 

U = ° J 
- I 

j = o 

a , ,x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A .x J <3.6> 

0 d e s a p a r e c i m e n t o d o s c o e f i c i e n t e s n a s p r i m e i r a s N+1 

p o t e n c i a s d e x n o l a d o d i r e i t o d e <3.6> e e q u i v a l e n t e a s e q u a g d e s 

c . b = 0 , 
N - s - . j j 

s = Q, 1, . . . » N - m - 1 

c . «• 0 , s e j < 0 , 

<3 .7 ) 

> c . b , -
Z, r - j j 

r =» 0 , 1, 

b, • 0 , s e j . > k 

<3.8> 

Q u a n d o e s s e c o n j u n t o d e N 

s o l u c a o , t e m - s e a a p r o x i m a c a o d a 

e s t i m a t i v a do e r r o e m C3.4> p o d e 

l a d o d i r e i t o d e <3.6>, q u e © d . x n + 1 

+ 1 e q u a g d e s l i n e a r e s t i v e r u m a 

f o r m a d e C3.4> [ R A L S 6 5 3 . Um a b o a 

s e r d a d a p e l o p r i m e i r o t e r m o d o 

c o m d d a d o p o r 

N+1 

E s s a a p r o x i m a c a o do e r r o i l u s t r a o f a t o q u e , e m c o m u m c o m a 

a p r o x i m a c a o p o r s e r i e d e M a c l a u r i n , a a p r o x i m a c a o r a c i o n a l d o t i p o 

C3.4> t e r n e r r o s p e q u e n o s p r d x i m o s d o z e r o e m a i o r e s a f a s t a n d o - s e . 
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I s s o e o q u e s e p o d e r i a e s p e r a r d e v i d o a e x i g e n c i a f e i t a , p e l a 

q u a l a a p r o x i m a c a o c o i n c i d i r i a c o m f <x ) e s u a s p r i m e i r a s N 

d e r i v a d a s e m x =» 0 . I s s o s i g n i f i c a n a p r a t i c a q u e s e x » 0 n a o f o r 

o p o n t o m e d i o d o i n t e r v a l o p e l o q u a l e s t a m o s a p r o x i m a n d o , e n i a o 

f a r e m o s a m u d a n ^ a d e v a r i a v e l d e m o d o q u e o z e r o v e n h a a s e r o 

p o n t o m e d i o d e e s © i n t e r v a l o , Na p r a t i c a , p a r a m • k o u m «• k + 1, 

R , <x ) t e r n o m i n i m o e r r o m a x i m o p a r a um d a d o N. D e t a l h e s e m 

[ R A L S 6 5 1 

3 . 8 . 2 E x e m p l o 

V a m o s c o n s i d e r a r o p r o b l e m a d e a p r o x i m a r e x n o i n t e r v a l o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< - 0 0 , 0 0 ) . P r i m e i r o d e v e m o s c o n s i d e r a r q u e o i n t e r v a l o © i n f i n i t o . 

Nao p o d e m o s e s p e r a r a p r o x i m a r u m a f u n c a o n u m i n t e r v a l o i n f i n i t o 

c o m bo m c o m p o r t a m e n t o do e r r o n e s s e i n t e r v a l o . N o s s o p r i m e i r o 

p a s s o s e r a c o n v e r t e r o p r o b l e m a p a r a a p r o x i m a r e x e m a l g u m 

i n t e r v a l o f i n i t o . 

P a r a t o d o x « <-oo,co), e s c r e v e m o s 

x . l o g e = X + F C3 . 9 ) 

o n d e X © um i n t e i r o e F u m a f r a c a o t a l q u e 0 < F < 1. De C3 . 9 ) 

o b t e m o s 

. _ x . l o o * x _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . n x . f.x F . l n i O 

10 I O «• e •* 10 .10  m 10 .© 
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Gome- X © um i n t e i r o , a i n f l u e n c i a d e 1 0 * p o d e s e r * c o n s i d s r a d a 

a p e n a s a d i c i o n a n d o x a o e x p o e n t e do n u m e r o e m p o n t o f l u t u a n t e q u e 

u s a b a s e 1 0 . D e s s a f o r m a , t r a n s p o m o s o p r o b l e m a p a r a a p r o x i m a r e K 

n o i n t e r v a l o 10 , I n 103 = t O, 2 .30263 . Go m o o z e r o n a o e o p o n t o 

m e d i o do i n t e r v a l o , p r i m e i r o f a r e m o s u m a m u d a n g a d e v a r i a v e l p a r a 

c o n s e g u i r o n o v o i n t e r v a l © [ -1 .1 5 1 3 , 1.15133. E e n t a o r e d u z i m o s o 

p r o b l e m a o r i g i n a l , p a r a e n c o n t r a r u m a a p r o x i m a c a o p a r a e x n o 

i n t e r v a l o t -1 . 1 5 1 3 , 1,15133. P a r a i l u s t r a r , t o m e m o s N = 4 . D a 

s e r i e d e M a c l a u r i n p a r a e x o b t e m o s c =• 1, c » 1, c * 1 /2 , • c « zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r

 O i 2 3 

1/6 e c ^ *» 1 /2 4 . U s a n d o a s © q ua g d e s <3.7> e <3.8> o b t e m o s 

1 b + _ * bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m 0 
2 4 6 t  2 2 

1 1 

__— + —_— b + b « 0 
O  40 i  z 

a =• 1 
o 

a » 1 + b 
1 1  1 

a = -7r~ + b + b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 & JL 2 

R e s o l v e n d o a s p r i m e i r a s d u a s © q ua g d e s p a r a b e e u s a n d o 

a s u l t i m a s t r e s p a r a c a l c u l a r a , a e a , o b t e m o s 
O 1 2 

b = - 1 / 2 , b = 1/12 
i 2 

a *» 1, a m 1/2 © a » 1/12 
O i 2 

e n t a o 

2 
„  , „  12 + 6 x + x 
R Cx> - — 

2 * 2 12 - 6 x + x 
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D© m o d o s e m e l h a n t e p o d e m o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v a r i a r m & k p a r a e n c o n t r a r o s 

o u t r o s e i e m e n t o s d a t a b e l a d© Pad© p a r a N = 4 

R <x ) - 1 + x + 4 - ^ Z + - 7 - + ~ i r 

4 »o 2 6 2 4 

9 ,1 

2 4 + 1 8 x 4 - 6 x 2 + K 3 

2 4 - o x 

R < X > » 
1,3 

2 4 + 6 x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

24 - 1 8 x 6x Z - x 8 

R < X > = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 , 4 2 3 4 

l - x + 1 x - 1 X + 1 X 

24" 

Na t a b e l a 3.1 a b a i x o , v i m o s qu© n o i n t e r v a l o [ -1 . 1 5 1 3 , 

1.15133 R <x> t e r n o m i n i m o m a x i m o e r r o - 0 . 0 0 8 8 2 , o q u e c o n t r a r i a 

a s p r o v i s o e s d e q u e m = k o u m = k + l s e r i a a m e l h o r e s t i m a t i v a . 

No o n t a n t o , n o i n t e r v a l © [ -0 . 7 5 , 0 .7 6 3 , R Cx> © o e r t a m e n t e a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2, 2 

m e l h o r a p r o x i m a c a o . No t © t a m b e m q ue n o s e x t r e m o s d o s i n t e r v a l o s o s 

e r r o s c r e s c e m m a i s r a p i d a m e n t e . I s s o s u g e r e q ue q u a n d o p o s s i v e l , 

a p r o x i m e m o s f u n c o e s e m p e q u e n o s i n t e r v a l o s . 

T a b e l a 3.1: E r r o s n a a p r o x i m a c a o d e Pad© p a r a e x - R C m , k ) 

<m ,k > 
< 4 , 0 > < 3 , 1 ) < 2 , 2 > < 1 , 3 > C 0 , 4 > 

- 1 . 1 5 - . 0 1 4 0 1 . 0 0 2 2 6 - . 0 0 0 9 6 . 0 0 0 8 8 - . 0 0 2 0 8 

- 1 . 0 0 - . 0 0 7 1 2 .0 0 1 2 1 - . 0 0 0 5 4 . 0 0 0 5 3 - . 0 0 1 3 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
_ . 7 5 - . 0 0 1 7 5 . 0 0 0 3 3 - . 0 0 0 1 6 . 0 0 0 1 8 - . 0 0 0 5 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- . 5 0 - . 0 0 0 2 4 0 . 0 0 0 0 4 9 - . 0 0 0 0 2 7 . 0 0 0 0 3 2 - . 0 0 0 1 0 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- . 2 5 - . 0 0 0 0 0 7 8 . 0 0 0 0 0 1 8 - . 0 0 0 0 0 1 1 . 0 0 0 0 0 1 4 - . 0 0 0 0 0 5 2 

. 2 5 . 0 0 0 0 0 8 6 - . 0 0 0 0 0 2 3 . 0 0 0 0 0 1 8 - . 0 0 0 0 0 2 9 . 0 0 0 0 1 2 9 

. 5 0 . 0 0 0 2 8 4 - . 0 0 0 0 8 8 . 0 0 0 0 7 3 - . 0 0 0 1 3 4 . 0 0 0 6 5 3 

. 7 5 . 0 0 2 2 5 - . 0 0 0 7 9 . 0 0 0 7 2 - . 0 0 1 4 7 . 0 0 7 8 3 

1 . 0 0 . 0 0 9 9 5 - . 0 0 3 9 4 . 0 0 4 0 0 - . 0 0 8 9 9 . 0 5 1 6 2 

1 . 1 5 . 0 2 0 5 9 - . 0 0 8 8 2 . 0 0 9 5 0 - . 0 2 2 7 4 . 1 3 3 8 1 
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E m g e r a l s e t e r n d u a s a l t e r n a t i v e s q u a n d o u m a a p r o x i m a c a o p a r a 

um d a d o N n a o f o r s v i f i c i e n t e m e n t e b o a e m t o d o i n t e r v a l o : Cl> 

d e s d o b r a r o i n t e r v a l o e m um o u m a i s s u b i n t e r v a l o s e u s a r a 

a p r o x i m a c a o a d e q u a d a e m c a d a s u b i n t e r v a l o ; C2> u s a r s e m p r e um 

v a l o r d e N g r a n d e p a r a c o n s e g u i r m a i o r p r e c i s a o . A d e s v a n t a g e m 

d i s s o © q u e s e n e c e s s i t a m d e m a i s o p e r a c d e s e , c o n s e q u e n t e m e n t e 

m a i s t e m p o s e r a n e c e s s a r i o p a r a s e o b t e r o r e s u l t a d o . 

Na a p r o x i m a c a o d e P ad©, o e r r o c r e s c e r a p i d a m e n t e a m e d i d a 

q u e s e a f a s t a do p o n t o m e d i o do i n t e r v a l o d e a p r o x i m a c a o . 

3 . 9 C o n s i d e r a c d e s O o r a i s 

P a r a o u s o e m a r i t m e t i c a d e m u l t i p l a p r e c i s a o a m e l h o r 

a p r o x i m a c a o s e r i a a r a c i o n a l c o m p e q u e n o s i n t e r v a l o s . O m a i o r 

p r o b l e m a , e q u e a t o r n a i n v i a v e l , e q u e c o m o a p r e c i s a o e v a r i a v e l 

i s s o i m p U c a r i a e m c a l c u l a r o s c o e f i c i e n t e s d e P ^Cx > e Q k Cx > e m 

C3.4> a c a d a n o v a p r e c i s a o e s c o l h i d a b e m c o m o o s g r a u s m e k , e s d 

d e p o i s d i s s o © q ue p o d e r i a m o s c o m p u t a r a a p r o x i m a c a o . P a r a c a d a 

n o v a p r e c i s a o n o v o s c a l c u l o s d o s c o e f i c i e n t e s d e P^Cx>» Q^Cx ) e o s 

g r a u s m e k s a o n e c e s s a r i o s , i s s o a c a r r e t a r i a um t e m p o m u i t o 

g r a n d e p a r a c o m p u t a r u m a a p r o x i m a c a o . 

S 3 



C A P i T U L O I V 

UM P A C O T E D E S U B P R O G R A M A S E M A R I T M E T I C A D E M O L T I P L A P R E C I S A O 

4 .1 I n t r o d t i g a o 

Nest ,© c a p i t u l o s e r a d e s c r i t - o um p a c o t e d e s u b p r o g a m a s p a r a 

e x e c u t a r o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s e m p o n t o f l u t u a n t e u t i l i z a n d o 

m u l t i p l a p r e c i s a o . O p a c o t e t a m b e m e c a p a z d e a v a l i a r f u n g d e e 

e l e m e n t a r e s , t r i g o n o m e t r i c a s e s u a s r e s p e c t i v a s i n v e r s a s . 

O s a l g o r i t m o s d a s o p e r a c o e s ar i t m e t i c as f o r a m b a s e a d o s n o s 

a l g o r i t m o s para r e a l i z a r a s q u a t r o o p e r a g d e s c o m i n t e i r o s 

u t i l i z a n d o o c o n c e i t o d e m u l t i p l a p r e c i s a o e d i g i t o d e g u a r d a 

v i s t o s n o c a p i t u l o 2 . 

P a r a a a v a l i a g a o d a s f u n c o e s , u t i l i z a m o s s e r i e s e o p r o c e s e o 

i t e r a t i v e d e N e w t o n p o r q u e n a o p u d e m o s u s a r a p r o x i m a g a o r a c i o n a l 

d e v i d o a p r e c i s a o s e r v a r i a v e l . A l g u n s a l g o r i t m o s q u e o s c a p i t u l o s 

2 e 3 s u g e r i r a m q ue f o s s e m i m p l e m e n t a d o s t i v e r a m q u e s e r a l t e r a d o s 

o u s u b s t i t u i d o s p o r o u t r o s . 

E s t e p a c o t e s e r v i r a d e b a s e p a r a a c o n s t r u g a o d e u m a 

c a l c u l a d o r a a i e n t i f i c a o n - l i n e p a r a a m b i e n t e s d e m i c r o c o m p u t a d o e s 

c o m p a t i v e i s c o m I BM -P C . 
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4 . 2 A s p e c i o s d o P a c o i e 

O p a c o t e e u m a c o l e e a o d e s u b r o t i n a s e m F o r t r a n 7 7 p a r a 

e x e c u t a r a r i t m e t i c a d e p o n t o f l u t u a n t e u t i l i z a n d o m u l t i p l a 

p r e c i s a o , A p r e c i s a o p o d e s e r v a r i a d a d i n a m i c a m e n t e , o u s e j a , o 

l i m i t e p a r a o s n u m e r o s s e r a a p r d p r i a m e m d r i a d o c o m p u t a d o r . A s 

r o t i n a s f o r a m c o m p i l a d a s s e p a r a d a m e n t e , p o r t a n t o o u s u a r i o p o d e r a 

e s c v r e v e r s e u s p r o g r a m a s n o r m a l m e n t e e q u a n d o q u i s e r f a z e r a l g u m a 

o p e r a g a o a r i t m e t i c a e m p r e c i s a o m u l t i p l a p o d e r a f a z e - * l a u t i l i z a n d o 

a s s u b r o t i n a s do p a c o t e . 

E x e m p l o : C = A + B => c a l l MPSOMACA, B , G, P> o n d e A , B , G 

s a o n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o c o m p r e c i s a o P. 

r o t i n a s e m 

m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

p r o g r a m a 

d o 

u s u a r i o 

r e s u l t a d o 
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Um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o e r e p r e s e n t a d o p o r um v e t o r do 

t i p o i n t e i r o d e n o m i n i m o p+4 p o e i g o e s , O n d e p 6 a p r e c i s a o 

f o r n e c i d a p e l o u s u a r i o . A p r i m e i r a p o s i g a o © u t i l i z a d a p a r a o 

s i n a i d o n u m e r o - p o s i t i v o o u n e g a t i v o - a s e g u n d a , p a r a g u a r d a r o 

e x p o e n t e do n u m e r o , d a t e r c e i r a a p + 2 - e s i m a p o s i g a o , p a r a f r a g a o 

n o r m a l i z a d a d o n u m e r o , e a s d u a s u l t i m a s p o s i g d e s s a o r e s e r v a d a s 

p a r a o s d i g i t o s d e g u a r d a . E e s o b r e o p r i m e i r o d i g i t o d e g u a r d a 

q u e e f e i t o o a r r e d o n d a m e n t o o u t r u n c a m e n t o . 

Na f i g u r a a b a i x o e s t a r e p r e s e n t a d o um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o s 

1 2 3 p p+1 p +2 p +3 p+4 

-» f r a g a o n o r m a l i z a d a <—' 

e x p o e n t e 

<4 . 1> 

2 . d i g . g u a r d a 

-*• 1 . d i g . g u a r d a 

f i g 4 . 1 - Um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

O p a c o t e e q u a s e c o m p l e t a m e n t e i n d e p e n d e n t e d e m a q u i n a . F o i 

e s e o l h i d o o F O R T R A N 7 7 p o r s e r l a r g a m e n t e u t i l i z a d o e m c o m p u t a c a o 

n u m e r i c a e t a m b e m p o r g e r a r p r o g r a m a s o b j e t o s e f i c i e n t e s . Um a 

o u t r a r a z a o p a r a s u a e s c o i h a e q u e p r e c i s a v a m o s d e u m a m b i e n t e d e 

m u l t i p l a p r e c i s a o p a r a o p r o j e t o M I C R O - B I T AN: B i b l i o t e c a 

T r a n s p o r t a v e l d e A l g o r i t m o s N u m e r i c o s p a r a M i c r o c o m p u t a d o r e s q u e 

e s t a e s c r i t o e m F o r t r a n 7 7 , e e m q u e a t r a n s p o r t a b i l i d a d e e um 
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d o s o b j e t i v o e a l m e j a d o s . 

4 . 3 C o r i t e u d o d o P a c o t e 

Na v e r s a o a t u a l , o p a c o t e p o s s u i r o t i n a s p a r a r e a l i z a r : 

a> G o n v e r s a o d e n u m e r o s i n t c i r o s , r e a l s e s t r i n g s p a r a 

m u l t i p l a p r e c i s a o e v i c e - v e r s a ; 

b> A s q u a t r o o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s : a d i g a o , s u b t r a g a o , 

m u l t i p l i c a g a o e d i v i s a o ; 

c > R e c i p r o c a d e x , ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — i — J ; 

d> F u n g d e s e l e m e n t a r e s : l o g . In, n l , e x , x y ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x ; 

e > F u n g d e s t r i g o n o m e t r i c a s : s i n , c o s e t a n ; 

f > F u n g d e s t r i g o n o m e t r i c a s i n v e r s a s : a r c s i n , a r c c o s e a r c t a n ; 

Nao i m p l s n w n t a m o s o u i r a s f u n g d e s , p o r q u© a l g u m a s p o d o m s « r 

o b t i d a s d e s s a s J a i m p l e m e n t a d a s , t a i s c o m o c o m b i n a g a o , a r r a n j o e 

p e r m u t a g a o . E o u t r a s fungdes p o d e r a o , d e p e n d e n d o d a necessidade, 

s e r implementadas a p a r t i r d a s quat ro operagdes ar i t m e t i c as e das 

f u n g d e s j a d i s p o n i v e i s . 

4 . 4 A l g o r i t m o s U t i l i z a d o s 

O o b j e t i v o d e s s a f a s e , f o i a c h a r s e m p r e o a l g o r i t m o m a i s 

r a p i d o . A l g u n s a l g o r i t m o s q u e o s c a p i t u l o s 2 e 3 s u g e r i r a m q u e 

f o s s e m i m p l e m e n t a d o s t i v e r a m q u e s e r a l t e r a d o s o u s u b s t i t u i d o s p o r 

o u t r o s d e v i d o a o t e m p o d e r e s p o s t a o u m e s m o p o r s e r e m i n v i a v e i s , 

c o m o © o c a s o d a a p r o x i m a c a o r a c i o n a l p a r a c o m p u t a r f u n g d e s . P o r 

5 9 



e x e m p l o , a i m p l e m e n t a c a o d o a l g o r i t m o d e I X NUT 6 9 ] p a r a a d i v i s a o 

<2.12.4> d e n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o n a o e b o a c o m p a r a d a a 

s u g e r i d a e m I M A R 0 8 7 ] . 

4 . 4 . 1 O p e r a c o e s a r i t m e t i c a s 

O s a l g o r i t m o s a b a i x o f o r a m b a s e a d o s n o s a l g o r i t m o s d a s 

o p e r a c o e s a r i t m e t i c a s c o m i n t e i r o s u t i l i z a n d o o s c o n c e i t o s d e 

m u l t i p l a p r e c i s a o v i s t o s n o c a p i t u l o 2 o n d e u m n u m e r o e 

r e p r e s e n t a d o n a f o r m a <4.1>. 

4 .4 .1 .1 A d i c a o 

F o i a d a p t a d o o a l g o r i t m o d e a d i c a o d e n u m e r o s i n t e i r o s e m 

m u l t i p l a p r e c i s a o C2 .12 , l > p a r a s e t r a b a l h a r c o m n u m e r o s s o b a 

f o r m a C4.1>: 

p r o c e d u r e MPSOMACA, B , R , P , E R R O 

<R = A + B , o n d e A , B , R s a o n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o c o m 

p r e c i s a o P e E R R O e a v a r i a v e l q ue v e r i f i c a s e h o u v e 

o v e r f l o w ) 

b e g i n 

N := P + 4 

R : » 0 

I G U A L A R _ E X P O E N T E C A , B> 

< e s c o l h e - s e o n u m e r o c o m m a n o r e x p o e n t e e d e s l o c a - s e s u a 

m a n t i s s a p a r a a d i r e i t a um n u m e r o i g u a l a d i f e r e n g a e n t r e 

o s e x p o e n t e s > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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R <1 ) S I N A L C A , B ) C a t r i b u i s i n a l a o r - e s u l t a d o ) 

R <2 ) : » A <2 ) < a t r i b u i a o e x p o e n t e d o r e s u l t a d o o e x p o e n t e 

d e A> 

T : » P O S I Q A O _ A _ D l R E I T A C A , B> 

( r e t o r n a a p o s i g a o m a i s a d i r e i t a d e A , B d i f e r e n t e d e 

z e r o ) 

G A R R Y := 0 

F o r I := N t o 3 s t e p - 1 d o 

R CI > A O ) + B C D + G A R R Y 

i f <R<I> > 9> t h e n 

R < I ) : » R C I ) - 10 

G A R R Y : » 1 

e l s e 

G A R R Y := 0 

e n d _ i f 

e n d f o r 

i f ( o v e r f l o w ) t h e n 

E R R O : « 1 

e l s e 

E R R O := 0 

e n d _ i f 

N O R M A L 1 Z A R C R ) C n o r m a l i z a R s e R < 3 ) * 0> 

A R R E DO N DA R C R ) C a r r e d o n d a R s e RCN - 1 ) > 5> 

e n d . 

4 . 4 . 1 . 2 S u b t r a g a o 

F o i a d a p t a d o o a l g o r i t m o d e s u b t r a c a o d e n u m e r o s i n t e i r o s e m 
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m u l t i p l a p r e c i s a o C2 .1 2 .2 ) p a r a s e t r a b a l h a r c o m n u m e r o s s o b a 

f o r m a <4.1>: 

p r o c e d u r e MP SUBCA , B, R , P ) 

<R =• A - B , o n d e A ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B, R s a o n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o c o m 

p r e c i s a o P> 

b e g i n 

N := P + 4 

i f <A < B ) t h e n 

T R O C A C A , B> 

e n d _ i f 

R : » 0 

I G UA L A R J 3 X P O E N T E C A , B> 

C e s c o l h e -s © o n u m e r o c o m m e n o r e x p o e n t e e d e s l o c a - s e s u a 

m a n t i s s a p a r a a d i r e i t a o n u m e r o i g u a l a d i f e r e n g a e n t r e 

o s e x p o e n t e s > 

R C I ) ;= S I N A L C A , B ) C a t r i b u i s i n a l a o r e s u l t a d o ) 

R C 2 ) A C 2 ) C a t r i b u i a o e x p o e n t e d o r e s u l t a d o o e x p o e n t e 

d e A> 

T ;= P O S i g A O _ A _ D l R E I T A C A , B ) 

C r e t o r n a a p o s i g a o m a i s a d i r e i t a d e A , B d i f e r e n t e d e 

z e r o ) 

G A R R Y 0 

f o r I : « N t o 3 s t e p - 1 d o 

i f C A C I ) > B C D + G A R R Y ) t h e n 

R C D A C1 ) - CBC1 ) + G A R R Y ) 

G A R R Y : » 0 

e l s e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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R C I ) := C A C D +10 > - C BC I ) + G A R R Y ) 

G A R R Y : « 1 

e r * d _ _ i f 

e n d _ f o r 

N O R M A L I Z A R C R ) C n o r m a l i z a R s© R C 3 ) = 0> 

A R R E DO N DA R C R ) C a r r e d o n d a R s© RCN - 1> > 5> 

e n d . 

4 . 4 . 1 . 3 M u l t i p l i c a c a o 

E s t © a l g o r i t m o t a m b e m f o i a d a p t a d o do a l g o r i t m o d© 

m u l t i p l i c a c a o d© n u m e r o s i n t © i r o s ©m m u l t i p l a p r e c i s a o C2 .1 2 .3 ) 

p a r a s e t r a b a l h a r c o m n u m e r o s s o b a f o r m a C4 .1 ) : 

p r o c e d u r e MPMULT CA , B, R , P , E R R O ) 

{ R » A * B , o n d e A , B , R s a o n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o c o m 

p r e c i s a o P e E R R O v e r i f i c a s e h o v e o v e r f l o w o u u n d e r f l o w ) 

b e g i n 

M : » P + 4 

i f CA > B ) t h e n 

T R O C A C A , B ) 

e n d _ i f 

R := 0 

R C I ) :«• A C I ) * B C D C a t r i b u i s i n a l a o r e s u l t a d o ) 

R C 2 ) A C 2 ) + B C 2 ) C e x p o e n t e do r e s u l t a d o i g u a l a o 

e x p o e n t e d e A + B> 

i f C o v e r f l o w ) o r C u n d e r f l o w ) t h e n 

E R R O : » 1 
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r e t u r n 

e l s e 

E R R O : » 0 

T l := P O S i g A O _ A _ D I R E I T A C A ) 

C r e t o r n a a p o s i g a o m a i s a d i r e i t a d e A d i f e r e n t e d e 

z e r o ) 

T 2 := P O S I G A O _ A _ DI R E I T A C S ) 

- C r e t o r n a a p o s i g a o m a i s a d i r e i t a d e B d i f e r e n t e d e 

z e r o ) 

T T l + T 2 - 2 

( n u m e r o d e d i g i t o s n e c e s s a r i o p a r a o r e s u l t a d o ) 

f o r I T l t o 3 s t e p -1 d o 

N := M 

G A R R Y := 0 

f o r J : « T 2 t o 3 s t e p -1 d o 

R CN) R CN) + A C I ) * B C J ) + G A R R Y 

i f CRCN) > 9 ) t h e n 

R CN) := m o d C R C N ) , 1 0 ) 

G A R R Y := i n t C R C N ) / 1 0 ) 

e l s e 

G A R R Y 0 

e n d i f 

N := N - 1 

e n d J F o r 

e n d _ f o r 

N O R M A L I Z A R C R ) C N o r m a l i z a R s e R C 3 ) • 0> 

A R R E DO N DA R C R ) C a r r e d o n d a R s e RCM - 1 ) > 5> 

e n d i f 
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e n d . 

4 . 4 . 1 . 4 D i v i s a o 

P r i m e i r a m e n t © f i z e m o s a m o d i f i c a g a o n o a l g o r i t m o <2.12.4> 

p a r a q u e um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o f o s s e a r m a z e n a d o e m v e t o r , 

e q u a n d o i m p l e m e n i a m o s n o c o m p u t a d o r , s e u d e s e m p e n h o n a o f o i 

m u i t o bo m . E m v i s t a d i s s o , u s a m o s a s u g e s t a o d e CMA R 0 8 7 J 

p o r q u e o a l g o r i t m o p a r a c a l c u l a r 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / X e b a s t a n t e r a p i d o . Co m o a 

m u l t i p l i c a c a o t a m b e m f i c o u r a p i d a , c o n s e g u i m o s u m a r e s p o s t a p a r a 

Y / X b e m m e l h o r do q u e a a n t e r i o r . S e n d o X u m n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o n a f o r m a <4.1>, o a l g o r i t m o p a r a a o b t e n c a o d e 1 / X e o 

s e g u i n t e . S e j a 

Y Y 1 

X 

1 

x 

e n t a o r e s o l v e m o s a e q u a g a o f <y> « x 
1 

p e l o m e t o d o d e N e w t o n , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
y 

as y 

O U 

y a- y .C2 - x . y > 

o n d e y s a o a s s u c e e s i v a s a p r o x i m a g o e © p a r a y . 
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F a z e n d o x »• x , 1 0 m , o n d e 0 S x < 1, p o d e mo© u s a r y • 1 0 ~ m 

c o m o o v a l o r i n l c i a l d a i t e r a g a o e u g e r i d o p o r CMAR 087J . E s t © 

p r o c e s s © i t e r a t i v o c o n v e r g e m u i t o r a p i d a m e n t e , d o b r a n d o o n u m e r o 

d e d i g i t o s c o r r e t o s a c a d a i t e r a g a o , D e s s a f o r m a , c o n s e g u i m o s 

o b t e r um a l g o r i t m o p a r a d i v i s a o u s a n d o a p e n a s a s o p e r a g d e s 

a r i t m e t i c a s d e m u l t i p l i c a g a o e s u b t r a g a o e x p l i c a d a s a n t e r i o r m e n t e . 

M e s m o c o m e s s a s m u d a n g a s , o a l g o r i t m o p a r a a d i v i s a o f i c o u m a i s 

l e n t o c o m p a r a d o c o m a s o u t r a s o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s , a d i g a o , 

s u b t r a g a o e m u l t i p l i c a g a o . I s s o s e d e v e ' a o f a t o d e o u t r o s 

p r o c e s s o s n a o u t i l i z a r e m a p r o x i m a g d e s s u c e s s i v a s e s i m p r o c e s s o s 

d i r e t o s . 

4 . 4 . 2 F u n g d e s E l e m e n t a r e s 

4 . 4 . 2 . 1 R a i z Q u a d r a d a - s q r t C x > 

T e n t a m o s v a r i o s a l g o r i t m o s , m a s o q u e m e l h o r s e c o m p o r t o u f o i 

o s u g e r i d o p o r I BR EN7 8 3 . O a l g o r i t m o e o s e g u i n t e 

' S e j a y » x C4.2> 

f a z e n d o 

o n d e 

e n t a o 

c h a m a n d o 

x • x .10 
I 

0 < x < 1 e m um i n t e i r o , 
i 

y » x . 1 0 

Z • X 
-i . . -' 2 
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e r e s o l v e n d o a e q u a g a o f < z > » z - X i ~ 4 / 2 p e l o m e t o d o d e N e w t o n 

o b t e m - s e a r e l a c a o 

z » z . ( 3 - x . z  Z > x 0 .5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r»+l n 4 n 

e a d o t a m o s o v a l o r i n i o i a l z q - 0 .0 e u g e r i d o p o r [MA R OS7 J . 

De p o s s e p o s s e d e x , e f e i u a m o s a m u l t i p l i c a c a o p o r 

1 0 " . O r a s e m f o r p a r , a p e n a s m u l t i p l l c a m o s p o r 10 m / 2 v e z e s . E 

s e m f o r i m p a r d e c o m p o m o s 10 e m 10 x 10 

C o m o <m -l > / 2 e um i n t e i r o , f a z e m o s a m u l t i p l i c a c a o p o r 10 

—1 ^ 2 

<m -l >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y 2 v e z e s . E 10 © c a l c u l a d o n o v a m e n t © p e l a ©q uag &o 

<4.2>, m a s n e s s e c a s o m « 0 . Um a v e z c a l c u l a d o , 10zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X / Z © u m a 

c o n s t a n t © p a r a o s i s t e m a n aq u© l a p r e c i s a o . Nao s e n d o m a i s 

n e c e s s a r i o c a l c u l a - l o d e s d e q u e n a o m ud e a p r e c i s a o . 

P o r t a n t o , c o m 1 0 " e x c a l c u l a d o s , p o d e m o s e n t a o 
l 

. , - 1 / 2 . „ - m / 2 - 1 / 2 
c a l c u l a r y • x * 10 • x 

7 i 

A g o r a b a s t a m u l t i p l i c a r y p o r x q u e t e r e m o s Y x . O 

a l g o r i t m o p a r e c e g a s t a r b a s t a n t e t e m p o . M a s s e o b s e r v a r m o s c o m 

a l » n c a n , c o n s e g u i m o s o b t e r a r a i z q u a d r a d a s e m u s a r a o p e r a g a o d e 

d i v i s a o , o q ue o t o r n a r e l a t i v a m e n t e r a p i d o . 

4 . 4 . 2 . 2 P o t e n c i a c a o g e r a l 

I m p l e m e n t a m o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a p e n a s o c a s o d e y s e r i n t e i r o , p o i s c a s o 

6 7 



c o n t r a r i o p o d s m o s o b t e r x y c a l c u l a n d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y y . l x M x > 
x ' « ©• 

c o m a u t d l i z a c & o d e ln<x> e e X , d l s p o n i v e i s n o p a c o t e . 

P a r a y i n t e i r o c a l c u l a m o s o p r o d u t o d e y f a t o r e s i g u a i s a x , 

x . x ... x . Um a l g o r i t m o e l e g a n t e s u g e r i d o p o r t MA R 0 8 7 1 © 

f u n c t i o n POWER CB:num e ro » E : i n t e g e r > : n u m e r o 

b e g i n 

i f <E < 0> t h e n 

P OWER : • - 1 / P O WE R C B, E > 

e l s e 

i f <E = 0> t h e n 

P O WE R := 1 

e l s e 

i f <E » 1> t h e n 

P O WE R := B 

e l s e 

i f « E m o d 2> - 0> t h e n 

P OWER : - <POWER <B, E d i v 2 » Z 

e l s e 

P OWER : « CP OWER CB, E d i v 2 » 2 • b 

e n d _ i f 

o n d i f " 
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e n d . 

E s s e a l g o r i t m o e m a i s l e n t o q u e o a n t e r i o r p a r a n u m e r o s e m 

m u l t i p l a p r e c i s a o n a o m u i t o g r a n d e . A r e c u r s i v i d a d e , c a l c u l a r o 

q u a d r a d o e o r e s t o d a d i v i s a o d e um n u m e r o p o r 2 , c o m p r o m e t e r a m 

m u i t o e s s e a l g o r i t m o . O u t r a r a z a o b a s t a n t e f o r t e p a r a a e s c o i h a d e 

x . x ... x yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v e z e s p a r a a p r o x i m a r x ^ , f o i q u e no ® a l g o r i t m o s p a r a 

a p r o x i m a r f u n c o e s u t i l i z a n d o s e r i e s , e q ue u t i l i z a m x y , o v a l o r d e 

y e p e q u e n o . 

4 . 4 . 2 . 3 F a t o r i a l - f a t < x > 

0 a l g o r i t m o e a p r 6 p r i a d e f i n i g a o d e f a t o r i a l 

n l m nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x < n - l > « . . . x 1, 

01zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m 1, 

o n d e n e um n u m e r o i n t e i r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o d a f o r m a C4 .1 X 

C o m o o a l g o r i t m o s 6 t e r n a s o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s d e 

m u l t i p l i c a g a o e s u b t r a g a o , o t e m p o d e r e s p o s t a f i c o u bo m . 

4 . 4 . 2 . 4 E x p o n e n c i a l - e x p C x > 

N e s t e a l g o r i t m o p r i m e i r o f a z e m o s a d e c o m p o s i g a o d e x e m 

x » n + f 
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o n d e 

n e um i n t e i r o , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f um n u m e r o t a d q ue 0 < f < 1, 

x m • JT t % 
p o r t a n t o e • e x e , m a s e • e . e ... e n v e z e s e o v a l o r d e 

e e e f s a o d a d o s p e l a s s e r i e s 

1 1 

© • 1 + 1 4 . _ _ 4- —— 4» „ , 

f f ^ f ^ 

6 * 1 + f + -2T  + - 3 T + " 

D e c o m p o m o s e x e m e n . e f p o r q u e u m a v e z c a l c u l a d o , e s e t o r n a 

c o n s t a n t e p a r a u m a d e t e r m i n a d a p r e c i s a o , n a o s e n d o m a i s c a l c u l a d o . 

f 

P o r t a n t o , s 6 t e m o s q ue c a l c u l a r e . 

4 . 4 . 2 . 5 L o g a r i t m o N e p e r i a n o - l n C x > 

P r i m e i r a m e n t e t e n t a m o s a v a l i a r l nCx > p e l o m e t o d o i t e r a t i v e d e 

X 

N e w t o n e u g e r i d o p o r I BR EN7 8 1 u s a n d o e , o u s e j a , s e n d o 

I n C x ) = a 

e n t a o 

e a •> x , o n d e a e x s a o d o i s n u m e r o s q u a i s q u e r e x > 0 . 

U s a n d o o p r o c e s s o i t e r a t l v o p a r a a p r o x i m a r a f u n c & o y » e a - x , 

o b t e m o s 
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O t e m p o d e r e s p o s t a n a o f o i bo m , p o i s e x , e x p i i c a d a e m 

<4 . 4 . 2 . 4 ) , u t i l i z a u m a s e r i e q u e u s a d i v i s a o . E n t a o p a r t i m o s p a r a 

u m a s e r i e q u e c o n v e r g i s s e d i r e t a m e n t e p a r a l n < x ) s e m u s a r o 

p r o c e s s o i t e r a t i v o d e N e w t o n . 

P a r a I n C x ) f i z e m o s x - xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA .10m, o n d e 0 :£ x < 1 e m um 

i n t e i r o . P o r t a n t o 

I n C x ) = l n<x ) + m . I n C I O ) . C4 . 3 ) 
i 

P a r a a p r o x i m a rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA In C x^ ) e i n <1 0 ) u s a m o s a s e r i e c o n h e c i d a 

A s e r i e a c i m a t e r n a v a n t a g e m d e q u e u m a v e z c a l c u l a d o , o 

t e r m o J - ^ ! - — J s e t o r n a u m a c o n s t a n t e n a q u e l a p r e c i s a o . E o s 

1 1 1 

f a t o r e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —x—* —=—, —~— s a o f a c i l m e n t e c o m p u t a d o s . O u t r a v a n t a g e m d a 
3 o ( 

d e c o m p o s i y a o <4 .3 ) e q u e l n <1 0 ) t a m b e m s e t o r n a u m a c o n s t a n t e . O 

t e m p o d e r e s p o s t a do s e g u n d o a l g o r i t m o f o i b e m m e l h o r q u e o d o 

p r i m e i r o . 

4 . 4 . 2 . 6 L o g a r i t m o D e c i m a l - l o g < x > 

C o m o e m I n C x ) , t e n t a m o s c a l c u l a r l o g C x ) p e l o p r o c e s s o 

i t e r a t i v o d e N e w t o n s u g e r i d o p o r CBREN781. O u s e j a 
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s e r i a m a s a p r o x i m a c d e s p a r a i o g<x>. 0 p r o b l e m a q u e e n c o n t r a m o s f o i 

n a h o r a d e c a l c u l a r 1 0 y n , p o i s s e y n a o f o s s e i n t e i r o , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

p r e c i s a r i a m o s d e l nCx > p a r a c a l c u l a - l o . O r a c o m o i r i a m o s p r e c i s a r 

d e ln<x> p a r a c a l c u l a r l o g <x >, e n t a o s i m p l e s m e n t e u s a m o s a 

i d e n t i d a d e b e m c o n h e c i d a 

i o g t x ) - l r i c i o > 

q u e f o i m a i s r a p i d o . A l e m d o m a i s ln<10> © u m a c o n s t a n t e p a r a u m a 

d e t e r m i n a d a p r e c i s a o . 

4 . 4 . 3 F u a n c o e s T r i g o n o m e t r i c a s 

Na v e r d a d e b a s t a r i a s e r i m p l e m e n t a d o u m a f u n c a o 

t r i g o n o m e t r i c a p a r a q u e t o d a s a s o u t r a s p u d e s s e m s e r o b t i d a s . M a s 

c o m o n a m a t e m a t i c a 6 m u i t o f r e q u e n t e o u s o d e t o d a s , i m p l e m e n t a m o s 

s e n o , c o s s e n o e t a n g e n t c e s u a s r e s p e c t i v a s i n v e r s a o m o s t r a d a s 

m a i s a d i a n t e . A s f u n g d e s t r i g o n o m e t r i c a s s a o c a l c u l a d a s a p e n a s e m 

r a d i a n o s e t o d o ss o s v a i o i - e a d e £juubt u i - g u m c n l o a w i i a a o n v u r U d o y 

p a r a o p r i m e i r o q u a d r a n t © , o u s e j a , m a i o r o u i g u a l a z e r o e m e n o r 

o u i g u a l Fl / 2 . 
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4 . 4 . 3 . 1 F u n c a o S e n o - s i n C x ) 

O v a l o r d e s i n C x ) © c a l c u l a d o p e l a s e r i e d e T a y l o r 

a s ? 

s d n C x ) - x - - 4 L + -g-j - -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4- o < x S n / 2 

c a s o 

- j - < x < I I e n t a o s i n C x > • s i n CF I - x > ; 

3 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n < x < - j - e n t a o s i n C x ) • - s i n C x - I D ; 

3 f l < x S 211 e n t a o s i n ( x ) - - s i n C 2 n - x>. 

E s e x > 2FI e n t a o f a z e m o s 

x 
a s 2 n 

s e n d o b a p a r t e d e c i m a l d e a , r e d u z i m o s x p a r a x «• b . 2 0 . 

4 . 4 . 3 . 2 F u n c a o c o s s e n o - c o s ( x ) 

P r i m e i r a m e n t e t e n t a m o s c a l c u l a r c o s C x ) p e l a i d e n t i d a d e 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

s i n C x ) + c o s C x ) « 1 

e n t a o 

si 
c o s ( x ) •« T 1 - s i n C x ) 
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mass o t e m p o d© r o o p o o t azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rxsko f i c o u bo m , po i t s a U m d a « 6 r i e p a r a 

c a l c u l a r s i n C x > , p r e o l s a r i a m o s d o p r o c o s s o do N o w t o n p a r a c a l c u l a r 

x . E n t a o d e c i d i m o s t a m b e m u s a r a s e r i e d e T a y l o r p a r a 

c a l c u l a r c o s ( x ) 

2 4 <S 

c o s < x > * 1 - — +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 4 r + ...» 0 < x < n /2 
2 ! 4 ! 6 ! 

c a s o 

^ < x < n e n t a o c o s C x ) • -c o ssCT ! - x > , 
2 

3 0 
nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < x SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —^— e n t a o c o s ( x ) » - o o s C x - n >; 

3F1 < x < 2 n e n t a o c o s ( x ) • c o s C 2 n - x>. 

E s e x > 211 e n t a o f a z e m o s 

x 
A m ~ 2 i T 

s e n d o b a p a r t e d e c i m a l d e a , r e d u z i m o s x p a r a x = b . 211. 

4 . 4 . 3 . 3 F u n c a o T a n g e n t © - t a n < x ) 

P a r a c a l c u l a r t a n ( x ) , s i m p l e s m e n t s u s a m o s a i g ua l d ad © 

2 ™i /2 

t a n ( x > « s i n C x > . CC1 - s i n C x » 1 

o n d e s i n < x > u t i l l z a o a l g o r i t m o e x p l i c a d o e m C4 .4 .3 .1 ) . 
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4 . 4 . 4 F u n c o e s T r i g o n o m e t r i c a s I n v e r s a s 

4 . 4 . 4 . 1 F u n < j a o A r c o - t a n g e n t e - a r c i a n ( x ) 

O v a l o r d e a r c i a n C x ) e c a l c u l a d o p e l a b e m c o n h e c i d a s e r i e d e 

T a y l o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 3  7  

a r c t a n ( x ) « x - —g - + — - - y - •*• |x| < 1/2 

e c a s o x > 1 /2 e n t a o u s a m o s a i g u a l d a d e 

a r c t a n ( x ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 . a r c t a n ( _ = 1 
A . . 2 , 1 / 2 I 
1 + <1 + X ) J 

p a r a r e d u z i r x . 

4 . 4 . 4 . 2 F u n c a o a r c o - s e n o - a r c s i n C x ) 

O v a l o r d e a r c s i n C x } e c a l c u l a d o e m f u n c a o d e a r c t a n C x ) p e l a 

i g u a l d a d e 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —4 /2 i i 
a r c s i n ( x ) « a r a i a n Cx . CI - x ) 3» x < 1. 

4 . 4 . 4 . 3 F u n c a o a r c o - c o s s e n o - a r c c o s ( x ) 

0 v a l o r d e a r c c o s ( x ) e c a l c u l a d o e m f u n c a o d e a r c s i n C x ) p e l a 

i g u a l d a d e 

n 
a r c c o s C x ) *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . - a r c s i n C x ) , | x | < 1. 
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O v a l o r dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n u s a d o p a r a c a l c u l a r a s f u n c o e s t r i g o n o m e t r i c a s 

f o i o b t i d o p e l o m ^ t o d o d e B r e n t - S a l a m i n u s a n d o m e d i a 

a r i t m 6 t i c a - g e o m e t r i c a : 

f u n c t i o n P I : n u m b e r 

v a r a , b , t , x , t e m p a : n u m b e r 

b e g i n 

a : « 1 

b s q r t C O . 5 ) 

t : « 0 . 2 5 

x 1 

w h i l e <a - b ) > <c d o 

t e m p a :*• a 

a : » <a + b ) / 2 

b : * s q r t < t e m p a • b> 

2 

t t - x « ( a - t e m p a > 

3C ***** 2 <fs j£ 

e n d _ w h i l e 

P I <a -*• b> 2 / <14 * t > 

e n d 
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C A P f T U L O V 

C A L C U L A D O R A O N - L I N E C C A L C O N ) 

5.1 I n i r o d u g a o 

N e s t e c a p i t u l o d e s c r e v e r e m o s a C A L C O N , u m a c a l c u l a d o r a 

c i e n t i f i c a c u j a p r e c i s a o p o d e s e r a l t e r a d a d i n a m i c a m e n t e . E s s a 

c a l c u l a d o r a e b a s e a d a n o p a c o t e a r i t m e t i c o d e s c r i t o n o c a p i t u l o 

a n t e r i o r . A c a l c u l a d o r a e c a p a z d e e x e c u t a r a s q u a t r o o p e r a g d e s 

a r i t m e t i c a s , c o m p u t a r f u n g d e s e l e m e n t a r e s , t r i g o n o m e t r i c a s , s u a s 

r e s p e c t i v a s i n v e r s a s , a s p r i n c i p a l s c o n s t a n t e s m a t e m a t i c a s e 

f i s i c a s p o d e m s e r r e f e r e n c i a d a s s i m b o l i c a m e n t e e a c e i t a r 

e x p r e s s d e s e n v o i v e n d o a s o p e r a g d e s , c o n s t a n t e s e f u n g d e s a c i m a . 

V e r e m o s q u a i s o s r e q u i s i t e s d a c a l c u l a d o r a , e c o m o e f e i t a a 

a n a l i s e l e x i c a e s i n t a t i c a p a r a u m a e x p r e s s a o v a l i d a . 

5 . 2 R a q u i s i i o s o n i g i d o s 

C o m o r e q u i s i t o s , a c a l c u l a d o r a d e v e s e r c a p a z d e 

a ) e x e c u t a r a s q u a t r o o p e r a g d e s a r i t m e t i c a s : a d i g a o , 

s u b t r a g a o , m u l t i p l i c a g a o e d i v i s a o ; 

b ) c o m p u t a r f u n g d e s e l e m e n t a r e s : x y , • / x , l o g C x ) , I n C x ) , 

m , e ; 

c > c o m p u t a r f u n g d e s t r i g o n o m e t r i c a s : s i n C x ) , o o s ( x ) e t a n C x > ; 

d> c o m p u t a r f u n g d e s t r i g o n o m e t r i c a s i n v e r s a s : a r c s i n C x ) , 

a r a o o s ( x ) e a r o i a n C x ) ; 
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e>>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a a e i t a r adgumsus o o n a i a n U s : P I , P L A N K , v e l aa i c b*d « ds» l u z , 

e i c ; 

f > a e e i t a r e a v a l i a r e x p r e s s d e s q u e e i w o l v a m a s o p e r a g d e s 

a r i t m e t i c a s , f u n c o e s e c o n s t a n t e s a c i m a ; 

g> a n t e s d e a v a l i a r u m a e x p r e s s a o , a c e i t a r m u d a n g a d e 

p r e c i s a o ; 

h> t e r a l g u m t i p o d e m e m d r i a . 

5 .2 .1 A l t o r - a c a o d a P r e c i s a o 

C o m o f o i v i s t o n o c a p i t u l o 2 p o d e m o s o b t e r r e s u l t a d o s e r r a d o s 

e m um c a l c u l o p a r f a l t a d e p r e c i s a o . GA L GON n o s d a a f a c i l i d a d e d e 

a u m e n t a r a p r e c i s a o a t e q u e s e o b t e n h a o g r a u d e s e j a d o d e 

p r e c i s a o . I s s o e f e i t o i n f o r m a n d o a p r e c i s a o q u a n d o a c a l c u l a d o r a 

a s o l i c i t a . P o r e m c o m o u m n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o f o i 

a r m a z a n a d o s o b f o r m a d e v e t o r d e i n t e i r o s , e x i s t s u m a p r e c i s a o 

m a x i m a p e r m i t i d a ( i a m a n h o d e s s e v e t o r ) . P a r a q u e a m a x i m a p r e c i s a o 

p o s s a s e r a l t e r a d a , n o p r o g r a m a GA L GON. F OR o v a l o r d a v a r i a v e l L 

d e v e s e r a l t e r a d a , r e a o m p i l a r o p r o g r a m a e e x e c u t a r a l i g a e a o . 

D e s s a f o r m a , s e a e s c o i h a d a p r e c i s a o f o r m a i o r q u e a p r e c i s a o 

m a x i m a p e r m i t i d a s e r a e m i t i d a a m e n s a g e n ' P R E C I S A O A SSUM I DA D E # 

D f G I T O S ' , o n d e # © a p r e c i s a o m a x i m a . 

5 . 2 . 2 R e f e r e n d a s i m b d l i c a a c o n s t a n t e s 

I m p l e m e n t a m o s a s c o n s t a n t e s m a i s u s a d a s n a m a t e m a t i c a , f i s i c a 

e e n g e n h a r i a s e g u n d o [A BR A 6 8 1 . E s s a s c o n s t a n t e s s a o r e f e r e n c i a d a s 

s i m b o l i c a m e n t o p o r 
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P I - v a l o r d e p i ; 

G - v e l o c i d a d e d a l u z n o v a c u o ; 

BOHR O - r a i o d e B o h r ; 

BOHR M - m a g n e t o n d e B o h r ; 

B O L T 2 - c o n s t a n t e d e B o l t z m a n n ; 

C E - c o m p r i m e n t o d e o n d a do e l e t r o n ; 

C P - c o m p r i m e n t o d e o n d a d o p r d i o n ; 

CR 1 - p r i m e i r a c a n t a n t e d e r a d i a g a o C2nHG >; 

GR 2 - s e g u n d a c o n s t a n t e d e r a d i a c a o ; 

E - c a r g a e l e m e n t a r ; 

F - c o n s t a n t e d e F a r a d a y ; 

G - c o n s t a n t e g r a v i t a c i o n a l ; 

GAMA - o o n s i a n t e O a m a ; 

G A S - c o n s t a n t e G a s ; 

H - c o n s t a n t e d e P l a n k ; 

MAGN - m a g n e t o n n u c l e a r ; 

MOMP - m o m e n t o d o p r d t o n ; 

ME - m a s s a do e l e t r o n ; 

MN - m a s s a do n e u t r o n ; 

MP - m a s s a do p r 6 t o n ; 

NA - c o n s t a n t e d e A v o g r a d o ; 

R E - r a i o d o e l e t r o n ; 

R Y - c o n s t a n t e d e R y d b e r g ; 

S B O L T - c o n s t a n t e d e S t e f a n - B o l t z m a n n ; 

VNOR - v o l u m e n o r m a l d e g a s p e r f o i t o ; 

V I E N - c o n s t a n t e d e d e s l o c a m e n t o d e W i e n ; 

Z E E - c o n s t a n t e d e Z e e m a n ; 

GO - a o e l e r a a a o d a g r a v i d a d e a r d v e l d o m a r ; 
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PO - p r e s s a o a i m o t a f a r i a a a n i v a l d o m a r . 

5 . 3 A o r g a n i z a c a o d a c a l c u l a d o r a 

A c a l c u l a d o r a GA L GON e u m a i n t e r f a c e s i m p l e s q u e p e r m i t e a um 

u s u a r i o t o r a c e s s o l i m i t a d o a s r o t i n a s do p a c o t e d e m u l t i p l a 

p r a o i s a o d e e a r i l o n o c a p i t u l o a n t e r i o r . 

E x p r e s s o e s a r i t m e t i c a s s a o o m e i o d e c o m u n i c a c a o u t i l i z a d o 

p e l a GA L GON. 

A o r g a n i z a c a o d a c a l c u l a d o r a e e x i b i d a n o d i a g r a m a a s e g u i r 

a n a l i s a d o r 

e x p r e s s o e s 

usuar i o 

GA L GON 

r e s u l t a d o 

r o t i n a s e m 

m u l t . p r e c . 

A p 6 s a a t i v a c a o e a l g u m p r o t o c o l o i n i c i a l , a c a l c u l a d o r a 

a c e i t a u m a e x p r e s s a o s a t i s f a z e n d o r e g r a s g r a m a t i c a i s s i m p l e s , f a z 

a anaJ U.se d a v a l i d a d e d a e x p r e s s S o , a c i o n a a s r o t i n a s d e m u l t i p l a 

p r e c i s a o n e c e s s a r i a s p a r a a a v a l i a c a o d a e x p r e s s a o e f i n a l m e n t e 
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e x i b e o r e s u l t a d o d a s s a a v a l i a ^ a o n o v i d e o . 

5 . 4 A g r a m a l i c a u s a d a n a s e x p r e s s o e s 

A c a l c u l a d o r a r e c o n h e c e a s e x p r e s s o e s a r i t m e t i c a s q u e 

s a t i s f a z e m a s e g u i n t e B N F . 

M e t a s s l m b o l o S i g n i f i c a d o 

• d e f l n i d o p o r 

I a l t e r n a t i v a m e n t e 

f i n a l d o e s q u e m a 

t x J 0 o u 1 i n s t a n c i a die x 

<x> 0 o u m a i s i n s t a n c i a s d e x 

Cx | y ) um a r g u m e n t o : o u x o u y 

" x y z " o s i m b o l o t e r m i n a l x y z 

E x p r e s s a o S i m p l e s * [ S i n a l ] T e r m o C T e r m o O p e r a d o r A d i c a o > 

S i n a i « " + » | " - " 

T e r m ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m F a t o r < F a t o r O p e r a d o r M u l t i p l i c a g a o > 

F a t o r = C o n s t a n t e S e m S i n a l | D e s i g n a d o r F u n c a o | " C " E x p r e s s a o S i m p l e s " > " 

C o n s t a n t e S e m S i n a l as N u m e r o S e m S i n a l | I d e n t i f i c a d o r C o n s t a n t e 

N u m e r o S e m S i n a l = I n t e i r o S e m S i n a l | R e a l S e m S i n a l 

I n t e i r o S e m S i n a l s» S e q u e n c i a D i g i t o 

S e q u e n c i a D i g i t o « D i g i t o C D i g i t o > 

D i g i t o m "0"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI"1"I"2"|"3"|"4"|"5"|"6"|"7"j"8")"9" 

R e a l S e m S i n a l «• I n t e i r o S e m S i n a l " . " S e q u e n c i a D i g i t o " e " F a t o r E s c a l a r 

I n t e i r o S e m S i n a l " e " F a t o r E s c a l a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F a t o r E s c a l a r • t S i n a l l l n t e i r o S e m S i n a l 
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I d e n t i f i c a d o r C o n s t a n t e = I d e n t i f i c a d o r 

I d e n t i f i c a d o r «* L e t r a - C L e t r a | D i g i t o > 

L e t r a = " A " | " B " | " G " | " D " |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ... j " Z M j " a " | " b " J " c " | " d " | ... | " z " | 

D e s i g n a d o r F u n c a o « I d e n t i f i c a d o r F u n c a o [ L i s t a P a r a m e t r o R e a l 3 

I d e n t i f i c a d o r F u n g a o = I d e n t i f i c a d o r 

L i s t a P a r a m e t r o R e a l • E x p r e s s a o S i m p l e s 

O p e r a d o r M u l t - i p l l c a c a o *» " * " | ****** |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "S" 

O p e r a d o r A d i c S o - | 

S e a e x p r e s s a o f o r m u i t o g r a n d e C m a i s d e u m a l i n h a n o 

t e r m i n a l ) , a c a l c u l a d o r a a c e i t a o d e s d o b r a m e n t o e m s u b - e x p r e s s o e s . 

O u l t i m o r e s u l t a d o f i c a s e m p r e a r m a z e n a d o e m u m a v a r i a v e l e p o d e 

s e r r e c u p e r a d o a t r a v e s d o s i m b o l o •». 

E x e m p l o : S e j a a e x p r e s s a o 

1 . 2 3 4 2 3 4 2 3 4 * 8 6 5 7 6 4 8 6 5 4 + s i n < c o s < p i / s q r t C 2 > » - c * 

s i n < 0 . 2 3 4 > + e x p C 7 . 8 7 5 ) / g a m a . 

P o d e m o s , p o r e x e m p l o , e n t r a r c o m d u a s e x p r e s s o e s d a f o r m a 

<1> 1 . 2 3 4 2 3 4 2 3 4 * 8 6 5 7 6 4 8 6 5 4 + s i n < c o s<p i / s q r t < 2 » ) - c 

C2> • * s i n < 0 . 2 3 4 ) + e x p C 7 . 8 7 5 ) / g a m a . 

S . 5 A n a l i s e l e x i c a 

A a n a l i s e l e x i c a f o i i m p l e m e n t a d a u s a n d o o a u t d m a t o f i n i t o d a 

f i g u r a a s e g u i r c o m b a s e n a BNF c i t a d a e m 5 .4 ; 
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i n i c i o 

-* o p e r a d o r i g u a l d a d e 

-> o p e r a d o r a d i c a o / s i n a l 

-» o p e r a d o r s u b t r a g a o / s i n a l 

-*• o p e r a d o r e x p o n e n c i a g a o 

-* o p e r a d o r m u l t i p l i c a g a o 

-* o p e r a d o r d i v i s a o 

-*• a b r e p a r o n t s a i s 

-*• f e c h a p a r e n t . e s i s 

0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 3 4 

5 
f V 

6 
If V 

7 
it 1 

8 9 

-* d i g i t o <<f> 

r - J 

a 

. j 

b 
* * 

c z 

A B G . . . Z 

-*• l e t r a C^> 

-+ i d o n t i f i o a d o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

izzr zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4 

n u m e r o 
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Est ,© a u t d m a t o r e c o n h e c e o s s i m b o l o s : 

a> O p e r a d o r e s A r i t m e t i e o s : +, - f • , / , » * ; 

b> S i m b o l o s E s p e c i a i s : a=, (, 3 ; 

c > F u n c o e s e l e m e n t a r e s , t r i g o n o m e t r i c a s e s u a s i n v e r s a s 

c i t a d a s e m 0 . 2 ; 

d ) C o n s t a n t e s c i t a d a s e m 3 . 2 . 2 ; 

e > N u m e r o s : i n t e i r o s , r e a i s e n a f o r m a e x p o n e n c i a l . 

5 . 6 A n a l i s e S i n t a t i c a 

P a r a f a z e r a a n a l i s e s i n t a t i c a d a s e x p r e s s o e s l i d a s , 

c o m p a r a m o s o s t o k e n s , f o r n e c i d o s p e l o a n a l i s a d o r l e x i c o , c o m a b n f 

d a s e x p r e s s o e s a r i t m e t i c a s . C a s o o s t o k e n s n a o e s t e j a m d e a c o r d o 

c o m a g r a m a t i c a , u m a m e n s a g e m d e e r r o e e m i t i d a n o v i d e o e o 

s i s t e m a f i c a e s p e r a n d o u m a o u t r a e x p r e s s a o . 

5 . 7 A v a l i a c a o d a s e x p r e s s o e s 

O s t o k e n s s a o l i d o s e a r m a z e n a d o s e m d u a s p i l h a s . P i l h a 1, 

p i l h a d e o p e r a n d o s e P i l h a 2 , p i l h a d e o p e r a d o r e s . Q u a n d o f o r 

e n c o n t r a d o um >, a p r i o r i d a d e d e um o p e r a d o r d e f o r a d a p i l h a 

f o r m e n o r do q u e a p r i o r i d a d e do o p e r a d o r d e d e n t r o d a p i l h a o u 

a i n d a q u a n d o t e r m i n a r a e x p r e s s a o l i d a , a s p i l h a s s a o 

d e s e m p i l h a d a s e o s r e s u l t a d o s o b t i d o s s a o e m p i l h a d o s n o v a m o n t a a t © 

q u e a b a s e d a p i l h a 1 c e n t e r a a p e n a s um e l e m e n t o , q ue a o 

r e s u l t a d o d a e x p r e s s a o . E s s a i m p l e m e n t a c a o f o i s u g e r i d a p o r 

CHOROS43. 
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A s p r i o r i d a d e s d o s o p e r a d o r e s d e n t r o e f o r a d a p i l h a e s t a o 

r e l a c i o n a d a s a b a i x o : 

o p e r a d o r 
p r i o r i d a d e 

o p e r a d o r 
d e n t r o f o r a 

3 4 

* 2 2 
2 2 

+ 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 0 4 

f u n e a o 0 4 

c o n s t a n t e 0 4 

5 . 8 U t i l i z a c a o d a c a l c u l a d o r a 

C A L C O N e u m a c a l c u l a d o r a o i e n t i f i c a c u j a p r e c i s a o p o d e s e r 

a l t e r a d a d i n a m i c a m e n t e . O u s u a r i o u s a a c a l c u l a d o r a d a s a g u i n i e 

f o r m a : o s i s t e m a p e d e do u s u a r i o a p r e c i s a o q u e d e s e j a t r a b a l h a r , 

o u s u a r i o d i g i t a um n u m e r o i n t e i r o s e g u i d o d e C e n t e r > , e m s e g u i d a 

e n t r a c o m u m a e x p r e s s a o a r i t m e t i c a e t e c l a n o v a m e n t e < e n t e r > . £ 

f e i t a u m a a n a l i s e l e x i c a e s i n t a t i c a n a e x p r e s s a o l i d a , e c a s o 

h a j a a l g u m e r r o a c a l c u l a d o r a i n f o r m s e f i c a e s p e r a n d o u m a n o v a 

e x p r e s s a o . P a r a m u d a r d e p r e c i s a o b a s t a d i g i t a r < e n t e r > n a l e i t u r a 

d a e x p r e s s a o q u e e m s e g u i d a l h e s e r a p e d i d o u m a n o v a p r e c i s a o . 

P a r a s a i r d a c a l c u l a d o r a b a s t a o u s u a r i o d i g i t a r < e n t » r > n a 

l e i t u r a d a p r e c i s a o . P a r a r e p e t i r a U l t i m a e x p r e s s a o b a s t a t e c l a r 

F 3 . 
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C A P I T U L O V I 

C O N C L U S A O 

6.1 A m b i a n i o O N - L I N E 

O m a i o r p r o b l e m a e n c o n t r a d o n a i m p l a m e n i a o a o do p a c o t e d e 

m u l t i p l a p r e c i s a o f o i o t e m p o d e e x e c u e a o d o s a l g o r i t m o s . A l g u n s 

a l g o r i t m o s u t i l i z a d o s n a o t i v e r a m bo m d e s e m p e n h o . P r e c i s a v a m o s d e 

r e s p o s t a s r a p i d a s d e v l d o a o a m b i e n t e d a c a l c u l a d o r a s e r o n - l i n e . 

O s a l g o r i t m o s s u g e r i d o s p o r CBR EN7 8 ) s a o a d e q u a d o s p a r a um 

a m b i e n t e d e p r o c e s s a m e n t o e m l o t e o n d e a e f i c i e n c i a n a o t e r n um 

i m p a c t o t a o a c a n t u a d o s o b r e o u s u a r i o . P o r i s s o a l g u n s a l g o r i t m o s 

s u g e r i d o s n o s c a p i t u l o s 2 e 3 t i v e r a m q u e s e r m o d i f i c a d o s o u m e s m o 

s u b s t i t u i d o s p a r a q u e p u d e s s e m t e r um d e s e m p e n h o C t e m p o d e 

r e s p o s t a ) a d e q u a d o a u m a m b i e n t e o n - l i n e . 

6 . 2 L i n g u a g e m d e i m p l e m e n t a ^ a o 

P r e c i s a v a m o s d e u m a l i n g u a g e m q u e g e r a s s e c o d i g o © x e c u t a v e l 

e f i c i e n t e p a r a c o m p e n s a r o t e m p o g a s t o p e l o s a l g o r i t m o s . A e s c o i h a 

do F O R T R A N - 7 7 s e d e v e u a n e c e s s i d a d e d e i n s e r i r o p a c o t e d e 

m u l t i p l a p r e c i s a o n o s o f t w a r e do p r o j e t o M I C R O - B I T AN C B i b l i o t e c a 

T r a n s p o r t a v e l d e A l g o r i t m o s N u m e r i c o s p a r a M i c r o c o m p u t a d o r e s 

c o m p a t i v e i s c o m I B M -P C > d e s e n v o l v i d o e m F O R T R A N . P o r e m p a g a m o s um 

p r e 0 o a l t o p o r i s s o . T i v e m o s q u e u t i i i z a r u m a e s t r u t u r a © s t a t i a a , 

v e t o r , p a r a r e p r e s e n t a r um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o a o I n v e s d e 

u s a r a l o c a q a o d i n a m i c a . E q u a n d o p r e c i s a m o s d e u m a p r e c i s a o m a i o r 
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do q uo o i a m a n h o do v e i o r , i d m o s q u e e d i t a r o p r o g r a m a d© 

i n s t a l a g a o © m u d a r © s s e t a m a n h o , r e c o m p i l a r © l i g a r c o m o r e s t o do 

p a c o t e . Um a o u t r a d e s v a n t a g e m d o F O R T R A N © q u e q u a n d o d e f i n i m o s um 

v e t o r d o t i p o i n t e i r o p a r a r e p r e s e n t a r um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o , c a d a p o s i c a o d e s s e v e t o r g a s t a 3 2 b i t s , q u a n d o n a 

v e r d a d e b a s t a r i a m 4 b i t s , p o i s c a d a p o s i c a o d o v e t o r p r e c i s a 

a r a m a z e n a r a p e n a s um d i g i t o . D e s s a f o r m a d e s p e r d i c a m o s m ©m 6 r i a. A 

m a i o r v a n t a g © m d a a l o c a ^ a o d i n a m i c a s e r i a o f a t o d e p o d e r m o s 

r e a l m e n t e o p e r a r c o m p r e c i s a o i n f i n i t a c o m i n t e i r o s . Q u a n t o a o 

g a s t o d e m e m 6 r i a , n a o s e r i a t a o d i f e r e n t e d o F O R T R A N p o i s p a r a 

c a d a d i g i t o , i r i a m o s p r e c i s a r d e um a p o n t a d o r p a r a o p r d x i m o 

d i g i t o . O i d e a l s e r i a q u e p u d e s s e m o s t e r um v e t o r d o t i p o d i g i t o 

o n d e c a d a p o s i c a o p u d e s s e a r m a z e n a r s o m e n t e um d i g i t o e q u e o s e u 

i a m a n h o v a r i a s s e e m t e m p o d e e x e c u e a o . 

6 . 3 E s c o i h a d o s a l g o r i t m o s 

Um o u t r o f a t o r q ue c o n t r i b u i u p a r a um t e m p o d e r e s p o s t a a l t o 

f o i o f a t o d e n a o p o d e r m o s u t i l i z a r a p r o x i m a c a o r a c i o n a l , i d e a l 

p a r a a p r o x i m a r f u n c o e s . O r e q u i s i t o d e p r e c i s a o v a r i a v e l f e z c o m 

q u e u t i M z a s s e m o s s e r i e s , p o i s c a l c u l a r o s p o U n d m i o s 

a p r o x i m a d o r e s a c a d a n o v a p r e c i s a o s e r i a m u i t o d i s p e n d i o s o . D e s s a 

f o r m a t i v e m o s q ue s u b s t i t u i r p r o c e s s o s f i n i t o s ( a p r o x i m a c a o 

r a c i o n a l ) p o r p r o c e s s o s i n f i r d t o s ( s e r i e s ) , e i s t o c u s t o u t e m p o . 

6 . 4 P a c o t e e d u c a c i o n a l d e a n a l i s e n u m e r i c a 

A s r o t i n a s d o p a c o t e d e m u l t i p l a p r e c i s a o p o d e m s e r u s a d a s 
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c o m o b a s e n a c o n s i r u c a o d e um t u t o r d e a n a l i s e n u m e r i c a . O u s u a r i o 

a p r e n d e r i a d e u m a f o r m a a m i g a v e l q u e a p r e c i s a o i n f l u e n c i a o s 

r e s u l t a d o s d e um c a l c u l o . P o d e r i a e s c o l h e r algumas a r e a s d e 

i n t e r e s s e d a a n a l i s e n u m e r i c a , p o r e x e m p l o , r e s o l u g a o d e s i s t e m a s 

l i n e a r e s e i n t e g r a g a o n u m e r i c a . A s o l u g a o d e p r o b l e m a s d e s s a s d u a s 

a r e a s p o d e r i a s e r o b t i d a c o m a i m p l e m e n t a g a o d e m e t o d o s c o n h e c i d o s 

u t i l i z a n d o a a r i t m e t i c a p a d r a o e a s r o t i n a s d o p a c o t e . C o m a s 

i m p l e m e n t a g o e s u s a n d o m u l t i p l a p r e c i s a o p o d e r i a m o s o b s e r v a r a 

i n f l u e n c i a d a p r e c i s a o . O d i a g r a m a a b a i x o m o s t r a a e s t r u t u r a d e s s e 

t u t o r 

u s u a r i o 
i n t e r f a c e 

g e r a l 

i n t e r f a c e 

1 

i n t e r f a c e 

2 

s i s t e m a s 

1 i n e a r e s 

i n t e g r a g a o 

n u m s r i c a 

p a d r a o 

m p 

p a d r a o 

m p 

( m p ) - a r i t m e t i c a d e m u l t i p l a p r e c i s a o 
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A P E N D I C E A 

T E M P O S E V A L O R E S D E A L GUM A S F UN C O E S DA C A L C UL A D O R A 

F UNCA O V A L O R T EM P O 

1 / 7 0 . 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 

4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 

O " 8 0 

A 1 . 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3 7 3 0 9 5 0 4 8 8 0 0 1 6 8 8 7 2 4 2 0 9 6 9 8 0 7 8 

5 6 9 6 7 1 8 7 5 3 7 6 9 

0 * 2 6 " 

1 0 i o o 
1 0 E1 0 0 O ' l " 

50 f 3 0 4 1 4 0 9 3 2 0 1 7 1 3 3 7 8 0 4 3 6 1 2 6 0 8 1 6 6 0 6 4 7 6 8 8 4 4 3 

7 7 6 4 1 5 6 8 9 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

O ' l " 

© 2 . 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 0 4 5 2 3 5 3 6 0 2 8 7 4 7 1 3 5 2 6 6 2 4 9 7 7 

5 7 2 4 7 0 9 3 7 

2 * 4 5 " 

i n<2> 0 . 6 9 3 1 4 7 1 8 0 5 5 9 9 4 5 3 0 9 4 1 7 2 3 2 1 2 1 4 5 8 1 7 6 5 6 8 

0 7 5 5 0 0 1 3 4 3 6 0 2 6 

2 * 1 4 " 

s i n O ) . 5 > 0 . 4 7 9 4 2 5 5 3 8 6 0 4 2 0 3 0 0 0 2 7 3 2 8 7 9 3 5 2 1 5 5 7 1 3 8 8 0 

8 1 8 0 3 3 6 7 9 4 0 6 

1 * 1 5 " 

c o s C 0 . 5 > 0 . 8 7 7 5 8 2 5 6 1 8 9 0 3 7 2 7 1 6 1 1 6 2 8 1 5 8 2 6 0 3 8 2 9 6 5 1 9 

9 1 6 4 5 1 9 7 1 0 9 7 4 

1 * 0 5 " 

t a n C 0 . 5 > 0 . 5 4 6 3 0 2 4 8 9 8 4 3 7 9 0 5 1 3 2 5 5 1 7 9 4 6 5 7 8 0 2 8 5 3 8 3 2 

9 7 5 5 1 7 2 0 1 7 9 7 9 

1 * 2 9 " 

a r c t a n < 0 . 5 > 0 . 4 6 3 6 4 7 6 0 9 0 0 0 8 0 6 1 1 6 2 1 4 2 5 6 2 3 1 4 6 1 2 1 4 4 0 2 0 

2 8 5 3 7 0 5 4 2 8 6 1 2 

1 * 5 9 " 

a r c e i n < 0 . 5 > 0 . 5 2 3 5 9 8 7 7 5 5 9 8 2 9 8 8 7 3 0 7 7 1 0 7 2 3 0 5 4 6 5 8 3 8 1 4 0 

3 2 8 6 1 5 6 6 5 6 2 5 2 

2 * 2 8 " 

a r c c o s < 0 . 5 ) 1 . 0 4 7 1 9 7 5 5 1 1 9 6 5 9 7 7 4 6 1 5 4 2 1 4 4 6 1 0 9 3 1 6 7 6 2 8 0 

6 5 7 2 3 1 3 3 1 2 5 

2 * 3 0 " 

7T 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 2 3 8 4 6 2 6 4 3 3 8 3 2 7 9 5 0 2 8 8 4 1 

9 7 1 6 9 3 9 9 3 7 5 1 

2 * 2 0 " 

o b s : f o i u t i l i z a d o um c o m p u t a d o r P C - A T 8 0 2 8 6 c o m 10 MHz d e c l o c k , 

a p r e c i s a o e d e 5 0 d i g i t o s . 
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A P l S N DI C E B 

D E S C R I Q A O D A S P R I N G I P A I S R O T I N A S DO P A C O T E 

R OT I NA 
1 " 1 

D E S G R I G A O 

C A L C O N p r o g r a m a p r i n c i p a l 

A NA SI N f a z a a n a l i s e s i n t a t i c a d a e x p r e s s a o l i d a 

OONGAT G o n c a t e n a o s c a r a c t e r e s p a r a f o r m a c a o d o s t o -

k e n s 

DESEM 1 d e s e m p i l h a a s p i l h a s d e o p e r a d o r e s e d e o p e -

r a n d o s a t e e n c o n t r a r u m C r e a l i z a n d o a s o p e -

r a c o e s c o n t i d a s n a e x p r e s s a o 

D E S E M 2 d e s e m p i l h a a s p i l h a s d e o p e r a d o r e s e d e o p e -

r a n d o s q u a n d o a p r i o r i d a d e d o o p e r a d o r d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f o -

r a d a p i l h a © m e n o r o u i g u a l a p r i o r i d a d e do 

o p e r a d o r d e d e n t r o d a p i l h a o u q u a n d o t e r m i n a 

a e x p r e s s a o l i d a 

EMPCON e m p i l h a t o k e n c o n s t a n t e 

E M P E S P e m p i l h a t o k e n e s p e c i a l : <., - , +, » » / , * * 

EMPNUM e m p i l h a t o k e n n u m e r l c o 

I G E X P i g u a l a o e x p o e n t e d o m e n o r n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o a o e x p o e n t e d o m a i o r 

I GUA L 1 o b t e m u m n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o d a p i l h a 

I G UA L 2 c o l o c a um n u m e r o e m m u l t i p l a n a p i l h a 

I G UA L 3 a t r i b u i v a l o r a u m a v a r i a v e l e m m u l t i p l a p r e -

c i s a o 
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R OT I NA j D E S G R I C A O ' 

MP A GOS c a l c u l a a r c o - o o s s e n o d e um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

M P A SI N c a l c u l a a r c o - s e n o d e n u m e r o e m m u l t i p l a p r e -

c i s a o 

MPAT AN c a l c u l a a r c o - t a n g e n t e d e um n u m e r o e m m u l t i -

p l a p r e c i s a o 

MPCIM o o n v e r i e um n u m e r o i n t e i r o e m m u l t i p l a p r e c i -

s a o 

MPGOMP c o m p a r a d o i s n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MP GOS c a l c u l a o c o s s e n o d e u m n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MPCRM c o n v e r t e um n u m e r o r e a l e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPGSM c o n v e r t e um n u m e r o e m c a r a c t e r p a r a m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MPDEG o b t e m a p a r t e d e c i m a l d e um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MPDIV d i v i d e d o i s n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

M P E X P c a l c u l a e x 

M P EX P 1 03tJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-0viJliG&zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yc 

M P E X P 2 

M P E X P 3 c a l c u l a e a » o n d e a © u m n u m e r o e m m u l t i p l a p r e -

c i s a o p o s i t i v o e m e n o r q u e 1 

M P F A T c a l c u l a o f a t o r i a l d e n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i -

s a o 
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R OT I NA 
1 1 

D E S C R I C & O 

MPINT o b t e m a p a r t e i n t e i r a d e n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MP L OO c a l c u l a o l o g a r i t m o d e c i m a l d e um n u m e r o e m 

m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPLN c a l c u l a o l o g a r i t m o n e p e r i a n o d e um n u m e r o 

e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPLN1 c a l c u l a o l o g a r i t m o n e p e r i a n o d e 10 o u d e u m 

n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o < 1 

MP MULT m u l t i p l i c a d o i s n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPOUT m o s t r a o r e s u l t a d o n o v i d e o d a e x p r e s s a o l i d a 

MPP I c a l c u l a o v a l o r d e P I 

M P R EG c a l c u l a o i n v e r s o d e um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MPRND a r r e d o n d a um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o s e 

o p r i m e i r o d i g i t o d e g u a r d a f o r >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 

MPRQ c a l c u l a a r a i z q u a d r a d a d e um n u m e r o e m m u l t i -

p l a p r e c i s a o 

MPRQ1 c a l c u l a o i n v e r s o d a r a i z q u a d r a d a d e um n u m e -

r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPR Q2 c a l c u l a o i n v e r s e d a r a i z q u a d r a d a d e um n u m e -

r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o < 1 

M P S E T d e f i n e um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o c o m 

t o d o s d i g i t o s i g u a i s a k 
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R OT I NA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - — 1 

D E S G R I C A O 

MP SI N c a l c u l a o s e n o d e um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e -

c i s a o 

MPSOMA s o m a d o i s n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPSOM2 s o m a 1 a o n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o e m v i r -

t ud e do a r r s d o n d a m a n t o 

MP SUB s u b t r a i d o i s n u m e r o s e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

MPT AN c a l c u l a a t a n g e n t e d e um n u m e r o e m m u l t i p l a 

p r e c i s a o 

MPT R UN t r u n c a um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

NOR MAL n o r m a l i z a um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

P O S D I G r a t o i - n a a p o s i c a o d o u l t i m o d i g i t o d e um n u m « -

r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

P O S S I G r e t o r n a a p o s i c a o do d i g i t o m e n o s s i g n i f i c a -

t i v e d e um n u m e r o e m m u l t i p l a p r e c i s a o 

P R I I N r e t o r n a a p r i o r i d a d e do o p e r a d o r d e n t r o d a 

p i l h a d e o p e r d o r e s 

P R I O UT r e t o r n a a p r i o r i d a d e d o o p e r a d o r f o r a d a p i l h a 

d e o p e r a d o r e s 

T O K E N r e t o r n a o p r 6 x i m o t o k e n d a e x p r e s s a o l i d a 

V A L r e t o r n a o v a l o r d e c i m a l d e um n u m e r o e m m u l t i -

p l a p r e c i s a o 

9 3 



R E F E R f i N C I A S B I B L I O G R A F I C A S 

CA BR A 6 8 ] A BR A M O WI T Z , M. H a n d b o o k o f M a t h e m a t i c a l F u n c t i o n s w i t h 

F o r m u l a s , G r a p h s a n d M a t h e m a t i c a l T a b l e s , D o v e r 

P u b l i c a t i o n s , I n c , New Y o r k , 1 9 6 8 . 

I BR E N 7 8 ) B R E N T , R i c h a r d P. A F o r t r a n M u l t i p l e P r e c i s i o n 

A r i t h m e t i c P a c k a g e , ACM T r a n s a c t i o n s O n M a t h e m a t i c a l 

S o f t w a r e , v o l . 4 , n . 1, M a r q o , 1 9 7 8 , p a g s . 5 7 - 7 0 . 

[BRUM633 B R U M F I E L , C h a r l e s F . A r i t h m e t i c : C o n c e p t s a n d S k i l l s , 

A d d i s o n - W e s l e y P u b l i s h i n g C o m p a n y , L o n d o n , 1 9 6 3 . 

CCODY 803 CODY J r . , W i l l i a m J . & W A I T E , W i l l i a m . S o f t w a r e M a n u a l 

f o r E l e m e n t a r y F u n c t i o n s , P r e n t i c e - H a l l , E n g l e w o o d 

C l i f f s , New J e r s e y , 1 9 8 0 . 

CF OR S7 0 1 F O R S Y T H E , G e o r g e E . P i t f a l l i n C o m p u t a t i o n , o r Wh y a 

M a t h B o o k I s n ' t E n o u g h , A m e r i c a n M a t h e m a t i c a l M o n t h l y , 

1 9 7 0 , p a g s . 9 3 1 -9 5 6 . 

I HA MA 7 8 ] HA MA CHER , V. C , V R A N E S I C , Z . G. & Z A K I , S . G. C o m p u t e r 

O r g a n i z a t i o n , M c G r a w - H i l l , T o k y o , 1 9 7 8 . 

I H OR 0 8 4 1 H O R O WI T Z , E . & SA H NI , S . F u n d a m e n t o s d e E s t r u t u r a s d e 

D a d o s , C a m p u s , R i o d e J a n e i r o , 1 9 8 4 . 

9 4 



I K NUT 693 K NUT H, D o n a l d E . T h e A r t o f " C o m p u t e r P r o g r a m m i n g , v o l . 

2 , A d d i s o n - W e s l e y , R e a d i n g , M a s s . , 1 9 6 9 . 

IMAN0761 MA NO, M. M o r r i s . C o m p u t e r S y s t e m s A r c h i t e c t u r e , 

P r e n t i c e - H a l l , I n c . , E n g l e w o d C l i f f s , 1 9 7 6 . 

I MA R 0 8 7 1 MARON, I . A. & DEMI NOWI CH, B. P . C o m p u t a t i o n a l 

M a t h e m a t i c s , M i r P u b l i s h e r s , M o s c o w , 1 9 8 7 . 

I R A L S 6 5 1 R A L S T O N , A. A F i r s t C o u r s e i n N u m e r i c a l A n a l y s i s , 

M c G r a w - H i l l , T o k y o , 1 9 6 3 . 

I R UGG883 R UG G I E R O , M a r c i a A. G. & L O P E S , V e r a L u c i a d a R o c h a 

C a l c u l o N u m e r i c o s A s p e c t o s T e b r i c o s e C o m p u t a c i o n a i s , 

M c G r a w - H i l l , S a o P a u l o , 1 9 8 8 . 

I S T E R 7 4 3 S T E R B E N Z , P a t H. F l o a t i n g P o i n t C o m p u t a t i o n 

P r e n t i c e - H a l l , I n c . , E n g l e w o o d C l i f f s , N.J . , 1 9 7 4 

9 3 


