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Resumo 

A teoria wavelet tem sido estudada para muitas aplicagoes em processamento 

e codificacao de sinais transmitidos atraves de canais moveis. A codificacao de 

canal b i t -a -b i t usando matrizes de coeficientes wavelet e uma tecnica baseada nas 

propriedades de ortogonalidade entre as linhas de tais matrizes. Seus principals 

beneficios sao a simplicidade do processo de codificacao e decodificacao e o bom 

desempenho em canais sujeitos ao desvanecimento. E m canais de comunicacao 

sem fio, a propagacao do sinal por multiplos percursos degrada fortemente a qua-

lidade do sinal. Esquemas de codificacao combinados com diversidade sao usados 

para tornar mais robustos os sinais sob efeito do desvanecimento. Neste trabalho 

e apresentada uma tecnica que Integra a potencialidade da codificacao de canal 

b i t -a -b i t usando matrizes de coeficientes wavelet com esquemas de diversidade 

espacial, atraves do uto de multiplas antenas transmissoras. O desempenho da 

tecnica e avaliado atraves de simulacoes e comparacoes com outros esquemas de 

transmissao. 
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Abstract 

The wavelet theory has been studied for many processing and coding applications 

of signals transmitted through mobile channels. B i t -by -b i t channel coding using 

wavelet coefficients matrices is a technique based on the ortogonality properties 

between the lines of such matrices. The principal benefits of this technique are 

the simplicity of the coding and decoding process and the good performance 

in fading channels. I n wireless communication, mult ipath signal propagation 

strongly degrades the quality of transmitted signals. Coding schemes combined 

w i t h diversity are used to minimize fading effects. I n this work i t is presented a 

technique that integrates the potentiality of the b i t -by-b i t coding channel using 

wavelet coefficients matrices w i t h space diversity schemes, through the use of 

multiple transmitt ing antennas. The performance of the technique is evaluated 

through simulations and comparisons wi th other transmission schemes. 
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Capitulo 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Introdugao 

Nos ultimos anos ve.m-se observando uma grande demand a por servigos de comu-

nicagao sem fio. A possibilidade da troca de informagao, seja dados ou voz, entre 

usuarios. distantes geograficamente, que nao estao conectados fisicamente. tem 

levado ao surgimento de varies servigos e aplicagoes para a comunicagao sem fio, 

como a telefonia movel celular, sistemas dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA paging e interligagao de redes locais 

sem fio. Padroes ja estabelecidos para alguns destes servigos incluem transmissao 

de dados a taxas de 9,6 kb i t / s e recentemente, estao sendo considerados siste-

mas de transmissao de dados e voz de alta qualidade a taxas de 64 — 128 k b i t / s 

atraves do espectro dos sistemas moveis celulares (850 MHz) e dos sistemas PCS 

(Servigo de Comunicagoes Pessoais - Personal Communication Services) (1.8 ou 

1,9 GHz). E mais, o desenvolvimento da computagao movel estimula o uso de 

altas taxas de transmissao, tipicamente, na faixa de 144 k b i t / s para aplicagoes 

com alta mobilidade e acima de 2 M b i t / s para aplicagoes em ambientes fechados 

{indoor) [1]. 

A convergencia entre a computagao e sistemas de comunicagao sem fio requer 

um aumento na capacidade e melhoria no desempenho dos sistemas de trans-

missao. Para tanto, e necessario o desenvolvimento e aprimoramento de tecnicas 

eficientes de codificagao, modulagao e de processamento de sinais que melhorem 

a qualidade dos sistemas de comunicagao sem fio e possibilitem o comparti lha-

mento do espectro por um numero maior de usuarios, sem que haja perda de 

eficiencia espectral [2]. Algumas dessas tecnicas ut i l izam a teoria das fungoes 
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wavelet, cujas propriedades de ortogonalidade e a relagao corn o processamento 

de sinais em sub-bandas de freqiiencia estao sendo usadas em varias aplicagoes 

em comunicagoes [3-7]. 

Entretanto, os canais de comunicagao movel apresentam o efeito destrutivo 

dos multiplos percursos na propagagao do sinal. Tal efeito pode alterar de ma-

neira significativa a amplitude do sinal, mesmo para uma pequena variagao na 

distancia ou orientagao entre o transmissor e o receptor. Geralmente, em siste-

mas de comunicagao moveis, sao usadas tecnicas de codificagao de canal e/ou de 

diversidade para tentar minimizar os efeitos do desvanecimento. A diversidade 

baseia-se no fato de que os instantes de desvanecimento em canais independentes 

constituem eventos independentes. Assim, se a informagao redundante e forneci-

da ao receptor atraves de dois ou mais canais independentes, a probabilidade de 

que todos sejam afetados simultaneamente pelo desvanecimento e reduzida [8]. 

Algumas tecnicas, como a codificagao espacio-temporal, combinam diversidade e 

codificagao de canal para tornar os sinais transmitidos mais robustos aos efeitos 

do desvanecimento [9-11]. 

Em [3], os autores apresentam uma tecnica de codificagao de canal bit -a-bit 

cujos principals beneficios sao a simplicidade do processo de decodificagao e os 

ganhos, medidos em termos da probabilidade de erro de b i t , que podem ser ob-

tidos em canais sujeitos ao desvanecimento. A tecnica uti l iza as linhas de uma 

matriz de coeficientes wavelet (MCW) para codificar bits de informagao. A codi-

ficagao e baseada nas propriedades de ortogonalidade entre as linhas das M C W , 

denominadas de palavras-codigo, que mantem-se ortogonais quando deslocadas e 

adicionadas [2]. 

Neste trabalho, e apresentada uma tecnica que Integra as potencialidades da 

diversidade espacial e da codificagao de canal usando matrizes de coeficientes 

wavelet, sem que seja introduzida complexidade no processo de codificagao e 

decodificagao e sem haver perda de eficiencia espectral [12]. O desempenho da 

tecnica proposta sera avaliado sob o ponto de vista da transmissao atraves de 

canais sujeitos ao desvanecimento. 

O texto deste trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 
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e apresentada uma revisao da teoria wavelet. Inicialmente, e feito um breve 

historico sobre o desenvolvimento da teoria do ponto de vista apenas informati -

vo. O texto segue com a apresentacao das funcoes wavelet e das transformadas 

wavelet contfnua e discreta. A teoria wavelet tambem e discutida a part ir da 

analise multi-resolucional, sendo feita a ligacao entre a analise multi-resolucional 

e a filtragem de sinais por bancos de filtros com multi-taxas. 

No Capitulo 3 encontra-se uma discussao introdutoria sobre as matrizes de 

coeficientes wavelet. Tais matrizes sao a base do processo de codificagao de 

canal b i t -a -b i t . Portanto, alem da defimgao das matrizes de coeficientes wavelet, 

incluem-se nesta discussao as propriedades relevantes e exemplos de matrizes 

utilizadas para esta aplicacao, 

O Capitulo 4 discute a codificagao com matrizes wavelets que apresenta bom 

desempenho na transmissao em canais sujeitos ao desvanecimento piano e nao-

seletivo em freqiiencia. Tambem e apresentada a tecnica de baixa complexidade 

de implemetagao que Integra a codificagao com a diversidade espacial sem haver 

perda de eficiencia espectral. 

Os modelos dos sistemas de comunicagao com codificagao wavelet, sao descritos 

no Capitulo 5. Sao tambem apresentados sistemas de referenda nao codificados 

utilizados para a avaliagao quantitativa dos ganhos que sao obtidos com a codi-

ficagao. 

No Capitulo 6 sao apresentados os resultados das simulagbes das transmissoes 

codificadas atraves de canais com desvanecimento, util izando a tecnica original 

e a tecnica de codificagao com diversidade espacial. Finalmente, as conclusoes e 

sugestoes para novos trabalhos sao descritas no Capitulo 7. 

3 



C a p i t u l o 2 

Wavelets 

2.1 Introdugao 

A representagao de sinais atraves da decomposigao em fungoes foi proposta no 

im'cio do seculo 19, quando Joseph Fourier mostrou que e possivel decompor 

fungoes em termos de exponentials complexas de varias freqiiencias. Seguindo 

este conceito, em 1909, Alfred Haar criou a primeira wavelet (nesta epoca ainda 

nao existia o termo wavelet) [13-15]. A teoria wavelet vem sendo desenvolvida 

com a contribuigao de varias areas de pesquisa e no inicio da decada de 80, 

foram desenvolvidas bases wavelets mais gerais para fungoes com energia f inita e 

tambem algoritmos eficientes para calcular a decomposigao de fungoes [16]. 

A analise de Fourier e muito u t i l na representagao de uma grande classe de 

sinais, mas nao permite uma perfeita representagao dos nao-estacionarios [14, 15]. 

Por outro lado, a decomposigao de sinais em bases wavelets consegue representar 

fielmente estes sinais. Isso porque ao contrario das senoides que sao fungoes locais 

apenas no dominio da freqiiencia, as wavelets sao locais no dominio do tempo e 

no dominio da freqiiencia. 

Uma comparagao muito interessante em relagao a boa resolugao das wavelets 

nos dominios do tempo e da freqiiencia e sua caracteristica de permit i r a visua-

lizagao da "floresta" e das "arvores", atraves de algoritmos que ut i l i zam janelas 

para processar os sinais em diferentes escalas e resolugoes. Ou seja, atraves da 

analise wavelet pode-se obter as caracteristicas gerais do sinal ou caracteristicas 
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de baixa freqiiencia (a "floresta") atraves de janelas grandes, e as caracteristicas 

detalhadas ou caracteristicas de alta freqiiencia (as "arvores") atraves de jane-

las pequenas. Esta caracteristica e importante para a analise de sinais nao-

estacionarios [15]. 

Neste capitulo e feita uma revisao sucinta sobre a teoria wavelet. Inicialmen-

te, na Secao 2.2, e feito um breve historico sobre o desenvolvimento da teoria 

wavelet (do ponto de vista apenas informativo), sendo destacados alguns fatos 

importantes e nomes de pesquisadores que contribuiram e continuam contribuin-

do efetivamente para o seu desenvolvimento. Na Segao 2.3, sao apresentadas as 

funcoes wavelet e algumas de suas caracteristicas mais gerais. As transformadas 

wavelets continua e discreta sao discutidas nas Secoes 2.4 e 2.5, respectivamente. 

Na Secao 2.6, a teoria wavelet e apresentada sob o ponto de vista da analise 

multi-resolucional, que possibilita a construcao de familias wavelets discretas e o 

desenvolvimento de algoritmos rapidos para o calculo da transformada wavelet. 

A Secao 2.7 discute a ligacao entre a analise multi-resolucional e a filtragem por 

bancos de filtros. Finalmente, na Secao 2.8, o capitulo e concluido com algumas 

consideracoes. 

2.2 Breve Historico 

A teoria wavelet, desenvolvida principalmente a part ir da decada de 1980, tem 

suas origens nos trabalhos desenvolvidos independentemente nos mais diversos 

campos de pesquisa, incluindo matematica pura e aplicada, fi'sica, ciencia da 

computagao, engenharia, entre outros [14]. 

E m 1909, a partir da teoria de Fourier, Alfred Haar criou a primeira base 

wavelet ortonormal [17]. A wavelet de Haar e a base ortonormal mais simples 

de toda a teoria wavelet. Em 1930, ao estudar sinais aleatorios resultantes do 

movimento Browniano, o fisico Paul Levy mostrou que pequenos detalhes de tais 

sinais eram melhor representados usando-se as funcoes base de Haar, em relacao 

as fungoes base de Fourier [13]. 
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No inicio da decada de 1970, o engenheiro geofisico J . Morlet estudou uma 

alternativa para a S T F TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Short Time Fourier Transform), que calcula a transfor-

mada de Fourier de um sinal atraves de uma funcao janela, para analisar sinais 

sismicos. A S T F T nao era adequada, pois as janelas usadas em t a l transfor-

mada tem duracao fixa. Usando-se janelas de curta duragao perdia-se resolugao 

nas componentes de baixa freqiiencia. Ao passo que com janelas de longa du-

racao, perdia-se as caracteristicas em alta freqiiencia dos sinais. Dessa forma, 

Morlet usou fungoes janela cujas larguras (duragbes) eram dilatadas ou compri-

midas a medida em que se queria analisar as componentes de baixa ou de alta 

freqiiencia do sinal, respectivamente [13]. De modo a investigar o comportamen-

to em instantes de tempo diferentes, estas fungoes eram deslocadas no tempo e 

eram calculados os produtos internos entre as mesmas e o sinal a ser analisado -

surgiram as wavelets. 

Apesar do conceito ja apresentado, era preciso um maior formalismo ma-

tematico para a transformada wavelet. Morlet, entao, apresentou seu trabalho 

a A . Grossmann, fisico teorico, que tinha problemas similares em sens trabalhos 

de mecanica quantica, quando precisava representar caracteristicas locais de uma 

fungao. Grossmann construiu uma formula exata de inversao para a transfor-

mada de Morlet . A partir dai, Morlet e Grossmann fizeram alguns trabalhos e 

desenvolverarn algumas aplicagoes em conjunto [18]. 

E m meados de 1980, o matematico Y. Meyer leu os trabalhos de Morlet e 

Grossmann e percebeu que as formulas de analise e sintese, por eles apresenta-

das, eram a redescoberta das formulas que A. Calderon havia introduzido em 

analise harmonica na decada de 1960. Ainda em meados de 1980, um grupo de 

pesquisadores franceses liderados por Morlet, Grossmann e Meyer fizeram o refi-

namento matematico da teoria ate entao desenvolvida e denominaram o trabalho 

de Ondelettes, que popularizou-se em ingles como Wavelets [14, 15]. 

Stephane Mal la t , u m especialista em visao computacional e processamento 

de imagens, fez em 1986 a ligagao entre os algoritmos piramidais e a estrutura 

para a decomposigao de fungoes em bases wavelets. Meyer e Mal la t elaboraram a 

base matematica da analise multi-resolucional, que leva a u m algoritmo recursivo 
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de filtragem de facil implementacao para o calculo da decomposigao de um sinal 

em fungoes base wavelets [17]. Os filtros que correspondiam as bases de Meyer 

eram infinitos e t inham de ser truncados para tornar possivel a implementagao 

direta. Em 1987 foram construidas as primeiras bases wavelets ortonormais com 

suporte compacto, ou seja, limitadas no tempo. Neste caso, ao inves dos filtros 

serem obtidos a partir das wavelets, constroem-se filtros com reposta ao impulso 

finita ( F I R -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Finite Impulse Response) apropriados e que correspondam a uma 

determinada base wavelet ortonormal. A utilizagao de filtros na analise com 

wavelets relacionou-as com a filtragem em sub-bandas da teoria de processamento 

de sinais [13]. 

Os bancos de filtros de sub-banda F I R sao usados para div idir toda a ban-

da de freqiiencia de um sinal em sub-bandas. Na filtragem em sub-bandas sao 

usados filtros que garantem a perfeita reconstrugao do sinal, denominados de 

filtros espelhados em quadratura com reconstrugao perfeita ( P R - Q M F , Perfect 

Reconstruction Quadrature Mirror Filters) ou filtros em quadratura conjugados 

(CQF - Conjugated Quadrature Filters) [5, 19, 20]. Os P R - Q M F sao exatamente 

os filtros F I R usados na construgao de bases wavelets ortonormais com suporte 

compacto. 

A part ir dos trabalhos de Mallat , Meyer construiu as primeiras wavelets nao 

tr iviais diferenciaveis continuamente, porem, sem suporte compacto. E m segui-

da, Ingr id Daubechies basendo-se tambem nos trabalhos de Mal la t , construiu um 

conjunto de fungoes base wavelets ortonormais com suporte compacto. A t u a l -

mente, as wavelets de Daubechies sao bastante usadas em varias aplicagoes e sao 

consideradas as mais elegantes da teoria wavelet [5]. 

No final da decada de 1980, foi construida a base matematica para a Trans-

formada Wavelet Discreta e atualmente, a teoria wavelet encontra-se em fase de 

refinamento matematico. A troca de informagoes entre as mais diversas areas 

de pesquisa durante as ultimas duas decadas possibilitou o surgimento de muitas 

aplicagbes para a teoria wavelet. Pesquisas estao sendo desenvolvidas nos campos 

de sensoriamento remoto, processamento de sinais biomedicos, processamento de 

imagens, astronomia, analises numericas e comunicagbes digitals, entre outros 

[2-7]. 
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A seguir sao discutidas as caracteristicas gerais das fungoes wavelet e suas pro-

priedades, como tambem, sao apresentadas as transformadas wavelets continua e 

discreta. 

2.3 Fungoes Wavelet 

As wavelets sao fungoes com energia finita definidas no espago vetorial L 2 ( R ) , em 

que R e o conjunto dos mimeros reais. Uma fungaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g(t) definida em K pertence 

ao espago L2(M) (ver Apendice A ) se \g(i)f for integravel, ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f \g(t)\2 dt < oo. (2.1) 

J t£E 

Considere um sinal ou fungao / (£ ) , em que t e uma variavel continua. De uma 

forma geral, pode-se definir a decomposigao da fungao / (£) em uma serie ortonor-

mal como a combinagao linear de fungoes de uma determinada base, ponderadas 

pela projegbes de f(t) sobre cada uma delas, ou seja, 

/ ( t ) = 5 > , t M t ) , (2-2) 
i 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I e um indice inteiro, ipi(t) e o conjunto de fungoes base e at sao as 

projegbes de f(t) sobre ipi(t). O conjunto de coeficientes a; e a transformada da 

fungao / ( f ) [19]. 

Se a base usada na decomposigao de f(t) for ortogonal, ou seja, 

Ht)) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J Mt)Ut)dt = 0 k?l, (2.3) 

entao, os coeficientes a/ podem ser calculados pelo produto interno 

a i = (f(t),Mt))= J fW,(t)dt. (2.4) 

Na decomposigao de Fourier, as fungoes base (senos e cossenos) tem suporte 

igual a toda a extensao do eixo real, ou seja, cada fungao base ipi(t) decai a zero 

somente nos limites ±o o . No entanto, as fungoes base com suporte compacto ou 
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l imitado decaem a zero rapidamente, sendo preciso que tais fungoes sejam escalo-

nadas (dilatadas) e transladadas para que possam representar fungoes definidas 

em to do o eixo dos reais. 

As wavelets sao fungoes com suporte compacto. Portanto, na decomposigao 

em fungoes wavelet e construido um sistema com dois parametros que definem 

operagoes de escalonamento e translagao das fungbes wavelet base. Diferentemen-

te da analise de Fourier, em que as fungoes base sao as exponenciais complexas 

dilatadas na. freqiiencia, na analise wavelet as fungoes base nao sao unicas. Para 

que uma fungao seja considerada uma -wavelet e preciso que atenda as proprieda-

des gerais da base, como por exemplo, a condigao de admissibilidade e a regulari-

dade. Ha varias fungoes wavelet diferentes que podem ser usadas eficientemente 

na representagao de sinais, mas todas tem caracteristicas gerais comuns [5, 15]. 

Como sera visto mais adiante, de acordo com a condigao de admissibilidade, 

o valor medio de uma wavelet e igual a zero. Isso assegura a reconstrugao do 

sinal a part ir da transformada wavelet inversa. A condigao de regularidade esta-

belece que as wavelets tem decaimento exponential de forma que os momentos 

de primeira ordem sao iguais a zero. Para que uma fungao seja considerada uma 

wavelet, necessariamente, ela deve satisfazer a estas duas propriedades. Assim, 

uma wavelet adequada pode ser escolhida ou ate mesmo construida para, uma 

aplicagao especifica, havendo, portanto, diferentes tipos de familias wavelets com 

caracteristicas diferentes de simetria, localizagao em tempo-frequencia e ortogo-

nalidade. As Figuras 2.1-2.3 apresentam algumas fungoes pertencentes as familias 

de wavelets Daubechies, Coiflet, Chapeu Mexicano, Morlet , Meyer e Symlet. 

Para proceder a analise com wavelets e preciso escolher uma fungao wavelet 

modelozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ip(t), denominada de wavelet basica ou wavelet mae [5, 15]. Atraves de 

escalonamentos e deslocamentos da wavelet mae sao geradas as wavelets filhas. 

Portanto, uma famil ia de wavelets {ifis,T(t)} e representada por 

em que o parametro s e o fator de escala e o paraxnetro r e o fator de deslocamento. 

0 fator de escala e usualmente positivo. As wavelets sao dilatadas para escala 

(2.5) 
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Wavelet DautecMes 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 os i 

Wavelet Daubednes 4 

0.5 

0 

•0.5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\ A 
j / 

\ 1 
V 

3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t 5 

Wavelet Daubechies 3 

Waveie; Daubechies 5 

Figura 2.1: Funcoes wavelet Daubechies 2, 3, 4 e. 5. 

Familia Coi f ies Wavelet Coifie: 1 Familia Coifieis Wavelet Coifiel 2 

Fsmffia Coifieis Wavetel Coifte; 2 Familia Coilleis Wavele; Coiflet 4 

I I 
10 15 20 

Figura 2.2: Fungoes wavelet Coifiet 1, 2, 3 e 4. 
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Wavelet Ch a p eu Mewca n o 

Wavelet ae Meyer zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Wavelet de Morlet 

Familia Symieis Wavelet Symiet 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.3: Fungoes wavelet Chapeu Mexicano, Morlet , Meyer e Symiet 7. 

s > 1 e contraidas parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s < 1. A Figura 2.4 ilustra o processo de escalonamento 

e translagao da fungao wavelet Daubechies 2 (Figura 2.1), para T = 0 e 5 = 0, 5. 

r = 4 e 5 = 1. r = 8 e ,s = 2. 

A constante lf\/~s na Eq. 2.5 efetua a normalizagao da energia das wavelets zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j \^r{t)\2dt = J \ip(t)\2dt = i, : (2.6) 

ou seja, todas as wavelets da familia { ^ ) T ( t ) } tem energia:unitaria. As wavelets 

tambem podem ser normalizadas em termos de amplitude 

J fok,T(t)|di = l . (2.7) 

Neste caso, a constante de normalizagao e 1/s ao inves de 1/s/s e uma familia 

de wavelets e gerada por 

^ . r ( * ) = ]l> f ^ 1 ) • (2-8) 
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Figura 2,4: Escalonamento e translacao da funcao wavelet Daubechies 2, para zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T = 0 e s = 0 , 5 1 T = 4 e s = l , T = 8 e s = 2. 

2.4 Transformada Wavelet Continua 

Seja uma fungao / ( f ) . A transformada wavelet continuazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w(s, r ) da funcao / ( f ) e 

a decomposigao de / ( f ) em um conjunto de fungbes wavelet u !
i j 7 . ; dada por 

/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 0O 

/ ( f ) ^ ) T ( f ) d f , (2.9) 
•CO 

em que a fungao t ^ j T ( f ) e o conjugado complexo de ipSrr(t)-

Portanto, a transformada wavelet de um sinal unidimensional e uma fungao 

bidimensional da escala s e do tempo r . Substituindo-se a Eq. 2.5 na equagao 

da transformada wavelet continua (Eq. 2.9), pode-se escrever 

w(s, r) = (2.10) 

A transformada de Fourier de um conjunto de fungoes wavelet e 

f + o c 1 f t - r \ 
VsA^) = / -7=i> exp( - ju>t )d i , 

J-oo V szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ S J 

s\^(su>) exp(—jtur), (2.11) 
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em que e a transformada de Fourier da wavelet mae. No dominio da 

freqiiencia, as wavelets sao escalonadas pelo fator de escala 1 /se multiplicadas 

pelo fator e x p ( — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ L J T ) e pelo fator de normalizagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sll2. Quando as wavelets sao 

normalizadas em termos da amplitude, suas respectivas transformadas de Fourier 

tem a mesma amplitude. 

A Eq. 2.11 mostra claramente o conceito j a estabelecido de que a dilatacao 

i/s (s > 1) de uma fungao no dominio do tempo resulta em uma contragao su; no 

dominio da freqiiencia. O termo 1/s e proporcional a freqiienciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CJ . No entanto, 

para a transformada wavelet, o termo escala e mais usado, enquanto que o termo 

freqiiencia fica reservado para a transformada de Fourier [15]. 

Como visto anteriormente (Eq. 2.10), a transformada wavelet e a correlagao 

entre uma fungao f(t) e uma familia de wavelets ip(t). Assim, ta l transformada 

pode ser escrita como a transformada inversa de Fourier do produto entre o 

conjugado da transformada de Fourier \P(u>) e a transformada de Fourier F(u>) 

da fungao f(t) 

W(S,T) = \ - / F(L>)V(su>)exp(jvT)du>. (2.12) 

As transformadas de Fourier das wavelets sao denominadas de filtros da trans-

formada wavelet, pois dada uma fungao / (£ ) , sua decomposigao em bases wavelets 

resulta da convolugao da mesma com um banco de filtros com diferentes escalas 

(freqiiencia) [15, 19, 20]. 

Diferentemente da transformada de Fourier, a transformada wavelet tem suas 

fungoes base localizadas no tempo geradas por uma fungao wavelet mae, atraves 

da variagao dos parametros de deslocamento e escalonamento. Como j a foi co-

mentado, outra diferenga entre as duas transformadas e que a fungao base para a 

transformada de Fourier tem a forma particular exp(—ja>r), enquanto ha varias 

fungoes (que atendem a certas propriedades) que servem como base para a trans-

formada wavelet [15, 19]. 

Da mesma forma que um sinal e mapeado a part ir do dominio do tempo no 

dominio wavelet, deve-se ser capaz de voltar para o primeiro dominio sem que 
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ocorram distorcoes no sinal devido a transformagao. Dessa forma, a transformada 

wavelet inversa e definida como 

0 termo Q , e uma constante definida como condigao de admissibilidade que 

assegura a perfeita reconstrugao do sinal original [5]. Quando a transformada 

wavelet inversa e calculada, um numero infinito de wavelets filhas deve ser somado 

para, reconstruir o sinal original. Por isto; as wavelets nao podem ter nivel DC. 

A condigao de admissibilidade e dada por 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ty(co) e a transformada de Fourier de ip(t). 

Alem da. condigao de admissibilidade, uma wavelet deve satisfazer a condigao 

de regularidade, que estabelece que os coeficientes da transformada wavelet de-

crescent rapidamente com o decrescimo da escala [5]. Uma wavelet e sua transfor-

mada de Fourier sao concentradas tanto no dominio do tempo quanto no dominio 

da freqiiencia. Assim, a transformada wavelet e um operador local em ambos os 

dominios - tempo e freqiiencia [19]. 

Por definigao, a transformada wavelet e um operador linear. Dada uma fungao 

/ ( £ ) , a transformada wavelet de / ( f ) satisfaz as seguintes relagbes: 

1. superposigao linear sem termos cruzados: 

(2.13) 

wh+h(s>T) = vjfl(s,r) + wh(s,r); (2.15) 

2. translagao: 

(2.16) 

3. escalonamento: 

waV2f(at)(s,T) = wf(t)(as, o r ) ; (2.17) 
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2.5 Transformada Wavelet Discreta 

Considere uma familia waveletzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {ipStT(t)}. Desde que os parametros de escala s e 

de deslocamento r da Eq. 2.5 sejam continuos, a transformada e denominada de 

transformada wavelet continua. 0 termo wavelet discreta se refere as wavelets 

continuas com parametros de escala e de deslocamento discretos [5, 15], que 

podem ser expressos, respectivamente, por 

s = s;j, (2.18) 

r = ks^, (2.19) 

em que j e k sao niimeros inteiros ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ > 1 e um fator de escala fixo (geralmente, 

tem-se $Q = 2). 

Substituindo os fatores de escala e deslocamento discretos na Eq. 2.5, obtem-

se 

iihk(t) = 4/2H4t-kT0). (2.20) 

0 conjunto ipj,k(t) e a base da transformada wavelet discreta. Mesmo sendo 

uma transformada discreta, a variavel tempo da transformada ainda e continua. 

Assim, a transformada wavelet discreta e definida por 

djik = w{s, r) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —^ / f(t)w(4t - k)dt. (2,21) 

SQ J —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OO 

A inversa da transformada wavelet discreta da fungao / (£ ) e dada por 

3 h 

A transformada wavelet discreta e uma decomposigao em serie que mapeia 

uma fungao de uma variavel continua em uma seqiiencia de coeficientes de forma 

semelhante a decomposigao em serie de Fourier. A transformada wavelet e fungao 

de dois indices, o fator de translagao j e o fator de escala k. Por sua vez, a 
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transformada de Fourier e fungao apenas da freqiiencia, ou seja, do fator de escala zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j , j a que o fator de translacao k pode assumir apenas dois valores possiveis, zero 

e 7r/2, devido aos termos em cosseno e seno, respectivamente. 

O objetivo da decomposigao de uma fungao ou sinal em uma determinada base 

e a obtengao de informagao que possa ser mais facilmente processada que aquela 

obtida diretamente do mesmo. Outra razao para se fazer a decomposigao de um 

sinal e que com determinadas transformadas sao obtidos coeficientes iguais a zero 

ou com valores muito pequenos. Esta caracteristica, denominada de representagao 

esparsa, e importante em aplicagoes de estimagao estatistica, detegao, compressao 

de dados e supressao de ruido [19]. 

2.6 Analise Multi-resolucional 

Como visto na Segao 2.2, em meados da decada de 1980, Mal lat e Meyer esta-

beleceram que a decomposigao e reconstrugao de wavelets ortonormais poderiam 

ser implementadas atraves da analise multi-resolucional de sinais [2, 15]. A partir 

dai, ta l procedimento analitico tornou-se padrao na construgao de bases wavelets 

ortonormais e na implementagao da transformada wavelet ortonormal. Na analise 

multi-resolucional, um sinal e decomposto em multiplas bandas de freqiiencia. O 

principio da analise multi-resolucional e simples: a informagao a ser analisada e 

separada em duas partes: a principal e a residual. E m aplicagoes de processa-

mento de sinais, a parte principal e a informagao passa-baixa e a parte residual 

e a informagao passa-alta do sinal. 0 processo de decomposigao pode ser re-

petidamente aplicado a parte passa-baixa do sinal resultando no procedimento 

introduzido por Mal lat [16] para o calculo da decomposigao wavelet de um dado 

sinal discrete no tempo. 

E m geral, de forma a obter-se uma completa representagao de uma fungao 

f(t) e necessaria uma famil ia de fungoes wavelet discretas {^-^.(t) ; j,k € Z } 

composta por um numero infinite de fungoes. Para a decomposigao de um sinal 

atraves da analise multi-resolucional, alem da fungao wavelet mae, e definida 

uma fungao complementar de natureza passa-baixa <p(t), denominada de fungao 
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escalonamento. Assim, uma fungao pode ser representada eficientemente usando 

um numero infinite de resolucoes das fungoes wavelet e escalonamento. 

2.6.1 Sub-espago das Fungoes Escalonamento 

0 objetivo da analise multi-resolucionalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e representar uma fungao qualquerzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f(i) 6 

L2(R) em varios niveis ou resolugbes de detalhes. Cada nivel de resolugao de-

fine um sub-espago de fungoes de L 2 ( R ) . Em outras palavras, a analise m u l t i -

resolucional consiste na projegao de f(t) em uma famil ia de sub-espagos {Vj, i e Z } 

de L 2 ( R ) . Algumas propriedades importantes da analise multi-resolucional sao 

apresentadas a seguir: 

• Toda a informagao usada no calculo da aproximagao de uma. fungao qual-

quer f(t) £ L 2 (R) em um nivel de resolugao grosseiro j esta contido no 

calculo da aproximagao em um nivel de resolugao mais refmado (J - f 1). 

Portanto, Vj e um sub-espago de l-^+i- Essa propriedade, denominada de 

causalidade, pode ser representada pela equagao seguinte e visualizada na 

Figura 2.5 

{0} C . . . C V i i C 14 C Vi C . . . L 2 ( R ) , (2.23) 

ou, resumidamente, 

1) C V^.!. V i e Z . (2.24) 

Quando a resolugao aumenta com j tendendo fungao aproximada 

deve convergir para a fungao original. 

• Qualquer fungao em L 2 ( R ) pode ser tao aproximada quanto se deseja por 

sua projegao em Vj, a medida que j cresce, ou seja, 

( J Vj = L 2 ( R ) . (2.25) 

j = - o o 
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Figura 2.5: Agrupamento de espagos vetoriais gerados pelas fungoes escalona-

mento. 

• Quando a resolugao decresce, comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j tendendo para — oo, as aproximagoes 

content menos informagao e convergem para zero zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo 

f]V3 = {0}. (2.26) 
j f = - o o 

• De acordo com a definigao de um sub-espago Vj, os sub-espagos devem 

satisfazer a condigao de escalonamento 

f(t)£V3^f(2t)eVH1. (2.27) 

• Existe u m conjunto de fungoes 

{<f>(t-k);k £ Z } , (2.28) 

que constitui uma base ortonormal para V0. 

As propriedades acima apresentadas definem uma seqiiencia de sub-espagos 

agrupados de forma que o fechamento de sua uniao e igual a L2(M). As projegbes 

de uma fungao f(t) £ L 2 ( R ) em Vj sao aproximagoes de f(t) que convergem para 

para a fungao quando j —> oo. E mais, o sub-espago V0 tem bases ortonormais 

formadas por translagbes de determinada fungao <p(t), que no contexto da teoria 

wavelet, e denominada de fungao de escalonamento. Da Eq. 2.28, <£>(*) e uma 

fungao unitaria 

<j>{t)dt = 1, (2.29) 
-oo 
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e normalizada, pois 

(2.30) 

2.6.2 Sub-espago das Fungoes Wavelet 

A representagao de uma fungao atraves de fungoes escalonamento ortogonais e 

portanto, dos sub-espagoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vj, resulta em uma aproximagao "grosseira" da fungao 

em uma determinada resolugao. Parte da informagao sobre a fungao e perdi-

da nesta representagao. Sendo assim, para obter detames do comportamento 

(informagao) da fungao, e necessario projeta-la tambem em bases wavelets. 

Dados os sub-espagos agrupados de acordo com as Eq. 2.23 e 2.24, defme-se 

o sub-espago wavelet Wj como sendo o complemento ortogonal de V) em ou 

seja, 

Vj 1 Wj, (2.31) 

e 

Vj+1 = Vj®Wjt (2.32) 

em que 0 represents a soma entre um espago vetorial e seu complemento. A 

Figura 2.6 mostra a relagao entre os sub-espagos wavelet e os sub-espagos das 

fungoes escalonamento. 

Considere agora dois espagos V) o e Vj, em que j > j D . Aplicando a Eq. 2.32 

recursivamente, obtem-se 

Dessa forma, qualquer fungao em Vj pode ser expressa como uma combinagao 

linear de fungoes em Vja e Wj, j = j0,Jo+i, - • • > j ' — 1; podendo portanto, ser ana-

lisada separadamente em diferentes escalas. A analise multi-resolucional recebeu 

tal nome exatamente por esta separagao de escalas. 
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Figura 2.6: Agrupamento de sub-espacos wavelet e escalonamento. 

Considerando a Eq. 2.33. parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j 0 —> - c o e j —> oo, obtem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo 

( J ) Wj = L 2 ( R ) . (2.34) 

N o t a 1 Os sub-espagos Wj e Vj nao sao necessariamente ortogonais. Neste 

caso, a analise multi-resolucional leva a construgao de wavelets denominadas 

biortogonais. 

Alem disso, assume-se que 

Wj±Wr, se (2.35) 

ou seja, todos os sub-espagos Wj sao mutuamente ortogonais. 

Da definigao dos sub-espagos Wj e das propriedades da analise multi-resolucional, 

seguem-se algumas propriedades complementares aquelas j a citadas: 

• Os sub-espagos Wj tambem tem a propriedade de escalonamento 

/(*) € Wj & f(2t) e Wj+1. (2.36) 

• Existe uma fungao ib(t) € Wo, ta l que: 

Mt)=4>(t-k)t (2.37) 

forma uma base ortonormal para W 0 , em que 

tl,jjc(t) = yt21>{2H-k). (2.38) 
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Como conseqiiencia desta u l t ima propriedade, tem-se que o conjunto { ^ - ^ ( i ) ; 

i e Z } e uma base ortonormal parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Wj e de acordo com a Eq. 2.34, o con-

junto {^j,fc(t); j , k £ Z } e uma base ortonormal para L 2 ( K ) . 

2.6.3 Fungoes Escalonamento e Wavelet Basicas 

De acordo com a Eq. 2,28 o conjunto {<p(izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k);k £ E } e uma base ortonormal 

para V0. Assim, aplicando a Eq. 2.27 repetidamente, obtem-se que o conjunto 

{4>(2H-k);k £%}, (2.39) 

e uma base ortogonal para Vj. Multiplicand© a Eq. 2.39 pelo fator de normali -

zagao 2 J / ' 2 , segue-se que uma familia completa de fungoes escalonamento e gerada 

atraves de deslocamentos e translagbes da fungao escalonamento basica d>(t) 

{2j>/2<p(2H - k); k £ Z } e uma base ortonormal para Vv (2.40) 

A partir de deslocamentos da fungao escalonamento basica 4>(t) e gerada a base 

ortonormal {4>(t — k); k £ Z } para V0. Da mesma forma, a fungao escalonamento 

dilatada 4>(t/2) i ra gerar a base ortonormal {21/2q>(2'ltzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  k)\k £ Z } para \'\ 

com passo de deslocamento 2; <p{t/A) ira gerar a base ortonormal {22l'2d>(2~2t -

k);k £ Z } para V2 com passo de deslocamento 4 e assim por diante. Logo, o 

conjunto representado pela Eq. 2.40 forma uma base ortonormal de fungoes de 

escalonamento. 

Similarmente, em [21] e mostrado que existe uma fungao xp(t), de forma que 

{ 2 i / 2 ^ ( 2 i £ - k); k £ Z } e uma base ortonormal para Wj. (2.41) 

Algumas relagbes de ortogonalidade sao defmidas entre as fungoes <f>j,k{t) e 

ipjtk(t), as quais decorrem das relagbes entre os sub-espagos Vj e Wj. Como 

ipj,k(t) € Wj, <l>j,k{t) € Vj e Vj ± Wj, "0j,fc(i) e ortogonal a <f>j,k(t)- Adicional-

mente, como os sub-espagos Wj sao mutuamente ortonormais, ha ortogonalidade 
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entre escalas. Dessa forma, as relagbes de ortogonalidade entre os sub-espacos 

wavelet e escalonamento podem ser defmidas por 

/

oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mt)d>jf{t)dt = <$*,,, (2-42) 
oo 

M t ) ^ M d t = Sij&v, (2-43) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- c o 

/

oo 

&, f e ( t )^v( i )<ft = 0, j > i , (2.44) 

em que i , j , k,l £ Z e 6kj e delta de Kronecker definido como 

. 0, para fc # / 

1, para fc = I . 

2.6-4 Expansao de uma Fungao em Vj 

De acordo com as Eq. 2.33 e 2.34 pode-se escrever 

L2(R)=Vjo@Wjo®Wjo+l®... (2.45) 

Portanto, uma funcao f(t) £ V j , para qualquer J D < J , pode ser decomposta 

em uma serie de termos das fungao escalonamento e wavelets por 

oo J - l oo 

/ ( * ) = E cJo,k<l>Jo,k{t) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Yl E dJo,k^At), < e E , (2.46) 

fc= —oo j = Jo k=-oo 

em que 

cJtk = / f{t)<f>j,k{t)dt, (2.47) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —CO 

/

oo 

/ ( t ) ^ i f e ( t ) d t , (2.48) 
-oo 

sao os coeficientes da decomposigao. 

A part ir das relagbes de ortonormalidade entre as fungoes escalonamento e 

wavelets em [19] e definido o teorema de Parseval para wavelets como 

/

oo oo J — 1 oo 

l / M f * = £ £ ] c „ | 2 + £ £ fel2. 

fc=-oo fc=—oo j — J 0 fc=—oo ^ 49) 
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2.6.5 Equagao de Dilatagao e Equagao Wavelet 

ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V0 C V i , uma funcao em V 0 pode ser representada em termos de funcoes 

base de VJ,i > 0. Assim, a funcao escalonamento basica <f>(t) = (f>o,o{t) € V'o pode 

ser representada por 

oo oo 

©(f) = akd>hk(t) = V'2 Y, Q^(2* - (2'5°) 
k=—oo k— — oo 

em que 

/•oo 

ak= / </>(t)4>ltk(t)dt. (2.51) 

Para fungoes escalonamento com suporte compacto, o numero de coeficientes ak 

e finito zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2s-1 

0(r) = ] T Ofe^(2f - fc). (2.52) 

fc=0 

A Eq. 2.52, denominada de equagao de dilatagao. e fundamental na teoria wa-

velet, 0 fator g e um inteiro positivo denominado de genero da wavelet e os 

termos ak sao denominados de coeficientes de filtros passa-baixas associados a 

fungao 4>{t). A fungao escalonamento e unicamente caracterizada (a menos de 

uma constante) pelos coeficientes ak. 

Analogamente, como tb(t) € W0 e W0 C Wx, tem-se que a fungao w(t) com 

suporte compacto pode ser representada por 

2ff-l 

^ ( t ) = v / 2 ^ b * ^ 2 * - f c ) » ( 2 5 3 ) 

fc=0 

Os termos bk sao coeficientes de filtros passa-altas, dados por 

/

oo 

4>(t)^ltk(t)dt. (2.54) 
•oo 

A Eq. 2.53 e denominada de equagao wavelet. 
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2.7 Bancos de Filtros e Analise Multi-resolucional 

Nesta secao, a part ir das propriedades das funcoes wavelet e escalonamento sao 

derivadas algumas propriedades satisfeitas pelo coeficientes dos filtros associados 

a tais funcoes. 

2.7.1 Relagao entre Escalas de Resolugao 

A part i r das equacoes da analise. multi-resolucional, pode-se derh-ar as relagbes 

de recursividade entre os coeficientes wavelet em uma escala de resolugao maior 

e os coeficientes em uma escala de resolugao com menos detalhes. Da Eq. 2.50 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0(t) = y/2 Y anH2t ~ (2-55) 

o escalonamento por um fator 2~J e deslocamento pelo fator k resulta em 

oo 

<p{2H -k) = y/2 o.„©(2(2 it - k ) - n ) , 

n= —oo 

oo 

= \'2 ] T o n o(2- ' - ! f - 2k - n). (2.56) 

n——oo 

Fazendo m = 2k + n , obtem-se 

oo 

(p(2jt-k) = v/2 am_2k6(2j+H-m). (2.57) 

171= — OO 

Os coeficientes escalonamento em uma escala de resolugao j sao obtidos pela 

Eq. 2.47 

/

oo 

f(t)V/2<l>{2H - k)dt. (2.58) 
•OO 

Substituindo a Eq. 2.57 na Eq. 2.58 pode-se escrever zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

°° poo 

cjtk = E a — 2 f c / / ( * ) 2 ° ' + 1 ) / 2 ^ ( 2 i + 1 t - m)dt. (2.59) 
J —oo 
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No entanto, a integral e igual ao coeficiente da decomposigao da fungao / ( f ) na 

escalazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j + 1, resultando em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CO 

Ci,fc = E a m-2fc c J+l ,m . (2-60) 
m= —00 

A relagao correspondente para os coeficientes wavelet e dada por 

OO 

d 3 , k = E ^ - 2 f c C i + l , m . (2.61) 

m=—oo 

De maneira analoga ao desenvolvimento anterior, pode-se obter os coeficientes 

era uma escala maior a partir dos coeficientes de uma escala inferior. Considere 

um sinal / ( f ) € V)_] que pode ser representado em termos da fungao escalona-

mento por 

/ ( f ) = ] T c i + 1 , , 2 « + 1 ) / V ( 2 ( i + 1 ) f -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k ) , (2.62) 

k 

ou em termos da escala seguinte por 

/ ( f ) = Ci,k2j,2<p@t ~ k ) + J2 d3tk23/2^(2H - k ) . (2.63) 

k k 

Fazendo a substituigao das Eq. 2.53 e 2.55 na Eq. 2.63, e obtido 

/(*) = E ^ E ^ ' ^ W " ' 1 * + 
k n 

+ E d i . & E 6 » 2 ( i + 1 ) / 2 ^ ( 2 i + l i - k - ( 2 - 6 4 ) 
k n 

A part i r das relagbes de ortogonalidade (Eq. 2.42, 2.43 e 2.44), multiplicando as 

Eq. 2.63 e 2.64 pela fungao <^(2 J + 1f — k') e em seguida integrando-as, resulta em 

oo oo 

Cj+l,k = E a™-2kCj,m + E l ^rn-2kdj<m, (2,65) 

JTi.= —OO 771=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — oo 

que estabelece a relagao entre os coeficientes da decomposigao em uma fungao 

escalonamento de escala maior e os coeficientes wavelet e escalonamento em uma 

escala inferior. 
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2.7.2 Sub-amostragem e Filtragem 

No processamento digital de sinais, o processo de filtragem de u m sinal e realizado 

atraves da convolucao da seqiiencia de amostras discretizadas do sinal com os 

coeficientes do filtro que esta sendo utilizado [19]. SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x(n) a seqiiencia de 

entrada e h(n) os coeficientes do filtro considerado com N elementos. A seqiiencia 

de saida y(n) e dada por 

A r - 1 

y(n) = h(k)x(n - k). (2.66) 

fc=0 

De um modo geral, os filtros digitals [20] se dividem em duas categorias de 

acordo com o numero de coeficientes que os representam. Quando o numero de 

coeficientes N do filtro e finito, o filtro e denominado de filtro com resposta ao 

impulso finita (FIR - Finite Impulse Response). Quando N e inf inito , o f i ltro 

e denominado de filtro com resposta ao impulso inf in i ta ( I I R - Infinite Impulse 

Response). Ha varias tecnicas para se realizar o projeto de filtros e obter o efeito 

que se deseja, remocao de ruido ou separacao de sinais. 

Para os filtros digitals mult i - taxa, ha uma relagao entre o indice inteiro n 

do sinal x(n) e o tempo. Freqiientemente, o sinal discreto a ser processado e 

formado por uma seqiiencia de amostras uniformemente espagadas de uma fungao 

do tempo. As duas operagbes basicas dos filtros mult i - taxa sao a sub-amostragem 

e a super-amostragem. A sub-amostragem, tambem chamada de decimagao, toma 

o sinal x(n) como entrada e produz a saida y(n) = x(kn), k > 1. Esta operagao 

e representada na Figura 2.7, considerando k = 2. 

Figura 2.7: Representagao em diagrama de blocos da operagao de decimagao. 

Na sub-amostragem, caso especifico k — 2, metade dos dados do sinal de 

entrada sao descartados, portanto ha a possibilidade de perda de informagao. 
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No dominio da freqiiencia, o processo de decimagao causa u m efeito denominado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

aliasing que se caracteriza por uma sobreposicao de componentes de freqiiencia 

do sinal. No entanto, se o sinal original e l imitado em banda, nao ha perda de 

informagao devido a sub-amostragem. 

As Eq. 2.60 e 2.61 realizam exatamente o processo de filtragem digital e sub-

amostragem. Estas equagbes mostram que os coeficientes escalonamento e wavelet 

em diferentes m'veis de escala podem ser obtidos pela convolugao dos coeficientes 

da decomposigao na escala j com os coeficientes recursivos a_ n e e por uma 

sub-amostragem, resultando nos coeficientes de decomposigao na escala seguinte 

jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — I . Ou seja, os coeficientes na escala j sao "filtrados" por dois filtros digitals 

F I R com coeficientes a_ n e 6_ n e apos o processo de sub-amostragem, sao obtidos 

os coeficientes escalonamento e wavelets em um nivel de resolugao men or. O 

algoritmo de Mallat utiliza esta estrutura de processamento que foi desenvolvida 

na teoria de bancos de filtros, filtros espelhados em quadratura, filtros conjugados 

e bancos de filtros com reconstrugao perfeita [19]. A implementagao das Eq. 2.60 

e 2.61 e ilustrada na Figura 2.8, em que o resultado da convolugao entre o termo 

Cj_i e a_ n e 6_ n e subamostrado por um fator igual a 2, 

Ci. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C J 

Figura 2.8: Banco de analise com duas bandas. 

Ainda considerando a Figura 2.8, observa-se que o numero de amostras do 

sinal de saida do sistema e igual ao numero de amostras do sinal de entrada. 

A passagem do sinal de entrada pelos dois filtros dobra o numero de amostras 

do sinal resultante. Com o processo de decimagao, o numero de amostras e 

reduzido ao valor original. Portanto, e possivel nao perder nenhuma informagao 

e recuperar completamente o sinal original. 0 processo de aliasing ocorrido com 
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a passagem do sinal pelo filtro superior e cancelada usando-se o sinal do filtro 

inferior. Este e o principio utilizado pelos filtros com reconstrugao perfeita. 

0 processo de divisao, filtragem e decimagao pode ser repetido nos coeficientes 

escalonamento gerando a estrutura em arvore da Figura 2,9, denominada de banco 

de filtros iterativos. E m geral, uma estrutura em arvore e gerada no processo 

recursivo de obtengao dos coeficientes na escalazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — n a part ir dos coeficientes da 

escala k. A estrutura da Figura 2.9 e a representagao do processo recursivo de 

analise em que a projegao de um sinal f(t) sobre o sub-espago Vm e decomposto 

em Vm-i e W m _ i , a projegao em V m _ i e decomposta em V m _ 2 e WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm-2 e assim 

por diante. Cada projegao equivale a uma versao menos refinada da projegao 

anterior. 

V, \2 W, 

h 7 i 
I 

h 7 i 
I 

i 
•2 ^ 

i 

i 
•2 ^ 

i 

! '0 

Figura 2.9: Representagao da estrutura de analise de um banco de filtros com 

duas bandas e tres estagios. 

O primeiro estagio da estrutura divide o espectro de C j + 1 ] f c em duas bandas, 

uma de baixas freqiiencias e outra de altas freqiiencias, resultando nos coeficientes 

escalonamento e wavelets em uma escala menor Cjtk e djtk- O segundo estagio 

divide a banda de baixas freqiiencias resultante do primeiro estagio em duas 

bandas de baixa e alta freqiiencias menores. No primeiro estagio, o espectro e 

dividido em duas partes iguais. No segundo estagio divide a banda passa-baixa 

na quarta parte do espectro e assim, sucessivamente. Este processo de divisao 

resulta em um conjunto logaritmico de larguras de banda. Logo, os filtros do 

banco de filtros da Figura 2.9 apresentam uma relagao entre largura de banda 

e freqiiencia central da banda constante e sao denominados de filtros com fator 
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de qualidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q constante. Nas Figuras 2.10 e 2.11 e mostrada uma comparagao 

entre as transformadas STFT e wavelet no grafico de resolugao tempo-freqiiencia. 

' w w w wm zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fmqmncia 

1 

Tempo 

Figura 2.10: Grafico de resolugao tempo-freqiiencia da transformada S T F T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Freqiiencia 

T e m p o 

Figura 2.11: Grafico de resolugao tempo-freqiiencia da transformada wavelet. 

2.7.3 Super-amostragem e Filtragem 

O processo de sintese de um sinal a partir de um banco de filtros e realizado 

fazendo-se, inicialmente, o processo de super-amostragem seguido da filtragem 

do sinal. Ou seja, zeros sao inseridos entre as amostras do sinal x(n), de modo 

que saida e 

y(2n)=x(n) e y(2n + l ) = 0. (2.67) 
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Assim, o sinal original e dilatado resultando em u m sinal com duas vezes o com-

primento inicial . 

O processo de filtragem e super-amostragem e exatamente o que faz a operagao 

de sintese descrita pela Eq. 2.65 

oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ 
m=—oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Jm-2k (2.68) 

Inicialmente, a seqiiencia de coeficienteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cjtk na escala j sao superamostrados i n -

serindo zeros entre cada termo e em seguida, e feita a convolugao da sequencia 

com os coeficientes escalonamento ak. 0 mesmo processo e realizado com os coe-

ficientes wavelet djzk na escala j . A Figura 2.12 mostra a estrutura representada 

pela Eq. 2,68, em que gk = ak e hk = bk. Da mesma forma que a Segao 2.7.2, 

pode-se continuar o processo de sintese ate a escala desejada, usando-se os coefi-

cientes wavelet nas escala apropriadas [19]. A Figura 2.13 e uma representagao 

em arvore do processo. 

c-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J 

k 

-j+i 

Figura 2.12: Banco de sintese de duas bandas. 

Na teoria wavelet, os processos de sintese e analise (composigao e decompo-

sigao, respectivamente) podem ser vistos como processos de filtragem em sub-

bandas passa-baixas e passa-altas seguidos de uma sub-amostragem, na analise, 

ou de uma super-amostragem, na sintese. Procedimento semelhante e usado 

na codificagao em sub-bandas, em que os coeficientes dos bancos de filtros de 

analise e sintese {ak,bk} e {gk,hk} formam os bancos de filtros utilizados por 
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Figura 2.13: Representagao da estrutura de sintese de um banco de filtros com 

duas bandas e dois estagios. 

estes metodos. A Figura 2.14 apresenta as fungoes wavelet e escalonamento Dau-

bechies 10, os coeficientes dos filtros passa-altas e passa-baixas associados a cada 

fungao e a fungao de transferencia de cada fi ltro. 

2.8 Conclusao 

Neste capitulo foi feito um resumo da teoria wavelet, Foram apresentadas as ca-

racteristicas e propriedades gerais das fungoes wavelet, as transformadas wavelets 

continua e discreta e a teoria wavelet foi discutida do ponto de vista da analise 

multi-resolucional. 

A analise multi-resolucional e usada com padrao para a construgao de bases 

wavelets ortonormais e para o calculo das transformadas wavelets ortonormais. 

A decomposigao em multi-resolugbes permite a analise e o processamento de 

sinais em multiplas bandas de freqiiencias, estando intimamente relacionada com 

a teoria de codificagao em sub-bandas e filtragem por bancos de filtros com m u l t i -

taxas. 

31 



Funcao Escalon. Daybechies 10 (dMO) 

0 5 10 15 20 

Filtro passa-bamas associadp a funcao escalon db10 

1 

0.8 

0.6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OA 

0.2 

0 

0 5 10 15 20 

Funcao de transferenda do filtro passa-baixas 

f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\  1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ I 
\ 

\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Funcao Wavelet Daubechies 10 (dblO) 

0.6 

0,4 

0.2 

0 

-0.2 

-0.4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

0.8 

0.6 

0 4 

0.2 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 5 10  15 20 

Filifo passa-altss associado a funcao wavelet dblO 

o o o o o o c c 

0 5 10 15 20 

Fuan^ao de trasfetericta do ftitic passs-alias 

r 

0.2 0,4 0.6 0,8 

Figura 2.14: Fungoes wavelet e escalonamento Daubechies 10, coeficientes dos 

filtros associados a cada fungao e fungao de transferencia de cada filtro. 
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C a p i t u l o 3 

Matr i zes Wavelet 

3.1 Introdugao 

Uma matriz wavelet e uma generalizacao das matrizes ortogonais quadradas ou 

matrizes unitarias para uma grande classe de matrizes retangulares. As matrizes 

wavelets correspondent a bancos de filtros com multi-taxas, em que cada linha 

da matriz corresponde aos coeficientes escalonamento e wavelets de um banco 

de filtros [2, 22]. Ou seja, uma matriz wavelet e a representagao matric ial dos 

coeficientes de filtros associados as fungoes escalonamento e wavelet de um dado 

sistema wavelet. Portanto, cada matriz wavelet contem a informagao necessaria 

para definir um sistema wavelet associado. Varias propriedades analiticas dos 

sistemas wavelet dependem das propriedades algebricas das matrizes wavelet. 

Os primeiros sistemas wavelet foram introduzidos por Alfred Haar, em 1910. 

Os sistemas wavelet de Haar foram generalizados para dimensbes e ordens maiores 

e ta l generalizagao, leva naturalmente a nogao de matrizes wavelet de Haar e 

sua classificagao. Ha um mapeamento caracteristico das matrizes wavelet nas 

matrizes de Haar de mesma ordem e assim, a classificagao das matrizes wavelet 

pode ser reduzida a classificagao de sua matriz de Haar caracteristica. Varias 

matrizes usadas em matematica e processamento sao matrizes de Haar de tipos 

especificos. Como exemplo, pode-se citar: as matrizes de transformada de Fourier 

discreta, as matrizes de transformada do cosseno discreta, as matrizes de Walsh 

e Hadamard, matrizes de Rademacher, e matrizes de Chebyshev [2], Todas estas 
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matrizes sao unitarias (ortogonais caso sejam reais). A nogao das matrizes de 

Haar oferece u m ponto de vista unificado das diversas aplicagoes das matrizes 

citadas. 

Nas segbes seguintes deste capitulo sera apresentada a definigao de matrizes 

wavelet, seus fundamentos, propriedades elementares e a!guns exemplos, O enfo-

que maior sera dado as matrizes wavelet compactas, ou seja, matrizes de dimensao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m x mg, em que m e a ordem e g e o genero da matriz , em,,g< oo. A ordem de 

uma matriz e tambem denominada de multiplicador ou fator de escala da matriz . 

E m especial, na codificagao wavelet discutida neste trabalho, sao usadas matrizes 

wavelet reais planas construidas a partir da wavelet de Haar. 

3.2 As Matrizes Wavelet 

Seja F um subconjunto do conjunto C dos numeros complexos. 0 subconjunto 

F pode ser o conjunto Q dos numeros racionais, R dos numeros reals, o proprio 

conjunto dos numeros complexos ou algum conjunto algebrico. Considere uma 

matriz A = (as
k), com m > 2 linhas de vetores de comprimento s possivelmente 

inf inite , dada por 

a? aS -• • \ 

A = (3.1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ • • • a : \ ' oo'"* a—* - • • • / 

em que cada elemento a| £ F e F C C. Sao definidas sub-matrizes Ai de A de 

dimensao m x m , da forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A i = (aL+r)> r = 0 , . . . , m - l ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 = 0, . . . , m - l , (3.2) 

para I G Z. Assim, a matriz A pode ser expressa em termos de blocos de matrizes 

A = (... ,A-l,A0,Al,A2 . . . ) , (3.31 
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em que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A0 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ "0 

* m - l 

" m - l / 

(3.4) 

Da teoria. de variaveis complexas, a partir da matriz A, pode ser construida 

uma serie de potencias zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A(z) = £ V (3.51 

I— — cso 

denominada de serie de Laurent da matriz. A(z) tambem pode ser escrita como 

uma matriz m x m, tendo como elementos os coeficientes da serie de Laurent 

,0 _t 
lmk~ 

A- "rofc+r-

""mfc ^ 

(3.6) 

Hk amk+m-lzk / 

sendo tambem denotada de matriz de Laurent de A. Ambas as representagbes 

3.5 e 3.6 serao denominadas de representagao de Laurent da matriz A. 

Supondo que ha um numero finito de matrizes nao-nulas na representagao de 

A(z) da Eq. 3.6, entao 

(3.7; 

considerando que A^e Ay2 sao matrizes nao-nulas. 0 genero da matriz A, dado 

por g = A r
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — A r i + 1, e o numero de termos nao nulos da serie representada pela 

Eq. 3.7. 

Finalmente, e definida a adjunta A(z) da matriz de Laurent A(z) por 

A{z) = A*{z-l) = ^£JA*z\ (3.8) 



em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A* = A e a transposta conjugada da matriz At. 

Assumindo que A tem m linhas e possivelmente, um numero inf inito de colu-

nas, a matriz A e denominada de matriz wavelet de ordem m se forem satisfeitas 

as seguintes condigbes 

A{z).A(z) = ml, (3.9) 

oo 

k=—oo 

em que e o delta de Kronecker. 

Por outro lado, caso a matriz .4 tenha um numero finito de colunas, entao A 

e uma matriz de dimensao m x nig, em que g, como j a mencionado, e o genero 

da matriz A. O genero e o numero de blocos de matrizes m x m que formam a 

matriz .4. O conjunto de todas as matrizes wavelet de ordem m e genero g sera 

representada por WM(m, g; F). Geralmente F e o conjunto dos numeros reais ou 

dos complexos. 

A comparacao entre os coeficientes com potencias de z correspondentes esta-

belece relagbes de ortogonalidade entre as linhas da matriz A 

ak+ml'%+ml = m$s',sSfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,1- (3.11) 
k 

As relagbes 3.9 e 3.10 ou equivalentemente 3.11 e 3.10 sao denominadas, res-

pect! vamente, de condigao quadratica e linear (condigao de escalonamento) na 

definigao de uma matriz wavelet. A condigao quadratica assegura que as linhas 

de matriz wavelet A = (a|) = (ag , . . . > a 4 s - i ) ^ m comprimento igual a -Jm 

e que sao ortogonais mesmo quando deslocadas por um mult ip lo arbitrario de 

m. O vetor a 0 e denominado de vetor escalonamento e cada u m dos vetores as, 

1 < s < m, e denominado de vetor wavelet. A condigao de linearidade ou de 

escalonamento (3.10) estabelece que a soma dos elementos do vetor escalonamen-

to e igual a ordem m da matriz wavelet, enquanto que, a soma dos elementos 
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de cada vetor wavelet e igual a zero. As matrizes wavelet de ordemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m podem 

ser vistas como um banco de filtros digitals com m-bandas, em que a primeira 

l inha equivale a um filtro passa-baixas e as linhas m — 1 linhas equivalent a filtros 

passa-altas. Dessa forma, para uma dada matriz wavelet, os elementos do vetor 

escalonamento e dos vetores wavelet sao tambem chamados de coeficientes de 

filtro passa-baixas e coeficientes de filtros passa-altas, respectivamente. 

Dada uma matriz wavelet com suporte compacto, a| # 0, para 0 < k < mg, 

suas linhas serao representadas por 

ak : = 4 bt := as
k, (3.12) 

em que 0 < K m e 0 < I < mg. Assim, os vetores escalonamento e wavelet 

serao denotados, respectivamente por 

a = ( o 0 , . . . ,am-i), (3.13) 

V = {bl,... ,Vm_,). (3.14) 

A seguir serao apresentados alguns exemplos simples de matrizes wavelet [2, 

22]. 

E x e m p l o 2 ( M a t r i z e s de H a a r de o r d e m 2) As matrizes abaixo, denomdna-

das de matrizes de Haar, sao as unicas matrizes wavelet quadradas de ordem 2 

com coeficientes reais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(-i  0 •
 <3i 5)  

De forma geral, uma matriz de Haar com elementos complexos e dada por 

( 1 1 \ 

_ei0 eie 
(3.16) 
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E x e m p l o 3 ( M a t r i z W a v e l e t de Daubech ies de o r d e m 2 e genero 2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A ma-

trizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £>2 

( 1 + V 3 3 + %/! 3 - y/3 1 - x/3 

D 2 = \ - l + VS - 3 - V 3 1 + v f 

e uma das matrizes de ordem 2 descobertas por Daubechies [2j. 

E x e m p l o 4 ( M a t r i z W a v e l e t de o r d e m 2 e genero 2) Defina a familia de 

vetores escalonamento com pardmetro periodica por 

ao(0) = 1 (1 + c o s 9 - sin6), (3.18) 

1 

ai(9) = - ( l + cos0 + s in0) , (3.19) 

a2(0) = I ( i - cos9 + sin 6), (3.20) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a3(6) = 1 ( 1 - cost? - sin.?), (3.21) 

e o corresponienie vetor wavelet associado bk(9) = ( — l ) * + 1 a 3 _ f c ( # ) . ^ matriz 

( aQ(9) ai(9) a2(0) a3(6) \ 

{ b0(9) h(9) b2(9) b3(9) J ' 

e uma familia de matrizes wavelet de ordem 2 e genero 2 definida por um linico 

pardmetro 9, segundo as relagoes a* e &&. A matriz D2 e um caso especial deste 

exemplo para 9zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = t t / 6 . 

3.2.1 Matrizes Wavelet Planas 

U m a matriz wavelet plana tem a propriedade de que todos os elementos da matriz 

tem o mesmo valor absoluto. Quando os elementos de uma matr iz wavelet plana 

sao reais, ela e dita matriz wavelet plana real [2, 3], Similarmente, quando os 
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elementos de uma matriz wavelet sao normalizados em numeros complexos com 

mesmo modulo, a matriz e denominada de matriz wavelet plana cornplexa. As 

matrizes wavelet planas reais com elementos normalizados em ±1 satisfazem as 

condicoes de escalonamento modificadas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J2ak = mV9&oj, (3.23) 
k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ai+miai+mi- = mg8jd.5u,. (3.24) 
k 

A matriz wavelet plana real normalizada de ordem m = 2 e genero g = 2 

e uma matriz de Haar dada pela Eq. 3.15. Matrizes wavelet planas reais de 

ordens maiores e genero 1 sao tambem conhecidas como matrizes de Hadamard 

ou matrizes de Walsh e sao utilizadas na codificagao de canal. A seguir sao 

apresentados exemplos de matrizes wavelet planas reais. 

E x e m p l o 5 ( M a t r i z wavelet p l a n a r e a l de o r d e m 2 e genero 4) 

1 / 1 1 1 - 1 1 1 - 1 1 

2 I 1 1 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 
(3.25) 

E x e m p l o 6 ( M a t r i z wavelet p l a n a r e a l de o r d e m 4 e genero 4) 

/ 1 1 1 1 1 - 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 - 1 1 \ 

1 

9 

1 1 1 1 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 1 - 1 

1 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 1 1 1 - 1 - 1 - 1 1 1 - 1 ^ 

(3.26) 
\ 1 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 1 1 1 - 1 - 1 1 / 

3.3 Classificagao das Matrizes Wavelet 

As matrizes wavelet sao classificadas a part ir de parametros maternaticos que cor-

respondent a propriedades apropriadas para aplicagoes especificas como filtragem 

de sinais, representagao esparsa e codificagao. De uma forma geral, a classificagao 

depende de tres parametros principals [2]: 

39 



• a ordem TO da matriz corresponde a taxa de amostragem e ao numero de 

bandas em um banco de filtros wavelet. U m f i l tro com ordemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m. < oo 

amostra o sinalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m vezes por unidade de tempo. Se m = oo, o f i l tro e 

analogico e amostra confinuamente o sinal; 

• o genero g representa o numero de intervalos de sinalizacao (simbolos) sobre 

os quais o filtro opera. O produtozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 777zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.5 e igual ao numero de coeficientes de 

cada sub-banda do banco de filtros wavelet. 

• a matriz de Haar caracteristica, que sera definida na secao seguinte. 

3.4 Matrizes Wavelet de Haar 

O conjunto das matrizes waveles com genero igual a 1 e de especial importancia 

na teoria wavelet. Seja 

H(m,;¥) = MW(rn,g;¥), (3.27) 

o elementos das matrizes de Haar de ordem m. As matrizes de Haar estao rela-

cionadas com as demais matrizes wavelet, pois estas ultimas podem ser mapeadas 

em matrizes de Haar de mesma ordem. Nas sub-secbes seguintes sao discutidas 

algumas propriedades das matrizes de Haar e algumas operacoes que possibilitam 

a construcao de matrizes de maior genero a partir de matrizes de menor genero. 

Existem outros operadores algebricos [2, 22], nao tao elementares como os aqui 

apresentados, que possibilitam a construcao de matrizes wavelet de maior genero 

a part ir dos elementos de matrizes de menor genero. 

3.4.1 A Matr iz de Haar Canonica 

Seja U ( m ) o conjunto unitario de ordem m, formado por todas as matrizes com-

plexes U de dimensao m x TO, em que, U*U = I [2, 22]. 
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T e o r e m a 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Uma matriz complexa H de dimensao mxm e uma matirz de Haar 

se, e somente se, 

H 
1 0 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u 
(3.28) 

em que U €zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H(m — 1) e uma matriz unitdria e H e a matriz de Haar canonica 

de ordem m, definida por 

t 1 1 1 \ 

H 

(m- 1 
YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m—1 Y m ~ 1 

0 0 

0 

m—1 

V S 2 +S V S 2 +5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
/ 771 ~ 

V s 2-rsf (3 29) 

m / mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 

2 V 2 / 

em gue s = (m — k) e k = 0,1,... , m — 1 sao 05 numeros das linhas da matriz 

L e m a 7 5eja i f = (/z*) uma matriz de Haar. Entao, hs
r = h° = I para 0 < r < 

m. 

C o r o l a r i o 8 Sejam, H', H" € i f (m; Cj rfuas matrizes de Haar. Entao, existe 

uma matriz unitdria U € U (m — 1) de modo que 

H'= ( 1 0 izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j r . 

0 u 
(3.30) 

C o r o l a r i o 9 Seja A uma matriz wavelet real, ou seja, a| € R. entao A e uma 

matriz de Haar se, e somente se, 

A={ 1 ° \H, 
0 O 

(3.31) 

em que O € 0(m—1) e uma matriz ortogonal e H e uma matriz de Haar canonica 

de ordem m. 
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3.4.2 Matr iz de Haar Carateristica de uma Matr iz Wave-

let 

ConsiderezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A uma matriz wavelet e seja A(z) sua matriz de Laurent. Defina a 

matriz de Haar caracteristica x(A) da matriz wavelet A por 

X(A) := A(l). (3.32) 

0 teorema seguinte estabelece uma relagao entre as matrizes wavelet e as matrizes 

de Haar. 

T e o r e m a 2 Se A £ MW(m, g;¥), entao x(A) £ H(m;F), ou seja, x £ um 

mapeamento bem definido de matrizes wavelet de ordem, m em matrizes de Haar 

de mesma ordem 

MW(m, g; F) 4 H(m; F) . (3.33) 

P r o v a . Os elementos da matriz H = x(A) sao da forma 

oo 

K — ° ^ + ^ (3.34) 
l=—oo 

A matriz H deve satisfazer as condigbes 3.9 e 3.10 que definem uma matriz 

wavelet. Pela condigao de lineridade e usando 3.34, e obtido 

m—1 m—1 / oo \ oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s=0 s=0 V=—oo / fe=-oo 

A condigao quadratica para H = x(A) segue da condigao quadratica geral, dada 

pela Eq. 3.9, para zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — l.m 

C o r o l a r i o 10 Seja A uma matriz wavelet de ordem m e seja x(A) a matriz de 

Haar caracteristica da matriz A. Entao, existe uma matriz unitdria U £ U(m—l) 

de modo que 

B = [ 1 ° \ A, (3.36) 
0 U 



ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uma matriz wavelet cuja matriz de Haar caracteristica x(B) e a matriz de Haar 

canonica, e 

(A). (3.37) 

3.4.3 Produto de Tensores entre Matrizes de Haar 

0 produto de tensores entre duas matrizes de Haar resulta em outra matriz de 

Haar. 

T e o r e m a 3 Se A € i J ( m ' ; F ) e B € H(mh;¥), entao 

A0B £ H(m'm":¥). (3.38) 

0 teorema acima sera ilustrado com um exemplo. Seja m! = m" = 2 e 

,4 = 
atzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a? 

a? a\ 
B 

h° h° 

h° b1 

(3.39) 

A®B = 

( 4bt 

ap* 

apt 

a°06? 

a°Qb\ 

apt 

apt ap\ 

n1^ a\bt 

V apt ap\ apt a\b\ ) 

(3.40) 

Aplicando o produto de tensores na matriz de Haar 

H = 

e definindo 

Hm : =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H ® • • • ® i f , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(3.41: 

(3.42) 

nfatores 

entao, i f®" e uma matriz de Haar de ordem 2"e tambem, e u m exemplo de uma 

classe especial de matrizes de Hadamard. 
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ParazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = 2 e o btid o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H® 2 

H® 2 

H® 2 = 

1 x 1 1 x 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 X 1 1 X 1 \ 

1 x ( - 1) 1 x 1 1 X ( - 1) 1 X 1 

- I x l - l x l l x l l x l 

\ - l x ( - 1) - 1 x 1 1 x ( - 1) 1 x 1 /  

(3.43) 

(3.44) 

Corolario 11 0 produto de tensores de duas matrizes de Haar planas £ uma 

matriz de Haar plana. 

3.4.4 O Operador Extensao 

A traves do operador extensao uma matriz wavelet de maio r genero e co nstruid a 

a p artir de uma matriz wavelet de menor genero, ou seja, e feito u m mapeamento 

de uma matriz de menor genero em uma matriz de maio r genero. De fo rma a 

simplificar a apresentacao da operacao de extensao, serao consideradas apenas 

matrizes wavelet de o rdem par. A ssim, defina o operador extensao p ara a matriz 

A e MW(m,g;¥ ), como 

E : MW(m,g\W) -> M W ( m , 4 p ; F) . (3.45) 

Sejam a as da linhas matriz A 

A = 

( a° \ 

(3.46) 
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Defina a extensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m x 4m d a matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A  po r 

/ a° c 1 

a 0 a 1 

E(A) = 

- a 1 \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a m - 2 a m - l Q m - 2 _ a ™ ~ l 

» _ m — 2 „ m — 1 „ m — 2 1 
\ Ci u. — u . u 

C3.47" 

T eorem a 4 Se A e MW (m,g\¥), entdo E(A) £ MW{mAg;¥ ) 

3.5 Matrizes Wavelet Usadas em Codificagao 

A lgumas tecnicas de codificagao e em especial a codificacao wavelet considerada 

neste trabalho , util iz am matrizes wavelet reais planas construidas atraves das 

operacoes de extensao e/ ou do p ro d uto de tensores entre matrizes, tendo como 

base a matriz wavelet de Haar de dimensao 2 x 2 (m = 2, g = 1) dada por 

(3.48) 

A seguir sao apresentadas as matrizes wavelet reais planas utilizadas nos sistemas 

analisados neste trabalho . 

1. Matrizes wavelet Reais Planas 2 x 8, 2 x 32 e 2 x 128. 

A Eq. 3.25 apresenta uma matriz wavelet p lana de o rdem m = 2 e genero 

g = 4 co nstruida atraves da aplicacao do operacao de extensao na matriz 

H (Eq. 3.48) 

, , 1 / 1 1 1 - 1 1 1 - 1 1 \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 V i i i - l - i - l i - i y 
v 7 (3.49) 

A p artir d a m atriz MW 2x$, pode-se aplicar o operador extensao para obter-

se a matriz de dimensao 2 x 32 

I ( ao Q} ao _ a i \ 

MW 2M2 = ext{MW 2yS) = 2 ( 0 fl) _ 0 o o l j . 

v 7 (3.50) 
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em que a 0 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a1 sao, respectivamente, a p rimeira e a segunda linha d a matriz 

da Eq. 3.49. Da mesma fo rma, a matriz de d imensao 2 x 128 pode ser o btid a 

pela extensao da matriz ,WWzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/
2 X32-

2. Matriz Wavelet Real Plana 4 x 16 e 4 x 64. 

A matriz wavelet real p lana de o rdem m = 4e genero 5 = 4, dada pela Eq. 

3.26, pode ser calculada atraves do p ro d uto de tensores entre duas matrizes 

de Haar 

/  1 1 

- 1 1 

- 1 - 1 

1 - 1 

H® 2 (3.51) 

1 1 \ 

-1 1 

1 1 

" I 1 /  

e em seguida, aplicando a extensao no resultado do p ro d uto de tensores 

/ l l l 1 l - l l - l i l l l - l l 

V 

ext(H&) 

l l l l i - l l - l - l - l -1 - 1 1 - 1 1 -1 

l l - l - l l - l - l l l l - l - l l l l - l (3.52) 

\ 1 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 1 - l - l l 1 1 - 1 - 1 1 /  

A matriz wavelet 4 x 64 pode ser obtida. atraves da extensao da matriz 

4 x 16. 

3.6 Conclusao 

Neste capftulo fo i apresentada a representacao m atric ial para os coeficientes wave-

let associados a funcoes wavelet e escalonamento correspondentes. Foram tambem 

discutidas algumas propriedades impo rtantes, operacoes algebicas e apresentadas 

as matrizes de coeficientes reais planas utilizadas no processo de codificacao com 

wavelets. A s matrizes de coeficientes wavelet sao a base da codificagao wavelet 

b it-a-b it considerada neste trabalho e apresentada no Cap itulo 4. 
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Capitulo 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Codificacao de Canal Usando 

Wavelets 

4.1 Introdugao 

A codificacao de canal b it-a-b it usando wavelets ( C C W ou W C C -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Wavelet Chan-

nel Coding) e uma tecnica desenvolvida a p artir das propriedades de o rto go nali-

dade observadas nas matrizes de coeficientes wavelet ( M C W ou W C M - Wavelet 

Coefficients Matrix) [2, 3, 22]. A s vantagens desta tecnica de codificacao de 

canal sao resultado d a uniao das propriedades de o rto go nalidade das palavras-

codigo CCW , do espalhamento do simbolo de informagao ao longo dos simbolos 

codificados e do uso de tecnicas de decisao suave na decodificagao dos simbolos 

codificados. 

A lgumas caracteristicas da codificacao usando wavelets po d em ser citadas. 

Sao elas: 

1. a C C W pode ser aplicada em codificacao de blocos ou de trelica; 

2. as palavras-codigo wavelet sao estritamente o rtogonais; 

3. a correlacao entre as palavras-codigo C C W e as palavras que nao pertencem 

ao codigo e reduzida; 

4. a C C W permite a decodificagao robusta po r decisao suave; 
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5. as palavras-codigo C C W podem ser arbitrariamente longas; 

6. a simplicidade do processo de decodificagao; 

7. a codificacao e decodificagao com C C W pode ser imp lementad a de fo rma 

eficiente atraves de circuitos V LSI simples; 

8. o ganho que pode ser o btid o em canais de comunicagoes moveis, sujeitos ao 

desvanecimento. 

Em canais de comunicacoes moveis, a qualidade do sinal transmitid o e fo rte-

mente degradada pela propagagao por multip lo s percursos. A ssim, esquemas de 

codificacao combinados com diversidade espacial p o d em ser usados para combater 

de fo rma mais eficiente os efeitos destrutivos do desvanecimento . Este cap itulo 

apresenta a codificagao de canal b it-a-b it com matrizes de coeficientes wavelet e 

propoe uma tecnica que Integra a po tencialidade de tal codificagao com tecnicas 

de diversidade espacial, com intro ducao de pequena complexidade no processo de 

codificacao e decodificagao. 

4.2 Diversidade 

N a comunicagao sem fio e observado o efeito d estrutivo dos multip lo s percur-

sos na propagagao do sinal, como tambem, o efeito das interferencias entre os 

sinais dos varios usuarios do sistema. Para combater tais efeitos, tecnicas de 

diversidade po ssibilitam que o receptor recupere a info rmagao presente no sinal 

transmitid o , quando o canal intro d uz uma grande atenuagao. 0 o bjetivo das 

tecnicas de diversidade e fornecer ao receptor replicas do sinal transmitid as por 

canais estatisticamente independentes, de mo d o que a pro babilid ad e de que todas 

as componentes do sinal sejam afetadas simultaneamente pela interferencia seja 

reduzida [8, 23]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I ' m meto do de diversidade muito utilizad o e a d iversidade em freqiiencia, 

em que os sinais sao transmitid o s em diferentes freqiiencias, sendo afetados de 

maneiras d istintas pelo desvanecimento. O u seja, na d iversidade em freqiiencia 
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replicas do sinal sao transmitid as por portadoras diferentes com u m a separagao 

entre portadoras sucessivas maio r ou igual a banda de coerencia do canal 1 . O 

espalhamento espectral e uma fo rma de diversidade em freqiiencia em que o sinal 

e transmitid o utilizando-se uma banda passante m uito maio r que a necessaria. 

Um a segxmda tecnica e a diversidade temp o ral. Neste meto d o o sinal e trans-

m itid o em intervalos de tempo diferentes, de fo rma que a influencia do desvane-

cimento em determinado intervalo de tempo e independents (descorrelacionada) 

da influencia em intervalos anteriores e posteriores. 

Na diversidade de antenas ou diversidade espacial, canais de transmissao in -

dependentes sao criados entre transmissor e receptor atraves do uso de multip las 

antenas. A traves da histo ria da comunicacao sem fio, a d iversidade espacial tern 

sido m uito usada na melho ria da qualidade da transmissao [26]. Nos principals 

padroes de sistemas celulares d igitals que se enco ntram em operacao atualmente, 

os sistemas de segunda geracao, que incluem o padrao IS-95, com a tecno logia de 

m u ltip lo acesso por divisao em codigo ( C D M A -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Code Division Multiple Access). 

e os padroes IS-136 e GSM (Global System for Mobile communications), com 

a tecnologia. de m ultip lo acesso por d ivisao no temp o ( T D M A - Time Division 

Multiple Access), a diversidade espacial garante ganhos substanciais no desem-

penho dos sistemas. Recentemente, os conceitos de d iversidade espacial estao 

sendo aplicados no desenvolvimento de sistemas de localizacao e posicionamento , 

em novas tecnologias como as antenas adaptativas [27] e nos sistemas celulares 

de terceira geracao [28]. 

M ultip las antenas po dem ser empregadas tanto no transmisso r quanto no 

receptor. No entanto , as antenas devem estar espacialmente separadas entre si 

de alguns comprimentos de onda para to rnar o desvanecimento de cada sinal 

decorr elacionado. 

1Band a de coerencia do canal [24] - separa^ao maxima entre componentes de um sinal que 

sao afetadas, em amplitude e fase, de forma identica pelo canal. Se a banda passante for menor 

que a banda de coerencia do canal, o desvanecimento e do tip o p iano , caso contrario , e do tip o 

lento . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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4.3 O A lgo ritmo de Codificagao de Canal Usan-

do Wavelets 

A Eq. 3.11 e a propriedade fundamental das M C W que po ssibilita a codificagao 

de canal usando wavelets. Tal propriedade assegura que as linhas de um a m atriz 

M C W de o rdemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m sao mutuamente ortogonais quando deslocadas de km. sendo 

k inteiro . Tambem estabelece que cada linha e o rto go nal a si mesma, deslocada 

de km, k inteiro e k ^ 0. Po rtanto , como as linhas de uma M C W sao o rtogonais, 

mesmo quando deslocadas, elas po dem ser adicionadas e sobrepostas. Nesta secao 

sao apresentados o algo ritmo de codificagao com wavelets o rig inal, pro po sto po r 

Tzannes em [3] e o algo ritmo que Integra a codificagao com diversidade espacial. 

4.3.1 A lg o ritm o Original 

Considere xn urn veto r com n bits de informagao , em que cada x { e u m b it 

que pertence ao conjunto {zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1,4-1}. Seja A  uma matriz de coeficientes wavelet 

de o rd em m e genero g, com m linhas e mg colunas, dada pela Eq. 3.1. Nas 

Eq. 3.13 e 3.14, a e 6 s sao, respectivamente, o vetor escalonamento e os vetores 

w avelet, o u em outras palavras, os coeficientes do filtro passa-baixas e dos filtros 

passa-altas do banco de filtros com m bandas. 

Para exemplificar o processo de codificagao, considerare A  como sendo uma 

M C W de o rd em m = 2 e genero g. Como as linhas de A  sao mutuamente 

o rtogonais quando deslocadas de duas (m = 2) posigoes, a pro priedade da o rto -

gonalidade entre os vetores o e 6 e usada para cod ificar bits a um a taxa de 2 

bits de mensagem po r 2k pulsos de relogio , em que 1 < k < l o g 2 2g. Os bits de 

mensagem co m mimero de seqiiencia impar sao mapeados no vetor a, e os bits 

de mensagem com mimero de seqiiencia par sao mapeados no veto r b. 

N a Tabela 4.1 e ilustrad o o procedimento de codificagao para u m sistema co m 

seqiiencias w avelet com maxima sobreposigao, que corresponde ao caso em que a 

taxa do codigo e de u m b it de informagao por simbo lo C C W . 
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1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 3 4 2<? 2<? + i 2g+2 ••• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

xxa2 xxa3 • • 

X 2b0 
x2bi x2bz • • • Xlhg-l 

x 3 a 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 3 a i •- • X 3a2g-3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2461 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS 4 6 2 g - 2 £ 4 & 2 g - l 

V2 Vs y4 yi3 
V2g+\ V2g+2 ' • "  

Tabela 4.1: Exemplo de codificagao de canal usando um a M C W de ordem 2 e 

genero g 

A seqiiencia de pulsos de relogio e os simbolos codificados j/ j sao apresentados, 

respectivamente, na linha superior e inferio r da Tabela. 4.1. A codificagao de cada 

b it de informagao Xj e apresentada na z-esima linha abaixo da linha superior da 

Tabela 4.1. Para n impar, a codificagao e iniciad a no f-esimo pulso de relogio 

e para n par, inicia-se no (i — l)-esimo pulso do relo gio . Finalmente, o simbolo 

codificado ys- e resultado do somatorio da i-esima co luna dos bits de mensagem 

cod ificada e p o rtanto , nao restrito aos valores ± 1 . O simbo lo a ser transmitid o 

no f-esimo pulso de relogio e dado por 

Vi = ^ { ^ 2f c + i a- i - 2 / c - l + Z 2 f c + 2 t V 2 f c - l } - (4.1) 

fc 

0 vetor de simbolos codificados yn tambem pode ser representado por 

Un = &UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACMCW , (4-2) 

em que CMCW  e a matriz de codificagao, cujas linhas sao construidas deslocando-

se a M C W de km, k inteiro . A equagao seguinte e um exemplo de uma CMCW  

co nstruida a p artir de uma M C W de o rdem m = 2 e genero g = 4. Nota-se, 

p o rtanto , que CMCW  e uma matriz de codificagao quad rad a de dimensao n x n , 

em que n e a dimensao do vetor de bits de info rmagao . 
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4.3.2 Codificagao Wavelet e Diversidade Espacial 

Em [29] sao apresentadas algumas tecnicas para o timizacao da transmissao cod i-

ficada atraves do uso de multip las antenas. O uso de codificagao co mbinada com 

diversidade espacial pode melhorar 0  desempenho de sistemas de. comunicacao 

sem no afetados pelo desvanecimento. Em geral, nos sistemas de comunicagao 

movel e mais pratico o uso de multip las antenas nas estagSes base do que nas 

unidades moveis [29]. A ssim, quando 0  movel transmite para a estagao base ha 

uma diversidade de antenas de recepgao, enquanto que na transmissao d a estagao 

base para o movel ha um diversidade de antenas de transmissao . 

Considere o sistema apresentado na Figura 4.1. Em cada intervalo de sina-

lizagao Ts, o sinal a ser transmitid o e multip lexad o em freqiiencia atraves da 

passagem por um banco com M  filtro s passa-faixas co m bandas d isjuntas. Tal 

sistema pode ser implementado naturalmente atraves d a codificagao com M C W 

de dimensao m x mg, pois cada linha da matriz e fo rmad a po r coeficientes de u m 

banco de filtros com m bandas. Em outras palavras, 0  veto r l inha a, fo rmad o 

pelos coeficientes da fungao escalonamento, se co mp o rta como um filtro passa-

baixas e os vetores 6 s , s > 0, formados pelos coeficientes das fungoes w avelet, se 

co mp o rtam como filtros passa-altas. 

Para ilustrar a tecnica que integra a codificagao w avelet co m d iversidade espa-

cial, p o r simplicidade, considere o processo de codificagao descrito na Sub-segao 
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FPB 

FPA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Transmissor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Caiial Receptor 

Fig ura 4.1: Mo d elo do sistema com multip lexacao em freqiiencia e d iversidade 

espacial. 

4.3.1 para uma matriz de o rdem m = 2 e genero g. Separando a Eq. 4.1 em dois 

somatorios 

yl 

it 
2k-It 

2Jk—1 > 

(4.4a) 

(4.4b) 

os bits de informagao gerados nos intervalos impares sao codificados atraves da 

multip licagao pelos coeficientes d ^ filtro passa-baixas e aqueles gerados no inter-

valos pares sao codificados atraves da multip licagao pelos coeficientes do filtro 

passa-altas. 

Generalizando , dada uma M C W real p lana m x mg, um simbo lo codificado 

e gerado a p artir do somatorio de m parcelas. Por exemplo , as Eq. 4.4a e 

4.4b, para m — 2. Cada uma das m parcelas e resultado da multip licacao pelos 

coeficientes do banco de filtros com m bandas d isjuntas, que sao ortogonais entre 

si. Po rtanto , cada uma das m bandas pode ser mo d ulad a e transmitid a po r 

um a antena d iferente, sem haver sobreposigao. A tecnica de codificagao com 

matrizes de coeficientes wavelet integrada com diversidade espacial nao intro d uz 

complexidade no processo de codificagao. 
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4.4 Distribuigao dos Simbolos C C W 

Considere que os elementos da matriz de coeficientes w avelet sejam reais, tenham 

mesmo valor abso luto e estejam normalizados em ± 1 , ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a M C W e uma 

matriz de coeficientes wavelet real p lana [3]. Quando uma M C W real de o rdem 

m e generozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g e usada na codificagao com o algo ritmo o rig inal, os rag + 1 simbolos 

possiveis sao 

yn e { - m £, . . . , - 2f c , . . . ,0 , . . . ,2f c , ...,mg}. (4.5) 

Considerando os bits de informagao equiprovaveis, os simbolos codificados sao 

bino mialmente d istribuid o s de acordo com a fungao densidade de pro babilid ad e 

Pr( y n = 2k- mg) = f™5) (0, 5)T O» 0 < 2k < mg. (4.6) 

Po rtanto , a variancia de um simbolo codificado e 

(y2) = £ ( 2 f c - mgf Y (0, 5)" * = mg. (4.7) 

Para uma mesma M C W de ordem m e genero g, o processo de codificagao 

wavelet com diversidade espacial resulta na geragao de g + 1 valores possiveis de 

simbolos codificados y3
n, em cada uma das m sub-bandas 

^ e H . . . 1 - 2 f e ) . . . ) 0 , ' . . , 2 f e ) . . . ) 5 } . (4.8) 

Considerando ainda os bits de informagao equiprovaveis, os simbolos co d ifi-

cados y3
n resultantes de cada sub-banda, terao a seguinte d istribuigao de proba-

bilid ad e b ino mial 

Pi(yi = 2k - g) = (9\ 0, 5*, 0 < 2k < g, (4.9) 

e valor medio igual a 

f^(2k-g)2(g)(0,5)9 = g. (4.10) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k-0 ^  7 
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4.5 Taxa do Codigo e Taxa de Sinalizagao 

4.5.1 Codificagao sem Diversidade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A taxa de codificacao , tanto para o sistema sem diversidade quanto para o sistema 

com diversidade, varia em funcao da sobreposigao dos simbolos na matriz wavelet 

de codificacao . A maxima sobreposicao entre linhas ocorre quando uma linha 

esta deslocada dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m posicoes em relacao a o utra. Dessa fo rma, considerando-

se a maxima sobreposicao, a taxa de codificagao e igual a 1, ou seja, um b it de 

informagao po r simbo lo codificado . Quando a sobreposigao nao e maxima, a taxa 

de codificagao e menor que 1. 

Para a codificagao sem diversidade, admitindo -se que os bits de informagao sao 

gerados a uma taxa de Rb bit/ s, os simbolos apos serem codificados apresentam 

uma taxa de Rs = Ri, bit/ s. Se o intervalo de sinalizagao de um simbo lo codificado 

for igual ao intervalo de sinalizagao de um b it, a codificagao com palavras-codigo 

longas nao provoca uma d iminuigao no valor da taxa de transmissao . 0 uso de 

palavras-codigo longas resuita no aumento do valor da variancia e no mimero dos 

possiveis valores dos simbolos codificados. 

A taxa de sinalizagao pode ser definida como o numero de bits transmitid o s 

pelo canal po r pulso de relogio . A codificagao a p artir de uma matriz de co d i-

ficagao co nstruida com maxima sobreposigao das seqiiencias w avelet resuita em 

um a taxa de sinalizagao de canal dada por 

R=- 7^ r. (4.11) 

l o g 2 ( m 5 + l ) 

A variagao da sobreposigao das seqiiencias wavelet da matriz de codificagao 

resuita na variagao da taxa de sinalizagao. Isso ocorre po rque o numero de 

valores na d istribuigao dos simbolos codificados d im inu i a med id a que d im inu i a 

sobreposigao entre as linhas d a matriz de codificagao w avelet. 

4.5.2 Codificagao com Diversidade 

Para a codificagao wavelet com diversidade, dado que u m sinal d ig ital tern uma 

taxa de sinalizagao de Rb bit/ s, entao cada uma das m saidas dos filtros wavelet 
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associados tern uma taxa de sinalizagao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rb/m bit/ s. A ssim, u m banco de 

filtros wavelet d iv ide o sinal de entrada em m sub-bandas ortogonais a p artir 

das quais o sinal de entrada pode ser reconstruido perfeitamente. Cada uma das 

m saidas do banco de filtros wavelet de m bandas po de ser tratad a como uma 

entrada independente para o utro filtro wavelet. E mais, cada um a de suas saidas 

e o rto go nal a todas as outras saidas dos filtros secundarios. 

Em u m sistema de codificagao com diversidade, considerando a transmissao 

por cada uma das ra antenas como um canal independente e uma matriz de 

codificagao co nstruida com maxima sobreposigao das seqiiencias wavelet, a taxa 

de sinalizagao de cada canal e dada. po r 

R=- ^ r. (4.12) 

log2(s + l) 

Por meio da variagao da sobreposigao das seqiiencias w avelet na matriz de 

codificagao e possivel variar a taxa de sinalizagao. No entanto , a taxa de sina-

lizagao tambem pode ser alterada de o utra maneira. Supondo que a matriz de 

codificagao seja mo ntad a com sobreposigao maxima das seqiiencias w avelet, apos 

a codificagao, sem diversidade, serao obtidos mg + 1 simbo los possiveis, de acor-

do com a Segao 4.4. Limitand o o esquema de modulagao a u m numero de niveis 

menor que mgzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 1, a taxa de sinalizagao e d iminuid a. Isso equivale a truncar 

os simbolos possiveis com menor pro babilidade de ocorrencia, de acordo com a 

fungao densidade de pro babilidade apresentada na Eq . 4.6. Por exemplo , um 

processo de codificagao com M C W 2 x 8 , considerando uma matriz construida 

com maxima sobreposigao das seqiiencias wavelet, a p artir de uma matriz wavelet 

real p lana, ira resultar em simbolos codificados com valores 

- 8 , - 6 , - 4 , - 2 , 0 , 2 , 4 , 6 , 8 . (4.13) 

Para este exemplo , a taxa de sinalizagao e igual a 1 /  l o g 2 9. Para a transmissao 

dos nove simbolos possiveis e necessario u m esquema de modulagao 9-ario . Por 

o utro lado , se os simbolos ± 8 , com pro babilidade de o correncia d a o rdem de 10~ 3, 

fo rem truncados, u m esquema de modulagao 7-ario po de ser usado , reduzindo a 
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taxa de sinalizagao para 1 /  lo g 2 7. Dessa fo rma, a taxa de sinalizagao aproxima-se 

de 1 a med id a que o numero de simbolos codificados e red uzid o a 2. 

O mesmo procedimento de truncamento dos simbo los cod ificados co m pequena 

pro babilidade de ocorrencia, de acordo co m a Eq . 4.9, po de ser realizado no 

processo de codificagao integrada com diversidade espacial. De um a fo rma geral, 

a redundancia presente em cada simbolo apos a codificagao de canal usando 

wavelets, assegura que mesmo com a alteragao d a taxa de sinalizagao atraves do 

truncamento de simbolos podem ser obtidos bons resultados, como pode ser v isto 

nos resultados das simulagoes apresentados no Cap itu lo 6. 

4.6 Decodificagao de Canal 

O processo de decodificagao e recuperagao dos bits d a mensagem transmitid a e 

igual tanto para a codificagao com diversidade quanto para a codificagao sem 

diversidade. No sistema com diversidade, os simbolos enviados p o r cada uma das 

antenas transmissoras sao captados pela antena receptora, processados e em cada 

intervalo de sinalizagao, as estimativas dos simbolos transmitid o s sao somadas e 

decodificadas de acordo com o proced imento descrito a seguir. 

Os bits da seqiiencia que content a mensagem sao recuperados d a seqiiencia de 

simbolos transmitid o s por um correlator casado atraves d a o rto go nalid ad e entre 

os vetores linha da matriz wavelet. U m b it de info rmagao x,: e id entificad o pelo 

sinal do resultado da correlagao entre as palavras-codigo w avelet e a seqiiencia 

simbo lo recebida. De acordo com o exemplo de geragao do simbo los codificados 

apresentada na segao anterior, a saida do co rrelato r casado co m a palavra-cod igo 

w aveletzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA an no instante de tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i pode ser expressa p o r 

mg-l 

(4.14) 

De acordo com a Tabela 4.1 e o btid o 

y^{(z jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- (m g- i)Qfc)afc + (xj_ ( m e_2)6fc)afc + 

fc 

+ ( £i _ ( m j ? _ 3 ) a f c + 2 ) a f e + ... + {xibk+{mg-3))ak}- (4.15) 
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Co mo a Eq . 3.24 garante que as palavras-codigo w avelet, mesmo deslocadas 

de m , sao ortogonais, todos os termos da Eq. 4.15 se cancelam, exceto o p rimeiro . 

A ssim, e o btid o 

e o simbo lo decodificado sera - 1 sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zt = -mg, o u, + 1 se z{ = +mg. 

A correlagao do vetor de simbolos codificados yn com o veto r escalonamento 

a resultara na decodificagao dos bits de mensagem com numero de seqiiencia 

imp ar e a correlagao dos simbolos codificados com o vetor w avelet b resultara na 

decodificagao dos bits de mensagem com numero de seqiiencia par. De maneira 

simplificad a, o processo de decodificagao e a multip licagao do veto r de simbolos 

codificados yn pela transposta da matriz de codificagao CMcw-

O atraso to tal do codigo e mg — 1. A ssim, o uso de palavras-codigo longas re-

suita em u m aumento no tempo de atraso . No entanto , o atraso ocorre apenas na 

decodificagao do p rimeiro b it; em seguida, m simbolos entrando no decodificador 

p ro d uz irao m bits. 

N o processo de decodificagao sao necessarios mg correlatores. N o entanto , 

a simplicid ad e da decodificagao justifica o uso desse meto d o de codificagao , em 

comparagao , po r exemplo , com codigos em treliga e codigos convo lucionais que 

requerem esquemas de decodificagao mais complexos o u que necessitam de mais 

memd ria [9, 10, 33). 

A p artir das caracteristicas da codificagao de canal usando w avelets, observa-se 

que suas vantagens resultam da combinagao da o rto go nalidade das matrizes de 

coeficientes wavelet e do espalhamento do simbo lo de info rmagao ao longo das 

palavras-cod igo , resultando em u m processo de decodificagao simples e em u m 

ganho de desempenho em canais sujeitos ao desvanecimento, co mo sera v isto nos 

resultados apresentados no Cap itulo 6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mg-l 

(4.16) 

4.7 Conclusao 
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Neste cap itulo fo i d iscutida a tecnica de codificacao com matrizes de coefi-

cientes w avelet. Tambem fo i proposta uma tecnica que Integra os beneficios da 

codificagao wavelet com a diversidade espacial. A tecnica pro po sta intro d uz pe-

quena complexidade no processo de codificagao e decodificagao. A diversidade 

espacial e o btid a atraves do uso de m antenas transmissoras, em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m e a o rdem 

da matriz de coeficientes wavelet utilizad a no processo de codificagao . 
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Cap itulo 5 

Modelos dos Sistemas de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Comunicagao 

5.1 Introdugao 

Neste Cap itulo serao apresentados alguns sistemas de comunicacao que utiliz am 

as tecnicas de codificagao wavelet abordadas anterio rmente. No entanto , para 

que se possa mensurar os ganhos da codificagao, inicialmente, na Segao 5.2, e 

feita a analise de um sistema sem codificagao usado como sistema de referenda. 

N a Segao 5.3, o desempenho da codificagao de canal usando wavelets em canais 

co m ruid o branco gaussiano ad itivo e d iscutid o sob o p o nto de v ista analitico 

e os resultados obtidos atraves de simulagao sao apresentados. A Segao 5.4, 

apresenta os modelos dos sistemas de comunicagao co m codificagao w avelet em 

canais sujeitos ao desvanecimento Rale ig h com e sem diversidade de antenas 

transmissoras. O desempenho destes sistemas sera avaliado no Cap itulo 6. Na 

Segao 5.5 sao feitas algumas consideragSes finals. 

5.2 Sistema PSK Nao Codificado 

N a transmissao d a informagao d ig ital po r u m canal de comunicagao , o mo d u-

lado r e o equipamento de interface que mapeia a info rmagao d ig ital em formas 

de o nda analogicas adequadas as caracteristicas do canal [8, 30, 31]. Geralmen-
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te, o mapeamento e feito tomando-se blocos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = lo g 2 M  d fgito s binarios da 

seqiiencia de informagao , em u m intervalo de temp o . A p artir de cada bloco 

seleciona-se uma das M — 2k formas de onda deterministicas de energia fm ita 

{sm(t), m = 1,2, . . . , M] que sera transmitid a no canal. 

Para que seja feita uma analise do desempenho dos sistemas com codificagao 

de canal wavelet b it-a-b it, sistemas com modulagao b inaria em fase (PSK - Pulse 

Shift Keying) serao utilizado s como sistemas basicos para referenda. O mo d u-

lador PSK mapeia bits de informagao em um co njunto de fo rmas de onda de 

diferentes fases. Os sinais PSK po d em ser representados por 

sm(t) = Ap{t) cos [27r/ ci + 9m], (5.1) 

em que 

!> o < t < r , , 4 

p(t) = { ' - 7 . » ( 5 - 2 ) 
[ 0, caso co ntrano 

representa o pulso utilizad o , Ts e o intervalo de sinalizagao de um simbo lo , A  e 

a amp litud e do pulso , fc e a freqiiencia da p o rtad o ra e 8m = ~(m. - I), m = 

1,2, . . . , M  sao as possiveis fases da p o rtad o ra a ser transmitid a. A s formas de 

onda p o d em ser representadas como uma combinagao linear de duas senoides 

o rto no rmais, ou seja, 

sm(t) = Asmlp(t) cos(2nfct) + Asrrapit) sen(2?r fct) kTs < t < [k + l)Ts. 

(5.3) 

A ssim, os sinais PSK po d em ser representados p o r vetores bid imensionais 

[smi, s m 2 ] , sendo apresentados em diagramas, como mo stra a Fig ura 5.1, deno mi-

nados de constelagoes. Cada bloco de k bits de info rmagao e representado por 

u m po nto na constelagao. 

O desempenho dos sistemas de comunicagao considerados neste trabalho e 

analisado p o r meio de simulagoes. Para tal , e usado o equivalente passa-baixa do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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M=2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATo 

010  

110J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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01 
M=4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 \ 

10  

Too zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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M=8 

001 

000  

100  

101 

FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.1: Constelacao M -PSK: M = 2, M = 4, M = 8. 

sinal que po ssibilita resultados similares aqueles do sinal real, sem que seja ne-

cessario usar componentes da po rtad o ra do sinal. Nas simulacoes, a pro babilid ad e 

de erro de b it e o btid a variando-se a razao sinal/ ruid o do canal. 

Para um sinal PSK sm(t), a relagao entre sm(t) e seu equivalente passa-baixa 

s m ( t ) e 

sm(t) = R e [ ? m ( r V 2 ^ ] . [5.4) 

Dessa fo rma, a p artir das Eq. 5.1 e 5.4, o equivalente passa-baixa de u m sinal 

PSK e 

(5.5) 

Considerando o canal sujeito apenas ao ruid o branco gaussiano ad itiv o (AWGN 

- Additive White Gaussian Noise), a energia do sinal recebido r(t) em u m periodo 

de sinalizagao Ts e 

= t j ]sm(t)fdt=^ . (5-6) 
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Co mo sao transmitid o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = lo g 2 M  bits de info rmagao em cada intervalo de 

sinalizagao , a energia med ia po r b it recebido e igual a 

6 = l o g 2 M  = 21o g 2 M " ( ' ' ] 

Seja a band a passante do ruid o gaussiano igual a B Hz , sua densidade espec-

tral de po tencia e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= Y  [ W / H z ] ' P a r a / < 5 - (5-8) 

Considerando que a autocorrelgao do ruid o e 

1sen(27rSr) 
R(r) = / S(f)e^ frdf =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N0B-

JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — o o 
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATTBT 

e que o ruid ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e descorrelacionado parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ?(t) = 0, o u seja, quando r = 1/ 25. 

entao , a variancia do ruid o e dada por 

a 2 = R(Q) = N0B. (5.9) 

Nas simulagoes sao utilizadas amostras do sinal e do ruid o , po is nao e possivel 

utiliz ar sinais continuos. 0 tempo de sinalizagao e d iv id id o em Na intervalos de 

amo stragem de duragao Ta (T, = NaTa). A ssim, o ruid o deve ser amo strado de 

fo rma que as amostras sejam independentes, ou seja, o temp o de amostragem da 

simulagao deve ser igual a Ta = 1/ 2B. 

Po rtanto , a razao sinal/ ruido Eb/N0 o btid a atraves da relagao entre a energia 

de b it (Eq. 5.7) e a densidade espectral do ruid o (Eq. 5.9), considerando o temp o 

de amostragem e 

Eb A 2Na 

No 4 lo g 2 Ma2'  
(5.10) 

Nas simulagoes realizadas, foram utilizadas 16 amostras por simbolo e a am-

plitude do pulso foi normalizada em 1. Para uma razao sinal/ruido expressa em 

63 



d B, a relacao entre nivel de ruid o do canal e razao sinal/ ruid o po de ser expressa 

p o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

° 2 = 10^ / *o (d B)/ io l o g 2 M - ( 5 - 1 1 ) 

Para sistemas simples, como o PSK sem codificagao , pode-se obter analitica-

mente a probabilidade de erro de b it. Em [8, 31] sao apresentados desenvolvimen-

tos analiticos que po dem ser usados na validagao das simulagoes. Por exemplo , a 

expressao analitica para pro babilidade de erro de b i t para o sistema PSK binario 

ou BPSK e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Perro = Q l \ l ^ ) , (5-12) 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q(x) e a fungao erro dada po r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o o 

Q{x) = -L /  e-y2' 2dy. (5.13) 
2tt 

A Figura 5.2 apresenta as curvas d a pro babilid ad e de erro de b i t para o sis-

tema de modulagao BPSK, obtidas das expressoes analiticas [8] e v ia simulagao. 

Observa-se que o resultado da simulagao co incide co m o resultado analitico , va-

lid and o , assim, o procedimento de simulagao utilizad o neste trabalho . 

Para u m canal sujeito ao desvanecimento lento e p iano , o sinal recebido e 

multip licad o por um fato r a. O equivalente passa-baixa do sinal recebido e 

rm(t) = aAJv^-V + n ( t) , (5.14) 

em que n(i) e o equivalente passa-baixa do ruid o termico (A W G N ). A ssim, no 

calculo da energia do sinal recebido aparece u m termo E[a2} que represents a 

energia do desvanecimento. Po rtanto , para u m canal co m desvanecimento , a 

expressao que relaciona o ruid o do canal co m a razao sinal/ ruid o e 

Eh E[a2]A 2Na 

N0 4 log 2 Ma2 

(5.15) 
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1 . 0 e -0 1 

1 . 0 e -0 2 

8 1 . 0 e -0 3 

= 1 . 0 e -0 4 

1 . 0 e -0 5 

1 .Oe -0 6 

E b / N o ( d B )  6  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.2: Pro babilid ad e de erro de b it do esquema BPSK considerando a trans-

missao afetada pelo ruid o gaussiano ad itiv o . 

Nas simulacoes, o desvanecimento fo i modelado por uma variavel aleaio ria com 

d istribuicao de pro babilidade Rayieigh 

(5.16) 

com valor medio quadratico igual a 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (E[a2]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a2 = 1) 

Para o sistema BPSK, a expressao analitica da pro babilid ad e de erro de b it 

considerando-se u m canal com desvanecimento Rayieigh e ruid o branco ad itivo 

[8, 31] e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P 
1 ' EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB/ NQ 

(5.1, 

A s Figuras 5.3 e 5.4 mo stram a probabilidade de erro de b it para os sistemas 

BPSK e 4-PSK, respectivamente. Tanto para o esquema BPSK, quanto para, o 

4-PSK, as curvas teoricas e simuladas co incidem, o que valid a o proced imento de 

simulagao para a transmissao pelo canal co m desvanecimento. 

65 



• 1 . 0 e + 0 0 

1 . 0 e -0 1 

1 . 0 e -0 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r 
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E b / N o ( d B ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.3: Pro babilidade de erro de b it do esquema BPSK considerando o canal 

sujeito ao desvanecimento Rayieigh com perfeita info rmacao sobre o estado do 

canal. 

1 . 0 e + 0 0 

Q P S K R a y i e i g h t e o r i c o 
Q P S K R a y i e i g h s i m u l a d o 

1 . 0 e -0 1 

1 . 0 e -0 2 

1 .Oe -0 3 

1 . 0 e -0 4  1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1— ' ——  1 1 •—•—' 1 

0 5  1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 
E b / N o ( d B ) 

Figura 5.4: Pro babilidade de erro de b i t do esquema Q PSK considerando o canal 

sujeito ao desvanecimento Rayieigh co m perfeita info rmacao sobre o estado do 

canal. 
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5.3 Desempenho da Codificagao de Canal Wa-

velet em Canais A W G N 

Nesta segao, o desempenho d a codificagao com w avelets em canais com ruid o 

ad itiv o gaussiano e apresentado, sob o po nto de v ista teo rico [2, 3] e atraves 

de simulacoes, realizadas durante o trabalho . Particularmente, fo i utilizad a a 

codificagao em conjunto com a modulagao PA M . 

N a modulagao po r amplitud e de pulso PA MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Pulse Amplitude Modulation), k 

bits d a seqiiencia de informagao mapeados em um co njunto de 2k formas 

de onda de diferentes amplitudes que podem ser representadas po r 

em que {Am, 1 < rn < M} represents o conjunto das M  possiveis amplitudes 

correspondentes aos 2k possiveis simbolos binarios e p(t) e o pulso utilizad o . 

Os M  sinais PA M tern energias 

em que Ep representa a energia do pulso p(t). 

Os sinais PA M sm(t) po d em ser representados p o r vetores unid imensionais 

sm, sendo relacionados por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sm(t) = Amp(t) cos 2irfct, m = 1,2, . . . . M , 0 < t < Ts 

S) 

(5.18) 

(5.19) 

Sm(t) = smf(t), (5.20) 

em que f(t) e fo rma de onda de energia unitaria d ad a po r 

(5.21) 



sm = A m ^ E p ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 771 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,2, . . . , M , (5.22) 

e a representagao geometrica dos M sinais unid imensionais, que corresponde ao 

equivalente passa-baixa do sinal sm(t). A s amplitud es Am dos sinais assumem 

valores discretos 

Am = (2m - 1 - M)d, m = 1, 2 , . . . , M , (5.23) 

sendo d^/2Ep a d istancia euclid iana entre dois sinais adjacentes. 

A p artir da Eq. 5.19 pode-se calcular a energia med ia da constelagao M  PA M 

1 M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Eav

 ~ Jf Yl
 Em

- > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m=l 

= \{M 2 - l)d2Ep. (5.24) 

Nas simulacoes, para sistemas com modulagao PA M , fo i utilizad a a energia med ia 

po r b it igual a 1 no calculo da relagao entre nivel de ruid o no canal e razao 

sinal/ ruido 

E b a v = - ^ - = l. (5.25) 
lo g 2 M 

N a codificagao de canal wavelet, para uma M C W de o rd em m e genero g, os 

bits de informagao sao mapeados em simbolos codificados {m.g + l) -ario s. O valor 

medio de um simbolo codificado e dado pela Eq. 4.7. Usando a modulagao PA M , 

os simbolos codificados y t sao mapeados nas amplitud es das fo rmas de onda do 

equivalente passa-baixa s*m. A energia destas formas de onda e p ro po rcio nal a y 2 , 

o u seja, a energia med ia do sinal e pro po rcio nal a mg (Eq. 4.7). 

Considere o canal afetado pelo ruid o ad itiv o . A representagao passa-baixa do 

sinal no receptor pode ser escrita como 

ri = Si +  r i i , (5.26) 

em que Sj e a componente do sinal (simbolo W C C ) e tij e o ruid o gaussiano branco 

ad itiv o de med ia zero e variancia A r
0 / 2. Considere tambem Si e Ni representando 
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as componentes do sinal e do ruid o , respectivamente, na saida do decodificador 

wavelet. 

De acordo com [2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3], a componente do ruid o emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ri tern med ia zero e variancia 

E[n2) = mg^. (5.27) 

Po rtanto , a probabilidade de erro de b it e dada p o r 

Perro —  { P^ A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ H - i + 527+ 1 > 0 | X 2l+i = — 1) + 

+ Pr ( , ¥ 2 2 + 1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S 2 l + l > 0 I xu+i = -!)}, 

Perro = {Pr(7v " 2i + i > mg J x 2 l + l = - 1 ) + 

+ P r ( i V 2 W > mg \ x 2 l + l = - 1 ) } . ( 5 . 28 ) 

Como a variavel j V 2 j + i e independente de x2i+i, a Eq . 5 . 28 pode ser escrita 

po r 

PeTro = Pr{N2j+l > mg), 

= Q ( , m g ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W m gN 0/2l 

Seja Ei, a energia media transmitid a por b it de info rmacao . A ssim, a Eq. 5 .29 

pode ser escrita como 

Perro = Q [ \ l ^ j - ( 5 . 30 ) 

Po rtanto , em canais A W G N , u m sistema co m mo d ulacao P A M e codificagao 

co m wavelets atinge o mesmo desempenho, em termo s de taxa de erro de b i t, 

que sistemas antipodais (BPSK, 2-PA M) sem codificagao p ara palavras-codigo 

w avelet de co mprimento arbitrario . A s curvas apresentadas nas Figuras 5.5 e 5.6, 
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considerando a codificacao com M C W de dimensao 2 x 8 e 2 x 32, respectivamente, 

co mpro vam os resultados das Eq. 5.29 e 5.30. No entanto , como sera v isto no 

Cap itulo 6, a codificagao com matrizes de coeficientes w avelet apresenta bons 

desempenhos em canais com desvanecimento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . O e -0 6 
4 6  

E b / N o ( d B ) 10 

Fig ura 5.5: Comparagao entre o desempenho do sistema cod ificado com M C W 

2 x 8 e do sistema BPSK sem codificagao. 

5.4 Sistemas de Comunicagao com Codificagao 

Wavelet em Canais com Desvanecimento 

5.4.1 Sistema Sem Diversidade 

Nos esquemas de transmissao com codificagao w avelet, os simbolos codificados sao 

mapeados em constelagoes construidas usando-se uma combinagao de multip las 

amplitud es e fases. Tal esquema e denominado de modulagao PA M - PSK co mbi-

nada o u M - PSK multi-nivel [8, 30]. A  Figura 5.7 apresenta u m exemplo de uma 

contelagao 8-PSK com 2 m'veis. 
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1 . 0 e -0 1 

1 . 0 e -0 5 

1 . 0 e -0 6 
4 6  

E b / N o ( d B ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.6: Comparagao entre o desempenho do sistema codificado com M C W 

2 x 32 e do sistema BPSK sem codificacao. 

Figura 5.7: Exemplo de uma constelacao PSKzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA multi-nfvel com 8 simbolos e dois 

niveis. 
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N a construcao das constelagoes fo ram consideradas as pro babilidades de ocor-

rencia dos simbolos codificados, descritas pela Eq. 4.6 e a maximizacao d a 

d istancia Euclid iana entre os pontes das mesmas. A localizacao dos po nto s na 

constelagao e definida de fo rma que a eficiencia do processo de modulagao e au-

mentad a sem que haja d iminuicao na d istancia m inim a entre os mesmos. 

No mapeamento dos simbolos codificados em sinais de uma d eterminad a cons-

telagao, levou-se em consideracao o mo d ulo e sinal de cada simbo lo . A lem dos 

criterio s ja citados, adotou-se tambem o criterio de que simbolos de mesmo si-

nal estariam mais pro ximo s entre si que aqueles de sinal co ntrario . E mais, os 

simbolos de menor mo d ulo , que sao os mais provaveis, fo ram mapeados em si-

nais de menor energia. A ssim, mesmo havendo erro na demodulacao do simbo lo 

transmitid o , em muito s casos poder-se-ia decodificar o b it co rretamente pela re-

d und ancia inerente ao processo de codificagao que realiza o espalhamento d a 

info rmagao no temp o . 

O utro criterio utilizad o na construgao das constelagoes fo i o trucamento dos 

simbolos codificados com menor probabilidade de ocorrencia. Em sistemas co m 

modulagao PSK, a med ida que aumenta a dimensao da M C W usada na co d ifi-

cagao, cresce o numero de possiveis simbolos codificados resultando em aglome-

ragao dos pontos da constelacao. Esta aglomeragao resuita em degradagao do 

desempenho. Po rtanto , de acordo com as Eq. 4.6 e 4.9, os simbolos com pe-

quena pro babilid ad e de ocorrencia fo ram trucados. Considere, po r exemplo , a 

codificagao sem diversidade com a M C W 2 x 8 dada pela Eq. 3.25, os simbolos 

± 8 tern pro babilid ad e de ocorrencia de 3,9 x 10~ 3, de acordo co m a Eq. 4.6. 

Fazendo o truncamento dos simbolos ±8 , eles sao substituidos pelos simbolos 

em ±6 , quando de sua ocorrencia. Po rtanto , com o trucamento , os 9 simbolos 

possiveis, resultado da codificagao com a M C W 2 x 8 , ficam reduzidos a 7. A 

Fig ura 5.8 apresenta uma representagao da constelagao PSK m ulti-niv el usada 

na codificagao sem diversidade com a M C W 2 x 8 . 

Resumindo , apos o processo de codificagao, os simbolos sao mapeados em 

pontos de um a constelagao que nao estao dispostos em u m circulo (PSK) o u 

em um a linha ( PA M ) , mas que tern uma d istribuigao mais adequada no p iano 
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Fig ura 5.8: Constelacao PSK multi-niv el usada no sistema cod ificado co m M C W 

2 x 8 . 

bid imensio nal. devido a natureza multi-niv el dos simbo los gerados na codifcagao. 

A s constela,g5es M - PSK multi-niv el. em que cada p o nto e id entificad o por uma 

componente em fase I" e o utra em quad raturazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q, tern energia med ia to tal unitaria. 

O sinal transmitid o consiste em duas po rtado ras o rto go nais mo d ulad as po r um 

co njunto de amplitudes discretas 

Co mo na Segao 5.2, p(t) e o pulso de amp litud e unitaria e fc e a freqiiencia 

da po rtad o ra. Os termos AmI e AmQ sao as amplitud es em fase e quad ratura, 

respectivamente, da po rtado ra. O d iagrama de blocos do transmissor do sistema 

com codificagao e sem diversidade de antenas transmissoras e apresentado na 

Fig ura 5.9 

No modelo do canal de comunicagoes d ig ital assume-se que o sinal transmitid o 

e afetado pelo desvanecimento lento e nao-seletivo em freqiiencia, representado 

por u m fato r multip licativ o a<(t), e pelo ruid o ad itiv o que representa o canal 

A W G N . Po rtanto , o sinal recebido r(t) pode ser escrito como 

em que n(t) e um processo gaussiano complexo de med ia zero e variancia N0/2. 

Co mo na Segao 5.2, o desvanecimento e mo delado p o r um a variavel aleato ria com 

d istribuigao Rayieigh. 

•% a(t) = AmJp(t) cos(27r/ ct) - AmQp(t)sen(2Trfct). (5.31) 

(5.32) 
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Mapeador 

Modulador 

de Pulso zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cos ((a t) 

sen((i) t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 m q 

Modulador 

de Pulso 

s(t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig ura 5.9: Diagrama de bloeos do transmissor do sistema cod ificado sem diver-

sidade de antenaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA transmissoras. 

A Figura 5.10 apresenta o modelo do receptor do sistema. Inicialmente, o sinal 

recebidozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r(t) e convertido para banda basica, obtendo-se o equivalente passa-

baixa ri(t). Em um intervalo de sinalizagao, rt(t) e dado p o r 

ri(t) = aie" i<pisi{i) + n(t) iTs < t < (i + 1)TS. 

O termo. a* e a amp litud e do desvanecimento, considerada constante durante um 

intervalo de sinalizagao, ^ e a variagao de fase devido ao desvanecimento no canal 

e S[(t) e o equivalente passa-baixa do sinal transmitid o . 

r(t)* 

CO$(G) t) 

sen( m t) 

Dem od u la d or 
de Pu lso 

Dem od u la d or 

de Pu lso 

a 

Fig ura 5.10: Diagrama de blocos do receptor do sistema cod ificado sem d iversi-

dade de antenas transmissoras. 

Considerando o desvanecimento do canal suficientemente lento , a p artir do 

sinal recebido, o receptor e capaz de estimar perfeitamente o deslocamento de 
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fasezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>i. Po rtanto , apos passar pelo detetor, o sinal recebido , representado na 

fo rma v eto rial, e dado por 

Ti = a-jSj 4- zi} ( 5 . 33 ) 

sendo .?, = AmI + jAmq a representacao veto rial do sinal transmitid o no instan-

te de tempo iTs e Zi o vetor complexo cujos elementos sao variaveis aleatorias 

gaussianas independentes e identicamente d istribuid as. Reescrevendo a Eq. 5 .33 

obtem-se 

n = OiAmj + Re{zi} + j[atAmQ + Im{z ,- } ] . ( 5 . 34 ) 

No demodulador e calculada a d istancia Euclid iana quad ratica entre o sinal re-

cebido e cada um dos pontos (vetores) da constelacao utiliz ad a e decide-se em 

favor do sinal mais p ro ximo a r» . 

O simbo lo recebido e uma estimativa do simbo lo cod ificado que fo i transm iti-

do . Em seguida, esta estimativa entra no decodificador e a info rmagao recebida 

e recuperada pelo processo de decodificagao descrito na Segao 4.6. 

5.4.2 Sistema com Diversidade 

No esquema de codificagao com diversidade espacial abordado neste trabalho , 

os simbolos codificados yJ
n sao mapeados em constelagoes M -PSK multi-niv el de 

energia med ia to tal unitaria, sendo cada um transmitid o , simultaneamente po r 

uma das L antenas. A s constelagdes fo ram construidas levando-se em conside-

ragao os mesmos criterios adotados para o sistema cod ificado sem diversidade: as 

probabilidades de ocorrencia dos simbolos codificados (descritas pela Eq. 4 . 9 ) , a 

maximizagao da d istancia euclid iana entre os pontos d a constelagao e o trunca-

mento dos simbolos com pequena pro babilidade de ocorrencia. 

Para o sistema com diversidade fo i adotado o modelo do canal de comunicagao 

d ig ital proposto em [32]. Neste modelo considera-se a estagao base equipada com 

L antenas transmissoras, e a estagao movel equipada com uma antena. O sinal 

recebido em banda basica e dado po r 

L 

r(t) = Y J
a i s ( t ) +  n(t)- (5.35) 
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sera usado como sistema de referenda parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mensurar os ganhos de que sao obtidos 

com a codificagao para canais com desvanecimento. O desenvolvimento analitico 

e os resultados das simulacoes comprovaram que nao ha melho ria de desempenho 

devido a codificagao wavelet, considerando-se a transmissao atraves de canais 

com ruid o branco gaussiano ad itiv o . 

O desempenho da codificagao wavelet com e sem diversidade espacial, para 

canais co m desvanecimento, sera apresentado no cap itulo seguinte. 
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Cap itulo 6 

Resultados 

6.1 Introdugao 

Neste cap itulo sao apresentados os resultados das simulagoes dos sistemas de 

transmissao com codificagao wavelet, realizadas considerando canais com desva-

necimento Rayieigh. O maio r enfoque e dado no sistema proposto que Integra a 

codificagao com matrizes wavelet e tecnicas de diversidade espacial. 

6.2 Codificagao Wavelet sem Diversidade 

A s primeiras simulagoes fo ram realizadas com o o bjetivo de verificar os ganhos 

o btido s, em termos de pro babilidade de erro de b it, devido ao uso da codificagao 

de canal w avelet, em relagao ao u m sistema de referenda nao-codificado com 

modulagao BPSK, denominado de sistema de referenda 1. Tanto no esquema 

de referenda 1, quanto no esquema com codificagao b it-a-b it fo i utilizad a apenas 

uma antena de transmissao e o utra de recepgao, mantendo-se para ambos os 

sistemas a mesma taxa de transmissao , em bits/ seg. 

Nos experimentos fo ram utilizadas matrizes de coeficientes wavelet reais p la-

nas definidas na Segao 3.2.1 de o rdem m = 2 e generozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g = 4, 16 e 64, como 

tambem, matrizes de o rd em m = 4 e genero g = 4 e 16. Para qualquer que seja 

a o rd em o u o genero d a matriz utilizad a nao ha aumento de complexidade do 

algo ritmo de codificagao e decodificagao. No entanto , a med ida que aumenta a 
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dimensao d a matriz utilizad a e necessario que seja dispensado u m maio r esforco 

co mp utatio nal para a realizagao do processo de codificagao e decodificagao. 

A Fig ura 6.1 mo stra o sistema de transmissao co m codificagao wavelet pro -

posto em [3]. Neste esquema, a fonte gerazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n bits de informagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xn que sao 

fornecidos ao cod ificador. No codificador, utilizand o uma matriz wavelet real 

p lana de dimensao m x mg, em cada instante de temp o , um b it de informagao 

Xi e cod ificado , gerando na said a o simbolo t/ ;, que passa, entao para o mo d ula-

dor. O mo d ulad o r mapeia o simbolo codificado em u m sinal de uma constelagao 

(mg + 1)-PSK m ulti-niv el, resultando em um sinal bid imensio nal (fase e quadra-

tura) . O sinal mo d ulad o e enviado para a antena e transmitid o . Considera-se 

o canal de transmissao sujeito ao ruid o ad itivo gaussiano e ao desvanecimento 

Rayieigh lento e nao-seletivo em freqiiencia. 

Transmissor 

Fonte Codificador 

.'k 

Modulador Fonte Codificador Modulador 

a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•© -

Canal 

Figura 6.1: Mo d elo do sistema com codificagao wavelet sem diversidade espacial. 

N a recepgao, o o bjetivo e recuperar a informagao transmitid a. Considera-

se que o receptor tern informagao sobre o estado do canal, conseguindo estimar 

perfeitamente a amp litud e do desvanecimento. O sinal recebido pela antena re-

ceptora e demo dulado atraves da correlagao com os (mg+1) sinais da constelagao 

PSK m ulti-niv el, sendo escolhido o sinal d a constelagao que esteja mais p ro ximo 

do sinal recebido . A saida do demodulador ffc e uma estimativa do sinal transmi-

tid o . Finalmente, a informagao transmitid a e decodificada, gerando o b it recebido 

Xk-  Caso Xk y^Xk, o correu um erro na transmissao . 

Os resultados deste p rimeiro conjunto de experimentos p o d em ser vistos nas 

Figuras 6.2 e 6.3 . N a Figura 6.2 sao apresentadas as curvas d a pro babilid ad e de 
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erro de b it obtidas variando-se a razao sinal-ruid o de 0 a 35 d B. No processo de 

codificagao fo ram usadas as M C W reais planas de d imensao 2 x 8 e 2 x 32, dadas, 

respectivamente, pelas Eq. 3.49 e 3.50 , e a M C W de dimensao 2 x 128, o btid a 

pela operagao de extensao a p artir da matriz 2 x 32. Para uma pro babilid ad e de 

erro de b it de 1Q~4, os sistemas codificados co m as M C W 2 x 8 , 2 x 32 e 2 x 128 

apresentaram ganhos, aproximadados, de 3,0, 11,5 e 14,0 d B, respectivamente, 

em relagao ao sistema de referenda 1. 

A s curvas da pro babilidade de erro de b it para o sistema codificado com a 

M C W de dimensao 4 x 16, dada pela Eq. 3.52, estao apresentadas na Fig ura 6.3. 

Neste caso, observa-se um ganho de codificagao de 8,4 d B em relagao ao sistema 

de refencia 1, para a pro babilidade de erro de b it de 10^ 4. 

Po rtanto , para canais com desvanecimento, o uso d a codificagao com m atri -

zes de coeficientes wavelet apresenta bo m desempenho em termos de melho ria na 

pro babilid ad e de erro de b it a p artir de uma razao sinal-ruid o de, apro ximada-

mente, 11, 0 d B. Observa-se que ha um aumento de ganho a med ida que cresce o 

co mprimento da palavra-codigo wavelet, ou seja, a med id a que sao usadas M C W 

de maio r dimensao no processo de codificagao. Palavras-codigo de maio r com-

p rimento dao maior robustez a transmissao , po is u m numero maio r de simbolos 

codificados ira transpo rtar informagao sobre um mesmo b it. 

No entanto , para sistemas com modulagao PSK, a utilizagao de M C W de 

grande dimensao resuita em aglomeragao dos pontos d a constelagao e consequen-

temente, em degradagao do desempenho. A ssim, levando em consideragao as Eq. 

4.3 e 4.7, os simbolos com pequena pro babilidade de o correncia po d em ser tru n-

cados. Nas simulagoes realizadas, quando a o rdem d a pro babilid ad e de ocorrencia 

do simbo lo codificado era inferio r a 1Q~4 o simbo lo era truncad o , resultando em 

constelagoes menores e em melho ria de desempenho. 
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Figura 6.2: Pro babilidade de erro de b it para esquemas com M C W 2 x 8, 2 x 32 

e 2 x 128, sem diversidade espacial. 

1 . Q e -0 5 

1 0 1 5 2 0 

E b / N o ( d B ) 
2 5 3 0 3 5 

Fig ura 6.3: Pro babilidade de erro de b it para o esquema co m M C W 4 x 16, sem 

diversidade espacial. 
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6.3 Codificagao Wavelet com Diversidade 

N a Sub-secao 4.3.1 fo i apresentada a tecnica de codificacao com matrizes de coe-

ficientes wavelet proposta po r Tzannes e Tzannes [3]. N a Segao 6.2 fo ram vistos 

os beneficios deste tip o de codificagao para a trasmissao d ig ital em canais com 

desvanecimento. Nesta segao e apresentado o desempenho do esquema proposto 

(Sub-segao 4.3.2) que Integra a codificagao com matrizes de coeficientes wavelet 

e tecnicas de diversidade espacial. 

A Figura 6.4 apresenta o d iagrama esquematico do sistema, considerando a 

codificagao com uma M C W de ordemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m = 2. A fonte gera n bits de informagao 

xn. Os bits de informagao gerados nos intervalos impares x2k+i sao codificados 

atraves da multip licagao pelos coeficientes do veto r escalonamento e os bits ge-

rados nos intervalos pares x2kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+2 sao codificados atraves da multip licagao pelos 

coeficientes do vetor wavelet. Po rtanto , em um mesmo intervalo de sinalizagao 

i sao gerados dois simbolos codificados y\ e t/ f que sao, entao, mapeados em 

constelagSes M-PSK multi-niv el de energia to tal unitaria. A seguir, os sinais 

modulados sao enviados para antenas d istintas e transmitid o s em freqiiencias or-

togonais. Considera-se que as antenas estao suficientemente espagadas uma da 

o utra para garantir que os sinais transmitid o s por cada antena sejam afetados 

pelo desvanecimento de mo d o independente. Generalizando , na codificagao w a-

velet integrada com diversidade espacial, em cada instante de tempo sao gerados 

m simbolos codificados que sao transmitid o s por LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — m antenas d istintas. 

Como ja d ito , o receptorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tern perfeito conhecimento sobre o estado do canal, 

sendo capaz de estimar a amp litud e do desvanecimento de cada percurso . O 

sinal recebido passa po r u m banco com L correlatores e os sinais transmitid o s 

sao estimados a p artir d a saida dos L correlatores. Em seguida, as estimativas dos 

sinais transmitid o s sao somadas e a informagao e recuperada depois da passagem 

pelo decodificador. 

A s Figuras 6.5-6.8 apresentam os resultados das simulagoes realizadas com 

o sistema proposto que Integra a codificagao w avelet e a d iversidade espacial. 

Para fins comparativos, sao considerados os sistemas codificados e o sistema de 
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referendazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, d iscutidos na Segao 6.2, que utiliz am apenas uma antena trans-

missora e o utra receptora, ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = 1. Considera-se tambem u m sistema 

nao -codificado , denominado de sistema de referenda 2, em que os bits sao m o d u-

lados (BPSK) e a mesma informagao e transmitid a po r L antenas d istintas. Tal 

sistema e resistente ao desvanecimento, pois a informagao so e perd id a quando 

o desvanecimento dos L percursos for muito severo. No entanto , neste sistema 

ha a necessidade do aumento de banda para manter os L sinais o rtogonais. Por 

sua vez, no esquema proposto que integra codificagao e d iversidade, nao ha per-

d u de eficiencia espectral, ja que os bits gerados em intervalos pares e impares 

sao codificados por palavras-codigo ortogonais, gerando simbolos separados em 

m-ban das. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x ->t . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 k + l 

Fonte 

M C W 0 M C W 0 

M C W , 

Transmissor 

Modulador 1 

Modulador 2 

a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I 
t 

e-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Canal 

Fig ura 6.4: Mo d elo do sistema com codificagao wavelet e d iversidade espacial. 

A Figura 6.5 mo stra os resultados das simulagoes dos sistemas codificados 

co m M C W 2 x 8 e dos sistemas de referenda. Para uma pro babilid ad e de erro 

de b i t de 10~ 4, observam-se ganhos de codificagao de 3 e 8 d B, para os sistemas 

co m e sem diversidade, respectivamente, em relagao ao sistema de referenda 1. 

Entretanto o desempenho do sistema com codificagao e duas antenas e 5 dB 

inferio r ao sistema de referenda 2 para uma taxa de erro de 10 - 4 . 

N a Figura 6.6 sao apresentados os resultados das simulagdes dos sistemas 

codificados usando M C W 2 x 32. Os sistemas codificados transmitind o co m uma 
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1 . 0 e -0 5  1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 — 1 1 - s - J - 1 1  

0 5  1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5 
E b / N o ( d B ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig ura 6.5: Pro babilidade de erro de b it para esquemas com M C W 2 x 8 com 

L = 1 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = 2. 

e duas antenas atingem ganhos em to rno de 11,5 e 14 d B, respectivamente, com 

taxa de erro de 1CT4 com relagao ao sistema de referenda 1. Para uma taxa de 

erro de b it de 10 "\ o desempenho do sistema codificado com duas antenas e 1 d B 

superior ao sistema de referenda 2. 

Os resultados de simulagao dos sistemas codificados usando M C W 2 x 128 sao 

mostrados na Figura 6.7. Em relagao ao sistema de referenda 1, para uma pro -

babilidade de erro de b it de 10~ 4, os desempenhos dos sistemas com uma e duas 

antenas sao, aproximadamente 14,0 e 16,0 d B superiores, respectivamente. Em 

relagao ao sistema de referenda 2, os sistemas sem diversidade e com diversidade 

espacial apresentam ganhos em to rno de 1,5 d B e 5,0 d B, repectivamente, para 

uma pro babilid ad e de erro de b it de 1Q~5. 

Os experimentos realizados com M C W de o rd em m —  4 e genero g = 16 e 

64 sao apresentados na Figura 6.8. Nos sistemas co m codificagao e diversidade 

fo ram utilizadas L = 4 antenas na transmissao e uma na recepgao. Em relagao ao 

sistema de referenda 1, para uma taxa de erro de b i t de 10~ 4, os esquemas com 
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Figura 6.6: Probabilidade de erro de bit para esquemas com M C W 2 x 32 com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L = 1 e L = 2. 
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Figura 6.7: Probabilidade de erro de b i t para esquemas com M C W 2 x 128 com 

L = leL = 2. 
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M C W 4 x 16 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = 1, M C W 4 x l 6 e l = 4 e M C W 4 x 64 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = 4 obtiveram 

ganhos aproximados de 8,4, 16,0 e 17,5 dB, respectivamente. Para a mesma 

taxa de erro de b i t , os esquemas com M C W 4 x 16 e L — 4 e, M C W 4 x 64 e 

L — 4 apresentaram ganhos de 1,4 e 3,2 dB superiores ao sistema de referenda 2. 

Para uma probabilidade de erro de bit de 1 0 - 5 , os esquemas com M C W 4 x 16 

e i = 4 e M C W 4 x 64 e L = 4 foram 4,0 e 6, 4 dB superiores ao sistema de 

referenda 2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

LOe-03 

1 .Qe-04 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 1 i ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
: : Bpsk t - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA; 

BPSK U 2 
.MCW 4x16. L=1 -•+-•• 

MCW 4x16 L=4 B 
"MCW 4 x 6 4 U 4 

.. . "•. 7N.W ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•• • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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\  \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ - V- • • • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA!  ^ 1 ! 

0 5 10 15 20 25 30 35 

Eb/No (dB) 

Figura 6.8: Probabilidade de erro de bit para esquemas com M C W 4 x 16 com 

L = l e l = 4 e para esquema com M C W 4 x 64 e L = 4. 

6.4 Conclusoes 

Neste capitulo foram apresentados os resultados das simulagoes dos sistemas de 

transmissao com codificagao wavelet com e sem diversidade, considerando o canal 

sujeito ao desvanecimento Rayleigh. 

Os resultados de simulagao mostram que para a codificagao com M C W de 

mesma dimensao, o sistema integrado com diversidade de antenas transmissoras 
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apresenta melhor resultado que o sistema scm diversidade. Da mesma forma que 

nos sistemas sem diversidade espacial, para a tecnica de codificagao integrada 

com diversidade espacial, observou-se que os ganhos aumentam a medida que sao 

usadas M C W de maior dimensao. 
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Capitulo 7 

Consideragoes Finais e 

Perspectivas 

Neste trabalho foi proposta uma integragao entre os beneficios da codificagao 

de canal b i t -a -b i t com matrizes de coeficientes wavelet e tecnicas de diversidade 

espacial atraves do uso de miiltiplas antenas transmisssoras. 

A tecnica de codificagao de canal usando wavelets uti l iza as propriedades de 

ortogonalidade. das matrizes de coeficientes wavelet. As linhas de uma M C W sao 

formadas por coeficientes de filtros passa-baixas e passa-altas associados a fungoes 

escalonamento e wavelet de um dado sistema wavelet. A potencialidade da tecnica 

e resultado da ortogonalidade intrinseca das linhas das M C W , da simplicidade 

do processo de decodificagao quando comparado a esquemas de codificagao com 

codigos de treliga ou codigos convolucionais e do espalhamento no tempo dos 

simbolos de informagao (bits) ao longo dos sfmbolos codificados. 

Nos sistemas apresentados no trabalho observa-se o ganho que pode ser obtido 

com a codificagao em relagao a sistemas de transmissao antipodais nao codifica-

dos. 0 canal com desvanecimento, considerado neste trabalho tern sido muito 

utilizado para modelar a propagagao do sinal atraves de multiplos percursos, 

fenomeno observado nos canais de comunicagao sem fio. 

A introdugao da diversidade espacial melhora o desempenho tota l dos sistemas 

com codificagao wavelet sem aumentar a complexidade do processo de codificagao. 
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Tambem nao ha perda de eficiencia espectral. Os bits gerados pela fonte nos 

intervalos pares e impares sao codificados por palavras-codigo ortogonais, gerando 

simbolos separados em m-ban das de freqiiencia. 

Os beneffcios da integragao entre a codificagao usando wavelets e a diversi-

dade espacial sao percebidos a partir dos resultados das simulagoes. O ganho 

de codificagao aumenta a medida que sao usadas palavras-codigo mais longas. 

Isso e esperado, pois o aumento no comprimento das palavras-codigo resulta em 

uma forma de diversidade temporal que torna o sinal mais robusto aos efeitos do 

desvanecimento. 

A seguir sao feitas algumas sugestoes e citadas as perspectivas para conti-

nuagao das atividades de pesquisa: 

• Estudo e avaliagao da codificagao wavelet com diversidade espacial para 

outros modelos de canais, com ruido em rajada, canais com desvanecimento 

seletivo em freqiiencia e canais com interferencia intersimbolica; 

• Utilizagao de outros tipos de matrizes de coeficientes wavelet diferentes das 

M C W reais planas consideradas neste trabalho; 

• Busca de constelagoes PSK mais eficientes para combater os efeitos da trans-

missao em canais com desvanecimento; 

» Analise do desempenho da codificagao wavelet com diversidade espacial 

em comparagao com outras tecnicas de codificagao de canal que utilizem 

a transmissao atraves de mrlltiplas antenas, como a codificagao espacio-

temporal, por exemplo; 

• Estudo de tecnicas de codificagao e modulagao conjuntas, com o objetivo de 

combinar, de forma mais eficiente, o processo de mapeamento dos simbolos 

codificados em constelagoes resistentes ao desvanecimento. 
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Apendice A 

Espago de Hi lber t 

Define-se Espago de Hilbert como um subconjunto H de um conjunto de vetores 

complexos, em que as seguintes propriedades sao satisfeitas: 

1. As propriedades de soma e multiplicagao de vetores de H por escalares 

seguem as regras usuais da aritmetica de vetores. 

2. Dados dois vetoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y de H, e definido o produto interno entre eles. O 

produto interno de um vetor x qualquer por si mesmo e um escalar positive, 

cuja raiz quadrada e igual a norma de x 

3. H e um espago mensuravel. 

4. A distancia entre dois vetores xnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  {xi,x2,... , xn} e yn = {yi, y2, • • • ,yn}, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xi, Vi € Q tende a zero, conforme n tende a infmito. 

A seguir sao apresentados alguns exemplos de espagos de Hi lbert . 

• Espago Cn de Hilbert 

Seja C n uma n-upla de numeros complexos. Dados dois vetores a ; n = 

{xux2)... ,xn} e yn = {yi,y2l... , y n } , ^ » Vn € C n , e definido o pro-

\/ (x,x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = I a; ( A . l ) 

duto interno entre os mesmos como 

(aj, x*) = xiy{ + x2yl + ... + xny* (A.2) 
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em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y* e o conjugado complexes dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y. 

Obs.: 0 Espago Euclidiano n-dimensional Rn e u m sub-cspago do espago 

C n , definido para os vetores com componentes reais. 

• Espago L2[a,b} de Hilbert 

O espago L2[a,b] e formado pelo conjunto de fungoes reais de Lebesgue 

{ / ( £ ) } , ou seja, fungoes mensuraveis, contidas em um intervalo fechado 

[a, b] e que satisfazem a condigao 

O produto interno de duas fungoes f(t), g(t) G L2[a,b], e definido como 

O espago Z.2[0,2TT] e o espago das fungoes que tern representagao em serie 

de Fourier. Este espago e gerado a partir de escalonamentos (dilatagoes e 

compressoes) da fungao exponencial complexa e J t. 

• Espago i s (M) de Hilbert 

Defme-se o espago L 2 (M) como o conjunto de todas as fungoes reais men-

suraveis (Lebesgue) { / ( £ ) } , que satisfazem 

O produto interno de duas fungoes / (£ ) , g(t) E L2(R), e definido como 

O espago L2(R) e o espago das wavelets; gerado a part i r de escalonamentos 

e translagoes da wavelet basica ou wavelet mae. 

• Espago l2(R) 

O espago I 2 (R) e formado pelo conjunto de todas as seqiiencias reais {.x„, 1 < 

n < oo} que satisfazem 

(A.3) 

(A.5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo 

(A.7) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = l 

91 



O produto interno entre duas seqiienciaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xn, yn € (R), e definido como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ixn,yn) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YlXnyn' (A.8) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n=l 
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