Resumo

Neste trabalho estudamos a eficiéncia do Método de Galerkin na resolugao de

problemas e sistemas Elipticos lineares, nao-lineares, variacionias e nao-variacionais.



Abstract

In this work we study the Galerkin Method efficiency in solving of linear, nonlin-

ear, variational and nonvariational Elliptic problems and Elliptic systems.
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Introducao

Ao longo deste trabalho estudaremos a eficicia do Método de Galerkin quando
aplicado a problemas e sistemas elipticos, variacionais e nao-variacionais.
Consideraremos sempre 2 um dominio limitado do R". Nos depareremos com os

seguintes problemas:

—Av+u=f,9Q
(Sl) AU—F?}:fZ’Q .
u=v=0,00

—Au—Au+ud=f,Q
(P) :
u = 0,01

com \ < Aj, onde \; é o primeiro autovalor para o problema (—A, H}()).

( —Au = au® + f(z,u,v),Q

—Av = b’ + g(x,u,v),Q
u,v >0, .

u=v=0,00

onde a,b > 0.

No Capitulo 1 estudaremos o problema acoplado linear (S1). Consideremos
V = H}(Q) x H}(Q). Por tratar-se de um caso linear, seremos levados a tentar usar o
Teorema de Lax-Milgram.

Definiremos o operador linear e continuo

T:V — R
¢ — T(¢) =< f,¢ >= fg(f1¢1+f2¢2)



e a forma bilinear

a:VxV: — R
(w, ) — a(w,¢) = [, VoVide — [, VuVodr + [, upidz + [, veade,

onde w = (u,v) e ¢ = (¢P1, P2).

Provaremos que a é continua, no entanto, nao sera possivel mostrar a coercivi-
dade e, portanto, nao poderemos aplicar o Teorema de Lax-Milgram. Desta forma,
introduziremos um método mais eficaz para este caso, o método de Galerkin, que é um
método de aproximagao de solugoes fracas.

No Meétodo de Galerkin, inicialmente trabalharemos num espaco de dimensao
finita, onde podemos, enfim, aplicar o Teorema de Lax-Milgram. Em seguida mostraremos
que a seqiiéncia de solugoes fracas aproximadas encontrada convergira para a solugao
fraca do problema.

No Capitulo 2, trataremos do problema Variacional (P). Por ser nao-linear,
nao seguiremos os mesmos passos do Capitulo 1, ji& que nao conseguiremos definir o
operador bilinear para este caso.

Na Se¢ao 2.1 provaremos alguns resultados técnicos necessarios para a demon-

stragao do teorema seguinte:

Teorema 1.1 Seja f : RY — RY continua, onde

(f(z),z) >0 Vax; |z[=R>0

Entao, existe xo tal que |zo] < R e f(xo) = 0.

O estudo deste Teorema é de suma importancia, ja que sera usado na aplicacao
do Método de Galerkin nos Capitulos 2 e 5.

Em seguida, faremos uma comparacao entre o uso do Teorema do Passo da Mon-

tanha e do Método de Galerkin ao serem aplicados aos problemas:

—Au— Au+ud =0,
u = 0,09

(P)

com A < Aq.
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Mostraremos que no problema (P*) poderemos usar o Método de Galerkin e
nao poderemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha, enquanto que em (P**)
poderemos usar o Teorema do Passo da Montanha e nao o Método de Galerkin.

No Capitulo 3 mostraremos a existéncia de solugao fraca para o sistema nao-
variacional (S2).

Na Se¢ao 3.1 trabalharemos com o sistema aproximado:

(

—Au = au® + f(z,u,v) + Ao, Q

—Av =P + g(x,u,v) + A\, Q
u,v >0, .

u=wv=0,00

\

onde A >0 e ¢ € C*(Q2) com ¢ > 0.
Na se¢ao posterior, mostraremos, enfim, a existéncia da solucao fraca do sistema
(52).

Por fim, estenderemos a aplicacao do Método de Galerkin, estudando o sistema

(

—Au = au* + f(v),Q
—Av =P + g(u),Q
(Paﬁ)
u,v > 0,0

u=1v=0,00

\

onde trataremos o caso supercritico.

No Apéndice A enunciaremos os principais resultados utilizados durante nosso
estudo.

Mostraremos no Apéndice B a prova de que o espago Hj({2) admite uma base
Hilbertiana.

E finalmente, no Apéndice C, desenvolveremos, para o caso N = 3, alguns
dos resultados empregados nas demonstragoes dos lemas e teoremas da Secao 2.1 do
Capitulo 2.

A seguir, estabeleceremos as notagoes usadas no decorrer no trabalho.

Notacgoes:

0.1 Seja 1 < p < oo. Consideraremos LP(§2) como a classe de todos as fungoes

mensurdveis a Lebesque u, definidas sobre ), tal que

/ u(z)Pdz < oo,
Q



com norma || - ||1r() definida por

ol = ( [ futo 1%)

0.2 Seja m € IN. Denotaremos por W™P () os espagos de Sobolev, munido com a

norma
1/p

lu@lwnse = | [ opds+ Y [ (pupas|

1<]j1<m

olil
onde j = (j1, 2, .y jn) € NV 5] = Z]’“ e DV = —33;" € o operador de derivagao

fraca.

0.3 Representaremos por HL(Q) o espago W,2(Q) = CSO(Q)H.HWM(Q), munido da

norma
1/2
gy = ( / \wﬁdx) |

iduzida pelo produto interno
<u,v >= / VuVudz, Yu,v € Hy(S).
Q

0.4 Denotaremos por W="1(Q) o dual topolégico de W™P(Q), com % +% =1 F
ainda, por Hy'(Q), o dual do H}(R).

0.5 Consideremos o espago de Hilbert, H}(Q) x HL(Q), com o produto interno:

<(’LL, U)7 <w7 ¢)> = /Q (’U,w + U¢) dx

Para todo w = (u,v) € H}(Q) x H}(Q), definiremos:

1/
el lmgcaseryeor = (llullgeoy + 0lligion)

0.6 Geralmente, denotaremos as constantes por C, C; e k;, com i € IN.



Capitulo 1

Teorema de Lax-Milgram versus
Método de Galerkin

Neste capitulo mostraremos a existéncia e unicidade de solucao fraca para um
problema aclopado para um caso escalar usando o método de Galerkin. Inicialmente,

tentaremos usar o Teorema de Lax-Migram.

1.1  As possibilidades do Teorema de Lax-Milgram

Vamos tentar aplicar o Teorema de Lax-Milgram (ver Apéndice A.1) para resolver

o problema:

—Av+u=f,Q
(S) AU+U:f2,Q .
u=1v=0,00

Precisemos o que seja uma solugao fraca para (S5). No caso escalar, para:

—Av+u=f,Q
v=0,00 7

diremos que v € H} () serd uma solugao fraca quando:

/Vvv¢d:c + / updxr — / figdx =0, Yo € Hy(9). (1.1)
Q Q Q
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Analogamente, u € H}(Q) sera solugao fraca de

Au+v = f5,Q
w=0,00
se satisfizer:
—/VuV¢d:v+ / vpdr — / fopdxr =0, Vi € H&(Q). (1.2)
Q Q Q

Somando (1.1) e (1.2) temos que u,v € Hy () satisfazem:

/Q VoV odr— /Q VuVida+ /Q updz-+ /Q vibda— /Q frode— /Q forbdz = 0, Yo, ¢ € HL(Q).

Assim, somos induzidos a definir que w = (u,v) € V serd uma solugao fraca de (S) se,

para todo ¢ = (¢1,¢2) €V,

/Q VoV dr — /Q VuVeodz + /Q udidz + /Q vodr = /Q fiondz + /Q fopodz. (1.3)

Observagao 1.1 Posteriormente mostraremos que, caso definissemos a solugao fraca
de (S) como w = (u,v) € V satisfazendo, para todo ¢ = (p1,¢2) € V:

Jo VoV godz — [, VuVidz + [ upadr + [, v¢rde = [, frdadz + [, fodrdz

continuariamos nao podendo usar o Teorema de Lax-Milgram. A defini¢cdo que escol-

hemos facilitard o uso do Método de Galerkin.

Para aplicarmos o Teorema de Lax-Milgram devemos definir uma forma bilinear
continua e coerciva, a : V x V :— R . Além disso, precisamos definir um operador

linear continuo, T': V' — R |, para concluirmos que existe uma w € V tal que:

T(6) = a(w, 9), V6 € V.

Ou seja, que existe w = (u,v) € V tal que,
Jo VoVordr — [, VuVgadr + [ uprde + [ voadr = [, frordx + [, fodedr, Yo = (¢1,¢2) € V.
Para este fim considere:
a:VxV: — R
(w, ) — a(w,¢) = [, VoVoide — [, VuVedr + [ upide + [, vooda

T:V — R
¢ T(¢)=<f ¢>= fg(f1¢1+f2¢2)
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Note que T ¢ linear e a continuidade segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver
Apéndice A.2).
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, provaremos que a(-, ) é continuo.
Vo, € Hi(Q) x Hi(9),
la(w,¢)] = |[, VoVéide — [, VuVedz + [, udrdz + [, véada]

‘< 0,01 >hi) — < U Q2 >pi) T < U, P1 >+ <0, 00 >‘

< ‘< v, P >H3(Q)‘ + ‘< U, Po >H&(Q)‘ + < u, 1 >+ [< v, Py >|

< Al + ullay@llel mi @) + [ullz2@)llo1] L2+
+[vll 2@ P2l 22(0)

< HU||H3(Q)||¢1HH5(Q) + ||UHH5(Q)||¢2||H3(Q) + 01HU||H3(Q)||¢1HH3(Q)+
+Col[v]| g @)l P2/l 2 (@)

< (3 (HUHH(}(Q)H(blHH(}(Q) + HUHH(}(Q)H¢2HH5(Q) + HUHH3(9)|\¢1HH5(Q)+
[0l gl 192l lmyco )

< G (Ilollmye + lallmye ) (611l + 1é2l )

< G (ol + lulyey) (161l ey + lieellye)

<

Callwll g @)l m3 @)

onde C3 = max{1,C}, Cy}.
No entanto, a(-, -) ndo é coerciva, ou seja:

o >0 tal que a(w,w) > a||wH§{é(Q).

De fato, temos

alw,w) = /VUVudx—/Vqudx+/uudx+/vvdm
0 0 Q 0

= /qux+/ vide
Q Q

= lullZz) + llvlZ2(0)- (1.4)
Caso a fosse coervivo,
lulZ2q@y + 01220y = @ (Ilul By + 1ol 2y ) - para algum a>0. (1)

Fazendo v = 0 em (1.5) e usando a Desigualdade de Poincaré (ver Apéndice A.11),

obteriamos,

ol[ul B @y < 320y < Bllull )
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de onde concluirfamos que as normas || - |[z2(q) e || - ||g1(q) seriam equivalentes, o que

é um absurdo.

Observagao 1.2 Se tivéssemos definido a solu¢ao fraca seqgundo a Observacao 1.1,

definindo:

a:VxV: — R
(w, ®) — a(w,¢) = [, VuVedz — [, VuVeidz + [, upsdz + [, vérda

T:V — R
¢ — T(¢) =< f, ¢ >= fg(fl@ + fag1),

continuariamos tendo T', um operador linear e continuo, e a, uma forma bilinear con-

tinua. No entanto, quando fossemos tentar mostrar a coercividade, teriamos:

a(w,w) = [, VoVude — [, VuVudr + [, uvdz + [, vudz
= [(Vv)%dz + [, (Vu)’dz + 2 [, uvdz

2

= [0l ) = Nullfn o) + 2MullZ2@)- 0] Z2q)

o que nao implicaria a coercividade. Posteriormente, notaremos que, mesmo quando
estivermos trabalhando com um espago de dimensao finita (no Método de Galerkin),
nao teremos a mesma facilidade para concluirmos a coercividade quando aplicamos a
Definicao 1.35.

Conclusao: Para este sistema, nao é possivel usar o Teorema de Lax-Milgram.

Passaremos para um método mais eficaz que apresentaremos no proximo paragrafo.

1.2 Método de Galerkin

Sendo Hj () um espago de Hilbert separavel, temos V' = H}(Q) x H}(Q) tam-
bém um espaco de Hilbert separavel. Entao, existe uma base ortonormal enumeravel

de V' (ver Apéndice B.1), digamos:

{e1,€9, ..., €m, ...}
tal que
V=<xeyeq,...,enp, ... >.

Defina, para m > 0:

Vin =< e1, €9, .y €y >,
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com
v = 11 g @< a3 0
O Método de Galerkin consite nas seguintes etapas:

Etapa 1:

Provar a existéncia de uma seqiiéncia w,, C V,, tal que, para cada m:

CL(Wm,gﬁ) = <f7 ¢>7 v¢ € Vm

Etapa 2:

Mostrar que a seqiiéncia de solugoes aproximadas, {w,,}, é limitada em V', inde-
pendentemente de m.

Etapa 3:

Da Etapa 2, segue que existe uma subseqiiéncia de {u,,} que converge fraca-
mente. Mostrar que esta subseqiiéncia converge fracamente para uma solucao fraca do
problema.

Vamos, agora, detalhar cada uma das etapas anteriores.

Etapa 1:

Como V,, é um espaco de dimensao finita, todas as normas definidas em V,,, sao
equivalentes. Logo, as normas || - |[z2(0)xr2() € || - ||v;, sdo equivalentes. Assim, para

Wi = (U, V) € O = (&L, ¢2), definamos:

a:VoxV,: — R
(Wi &) (Wi, Im) = [, VU VOLdr — [, Vu, Véide + [ undrde + [ vm2,de

TV, — R
O T(Pm) =< [, bm >= [o(10s, + fod},).

Como ja vimos, na Secao 1.1, T' é um operador linear continuo e a forma bilinear a
também ¢ continua. Voltando ao problema da coercividade mencionado em (1.4), note

agora que:

Wy Win) = /U?ndx + /U%zdx = ||Um||%2(n) + ||Um||%2(ﬂ) = ||wm||%2((2)><L2(Q)'

e portanto,

(Wi, W) > O‘meH%/ma
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mostrando a coercividade de a. Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe

Wi = (Um, V) € Vi, tal que

a(wms @) =< f,d >, Vo € Vi, (1.6)

Etapa 2:
Para cada m, considere ¢ = (v, —Up,) € Vi, onde wy, = (U, V) € Vi
Por (1.6):
Jo VU Vugde — [ Vg V(—ug)de + [ tnvmde + [ U (—up)de = (f, )
= [o|Vop?de + [ |Vun|*de = [, fivmdz — [, foumde
e il By + 110m Brs oy il — [y fotmdl
Assim, Pelas Desigualdades de Holder (ver Apéndice A.3) e de Poincaré (ver Apéndice
A11),

||um||§{6(g) + ||Um||§{é(9) < ||f1||L2(Q)||Um||L2(Q) + ||f2||L2(Q)||um||L2(Q)
< |lfillzz@ Cillvmllmz ) + | foll2@) Collwml | 1 )
<

Cill Aillcz@llvmll a2 ) + Crll full L2 luml 5 )
+Co| fol |2 |[uml [ 52 ) + Coll fal 2@ [vml 1 ) -

Fazendo C5 = max{1, Cy, Cs}, temos:
By + o lgcan < 5 (Ul + 1 fellzen) (Hem gy + ol -
Como (a + b)? < 2(a® + b?) vale para todo a,b > 0, temos:
2
S (1l iy + Momlli) < By oy + om0

< s (I1hllz@ + [ fall2) - (HUmHHg(Q) + HUMHHol(Q))

de onde, fazendo C' = 2C}:

||wm||§15(9) < C (NAlle2@) + I f2llr2)) -
Portanto, {wy,} ¢ limitada em V', independentemente de m.
Etapa 3:
Como {wy,} ¢ limitado e V' é um espago reflexivo, a menos de subseqiiéncia (ver
Apéndice A.12), temos:

W —w em V,
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para alguma funcao w € V.

Observe que para cada ¢ = (¢, o) € V, existe ¢; = (o1, ¢7) € V; tal que

¢;i — ¢ em V, onde

i
@:Z < ¢, ej > ej.
j=1

Fixe agora i, tal que ¢ < m, donde V; C V,,.

Logo, pela Etapa 1,
3w € Viny alwm, @) =< f,¢ >, Vo eV,
e portanto,

Pelas imersoes de Sobolev (ver Apéndice A.17):

wp —=wemV = w, —wem L*(Q) x L*(Q) (1.8)

¢ — pemV = ¢ — ¢em L*(Q) x L*(Q). (1.9)

Assim, usando (1.8) e (1.9), passando ao limite em (1.7), quando m — oo e i — 00,

mostraremos que

/vangild:p—/Vumv¢?dx+/um¢?dx+/vmgb?dx:/flgbildx+/fg¢?dx
Q Q Q Q Q Q

convege para

/QVUVqﬁlda:—/QVuV(/deaj+/ngb1dm~l—/Qv¢2dx:/Qflaﬁldx%—/gfg@da:,

garantindo

a(w,§) =< f,¢ >, Vo €V, (1.10)

de onde segue que w é solugao fraca de (P).

Mostremos as convergéncias acimas. Inicialmente, fixemos 7 e trabalhemos com

o limite quando m — oc:

(1° Passo) objetivo: [, Vu,V¢idr — [, VuVeidz.



Por definicao de convergéncia fraca,

Uy —u = F(uy) — Fu), VF € Hy ' ().

Entao, definindo
F:H}(Q) — R
u — F(u) =<wu,¢ > )= Jo VuVerdez,

como F' é linear e continuo, teremos

Up — U = / Vu,Véide — / VuVeide.
Q Q

De maneira equivalente, segue-se

Uy =V = /vaV@dxH/VvV(zﬁ%daz.
Q Q

(2° Passo) objetivo: [, un¢;dz — [, u¢ldz.
Note que, pela Desigualdade de Holder:

| [ umdide — [qudtde| < [ |0} |wm — uldz

< Igillz2@ llum — ullL2@),

donde, por (1.8) segue a convergéncia acima. Analogamente, mostra-se que

/vm¢?d:v—>/v¢fdx.
Q Q

Assim, dos 1° e 2° Passos, passando o limite quando m — oc:

17

/ Vo, Voidr — / Vu,Voidr + / U @Zdx + / Uy pidr = / fioidx + / fod?dx
Q Q Q Q Q Q

converge para

/vivgbgdg;—/Qvuw?der/wada:Jr/Qm?dx_/Qfl(pgdwr/gfgqs?dx (1.11)

Agora, passemos ao limite em (1.11), quando i — 00 :
(3° Passo) objetivo: [, u¢!dr — [, upide.
Temos, pela Desigualdade de Hélder:
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| ouotde — [quotdz| < [, lullpt — ¢i|dx

< ullzzellei — dulle2 @),
donde, por (1.9) segue a convergéncia acims. De maneira semelhante temos:

/U¢?d$—>/U¢2d$.
Q Q

(4° Passo) objetivo: [, VuV¢ide — [, VuVede.

Note que, pela Desigualdade de Holder:
| [, VuV$ide — [, VuVadz| < [, |Vu||[Ve? — Vs|dz

< Jo IVullV(e] — ¢2)|dx

< IVulle@|IV(67 = 62)l 2
= Nlullgy o167 — d2llu @)
e por (1.9) segue o resultado.
Analogamente,
/QVUV@d:c — /QVvngld:c.

(5° Passo) objetivo: [, fi¢;de — [, figrda.

De fato, pela desigualdade de Holder e por 1.9 |
UQ flgbzldx - fQ f1¢1d$| < fQ |f1||¢zl — ¢1|dx

< |Allez@llei — é1llz@
de onde segue a convergéncia.
De maneira anéloga,
/ fg(bfdl’ — / fg(bld.fl?.
Q Q
Portanto, pelos passos anteriores, segue (1.10). ]

1.3 Unicidade da solucao

Proveremos a unicidade da solugdo do problema (S).
Sejam wy; = (ug,v1) € V e wy = (ug,vy) € V duas solugdes deste problema.

Considere w = wy — we = (U3 — ug, v; — V) = (u,v) € V. Temos entao:
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a(w,9) = a(w; —ws, )
= a(w, ¢) — a(ws, d)
- <f>¢>_<f7¢>
= 0

de onde segue:

a(w,9) =0, Vo e V.

Ora,
aw,w) = [, VoVude — [, VuVude + [, udx + [, v?dx
= Jo(® +v?)dx
= 0
e portanto,

w40 =0 em L*(Q) & u=v=0 qtp. em Q
Assim, temos
w=0 qtp em €,
de onde concluimos que w; = w».

Observacgao 1.3 O Método de Galerkin também pode ser usado para resolver proble-

mas, em particular, nao-lineares, como o que estudaremos no Capitulo 2.



Capitulo 2

Teorema do Passo da Montanha

versus Método de Galerkin

Neste capitulo resolveremos o problema:

) —Au—Au+ud=f,Q |
u=0,0¢
com A < A, onde Ay é o primeiro autovalor para o problema de Dirichlet para o
operador Laplaciano.

Nao poderemos usar os mesmos passos do Método de Galerkin do capitulo ante-
rior, visto que, nosso problema nao é linear e portanto nao conseguiremos definir uma
forma bilinear, a : H}(2) x Hi(Q2) — R, para aplicar o Teorema de Lax-Milgram.

Primeiramente demonstraremos alguns resultados técnicos, afim de demostrarmos

0 seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja f: RY — RY continua, onde
(f(x),z) >0 Vz; |z|]=R>0.

Entao, existe xo tal que |zo] < R e f(xo) = 0.

Este teorema sera usado na resolucao do problema (P).
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2.1 Preliminares

Lema 2.1 Sejam B = B(0,1) uma bola unitdria, centrada no ponto zero em RN e

f : B — RY uma aplicagdo de classe C*. Seja M(x) a matriz

(@) - B
M)=| &
@ e Gr@ L

Considere FE;(x) o determinante da matriz acima menos a i-ésima linha. Entdo:

> (G =0,

i=1

Demostracao: Para melhor entendimento, o caso particular N = 3 sera demonstrado

no Apéndice C. Para completude do texto, faremos a demonstragao para o caso geral.

Temos ] _
F) of,
a_ﬁ(m) 6—521(3:)
Of2 (p Ofn_ (4
Ei(z) = det a;;_1< ) 3;;_1( )
0 ofn
ﬁ(x) %(‘r) 4 (n—1)x(n-1)

Para ¢ # j, seja Cjj(z) o determinante da matriz M (x) retirado a i-ésima linha e

0fs
(@

sustituido a j-ésima linha:

por

*f
8%’2'01‘]'

(:E),--

(.1'),--

dfn

)
8xj

0* fu

o 81‘18%’]

)
).




Ou seja, para j > i:

Fé) Ofn
oL (x) o ()
aifl (z) ai{fl (x)
0 Ofn
axﬁl (‘73) 690{4-1 (x)
CZJ((L’) = det
o) Ofn
636;%1 (SL’) Bxf,l ('r>
aijgij (z) aiféﬁj (z)
of: Ofn
ijj_l (:E) 8~Tj+1 (x)
o) Ofn
o (@) o ()
Por construcao, a linha
8f2 afn
(2o i)
¢ a 1-ésima linha da matriz acima e a linha
a2f2 82fn
(83316:1:] (:E)’ S 83:,833] (1')

é a (j-1)-ésima linha da matriz.

4 (n-1)x(n-1)
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Assim (ver Apéndice A.19), permutando a (j-1)-ésima até a i-ésima linha, temos

o, of. -
5L (x) 5 (2)
0 Ofn
8:1?3%1 (I) 61{—1 (l’)
2] Ofn
axﬁl (‘73) 890{4-1 (JI)
Cl](l’) = det
0 Ofn
g () el €
9?2 92 fn
axigij (LU) axigzj (l’)
of: Ofn
81‘3'3_1 (x) 6$j+1 (x)
0 Ofn
() G (x) |

= (—1)0Diet

9
o ()

0
92 f
(@)

0x;it1

of

of
8;1}]-3_1 (z)

3
g (@)

0fs
()

Ofn
55 ()
3 fn

(@)

0Tt




€ como

Cji(x) = det

segue-se, para j > i que

Além disso, ainda temos

Sendo

d
a2 ()

o (a)

0x;—1

2 (z)

Oz

Ei(x) = det

0
2L (z)

podemos reescrever

Oz

Ox;_1
O0x;0x;

Oxiq1

= det

0wt

Dy

Ofn
o (x)

Ofn
3${_1 (SE)
% fn

O0x;0x; (LIZ)
2o ()

Oxiq1

d 9
g(@) o g()
O fn Ofn
ge(@) gl (@)

Ei(z) = det (¢1(x), -+, dica(2), Gisa(2), -+, Pn(x))

onde

oj(x) = ( ngj(fU)

Portanto, pelo Apéndice A.21:

() ).
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(2.1)

Of2 T

dxp

Ofn (o

O
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) — Yot () G Galo). dunaa) -+ 6(0))

+ 'Z‘det (¢1(£L’), o 7¢i71(x)> ¢i+l(x)7 ) gii ($)7 o ,¢n<$>>
- Y@+ Y Gy
= ) Cy(x)

j#i

Desda forma,

= Z Z(—l)"@j(fv)+Z(—1)i0z’j(fv)>

Afirmagao: Z (Z(—l)i(j’ij(x) + Z(—l)icij($)> =

i=1 \j<i j>i
Consideremos A = Z(—l)i@j(m) e B = Z<_1)icij(x)-

J<i j>t

Fixe i = {1,--- ,n}.
Em A, fazendo ¢ = t, para cada 1 < k < t fixo, temos
j=(i—k).
Por (2.1)

(_1)tCt(t—k) = (—1)t(—1)(t_k)_t_lc(t—k)t
= (=D"(=1)"*"Crpp

de onde segue-se
(=1)Cigp—ry = =1(=1)"""Cr_py:. (2.2)
Por outro lado, na soma em B, existem ¢ e j tais que t: =t — k e j = t, donde
(—=1)'Cij = (=1)"*Crpy- (2.3)
Somando (2.2) com (2.3), obtemos
—1(—1)t_k0(t_k)t + (—1)t_k0(t_k)t =0

ou seja, cada parcela do primeiro somatoério se anula com algum parcela do segundo

somatorio.
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Portanto,

Teorema 2.2 Nao existe aplicagio C2, f: B — 0B = S = {x € RY;|z| = 1} tal que
flz) =2, Vx es.

Demostragao: Suponha que exista f : B — S tal que f(x) = z, Vo € S. Dai,
f:B — S
x — f(x):(fl(x)v ,fn<l‘))2(£€1,"~ 7:671)

Observe que para todo z € B, f(r) € S e portanto |f(x)| = 1.

Afirmacgao: Considerando

Pir) Yew) - Lo
J(x) = det S—Q'(a:) g_ﬁ'@) g_g(x) 7
| @) ) - )
temos J(x) = 0.
De fato, seja
h:RY — R
r o he) = f@F =< S0, f@) = 3 )

Entdo, Vo € B, Y f7(x) = |f(x)]> =1

i=1
e ainda,

Z 2fi(x afl )0, Vi=1..n

i=1

833]
Ou seja, para j =1,...,n
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Assim, i o _ ] )
D) L) - () fi(z) 0
U(r) Uax) - @) | | hl@) | _| 0
o) () - @) | | fu@ | | 0

Como f(z) # 0, segue-se que

o , o
W) @) - Yo
of of Ofn
| B @ e |
0, 0, Ofn
| Oi() () - Yon) |
ou seja, J(x) = 0, como queriamos.
Note agora que
o , T
W) (@) - Fa)
%x %x PPN %x
Iy = det | 0227 om0
1%} 9 Ofn
| @) @) - S(w)
ou seja,
f) Ofn
of g2(r) - Gh(x)
Jo) = 0 D | s s
T
2 (z) o Yo(r)
) Ofn
of G2(r) - 3(w)
+..F (—1)"“8—;(1:).61675
g (@) gl (a)

E, por construcao do E;(x), ainda podemos escrever J(z) como:

1) = L wE @)+ 0 L

e portanto, Vz € B

1@ = Y -0 L wE).

Desda forma,
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0 = JzJ(
= Iz (Z ngi( )Ez(l’)> dx

i=1

-3 [ (B - Fen)
_ Z/( Mag‘; @;)) dx—i—i/B((—1)”1(—1)25;(:6)]”1(:6)) do

=1

_ Z/ ( ZHafl (:c)> d:r;+/3i ((-1)igf;(x)f1(:c>) da

i=1
g OE;
mas, pelo Lema C.1, E (—1)°

— 8@

dai
n P .
- [reae=3 [ (02w 2.4
Vendo
F = (( )1+1f E ( )2+1f E27 ’< )n+1f E )
temos que
n 9 ]

divF = Z@xl ; 1)l+1 (];xl (z)

e

< F(z),z >= Y (=)™ fi(2)Ei(x)z;.

=1

Portanto, podemos reescrever (2.4) como:

/ divFdx = 0,
B

Além disso, como para todo x € 0f), || = 1, a normal unitaria em x é o proprio
x. Assim, pela igualdade acima e pelo Teorema do Divergente (ver Apéndice A.22),

obtemos

/didem:/ < F(z),x >dS =0,
B 0B

ou seja,

0=/ Z D @B = [ S @) Ewnds,
axz oB i=1
de onde segue-se que

/92(_1>i+1f1(x)Ei($)$idS = 0. (2.5)
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Afirmagao: O campo gradiente V (f;(z) — x;) é normal a S para cada x € S.

De fato, Como por hipétese f(x) = x, temos f;(x)—z; = 0, Vo € S. Considerando
h(z) = fi(z)—xz; e v = (2)(t),..., 2, (t)) o vetor tangente ao ponto x, temos Vh(x) = 0
e portanto (Vh(z),v) = 0, como querfamos demonstrar.

Recorde que Yz € S, |z| = 1. Logo, a normal unitaria em x é o proprio x. Entdo,

para cada x € S, existe \; = \;(x) tal que
V (fi(x) —x;) = Nz
ou seja, para cada i =1,...,n

0 0 0
(a_xl(fz@) —Ti)y e, 8_:171%@) —Ti)y G_%(f’(m) - %)) =

= (G e i) ~ L)

= ()\Z'l'l, ey )\zxz ey Azxn)

Logo,
Hi(x) = Ny, jAi
Assim,
15} Ofn
(@) o ge(e)
M(x) — . .
5} Ofn
il CONRERNNY ol C)
pode ser reescrito como
/\21’1 )\31‘1 Ce /\an
1+ )\QZEQ )\3&72 Ce /\n$2
)\21’3 1+ )\3.1'3 c. )\nmg
M(z) = : :
)\Ql‘i )\31‘1‘ Ce )\nxz
Aoy AsTp ... 1+ Az,
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e — —
)\2213‘1 )\3.171 Ce )\nxl
1+ /\25(72 )\31‘2 C )\nZL‘Q
)\2[E3 1+ )\3273 Ce )\nﬂfg
Ei(x) = det
Aoi_q A3Ti—q . AnTi—1
AoTit1  A3Tip1 oo AnTiy1
Aoy, ATy, T IS W ey
De onde segue-se
> (1) Ei(a)a; =z (2.6)
i=1
E desta forma, podemos concluir que
Jo Y (0T A@)Ei(@)mdS = [ fu(z) D> (1) Ei(x):dS
i=1 =1
= fS f1 (ac)xldS
= [y21dS >0
o que é uma contradi¢ao por (2.5). Logo, segue o teorema. n

2.1.1 Teorema de Brouwer para a bola

Teorema 2.3 Seja f : B — B uma aplicacio continua. Entdo f tem um ponto fizo.

Demonstragao: Suponha que f nao tem ponto fixo. Entao

f(x)—2#0 Vo eB.

Portanto,
|f(z) — x| >0 Vx € B. (2.7)
Definindo h(x) = |f(z) — |, temos que h é continua em B. Logo, como B é
compacto e

h(z)| >0  VzeB

pelo Teorema de Weierstrass (ver Apéndice A.23) existe ¢ > 0 tal que

¢ = min|h(z)] = min|f(z) — 2| < |f(x) — 2], Vo€ B,
zeB zeB
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o que implica que

c<|f(z)—=|, VxeB.

Temos ainda, pelo Teorema de Aproximagoes de Weierstrass (ver apéndice A.24),
que toda funcao f continua, pode ser aproximada por uma funcao de classe C2. Logo,

considere g : B — B, g € C?, tal que

l9(z) — f(2)| < g vz e B.
Entao,
|g(l“)—$|2§>0, Vx € B.
Defina entao,
h:B— S

tal que h(z) é a intersegao da reta que liga g(x) & x com S.

Figura 2.1: representagao do h(x)

Entao, a equagao da reta é dada por
h(z) =Xz + (1 —XNg(z), A>1 e |h(z)] =1

Como g(z) # x Vx € B, pois |g(z) —z| > £ >0, Vz € B, a reta estd bem definida e
portanto h(x) também.
Devemos entdo mostrar que h é de classe C?, e usando o Teorema 2.2, concluire-

mos que

h(z) # x Vo €S,

o que é uma contradi¢cao com a construcao. Logo, f tem um ponto fixo.

Mostremos entao que h € C?.
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Sendo
h(z) = Az + (1 = A)g(),

basta mostrar que A\ € C?, ja que z,g € C%.

Note que
h(z)[P = (h(z), h(z))
Az + (1= Ng(x), Az + (1 = N)g(x))
= (A2, A7) 4+ Az, (1= A)g(x)) + (1 = A)g(x), Az) +
+({(1 = Ag(x), (1 = A)g(x))
= NP+ (1= Az, g(2)) + (1 = M)A (2, g(x)) +
+(1 =) {g(x), g(x))

= N +2(1 = M)Az, g(2)) + (1= A)* {g(x), () -
Como |h(z)| = 1, temos

[h(@)[* = N*z]* +2(1 = M)A (2, g(2)) + (1 = N)* {g(@), 9(x)) =1,

e portanto,
Nlal* +2(1 = M)A (z, g(2)) + (1 = A)* (g(), g(x)) =1 =0
= Nal* =22 (2, 9(2)) + N|g(2)]* + 2A (z, 9(2)) = 2Alg(2)]* + |g(=)]* =1 =0
= N (|2 = 2 (z, g(2)) + l9(2)]*) +2A ({z, 9(2)) — (9(2), 9(2))) + |g(z)]* =1 =0
M) + 2\ —g(x), g(x)) +g(x)|* =1 =0

S (o — gla)o — gla
S Xl — g(a) + 22 (& — g(a), g(@)) + lg(@) —1 =0

Assim,

. (2)) £ 4z — g Y afr — g@)P? (@) - 1)

2|fc - ( )I2

Como |g(x)| < 1, segue |g(z)]*> — 1 < 0, e portanto

(2 = g(2), g(@))* = | — g(2)* (Jg(=)* = 1)

Logo

VAU = ge), () = dla = gl@) lg()f2 ~ 1) > 0.
Pontanto, como \ esta bem definida e é soma e produto de funcoes de classe C?,

segue que A € C?, como queriamos. [ ]
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Corolério 2.4 Se Bg = B(0,R), R > 0 e f : B — Bpg ¢ uma aplicagio continua,

entao f tem um ponto fixo.

Demonstragao:

Para cada f : B — Bpg, defina

gigl — §1
o glx) = 5f(Ra).

Aplicando o Teorema 2.3 em g, temos que existe zq tal que g(xg) = xo. Dali,
1
}—%f(Rﬁo) =xz9 = [(Rxo)= Rao.

Logo, existe y = Rzg tal que f(y) =y, de onde segue que f tem um ponto fixo. [ ]

2.1.2 Teorema de Brouwer para um compacto e convexo

Teorema 2.5 Seja K C RY wum compacto e convezo, f : K — K uma aplicagdo

continua. Entdo f tem um ponto fixo.

Demostragao: Sendo K compacto e convexo, existe R > 0 tal que K C Bg.
Seja:
Py - RN — K

x +—  Pg(z) = min ||z — z||.
zeK

Py (x) esta bem definido por (A.7).

Figura 2.2: projegao de x em K

Defina

J:Br — Bg
v — f(x)=f(Px(x)).
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Note que Vz € Bg, f(z) € K, e portanto

f(Br) C K

Sendo f composicao de fungoes continuas, ja que f é continua por hipotese e Py

é continua por (A.8), podemos aplicar em f o Corolario 2.4. Dai,

Jzg € Br;  f(z0) = 20 € Bg.

Como f(Bg) C K, f(xy) € K e portanto, zo € K.
Mas, se x¢ € K, temos Pk (x¢) = o e dai

xo = f(wo) = f(Pk(z0)) = f(w0)

ou seja, f(zg) = xg, mostrando que f tem um ponto fixo. [ |

2.1.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Demonstremos finalmente o principal resultado desta se¢ao, o Teorema 2.1.
Demonstracgao:
Seja f : RY — RY continua, onde < f(z),z >> 0, Va;|z| = R > 0. Suponha que nao

exista xg tal que |zo] < R e f(xy) =0, ou seja:
Vo € Bg(0), f(x) #0.

Defina entao,

93§R — ER

r o gla) =~ f(a),
g esta bem definida pois Vo € Bg, f(x) # 0.
Como f é continua, segue que g é continua. Entao, usando o Corolério 2.4, existe
xo € By tal que g(xg) = .

Logo

Assim,
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0< R?= |I0‘2 = < X9,To9 >
- <$07g($0)>
<3307 _|f(1;0)|f(x0)>

- _% <l‘0,f<5(]0)>
0

IN

ou seja,

0< R*<0,

o que é um absurdo. Logo existe o xg tal que |zg| < R e f(zg) = 0, como queriamos.

2.2 Uma aplicacao do Método de Galerkin para um

caso nao-linear

Discutiremos a existéncia de solugao do problema:

—Au—du+ud=f,Q
(P) :
u=0,00
onde f € L*(Q), X € R, f # 0 em um subconjunto de Q de medida positiva.

Diremos que u € H}(Q) é solugdo fraca deste problema se:

/QVUV@Z)da:—)\/Qude+/Qu3@/)dx:/wad:p Vip € Hy(Q). (2.8)

Teorema 2.6 Seja Q C RY um aberto limitado, N < 4. Entao existe pelo menos uma
solug@o fraca de (P), com A < Ay, onde A\ € o primeiro autovalor para o problema de

Dirichlet para o operador Laplaciano.

Demonstracgao:
Seja {w1,wsq, "+ ,wm, -} uma base ortonormal de H}(Q) (ver apéndice B.1).
Temos:
HYQ) = <wi,wa, o Wy -+ >
Defina

Wi = < Wi, Wy eory Wi >
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Etapa 1:

Mostraremos que existe um u,,, € W, satisfazendo:

/Vuvadx—)\/umvdx—i—/ufnvdx:/fvdx Vv € Wi, (2.9)
Q 0 0 Q

A igualdade acima basta ser verificada para v = w;, onde 7}1 < i < m. De fato,
como para cada v € W,,, existe £ = (§) € R™ tal que v = Zfiwi, verificando a
igualdade (2.9) para cada w; e multiplicando-a por cada &; respeiZtlivamente, a0 soma-
las obteremos a igualdade para todo v € W,,. -

Para cada & = (&;) € R™, associamos um tunico v € W, tal que v = Zfzw,

i=1

Defina:
F:R™ — R™

onde, parai=1,---,m:

F;(¢) :/Vvaidx—)\/vwidx+/v3wida:—/fwid:t.
Q Q Q 0

m
Como v = E &w;, entao:
i=1

m

(F(€),) = Y (K&

=1

_ Z K/ Vvaida:—)\/vwidx—l—/v3widx—/fwidx) fz}

i=1 Q Q Q Q
= / VoV (Z wi§i> de — \ / v (Z wi§i> dr+

Q i=1 Q i=1
+ / v (Zwi&) dr — / f (Zwi&) dx
& i=1 & i=1

= fQ VoVudr — A fQ vvdx + fQ v3vdr — fQ fudx
= [, IVu]Pde — X [, [v]Pdx + [, vide — [, fodx
> [ |VoPde = X [, [vPde + [, vidx — [, |fv|dz

= ol — MIolBagey + Joyv'dz — fy | Foldz
101124y @y = AlolZaggy + Joy v — 1]zl e

v

ou seja,

wmxazHm@mn—Mw%mn+zy%x—ummmmmmmy



Mas, como para todo v

/v4d:c >0
0

temos

(F(£),6) = [ll5a0) — Mol — 1 lz2@ V]| z2)-

Pela caracterizacao de \;:
[|v]]

2
Hy(Q)
A1 = in 0
v#0 ||U||%2(Q)7
obtemos,
l0l720) < )\—1||U||12Hg(9)-

Em (2.11), analisemos quando A < 0 e quando 0 < A < A;.

Se A < 0:
(F©.8 = ol = Mol = Il ol
> ol 0 — 112z ol
> ol — v lello

Como ||v||§{3(m = |¢[%, temos

(F(€),€) > €]* = Cl¢

_ Hf||L2(Q)
onde C' = T

Logo, para |£| = R, considerando R > ||f||Lz(Q))\1_1/2, segue-se que

(F(§),6) >0 V& [E] = R

Se 0 < X < Ay, por (2.12) :
(F(£):6) = @ — Mol = Ifll2@llv]z2@

> HUH?{&(Q) - %\\UH%&(Q) - HfHLQ(Q)\/%HUHHg(Q)
£l L2
> (1= 2) Il — Aol

Como A < \; e HUH%{&(Q) = [£]?, segue
(F(£),€) > Csl¢|* = Cul¢]

Ondec.?]:(l_)\_)\l)eczl:llflll’%_

-1
Portanto, para |{| = R, considerando R > ||f||L2(Q))\1_1/2 (1 - i) , obtemos

A1

(F(§),6) >0 VG =R

36

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Assim, pelo Teorema 2.1, existe um " = ({™) € R™ tal que
K" <R e F(Em)=0. (2.13)

Seja entao,
m
m
i=1

Observe que u,, € W,, e que u,, satisfaz

/Vuvadx—)\/umvdx—k/uf’nvdx:/fvdx. (2.14)
Q Q Q Q

De fato, pela definicao de F', para cada i =1,....m

F,&m) = /QVumeid:v — )\/

Ui dT + / ufnwid:v — / fwidzx.
Q Q Q
Por (2.13):
0= ZFz(fm)fz = Z (/ Vu,,Vw;dr — )\/ Ui dx + / ufnwidx — / fwidx) &,

i=1 i=1 Q Q Q Q
de onde segue (2.14).

Além disso:

HumHl%Ié(Q) = <Z£@'m7zgz‘m> = em)?,
i=m i=m H&(Q)

Dai,

|3 ) = 1€7] < R

Como R depende apenas de A e f, ou seja, independe de m, segue-se que {u,,} é
uniformemente limitada em H} ().

Etapa 2:

Sendo {u,,} uniformemente limitada em H](£2), a menos de subseqiiéncia (ver
Apéndice A.12) temos

Uy —u em  HJ(Q)

e das Imersoes Compactas de Sobolev (ver Apéndice A.17), resulta que

Uy — u em L*(Q).
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Etapa 3:
Seja v € C5°(2). Como C(Q) C HY(Q), temos v € H(2). Portanto, temos

que, para algum a:
(o)
v = E QW .
i=1

Além disso, existe vy € W}, tal que

v = lim vy. (2.15)

k—o0

k
Note que v, = E oW,
i=1

Fixemos k < m (W, C W,,).

Como na Etapa 1 mostramos que existe u,, € W,, tal que

/Vuvadx—)\/umvdx—i—/ufnvdx:/fvdx Vv € W,
Q Q Q Q

segue que, para o caso particular vy € W C W,,:

/Vuvakdx—/\/umvkda:—l—/uilvkdx:/kadx Yop € Wy.
Q Q Q Q

Passando o limite quando m — oo e depois quando k — oo, encontraremos que:

/Vqud:E—)\/uvdx+/ugvd:v:/fvd:v Yo € C5°(Q).
Q Q Q Q

Por densidade, para cada ¢ € H} () existe {v,} € C5°(Q) tal que
v, — 1 em H'(Q).
Assim, como para cada n € N:
/ VuVu,dx — )\/ wopdx + / wPv,dr = / fopdx Yo, € C5°(Q).
Q Q Q Q
Passando ao limite quando n — oo, obtemos:
/ VuVipdr — M / wpdx + / udpdr = / fodr Vi € Hy(Q).
Q Q Q Q

mostrando que u € HJ () é solugao fraca de (P).
Mostremos, a seguir, as convergéncias quando m — oo e k — 0o. A convergéncia
quando n — oo segue analoga. Inicialmente, fixemos o k e passemos o limite quando

m — OQO.
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(1° Passo) objetivo: [, Vu, Vuidz — [, VuVudz.
Por defini¢ao de convergéncia fraca,

Up = U = F(up) — Fu), VF € H Q).

Considere entao
F.H{(Q) — R
u = Flu) =<u,v >mo= Jo VuVudz,

como F' é linear e continuo, pela Desigualdade de Cauchy-Schartz, teremos
Uy — U = / Vu,,Vudr — / VuVuidz.
Q Q

(2° Passo) objetivo: [, unvpdr — [, uvydz.

Pela Desigualdade de Hélder e como u,, — u em L?(Q) :

UQ UnUpdz — [, kad$| < Jo lvrl[ti, — u|dz

A

< Nollz2@)l[tm — ullz2) — 0.

Agora, passando ao limite quando k — oo :
(8° Passo) objetivo: [, VuVuyde — [, VuVude.
De (2.15):
| [o, VuVugde — [, VuVudz| = | [, VuV (v — v) dz|
Jo VU] |V (v, — v)| dz

IN

< ullgy@llve = vllg1@) — 0.
(4° Passo) objetivo: [, uvydr — [, uvdz.

Pela Desigualdade de Holder e como vy — v em L*(Q) :

| [quvrdz — [uvdz| < [ |ulJvp — v|da

IN

ull 22l vk — vl[r2(@) — 0.
(5° Passo) objetivo: [, fude — [, fudz.

De fato, pela desigualdade de Holder e por 2.15 ,
UQ fuordr — fQ fvdx‘ < fQ | fl|vx — v|dx

< N fllzz@llvr = vllz2@) — 0.

Para mostrarmos que [,ulvide — [ uPvdz, passaremos o limite quando

m — oo e quando k — 00, conjuntamente.
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(6° Passo) objetivo: [, ul vpdz — [, uPvdzx
Observe que
| [oudvede — [ udvde] < [ [udvp — Pl da
= Joludvp —ud v +ud v — vt de
= Jolud (v —v) +v(ul, —u?)| dz
Jo lumP1(vr = v)ldz + [, vll(ug, — v?)|dx

Afirmagao 1: [, [un]?|(vp — v)|dz — 0.

IN

De fato, como estamos com N < 4, das Imersoes Continuas de Sobolev (ver
Apéndice A.16),
Hy(Q) — LP(Q), 1<p<4
Logo, aplicando a Desigualdade de Hélder: \
JolnPl(oe = 0)ldz < (fo (unl)® dx) " (Jy lon = ol*)’

= Numl[Fa(q)-llox = vll2a(0)

< Cl||um||§13(g)'||vk - U”H&(Q) — 0.
Afirmagao 2: [, |v]|(u}, — u®)|dz — 0.

Sendo v € C§°(R2), temos v € L*(£2). Denotemos a norma em L*>(£2) por:
[v]]oe = inf{e; [o(z)] < gtp.}.

Portanto, pela Desigualdade de Holder e pela desigualdade de Poincaré:

Jaloll i, —u)dz < el o, — w)lda
< {folloe Jo I = )2, + g+ 02|
< folloe Syt =l (i + ] + )
< Cillolloe Joy lim = ] (i ? + ) d
= Calloll (Joy i = ulli P+ foy s — )
< Cullolloo (Ul — )% (Jy ) +

+ (ol = uP) - (J lul)?)

Cilfolloe (lwm = ullzz@y (Il age + el Baay) ) = 0.

ja que u,, — u em L?*(Q).
Portanto, das Afirmacoes 1 e 2,

| [udvedr — [ udvdz] < [, [uml?(ve — v)|dz + [, |v]|(ud, — v?)|dz — 0.

Segue entao, dos passos anteriores que

/Vuvakdx—)\/umvkdx—l—/u?nvkdac:/kadx Yo, € Wy
Q Q Q Q
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converge para

/ VuVoudr — )\/ uvdx + / wodr = / fvdx Vv e C5P(Q).
Q Q Q Q
E da densidade de H] (),

/Vqunda:—)\/uvnda:+/u3vndx:/fvnd:c Yo, € C5°(Q)
Q Q Q Q

converge, quando n — oo, para

VuVydr — X [ wpdr + | v*pdr = | fiodz Vi € Hy(Q).
J Jyrwae fevas= |

de onde segue que u € H}(2) é solugao fraca do problema (P). n

2.3 Uma aplicacao do Teorema do Passo da Mon-

tanha

No teorema a seguir usaremos as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.7 (Seqiiéncia de Palais-Smale no nivel c) (ver [4], p. 234)

Seja J : X — R um funcional de classe C1(X;R) onde X € um espago normado.
Dizemos que {x,} é uma seqiiéncia do Tipo Palais-Smale no nivel ¢, denotada por (P.S.).,
associada a J, se

J(xy) —c e J(x,) —0.

Defini¢ao 2.8 (Condigao de Palais-Smale) Um funcional J : X — R de classe
CH(X,R) € dito verificar a Condi¢do de Palais-Smale , denotada por (P.S.), se toda

seqiiéncia (P.S.)q com d € R admite uma subseqiiéncia fortemente convergente em X.

Teorema 2.9 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e
¢ : X — R um funcional de classe C*(X,R) que verifica a condi¢io de Palais-Smale,
(P.S.). Suponhamos que @ verifica:

(i) »(0) = 0;

(ii) Ezistem r, p > 0 tal que p(u) > r Yu € S,(0), ou seja, Vu; ||u|| = p;

(iii) Eziste e € (W)C em X wverificando ¢(e) < 0, onde (W)C ¢ o complementar
da bola centrada em zero e raio p.

Entao, o funcional ¢ tem um ponto critico no nivel ¢ dado por

— inf ¢
¢ = Inf max (7(t))

onde

I={yeC(0,1;X);7(0) =0 e (1) =e}.
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Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha para provar a existéncia de solucao

fraca nao-trivial para o problema:

—Au— ) u=u*Q
u=0,0% 7
com A<\, QCRNeN <4,

Diremos que u € H}(Q) ¢ solugdo fraca de (I) se:

/Vuvwdx—)\/uwd:c:/ugwdx Vi € Hy (). (2.16)
0 Q 0

Por se tratar de um problema Variacional, sabemos que uma solug¢ao fraca para (1)

¢ um ponto critico do funcional Energia (ou de Euler-Lagrange) associado ao funcional:

: HY(Q R
p: Hy(Q) — (2.17)
u — p(u) =3 [, |Vullds — 5 [, u’de — § [, u'dz.

Observe que ¢ estd bem definido, pois, para todo u € H}(Q):

/|Vu\2dx <400 e /uzda: < +00.
0 0

Além disso, das Imersoes Continuas de Sobolev (ver Apéndice A.16),

1
—/u4d$<+oo,
4 Jq

pois, exite C' > 0 tal que
ullLe) < Cllull o) < +oo.

No Teorema do Passo da Montanha, considerando X = H}(Q) e definindo o
funcional ¢ em (2.17), devemos mostrar que:
(I) ¢ € C1(Hy(Q),R);
(I1) (0) = 0;
(IIT) Existem r, p > 0 tal que p(u) > r Yu; ||u]| = p;
(IV)Existe e € <m>c verificando ¢(e) < 0;
(V) ¢ verifica a Condicao de Palais-Smale.

Dali, concluiremos que existe uy € Hj(£2) onde

olug) =c>r>0 (2.18)
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¢'(ug) = 0. (2.19)

Como ¢(0) = 0, temos que uy ¢ um ponto critico ndo trivial de ¢ por (2.18). Além

disso, por (2.19):
O (ug) =0 = ¢(up)v=0 Yve Hy),

ou seja,
/ VuVov — )\/ uvdxr — / wPvdr =0 Yo € Hy(Q),
Q Q Q

portanto, uy ¢ uma solugao nao trivial para o problema (I).
Verifiquemos entdo os itens (I), (IT), (III) e (IV).

(I) Inicialmente, mostraremos que ¢ € C*(H}(2),R) e que

go’(u).h:/Vth—/\/uhdx—/u?’hdx. (2.20)
Q Q Q

Counsidere

1 A 1
et =y [1VuPds ) =5 [JuPdeeatu) = § [ fultds
Q Q Q

Encontremos a derivada de Gateauz (ver Apéndice A.10) de cada funcional ¢, s, 3.

(Parte 1)
Temos : ) w
0 . Y1 \u + —p1(u
G(u) = 15% -
—  1lim (u+th,u+ th)H&(Q) = (u, u)H&(Q)
2 t—0 t
~ Llim (w0 g 0y + 2t (4, ) g o) + 8 (0, 0) g o) — (0 Wiy 0
2 t—0 t
T
= fQ VuVudz.

Note ainda que



pr(uth)—or (W -gh(wh  Aluthuth)— L)~ (uwh)
[|A]] o 1Pll1 0
- %(u,u)+<u,h>%(h,h}—%(um)—(u,h)
, ||h’||Hé(Q)
7Y
o 2||h||Hé(Q)
- ||h||Hé(Q) 0
—s .
Logo,

1
e = [ 1VaPds

¢ Fréchet Diferenciavel (ver Apéndice A.9), com derivada

gp’l(u).h—/Vthd:r;.
Q

Mostremos entao que ¢} ¢ continua, ou seja,

up = u em Ho(Q) = ¢ (un) — ¢ (u).

Veja que
|l (un) = Q1 ()] |11 @) = sup | (un)h — &y (w)hl.
||h||H6(Q):1
Mas,
)= @bl = (s ) gy = 0 By |
= ‘(Un —u, h)H&(Q)‘
= |y V(un — u)Vhdz|
< Jo IV(up — w)| |[Vh|dz
< lun — U||H3(Q)||h||Hg(Q)
Assim,
i (un) — D1l r-1@) = sup |y (un)h — @ (u)h]
||h||H6(Q):1
< sup  |up — ullga) — 0
||h||H6(Q):1
ou seja,

@ (un) — ¥} (u)

como queriamos.

44
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(Parte 2)

Analogamente mostremos que
A
pr(w) = 5 [ JuPds
Q
¢é Fréchet diferenciavel com derivada
wo(u).h = )\/ uhdz
Q

e que py € CH(HY(Q);R).

De fato, note que

. pa(u+th) — pa(u)
W) = b ¢
o Pf% Jo lu+ th|2tdx -/ |u\2dx

1
= % lim — (u2 + 2tuh + t2h? — u2) dx
t—0 t Q

= 3lim Q(2uh+th2)dm
= 2 J,(2uh)dz

= A [y(uh)dx

ou seja,

D2 .
%(U) = /\/Quhda:

Além disso, quando |[|Ag1(q) — 0

A
A 2 2
@a(u+ h) — pa(u) — h(u).h 3 Jo lu+hl*de — B} Jo lulfdz = X Jo uhdx

A3 @) N \ A3 @)

= ng(u2+2uh+h2 —u? — 2uh) dz
H{ ()
A
= —— [ h%dx
P
N2
Z.
Cl||h||H6(Q)

[Pl

ACy
= T||h||H§(Q)_>O'

Mostremos entao que a derivada de Gateaux é continua, ou seja,

up = u em Ho(Q) = ¢h(un) — @h(u).



Observe que

ot (un) — @5 ()l -1 @) = sup  [h(un)h — Ph(u)h]
Hh”Hé(Q):l

= sup
HhHHé(Q):l
Mas,
A Jq unhdz — X [ uhdz| < X [ Ju, — ul|h|dz
< AMum = ullz@|]|220)
< ACH|um = ull gyl 5 )
Logo,
|5 (un) — @h(u)| |a-1) = sup )\/ uphdx — )\/ uhdx
||h||H01(Q):1 Q Q
< GiA osup o un — ullmy) — 0
HhHHé(Q)Zl
e portanto,
oy (un) — h(u).
(Parte 3)
Nos resta mostrar que
s € CH(Hy(Q); R).
Note que
th) —
%(u) — 15% p3(u+ t) p3(u)
iy Jo lu+thl*dx — [, |u|4dm
4 t—0 t
= jlim / (4u’h + 4tu’h? + 2tu*h® + APuh® + tPu?) do
—rJQ
= JouPhdz + i%in&t (/ (4u’h + 2u*h? + 4tuh® + t2u4)dx)
- Q
= JouPhdx
Dai,

8903 o 3
9 (u) = /Qu hdzx

Observe ainda que, quando |[|A] g1 o) — 0

/\/unhdx—)\/uhdx .
Q Q

46
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903(U +h) — 803(U> - @é(“)-h 1 4 4 3
- hY* — ut — 4uPh) d
Tl Ml o (@t A =t = duh) do)

1

= TS (fq, (W' + 4uh + 6u”h? 4 duh® + h* — u* — 4uPh) do)
Hj()
1

0
p3(u+ h) — ps(u) — Ph(u).h Al 1602+ duh + 2]l
Hh||H3(Q) N 4HhHH5(Q)

1] 24y 16147 + dual + 1| 2

= 1

4|3 @)

o |71 113 () [|64* + duh + h?[| 12(q
1
4

— 0.

Mostremos entao que a derivada de Gateaux é continua, isto é,
un —uem Hy(Q) = wy(un) — ¢(u).

Sendo

IN

ud — |

4
[lun]? + [uf?]?
2 (max{|unl® + [uf’})

< 2max{luaf' + [ul*} € L),

4
3

IA

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice A.4)

s — ¥l 4 ) — O
Logo,
| Jouihdr — [quthdz| < [, |u} —u?[|h|dz
< g =l 4 llAllao)
< Cifluy — ugHL%HhHHg(Q)
3 3
Assim,
h(un) = 5 [y = sup /QMF/WM
||h||Hé(Sz):1 Q Q
3 3
< G swplud =y 0
||h||Hé(Q) 1

de onde segue que



48

Pl (un) — 3(u).

Conclusao: Das Partes 1, 2 e 3, temos

p € CH(Hy(Q);R)

gp’(u).h:/Vth—)\/uhd:U—/u3hdx.
Q Q Q

(IT) De fato,

©(0) = 0.

(IIT) Temos dois casos para analisar. Quando A < 0e 0 <\ < Ay.

Se A < O:

ese 0 < A< A

Logo,
p(u)

v

1 1
5““”?[&(9) - 5”“”%2(9) 2 5”““?{3(9)

1 1-MCy
Sllulli = Sllulliae > —5 llulliy e

% fQ Vul?dz — % fQ wdz — i fsz u'dz

sl o) = 2llullZao) — Fllullzaq)

smin{1, 1 — M Ci}[ulff ) — 3Colully) o)

fazendo p = [|u| g3 () > 0, temos

1 1
p(u) = 5 min{l, 1= M Ci}p* = 2 Cop'.

Considerando r = 3 min{1,1 — \C1 }p* — $Csp*, queremos que

ou seja,

1 1
§min{1, 1— )\101}ﬂ2 — 102p4 >0

1 1
imin{l, 1— )\101} — ZLCQ,O2 >0

Assim, existem p > 0 e r > 0:

0o \/Qmin{l, 1— MGy
Co
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1 1
r=s min{1,1 — \;Cy}p* — ZCQp‘*

tais que

p(u) > 1 >0, Yu;l|ullga ) = p-

(IV) Considere t > 0. Dai
1 A 1
p(tv) = §t2HUH§{6(Q) - §t2||7}||%2(9) - Zt4HUHi4(Q)

—\C
Seja (Btg (0)) o complementar da bola de centro no ponto 0 e raio . Fixe v €
0

— \C .
(Bg(O)) , com t( suficientemente grande (to > \/%12_)‘101}). Temos
0

o(tov) <0

ltovl| = tol ol > tol= = p
0

Portanto, para e = tyv, segue que e € (FP(O))C e p(e) < 0, como querfamos.

(V) Seja {u,} uma seqiiéncia tal que

u,) —c¢ em R
syl Pl
¢ (u,) — 0 em  H Q)
Provemos que existe uma subseqiiéncia {u,;} C {u,} convergente. Mostraremos ini-

cialmente que {u,} é limitado.

Como
' (u).h = / (VuVh — Auh) dx — / u’hdx,
w Q
temos
@' (tn )t = [[tnl 373 () = Mltnl[12(0) = [1tnllzaq). (2.21)
Além disso,
(1) = 3lln o — Il ey — 3l
Logo,
pl) = 2 )i~ Muallryiy — 2Nl — Hltnl oy
. _i||un||§{3(g) + %Hun”i%m + gllunll7aq)
ou seja,

1 1 A
Plitn) = 1/ttt = 7l By ) — 71l B2 (222)
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Por outro lado,

1 1
©(Un) — Z@/(un)un < [p(un) — Z@/(un>un
e portanto,
1 1
p(un) — Z@'(un)un < |p(un)| — Z||90'(Un)||||un||H5(Q>- (2.23)

Uma vez que, por hipotese,

QO(UTL) — G

para n grande, existe C7 > 0 tal que

|o(un)| < Cy
E pela hipotese

SDI(UTL) - Oa
para n grande, existe Cy > 0 tal que

[l (un)l] < Ca.

Assim, por (2.23):

1
Plun) = 76 (W)t < Cr+ —=lun 13-

Portanto, de (2.22) e (2.23):

1 A Cy
ZHUTLH%I(}(Q) - ZHunH%m) <Ci+ IHunHH&(Q)'

(Caso 1): A <0
Note que

1 1 A Cy
;1||Un||fqg(n) < ZHU"H%(Q) - Z||Un||%2(g) < Ci+ —llualli @)

de onde segue que
HUnH?{g(Q) < AC + Collunl| ma(o)- (2.24)
Suponha que {u, } nao seja limitada. Entao, existe uma subseqiiéncia {u,;} C {u,}
tal que

HunjHHg(ﬂ) — Q.
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Mas, por (2.24), teriamos

1 < 4CY . Cy 0

= Tl Py Tt g

o que é um absurdo. Logo {u,} é limitada.
(Caso 2): 0 <A< )\

Observe que neste caso,

1 A 1 A Cs
Z||“n||§{3(ﬂ) - 4_)\1||Un||§13(9) < Z||“n||§{3(ﬂ) - Z“un“%?(ﬂ) <Ci+ IHunHHé(Q)

ou seja,
1 A

C
1 (1 ) g < €1+ Sl (2.25)

E, analogamente ao Caso 1, se supormos que {u,} nao ¢ limitada, entdo existe uma

subseqiiéncia {u,, } € {uy} tal que
HunjHHg(n) — Q.

Por (2.25), teriamos

(1—i)< ¢, + C =0

N )= T, Py T g

o que é um absurdo, e mais uma vez segue que {u,} é limitada.
Afirmagao: A seqiiéncia {u,} tem uma subseqiiéncia que converge forte em H} ().

Sendo {u,} limitada e HJ () reflexivo, a menos de subseqiiéncia

U, —u em €.

/u?nd:c—>/u2da:;
Q Q
/uildxe/u‘lda:.
Q Q

luallgier =X [ e+ [ bis + & () (226)
9] Q

Além disso, sabemos que

Logo, como por (2.21)

‘P/<un) -0 = @,(un)un —0
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segue que, passando ao limite quando n — oo em (2.26):

gy = [ wdn+ [ b+ ¢ w)un = A

u?dx + / utdr = [l F1 0y
0 0

ja que
¢ (u)u — 0.
Ou seja,
HunHHg(Q) - HUHH(}(Q)-
Portanto, de (A.20), como
u, ~u em Hy(Q)
||Un||H3(Q) - ||U||H3(Q)

segue que

u, —u em H(S).

como queriamos.

2.4 Meétodo Variacional versus Método de Galerkin

Compararemos os problemas

—Au—du+u®=0,Q

(P7) :
u=0,00
e
o —Au— M u=u?Q
(P™) :
u = 0,0
com A < Aq.

Note que, tanto (P*) quanto (P**) sdo problemas Variacionais, onde os funcionais

de Euler-Lagrange associados sao dados por:

: Hi (Q R
p: Hy(Q) — (2.27)
u — p(u) =3[ |Vullds — 3 [,u’dz + 1 [, u'dz.
o:Hy(Q) — R

(2.28)
u — p(u) =3[ |Vullds — 3 [, u’de — 1 [, u'dz.
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respectivamente.

O problema (P*) é um caso particular do problema (P) da Se¢ao 2.2, com f = 0.
Logo, pode ser resolvido pelo Método de Galerkin, no entanto, nao pode ser resolvido
pelo Teorema do Passo da Montanha, visto que nao satisfaz a hipotese (III).

De fato, basta observar que, para A < 0

nao existe e € <Bp(0)>c verificando p(e) < 0, ja que
o(u) >0 Yu € Hy ().

Ja o problema (P**) é um caso onde nao podemos usar os passos do problema
(P*) para aplicar o Método de Galerkin. Voltando as etapas do Método de Galerkin

na Secao (2.2), a Condicao (2.10) nao sera satisfeita, ja que
1 4
—— | udx <0, Vu.
4 Jo

Mas, como vimos na Segao (2.3), este problema pode ser resolvido pelo Teorema do

Passo da Montanha.



Capitulo 3

Sistema Eliptico nao-variacional via
Método de Galerkin

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugao para o sistema eliptico nao-

variacional da forma

(

—Au = au® + f(z,u,v),
—Av =P + g(x,u,v),Q
(P) :
u,v > 0,8

u=1v=0,00

\

Analisaremos os seguintes casos:

(i)quando «, 5 € (0,1);
(il)quando o € (0,1) e B € [1,2* — 1);
(ili)quando o € [1,2* — 1) e B € (0, 1).

As funcoes f,g : Q@ x RT x Rt — R* sao fun¢oes nao-lineares, continuas e de
Lipschitz.

Inicialmente consideraremos o caso quando nessas func¢oes os expoentes nao ul-
trapassam o expoente 2* — 1, o caso subcriticos. Posteriormente consideraremos o caso

supercritico, onde este expoente é ultrapassado.
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3.1 Sistema eliptico aproximado

Counsidere o sistema

(
—Au = au® + f(z,u,v) + Ao, Q
—Av = b + g(z,u,v) + A, Q

(£)x

u,v > 0,0

u=wv=0,00

\

onde ¢ € C*(2) é uma funcdo ndo-negativa, nao-nula, fixada e A é um pardmetro
positivo.

Diremos que (u,v) € H} () x H} () é solugao fraca

de (P), se:

/QVqudm:a/ﬂ(u)o‘wdqu/Qf(:p,u,v)wdx—k)\/ngwdx, Vw € Hi(Q) (3.1)

/Wwd:c = b/(u)%dx+/g(x,u, v)¢dx+A/ odr, Y € HY Q). (3.2)
Q Q Q Q

No decorrer do texto, provaremos que a solugao fraca de (P) sera dada por (u,v) €

H}(2) x H(S2), satisfazendo (3.1) e (3.2) quando A — 0.

Teorema 3.1.1 Seja (P)y com as sequintes condigoes:

(HO) f<x7 070) = g(a:,(),()) =0

(Hy) f(z,0,v) =0 v=0ceg(z,u,0) =0 u=0
r,u,v)| < ki(|v]P 4+ |ul?

gy 0] < Faol + uf

|9(z, u, v)| < ka(|v]P + [ul?)
Entao existem a*,b*, \* numeros positivos, tais que:

(i) Se a, 3€(0,1), o problema (P)y tem uma solugao fraca para (a, b, \)€(0,a*)x (0, b*)x (0, \*);
(i1) Se a € (0,1) e f € [1,2* — 1), o problema (P)x tem uma solugdo fraca para
(a,b,\) € (0,a*) x (0,00) x (0,\);

(i) Se a € [1,2* — 1) e § € (0,1), o problema (P)y tem uma solu¢io fraca para
(a,b,\) € (0,00) x (0,0%) x (0, \%).

Ainda, se (uy,vy) € solugao fraca de (P)y, seque uma das sequintes desigualdades:

onde p,q € [1,2* — 1], para N > 2.

1 1
uw>al-aw; ou v >bTBwy em §

onde:
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Se a € (0,1), denotaremos wy a solugao fraca do problema

—Au = u®, Q)
u >0,
u = 0,0

Se 5 € (0,1), denotaremos wy a solugao fraca do problema

—Av =1°%Q
v>0,0
v =20,01

Demonstracao:

A principio, demonstraremos apenas o caso (i), visto que os casos (ii) e (i)
seguem analogamente. Quando em alguma parte da demonstracao a analise for difer-
enciada, faremos uma observacao de como ela seré feita em cada uma das situacoes.
Seja X = {ey, €2, ..., €m, ...} uma base ortonormal de Hj(Q2) x H}(Q) (ver Apéndice
B.1).

Para cada m € N, consideremos

Vin =< e1,62, ..., €y, >.

Consideraremos em H}(Q) x H}(€) a norma dada por

1/
1 )@ = (il + o)

Dado n = (m,+ -+ , M) considere a norma:

= Inl*
i=1

A idéia é:
(Etapa 1)
Para cada m € N mostraremos que existem a*, b*, \* niimeros positivos, indepen-

dentes de m, tais que:
Y (a,b,\) € (0,a) x (0,00) x (0,\")
existe (U, Um) € Vi X V,,, verificando:

/VumVeidx:a/(uer)aeidx—i-/f(x,um+,vm+)eida:+)\/gﬁeidx (3.3)
Q Q Q Q
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/vaVeida: = b/(uer)ﬁeid:c—l—/g(x,um+,vm+)eidx+)\/ de;dx (3.4)
Q Q Q 0
para todo i = 1,...,m, onde u™ = maz{u,0} e ut € H}(Q).

(Etapa 2)

Mostraremos que {uy,}, {v;} séo limitadas em HJ (). Logo, a menos de subse-

qiiéncia (ver Apéndice A.12), tem-se:

Uy, — u em HY(Q)
U — v em HJ(Q)
Um(z) — u(z) q.t.p. em Q
Um(z) — v(z) q.t.p. em Q
(Etapa 3)
Para cada W,U € H}(Q), W = i%ei e U = ia}ei, existem wy, 1, € Vj, tais
que i=1 i=1
fimen =W Jim i =
Passando ao limite em (3.3) e (3.4) quando m — oo e depois quando k — oo,
concluiremos que (u,v) € H}(Q) x H}(Q) é solugdo de (P),.
Facamos com detalhes cada etapa citada.
(Etapa 1)
Considere
F-R2m ., R2m
(n,8) = F0,8) = (Fi(n,€), F2(n,€)-..., Fu(n,£), G1(0, €), G2(1, )., Gmn(1, €))

com

Fi(n,€) :/QVuVeidx—a/Q(uﬂo‘ei—/Qf(a:,ujL,v*)eid:c—A/Qqﬁeidx

e
Gi(n, &) = / VvVeidx—b/(v+)’86i—/g(x,u’L,vJ“)eidx— /\/qﬁeidx
Q Q Q Q
onde
u:Zmei eV, e U:Z&ei ST
i=1 i=1
com

[ulPHG(Q) =< Y mies, Y mies >= Y _ni” = |n|”
=1 =1 i=1
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||v][ Ho (92 <Z£zel,2&@> Z& €17

Observe que < F(n,§), (n,§) > é igual a:

(F1(n,8), Fa(10,€)..., Fon(0,£), G1(1,€), G2(1, )., G (1, )5 (01, M2, -0y Mhns €1, 25 05 Em)

ou seja,

< F(n,€),(n,& > = ZFi(n,f)nﬂrZGi(n,ﬁ))i

o ) . +\a o + ),
= Z [(/Q VuVe;dx a/ﬂ(u )e;dx /Qf(x,u LT )edx+

i=1

—)x/ﬂ(beidx) m} +i K/ VuVedr — b/Q(v*)ﬁeid:ch
— /Q g(z,ut v edr — A / ¢eldx) gz}

e como os operadores gradiente e integral sao lineares:
m

<FO9. 0 > = VTS nede / (ma(i e ot
- Jq f(:c,u+,v+)(§: nie;)da — A/Qqa(f: nie;)da+
+ [, VoV Z&ez dr —b / Zfz@z do+
= Jaglw,ut v Zszez Jdx — A /¢> Z@ez

= Jo VuVudr — an u+ *udr — [, f( x,u*, vHude — X [, puda+
+ Jo VoVudz — b [ (v)Pvde — [, g(z, u, v )vde — X [, pvda
= [oIVuPde —a [ (u")* T de — [, f(z,ut, v ude — X [, dudz+
+ Jo [VuPdz = b [, (v") dz — [, g(z, uT, v )vde — X [, pvde.
Vamos estimar inferiormente a expressao acima para usar o Teorema 2.1. Nas

desigualdades que seguem, usaremos a continuidade das Imersoes de Sobolev.

(I) Temos
ut <|u| = / Hyetldy < / lu|*de = ||uH%j+11 < KlHuHO‘“ (3.5)

Analogamente,

[ < Kol (3.6)
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(IT) Pela hipotese (Hs)
[f (@, oT)] < Ko (Jut |7+ [o77) < Ki(ful? + Jo]”),

assim

/f(x,u*,v*)udx < /|f(x,u+,v+)|]u\d:c
0 0

< K / (lal? + [o?)|uldz
Q

< Kl{ |u|q+1dx+/|v|p|u]dx}
Q Q

Mas, pelas Desigualdades de Holder e Poincaré:

(@) Jo lul™da = |[ul| it o) < Mllullfiq);

(i) fuloPlulde < (fo (o5 )7 (fy (™)

|[v] |§P+1(Q)Hu| |Lp+1(Q)

< N||U||§{5(Q)||U||Hg(9),
de (7) e (i1), segue que

Kl |:/Q ’u‘q+1d$+/(vz|v|p’u‘d$:| S KIMHUH(};DIl(Q) +K1NHUHI])—[01(Q)HUHHOI(Q)

< CZ(HUH(}{A(Q) + H’UHI;[&(Q))HUHH&(Q)
ou seja,
/Qf(x,u+,v+)Udl' < OQ(HU/H(}-[&(Q) + ||U||];{é(g))||u||Hé(Q)- (3~7)
Analogamente,
| st e < Callully g, + el ol (3.5)

(IIT) Temos, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, pelo fato de ¢ € C§° e pela

Desigualdade de Poincaré,

/Q oudx

portanto, voltando ao desenvolvimento de < F'(n,§), (n,£) > , por (3.5), (3.6), (3.7),
(3.8) e (3.9):

= [ <d,u> [ <|[¢llr2@llullr2@) < Cillullr2@) < Collullgy)y,  (3.9)




Fn,£), (n,€) >
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= [oIVulde —a [ (uP)* T de — [, f(z,ut, v ude — X [, dudz+
+ Jo [Vv2dz = b [, (v7) dz — [, g(z,u™, v )vde — X [, pvda

v

12y — aCllull55 ey = Colllullfy ) + 1011 o)l g
~AChllullagiay + 11011y — Callle %+ 110150 ) el +
G5 lol 5L, — ACe] ol g

Note agora que:

(IV)Por definigao

(V) Além disso:

[ (u, o)1

ou seja:

[[(u, U)H?{(}(Q)XHOI(Q) = ||u||§{3(sz) + ||UH12LI(}(Q); (3.10)
aTH
a+1 _ 2 2
st = (Ile + i)

a-+1
=:[¢mmmm+mu N
> LMW%MJ ,

De maneira anéloga,

1t 0155 ey = Il (3.11)
1 1
1t o)L iy = 5L (3.12)

Sabemos que para todo A, B > 0, existe M > 0 tal que (A+ B)* < M(A*+ B?).

Logo:

(VI) Temos:

10 0 ey = llly ) + 10115 @)

> K(H”HH&(Q) + ||"U||H3(Q))2

de onde concluimos que

1w, )|y @) xmy@) = CUlullmy@) + [0l rye)- (3.13)



(VII)

Hu—l—v\pH

ou seja,

)% HY (@)

[lu+ vl

Analogamente,

1, )15

2

(/12 0

Y

I Il
— T N

)l

1ol

p
||u||zé(m} (Il

pt1

2
”)

2 P 2
S R (T

1
2
Hllly o)
1

=
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N—
[N

2
= Nully oy (el By + 101 By )
> [l )M (ull o) + 1ol @),
ey = Ml + Mllullt ) 10l ) (3.14)
1
Q)xHL(Q) = > Nl|v||3n Q)‘|u’|Hé(Q)+NHU|‘q}}E(Q)- (3.15)

Voltando ao desenvolvimento feito em (F(n,£), (n,,£)), temos

(F'(n,€),(m,€))

Fazendo ky = max{Cy, C4} € ko

>

[lull7 ) a01||u||?ﬁlg) Co(llull ) + N0l 5 @)l @)+
—ACslull (@) + 101170y = Calllullip o) + 11015 @)V @
_bC'5HUH§I+129) — ACs|[v]| a0

[l ) + 1017 ) — aClHUH?I(lﬂ) bC5HUHﬁH
—)\C3||UHH5(Q) — ACs|[v]| (0 CQHUHI;IJEEQ)
—Cullullf oy 1013y = Callollg g lullma) — Callvll qH

(3.14), (3.15), segue entao que:

(F'(n,6),(m,€))

>

v

v

lull5 ) + 10l 0) —

= max{C3, Cs}, por (3.10), (3.11) (3.12), (3.13),

« 1
aChlullfiig) — bCzJIUIIﬁ+
_)‘C3||U||Hg(g) - >\06||U||H5 CQHUHI;;;tQ)

1
—Cillully g 10Nl mgce) = Callolly g 1l — Cl 0115y
«@ 1
[l 0 + 101 23 ) = aCillul Iy — bCs o1l )+
_mmuum + lollin) = (Il i)+

1
[l g 1oy ) = R (1ol iy + 10l gyl gy )

H(u,v)HQ L HL(Q)

—bCs||(w, v)llﬁ+1

—k1 7| (w,v))|

)% HY (@)
p+1
Hg(2)xHj ()

— aCh||(u, U)H}lfl(ln X HY(Q)

= Ao | (u, )
— k| |(u, 0)]

+

||H3(Q)xH3(Q)+

g+1
H{ () x Hg ()

+
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Assim, obtemos:
(F(n,8),n,8) > H(U?U)H%&(Q)XH&(Q) — aCr]|(u, v)| Oﬁg(lﬂ)xH&(Q)—i_

1 1
—Csl|(u, v)| ?{E(Q)ng(Q) — Col|(u,v)| ?&(Q)xH(}(Q)—ir

1
—bC1o|(u, v)| |§[E(Q)XH6(Q) — ACu|[(u, U)HH&(Q)ng(Q)-
Recorde que

||(Uav)||Hg(Q)xH3(Q) = |(77,f)|-

Afirmagao: Existem a*, b*, \*,r, po > 0 tais que

(F'(n,8),(0,€)) >0 V(n,8) [(n,E)] = po

De fato, seja
||(U,U)||H3(Q) =p-

Queremos que

p* — aCep™t — CrpP™t — Cypt™ — bCop” ™ — ACiop > 0

ou seja,
p* (1 —aCep™' — Crp"" = Cyp™" = bCop” " — ACiop™") > 0

como p > 0, queremos entao que

1 —aCep™ ™t — CrpP™t — Cgp?™t — bCop” 1 — AChop™* > 0. (3.16)
Considere f : R* — R, definida por

f(p,a,b,\) =1—aCsp™t — CrpP™t — Cap?™! — bCyp® ' — XCyop .

Observe que

f(pa()?O)O) =1- C?Pp_l - CSPq_l'

Como p,q € [1,2* — 1], temos p—1 > 0 e ¢ — 1 > 0. Assim, existe py > 0, suficiente-
mente pequeno tal que
_ _ 1
Crph ™ + Cspl ™' < 3
isto é,

1—Coph™ = Cspl™' > 0.
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Portanto, existe py > 0 tal que f(po,0,0,0) > 0. E dai, da continuidade de f, existe

uma vizinhanga de (po, 0,0,0) onde, para todo (p,a,b, \) com
|10 - 100| <T, |CL| < CL*, |b‘ < b*a ’)‘| < )‘*7

tem-se
f(p,a,b,\) > 0.

Em particular, existem a*, b*, \*, py e r > 0, de modo que,

V(a,b,)\) € (O,G*) X (Oab*) X (07>‘*>7 <F(777£)7<7775)>>0 V(?],f); ’(U,f)’:Po

Observacao 3.1 A demonstragao para os casosa € (0,1) ef € [1,2*—1] e € [1, 2" — 1]

e 3 € (0,1) sao semelhantes a resolvida. De fato, note as sequintes observagoes:

1. No caso (ii), voltando a (3.16), quando a € (0,1) e 5 € [1,2* — 1), temos
pqg,5€l,2*—1)=p—-1>0,¢q—1>0 e F—-1>0.
Logo, para py ¢ muito pequeno, segue-se que

Crpb ™ + Capd™" + bCopl ' < %

e portanto, considerando f : R* — R, definida por
f(p,a,b,\) =1 —aCsp™t — CrpP™t — Cap?™! — bCyp® ' — XNCyop !,

temos

F(p0,0,b,0) =1 — Crpt™ — Cspl™ — bCyp™ > 0.

Assim, existe pg > 0 tal que f(po,0,b,0) > 0. E dai, da continuidade de f, existe uma
vizinhanga de (po, 0,b,0) tal que, para todo (p,a,b, \) com

|P_;00| <7, |(l| <a*7 |)‘| <)‘*a

segue
f(p,a,b,\) > 0.

Ou seja, existem a*, \*, pg e r > 0, tais que para todo (a, b, \) € (0,a*) x (0,00) x (0, \*)

(F'(n7,6),(n,6)) >0 ¥(n,8); [(n,8)]= po.
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2. No caso (iii), quando 3 € (0,1) e a € [1,2* — 1), temos
pg,a€l,2—1)=p—-1>20,¢g—1>0 e aa—12>0.

Logo, em (3.16), para py muito pequeno
a—1 -1 1
aCgp + CrpP " + Cgp? " < 5
e portanto, considerando f : R* — R, tal que
flp.a,b,X) =1—aCep*™" = Crp"™" — Csp™ ' — bCop” ™" — ACipp ",

temos

i .0.0) = 1~ o™~ Cof* — Cu* 0

Assim, existe pg > 0 tal que f(pg,a,0,0) > 0. Da continuidade de f, existe uma

vizinhanga de (po, a,0,0) tal que, para todo (p,a,b, \) com
|p_p0’ <, |b’ <b*7 |/\| <)‘*>

segue
f(p,a,b,\) > 0.

Ou seja, existem b*, \*, pg e r > 0, tais que para todo (a, b, A) € (0,00) x (0,b*) x (0, \*)

<F(n7§)’ (7775» >0 V(%ﬁ% |(na€)| = pPo-

Voltando & demonstragdo do Teorema (3.1.1), como acabamos de mostrar, exis-

tem a*, b*, A", r, p > 0 tais que

(F(1,€),(,8) >0 V(n,&) [(n,8]=p

Logo, pelo Teorema (2.1)
Existe (7,£) tal que | (7, )| < p com F(i},£) = (0,0).

m
Considere u,, = Z nie; € Vi e vy, = Z&ei e V.
=1 =1

Assim, temos

(U, V) € Vi x Vi tal que [ (W, 0m)| | g2 () x 11 () = |(ﬁ,é)| < p.
0 0

Além disso, para todo w € V,,:

/Vumedx = a/(umﬂo‘wdx—l-/f(x,um+,vm+)wdx+/\/qbwdx
Q Q Q Q
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e para todo ¢ € V,,,

— +\8 + +
/mewdx b/ﬂ(um ) wdrlr—l—/ﬂg(x,um U )wd:v—l—)\/9¢wdx

pois, F(77,£) = (0,0) implica, para cada ¢ = 1, ...,m

Fi(7,€) = (0,0) e Gi(i3,€) = (0,0)

de onde segue que

/VumVeidx - a/(uer)o‘eidx - / flx uy ™ v, edr — /\/ pe;dr =0
Q Q Q Q

/vaVeidx - b/(uer)ﬁeidx - / (2, um ™t v esdr — /\/ de;dr = 0.
Q Q Q 0

m m
Portanto, para cada w,vy € V,,,, w = Zmei eVney= Zoiei € V,,, temos

=1 =1

Zm (/ Vu,,Ve;dr — a/(uer)aeidx — / flx, up ™, v )esdr — )\/ qﬁeidx) =0
i=1 Q Q Q Q

e

Z% (/ Vo, Veidr — b/(uer)ﬁeidx - / g(z,um ™, v, )eidr — /\/ qﬁeida:) =0
=1 Q Q Q Q

Pela linearidade da integral e do gradiente,

Jo VunV (3002, vies) dz — a fo(un ) (3212, vier) da+
_IQ Ty Um ,Uer) (2211 7i€i> dr — /\fgﬁb(Z;L ’Yiei) dr =0

e
Jo Vo,V (30 oie;) da — be > 1oiei)dx+
— Jo9(z,un ™t v T) O 0ie;) do — X fQ Yo oie) dr = 0.
de onde segue (3.3) e (3.4).
(Etapa 2)

Observe que

02 Nt o) gy = 1/ Iim gy + om Iy 2 Ity

p = |‘<UM>Um)HH3(Q)xH5(Q) = \/HumHi]&(Q) + vaHi{&(Q) = HUmHH(}(Q)



66
Como p independe de m, segue que {u,,} e {v,} sdo limitados em H}(Q). Logo, a
menos de subseqiiéncia (ver Apéndice A.12):
Uy —u em H(Q)
Uy — v em  Hy(Q)
U () = u(x)g.t.p. em €
Um(z) — v(z)g.t.p. em £

(Etapa 3)
Para cada W, U € H}(Q), W = Z%ei elU = Z&iei , existem wy, Yy € V), tais

i=1 i=1
que

klimwk:W e klimwk:U.

k k
Ver wy, = E Yi€i € Y = E ;€5
i=1 i=1

Fixemos k < m. Assim, da Etapa 1, como wy, ¥y € Vi C V,,,

/Vumekda: — a/(um+)°‘wkda: — / @, ™, v wpdr — /\/ Pwrdr =0
Q Q Q Q

_ +\8 _ + + _ _
/QVUmV’QZJdeI b/ﬂ(um ) rdx /Qg(m,um U ) Udx /\/ngwkdx 0

Portanto, passando ao limite quando m — oo e depois quando & — oo nas igualdades

acima, tem-se que existem u € H}(Q2) e v € H(Q) tais que

/VuVde—a/(u*)o‘de—/f(x,u+,v+)Wd:E—)\/d)Wd:z::O, YW € Hy()
Q Q Q Q
(3.17)

€

/VvVde - b/(uJ“)ﬂUda: - / g(z,ut v Udx — )\/ pUdx =0, YU € Hy(Q).
0 Q Q Q

(3.18)
Ou seja, (u,v) € HJ () x Hg(Q2) é solugao fraca do sistema

—Au = a(ut)® + f(z,ut,vh) + Ao, Q
—Av = b))’ + glx,ut,v*) + A¢, Q (3.19)
u=v=0,00
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Mostremos as convergéncias citadas. Faremos a convergéncia apenas em (3.17).

O caso (3.18) é analogo. Inicialmente fixemos o k e passemos o limite quando m — co.

(1° Passo) objetivo: [, Vu,Vuwide — [, VuVwydz. Por definicio de con-

vergéncia fraca,
Upy = u = Fluy,) = F(u), VF € H1(Q)
Considere entao

F:H(Q) — R

u = Fu) =<u,wp >me= [o VuVwdz,
como F’ ¢ linear e continuo pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos /vspacelem

Up — U = /Vumekdxﬁ/Vqukdx.
Q Q

(2° Passo) objetivo: [, (u})wpde — [, (ut)*wyde.
Como u — u em H}(Q), das Imersoes Compactas de Sobolev (ver Apéndice
A7),
um — u em LY(Q), q € [1,27).

Por (A.12), a menos de subseqiiéncia, para todo ¢ € [1,2*)
Um(z) — u(z) qtp em €
|um ()| < h(z) qt.p. em Q, Vm, com h e LYQ). (3.20)
Além disso, como
w! (r) = max{un,(z),0} e ut(x) = max{u(z),0}
temos

(u) ()" wi(z) — (ut(2) wi(z) ¢tp em Q

m

e mais, por (3.20)

[ ()" ()i ()]

INIA
)
3 +
= =

IN
=
=
Na¥
&
=
—
N
LS
o
=
@
=
2

onde h € LI(€2).
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Se mostrarmos que h®w;, € L'(Q), usando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Apéndice A.4), obteremos

|y on— [ @)

De fato,

considere p € [1,2%) tal que
2N

> . 3.21
P= N (3:21)
Tanto para o caso « € (0, 1), quanto para o caso o € [1,2* — 1) temos o < 2* — 1 e
portanto ]\2,—1[2@ < 2*. Logo

Jultltod < (o (rm®)? . (Jy o) 7

1Al 5o 0l 2

Note ainda que
p

1<p<2" e 1< < 2%,
pP—«
pois,
]ﬁ<1\2,—§2 & p(N—-2)<2N(p—a)
& pN —2p <2Np—-2Na
& —pN —2p < —2Na
& p(N+2)>2Na
= p>]\2,—1204.

Além disso, é claro que p > p—ael <p < 2%

Portanto, p esta bem definido e das Imersoes Continuas de Sobolev

Ihllzey < o0 e Iloll, e, o, <

mostrando que h®wy, € L'(£2), de onde segue o resultado.

(8° Passo) objetivo: [, f(z,u}, v )wpde — [ f(x, u), v wyde.

?mr Ym ? ' mr Ym

Temos que

@, (), v (2))wk(x) — flz,u"(2), 07 (@) wi(z) gtp. em Q

»'m r m

pois, por f ser lipschitz e das Imersdes Continuas de Sobolev:
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[f (@ v (), v (2))wr () = f (2, u (), v (2))wr(z)] < [ (@, u(2), v ()
— [z, u (), o7 ()] |wk ()]
< (lluf (@) = ut @)llmgco
[ (2) = v @)l gy ) lon(@)
Mas, como
ul (z) = ut(x) gtp em Q e vh(z)—vT(z) ¢tp em Q

segue 0 que queremos.

Além disso, pela hipotese (H,):
|f (g (@), v (@) wi (@) = f (2, u™ (@), vF (@) wi(@) | < Co (fug ()| + |vg, () ) |wn ()]
Mostremos que
Coluy, (2)|"|w(2)] € LN(Q) e Coluy(2)Plww(z)| € LH(Q)
E pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéncice A.4) temos que

/f 7m7mwkdx_>/f >m>mwkdx

Note que

Jo luah | w | daz

IA

fQ |y | | | d

< (fQ |uml|?) ‘;)g(fQ -
= lunml[7

LS )||wk“Ls q(Q)
e, analogo ao 2° Passo, em (3.21), considerando s € [1,2*) tal que s > g e s >

N+2 Nt2d

concluimos que

(1) i € LY(Q)

(UT-:’_L)pwk € Ll (Q)a

mostrando o que querfamos.
Agora, passando ao limite, quando k — oo :
(4° Passo) objetivo: [, Vut Vwde — [, VutVIWdz.

Temos

| [o, VurVagde — [, VurVWdz| < [, |[Vu©||V(wy — W)|dx

< N lmollws = Wllgao) — 0.
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(5° Passo) objetivo: [, (ut)*wpdr — [, (u)*Wdz.

Como % > %, para N > 2, temos a < % & ﬁ < % Logo
| [ouN)wedr — [y (uh)Wdz| < [, [u™]* |wp — W]dz
< o lul® |wp — Wda
e 2—a
22 2\
< (S (ul)*) ™ (Jo (o = W=)
< ullZagllwr = W||Lﬁ(m
< ClHuH%%Q)HWk - WHH(}(Q) — 0.

(6° Passo) objetivo: [, f(z,u™,vMwpder — [, f(z,ut, o) Wd.
Observe que
flo,u'(2), v (2)wi(z) — fz,u'(2), 0" (2))W(x)
pois
|f (@, ut(2), 0" (2))] |wi(z) = W ()] — 0.

Além disso,
[f (2, u* (@), vF (@) wr(z)| < Cr (Ju™ (@) + [o* (@)[7) |wi(@)].
Analogo ao (2° Passo), mostra-se que
(uh)wy, € LYQ) e (vh)Pw, € L1(Q),

e novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue o resultado.
(7° Passo) objetivo: [, pwrdr — [, oW dz.

Temos
o dlon = Wdz| = [(6,01 = W)paqq|

< ollz@llwr = W2
< G|l llwr = Wllag@) — 0

Portanto, dos 1°, 2° e 3° Passos, passando ao limite quando m — oo, obtemos

que

/Vumekd:c — a/(um+)°‘wkd:€ — / @, up ™, v wpdr — /\/ dwrdr =0
Q Q Q Q

converge para

/Vqukdm — a/(qu)awkdx — / flz,ut v wpdr — )\/ pwidr = 0.
Q Q Q Q
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Dos 4°, 5°, 6° e 7° Passos, passando ao limite quando £ — oo, obtemos

/Vqukd:L‘ — a/(u+)awkdx — / flz,ut vt wpde — )\/ pwidr =0
Q Q Q Q

convergindo para

/VuVWda: — a/(u*)ade — / flz,ut v Wdz — )\/ PpWdz =0
Q Q Q Q

De maneira analoga ao passos anteriores, mostra-se que

_ +ya _ + o+ _ _
/QvaVzbkd:c b/Q(Um ) da /Qg(:zt,um U ) gd )\/ngwkdx 0

converge para

/V'UVde — b/(v*)O‘Udm — / g(z,u" v Wdz — )\/ dUdx = 0,
0 Q Q 0

ou seja, (u,v) € HY(Q) x HY(Q) é solugdo fraca do sistema (3.19).
Como a,b,\ > 0e ¢, f,g > 0, temos

—Au >0,
—Av > 0,0
u=wv=0,00

e portanto, pelo Principio do Mdzimo Fraco (ver Apéndice A.6),
u,v >0 em .

Afirmagao: u(x) > 0 e v(z) > 0 para todo = € .
De fato, suponha que exista xy € () tal que ocorra um dos seguintes itens:
(i) u(zg) =0 e v(zg) #0
(ii) u(zo) #0 e v(zg) =0
(iii) u(zg) =0 e v(zy) =0

Se (i) ocorre, entao, xy ¢ ponto de minimo em (2 e portanto

—Au(xg) <0 (3.22)

Além disso, por (3.19)
—Au(zg) = a(u(x0))* + f(zo, ut(z0),v " (20)) + Ad(20)
= f(@0,0,v"(20)) + Ad(x0).
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Mas, por (H;)
v(zg) #0 = f(z0,0,v"(x9)) > 0,
logo,
—Au(zg) > 0. (3.23)
Portanto, por (3.22) e (3.23)

0 < —Au(zg) <0,

o que é um absurdo.
De maneira analoga mostra-se o caso (ii).
Quando ocorre (iii), pelo Principio do Mdzimo Forte (ver Apéndice A.5) temos

que u =0 e v = 0. Neste caso (u,v) é a solugao trivial, ou seja, para todo = € Q:

—Au(x) = au*(z) + f(z,u,v) + A(x)p(z) =0 (3.24)

—Av(x) = b’ (2) + g(x,u,v) + Mz)o(x) = 0. (3.25)
Pela hipotese (Hy):
flz,u,v) = g(x,u,v) =0.
assim, por (3.24) e (3.25)

Ax)p(z) =0, Ve

Como ¢ é nao-nula, existe zg tal que ¢(zg) # 0 e portanto:
/\(Io) =0

o que é um absurdo.
Logo, segue a afirmacao e portanto u™ = u e v = v. Desta forma, (u,v) é
solugao fraca de (P),.

Além disso, as desigualdades

2

1
u>al-ew; ou v >bl-Bwy em

sao verificadas em |[2].
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3.2 Existéncia de solucao do Sistema

A existéncia de soluc¢ao do Sistema (P) segue do Teorema seguinte.

Teorema 3.2.1 Considere o sistema

—Au = au® + f(z,u,v),
—Av =P + g(x,u,v), 0
u,v > 0,€

u=1v=0,00

(P)

tal que

(Ho) f(2,0,0) = g(x,0,0) =0

(Hy) f(x,0,v) =0 v=0¢eg(r,u,0) =0 u=0
f (@, u,0)| < Fa(fo]” + |ul)
|9z, u, 0)| < Ea([of? + [ul?)
Entao existem a* e b* nimeros positivos tais que (P) tem uma solug¢ao onde:
(i) Se o, 3 € (0,1), a,b € (0,a*) x (0,b*);

(i1) Se a € (0,1) e B € [1,2* = 1), a,b € (0,a*) x (0,00);

(iii) Seae[1,2"—=1) e €(0,1), a,be (0,00) x (0,b).

Além disso, se (u,v) € solugao fraca de (P), seque uma das sequintes desigualdades:

(H,) | onde p,q € [1,2* — 1], para N > 2.

1

u(x) > ataw(z) ou v(x) > bﬁwg(x) g.t.p. em Q

onde:

Se a € (0,1), denotaremos wy a solu¢ao do problema

—Au = u*,Q
u> 0,0
u = 0,0

Se € (0,1), denotaremos wy a solug¢ao do problema

—Av =1°Q
v>0,Q
v=20,00

Demonstracgao:

Para cada A € (0, \*), considere a solugao fraca (uy,v,) de (P),. Entao
uy > aﬁwl >0 ou wy > bﬁwz >0 em (3.26)

Além disso,

urllgi) < p e luallme) <p VA€ (0, A7),
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pois, voltando ao Teorema (2.2), tinhamos
Um — uy VA € (0,\")

e por (A.18)
[ tml|E2) < p-

Assim,

uallgi) < p VA € (0,X7).

De maneira anéaloga, temos
oallmi@)y < p VA€ (0,A7).

Seja entao, {\,} tal que A\, — 0. Entao,

Existe ng € N tal que Vn > ng A\, € (0, \*) e portanto,
ur, i) <0 e loadlme < o
Logo, a menos de subseqiiéncia,
uy, —u em Hg(Q)

vy, —v em H}(Q)

uy, () — u(x) qt.p. em § (3.27)
oy, () = v(z) qtp. em Q (3.28)

donde temos
w(z) > amsw(z) ou v(z) > bTFws(z) qtp. em Q. (3.29)

Para todo n > nyg, sendo (uy,, vy, ) solugao fraca de (P),,,

/Vu,\andx—a/ (u,\n)awdaz—/ f(x,uAn,vAn)wdx—)\n/ pwdr = 0, Yw € Hy(Q)
Q Q Q Q
(3.30)

(¢

/ Yoy, Vobda—b / (on,)° ddz— / £ (@, un,, v, ) Vidr—An / e = 0, Vi € HL(Q).
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Passando ao limite quando A\, — 0, temos, de maneira analoga a secao anterior, que

(3.30) e (3.31) convergem para

/Vqudx — a/ uwdx — / f(z,u,v)wdr, Yw € Hy(S2)
Q Q Q

/ VoVidr — b / vPpdr — / f(z,u,v)dz, Vb € Hy(Q)
Q Q Q

respectivamente. Logo, (u,v) € Hj () x H}(Q) é solugao fraca de (P) e portanto, para
os mesmos a* e b* do Teorema anterior, segue que (P) tem uma solugao onde:
(i) Se a, 8 € (0,1), a,b € (0,a*) x (0,b*);
(ii) Sea € (0,1) e fe[1,2° = 1), a,b e (0,a*) x (0,00);
(iii) Sea € [1,2* —1) e S €(0,1), a,be (0,00) x (0,b).

Além disso, concluimos que a solugao é nao-trivial pois, por (3.26), (3.27) e (3.28),
temos

u(z) >0 ou w(x)>0 qtp em .

E por (3.29):
u(x) >0 ou wv(z)>0 qtp em Q.

3.3 Existéncia de solucao do Sistema para um caso

supercritico

Nesta secao estudaremos o caso supercritico.

considere o sistema

[ _Au= au + f(v), 2
—Av = b? + g(u),Q
u,v > 0,0
u=v=0,00

\

A existéncia da solucao fraca do problema (P, 3) é garantida através do Teorema

seguinte.

Teorema 3.3.1 Seja (P, ) tal que

(Ho) f(0) = g(0) = 0;
(Hy) fv)=0<v=0¢eg(u)=0< u=0;
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f(t) g(t)

(Hs) tlirn inf ——= =400 e tlim inf =~ = 4o0;

onder € (1,2 — 1)
(Hs)Para algum 60,m >0 temos

: f(t)
M8 SUP i

g(t)

tQ*_—H_n<+OO;

< 400 e lim sup
t—o0

(Hy) Existe {M,} com M, — +oo tal que

ft(f) < ](C](\Z[;Z se t €[0,M,], Vn;re (0,2*—1)
e
gt(:) < é(]](\i\gs) se t€[0,M,], Vn;se (0,2°—1)

Entao existem a*, b*, v, e 2 numeros positivos tais que (Pn g) tem uma solugdo onde:
(Z) Se aaﬁ € (07 1)7 a7b € (O’G’*) X (07b*) € (0777) € (0771) X (0’72);'
(i1) Sea € (0,1) e €[1,2*—1), a,b € (0,a*) x(0,00) e (0,n) € (0,71) x (0,72) com

B <s;
(111) Sea € [1,2* —1) e B € (0,1), a,b € (0,00) x (0,0*) e (6,n) € (0,71) x (0,72)

com o < r.

Observagao 3.2 Um exemplo de fun¢ao onde seu expoente ultrapassa o expoente critico

tal que ela satisfaca todas as hipoteses acima € a fung¢ao

OET

Demonstragao:

Considere f,, e g, tais que

0, t<0
fult) = f&) , 0<t< M,
f(My)
", t>M,
(M)
e
0, t<0
gn(t) = g(t) , 0<t< M,
9(My)
t*, t>M,
(M,)®

onde escolhemos r, s € (1,2* — 1) verificando (2* —1) —r <fe (2" —1) —s < 6.
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Agora, considere o sistema

—Au = au® + f,(v),Q

—Av = b’ + g,(u),Q
u,v > 0,0 .

u=v=0,00

()

\

Nosso objetivo é encontrar uma solugao (u,,v,) para (P,) , onde, para n grande,
tn|| ooy < My, € ||Up]|| o) < M,,.

Dai, por construgao das fungoes f,, e gy, concluirmos que (uy,,v,) ¢ solu¢do de (P, g),
visto que, nesta situacao f, = f e g, = g.

Seja
( —Au = au® + f,(v) + Ao, Q
(P —Av =P + g, (u) + A\, Q |
u,v >0,

u=v=0,00

\
Se mostrarmos que f, e g, satisfazem

[fa@)] <Ml e gn(u)] < M |ul?,

temos f, e g, estdo abaixo do expoente critico, ja que r, s € (1,2* — 1), podendo entdo
aplicar em (P,,) o Teorema 3.1.1. De fato, escolhendo r,s € (1,2* — 1) verificando

(2" =1)—r<fe(2*=1)—s <0, temos:

(2" —=1+4+60)—(20+7r) <O.

Assim, para n grande, por (Hy):
f(M,)
(M)

] <

< |t|r |f(Mn)’ Mge

(M) MY
— T 20 ’f(Mn)l
BT
|t|rM29|f(Mn)‘ ME*—H—Q

n (Mn)20 M2*—1+0
|f(Mn)| 2*—146)—(20

< MR A (2 16) = (20+47)

n (Mn)Q*—H—G n

t’l“

Mas, por (Hj3):
|f (My,)]
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e como (2 —1+40) — (20 +r) < 0, quando M,, — oc:

M@ =10 —(20+r) _,

Logo, para n grande

[fa(®)] < [t M5

e analogamente,

lga ()] < MJH]?

Portanto, pelo Teorema 3.1.1, existem a, b’ e A\, nimeros positivos, tais que

(Pyn,) tem solucao, (uxn,van), onde (a,b,A) € (0,a%) x (0,0%) x (0,A%). Além

disso, para cada n € IN

lurnllaz) < pn e loanllai@) < po-
No entanto, como, independente de n, {f,} é limitada por (Hs):
|f(®)] < K[t K >0,

concluimos que existe p tal que

urnllaz) <o e lloanllbi@) < P

Agora, aplicando o Teorema 3.2.1, passando ao limite quando A — oo, conclui-
mos que o limite fraco de (uyn,Vrn), dito (uy,,v,) € solugdo de (P,).

Para simplificar notagao, denotaremos (uy,v,) por (u,v) e

o~

flu,v) = au® + fo,(v) e Glu,v) = b’ + g,(u),

ou seja, temos (u, v) solugao de

( —Au = f(u, v), Q2

—Av = g(u,v),
u,v > 0,8 '

\ u=1v=0,00

Mostraremos que

| (u,0)| < C1+ Ju]” + (M) 2 |o]"
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e
1G(u, v)] < Co + vf* + (M) "]l
De fato,
(Caso 1): Se o € (0,1)
[fw,v)] = Jau® + £, (v)]
< aful® + | fu(v)]
< alul® + (My)* o]

IN

Ch + [u|" + (M) *|v|"

Figura 3.1: caso 1
(Caso 2): Se av € [1,2* — 1)

Como a < 7 temos

|F(u,0)| < C1+ Ju]” + (M) 2 |o]"

Figura 3.2: caso 2

Logo, fe Lg(Q), pois das Imersoes Continuas de Sobolev (ver Apéndice A.16):
2 2%
Jolfl 7 de < [, (Ch + Jul" 4+ (M) *|v]") 7 da
2 * 2% *
< Jo kG da + ks [ |ul* da 4 ks(M,)* 5 [ [o]* dx

2Z * * *
= ROV 19 + allul 72 + ks(Mi)* [0l

< 00Q.
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De maneira analoga, conclufmos que § € L (€2).

Do resultado do Apéndice A.14, segue que
we W25 (Q) e ve W25 (Q)

com

el gy < Co (117112 g 11l )

ol 22 gy < Ca (111122 g, + ol 22 )
Usando o Teorema das Imersoes Continuas e o fato de u e v serem limitadas em

H} (), temos

[[ull 2.2 g < Co(Ma)* (3.32)
e
[0lly 2.2 ) < Co(Ma)*. (3.33)
Pois, como
HUHWQ’%(Q) <G <||ﬂ|L¥(Q) T Hu“L?(Q))
e . =
71} = JalFT" s
< [0 dr+ [, Jul de + (M)25 [ o] do
< Ky + Ky + Kg(M,)?%
< Ky(M,)*%
temos que
17112 g < Ks(M),
e dai,

lollyagy < Cs (11l g+ 10l )
< C3K5(M,)* + Ky
S CS(Mn)QO'

de onde segue (3.32). De maneira semelhante mostra-se (3.33).
Temos trés casos para analisar.
(Caso 1) = > &

Neste caso, do resultado do Apéndice (A.15),

*

W2 (Q) — L®(Q)
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continuamente. Assim, existe C; > 0 tal que, para todo = € €:

lullz=@ < Cullull 2

0105( n)
S C7(Mn)29
1
2

temos para n grande

IN

Fazendo 0 <
C7(M,)* < (M,)
pois, por hipotese, M, — oo, ou seja,
dn, € N tal que Vn >ng M, > Cﬁ

de onde segue a afirmacao.
Portanto,

[ ge() < My

De maneira analoga, fazendo n < %, para n grande, segue que
|| V]|Le (@) < M.

Assim, voltando ao enunciado do teorema em questao, fazendo v, = v = %, temos que
(u,v) € solugdo fraca de (P ) para (a,b) € (0,a*) x (0,b%) com (6,1) € (0,%) x (0,3).
(Caso 2) & =12
Neste caso, pelo Apéndice (A.15)

W25 (Q) — LHQ), Vie (2—,—|—oo>
T

continuamente.
fixet € (1,2*) com ¢t > 1. Temos
T T
- t
felLr

ja que

N s
Sl

IN

Jo (C1 + |ul" + (M,,)* o] ) dz

< Cy+ [ lultdx 4+ (M, )20% w g [vltda
= Crt|ullpeq) + (Mn )29t||v||

< o0

Do Apéndice A.14, segue que

uwe W (Q)
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com
el gy < Cs (17120 + 1l 2 )

Analogamente temos v € WQQT(Q) com

oll gy < Co (1112 gy + 1012 ) -

Como u e v sao limitadas e do Teorema das Imersoes Continuas de Sobolev,

~ 2
Wl ) < Cot Jolulide + (M) [, ol'da

< CQ + 03 + C4(Mn)26?
S 05(Mn)26%
S 05<Mn>29

de onde segue que

[l ) < Cro(M,)
Por outro lado, como
t - 2* N N t - N
r ro 2 r 2

recaimos no (Caso 1), de onde segue que
W2 (@) = L*(0)

continuamente. Assim, existe C; > 0 tal que, para todo z € €:

lulleeo) < Culfull

W27 (Q)
Considere 0 < 5, temos entao, para n grande

Clg(Mn)% < (Mn)

o que implica que

W27 (Q) < (M)
e portanto,
|l Lo (@) < (M)

De maneira analoga, para n < %, concluimos que

o]z (@) < (My).



Logo, (un,vy) é solugao de (P, ) com

(a,b) € (0,a") x (0,b)) e (0,1) € (o%) « (0,

2 _ N
(Caso 3) =~ < 5

Neste caso, do Apéndice (A.15):

*

W25 (Q) — LFi(Q)

continuamente, onde p%{ =5 — %, ou seja, p] = %
Assim, existe C7 > 0 tal que, para todo x € €
iy < Cillullyas o
< o0
e dai, temos que u € LP1(2). Logo
fer™ (),
pois
17 < fo (Gt ful” + (M) |o]") ™ da
L7 () )
< [ Cidr + [, [ulPide + [o(M,)*5 |v]Pide
< 0Q.
E pelo resultado do Apéndice A.14, segue que
uwe W+ (Q)
com

u p¥ <C f] p¥ + u p¥
lall, o5, < € (W71, Il )

de onde segue que

U < Cy(M)%
ol o, < Co(0)

De maneira anéloga, temos v € W25 () com

S 04(Mn)20
@)

.
ol »t
w2

Temos entao os seguintes casos:
PN
(I) Quando “* >

5 -
(IT)Quando pTT =4

2

_)_

83
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(ITT) Quando PT’{ < 3.
Em (I) e (IT) recaimos nos (Caso 1) e (Caso 2) respectivamente. Analisemos
entao (III).
Se p%{ < &, voltando ao Apéndice (A.15), temos:

*

W25 (Q) — LP(Q)

: 1 _ r 2 : *
continuamente, onde = Pr T N ousea, pp =

P;N
Nr—2.P; "

Portanto, repetindo os passos do (Caso 3), concluiremos que
9 P32
ue W7 (Q)

com

lull  »s < Cs5(M,)*
W2 (Q)

. P3
E de maneira analoga, v € W% () com
Ioll s < oM,

Assim, voltamos a ter os seguintes casos para analisar:
(I) Quando pT; >
(IT)Quando p?; =
(III) Quando 2 < ¥,

N
5 -
N
5 -

Afirmacgao:
(i) pi1 > (Ag™) 2" onde Ay é uma constante;
(ii) p;, — oo.
Mostrada a afirmacao acima, podemos concluir que existe ng € N tal que para

todo n > ny

P N
_>_
r 2

e portanto, para todo n > ng, recairemos no caso 1, concluindo que
9 Pn
ue W=+ (Q)

com

full o < Co(M)"



v e WrH(Q)

com
1ol 5. < C(M ).
como queriamos.

Demonstremos a afirmacao por inducao.
(Parte 1) Sabemos que £ > 1 < 2* > r.
(Parte 2) Sendo 21 > 1, temos

2 2*N 2*N
2% 2¢(Nr —2.2%)  2¢(Nr —2.2%)
ou seja,
N > Nr —22°

ou ainda,

N +2

r
N -2

de onde segue que, existe Ag > 1 tal que

P
(Parte 3) Como o

> 12’—1, temos

pi pi(Nr—2p7)  Nr—2p7 =
e portanto,
N N

> & Nr—22"> Nr—2p]
Nr —2p;  Nr —2.2* " N

Logo,
P
P
(Parte /) Suponha que

> Ay = py> Agpl > AL2%.

Dali,

85

>1

& 2 < pl.
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(Parte 5) Devemos mostrar que
Pr > Apti2n,

De fato, como

*

Pn

*

Prn—1

>Ag>1, pl>Awp,_, e pL>pi

Temos
* — p:LN > p;kalN
Pt = Ny 2P "Nr— 2pk 4

de onde segue que
Phoq > Aopl > AgAp2t = pi, > Aptie.
Além disso, passando ao limite quando n — oo temos,
pn > Ap2" — oo,

mostrando o que queriamos.

Dai, existem a*, b*, 71 e 7, nimeros positivos tais que (P, 3) tem uma solucao
onde:
(i) Se a, 8 € (0,1), a,b € (0,a*) x (0,0*) e (8,m) € (0,71) x (0,72);
(ii) Sea e (0,1) e fe[l,2"=1), a,be (0,a*) x (0,00) e (6,n) € (0,71) x (0,72) com
B <s;
(iii) Sea € [1,2*—=1)e € (0,1), a,b € (0,00) x (0,b*) e (6,n) € (0,71) x (0,72) com

a<rT.



Apéndice A
Resultados utilizados

Neste apéndice enunciaremos os principais resultados utilizados durante as demon-

stracoes deste trabalho.

Teorema A.1 (Lax-Milgram) ( ver |9], p. 89)
Seja H um espaco de Hilbert e a : H x H — R uma forma bilinear verificando:

(i) a(-,-) € continua, isto €, existe M > 0 tal que
la(u,v)| < M||ul].||v]||, Yu,v € H,;
(i1) a(-,-) € coercivo, ou seja, existe o > 0 tal que
a(u,u) > al|lu||?, Yu e H;
SeT : H— R € um funcional linear continuo, existe um unico u € H satisfazendo:

a(u,v) =T(v), Yv € H.

Teorema A.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) ( ver [20], p. 6)

Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Para quaisquer u,v € V:

| <u,v> [ < fulf||v]]

Teorema A.3 (Desigualdade de Holder) ( ver 9], p. 56)
Seja f € LP(Q) e g € LY(2) com % + % =1 ep> 1. Entio, f.g€ L'(Q) e

/Q .91 < @ llgllio.
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Teorema A.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (ver [9], p. 54)
Seja {fn} uma sequéncia de fungoes integraveis. Suponha que:

(1) fu(z) = f(x) ¢.t.p. em .

(ii) Eziste uma funcao g € L'(Q) tal que, para todo n, |f(z)| < g(z) ¢.t.p. em Q.

Entao

lim fnda; = / fdx.

n—oo

Teorema A.5 (Principio do Méaximo Forte) (ver [11], p. 15)
Sejam Q C RY um aberto limitado e u € C(Q) (N C%(Q) tal que Au < 0 (Au > 0)

em §) e suponha que existe um ponto y €  tal que u(y) = supu iglﬂfu . Entao, u é
o0

constante.

Teorema A.6 (Principio do Méaximo Fraco) (ver [11], p. 15)
Sejam Q C RN um aberto limitado e u € C(Q) (N C%() tal que Au < 0 (Au > 0)
em €. Entao

supu = sup u (infu = infu) .
Q 90 Q o0

Definigao A.7 (ver [4], p. 111)
Sejam H um espaco de Hilbert e K C H um conjunto fechado convexo. Seja

x € H. Entao existe um unico y € K tal que
[l = yl| = minfjz — =[]
Além disso, y pode ser caracterizado por
yeK, <x—y,z—y><0, Vze K.

Teorema A.8 (ver [4], p. 112)
Sejam H um espaco de Hilbert, K C H um conjunto fechado e convexo. Seja

P, : H— K uma aplicagao x — y de acordo com A.7. Entdo para x,,x9 € H, temos
|Pezy — Peza|| < [|z1 — z2]].

Definicao A.9 (ver [4], p. 222)
Seja J : X — R um funcional. Dizemos que J € Fréchet Diferenciavel no ponto

u e X se existir L: X — R, funcional linear continuo, verificando

|J(u+ h) — J(u) — L(h)
1]y

Definigao A.10 (Deridade de Gateaux) A derivada de Gateauz é dada por

oJ(u)
50 X — R

— 0, quando |[h||g1q) — 0.

b lim J(u+th) — J(u)

t—0 t
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Observacao A.1 Todo funcional diferencidvel a Fréchet é derivdvel no sentido de

Gateaux.

Teorema A.11 (Desigualdade de Poincaré) (ver [9], p. 174)
Seja Q um aberto limitado do RY. Entdo, existe uma constante C' = C(§,p) tal

que

1
||uHLp(Q)§C(/ |Vu|pdx> , YueWyP, 1<p< oo
0

Teorema A.12 (ver [9], p. 50)
Sejam E um espago de Banach reflexivo e {x,} uma seqiéncia limitada em E.
Entao existe uma subsqiiéncia {x,;} C {x,} com

T, —x em .
J

Teorema A.13 (ver [9], p. 58)
Seja {fn} uma seqiéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que ||f, — fller@ — O.
Entao existe uma subseqiiéncia { f,,} C {fn} tal que:
(i) fup (@) = f(2)atp em
(10) fn, ()] < W(2)g.t.p. em Q, Yk, com he LP(Q).

Teorema A.14 (ver [11], p. 177)
Seja L um operador Eliptico estrito em Q com a” € C%'(Q), b, € L®(Q). Se
0 € C**2 ¢ existe p € WH22(Q) com u — ¢ € Wy *(Q). Entio u € WF22(Q) e:

lullwrsea) < C ([lullza) + [1fllwerz@) + llellwraq) -

Observagao A.2 No Teorema acima, Lu = a"” Djju + (D;a" + b* + ¢") Diu + (D;b" +

— 4y — Ou g — _O%u
du) = f, onde Dyu = 5o € Diju = T

Observacao A.3 Usaremos o resultado deste Teorema quando a¥ € a matriz identi-
dade, b' =c* =0 e p=0.

Teorema A.15 (ver [4], p. 79)

Sejamm >1 el <p<oo. Entio:
(i) se o — 2 >0, W™P(Q) C LIQ), ¢ =5 —
(ii)se 5 — 7 =0, W™P(Q) C L), para q € [p,0);
(iti) se , — 0 < 0, W™P(Q) C L>(Q).

Teorema A.16 (Teorema de Imersao continua de Sobolev) (ver [14], p. 102)
Sejam Q0 um dominio suave em RY, m >0 e 1 < p < oo. Entdo, para qualquer

j >0, as tmersoes abairo sao continuas:
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i) Se m< 7, W”m”’@) — W79(Q), p<q< FE = p;
it) Se m:%, Witm2(Q) — W»4(Q), p < q < oo;

iti) Se m>— Witmp() )<—>CJ( );

iv) Se m—1<;<m, Witmp(Q) — C9*(Q), 0§a§m—%

onde denotamos por Cé(Q) o espaco de banach das funcoes u : Q — R de classe CV
tais que u e todas as suas derivadas até ordem j sao limitadas na norma:
ul| i oy = maxsup |D%u(x
e = maxsup | D"u(a)
Além disso, CF*(RY), 0 < XA < 1, é o espago de Banach das funcoes u € Cg(RN) tais
que u e todas as suas derivadas até a ordem k sao Holder continuas (Holderiana) com

expoente A\(A-Holder continua), isto é:

D« — D«
maxsup ‘ U(Qf) B U(y)| < Q.
|| <K TH#y ‘:U - y‘

E a norma de C**(R") ¢ dada por

o | Du(x) — Du(y)|
|| kA ryy = maxsup |D + max sup
lellowrqn = aggsoup IDPu(o)] + g oup =y

Teorema A.17 (Teorema de Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov) (ver
[14], p. 103)

Sejam Q um dominio limitado com fronteira suave em RY, 7 > 0, m > 0 e
1 < p<oo. Entao, para qualquer j > 0, as imersoes abaixo sao compactas:
(i) Se m <X Witmr(Q) - Wih(Q), p<q< GBS = pt;
(ii) Se m =L~ Witmr(Q) — WH1(Q), p<q < oo;

p?
(iii) Se m > &,
p’

WIHmP(Q) s WH(Q), 1 < q < coWHmP(Q) s CHA(Q)WIT™P(Q) s C9(Q)

(i) Se m—1< % <m, WiHtme(Q) — CH#(Q), 0 < p < m — %

Teorema A.18 (ver [9], p. 35)
Sejam H um espago de Banach {u,} C H. Entdo valem:
(1) u, — u em H se, e somente se, F(u,) — F(u) VF € H';

(17) Se u, — u em H, entdo ||u|| < liminf||u,]||.

Teorema A.19 (ver [22], p. 68)
Em uma matriz quadrdtica, uma vez trocada a posicao de duas linhas, o determi-

nante da matriz troca de sinal.
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Teorema A.20 (ver |9, p. 52)
Seja X um espago de Banach uniformemente convero. Para toda seqiiéncia
{u,} € X, com

U, =u em X
lim sup ||ug|| < [|ull.

Seque-se que

u, —u em X.

Teorema A.21 Sejam fi,...,f, : I — R™ caminhos diferencidveis e ¢ : R™ x ... X
R™ — R™ uma aplicacao p-linear. Definindo
g: I — R
t o= g(t)=¢(fi(t), . fo(t)) .

Entao, g € diferencidvel e

p

gt =) @ (fi), s IO, fo(D)).
i=1
Teorema A.22 (Teorema do Divergente) (ver [5], p. 17)
Sejam Q um dominio limitado cuja O é uma hiperficie de classe C' e v o vetor
unitdrio normal a OQ. Para qualquer fungio F : Q@ — RN, F € C(Q)NCL(Q) temos

que
/dz’dex:/ (F,v)dS
Q o9

Teorema A.23 (Teorema de Weiestrass) (ver [19], p. 44)
Toda funcao continua f : X — R definida num compacto X € limitado e atinge

seus extremos, ou seja, existem x1,xo € X tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo
r e X.

Teorema A.24 (Teorema de Aproximagoes de Weierstrass ou Stone-Weierstrass)
(ver [20], p. 262)

Sejam M um espago métrico compacto e S C C(M,R) ( C(M,R) € o conjunto
das fungoes continuas g : M — R) um conjunto tal que para x # y € M, eziste
g €S tal que g(x) # g(y) . Toda fungao continua f: X — R pode ser uniformemente
aprorimada por polindmios nas funcoes de S.



Apéndice B

Base Hilbertiana

Uma das principais caracteristicas do método de Galerkin ¢ usar que H} admite

uma base Hilbertiana.

Teorema B.1 Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Antes da demonstragao recordemos o que é base Hilbertiana e Processo de Ortogonal-
izagao de Gram-Schmidt:

Base Hilbertiana

Chamaremos {e,} de base Hilbertiana de elementos em H (espago de Hilbert) se:
(1)en| =1, Vn, (em,en) =0, Vm,n, com m # n.
(i1)O espago vetorial gerado pelos en‘s é denso em H.

Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Temos que apartir de uma base qualquer de um espaco vetorial de dimensao finita
podemos obter uma base ortonormal.

Seja uma base § = {vy, ..., v, }. Considere:

w1 = U1
— _ <v,w1>
W2 = V2 <wi,w1>
<Un,Wp—1> <v2,w1>
Wy = Uy — —2=1Z g — L — 2

<Wn—1,Wn—-1> <wi,wi>
Agora, basta normalizar os en‘s, fazendo, para cada n:

W,
enp = —.
" fwll
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Portanto, apartir de {vy, ..., v,} obtemos {ey, ..., €, }, uma base ortonormal.
Demostracao do teorema:

Como H} é Hilbert separavel, considere {v;,} um subconjunto enumeravel e denso
de H{.

Seja
Note que

onde a dimensao de cada F}, é finita.
Para cada Fj, através do Processo de Ortogonolizagao de Gram-Schmidt, considere

uma base ortonormal {ey, ..., ex}.
oo

Como U F}, ¢ denso em H}, segue, da construgao:
k=1

{e1} C{er,ea} C ... CHeqy e}t C o

de onde concluimos que {ey, ..., €y, ...} ¢ uma base Hilbertiana para H}.



Apéndice C

Capitulo 2 - caso N=3

C.1 Lemal

Enuciemos o Lema 1 do Capitulo 2, agora para o caso N = 3.

Lema C.1 Seja B = (0,1) uma bola unitdria no R e f : B — R3 uma aplicagio de

classe C*. Seja M(x) a matriz

()

8361 8$1
V= | )
o o
(@) gi(2) |, ,

Seja E;(x) o determinante da matriz acima menos a i-ésima linha. Entdo:

3

Z(—nigi () =0.

i=1

Demostragao:

Temos:
) S

Bi(w) = det | 220 0| 0l (q) 80 (q) — 80 (2). 92 (a)
#(93) 3—3(37)
3 T3

Es(x) = det g—ﬁ(f) %(x)

(@) ()

= 2(@)48 () - $(0)- 42 )

0z *Oz3 0x1 *O0z3

Eye) = det | o) ()
T 2w 2o

Oxa

Gl 9 Gl 9
= 522(2)-gh (2) — 52 (2). 52 (2)




sendo, para i # j,

e sustituido a j-ésima linha:

af?( ), %(x)
c%g ’ 81’]'
por
82]0 an
- (l‘),---, n(x) )
83:1-8%- 8:1:183:]
Obtemos,
Lho@) k()
D10 D210 92 ) 92 )
012(33) = det xalfj; ) zalff; ) - axlgiz (x)a_cicz(x) - 3301(];3;2 (l‘)%(.’ﬂ)
| Gz \ ¥ Jwg \ ¥
| (r)  (r) |
o oz dz _9%f Afs _9%fs ofs
| Oz10x3 Ox10x3
| () (r) |
] d 52 2
Cos(x) = det | O = 28 ()58 () — 2L (2).28(x)
Lo ) 3 3
| Ox20x3 Ox20x3 _
| ) 2@ ]
o Ox10x O0x10x _ 9%f afs o o%f Ofs
Cyi(x) = det @Ex) @(233) = 21003 (x)'az?; (x) Bo1073 <x>‘az§ (%)
| Oz Oxs
| ) 2@ ]
o Ox1013 010z _ 0%*f Ofs _0*F af2
C31 () = det or (1) @Ex) = Bei0es (I)-a;; (z) Baidrs <$)'amz (z)
| Oxo Ox2 _
[ (r) () |
032(27) = det Ba;flz 5;;3 = 3225:;3 (x)g_ﬁ(x) aizgig (m)g_ﬁ(l')
| Ox20x3 (l’) Oxo0x3 (ZE) ]
Observe que 021 = 012, 031 = —013 € 032 = 023
Note agora que:
d d d
o) = 2 (5@ ) fw)
Y -Y; ofs of 9% f af: O f
= axlaiz( z). _( ) + axlaxg( ). axz( ) — 21003 (fﬁ>a—;;<ﬂf> Ba1ds
92 52 ) ) 92
- 8x1£§32( )a_( ) — axlgig( )8£§( )+8x16x3(x)‘8_£2<x) amlgig
= Cia(z) + Ciz()

> G

J#1
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Ci;(z) o determinante da matriz M (x) retirado a i-ésima linha



2 2 2 2
G2(x) = ot (2)g2(2) + godi (o). 52 () — 352513 (). 52 () — gordis (). 52 ()
- 821(512 (x)a_xi,(x) - 82152):2 (l’) gi‘g (37) + (9xgaa73 (l’)g_ﬁ(l') 85252:23 (x)g—ﬁ(l')
= 012(33) + 023(33')
= 021<.§L’) + 023(.1’)
— Z Cs;
72
Sia(x) = ot (0)g () + 5ot (0). 52 (0) — o (2). 55 () — godi-(2). 52 (2)
2 2 2 2
- 8315‘23 (.T) 872(1’) - 851(2;-?&]:3 (x) gf (ZL') + (952(2;1;3 (l‘)g_{j(l‘) - 8225?83 (l’)g_ﬁ(
= 031<.§L’) + 023(.1’)
= 031(1') + 032(513)
- Z Cs;
J#3
De onde segue que
S (FUE () = (1) GE () + (1) 5 (x) + (—1)3%”(%)
= —Cp(z) = Ci3(z) + Ca(z) + Cas(x) — Cai(z) — Caa()
= —Clz(ff) — 013(27) + Cm(ﬂ?) + ng(ﬂ?) + Clg(QT) 023(113) =0
|
3
C.2 Z(—1)1+1EZ(ZL')ZL‘Z =T
i=1
Mostraremos a igualdade (2.6) para o caso N=3.
Temos
14+ Aoz A3x
E1<$> = det 2 2 = (1+)\2$2)<1+)\3$3)—>\3$2)\2$3 = /\3$3+1+>\2Z2;
AoT3 1+ A3z3
A2T1 A3T1
EQ(ZB) = det = ()\2231)(1 + )\3233) — )\31’1)\2273 = )\2$1;
)\21’3 1+ /\31’3
Ao AT
E3<J]) = det > i = (/\2171)(]. + /\31’2) - ()\31'1)(1 + )\21’2) = —>\3I1.
1+ /\2372 1+ )\3562

Entao:
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Z?Zl(—l)i—'—lEi((L’)l’i =T = ()\3.773 + 1+ /\QI’Q) + (—1)2+1<)\Ql’1> + (—)\3.731)
= A3T3%1 + X1 + Ao — A1 T2 — A\3T1T2

= 7.
como queriamos.



Bibliografia

] C.

2l

3]

4]

5]

(6]

7]

8]

9]
[10]

[11]

C.

O. Alves and D. G. de Figueiredo, Nonvariational Elliptic Systems via Galerkin
Methods, Nonlinear Analysis, 47-57.

. Ambrosetti, H. Brezis and G. Cerami, Combined effects of concave and convex

nonlinearities in some elliptic problems , J. Funct. Anal. 122 (1994), 519-543.

O. Alves, D. C. de Morais Filho and M. A. Souto, On systems of elliptic
equations involving subcritical or critical Sobolev exponents, Nonlinear Analysis

42 (2000), 771-787.

. Kesavan, Topics in funcional analysis and applications, John Wiley & Sons

(1989).

. Giglioli, FEquacoes Diferenciais Parciais Elipticas,10° Coloéquio Brasileiro de

Matematica, IMPA, Pogos de Caldas (1975).

. A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York (1975).

. G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesque Measure, Wiley, New

York (1995).

. G. Bartle, The Elements of Real Analysis, Second Edition, Wiley.
. Brezis, Analyse Fonnctionelle, Theorie et Applications, Dunod (1999).

. kavian, Introduction a la théorie des points critiques et Appications aux Prob-

lemes Elliptiques, Springer-Verlag (1993).

. Gilbarg and N. Trundinger, Elliptic partial differential equations of second

order, Springer-Verlag (2001).



99

[12] M. Struwe, Variational Methods, Applications to Nonlinear Partial Differential
FEquations and Hamiltonian Systems, Springer-Verlag (1980).

[13] D. G. da Costa, Tdpicos em Andlises nao-linear e aplicagoes as Equagoes difer-
enciais, VIII Escola Latino-Americana de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro

(1936).

[14] D.G. de Figueiredo, Equacédes Elipticas nao lineares, 11° Coloquio Brasileiro de
Matematica, IMPA, Pogos de Caldas (1977).

[15] D.G. de Figueiredo, Teoria Cldssica do Potencial, Editora Universidade de
Brasilia, Brasilia (1963).

[16] M. P. do Carmo, Differencial Geometry of curves and superfaces, Pretice-Hall,
Englewood cliffs (1976).

[17] E. Kreyzkig, Introductory Funcional Analysis whit Applications, Wiley, New York
(1989).

[18] E. L. Lima, Curso de Andlise, Vol. 1, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro
(1976).

[19] E. L. Lima, Curso de Andlise, Vol. 2, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro
(1981).

[20] E. L. Lima, Espacos Métricos, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro (2003).

[21] L. A. Medeiros, M. Milla Miranda, FEspacos de Sobolev, Instituto de Matematica
- UFRJ, Rio de Janeiro (2000).

[22] J. L. Boldrini, S. I. R. Costa, V. L. Figueiredo , H. G. Wetzler, Algebra Linear, 3*
edi¢ao, Harbra (1986). (2003).



