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RESUMO 

Carmo, Joao Evangelista Franco doa Fenomenos de difusao em solidos esferoidais oblatos: 

Modelagem e simulacao. Campina Grande 2000. 94p. (Dissertacao) Mestrado em 

Engenharia Mecanica - Universidade Federal da Paraiba. 

Uma solucao numerica da equacao de difusao para descrever a transferencia de massa 

dentro de esferoides oblatos considerando coeficiente de difusao e condicao de contorno 

constantes e do tipo convectiva, sao apresentados. A equacao de difusao no sistema de 

coordenadas esferoidais oblato foi usada para um caso bidimensional, e o metodo de 

volumes finitos foi empregado para discretizar a equacao basica. O sistema de equacoes 

gerado a partir da discretizacao da equacao de difusao foi resolvido iterativamente usando 

o metodo de Gauss-Seidel. Como aplicacao varios resultados para varias razoes de aspecto 

sao apresentados. Os efeitos dos numeros de Fourier e Biot e da razao de aspecto na taxa 

de secagem, teor de umidade medio e distribuicao do teor de umidade, durante o processo 

sao apresentados e analisados. Para investigar o efeito da razao de aspecto, diferentes 

resultados do teor de umidade medio, sao mostrados. Os resultados obtidos sao 

consistentes e o modelo apresentado pode ser utilizado para resolver problemas de difusao 

tais como secagem, umidifieacao, aquecimento e resfriamentos de solidos com geometria 

que vai desde disco circular ate esfera, incluindo esferoides oblatos. 

Palavras-chave 

Difusao, Esferoide oblato, Modelagem, Simulacao, Secagem, Volumes finitos 



ABSTRACT 

Carmo, Joao Evangelista Franco do, Difosion phenomena in oblate spheroidal solids: 

modeling and simulation, Campina Grande, 2000. 94p. (Dissertacao) Mestrado em 

Engenharia Mecanica- Universidade Federal da Paraiba. 

A numerical solution of the diffusion equation to describe mass transfer inside oblate 

spheroids, considering diffusion coefficient and constant or convective boundary 

condition, are presented. The diffusion equation in oblate spheroidal coordinate system 

was used, in a two dimensional case, and the finite-volume method was applied to 

discretize the basic equation. The set of equation was solved iteratively using the Gauss-

Seidel method. In application various results for various aspect ratios, are presented. The 

effects of the Fourier, Biot number and the aspect ratio of body on the drying rate, mean 

moisture content and moisture content distribution during the process are presented and 

analyzed. To investigate the effect of the aspect ratio only, different results of the average 

moisture content are showed. The results show that the model is consistent and it may be 

used to solve diffusion problems such as drying, wetting, heating and cooling in oblate 

spheroidal solids, including circular disk and sphere. 

Key words 

Diffusion, Oblate spheroid, Modeling, Drying, Finite-volume 



CAPITULO I 

INTRODLCAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A secagem e um complicado processo que envolve a transferencia 

simultanea de calor, massa e quantidade movimento linear. Exist em duas dificuldades 

basicas para a obtencao de dados confiaveis com a utilizacao de um determinado modelo 

matematico. A primeira e relacionar todas as grandezas fisicas relevantes no processo, e a 

segunda e a solucao da equacao representativa do fenomeno. Na tentativa de melhor 

elucidar um processo de secagem real, varias teorias sobre a secagem de solidos foram 

propostas, varios modelos matematicos foram desenvolvidos, sendo que quase todos, 

baseados no modelo de difusao. 

O estudo ou analise de um processo fisico normaimente passa por um 

modelamento matematico capaz de representar ou simular este processo. Varios 

parametros afetam a cinetica de secagem de produtos higroscopicos, tais como: 

coeficiente de difusao, as condicoes ambientais externas e encolhimento do produto. 

Evidentemente quanto maior for o numero de parametros relevantes incluidos no 

modelamento matematico de um processo, mais proximo se estara da situacao fisica real. 

A taxa de secagem de um produto higroscopico normaimente se da em duas 

fases distintas. No primeiro estagio de secagem, a taxa e constante, e no segundo estagio, 

ela e decrescente. Neste segundo estagio, um modelo bastante usado para descrever a 

transferencia de umidade no interior do solido e baseado na teoria da difusao liquida. 

O estudo da difusao liquida e bastante comum na literatura. Na sua materia 

e aplicado a corpos com geometrias bem conhecidas tais como: paralelepipedos, cilindros e 

esferas, utilizando-se para a solucao do problema condicoes de contorno de equiiibrio ou 



convectivas na superficie do corpo. Sendo assim, existe a necessidade de estudos que 

envolvam outras formas geometricas, tais como esferoides prolatos e oblatos, formas estas 

tao comum na natureza. Por exemplo, banana, casulo do bicho-da-seda, arroz e trigo tern 

forma aproximada de um esferoide prolate Ja a lentilha, alguns tipos de comprimidos e 

sementes de varias frutas e vegetais apresentam formas que se assemelham a um esferoide 

oblato. O esferoide prolato e obtido atraves da revolucao de uma superficie eliptica em 

torno do seu eixo maior, ja o esferoide oblato e obtido a partir da revolucao da superficie 

eliptica em tomo do seu eixo menor. 

O presente estudo constitui-se numa analise numerica do processo de 

difusao (secagem, umidificacao, aquecimento ou resfriamento) em corpos com geometria 

esferoidal oblato. O autor se propoe em sintese, atingir os seguintes objetivos. 

• Apresentar uma solucao numerica para o problema de difusao 

transiente, baseando-se no modelo difusivo. 

• Adaptar um programa computational existente, para simular a 

processo de difusao em eorpos esferoidais oblatos. 

• Focalizando particularmente a secagem, simular a distribuicao do 

teor de umidade no interior de corpos esferoidais oblatos e suas respectivas- cineticas 

de difusao. 



CAPITULO II 

REVISAOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA DA LITERATURA 

2.1 O processo de secagem 

As operacoes de secagem ou de desidratacao sao importantes passos na industria 

quimiea, no processamento de alimentos e na estocagem de grios. A fmalidade da secagem e a 

remo9ao parcial de um liquido (geralmente a agua) da materia solida. A particularidade da 

secagem em relacao a outras tecnicas de separacao e que a retirada das moleculas e obtida por 

uma movimentacao da agua, gracas a uma diferenca de pressao parcial do vapor d'agua entre a 

superficie do produto a ser secado e o ar que o envolve. No caso dos alimentos, a remocao de 

agua do material umido e realizada ate um nivel onde o estrago provoeado por 

microorganismos possa ser minimizado. 

O ar e utilizado como agente de secagem para a maioria dos processos industriais de 

secagem. Ele e uma mistura de vapor de agua com o ar seco (na sua maioria composta por 

moleculas de oxigenio e nitrogenio). Para a modelagem do processo de secagem, o 

conhecimento das propriedades termodinamieas do ar e suas mudancas no decorrer do 

processo se tornam imprescindiveis. 

Num processo de secagem com ar aquecido, o material umido esta em contato com o ar 

nao saturado, e como resultado o teor de umidade do material decresce eoare umidificado. 

Durante a secagem de um material ocorrem simultaneamente transferencia de calor e massa 

no interior do solido e na camada de contomo entre o solido e o agente de secagem. Esta 

dinamica esta sujeita a influencias exercidas pelas condifSes externas tais como temperatura, 
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umidade relativa e velocidade do ar, bem como pela estrutura interna do material a ser 

secado. 

O processo de secagem pode provocar mudancas na forma e estrutura do produto, o 

aparecimento de fendas e a oxidacao de componentes instaveis. Para completar, estudos sobre 

o aparecimento de fissuras e o poder de germinacao em solidos durante o processo de 

secagem, indicam que tensoes sobre o material podem ser minimizadas se for feito durante a 

secagem, uma avaliacao da distribuicao do teor de umidade e da temperatura no interior do 

produto Soravacos e Kostarapoulos (1995). 

Do exposto, pode-se afirmar que um estudo cuidadoso das propriedades 

termodinamieas do ar e mecanismos de transporte de umidade no interior do produto, durante 

o processo de secagem, e de suma importancia. 

2.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O material umido 

Usualmente, os materiais passiveis de se submeterem a um processo de 

secagem, consistem de um esqueleto (ou substrato) de material seco adicionado a uma 

quantidade de umidade, principalmente no estado liquido. Os chamados materiais umidos 

apresentam propriedades fisicas, quimicas e estruturais diferentes, que resultarn das 

propriedades do esqueleto junto com as caracteristicas da agua contida nele. Entre estas 

propriedades, as que mais influenciam o processo de secagem sao as relacionadas com 

aspectos mecanicos-estruturais, tipo de umidade e o tipo de ligacao solido-agua. De acordo 

com Luikov (1968), citado por Strumillo e Kundra (1986), os materiais umidos podem ser 

classificados em corpos coloidais, corpos porosos capilares e corpos porosos capilares 

coloidais. A caracteristica dos corpos coloidais e que, em um processo de secagem, estes 

mudam suas dimensoes, mas conservam suas propriedades elastieas. Os corpos porosos 

capilares, depois da secagem, se contraem e tornam-se um tanto quebradicos. O terceiro tipo 

de material umido possui uma caracteristica intermediaria entre os dois citados anteriormente. 
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Para o material umido pode-se defmir o teor de umidade de duas formas: 

Teor de umidade em base seca (b.s.) 

M=m w/m s (2.1) 

• Teor de umidade em base umida (b.u) 

M = m w / m (2.2) 

onde m =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mw+m s, e a massa do produto umido, m w e a massa de agua contida no produto e m s 

e a massa do solido. 

Durante a secagem, o material pode atingir os seguintes teores de umidade comumente 

definidos na literatura: teor de umidade inicial, critico e de equiiibrio. O teor de umidade 

inicial e o valor da umidade no material quando se inicia o processo de secagem. O teor de 

umidade critico se da quando acontece uma mudanca na taxa de secagem, de constante para 

decrescente. O teor de umidade de equiiibrio se da quando o material umido esta em equiiibrio 

com o agente de secagem, em uma determinada condicao, neste caso, nao existe fluxo de 

umidade entre eles. Quando este estado de equiiibrio e atingido, o teor de umidade no interior 

do solido passa a ser uniforme. As isotermas de sorcao mostram curvas bem defmidas, que 

relacionam o teor de umidade do solido e a umidade relativa do ar de secagem, quando o 

estado de equiiibrio e atingido. Varias destas isotermas podem ser encontradas na literatura 

Iglesias e Chirife (1982). 

2.3 Mecanismos de migracao de umidade nos solidos 

O processo de retirada da umidade em um solido pode ser dividido em dois periodos 

distintos. Aquele caracterizado por uma taxa constante de retirada de umidade e outro por uma 

taxa decrescente. Neste ultimo periodo, o mecanismo de retirada da umidade sofre uma grande 

influencia das caracteristicas do solido. No periodo da taxa de secagem constante, a 
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transferencia de calor e massa depende principalmente dos mecanismos de transporte nas 

camadas superficiais do solido, porem, no periodo de taxa de secagem decrescente, a este fator 

extemo e adicionado a resistencia ao transporte de umidade dentro do material a ser secado. 

Os seguintes mecanismos de transporte da umidade no interior dos solidos sao apresentados na 

literatura por Strumilo e Kundra (1986), Fortes e Okos (1980): a) difusao liquida no interior do 

solido, devido a um gradiente de concentracao de umidade; b) movimento de liquido devido a 

forcas capilares; c) difusao superficial, devido a um gradiente de concentracao de umidade 

superficial; d) movimento do liquido, devido a forca gravitacional; e) fluxo de vapor e/ou 

liquido, devido a diferenca total de pressao. 

Tomando em consideracao os mecanismos de movimento da umidade no interior dos 

solidos, Luikov (1968) dividiu ainda os corpos capilares em microcapilares ( r < 10~7m ) e 

macrocapilares (r>10~7m), com "r" sendo o valor do raio intemo do poro . E assumido ser de 

10~7 metros o valor do livre caminho medio do vapor de agua quando este estiver submetido 

a uma pressao igual a pressao atmosferica. Nos materiais microcapilares, o transporte da 

umidade se da atraves da difusao ordinaria de vapor ou liquido. Nos corpos microcapilares, os 

poros estarao preenchidos com a agua na fase liquida, se houver uma adsorcao de uma camada 

de liquido polimolecular nas paredes dos poros. Em contrapartida, os corpos macrocapilares so 

estarao preenchidos com a fase liquida se estiverem em contato direto com um liquido. 

Do exposto pode-se afirmar que a umidade pode existir na superficie e no interior de 

materiais umidos sob a forma de vapor e/ou liquido. Na superficie, a umidade e um liquido 

que existe como uma pelicula externa sobre o material, fixa ao solido devido ao efeito de 

tensao superficial. A ligacao da umidade com o material pode ser uma ligacao quimica, fisico-

quimica ou fisico-mecanica. Como mencionado anteriormente, existe um valor do teor de 

umidade para a qual o corpo esta em equiiibrio com o agente de secagem, acima ou abaixo 

deste valor o corpo devera estar em um processo de secagem ou de umidificacao, ou seja, 

estara havendo o movimento de umidade no interior e na superficie do corpo (Marinos-Kouris 

eMaroulis 1995). 
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2.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Teorias e modelos de secagem 

Atualmente varias teorias para descrever o processo secagem sao apresentadas. Os 

seguintes modelos teoricos para a transferencia de calor e massa em corpos porosos tern sido 

amplamente sugeridos na literatura. 

• Teoria da difusao liquida 

• Teoria da capilaridade 

• Teoria da condensacao - vaporizacao 

• Teoria de Krischer 

• Teoria de Luikov 

• Teoria de Phillip - DeVries 

2.4.1 Teoria da difusao liquida 

A teoria de difusao liquida tem como modelo matematico a equacao de Fick, 

considerando que o fluxo de umidade no interior do solido e gerado por um gradiente de 

concentracao. A seguinte equacao e valida : 

^ - = V - ( D V M ) (2.3) 
dt 

onde M e o teor de umidade do material e D e a difusividade de massa. 

A difusao liquida tem sido proposta como o principal mecanismo para o fluxo de 

umidade no interior dos solidos. Esta teoria tem sido aplicada para diversos materiais, 

considerando o coeficiente de difusao como sendo constante ou depende da temperatura e/ou 

do teor de umidade Alsina et al (1997), Junior e Correa (1999), Wagner e Shlunder, (1998), 

Junior e Coirncross (1998), Azzouz et al. (1998), Sanjuan et al. (1998), Gouveia et al. (1999). 

Segundo Queiroz (1994), o modelo de difusao liquida apresenta bons resultados para a analise 

de secagem em graos, frutos e cereais devido a peculiaridade destes produtos nao 

apresentarem um periodo de taxa constante nas suas curvas caracteristicas de secagem, 
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permitindo que o processo seja totalmente controlado pelas condicoes internas do material. A 

ausencia do periodo de taxa constante de secagem e observado por exemplo no processo de 

secagem do quiabo fresco Shivhare et al. (2000). Tambem foi citado por Luccas (1996) que 

no periodo de secagem decrescente, os processos difusivos de agua do interior do material 

para a sua superficie, controlam a operacao de secagem. 

No entanto, segundo Hougen et al (1940), citado por (Fortes e Okos (1980) a difusao 

liquida vista com o unico mecanismo de movimento da umidade tem sido sujeito a severas 

criticas. Na verdade, as discrepancias entre resultados experimentais e teoricos podem e 

devem ser sempre minimizadas. Estas discrepancias, em geral, sao oriundas da aplicacao do 

modelo de difusao liquida considerando o coeficiente de difusao constante ao longo do 

processo de secagem, condicoes de contomo inadequadas, nao encolhimento do produto, entre 

outras. 

Apesar das ressalvas feitas por diversos autores, a predicao do movimento de umidade 

atraves da difusao liquida nao pode ser negada, ate porque teorias mais sofisticadas utilizam a 

Lei de Fick para determinar o movimento de vapor e/ou liquido nos solidos. As criticas a esta 

teoria se concentram mais no fato da sua aplicabilidade em todos os estagios da secagem. 

Nestes casos o significado fisico do coeficiente de difusao se perde, ou e interpretado como a 

soma de varios efeitos simuMneos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.1.1 Difusao em solidos esferoidais oblatos e prolatos 

O modelo de difusao aplicado a solidos esferoidais tem sido considerado na literatura. 

Niven (1880) apresenta uma solucao analitica para o problema de conducao do calor em 

esferoides com a consideracao de condicao de equiiibrio na superficie. 

Haji-Sheikh (1986), utilizando o metodo de Galerkin e condicao de equiiibrio na 

superficie, apresenta uma solucao para a equacao de difusao em uma fronteira irregular. Este 

metodo de solucao foi utilizado para fomecer a distribuicao de temperatura no interior de 

esferoides. 
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Sheri e Hayakawa (1992) apresentam resultados sobre a influencia de parametros tais 

como o encolhimento volumetrico, sobre o tempo de degelo de alimentos com forma 

esferoidal ou cilindrica, Difusao convectiva e adsorcao em particulas esferoidais oblatas e 

prolatas sao apresentadas no trabalho de Couteliens et al (1995). 

Haji-Sheikh e Sparrow (1966) apresentam uma solucao analitica para conducao de calor 

transiente em corpos esferoidais prolatos para o caso de temperatura constante na superficie. 

Resultados das temperaturas no centro e no ponto focal sao apresentadas para varios 

esferoides. 

Haji-Sheikh e Sparrow (1967) apresentaram uma solucao numerica para a temperatura 

no interior de corpos esferoidais, assumindo conditio de contorno convectiva e radiativa e 

usando o metodo de Monte Carlo, em coordenadas cartesian as. Os resultados obtidos 

apresentam boa concordancia com resultados analiticos reportados num trabalho anterior de 

Haji-Sheikh e Sparrow (1966). 

Normiton e Blackwell (1964) propoem uma solucao formal para transferencia de calor 

transiente de esferoides prolato e oblato com temperatura constante na superficie. A 

metodologia foi aplicada apenas para calcular numericamente a temperatura ao longo da 

coordenada radial de um disco circular ao longo do tempo. 

Wrobel e Brebbia (1981) reportam uma formulacSo numerica usando o metodo de 

elementos de fronteira em coordenadas polares, para analise do problema de conducao de 

calor transiente em corpos axialmente simetricos com condicao de contorno de equiiibrio na 

superficie. Como uma das aplicacoes, o metodo e usado para descrever a temperatura no 

centro de um esferoide prolato. Os resultados obtidos apresentam boa concordancia com dados 

analiticos obtidos por Haji-Sheikh e Sparrow (1966) e numerieos obtidos pelo uso de 

elementos finitos, por Zienkiewicz e Parekh (1970). 
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Elvira (1990) reporta uma solucao numerica para o problema de difusao em corpos 

elipticos com condicao de equiiibrio na superficie, usando um metodo implicito de direcao 

alternada, em coordenadas polares, com malhas ortogonais e nao-ortogonais. Como aplicacao, 

o metodo foi testado para descrever os processos de umidificacao de arroz e batata, 

apresentando boa concordancia com dados experimentais. 

Haghighi et al. (1990) apresentam uma formulacao utilizando o metodo de elementos 

finitos para resolver o problema de transferencia de calor e massa em corpos com simetria 

axial. O modelo foi usado para simular o processo de secagem de graos de cevada. Os 

resultados do modelo ajustaram-se bem aos dados experimentais. Procedimentos similares 

foram utilizados por Sokhansanj (1980) e Sarker et al. (1994) para simular processo de 

secagem de graos de arroz. Em todos os casos foi assumida condicao de contomo convectiva. 

Lu e Siebenmorgen (1992) usando o metodo de elementos finitos em coordenadas 

polares, apresentam um modelamento para descrever a adsorcao de umidade em graos de 

arroz, assumindo condicao de equiiibrio na superficie. Os resultados obtidos numericamente 

sao comparados com os dados experimentais e excel ente concordancia foi obtida. 

O arroz e um grao que em geral tem a forma de um esferoide oblato. Varios estudos 

sobre a secagem do arroz sao apresentados na literatura, os mais simples consideram o 

modelo de resfriamento de Newton. Sharma et al (1982) descreve a secagem do arroz 

baseando-se em um modelo semi-teorico analogo a equacao de resfriamento de Newton, mas 

considerando o grao de arroz composto por dois compartimentos diferentes e sobrepostos. 

Diferentes formas geometricas, principalmente a forma cilindrica, sao comumente 

utilizadas para simular a secagem do arroz. No entanto, numa analise mais realistica, Lu e 

Siebenmorge (1992), consideraram para o estudo da secagem do arroz, a difusao em um solido 

com geometria esferoidal prolata. Lima (1999) apresenta um estudo numerico/analitico da 

difusao de calor e massa em esferoides prolatos, com aplicacao a secagem de bananas. 
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2.4.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Teoria capilar 

A teoria capilar se refere ao fluxo de um liquido atraves dos intersticios e sobre a 

superficie de um solido, como sendo devido as atracoes moleculares entre o liquido e o solido. 

Esta teoria e baseada no conceito do potencial capilar (cp), que pode ser entendido como a 

diferenca de pressao entre a agua e o ar, na interface agua-ar, presente em um capilar. Para 

condicoes isotermicas, o potencial capilar e assumido ser proporcional ao gradiente de 

concentracao da umidade. No entanto, segundo Fortes e Okos (1980), Ceaglske e Hougen 

(1937) destacaram que na secagem de solidos granulares, o fluxo de agua e completamente 

determinado por forcas capilares, sendo independentes da concentracao de agua. Foi mostrado 

atraves de experimento que o fluxo de umidade pode ate esta na direcao de incremento da 

umidade. Na secagem de alimentos, a teoria do fluxo capilar tem sido aceita principalmente 

para os estagios da secagem em alta umidade. 

2.4.3 Teoria da condensacao - evaporacao 

Segundo Fortes e Okos (1980), o modelo teorico da condensacao - evaporacao foi 

motivado pelos trabalhos de Henry (1939), quando da tentativa de compreensao da umidade 

existente em fardos de algodao. Seu modelo considera o solido constituido por redes 

continuas de poros e as equac5es que governam o fluxo de umidade no material sao derivadas 

de um apropriado balanco de calor e massa. O balanco de massa considera o movimento de 

vapor atraves do solido, e o balanco de energia e feito considerando o fluxo de calor atraves da 

conducao adicionando-se o calor envolvido na adsorcao e/ou absorcao de umidade pelo solido. 

Embora muitos trabalhos posteriores ao de Henry tenham limitado o fluxo de umidade 

atraves do solido somente na fase de vapor, sua teoria nao se limitou ao vapor como unica 

substantia difusiva. 

Hougen et al. (1940), citado por Fortes e Okos (1980) estabeleceu que a umidade pode 

mover por difusao de vapor atraves de um solido, desde que seja estabelecido no seu interior 
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um gradiente de temperatura, que por sua vez ira criar um gradiente de pressao na direcao da 

superficie de secagem. Desta forma, na secagem de uma parti cu la com o agente ex ternzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o a uma 

determinada temperatura, so existira fluxo de vapor enquanto o material nao entrar em 

equiiibrio termico com o agente de secagem; a partir dai, o fluxo de massa atraves do solido se 

dara predominantemente por difusao liquida. 

2.4.4 Teoria de Luikov 

Segundo Fortes e Okos (1980), no desenvolvimento de sua teoria Luikov se baseou nos 

principios da Termodinamica de Processos Irreversiveis e assumiu que os fluxos de umidade 

devido a difusao de vapor e liquido, sao devidos respectivamente a um gradiente de 

temperatura e de concentracao total de umidade no interior do solido. As equacoes que 

descrevem o modelo de Luikov sugerem que o transporte molecular de vapor d'agua, ar e 

liquido acontecem simultaneamente. Estes modelos de transferencia de umidade sao do tipo 

difusivos e podem ser expressos por uma equacao similar a lei de Fick. O modelo matematico 

da teoria de Luikov e amplamente discutido na literatura, o destaque feito neste texto e que a 

teoria agrega simultaneamente os fluxos de umidade na forma de vapor e liquido. 

2.4.5 Teoria tffe Philip e De Vries 

Esta teoria considera que em materiais porosos, a agua se move atraves da 

difusao de vapor de e por capilaridade. O fluxo de vapor e considerado ser dependente da sua 

concentracao e dos gradientes de temperaturas no solido e o fluxo de umidade na fase liquida e 

devido a efeitos de capilaridade e pode se dar em condicoes isotermicas ou nao. A teoria de 

Philip e DE Vries tambem considera o fluxo de umidade devido a potenciais gravitacionais. 

Em geral, pode-se dizer que a difusividade liquida e um fator importante para condicoes em 

que estao presentes altos teores de umidade, enquanto que a difusividade de vapor e 

importante para condicoes de baixo valor do teor de umidade. 
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2.4.6 Teoria de Krischer zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Em sua teoria, Krischer citado por Fortes e Okos (1980) assumiu que durante a 

secagem, o fluxo de umidade pode se dar no estado liquido, por capilaridade, ou no estado de 

vapor devido a um gradiente de concentracao de vapor, Esta teoria leva em conta a 

transferencia de calor e massa simultanea, e, pode ser aplicada em uma variedade de meios 

porosos. O trabalho de Krischer serve como base para teorias mais complexas como a de 

Berger e Pei, e tem sido aplicada para a analise em variados tipos de alimentos (Fortes e Okos, 

1980). 

Como foi visto, varios modelos para a difusao de umidade atraves dos solidos 

podem ser encontrados na literatura, quase todos levando em consideracao a migracao da 

umidade na forma de vapor e/ou liquido. O fluxo de umidade e considerado ser provocado 

pelo gradiente de uma grandeza escalar tal como a temperatura, pressao total, concentracao de 

umidade ou pelo potencial quimico entre a agua e a rede de poros capilar do solido. Neste 

trabalho sera utilizada a teoria da difusao liquida, sendo o fluxo de umidade provocado por um 

gradiente de concentracao de umidade no interior do solido. 

2.5 Coeficientes de transporte no processo de secagem dos solidos 

A secagem de solidos e o projeto de equipamentos utilizados para realizar esse 

processamento requerem constantes dados sobre as propriedades fisico-quimicas das 

substantias a serem tratadas. A relativa carencia destes dados se deve principalmente a 

complexidades das estruturas fisicas e quimicas apresentadas por algumas substantias tais 

como alimentos e graos. Os produtos solidos tais como frutas e vegetais sao particularmente 

sensiveis a tensSes termicas ou mecanicas, requerendo equipamentos de processamento 

especializados, para que possiveis danos causados na qualidade final do alimento possam ser 

minimizados. 

As propriedades de transporte para gases e liquidos podem ser diretamente medidas ou 

preditas, baseando-se em principios fisico - quimicos, no entanto, para materiais solidos tais 
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como alimentos, este procedimento naozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e possivel (Saravacos e Kostarapoulos, 1995). Nestes 

casos, a predicao pode ser feita atraves do ajuste entre dados experimentais e dados obtidos 

atraves de simulacao. 

2.5.1 Propriedades de transporte de calor e massa 

A difusividade de umidade e a condutividade termica sao propriedades do material que 

em geral dependem do teor de umidade, da temperatura e da estrutura fisica do material. Ja os 

coeficientes de transporte convectivos de calor e massa na superficie de contorno entre o 

material e o agente de secagem dependem das condicoes do agente (normaimente o ar seco 

mais vapor de agua) tais como, umidade absoluta, temperatura, velocidade e tambem da 

geometria do corpo solido que esta sendo secado ou umedecido. 

Desta forma, o processo de secagem depende ao mesmo tempo das propriedades de 

transporte no interior do material, das condicoes do ar de secagem e do tipo de condicao de 

contorno entre a superficie do corpo e o ar que o envolve. Para grandes particulas e altas 

velocidades do ar, o processo de secagem depende principalmente das propriedades fisicas do 

material. Ao contrario, para pequenas particulas e baixas velocidades do ar, o processo de 

secagem depende mais das condicoes do ar de secagem. Para corpos com alta porosidade, tem-

se um alto valor do coeficiente de transporte de umidade e um pequeno valor da condutividade 

termica; nestes casos, o processo de secagem e controlado pela resistencia a transferencia de 

calor. Como se ve, para a analise da cinetica e dinamica da secagem de um material solido, e 

fundamental o conhecimento de suas propriedades fisicas, e das caracteristicas do ar que o 

envolve (Strumilo e Kundra 1986). 

• A difusividade de massa 

A difusao nos materiais solidos e um complicado processo que envolve difusao 

molecular, fluxo por capilaridade, difusao superficial e outros. A combinacao de todos esses 

fenomenos gera o que e definido na lei de Fick por difusividade efetiva, tambem conhecida 

14 



por coeficiente de difusao e ate mesmo por difusividade de massa. Para corpos heterogeneos, a 

heterogeneidade do materialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e incorporada na difusividade efetiva. 

Alguns metodos especificos para medidas experimentais da difusividade de massa sao 

sugeridos na literatura tais como: cinetica de sorcao, tracadores radioativos, curvas de 

concentracao, ressonancia nuclear magnetica. (Marinos-Kouris e Maroulis 1995). Em geral, 

principalmente para o caso de alimentos, e dificil a comparacao entre os dados existentes na 

literatura, porque os metodos de estimacao sao diferentes e sempre ha uma certa variacao 

entre os dados apresentados. 

A maioria dos dados na literatura referentes a difusividade de massa, diz respeito ao 

transporte de agua nos processos de secagem ou hidratacao. A difusividade de massa 

depende fortemente da estrutura fisica do produto alimenticio, em geral, quanto maior a 

porosidade, maior o coeficiente de difusao. No processo de secagem, existe sempre o 

transporte de calor e massa no interior do produto sendo que em varias situacoes o transporte 

de calor pode se dar muito mais rapido do que o transporte de massa. Nesta circunstancia, o 

produto entra rapidamente em equiiibrio termico com o ar de secagem e a partir dai somente a 

transferencia de massa devido a gradientes que nao seja de temperatura deve ser considerada. 

O valor da difusividade, como ja foi dito e funeao da temperatura e do teor de umidade 

do corpo. A dependencia com a temperatura pode ser expressa pela equacao de Arthenius: 

-F zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
__2_ 

D = D 0 e R T (2.4) 

onde D 0 (m
2/s) e o fator de Arrenius, E a (kJ/kmol) e a energia de ativacao, R (kJ/kmol/K) e a 

constante dos gases e T e a temperatura absoluta. 

A dependencia da difusividade D com o teor de umidade e semelhante a mostrada na 

equacao 2.4. Varias expressoes mostrando a dependencia da difusividade com o teor de 

umidade e/ou temperatura, validas para diferentes materiais podem ser vistas em Marinos-
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Kouris e Maroulis (1995). Uma destas expressoes, validas para a cenoura e maca, tem a 

seguinte forma. 

D(M,T) = a 0 e
a i M e " a 2 / 1 

(2.5) 

onde M e o teor de nmidade, aj sao constantes e T e a temperatura 

Assim, a difusividade de massa do material aumenta com o aumento da temperatura e do 

teor de umidade. Varias outras equacoes mostrando a dependencia deste coeficiente de 

transporte com a temperatura e/ou teor de umidade serao encontradas em Lima (1999), 

Strumilo e Kundra (1986). 

• A condutividade termica 

A medida dos valores da condutividade termica e feita atraves de varias teenicas que 

podem ser agrupadas em metodos transiente e permanente (Marinos-Kouris e Maroulis, 1995). 

No metodo em estado permanente a distribuicao de temperatura ao longo da amostra e 

medida. A amostra e colocada entre uma fonte e um sorvedouro de calor. O metodo em 

estado transiente consiste no uso de uma fonte linear ou plana de calor. O procedimento usual 

e aplicar um fluxo constante de calor na amostra e medir o aumento de temperatura em um de 

seus pontos. 

A condutividade termica pode variar fortemente com a estrutura fisica do material, 

desta forma, em frutas e vegetais a condutividade termica e uma funeao da porosidade (e); em 

geral, quanto maior a porosidade, menor e a condutividade termica do alimento. A 

condutividade termica de um material poroso pode ser estimada a partir da condutividade do 

material solido, mais a condutividade do ar e a porosidade (s), (Maroulis et al., 1990, citados 

por Saravacos e Kostarapoulos, 1995). 
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• Difusividade termica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Quando a condutividade termica no interior de um solido nao depender das coordenadas 

espaciais, a equacao de conducao do calor expressa pela lei de Fourier pode ser escrita 

utilizando-se a difusividade termica. Esta propriedade e definida como: 

O calor especifico e a entalpia dos alimentos dependem fortemente do seu teor de 

umidade, visto que a agua possui o maior calor especifico de todos os elementos que entram 

na composicao do alimento. A difusividade termica de um material homogeneo depende da 

temperatura e da sua composicao, seus valores podem ser determinados atraves de equacoes 

empiricas. Para materiais heterogeneos, tais como solidos porosos, o efeito da geometria do 

material deve ser considerada, e a estimacao da condutividade termica pode ser feita 

utilizando-se de modelos estruturais (Kouris e Maroulis 1995). 

2.5.2 Coeficientes de transferencia de calor e massa convectivos 

Os coeficientes de transporte convectivos de calor e massa na superficie do material 

estao relacionados com uma pequena camada de ar que envolve o material durante o processo 

de secagem, denominada camada limite. Existem duas formas para se definir o coeficiente de 

transporte de massa, uma esta relacionada com o teor de umidade do material e a outra com a 

umidade absoluta do ar de secagem. Em simbolos: 

onde Jj (kg/m2/s) e o fluxo difusivo de massa, h m e o coeficiente de transferencia convectiva 

de massa, p a e ps sao respectivamente a densidade do ar e do solido e X a e a umidade absoluta 

do ar e e a umidade absoluta do ar na superficie. 

a = k/pcp (2.7) 

(2.8-a) 

Jl = hmp s(M - Meq ) (2.8-b) 
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JazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o coeficiente de transferencia de calor e defmido como sendo o fetor de 

proporcionalidade que aparece na equacao que define a lei de Newton para o resfriamento. 

q = h H A ( T a - T ) (2.9) 

Os valores dos coeficientes de transferencia de calor e massa na superficie do material 

sao influenciados pelas propriedades termicas do ar, velocidade do ar e rugosidade da 

superficie do solido. 

2.6 Analise concentrada do processo de secagem 

Como apresentado na equacao 2.3, o teor de umidade depende da posicao dentro do 

solido e do tempo, durante o processo de secagem. No entanto, quando os gradientes de 

umidade dentro do solido, praticamente inexistem, modelos matematicos mais simples podem 

ser utilizados para descrever o teor de umidade medio ao longo do processo de secagem. 

Segundo Marinos - Kouris e Maroulis (1995) para materiais higroscopios porosos, durante o 

periodo de taxa decrescente, a taxa do teor de umidade medio e proportional a diferenca 

instantanea entre o teor de umidade medio do material e o teor de umidade de equiiibrio 

higroscopio. Para esta suposicao, as condicoes do ar de secagem sao mantidas constantes. 

Matematicamente pode-se escrever 

— = - k ( M - M e ) (2.9) 
dt 

Me e o teor de umidade de equiiibrio caracteristico do processo. 

A constante de secagem k, na equacao 2.9, incorpora todos os efeitos e parametros que 

influenciam o processo tais como: difusividade de massa, mudancas na estrutura do material, 

encolhimento etc. 
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Situacoes em que gradientes de umidade dentro do material sao despreziveis ocorrem 

quando se tem uma secagem muito lenta. Podendo existir para secagem a baixas temperatures 

e baixa velocidade do ar de secagem, que proporcionam baixos coeficientes de transporte 

convectivo de massa, ou seja, baixo numero do Biot de massa. 
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CAPiTULO III 

M O D E L A G E M MATEMATICO 

3.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Modelagem de processos fisicos 

As analises e previsSes sobre um determinado processo fisico geralmente sao feitas a 

partir da solucao de uma ou mais equacoes diferenciais que descrevem o problema. A solucao 

e obtida conhecendo-se a priori as condicoes iniciais e de contorno das grandezas fisicas que 

definem o processo. Em varios problemas, as condicoes de contorno sao tais que ficam melhor 

especificadas se estiverem definidas sobre superficies esfericas, cilindricas ou esferoidais. 

Nestes casos, a equacao differencial em coordenadas cartesianas nao e a forma adequada para 

se resolver o problema, e, outro sistema de coordenadas deve ser utilizado. 

A predicao da secagem de solidos umidos envolve a solucao de equac5es para 

transferencia de calor e massa simultanea e o tratamento matematico deste problema 

naturalmente e muito complicado. Para reduzir esta complexidade, simplificacoes sao 

geralmente efetuadas nos modelos. Uma delas por exemplo, e assumir que a secagem ocorre 

sem os efeitos dos gradientes de temperatura dentro do solido. 

A descricao matematica de um fenomeno e tanto mais complexa quanto mais o modelo 

utilizado se aproxima da realidade. Em processos de secagem pode haver um encolhimento do 

material e os coeficientes de difusao podem variar com o teor de umidade e/ou temperatura. 

Desta forma, uma representacao matematica deste problema pode resultar em equacoes nao 

lineares, tornando a solucao analitica dificil de ser obtida. Nestes casos, por serem mais gerais 

e incorporarem com facilidade as mudancas sofridas pelo solido durante o processo, uma 
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solucao numerica para o problema e recomendavel. As solucoes analiticas e/ou numericas da 

equacao de difusao para varios casos, com coeficiente de difusao constante ou variavel e 

condicoes de contorno constantes ou de tipo convectivo, para varias geometrias, podem ser 

encontradas em Carslaw & Jaeger (1957); Luikov (1968); Karkac e Yener (1993) Crank 

(1992) e Gebhart (1993); todos para paralelepipedo, cilindro e esferas. Para esferoides prolatos 

podem ser citadosos trabalhos de Haji-Sheikh e Sparrow (1966); Lima et al. (1997), Lima e 

Nebra (1997), Lima e Nebra (1999a e 1999b), Lima (1999) e Lima (2000), enquanto que para 

esferoide oblato citam-se Haji-Sheikh (1986), Carmo e lima (2000 a) e (2000 b). 

Como o objetivo deste trabalho e apresentar o desenvolvimento e solucao numerica de 

um modelo de difusao de massa em corpos solidos com geometria do tipo esferoidal oblato, a 

seguir e apresentada uma metodologia para se obter a equacao 2.3, formulada no sistema de 

coordenadas esferoidais oblato. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.2 A equacao de difusao de massa no sistema de coordenadas esferoidais oblato 

A equacao de Fick (equacao 2.3) no sistema de coordenadas cartesianas para o caso 

tridimensional e dada por: 

Como mencionado esta equacao e ideal para descrever o problema de difusao de massa 

em placas retangulares e em corpos com a forma geral de um paralelepipedo. Para solidos 

esferoidais oblatos, o sistema adequado e o esferoidal oblato. 

A Figura 3.1 mostra as principals caracteristicas de um corpo com a geometria esferoidal 

oblato. 

(3.1) 
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Quando a relacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/ L1 > 1 tem-se um solido esferoidal oblato. Para L 2 / L i < l tem-se um 

esferoide prolato. Para L 2 /L i= l tem-se uma esfera e para L2/Li-»a>, o esferoide oblato tende a 

um disco circular. 

Figura 3.1 - Caracteristicas de um corpo esferoidal oblato 

As relacoes entre o sistema de coordenadas cartesianas (x, y ,z) e o esferoidal oblato ( f i , 

q> ,©), sao as seguintes (Magnus et al., 1966). 

x = Lcoshu sintj) cosco 

y = LcoshpzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sin<{> sin co 

z = Lsinhu. cos (j» 

(3.2) 

Da Figura 3.1 tem-se tambem as seguintes relacoes. 

s = L 2 /L (3.3a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L i = 1 ^ - 1 (3.3b) 

entao, combinando as equacoes 3.3a e 3.3b, pode-se mostrar que: 

(3.3c) 

22 



Considerando as seguintes variaveis: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ = senhu,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\ = cos <j> C, = cos © (3.4) 

e por substituicao direta na equacao 3.2, tem-se: 

x = L ^ l T c J J f - V ) Q 

y = L4 + ̂ 2 ) ( l - n 2 ) ^ C 1 (3.5) 

z = LE)r\ 

O dominio das novas variaveis esferoidais \ , r\ e Q (em termos de co) e : 

0 < 4 < L i / L 0 < r j < l 0 < w < 2TT (3.6) 

Informacoes adicionais sobre o sistema de coordenadas esferoidais oblatos podem ser 

encontradas em Robin (1959), Stratton (1956), Page e Adams (1938); Page (1944a); Page 

(1944b); Aoi (1955); Acho (1992); Do-Nhat e MacPhie (1996a) e Do-Nhat e MacPhie 

(1996b). A figura abaixo mostra linhas onde as variaveis £, e n, sao constantes. 

k 
7- I . L 

Tl=l Tl=l 

Eixo de rotacao 

para o ingulo © V _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

_ _ i _ J t - - ^ r " \ ^ A— y 

Eixo de rotacao 

para o ingulo © V _ 

c 

~T \ T \ Superficie de 

y Superficie de n.=cte 

^=cte 

Figura 3.2 - Sistema de coordenadas esferoidais oblatos 
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A equacao de difusao no novo sistema de coordenadas sera obtida a seguir, baseando-se 

na metodologia utilizada por Maliska (1995). A equacao de conservacao, aplicada a um 

volume de controle e escrita de forma a ser utilizada em um sistema de coordenadas 

general izadas, e dada por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dt 

c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cr\  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAct , cr\ <x. 

d 

cfx\ o£ 

d<t> 
a 

ok dC zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

o 

-P^+S* (3.7) 

onde J e denominado o jacobiano da transformacao e pode ser calculado atraves da seguinte 

expressao: 

dx dx e x 

dy cy cy 

CT|  dQ 

oz & 6z 

(3.8 

Os outros termos da equacao 3.7 sao defmidos por: 

b' a 
« I I = - T ; 

J 

a 2 2 = ^ ; 
j 

d' 
a i 2 = a 2 i = - y ; a 3 1 = a 1 3 = - 2 ; 

J J 

a = 
V 5xy 

+ 
ydyj 

+ 
ydzj 

«33=: 

f 
a 3 2 = c x 2 3 = " T 

J 2 
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b'= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 

d'= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C.% CT| zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ac 

V.Szj 

Kdz) 
(3.9) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
^cy cy) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
Kdz CZ 

Vex cx vez cz 

f' = 
^ C X C X y 

f 

+ 
CU, ) f CT| c O 

^cy cy j 
+ 

V cz cz y 

Um sistema de coordenadas e dito ser ortogonal se os vetores que definem o sistema 

forem ortogonais entre si. As condicSes necessarias e suficientes para que um sistema de 

coordenadas seja ortogonal sao (Mac Robert, 1967): 

cx cx cy cy cz cz 

c-q CTJ o | cr\ cq en. 

cx cx cy cy crz cz 

CT|  (C, CT|  C'L, CTJ Ct , 

(3.10) 

cx ex. ^ cy cy ^ cz oz 

ac c^ c^ SE; a; SE, 

Pode-se verificar atraves das equacoes 3.10 que o sistema de coordenadas esferoidais 

oblato e um sistema ortogonal. Neste caso, os termos d', e ' e f na equacao 3.9 valem zero. 

Considerando que o problema e puramente difusivo e sem geracao de energia, a equacao 3.7 

se reduz a: 

St 

p<£> d_ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a i i J I Y 

1 1 drq zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ a 2 2Jr

q 

3C, 
«33 

ac 
(3.11) 
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sendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
11 

^•11 J 
1 - c 

Substituindo os valores do Jacobiano e dos coeficientes au , a22 e or33 , F* por pDe 

O por M na equacao 3.11, tem-se: 

SM 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
5

2

+ > > > f 
a 

L 2 f c 2 + r i 2 | t * n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
i7|

2

 + i | i - n 2 J ^ 

•^c,1

 | D — 
y St; 

(3.12) 

Esta e a equacao de difusao escrita no sistema de coordenadas esferoidais oblato. 

Como o solido apresentado na Figura 3.1 e resultante da rotacao de uma superficie 

eliptica em torno do eixo z, existe uma simetria em torno deste eixo, a derivada 5/5© sera zero, 

implicando que 5/5 Q=0. Por conseguinte o terceiro termo da equacao 3.12 e zero, reduzindo-a 

a seguinte forma: 

SM 

St L 2 ( & / + t f ) ^ 
G 2

 + 1 ) D ™ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ L 2 ( ^ 2 + r | 2 ) 5 r l 

( i - n ) D — 
or\ 

(3.13) 
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Outras quantidades trans forma das podem ser dadas atraves das seguintes relacoes 

Magnus et al. (1966); Brodkey (1967); Abromowitz e Stegun (1972) e Kreyszig (1988): 

Volume diferencial: 

dV =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . . . dffii<% (3.14) 

uvw 

Areas diferenciais de fluxo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <t>: 

dSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,=i-dndC 

*  vw 

(3.15) 

d S t l = - ^ - d ^ d § 
^ WU 

(3.16) 

dSrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =-Xrdtdr\ 
Q UV 

(3.17) 

Gradiente de d> 

(3.18) 

onde 

U 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
OX 

^2 

+ 
r^

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' GZ 
(3.19) 

ox zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

V2 

(dy}2 

+ (3.20) 

2 / A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA
2 r ^ 2 

w
2 + 

cy 
+ 

p^) yet.) {dC,^ 
(3.21) 
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Os parametros U , V e W sao chamados de coeficientes metricos da transformacao. E 

possivel demonstrar que o produto dos coeficientes metricos da como resultado o proprio 

jacobiano da transformacao (J). Com a substituicao dos coeficientes metricos nas equacdes de 

3.14 a 3.21, obtem-se: 

d V = - ?—ljUd^dndC 

1-C 

(3.22) 

dS? = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdndC (3.23) 

(3.23a) 

dS( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
^

2 + T

l
2

) d§ drj (3.23b) 

VM= 
1 U 2 +1 5M 1 l - r | 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA DM 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 
L +TT2 d^'Ly^+rf o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•1 , „2 9n 

1 - c.z 3M 
(3.24) 

A area superficial de um esferoide oblato e dada por (Selby, 1971): 

S = 2 * L 2

2 + - 7 1 L > 

1 
v L 2 y 

r ln 

1+. 1 -
KL2J 

(3.25) 

l L 2 
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O volume de um esferoide oblato e obtido pela integracao da equacao 3,22 sobre todo o 

dominio fisico, e, e dado por: 

V = y 7 r L , L 2

2 (3.26) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3 Solucao numerica da equacao de difusao em corpos esferoidais oblatos 

Solucoes analiticas de problemas difusivos com geometrias dos tipos retangular, 

cilindrica ou esferica, que usam tecnicas que transformam a equacao diferencial parcial de 

difusao em equacoes lineares sao facilmente encontrados em livros textos ou trabalhos 

cientificos. Quando a representacao matematica do problema exige equacoes nao-Iineares ou 

a utilizacao de geometrias complexas, diferentes das citadas acima, a solucao analitica em 

geral se toma complexa e de dificil obtencao, nestes casos, uma solucao numerica para a 

equacao e mais apropriada, ou, muitas vezes a tinica possivel. Com o advento dos 

computadores com memorias e velocidades de operacao cada vez maiores, aliado ao numero 

crescente de profissionais trabalhando com tecnicas numericas, a solucao de um determinado 

problema fisico utilizando-se de tecnicas computacionais vem se tomando cada vez mais 

viavel. 

O metodo numerico, em sintese, transforma a equacao diferencial parcial que descreve o 

problema, em um conjunto ou sistema de equacdes algebricas lineares a ser determinado. A 

solucao deste sistema resulta nos valores da grandeza fisica que esta sendo analisada, em 

pontos discretes do dominio de interesse. 

Pode-se encontrar com facilidade na literatura atual o desenvolvimento de varias 

tecnicas numericas. Normaimente, cada termo da equacao envolvendo as diferenciais, sao 

aproximadas por somas ou diferencas de valores pontuais da grandeza fisica representativa do 

fenomeno, localizadas em pontos discretes do dominio, denominados de pontos nodais. Neste 
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trabalho, sera utilizado para a obtencao do sistema de equacoes algebricas, o metodo dos 

volumes finitos. 

Naturalmente existem outros metodos que poderiam ser empregados aqui, tais como; 

elementos finitos, diferen9as finitas e elementos de fronteira. Varias discussoes sobre cada um 

destes metodos podem ser encontradas nos trabalhos de Shih, (1984); Minkowicz et al., 

(1988); Patankar, (1980) e Maliska, (1995). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.1 Discretiza^ao da equacao de difusao. 

A formulacao numerica para um problema qualquer come9a com a identificacao do 

dominio de interesse e, a partir dai sua subdivisao em um numero finito de sub-dominios. A 

proposta deste trabalho e a difusao de massa no solido ilustrado na Figura 3.1. Pode ser 

observado para um solido esferoidal oblato, pianos de simelria que passam pelos pontos (x=0, 

y=0, z=0) e (x=0, yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=L2, z = 0), em particular, o piano x x y 1 z. Outros pianos de simetria 

passam pelos pontos (x=0, y=0, z=0) e (x=0, y=0, z = Li) , em particular o piano z x y 1 x. 

Na Figura 3.3 sao mostradas as linhas com E, ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x\ constantes, e que delimitam cada um 

dos pontos nodais "P", dtstribuidos ao longo do dominio. Os pontos nodais N, S, E, W 

vizinhos a "P", bem como as respectivas dimensoes e distancias de P a seus vizinhos tambem 

sSo mostrados. 

A interse9ao das linhas £ e rj em tomo dos pontos "p" definem a malha numerica. Como 

ja mencionado anteriormente, o sistema esferoidal oblato e ortogonal, entao, o calculo do 

fluxo de O atraves das faces do volume de controle e facilitado pois a linhas que unem dois 

pontos nodais sao perpendiculares a face (por exemplo, a linha PN na Figura 3.3). 
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Figura 3.3 - Superficie continua subdividida em pontos nodais 

O metodo dos volumes finitos consiste na integracao da equacao 3.11 para cada volume 

de controle, ao longo de toda a malha mostrada na Figura 3.3. Assumindo uma formulacao 

totalmente implicita, isto e, o valor da variavel <t> em um ponto nodal e admitido ser constante 

durante todo o intervalo de tempo At, e igual ao valor de <t> no instante t + At. Integrando-se a 

equacao 3.11, no volume e no tempo para todos pontos internos do volume de controle tem-se 

que (Patankar, 1980; Maliska, 1995): 

AV 

J . 

Pp 

At zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

„ c*t> „ c<t> ^ 5<J> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
D n 

5^ 
- D „ 

s_ 
+ 

w _ 

(3.27) 

Na equacao 3.27, os coeficienteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dtj valem: 
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DnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=r*Ja n ATiAC; D22=r*JazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 2 A4 AC AV = A|Ar iAC (3.28) 

A principal vantagem da utilizacao do procedimento totalmente implicito e que este e 

incondicionalmente estavel (Patankar, 1980). Para o problema proposto, levam-se em 

consideracao apenas efeitos difusivos; nestes casos, e razoavel utilizar uma funcao linear 

como funcao de interpolacao espacial entre os pontos nodais. Desta forma a aproximacao para 

as derivadas pode ter a seguinte forma: 

<XT> 

84n 

Op - o p . 
5r j e 

c<t> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<~<i> 

<t>p - <t>s 

w

 5 r l w 

(3.29) 

Substituindo as equacoes 3.28 e 3.29 , juntamente com os valores conhecidos de J e OC;J 

na equacao (3.27) , obtem-se a equacao de difusao na forma algebrica, aplicada para cada 

ponto "P" do dominio de interesse, dada por. 

onde 

Ap <j>p = A,. cl>v + AS0S + A,0,: + Aw<$>w + 4^;. 

. r j L | | + i ) A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT7L 
A s = -» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM ±iJ At] 

(3.30) 

A p = e L V _ ^ £ _ / ^ ; A w 
A | 

A°P = 
A ^ A n ^ y + n p j p p 

At 

A P = A N + A S + A E + A W + 
p p A ^ A ^ f e l + ^ l 
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Como a difusao esta sendo considerada em um piano com t, constante, os termos 

envolvendo l - £ n a equacao 30, podem ser eliminados. A equa9ao 3.30 e valida para uma 

propriedade <3> qualquer; no caso de substitui9ao de <E> por M (teor de umidade) e de F* por 

pD e, considerando a densidade do corpo constante durante o processo, a equacao 3.30 

assumira da seguinte forma: 

ApMp = A N M N + A S M S + A E M E + A W M W + A P M p (3.31) 

onde: 

Se <$> for substituido T, p por pcp e F* por k azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA equa9ao 3.30 passa a representor a 

equa9ao de condu9ao de calor. 

A equa9-ao 3.31 e valida para todos os pontos internos ao dominio computacional, no 

entanto, ela nao e aplicada aos pontos nodais situados nos volumes adjacentes as fronteiras 

que delimitam o corpo e sua vizinhan9a . Para estes volumes de fronteira, o procedimento e 

realizar a integra9§o das equa9oes de conserva9lo ao longo de cada um deles, considerando as 

condi96es de contorno pertinentes ao problema. A Figura 3.4 apresenta um ponto nodal de 

fronteira e suas dimens5es e variaveis caracteristicas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 3.4 - Ponto nodal de fronteira do corpo 

Para a integracao espacial nos volumes de fronteira, deve-se especificar os fluxos 

difusivos atraves dos pontos " f . Tres tipos diferentes de condicoes de contorno podem ser 

utilizados: <}> prescrito, fluxo de <|> prescrito e conveccao. 

<3> prescrito 

o" = r n

q 

8c„zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j 

onde O n e a propriedade especificada na fronteira. 

(3.32) 

Fluxo de <t> prescrito 

O dS? = valor conhecido = Dj ] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I f 

(3.33) 

Neste caso, o valor de O" deve ser substituido pelo valor prescrito do fluxo na 

fronteira. 

• Conveccao 

Neste caso, o fluxo difusivo que atravessa a fronteira e igual ao fluxo convectivo nas 

vizinhancas da mesma. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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= fluxo convectivo 

n 
(3.34) 

A integracao da equacao de difusao (3.11) para os volumes de fronteira (ponto "p" da 

Figura 3.4) dara o seguinte resultado: 

A V 

Jp 

p POp - pp<J>p 

At 
30"dS ? - D j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA22 

SO 
D 22 

dO 
(3.35) 

Comparando as equac5es 3.35 com a 3.27, ve-se que o termo representative do fluxo 

atraves da fronteira norte foi substituido por 30"dS;j. Isto deve-se ao fato de que para pontos 

nodais localizados na fronteira, nao existindo um valor defmido para o ponto vizinho O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn , nao 

existira o termo A N O n que aparece na equacao 3.27 . No lugar deste termo aparecera o fluxo 

especificado pela condicao de contomo. Este procedimento para a discretizacao dos pontos 

nos volumes de fronteira nao e o unico, outra alternativa, por exemplo, seria a criacao de 

volumes ficticios em torno da fronteira do corpo. Esta tecnica, descrita em Maliska (1995), 

tern como principal desvantagem o aumento do tamanho da malha numerica, implicando em 

um maior tempo e esforco computacional. Na equacao 3.35, Dn ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA D22 tern 0 mesmo 

signiftcado ja mencionado anteriormente e, para o caso de difusao de massa, 3 e igual a p e 

para a difusao de calor 3 = 1. 

3.4 Modelos difusionais 

Ate entao foi desenvolvida uma formulacao geral para a txansfonriacao de sistemas de 

coordenadas e a discretizacao da equa?ao de difusao, ou seja, a obtencao de um sistema de 

equacoes lineares a partir da equacao diferencial que descreve o problema. A solucao deste 

sistema de equasoes dara os valores da propriedade em estudo, nos pontos discretos 

pertencentes ao dominio computacional escolhido. A seguir, em funcao de determinadas 

caracteristicas das propriedades fisico-quimicas do material e das eondieSes de contomo a que 
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pode estar submetido este material durante o processo de difusao, dois modelos matematicos 

distintos sao descritos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.4.1 Modelo A - Difusao com condicao de equilibrio na superficie. 

• Formulacao Analitica 

As seguintes simplificacoes para a formulacao matematica do problema foram 

consideradas: 

a) O produto e assumido ser homogeneo e isotropico; 

b) O processo de difusao na particula individual ocorre sob taxa decrescente; 

c) A conducao de calor atraves do esferoide oblato e desconsiderada , isto e , a 

particula entra imediatamente em equilibrio termico com o ar de secagem; 

d) O campo do teor de umidade e considerado ser axi-simetrico em torno do 

eixo z, constante e uniforme no inicio do processo; 

e) As propriedades termo fisicas sao constantes, durante o processo, isto e, 

sao independentes da posicao e do teor de umidade no interior do produto; 

f) Nao ha efeito de capilaridade; 

g) O encolhimento volumar do material e desprezivel durante o processo; 

h) O processo ocorre sob condicoes de equilibrio na superficie, com teor de 

umidade constante e igual ao teor de umidade de equilibrio; 

A seguir, sao dadas as condicoes iniciais e de contomo para este problema de difusao. 

• Superficie livre: o teor de umidade e constante e igual ao teor de umidade de equilibrio. 

M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 4 = 4 f , r , , t ) = Me (3.36) 

onde Me e constante e ̂  = W L na superficie do solido. 
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Pianos de simetria: os gradientes radiais e angulares do teor de umidade sao iguais a zero 

nos pianos de simetria. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,1, t) 
= 0 

m (4,0, t) 
o 

CT1 

oM(Q,r|,t) 

54 
= 0 (3.37) 

Condicao inicial no interior do solido. 

M( 4, r), 0) = Mo = constante (3.38) 

Para generalizar os resultados, uma pratica comum e bastante recomendavel na literatura 

e obter a equacao de difusao na forma adimensional. O problema ao ser apresentado nesta 

forma, tem uma solucao independente de valores particulares de cada um dos parametros D, 

t, Li e L2, dependendo apenas de valores globais tais como o numero de Fourier e a razao de 

aspecto. 

Para se obter a equacao de difusao na forma adimensional considera-se as segintes 

definicoes das variaveis adimensionais: 

, ,* M - M e 

M = • e 

MQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - M e 

Dt 

L 2 

* V 
V * = — 

L 3 

(3.39a-d) 

Por substituifao da equacao 3.39 a-d e suas derivadas na equacao 3.13, tem-se a seguinte 

equacao na forma adimensional: 

oM* 

dt m . °4 

+ 1 
8M" I 1 

+ 
J 04* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk'U'J ^ * 

dM 
(3.40) 

on 

Na formulacao onde sao consideradas as variaveis adimensionais, as condi?6es iniciais e 

de contomo sao dadas por: 
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Arfe- = £; i7V:)=o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM (3.41 a-b) 

0 
3M' 

= 0 (3.41c-e) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dr] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* 

Aqui, t m e designado por numero de Fourier. Ele e definido como sendo a razao entre 

a taxa de difusao de massa no solido e a taxa de acumulo de massa no mesmo (Incropera e de 

Witt, 1990). 

No modelo de difusao liquida, o transporte de umidade no solido e gerado a partir de um 

gradiente do teor de umidade no interior do mesmo. Sabe-se tambem que o teor de umidade no 

interior do solido durante o estado transiente do processo de difusao e uma funcao da posicao 

e do tempo, logo, pode-se definir para o solido um teor de umidade medio. Este teor de 

umidade medio e dado por (Whitaker, 1990): 

(3.42) 

Na forma adimensional tem-se: 

(3.43) 

ou ainda, 

L, 

1 j j M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ r ^ ^ n r F + ^ f k wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.44) 

0 0 

onde V* e o volume total no dominio considerado (0<£,< L i /L e 0< rj<l) 
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• FormulacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Numerica 

Partindo da equacao 3.40 e realizando-se um procedimento numerico similar ao que foi 

empregado anteriormente, pode ser obtida a seguinte equacao algebrica para os pontes nodais 

pertencentes ao dominio computacional: 

Onde: 

ApMp = AgMjg + A W M* W + A N M ^ + ASiMg + A P M P 

A E = 

( 2 i * 

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5r i* 

* 2^ 

1 - ' l w 

A w 

5T|W 

A4 

(3.45) 

A N : 

( *2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C + 1 

S4„ 
Arj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK = 

f *2 
4s +1 

V 

64s 

Ar) 

^,2 ^ 2 
4? +T|p 

At; 
•Ar[ A4 A P = A E + A w + A N + A s + Ap 

A equacao 3.45 e valida para todos os elementos internos do dominio inclusive os 

pontos de fronteira. 

Nos pontos proximos aos eixos yez , baseando-se na existencia de simetrias do corpo, e 

razoavel fazer as seguintes aproxima9oes: 

M *( 4 *^ * = 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,4) = M*(4W = f
I

, 4 ) (3.46-a) 
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M*({;* = 0,rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,*,4) = M * ( f =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ - ,n *,4) (3.46-b) 

M*( r , t f = l 5 4 ) = M*(r,n* = l - ~ 4)  (3.46-c) 

A equacao 3.45 aplicada a todos os volumes de controle da malha numerica, juntamente 

com as aproximacoes mostradas nas equacoes 3.46a-c definem o sistema de equacoes 

algebricas a ser resolvido. A solucao deste sistema dara os valores do teor de umidade em 

pontos discretos do dominio estudado. 

O teor de umidade medio do material em um determinado instante e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i m-1 m - 1 
M * = T 7 ^ I I M*,AV*y (3.47) 

V

 i=2 j=2 

onde men sao respeetivamente o numero de pontos nas direedes das coordenadas 4 e rj e os 

pares ( i , j ) dao a localizacao destes pontos na malha. 

A malha numerica utilizada e ortogonal, regular e defmida em coordenadas esferoidais 

oblatas. A distancia do j-esimo ponto nodal ao eixo y e dado por: 

4 j = ( j - l ) ^ - ; j = l,2,4,...m (3.48) 
J 2 

sendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A'i* = —^-r, com m impar 
m - 1 
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representando o espacamento entre duas coordenadas £* consecutivas. Similarmente, a 

distancia do i-esimo ponto nodal ao eixo z e dado por: 

T 1 * = ( i _ ! ) ^ 5 i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l ,2,4, n (3-49) 

sendo 

An* = —^— com n impar 
n - 1 

2 

representando o espacamento entre duas coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA if consecutivas. 

Para resolver o conjunto de equacoes gerado pelas equacoes 3.45, foi utilizado um 

programa computacional codificado em Fortran, desenvolvido por Lima (1999), que utiliza o 

metodo interativo de Gauss-Seidel para resolver o sistema de equacoes algebricas gerado a 

partir da equacao discretizada, o qual foi adaptado para problema objeto deste trabalho. 

Para cada intervalo de tempo, a convergencia da solucao numerica e admitida se for 

satisfeito o seguinte criterio: 

< 1 0 - 8 

, para cada ponto nodal (3.50a) 

onde k representa a k-esima interacao em cada instante de tempo. 

No que se refere aos pontos localizados nos pianos de simetria, estes nao entram no 

conjunto de equacoes a ser resolvido. Apos a resolucao do sistema de equacoes, sua estimativa 

e feita. Para esta estimacao, e assumido que o fluxo de umidade na direcao da coordenada 

esferoidal (angular ou radial) nas faces do volume de controle e igual a taxa de variacao da 

propriedade com o tempo nesse mesmo volume. Matematicamente, pode-se escrever: 

M 
Stic 1 

•M 
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o Para os pontos emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t\=0 (L< y < L 2 ) 

- D 

L 

cM 

§ 2 + n 2 &n 

D 

L 

1 - t | CM 

4 + n 
w 

(3.51) 

Discretizando e arranjando os termos, tem-se: 

M w = 1 + -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
£ p  < He  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D i 1 - 4 

5 r t w 

D e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

8 T I C

1 

h -

Dp 
h - n 2 

'Iw ,-2 2 

M.£ (3.52) 

Para o coeficiente de difusao constante e utilizando-se das variaveis adimensionais tem-

se que: 

• Para pontos em rj=l,0 (0 < z < L i ) 

- D 1 - r f DM - D 

M 

I - T ] 2 aM 

4 2 + r i 2 Sq 
(3.54) 
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Discretizando e rearranjando os termos, tem-se: 

D, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mp = 1 + 

I ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

Dp 1 n | 

D w 
i 2 
1

 - T l w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M p V
1

 '
w

 M w 

D„ 1 -4 
(3.55) 

5r|e 
, & 2 . „ 2 

ou ainda, usando-se das variaveis adimensionais, com a consideracao de que o coeficiente de 

difusao e constante, pode-se escrever: 

• Para os pontos 4=0,0 ( 0< y < L ) 

- D 4" f 1 3M. 

L l | 4 2

 + i i
2 54 

- D 4 2 + l cM 

4 2

 + n 2 5 § (3.57) 

Discretizando tem-se: 

DT 

Mc = 1 + 

4 ^ + 1 

54nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ul+4 
4s +i 

5 M 4 s

2 + np 

Mp -
84n 

4s+1 

4u + np 

Dp 

84s K 

4s+ i 
t-2 2 

4S +4 

(3.58) 

M N 
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Na base das variaveis adimensionais, tem-se que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M 

(3,59) 

+ 1 

fof+ (np)" 

Outras formas de extrapolacao de resultados podem ser utilizadas, por exemplo assumir 

uma fucao polimonial da propriedade em cada uma das coordenadas, de tal forma que 

M=M(4) ou M=M(r|) em cada instante de tempo. 

3.4.2 Modelo B - Difusao com condicao convectiva na superficie do solido 

• Formulacao anaiitica 

No estudo deste modelo foi assumido todas as consideracoes feitas para o modelo A, 

exceto a condicao de que o teor de umidade na superficie seja constante e igual ao teor de 

umidade de equilibrio. No modelo B, o fenomeno de difusao ocorre sob condicao convectiva, 

sendo o teor de umidade na superficie dependente da posicao angular e do tempo. 

As condic5es inicial e de simetria sao identicas as apresentadas no modelo A. A 

condicao de contomo na superficie do solido e a seguinte. 

• fluxo difusivo e igual ao fluxo convectivo de umidade na superficie do esferoide oblato zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= h j M f e = 4 f ; T i ; t ) - M j (3.60) 4 2 + l oM 
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Com este modelo, para que se possa ter a equacao de difusao na forma adimensional, 

deve-se acrescentar as variaveis adimensionais ja definidas para o modelo A, o numero de 

Biot que e definido por: 

O numero de Biot e definido como a razao entre a resistencia convectiva a transferencia 

de massa e a resistencia interna ao fluxo de massa, medidos na superficie do corpo. 

As condicoes inicial e de simetria do corpo no modelo B escritas na sua forma 

adimensional sao identicas aquelas mostradas para o modelo A. A condicao de contomo na 

superficie do solido na forma adimensional e dada por: 

A equacao de difusao escrita na forma adimensional para este modelo e a mesma que 

foi mostrada no modelo A (equacao 3.40). 

• Formulacao numerica 

Partindo da equacao de difusao escrita na sua forma adimensional, equacao 3.40, e 

integrando todos os seus termos no volume e no tempo, seguindo a mesma metodologia ja 

apresentada anteriormente para o modelo A, obtem-se o mesmo sistema de equacSes lineares 

gerado pela equacao 3.45. Para a determinacao das equacoes discretizadas validas para os 

pontos de fronteira adota-se o seguinte procedimento. 

Cada termo da equacao 3.60 representa o fluxo de umidade por unidade de area (M " ). 

Esta equacao na forma discretizada pode ser escrita na forma: 

Bi = (3.61) 
D 

3.62) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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M " = h m [ M f - Me ] = 
D 

L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tj +1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f M P - M f ^ 

V 5^ s 

(3.63) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

Isolando o valor de Mr na equacao 3.63 e substituindo-o no termo que representa o fluxo 

convectivo otem-se: 

(Mp - M e ) 

1 5§ S L 
(3.64) 

Substituindo o valor de O" = M " , 3 = p, os coeficientes Dy-, o valor de dS-; e todos os 

termos de derivada na forma aproximada, na equacao 3.35 e ainda utilizando das variaveis 

adimensionais ja definidas, obtem-se a seguinte equacao na forma discretizada. 

A p M p = A E M * ; + A W M ^ / + A s M g + ApMp (3.65) 

onde os termos A E , A W , A s e ,4° , sao identicos aos apresentados no modelo A . O coeficiente 

A ? e dado por: 

com: 

A P = Y Aj.; + Ap + SM 

SM = 
Arj 

(3.66) 

(3.67) 

B i + i 

A quantidade SM e um termo fonte que contem o efeito convectivo na superficie e que 

e adicionado ao ponto nodal de fronteira. Esta e uma formulacao geral para o modelo com 
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condicao convectiva na superficie. No caso particular do numero de Biot ser infmito, este 

modelo recai no modelo A. De fato, se na equacao 3.67 Bi >x, o termozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SM sera o 

coeficientezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A N , que e o termo representative do fluxo difusivo da propriedade atraves da 

fronteira norte, encontrado na formulacao do modelo A. 

Similarmente ao modelo A, os pontos situados nos pianos de simetris nao entram no 

sistema de equacoes a ser resolvido. Seus valores sao estimados similarmente ao modelo A. 

Os pontos situados na superficie do solido sao encontrados a partir da equacao 3.64, na forma 

adimensional discretizada e sao dados por. 

(3.68) 

Os pontos M f nao sao pontos que pertencem a malha numerica (pontos nodais), eles sao 

estimados a parte, depois que o sistema de equacao envolvendo todos os pontos nodais e 

resolvido. 

A Figura 3.5 apresenta um diagrama de bloos do programa computacional utilizado 

neste trabalho. 
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Mcio 

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~~\. 

Dados iniciais 

L 2 , L,,m,n, At, t f , 

h m , D 

Geracao de malha 

§, -n, A§, At], 5ri 

Determinacao dos 

y coeficientes A K , A P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ SM zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 

Nao 

Solucao do sistema 

de equacoes de M 

= | Criterio de 

1 convergencia? zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 / 
t - t + Zl 

Calculo do valor medio de M 

Sim 

Impressao dos 

resultados 
t=tr 7 

Nao 

Fim 
Sim 

Figura 3.5 - Diagrama de blocos do programa computacional 



C A P I T U L O I V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R E S U L T A D O S E M S C U S S O E S 

4.1 Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Dados obtidos atraves da solucao analitica ou numerica de uma equacao diferencial que 

descreve um problema fisico, normalmente diferem de resultados experimentais. No caso da 

secagem de corpos solidos considerando a difusao Hquida como mecamsmo de transporte de 

umidade no interior do produto, estas discrepancias podem ter como causa a consideracao da 

difusividade constante ao longo de todo o processo de secagem e/ou a escolha inadequada das 

condicoes de contorno envolvendo a solucao da equacao, dependendo do produto em estudo, 

alem de outros fatores. 

O modelo matematico apresentado neste trabalho e capaz de predizer o comportamento 

do teor de umidade de um produto com geometria de um esferoide oblato, em funcao da 

posicao e do tempo. Esta analise pode ser feita em corpos esferoidais com geometria variando 

desde um disco circular (Ls/Li^ao) ate uma esfera (L2 /Li=l ,00) . 

Dois tipos de resultados sao mostrados: o primeiro com respeito a cinetica da secagem 

do produto e o outro com respeito aos perfis de teor de umidade no seu interior, durante o 

processo de secagem. Estes resultados sao obtidos com a utilizacao de duas diferentes 

condicoes de contorno aplicadas na superficie do corpo. 
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4.2 Resultados numericos 

4.2.1 Refmamento de malha e de tempo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os resultados numericos obtidos a partir da discretizacao de uma equacao diferencial 

parcial sao influenciados pelo numero de pontos que ira formar a malha numerica e do 

intervalo de tempo At, entre dois valores consecutivos (no tempo) da variavel estudada, para 

um mesmo ponto da malha. Para uma escolha otimizada destes valores, varios resultados 

obtidos com o modelo A, para 3 padroes de malha (10x10; 20x20;40x40 pontos nodais)e de 

intervalo de tempo ( 20, 30 e 40s ) foram obtidos e analisados para um esferoide oblato com 

L2/Li=2,00. Estes resultados estao mostrados na tabela 4.1. 

Tabela 4.1 - Teor de umidade medio adimensional para diferentes malhas, em diferentes 

valores do intervalo de tempo. L2 /Li=2,00 e numero de Biot igual a 10,00 

At(s) t(s) M A L H A S ERRO (%) At(s) t(s) 

A: 10x10 B : 20 x20 C: 40 x 40 ( A - B ) / A (C-B) / C 

20 

120 0,9517 0,9496 0,9492 0,2206 0,0421 

20 
600 0,8155 0,8132 0,8128 0,2820 0.0492 

20 

3000 0,4694 0,4686 0,4685 0,1704 0,0213 

30 

120 0.9520 0,9500 0,9496 0,2100 0,04200 

30 
600 0,8159 0,8136 0,8132 0,2818 0,0491 

30 

3000 0,4697 0,4690 0,4688 0,1490 0,0426 

40 

120 0,9523 0,9503 0,9499 0,2100 0,4200 

40 
600 0,8164 0,8141 0,8136 0,2817 0,0614 

40 

3000 0,4701 0,4693 0,4692 0,1701 0,0213 

Observa-se que as tres malhas apresentaram resultados semelhantes para o teor de 

umidade medio nos varios instantes de secagem. No inicio do processo, a malha com 10x10 

pontos apresentou uma pequena discrepancia em relacao as outras duas; e portanto foi 

descartada. Para as outras duas malhas, os resultados obtidos foram praticamente iguais, 
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contudo, em virtude da malha 20x20 pontos apresentar menor tempo computacional, esta foi 

selecionada. 

Fixado o numero de pontos da malha, obteve-se resultados para diferentes intervalos de 

tempo (At = 20 s, 30 s e 40 s). Nao foi observada discrepancia significativa entre os easos 

avaliados, desta forma, tendo em vista que o processo considerado e transiente, a escolha de 

um menor intervalo de tempo e mais apropriada. Com base nesta analise, uma malha 20 x 20 

pontos, um intervalo de tempo At = 20s e um coeficiente de difusao D = 1,22 x 10"9 m2/s foi 

utilizado para gerar todos os resultados apresentados neste trabalho. Vale destacar que estes 

resultados sao apresentados em funcao da variavel adimensional Fo; desta forma, sao 

independentes do valor particular escolhido para o coeficiente de difusao. 

Como j a foi mencionado, o sistema esferoidal oblato e ortogonal. Nas Figuras 4.1 e 4.2, 

sao ilustradas alguns esferoides oblatos e suas respectivas malhas numericas. Neste trabalho a 

razaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/L1 e definida como a razao de aspecto do corpo e L2 sempre e considerado ser igual a 

1,00. 

N 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

y 

Figura 4.1 - M a l h a numerica para um corpo esferoidal oblato com L 2 / L i = 5,00. 

No piano computacional, tem-se uma malha regularmente espacada. Contudo no piano 

fisico y x z , ve-se que a malha numerica nao e regular. Existe uma regiao com uma maior 

concentracao de pontos nodais localizada proxima ao eixo y, nas vizinhancas do ponto focal. 

No piano fisico o ponto focal se localiza no ponto (y=L, z=0). Os pontos nodais proximos ao 

eixo z ( t ] = l ) estao notadamente mais afastados um dos outros. 
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Quando a razao de aspectozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/L1 tende para o valor 1,00, a forma do corpo se aproxima 

de uma esfera. Neste caso, o ponto focal esta proximo do centra do corpo solido. Quando 

L 2 / L i cresce, o ponto focal se aproxima da superficie do corpo, sendo que com L2/L1 - > Q O a 

forma do corpo se aproxima de um disco circular. 

0.70 

0.00 

0.00 

Ponto nodal 

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ft o , 0 

0.20 0.80 1.00 

r 

0.40 0.60 

y 

Figura 4.2 - Malha numerica para um corpo esferoidal oblato com L2 /L i= l , 43 . 

4.2 .2 Resultados obtidos com o modelo A 

O modelo A, apresentado no capitulo HI, foi utilizado para predizer o teor de umidade 

em varios esferoides oblatos, variando sua forma desde esfera ( L / L i ^ O O ) ate disco circular 

(L2/L1—*»), casos estes particulares extremos de um esferoide oblato. 

Para validar este modelo, resultados numericos do teor de umidade adimensional no 

centra de um esferoide oblato com razao de aspectozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \jzfhf=2fiQ, sao comparados com 

resultados analiticos reportados por Haji-Sheikh (1986) conforme mostra a Figura 4.3. Como 

pode ser notado, os resultados se ajustam perfeitamente, o que ratifica a aproximacao 

assumida nos pontos de simetria (equacoes 3.53-3.59). 
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1.0E-4 l.OE-3 1.0E-2 l.OE-1 l.OE+0 

Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.3 - Comparacao entre os teores de umidade adimensional numerico e analitico 

(Haji-Sheikh, 1986), no centra de um esferoide oblato comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/Li=2,00. 

A Figura 4.4 ilustra o efeito do numero de Fourier ( F G = Dt/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J\ ) na cinetica de secagem 

de varios solidos esferoidais oblatos com razoes de aspecto (L2/L1) diferentes. A analise das 

curvas indica que o teor de umidade medio decresce com o aumento do Fo para qualquer 

razao de aspecto L2/L1. E possivel tambem verificar que para qualquer numero de Fourier 

fixo, nos corpos com aproximacao para disco e esfera, este decrescimo se da com maior e 

menor intensidade, respectivamente. Este fato e devido a menor relaeao area/volume 

apresentado pela esfera comparada aos demais solidos. Estes resultados podem ser estendidos 

para o problema de difusao de calor, se a taxa de secagem for substituida pela taxa de 

resfriamento ou aquecimento do corpo. Observe que a definicao do numero de Fourier (F 0 ) e 

diferente da que foi apresentada na equacao 3.39. Esta definicao sera utilizada daqui por 

diante em todos os resultados tendo em vista ser a mais estavel, pois, o valor de L2 e sempre 

1, qualquer que seja a razao de aspecto. Para exemplificar, se L2->L1 => L—>0, 

consequentemente t^, dado pela equa?ao 3.39 tende ao infinito, o que dificulta a 

apresentado dos resultados. O mesmo nao ocorre com esta nova definicao. 
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1E-8 1E-7 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 

Fo=Dt/L2 A 2 

Figura 4.4 - Teor de umidade adimensional medio em funcao do numero de Fourier, para 

varios esferoides oblatos com condicao de equilibrio na superficie. 

Em relaeao ao elipsoide comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L 2 / L i = l , 0 0 1 , a partir dos resultados do teor de umidade 

obtidos no interior do material, pode-se dizer que e um corpo aproximadamente esferico, 

inclusive apresentando independencia do teor de umidade com a coordenada angular. Desta 

forma, a razao de umidade e dependente apenas da coordenada radial. Com respeito ao 

elipsoide L 2 / L i = l 00,0 pode-se afirmar que e aproximadamente um disco circular, com teor de 

umidade dependendo das coordenadas radial e angular, sendo com esta ultima de forma mais 

acentuada. 

As Figuras 4.5 a - b apresentam, respectivamente, a distribuicao do teor de umidade 

adimensional em funcao das coordenadas radial em r | = l (0 < Z < L I ) e angular em ^=0 ( 0 < y 

< L ), para um esferoide oblato com L 2 / L i = 5,00, para varios numeros de Fourier. Apos 

analise das curvas, observa-se que o teor de umidade decresce em funcao do aumento de F 0 ; e 

fortemente dependente das coordenadas radial e angular, decrescendo com o aumento de \ e o 

decrescimo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\. Particularmente com relaeao a coordenada angular, verifica-se a existencia 
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de altos gradientes de umidade nas proximidades do eixo y, no inicio do processo, 

deslocando-se para eixo z, a medida que a secagem vai sendo realizada. 

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 

a) rj = 1,0 ( 0 < z < L ! ) 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 
b) £ = 0,0 ( 0 < y < L ) 

Figura 4.5 - Distribuicao do teor de umidade adimensional no interior de um esferoide oblato, 

para varios numeros de Fourier e L 2 /Li=5,00 com condicao de equilibrio na superficie. 
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As Figuras 4.6 a - b mostram a distribuicao do teor de umidade no interior do elipsoide 

comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L 2 / L i = 1,43, para varios Fo, em funcao das coordenadas £ e r j , respectivamente. 

Verifica-se neste caso que o teor de umidade decresce com o aumento do numero de Fourier e 

que sua dependencia com a coordenada angular diminui substancialmente, quando comparada 

com o caso L2/Li=5,00. Uma forte dependencia com a coordenada radial tambem e notada. 

U m comportamento bastante interessante foi observado em corpos com geometria 

eliptica. Existem duas regioes distintas para difusao de massa: uma nas proximidades do 

ponto focal e a outra no restante do corpo. A medida que a relaeao L 2 / L i aumenta, a difusao 

de massa nas proximidades do ponto focal aumenta, decrescendo para regioes mais afastadas 

do mesmo. Este efeito e reduzido com o decrescimo de L 2 / L i ate o caso limite de L2 /L i= l , 00 , 

onde as regioes se fundem formando uma unica regiao, com um comportamento da difusao de 

massa independente da coordenada angular. Este fato tambem foi verificado por Lima (1999), 

em seu estudo sobre a difusao em esferoides prolatos e por Alassar (1999) em seu estudo 

sobre a conducao de calor em esferoide, ao analisar o comportamento do numero de Nusselt e 

fluxo de calor nos diversos pontos da superficie dos esferoides. 

A distribuicao do teor de umidade dentro de um solido esferoidal oblato com razao de 

aspecto L2/L1 = 5,00 em tres numeros de Fourier, sao mostradas nas Figuras 4.7 a - c. Pode-se 

notar que o teor de umidade em todos os pontos do interior do corpo decresce com o aumento 

do numero de Fourier. Nestas figuras, estao evidenciadas as Imhas de iso-concentracao ao 

longo e no interior do corpo. E observado que estas linhas apresentam uma forma eliptica 

confocal. 

Como comentado, os corpos com razao de aspecto mais elevada, apresentam o ponto 

focal mais deslocado para proximo da superficie. Nota-se que na regiao proxima a este ponto 

os teores de umidade decrescem mais rapidamente e maiores gradientes de umidade sao 

encontrados. 
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0.40 

0.20 

0.00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

LEGENDA 

Fo=0.000244 

Fo=0.000732 

Fo=0.001220 

Fo=0.003660 

Fo=0.007320 

Fo=0.010980 

Fo=0.018300 

Fo=0.024400 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

a ) t i = l , 0 (0<z<Li) 

o 

2 

2 

1.00 

0.80 — 

0.60 — 

0.40 

0.20 

0.00 

LEGENDA 

Fo=0.000244 

Fo=0.000732 

— Fo=0.001220 

Fo=0.003660 

- — Fo=0.007320 

—E3~ Fo=0.010980 

— - Fo=0.018300 

—trS— Fo=0.024400 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

£ = 0,0(0<y<L) 

Figura 4.6 - Distribuicao do teor de umidade adimensional no interior de um esferoide oblato, 

para varios Fo e L 2 / L i = l ,43 com condicao de equilibrio na superficie. 
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Figura 4.7 - Distribuicao do teor de umidade adimensional em um solido esferoidal oblato 

com razao de aspecto L2/L1 = 5,00 e condicao de equilibrio na superficie 
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4.2.2 Resultados obtidos com o modelo B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O modelo B trata da difusao liquida no interior de um solido com condicao de contorno 

convectiva na sua superficie. Para a vaiidacao deste modelo, resultados foram comparados 

com os resultados obtidos da solucao do problema de difusao em esfera com numero de Biot 

finite, fornecido por Luikov (1968). A Figura 4.8 apresenta os valores dos teores de umidade 

numerico e analitico, como funcao da coordenada radial para alguns numeros de Fourier. Na 

Figura 4.9 apresenta-se uma comparacao entre os teores de umidade medio fornecidos por 

solucoes analiticas (Luikov, 1968) e numericas obtidas pelo autor. Em ambos os casos, uma 

excelente concordancia e notada. 

1.00 —± 

0.80 

S 0.60 
o 

0.40 

0.20 

0.00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—- 4 0 • 

Fo=0.0732 

Fo=0.3050 

LEGENDA 

Numerico (L2/L1=1.001) 

Analitico (Luikov, 1968) 

Fo=Dt»'RA

2 

Bi=hmR/D 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

r/R 

Figura 4.8 - Comparacao entre os valores analiticos dados por Luikov (1968) e numericos do 

teor de umidade adimensional como funcao da coordenada radial, para B i =1,0 e L 2 / L i = l ,001 
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1.0E-4 1.0E-3 1.0E-2 l.OE-1 l.OE+0 l.OE+1 

Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.9 - Comparacao entre os valores do teor de umidade medio adimensional numericos 

e analiticos dados por Luikov (1968), para esfera ( L 2 / L i = l ,00) e B i= l , 0 , durante o processo 

de secagem 

As Figuras 4.10 , 4.11 e 4.12 ilustram a cinetica de secagem em corpos com diferentes 

razoes de aspecto e submetidos a variados numeros de Biot. As geometrias utilizadas possuem 

razoes de aspecto L 2/Li=5,Q0; L 2 /Li=2,00 e L 2 /L i -1 ,43 , respectivamente. Uma analise 

individual das curvas indica que o teor de umidade medio decresce com o aumento do numero 

de Fourier, para qualquer numero de Biot. Para corpos com uma determinada razao de 

aspecto, a taxa de secagem do produto cresce com o aumento do numero de Biot, desta forma, 

quanto maior o numero de Biot, menor sera a duracao do processo de secagem, para um 

coeficiente de difusao fixo. 

Uma comparacao entre as Figuras 4.10,4.11 e 4.12 mostra que quanto maior a razao de 

aspecto, mais rapidamente se efetiva a operacao de secagem para qualquer numero de Biot 

fixado. Este efeito e devido a forma do corpo, e esta ligado diretamente a sua relaeao area 

/volume, como mencionado no item 4.2.1. 
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1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 1E+1 1E+2 

Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.10 - Teor de umidade medio adimensional em funcao do numero de Fourier, para 

varios numeros de Biot ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/Li=5,00 

1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 II ' I 1E+2 

Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.11 - Teor de umidade medio adimensional em funcao do numero de Fourier, para 

varios numeros de Biot e L2/Li=2,00 
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Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.12 - Teor de umidade medio adimensional em funcao do numero de Fourier, para 

varios numeros de Biot e L 2 / L i = l ,43 

As Figuras 4.13, 4.15 e 4.17 llustram a vanacao do teor de umidade adimensional no 

ponto focal do esferoide oblato em funcao do numero de Fourier, para varios numeros de Biot 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/Li=5,00, L2/Li=2,00 e L2 /L i= l ,43 , respectivamente. A mesma variacao, para as mesmas 

razoes de aspecto e numero de Biot, desta feita, no centra do solido, estao ilustradas nas 

Figuras 4.14,4.16 e 4.18. 

Dos esferoides oblatos que estao sendo analisados nas Figuras de 4.13 ate 4.18, aquele 

com L;>/I.| =5,00 e o que tern o ponto focal mais proximo da superficie do solido, portanto, 

mais afastado do seu centre Neste caso, principalmente para numeros de Biot mais elevados, 

e notada uma sensivel diferenca na cinetica de secagem entre estes dois pontos. Este efeito e 

minimizado para menores valores de Biot, tendo em vista que, quanto menor o numero de 

Biot, menor sera o gradiente de umidade no interior do solido. A analise das Figuras 4.13 e 

4.14 evidenciam estas afirmacoes. Ja para um corpo esferoidal oblato comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L-JLi = 2,00, o 

ponto focal vai se aproximando do centra. Com o aumento de L i e mantendo L 2 fixo, a forma 

do elipsoide se aproxima cada vez mais de uma esfera e o seu ponto focal tende a coincidir 

com o centra do corpo, nestes casos pode-se notar que praticamente nao ha diferencas entre os 
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teores de umidade no centra e no ponto focal, como pode ser constatado pela analise das 

Figuras 4.15 e 4.16 e das Figuras 4.17 e 4.18. 

1E-5 1E-4 1E-3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1E-2 1E-1 1E+0 1E+1 1E+2 
Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.14 - Teor de umidade adimensional no centra do esferoide em funcao do numero de 

Fourier, para varios numeros de Biot e L2/L1 = 5,00 
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1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II' - I 1E+2 

Fo=Dt/L2 A 2 

Figura 4.15 - Teor de umidade adimensional no ponto focal do esferoide em funcao do 

numero de Fourier, para varios numeros de Biot e L2/L1 = 2,00 

1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 1E+1 1E+2 

Fo=Dt/L2 A 2 

Figura 4.16 - Teor de umidade adimensional no centra do esferoide em funcao do numero de 

Fourier, para varios numeros de Biot e L y L i = 2,00 

64 



1E-5 1E-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 1E+1 1E+2 

Fo=Dt7L2A2 

Figura 4.17 - Teor de umidade adimensional no ponto focal do esferoide em funcao do 

numero de Fourier, para varios numeros de Biot ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/L1 = 1,43 
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Figura 4.18 - Teor de umidade adimensional no centro do esferoide em funcao do numero de 

Fourier, para varios numeros de Biot e L2/L1 = 1,43 

65 



A distribuicao do teor de umidade no interior em esferoide oblato comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L2/L1 = 5,00, em 

funcao das coordenadas esferoidais r| e E,, para B i = 1,0 e mostrada nas Figura 4.19 e 4.20 

respectivamente. As Figuras 4.21 e 4.22 mostram a mesma distribuicao, desta feita para uma 

razao de aspecto L 2 / L i = l , 4 3 . Verifica-se apos analise das figuras que o teor de umidade no 

interior do solido aumenta com o aumento da variavel angular n e decresce com o aumento da 

variavel radial \ , em qualquer numero de Fourier. No entanto, comparando-se as Figuras 4.19 

e 4.21, verifica-se que a dependencia do teor de umidade com a variavelzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\ e maior no solido 

com maior razao de aspecto, ao contrario do que ocorre com a coordenada radial., como pode 

ser percebido comparando-se as Figuras 4.20 e 4.22. Neste caso, a forte dependencia ocorre 

em solidos esferoidais oblatos que possuem menor razao de aspecto. Este comportamento esta 

em concordancia com resultados ja conhecidos para esfera (L 2 /Li=l ,Q0). A medida que L 2 / L i 

se aproxima de 1,00, a forma do corpo se aproxima de uma esfera, e neste caso, a dependencia 

do teor no interior do corpo e exclusivamente com a coordenada radial. 

As Figuras 4.23 a-c ilustram a distribuicao do teor de umidade de um esferoide oblato 

em corpos com razao de aspecto L 2 /Li=5,00, para B i = l , 0 em tres numeros de Fourier 

diferentes. Neste caso, diferente do que acontece com o modelo A, nao e observada uma 

grande diferenca no teor de umidade nos pontos proximos ao ponto focal. Pode-se dizer que 

quanto menor o numero de Biot, mais uniforme sera a distribuicao de umidade no interior do 

solido e, consequentemente menores os gradientes de umidade. Altos gradientes de umidade 

sao indesejaveis, porque originam tensoes mecanicas, que geram trincas e deformacoes, 

reduzindo a qualidade do produto pos-secagem. 

As Figuras 4.24 e 4.25 mostram a distribuicao do teor de umidade no interior do solido, 

para Fo = 0,01098 e diferentes valores do numero de B i o t Pode-se notar que, para pequenos 

valores de B i , os gradientes do teor de umidade em todo interior do solido sao pequenos. O 

teor de umidade varia suavemente com as vanaveis £ e rj. Particularmente para B i < 0,05, 

pode-se estudar a difusao de massa no solido atraves do metodo da analise concentrada. 

Obviamente esta afirmacao e dependente da geometria do corpo e da forma como e definido 

este parametro. Para numeros de Biot mais elevados, os gradientes de umidade, como 

esperado, sao mais acentuados. 
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Figura 4.19 Teor de umidade adimensional no interior de um esferoide oblato com 

L2/Li=5,00 em funcao da coordenada angular r i , para B i = l , 0 , varios numeros de Fourier e em 

£=0 
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Figura 4.20 - Teor de umidade adimensional no interior de esferoide oblato com L 2 /L i =5,00, 

em funcao da coordenada radial £, para B i =1,0, varios numeros de Fourier e em r | = l . 
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Figura 4.21 — Teor de umidade adimensional no interior de um esferoide oblato com 

L2/L1-1,43, em funcao da coordenada angular n , para B i = l , 0 , varios numeros de Fourier e em 

§ = 0 
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Figura 4.22 - Teor de umidade adimensional no interior de esferoide um oblato com 

L 2 / L i = l ,43, m funcao da coordenada radial E,, para B i =1,0, varios numeros de Fourier e em 

tl=l. 
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Figura 4. 23 - Distribuicao do teor de umidade adimensional em um solido esferoidal oblato 

com razao de aspectozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L?/Li = 5,00 e B i = l , 0 , para tres numeros de Fourier 
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Figura 4.24 -Teor de umidade adimensional em funcao de TI, para L j / L r 5,00, Fo=0.01098, 

varios numeros de Biot e em £=0 
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Figura 4.25 - Teor de umidade adimensional em funcao de para L 2 /Li=5,00, Fo=0,01098, 

varios numeros de Biot e em r j = l 
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Finalmente, a Figura 4.26 apresenta o teor de umidade medio adimensional para tres 

razoes de aspecto durante o processo de secagem, para um numero de Biot igual a 1,0. 

Percebe-se que corpos esferoidais oblatos com razoes de aspecto mais elevadas, secam mais 

rapido, pelos mesmos motivos ja explicitados nas discussoes da Figura 4.4 referente ao 

modelo A. Verifica-se ainda que, diferentemente do comportamento para B i infinito (situacao 

descrita pelo modelo A) , a cinetiea de difusao para o solido esferoidal oblato com L 2 /Li=l,43 

e praticamente identica a apresentada para um solido com La/Li=2,00. Alem disso, 

comparando-se ao modelo A, a diferenca entre os teores de umidade e menor, em qualquer 

numero de Fourier fixado. Este efeito e exclusivamente devido ao numero de Biot. 

1E+2 

Fo=Dt/L2A2 

Figura 4.26 - Teor de umidade medio adimensional em funcao do numero de Fourier para 

Bi= l ,0 . 

Vale salientar que, apesar deste trabalho ter dado enfase a transporte de umidade no 

interior de solidos esferoidais oblatos, os resultados apresentados tambem podem ser 

interpretados como transporte de energia. Portanto, a metodologia apresentada pode ser usada 

em processos de secagem, umidificacao, aquecimento e resfriamento, considerando condicao 

de contorno constante ou do tipo convectiva e ainda em variadas formas geometricas que vai 

desde esfera ate disco circular, inclusive esferoides oblatos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Como urn comentario final, pode-se dizer que o modelo e muito versatil, podendo ser 

utilizado para deserever a variacao do teor de umidade em eorpos elipsoidais com variadas 

geometrias, com coeficiente de difusao constante ou variavel e com diferentes condicoes de 

contorno sob pequenas modificacoes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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CAPITULO V 

CONCLUSOESzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E SUGESTOES PARA PROXIMOS TRABALHOS 

Conclusoes 

Considerando a analise dos dados obtidos com a simulacao do processo de secagem 

em corpos com geometria elipsoidal, pode-se concluir de forma geral que : 

. O tratamento matematico para a obtencao da solucao numeriea do problema foi 

adequado e, pode ser utilizado para descrever outros fenomenos transientes tais como 

aquecimento, resfriamento e umidificacao; 

. o metodo de volumes finitos mostrou-se eficiente para a discretizacao da equacao 

de difusao no sistema de coordenadas esferoidal oblato; 

• a partir da solucao encontrada, e possivel obter a distribuicao interna da grandeza 

em estudo, bem como a cinetica de difbsao em solidos com geometrias disco circulares, 

elipsoidais e esfericas, considerando o coeficiente de difusao de massa constante e 

condicoes de contorno de equilibrio ou convectiva na superficie do corpo; 

• o teor de umidade medio de um solido esferoidal oblato decresce com o 

crescimento do numero de Fourier, para qualquer razao de aspectozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (L2/L1). Esta 

observacao tambem e valida para todos os pontos no interior do corpo; 

• para qualquer numero de Biot, solidos esferoidais oblatos com maior razao de 

aspecto (L2/L1), submetidos as mesmas condicoes externas do ar de secagem, atingem o 



cquilibrio higroscopio mais rapidamente que aqueles que possuem menor razao de aspecto, 

em virtude de apresentarem uma menor relacao area/volume; 

. a taxa de difusao de um solido e a distribuicao de umidade em seu interior e afetada 

pelo numero de Biot caracteristico do processo. Para uma razao de aspecto fixada, o 

aumento do numero de Biot implica em um aumento da taxa de secagem, e 

consequentemente tem-se altos gradientes de umidade no interior do solido; 

• a diferenca entre o teor de umidade no centro e no ponto focal de um corpo 

esferoidal oblato depende da sua razao de aspecto e e maior em solidos com maior razao de 

aspecto. Esta diferenca depende do numero de Biot; 

. o teor de umidade dentro do material e funcao das coordenadas rj e £, . Quando a 

forma de um corpo se aproxima de uma esfera, o teor de umidade depende apenas da 

coordenada radial, em qualquer numero de Biot; 

. as linhas de iso-coneentracao de umidade mostram que em regioes pontiagudas, o 

solido seca mais rapidamente; 

. num processo de secagem, caracterizado para pequenos valores do numero de Biot 

(Bi < 0,05), tem-se pequenos gradientes de umidade no interior do solido. Nestes casos a 

cinetica de secagem pode ser avaliada utilizando-se o metodo de analise concentrada. 

Sugestoes para futuros trabalhos 

. Estudar o fendmeno de difusao em corpos esferoidais oblato considerando o 

coeficiente de difusao variavel ao longo do processo de secagem; 

• Considerar o efeito do encolhimento do produto durante o processo de secagem; 

. Resolver analiticamente o problema de difusao em corpos com geometria esferoidal 

oblata; 



• Validar experimentalmente os modelos apresentados neste trabalho; 

. Utilizar o modelo para estimar as propriedades de transporte de solidos umidos. 
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