


Resumo

Dados envolvendo medidas angulares estao presentes nas mais diversas areas do
conhecimento. Para analisi-los é necessario utilizar uma teoria estatistica especifica e
apropriada, diferente da que utilizamos para dados lineares. Particularmente, quando
o interesse for formular, ajustar e fazer diagnosticos em modelos de regressao, uma
vez que, neste contexto, a natureza da variavel deve ser considerada. Neste traba-
lho, utilizamos os modelos de regressao von Mises para investigar a associacao tipo
circular-linear e apresentamos dois residuos padronizados que foram obtidos a partir
da componente da funcao desvio e cujas distribui¢oes de probabilidades podem ser

aproximadas pela distribuicao normal padrao, definida para dados lineares.



Abstract

Data involving angular are present in the most diverse areas of science. To analyze
them is necessary to introduce an appropriate theory and to study specific and appro-
priate statistics as well, different from that we use for linear data. When the interest
is to formulate, to adjust and to make diagnostics on regression models, the nature of
the variables must be considered. In this work, we use the von Mises regression models
to investigate the circular-linear association and discuss two standardized residuals de-
fined from the component of the deviance function whose probability distributions can

be approximated by the normal standard distribution defined for linear data.
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Introducao

Os modelos de regressao fornecem meios capazes de realizar previsoes dos valores
da variavel resposta, através de informagoes sobre as variaveis explicativas, ou seja,
eles nos permite investigar possiveis associacoes entre estas variaveis. No entanto, na
pratica, nem sempre encontramos fenémenos que nos fornecam apenas dados lineares,
pois existem muitos exemplos, nas mais diversas areas de conhecimento, em que os
dados a serem modelados sdo também direcionais, como no Meio Ambiente, na Mete-
orologia, na Geologia, entre outras. Por isso, faz-se necesséario o desenvolvimento de
uma teoria apropriada para dados como esses. Portanto, quando se investiga associagao
envolvendo variaveis direcionais e variaveis lineares, é necessario levar em consideragao

os seguintes tipos de associagoes:
e circular-circular que mede o grau de associagao entre duas variaveis direcionais;

e circular-linear que pode ser usada para predizer valores de uma variavel dire-

cional a partir de valores de variaveis lineares;

e linear-circular que pode ser usada para predizer valores de uma varidvel linear

dado o valor de uma variavel direcional.

Apos a formulagao do modelo, uma etapa de grande importancia na analise de um
ajuste de regressao é a aplicagao das técnicas de diagnosticos, dentre elas a analise de
residuos que tem como objetivo detectar a presenca de pontos extremos e avaliar a
adequagao da distribuicao proposta para a variavel resposta. Em se tratando de dados
direcionais, faz-se necessario a utilizagao de residuos convenientes, que destaquem as

caracteristicas desses dados.
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Neste trabalho, consideramos a associacao do tipo circular-linear, por isso foi conve-
niente considerar os modelos de regressao von Mises, por eles gozarem de boas pro-
priedades. Apresentamos dois residuos padronizados que foram obtidos a partir da
componente da funcao desvio e cujas distribui¢oes de probabilidades podem ser com-

paradas com a distribui¢ao normal padrao.

A dissertacao encontra-se estruturada da seguinte forma.

No Capitulo 1, apresentamos os principais conceitos relacionados com os dados
direcionais e suas estatisticas resumo.
No Capitulo 2, mostramos as principais familias dos modelos probabilisticos para os
dados direcionais com as principais distribui¢oes que ocorrem sobre o circulo.
No Capitulo 3, discutimos os modelos de regressao von Mises.
No Capitulo 4, apresentamos duas caracterizagoes para os residuos de dados direcionais.
No Capitulo 5, fazemos uma aplicacao a respeito da associagao entre dire¢oes de ventos

e concentracao de ozoénio na atmosfera.



Capitulo 1

Dados Direcionais

Neste capitulo introduzimos os conceitos relacionados com os dados direcionais,

bem como apresentar as principais estatisticas resumo a esse tipo de observacao.

1.1 Introducao

Em diversas areas de conhecimento h& o interesse por medidas angulares. Po-
demos citar como exemplo a Geologia, Biologia, Meteorologia, Medicina, Fisica, En-
genharia, Meio Ambiente, entre outras. Alguns exemplos tipicos de dados direcionais

nestas areas sao:
(i) Diregao de ventos e correntes marinhas;
(ii) Dire¢ao de migragoes de animais;
(iii) Orientagao da fratura de uma rocha;
(iv) Estudos de mapas mentais;
(v) Transporte de materiais geologicos.

Observagoes considerando diregoes podem ser interpretadas como dados direcio-
nais. Cada observacao direcional pode ser representada, geometricamente, como um
ponto no circulo unitério, no caso bidimensional, ou como um ponto sobre a superficie

de uma esfera, no caso tridimensional, desde que a orientacao e a direcao inicial sejam



7

definidas. Na verdade, os dados direcionais podem ser tratados em um espaco de qual-
quer dimensao. No entanto, neste trabalho, nosso interesse sera trabalhar no espaco
de dimensao 2.

Os dados direcionais podem ser expressos em qualquer medida de angulo, como
por exemplo: graus, grado, radiano, etc. Mas, por convengao, trabalha-se com os dados
em radianos, com intervalos de variagao [0, 27) ou (—, 7], dependendo do interesse da
analise.

Uma observacao de uma variavel circular é representada por um ponto P sobre
a circunferéncia de um circulo unitario centrado na origem do sistema de coordenadas

—
cartesianas e, portanto, tem-se que OP é um vetor unitario em R2. Podemos ver esta
observagao ainda como um angulo y, formado pelo vetor O—1>D e 0 semi-eixo positivo O,
medido no sentido anti-horario. Sendo assim, uma observagao de uma variavel circular
pode ser representada pelo par ordenado (cos(y),sen(y)), em coordenadas cartesianas.
Existem casos de observacoes em eixos, em que nao é possivel distinguir qual é o inicio
ou o fim da observacao, como por exemplo: o estudo de fraturas em rochas. Esse tipo
de dado é denominado azial, diferentemente do anterior, denominado vetorial (Fisher,
1995). Para se trabalhar com dados axiais deve-se, inicialmente, converté-los a dados
vetoriais, transformando a observac¢ao y em 2y, ou seja, duplicando o angulo (Mardia

e Jupp, 1999).

1.2 Representagao Grafica de Dados Direcionais

Os dados direcionais, assim como os dados lineares, podem ser representados por
diagramas e graficos, com a finalidade de facilitar sua interpretacao e analise. Quando
os dados nao sao agrupados, sua representagao consiste em corresponder a cada obser-
vagao bruta um ponto no circulo unitario. No entanto, quando os dados sao agrupados
eles podem ser representados por uma das trés maneiras seguintes: histograma circular,
histograma linear ou diagrama de rosas.

Os histogramas circulares sao formados por um conjunto de barras que represen-
tam as freqiiéncias de cada classe, cujas bases estao sobre a circunferéncia do circulo
unitario dividido de acordo com o tamanho de cada classe, com e areas proporcionais

as freqiiéncias. Se fizermos um corte no eixo deste histograma e o transporta-lo ao
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eixo de coordenadas X iremos transforma-lo num histograma linear, semelhante ao de
dados lineares.

O diagrama de rosas € um tipo de histograma circular formado por setores circu-
lares cujas areas sao proporcionais as freqiiéncias de cada classe e os raios sao propor-
cionais a raiz quadrada de cada freqiiéncia.

Exemplo: Consideremos o conjunto de dados representando 19 observacoes de
diregoes de ventos, expresso em graus, da tabela abaixo. Representaremos os dados

nao-agrupados, e em seguida os agrupado em histograma circular e diagrama de rosas.

Tabela 1.1: Medidas de Direcao de Ventos
327 | 8 [ 911|204 |88 |86 |305 333|344 | 18

2700 | 57 |67 | 6 |21 |11 281 | 27 | &4

Direcao

o° direcan

2707 qn°

Figura 1.1: Representacao Grafica dos Dados Nao-Agrupados



direcan

Figura 1.2: Representacao Grafica em Histograma Circular

direcan

Figura 1.3: Representacao Grafica em Diagrama de Rosas
1.3 Medidas Descritivas no Circulo

Depois que os dados direcionais sao coletados e representados graficamente, preci-
saremos estabelecer algumas estatisticas descritivas adequadas. A principio, é tentador
querermos utilizar as mesmas medidas empregadas para os dados lineares. Entretanto,
pelo exemplo ficticio, a seguir, podemos verificar a inadequagao destas medidas no
circulo.

Exemplo Ficticio: Imaginemos uma amostra de tamanho 2 em que os angulos
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observados tenham sido y; = 1° e y, = 359° que sdo “proximos entre si” e eqiiidistastes
da direcao 0°. Neste caso, a média aritmética amostral ¢ 7 = (1° + 359%)/2 = 180°
que corresponde ao ponto no circulo diametralmente oposto ao resultado intuitivo. Em
contra partida, o desvio padrao amostral fica dado por: S,_; = 253°, ou seja, um valor
que nao descreve o fato de y; e ys estarem “proximos entre si”.

Como as medidas resumo usadas para variaveis lineares nao fazem sentido para
as variaveis circulares, pelo que vimos no exemplo anterior, precisamos estabelecer
algumas medidas descritivas relacionadas com o conceito de posicao, dispersao e con-

centracao que facam sentido para as variaveis circulares.

1.3.1 Medidas de Locagao

1.3.1.1 Média Direcional

Considere uma amostra aleatoria de n observacgoes circulares yi, ¥, ..., Yn, as quais
. . ”, . —) % % .
podemos associar n vetores unitarios OP,,OPs,...,OP,, conforme mencionamos an-

teriormente. Em termos algébricos, calculemos as quantidades
S = Zsen(yi), C= Zcos(yi) e R®?=0C%+ 5%
i=1 i=1

A média direcional de yq,%s, ..., ¥y, € definida como sendo o angulo 7, correspondente
— — —

ao vetor resultante da soma OP; + OP5 + --- 4+ OP,,. Esse angulo deve satisfazer as

condigoes cos(fz) = C/R e sen(n) = S/R, ou seja, @ = arctan(S/C) (Fisher, 1995).

Assim,
arctan(S/C), se S>>0 e C>0

arctan(S/C) +m, se C <0 (1.1)
arctan(S/C) +2m, se S<0 e C >0

=|
I

A quantidade R = v/C? + S? representa o comprimento do vetor resultante e fornece
informagao sobre o grau de concentragao dos angulos observados. Em vez de R, é mais
comum usar o comprimento médio do vetor resultante, definido por R = R/n, o qual
tem a vantagem de variar no intervalo [0,1]. Portanto, 7z pode ser determinado também
como solugoes das equagoes

C = RcosTi (1.2)

S = Rsenji (1.3)
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onde

— C

= —. 1.4
e C " (1.4)

g:

S|l

Das expressoes (1.2), (1.3) e (1.4), podemos mostrar (vide Apéndice A) que

n

1 —
—» cos(y;—f1) = R e (1.5)
n
i=1
1o _
— > sen(y; —m) = 0. (1.6)
n
i=1
Para dados axiais, a média axial é definida da seguinte forma: Sejam yi,¥s,...,Yx

angulos que representam observagoes de dados axiais e seja ; a média direcional dos
angulos vetoriais correspondentes. Entdao a média axial ¢ dada por £ e § + 7 (Mardia

e Jupp, 1999).

1.3.1.1 Mediana Direcional

Definicao: A mediana direcional Y dos angulos y1,v9,...,y, € um angulo ¢ que

satisfaca as seguintes condicoes:
(i) A metade dos pontos situam-se no arco [¢, ¢ + m);
(ii) A maioria dos pontos sao mais proximos de ¢ do que ¢ + 7.

Para n fmpar, a mediana é um tnico angulo e, quando n for par a mediana é a média

aritmética entre os dois angulos centrais.

1.3.2 Medidas de Concentracao

1.3.2.1 O Comprimento Médio do Vetor Resultante

Como definido anteriormente, R = R/n onde R é o comprimento do vetor resultante

— — — —
OP1+ OPy+---+ OP,. Como cada OP; é unitario, temos
— — — — —

0<|OPy+0OPy+---+OP, ||<|OP1 || +--+||OP, ||=14+---+1=n.

Portanto,

0<R<n=0<Rn<1l=0<R<I

A quantidade R fornece informacoes sobre o grau de concentracdo dos angulos ob-

servados. No caso em que todas as observagoes forem iguais a um mesmo angulo,
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digamos g, tem-se que R = 1, representando uma concentracio maxima dos dados, e
corresponde a uma variabilidade minima entre eles. Outro caso extremo é quando os
dados encontram-se uniformemente distribuidos no circulo, nesta situagao tem-se uma
concentragio minima (R = 0) e uma variabilidade méxima. E importante ressaltarmos
que R = 0 ndo significa uma distribuicao uniforme no circulo, pode acontecer algum

tipo de estrutura de agrupamento, como o exemplo citado em Fisher (1995, p.32).

1.3.3 Medidas de Dispersao

1.3.3.1 A Variancia Circular

A variancia circular amostral é definida por

V=1-R (1.7)

O conceito é analogo a variancia de dados lineares, no sentido de que quanto menor o

valor da varidncia circular, maior a concentracao nos dados. Observe que

0<V <1, umavezque 0<R<I.

1.3.3.2 O Desvio Padrao Circular

Para dados direcionais, a definicao de desvio padrao é diferente da definicao para
dados lineares, que corresponde a raiz quadrada da varidncia. O desvio padrao circular

amostral é definido por
o= {—2log(1 — V)}'? = {—2log R}'/%.
Uma boa aproximacao para o desvio padrao circular amostral é

(2V)1/2, para V pequeno (V < 0,18)
{2(1 - R)}/2, para R grande (R > 0,82)

1.3.4 Outras Medidas de Dispersao

1.3.4.1 A Dispersao Circular Amostral

A dispersao circular amostral é definida por

~ 1-R
0= ——or (1.8)
2R
onde R, é o comprimento médio resultante dos angulos duplicados 2y, ..., 2y,. Com

EQ = \/63 =+ g; onde 62 = % Z?:l COS<2yi) € §2 = %1 22;1 Sen(2yi>'
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1.3.4.2 O Desvio Médio Circular
Uma alternativa para medir a distancia entre dois angulos a e 3 é

oo = 4, se Ja—pf<m

2 —|la—p), se |la—p>7

min((a — 6),2r — (o = §)) =

Desta forma, podemos escrever

min((a — ), 27 — (o — B)) = T—m+la—0, se T—|a—p>0

T+m—|la—p8], se wm—|la—pF<0

Entao,
min((o — 8), 21 — (a — 3)) = T — (m— |a—3]), se m—la—p|>0
m—[—(r—]a—8])], se m—|a—p]<0
Portanto,
min((a — £),2r — (o= B)) =7 — |7 — |a = G|
Com isto, uma medida de dispersao dos angulos y1, .. ., y, em torno de um dado angulo
o é

1< 1<
do(ar) = ﬁz{”_ | — Iyz‘—all}:ﬂ—EZIW— lyi — a]
i=1 =1
A mediana amostral y é o ponto que minimiza dy (Mardia e Jupp, 1999), logo, o desvio
médio circular é definido por
1< _
do(@) = - > Am = Im — by — 3} (1.9
i=1

1.3.4.3 A Diferenca Circular Média

A diferenca circular média é a distancia média entre observagoes circulares é dada por
D= L) + doly) + -+ o)) = = 3 ol
o= 0\Y1 o\Y2 0\Yn —nj:10y]-

Portanto,
. 1 n n
DOZEZZ{W—W—M—%HL (1.10)
i=1 j=1

que representa a distancia média entre pares de observacoes.
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1.3.4.4 A Amplitude Circular

A amplitude circular é o comprimento do menor arco que contém todas as observa-
¢oes. Para determinarmos a distancia circular inicialmente consideraremos os angulos
Y1,--.,Yn de forma ordenada yy < -+ < y,). Os comprimentos de arco entre obser-

vacgoes adjacentes sao

T‘i: Yea+1) — YG)s Z:]-avn_l

2T —yYm) T Ya), 1=n

Assim, definimos a amplitude circular w por:

w =27 —max(Th,...,T,) (1.11)

1.4 Momentos Trigonométricos

As expressoes S e C definidos em (1.4), sd@o importantes para determinagao da
média direcional e varidncia amostral, como visto anteriormente. Definimos o primeiro

momento trigonométrico em torno de 0° por
m), = C +i8. (1.12)
Observe que, de (1.2) e (1.3)
m) = RcosTi + iRsenfi = R(cosTi + isenfi) = Re'”.

Por extensao, definimos o p-ésimo momento trigonométrico em torno de 0°, como sendo

m;):ap+ibp, parap=1,2,... (1.13)
em que i i
a, = 1 Zcos(pyi) e b,=— Zsen(pyi).
i=1 =1
Portanto,
m; = R,e'fr, (1.14)

onde 1, e R, denotam a média direcional e o comprimento médio do vetor resultante
amostral de pyy, . .., py,, respectivamente. o p-ésimo momento trigonométrico em torno
da média direcional 71 é

m, = @, + ib, (1.15)
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onde

B = coslply; — )] ¢ By =+ > senlply; — ).

Em particular, temos

Posteriormente, apresentaremos as versoes populacionais dos momentos trigonométri-
cos, que desempenham importante papel na teoria de distribui¢coes de probabilidade

sobre o circulo.

1.5 Conceitos Teoéricos Basicos para Dados Direcio-
nais
1.5.1 A Funcao de Distribuicao

Entendemos por uma variavel aleatéria circular como sendo uma variavel aleatoria ja
convertida em angulos e assumindo valores no intervalo [0, 27).
Definicao: Definimos a funcao de distribui¢ao de uma variavel aleatoria circular como

sendo uma funcao F' tal que

Fly)=P(0<Y <y), Vye|0,2n)
Fly+2r) —F(y)=1, YyeR

(1.16)

Sejam y; e yo satisfazendo —oo < y; < yo < 00, com Yy, — y; < 2m. A probabilidade de
Y pertencer ao arco (yi,9) é dada por
Y2
Plu <Y <us) = Flw) — Fw) = | dF() (117
Y1
onde a integral é a integral de Lebesgue-Stieltjes.

De fato, (1.17) é verdadeira, pois para y; < y, temos que,
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Logo,
Py <Y <o) = F(y2) = Fun)-
Observagao: Embora F(0) = 0 e F(27) = 1, para as variaveis aleatorias circulares, a

funcao de distribuigao no circulo nao satisfaz as condi¢oes lim F(z) =0e lim F(x) =

Tr——00

1, que sao satisfeitas por funcoes de distribuicoes de variaveis aleatorias lineares.
Definigao: Seja F' a fungao de distribui¢ao de uma variavel aleatoria circular Y. Se F
for absolutamente continua, definimos a funcao densidade de probabilidade de Y como

sendo a funcao f tal que

/ " Fw)dy = Flys) — F(), —00 <31 < g2 < oo. (1.18)

Observagao: Uma fungao f é funcao de densidade de probabilidade de uma distribui-

¢ao absolutamente continua se, e somente se:
(i) f(y) > 0, quase sempre em (—o0, 0);
(i) f(y+ 2m) = f(y), quase sempre em (—00,00);
(i) f;™ f(y)dy = 1.

Definigao: Sejam Y uma variavel aleatoria circular. Os momentos circulares de Y sao

dados por

ap = Elcos(pY)] = [} cos(py)dF (y) (1.19)
B, = Elsen(pY)] = [ sen(py)dF (y) (1.20)

onde p € Z. Como conseqiiéncia das propriedades das fungoes trigonométricas tem-se

que
p=a_p, Bp=—0, lap<lelB,|<1.

1.5.2 A Funcao Caracteristica

Definicao: Definimos a fungao caracteristica de uma variavel aleatéria circular Y como

sendo o conjunto de ntimeros complexos {¢y (p) : p € R} dada por

2
oy (p) = E(e™) = /0 e dF(y), com p € R. (1.21)
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Podemos escrever (1.21) da forma,

Oy (p) = ap + 0y,

onde «, e (3, sd@o os momentos circulares de Y definidos em (1.19) e (1.20). Como
estd mostrado no Apéndice B, a funcao caracteristica goza das seguintes propriedades:

Propriedades:

(i) ¢v(0) =1

(ii) @y (p) = v (p) onde Gy (p) & o conjugado complexo de ¢y (p)
(it) [ov(p)] < 1.

(iv) E suficiente considerarmos a fungao ¢y (p) apenas para valores inteiros e positivos

de p.

1.5.3 Independéncia e Convolugao

Definicao: Sejam Y] e Y, duas varidveis aleatorias circulares. A funcao caracteristica

conjunta (Y7,Y5) é definida pela seqiiencia dupla {¢y,y, (p, ¢) com p,q € Z} dada por

Pviva(p, ) = B(ePN ). (1.22)

Definigao: As variaveis Y] e Y, sdo independentes se, e somente se, ¢y,y,(p,q) =
¢y, (p)¢y,(q) para todo p,q € Z.

Sejam Y7,...,Y, variaveis aleatorias circulares independentes. A funcao caracteristica
da soma S, = )", Y; é analoga ao caso linear. Se as variaveis forem identicamente

distribuidas temos que

¢s,(p) = H dv.(p) = dvi (p)- - - - - oy, (p) = [Py (p)]".

Definicao: Sejam Y] e Y; varidveis aleatorias circulares independentes com respectivas
fungoes de distribuicao F; e Fy e considere S = Y] + Y5 . A fungao de distribuigao F
de S é dada por ,

dFs(s) = /0 dF>(s — y1)dF ().
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1.5.4 Momentos e Medidas de Locagao e Dispersao

Vamos considerar as versoes populacionais das medidas resumo e dos momentos trigo-

nométricos que foram apresentadas nas se¢oes (1.3) e (1.4).

1.5.4.1 Momentos Trigonométricos

Sejam o, = E[cos(pY)] e 5, = E[sen(pY)], com p € Z, os momentos trigonométricos de
uma variavel aleatoria circular Y. A seqiiencia {(«ay,, 5,), p € Z} caracteriza a fungao
caracteristica de Y. Portanto, no circulo, qualquer distribuicao é determinada pelos
seus momentos trigonométricos.
Para p > 0 temos que a versao populacional do p-ésimo momento em torno de 0° é
dada por

Oy (p) = ppe™, pp >0 (1.23)

onde p, ¢ o comprimento médio do vetor resultante. O p-ésimo momento trigonométrico

populacional em torno da média direcional é definido por

oy (p) = @y + B, (1.24)

onde, @, = E{cos[p(Y — )]} e B, = E{sen[p(Y — 11)]}. Logo, a equagdo (1.24) pode

ser escrito como
oy (p) = E[e™Y 7).

1.5.4.2 Medidas de Locagao e Dispersao

1.5.4.2.1 A Média Direcional e o Comprimento Médio Resultante

Para p =1, em (1.23), temos

Py (1) = pr1e™ = pe'™,

onde p é a versao populacional da média direcional 71 e p é a versao populacional do
comprimento médio resultante R e pode ser calculado pela expressio p = (a? + ﬂ%)l/ 2,
Observe que, ao considerarmos o efeito de rotagao por — na variavel circular Y, temos
Y* =Y — . A média direcional de Y* é u* = u — 1, que é equivariante sob rotagao.

Entao

¢y (p) = e "oy (p). (1.25)
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De fato,
Sy (p) = E(e™) = B(eP ) = e PV E(e?) = e Moy (p).
Considere p = 1 em (1.25), entao

oy (1) = e oy (1) = e Hpet = p +10.

Mas,

¢y (1) = Elcos(Y — p)] + iE[sen(Y — p)].
Logo,

Elcos(Y — p)] + iE[sen(Y — )] = p + 0.
Portanto,

Elcos(Y —p)] = p, e (1.26)

Elsen(Y —p)] = 0. (1.27)

1.5.4.2.2 A Variancia Circular
Definicao: A variancia circular v, de uma variével aleatoria circular Y é definida como
v=1-np. (1.28)

De (1.26) temos,
v=1— FE[cos(Y — p)].

E, analogamente a situacao amostral, 0 < v < 1.

1.5.4.2.3 O Desvio Padrao Circular

A versao populacional do desvio padrao circular é dada por
o ={—=2log(1 — v)}/? = {—2log p}/2. (1.29)

Esta definicao é motivada pelo fato de que a distribuicao normal ao redor do circulo

gera a distribuicao normal arqueada, como veremos posteriormente.



20

1.5.4.2.4 A Dispersao Circular

A versao populacional da dispersao circular é

L —po
§ =
25

onde py = \/a3 + 33, com ay = E[cos(2Y)] e By = E[sen(2Y)].

(1.30)

Y

1.5.4.2.5 A Mediana Circular

A versao populacional da mediana circular Y é a mediana direcional g definida como

a diregao ¢ que minimiza E[r — |7 — |V — ¢|| e satisfaz

P(Y € (fi+7]) > 5 e PY € (i— i) >

N | —
N =

1.5.5 A Desigualdade Tipo Tchebyshev

Varias desigualdades para distribuicoes sao observadas no circulo, muitas delas foram

estudadas por Marshal & Olkin (1961). Usando a desigualdade de Tchebyshev na

Y—u

5 ), temos:

variavel aleatoria sen(

Y —
B> <

P(]sen( > 52

0<e<l. (1.31)

A demonstragao encontra-se no Apéndice B.



Capitulo 2

Modelos Probabilisticos para Dados

Circulares

Neste capitulo, nosso objetivo é fazer um estudo das duas principais familias de
modelos probabilisticos para dados direcionais. Os chamados modelos exponenciais e
os modelos de transformacao. Além disso, apresentar algumas das mais importantes

distribuicoes sobre o circulo, dando um destaque a distribuicao von Mises.

2.1 Introducao

Em inferéncia estatistica, a analise de modelos probabilisticos adequados é de
grande relevancia, tanto para dados lineares quanto para dados direcionais. A maio-
ria dos modelos para dados direcionais pertence a uma das duas classes de modelos
paramétricos, ou os modelos exponenciais ou os modelos de transformacao (Mardia e
Jupp, 1999). Assim sendo, faremos um estudo das principais propriedades dessas duas
classes de modelos. Dentre as familias de distribui¢oes no circulo, temos a distribuicao
uniforme circular como a mais simples e a distribui¢cao von Mises como a mais impor-
tante, pois desempenha um papel em inferéncia no circulo semelhante a distribui¢ao
normal na reta. Apresentaremos também, outras distribui¢oes circulares importantes

que sao as distribuicoes arqueada.
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2.2 Modelo Exponencial

Definicao: Um modelo é do tipo exponencial se sua funcao densidade de proba-

bilidade for da forma

f(ziw) = b(z) exp{(w) tz) (@)}, zExeweD, (2.1)
com relagao a algum dominio de medida A, onde x é o espaco amostral e {2 é o espaco
paramétrico. A estatistica t : x — R™ é a estatistica canonica e ¢(w) é o parametro
canonico (¢ : Q — R™).

Observagao: Segundo Mardia e Jupp (1999), considere d = dim|[p(2)].
(i) Se (2.1) for minimal, entdo o modelo é chamado um modelo exponencial (m,d);
(ii) Se d < m, o modelo é chamado modelo exponencial curvo;
(iii) Se d = m podemos fazer uma reparametrizagao para o modelo exponencial (2.1).

Considere 0; = ¢;(w) para i = 1,...,m, entao (2.1) pode ser escrita na forma

f(x;0) = bx)exp{0't(x) — ¥(6)}, (2.2)

onde 6 varia em um subconjunto © C R™. Quando © for um aberto em R™, e ¢
pertencer ao conjunto das funcoes integraveis, entao o modelo é chamado de Modelo

Exponencial Regular.

Principais Propriedades dos Modelos Exponenciais Regulares
(1) Os primeiros momentos da estatistica canonica sao dados por:

P
0000

Eo(t) = = e Varg(t)

(2) A matriz inversa de Informagao de Fisher é Varg(t).
(3) Se Xi,...,X, forem independentes e identicamente distribuidas com funcao de
densidade de probabilidade dada por (2.2), entao a distribuicio amostral de ¢ (média

amostral da estatistica ¢ ) tem funcdo densidade de probabilidade proporcional a

exp{n]0't(z) — ()]},
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e t ¢ suficiente para 0.
(4) O estimador de méxima verossimilhanga 8 de 0 é tnico e ¢ dado pela solugao da
equacao

E@(t) =t

2.3 Modelos de Transformacao

Definigao: O modelo de transformagao é um modelo em que um grupo G atua
tanto sobre o espaco amostral x quanto sobre o espago paramétrico €2, de modo que, se
a variavel aleatoria X tem funcao densidade de probabilidade f(x,w), entdo a variavel

aleatoria ¢ X € G tem fungao densidade de probabilidade f(gz, gw) em que

f(gw,gw) = f(x’w)X(ga ZL‘), (23)

para algumas fungoes g sobre G x x.

Em outras palavras, um modelo de transformagao ¢ um modelo composto de transfor-
macao em que o grupo GG age transitivamente sobre o espago paramétrico, isto é, para
quaisquer w e w € Q, existe um ¢ € G tal que gw = w'. Em particular, quando o
grupo G é o grupo aditivo R e a medida é a medida de Lebesgue, entao (2.3) fica da

forma
fla+g,w+g) = flz,w). (2.4)
Para nossos propositos, a principal propriedade dos modelos compostos de transforma-

¢ao é que o estimador de maxima verossimilhanca & de w é equivariante, isto &,

O(gxe, ..., gT,) = go(T1, ..., Tp).

2.4 A Distribuicao Circular Uniforme - U/

Como mencionado anteriormente, a distribui¢ao uniforme é a distribuicao mais
simples sobre o circulo. Ela é a tnica que tem a propriedade de ser equivariante sob
rotacao e reflexdo (Mardia e Jupp, 1999).

Definicao: Uma variavel aleatoria circular Y tem distribui¢ao uniforme sobre o circulo

se sua funcao densidade de probabilidade for da forma

f(y):2—7 a<y<a+?2m, com «ac€|0,2m). (2.5)
T
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Observe que, se a < < a + 27, entao

I}
Pla<Y <) =F(p) - Fla) = / F(w)dy.

Logo,

1 0 —«
Pr(a<Y§5):§y’§: 5

ou seja, essa probabilidade é proporcional ao comprimento de arco.

A funcao caracteristica da distribuicao uniforme é dada por
0, se p=41,42 ...
1, se p=0.

De fato, pela definicao de funcao caracteristica temos que

1 1 27

2 2
— ideF — z'pY_d - ide )
ovto) = [ emart) = [ e = o [ ey
Entao, para p = 0, temos
1 2
oy (p) = —/ d(y) =1
2 Jo
Para p = #£1,42, ..., temos
11 . e?rr 1
= — 7'prﬂ':—:O
ov(p) 2 z'pe o 2ipm

Portanto,
0, se p==41,+£2, ...
1, se p=20

2.5 As Distribuicoes Arqueadas

Muitos modelos probabilisticos para dados direcionais sao derivados a partir de
transformacoes de modelos probabilisticos lineares usuais. Em outras palavras, dada
uma distribuicao sobre a reta podemos arquea-la em torno da circunferéncia do circulo
de raio unitario e assim obter uma distribuicao de probabilidade angular.

Definicao: Seja X uma variavel aleatéria sobre a reta, definimos a variavel aleatoria

X, da distribuic¢ao arqueada por

X, = X{mod(2m)}. (2.6)
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Se consideramos o circulo como o conjunto de niimeros complexos de médulo unitério,

a funcao de arqueamento X — X, pode ser escrita da seguinte forma
X — 627riX

Se X tem funcao de distribuicao F'x, entao a funcao de distribuicao Fy de Y é dada
por

Fy(y) = i {F(y+2km) — F(2km)}, 0<y<2m. (2.7)

k=—00

Se X tem uma funcao densidade de probabilidade f entdao a fungao densidade de

probabilidade correspondente fy de Y é

)= > fly+2km), 0<y<orm (2.8)

k=—o00

Propriedades:
(i) (X+2),=X,+ 2,

(ii) Se X tem funcdo caracteristica ¢ entdao a fungao caracteristica ¢y (p) de X, é:

oy (p) = ¢(p)

(i) Se ¢ ¢ integravel entdo Y tem densidade com Y2 (a2 + 37) < oo, e

foy) = > fly+2km) = %[1 +2) (ay cospy + Bysenpy)]

k=—o00 p=1
2.5.1 A Distribui¢gao Normal Arqueada - WA (u,o?)

Um caso especial dentre as distribuicoes arqueadas é aquela que se obtém a partir de
uma distribuicao Gaussiana, por meio do seu arqueamento sobre o circulo.

Se uma variavel aleatoria X tem distribuigao normal (1, 02), entao a variavel aleatoria
Y = X{ mod (27)} tem distribuigdo normal arqueada com parametros p e o%. Sua

funcao densidade de probabilidade é dada por

o0

Frlyspmo®) = > Norr i L v (2.9)

De fato, se X ~ N (i, 0?) sua fungao densidade de probabilidade é da forma

_ 1 (z — p)?
f(x) = o eXP{—T‘Q

1.
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Entao, de (2.8) a fungao densidade de probabilidade de Y ¢ dada por
(y + 2km — p)?

Fr(y; 0 Z fly + 2km) = Z Wexp{ o)

k=—o00 k=—o00

A funcao caracteristica de uma variavel aleatoria X ~ N (u,0?) é ¢x(t) = exp{iut —

t?02/2}. Da propriedade (i7) da segao 2.5, segue-se que a funcao caracteristica de Y é

exp{iup — p*o?/2}

. )
—  ipp=p0/2

o(p)

_ eiupe(fth/?)p2
_ eiuppp2
= [cos(up) + isen(up)]p?”
= " cos(up) + ip? sen(up).
Portanto,
d(p) = o + iy, (2.10)

onde
a, = P cos(up)
B, = p"sen(up)-

Com este resultado podemos representar f, de outra maneira, a saber,

(2.11)

1 2
fu(ys 1 p) = %{1+2pr cosp(y — p)}- (2.12)
p=1
Para verificarmos isso, basta ver que, da propriedade (iii) da se¢do 2.5, temos que

Z [y + 2km) = L —[1+2 Z ay cos(py) + Bysen(py))).

k=—o00

Logo, de (2.11), temos que
2 2
ap cos(py) + Bpsen(py) = p" cos(up) cos(py) + p”" sen(up)sen(py)
= e 772 cos(up) cos(py) + e "7 sen(pp)sen(py)
= e cosp(y — p).
Logo,

fuys 1, p) = %{1 +2) " coslp(y — w)]}-

Conclusoes:
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e Podemos determinar a fungao de distribuicao F, integrando, termo a termo, a

expressao (2.12).
e Quando o2 > 2m, f, pode ser aproximada pelos trés primeiros termos de (2.12).
e Quando ¢? < 27, f, pode ser aproximada pelo termo k = 0 de (2.9).
Observacoes:
(i) A distribuigao normal arqueada é unimodal e simétrica em torno da moda .
(i) Quando p — 0 a WN (i, 0?) tende a distribuigao uniforme.

(iii) Quando p — 1 a WN (p,0?) tende a distribuigao degenerada, concentrada em
[

2.5.2 A Distribuigao Poisson Arqueada - W7P(\)

a s s i .
A reducgao modulo 27 “transforma” a reta num circulo. Da mesma forma, temos que se
m € Z7 a redugao moédulo 2mm “transforma” os inteiros no grupo das m-ésimas raizes
de 1, visto como um subgrupo do circulo (Mardia e Jupp, 1999). Em particular, se X

¢ uma variavel aleatoria sobre os inteiros, entao X,,, definida por
Xy =27 X{mod(27)}, (2.13)

¢ uma variavel aleatoria distribuida sobre o circulo. A fungao de probabilidade de X,
é:
27r -
P.(X,=—)= P km), =0,1,....m—1, 2.14
(Xu="0)= X Pelrbm), v m (214)
Desta forma, se X ~ Poisson (\), X, tem distribui¢ao Poisson Arqueada com fungao
de probabilidade dada por

2wr =, \rthm
P.(X, = —A =0,1,...,m—1, 2.15
( kz%r%—k:m " m ( )

e denotamos por X, ~ WP(A).
A funcao caracteristica de X,, ~ WP(A) é dada por

d(p) = exp{—A(1 —e>P/™  onde p=0,1,2,... (2.16)
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Uma propriedade importante da distribuicao Poisson Arqueada é que o conjunto das
suas funcoes densidades de probabilidades é fechado com relacao & soma.
De fato, isto ocorre, pois se considerarmos Y; ~ WP (A1) e Yo ~ WP (\z) indepen-

dentes, entao, a funcao caracteristica de Y; + Y5 é dada por

¢Y1+Y2 (p) = ¢Y1 (p)¢Y2 (p)
= exp{—\ (1 — e277ip/m)} exp{—XAa(1 — eZmp/m)}

= exp{—(\ + M) (1 — 2P/},

Portanto, Y7 + Y ~ WP (A1 + Aa).

2.5.3 A Distribuicao Cauchy Arqueada - WC(u, p)

Na reta, a distribuicao de Cauchy tem funcao densidade de probabilidade dada por

1 a

f(ili';/%a):;m

, a>0,—oc0o< pu<oo, xelR

onde p é a mediana (parametro de locagao) e a representa a distancia entre a mediana
e o primeiro quartil (parametro de escala).

A funcao caracteristica da distribui¢ao de Cauchy é
p(t) = e it ondet € R
Dai, a funcao caracteristica da distribuicao de Cauchy Arqueada para p € Z é da forma

o(p) = e—alpl+ipn
— e alplgirn
= e l(cos pu + isenpp).
Logo,
(p) = e~ Wl(cos pu) + e~ (senpp) = v, + i,

onde,

a, = e Ylcos e
p () (2.17)

By = e “Wlsen(pp).
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Assim, a fung¢ao densidade de probabilidade da distribui¢ao Cauchy Arqueada fica dada

por

c(y; i, p) = %{1+2 > pPeosply — )} (2.18)
k=—o00

Da propriedade (iii) da se¢ao (2.5) temos que,

o 1 0.)
clyspp) =Y fly+2km;p,a) = ool +2 > (ay, cospy + Bysenpy)).
p=1

k=—o00

—a

Substituindo (2.17) na expressao acima, e considerando p = e~%, segue-se que

cly;p,p) = —{1+2 Z 7l cos py — 1)}

_ %{1+2 Z P cosp(y — )}

k=—00

Propriedades:

(i) A média direcional de WC(u, p) ¢ u{ mod (27)} e o comprimento médio do vetor

resultante é p;
(i) A distribui¢ao WC(u, p) € unimodal e simétrica em torno de y;
(iii) Quando p — 0 a WC(u, p) converge para a distribui¢ao circular uniforme;
(iv) Quando p — 1 a WC(u, p) fica concentrada no ponto p;

(v) A funcao de distribuigao da WC(u, p) ¢ dada por

1 _1{(1+,02)COS(?J—M)—2P};

Fly) — F(u) = —
) (1) o O 1+ p?—2pcos(y — p)

(vi) Tal como a Distribuigao Poisson Arqueada, o conjunto das fung¢oes densidade de
probabilidades das distribui¢oes de Cauchy Arqueadas é fechado com relagao a

soma.

2.6 A Distribuigao von Mises - VM (u, \)

Definicao: Dizemos que uma variavel aleatoria circular Y tem distribui¢ao von
Mises com parametros p e A se sua funcao densidade de probabilidade for dada por

1

Aeosty—n) )<y <2, 0< <2 A>0 2.19
27rIo()\>6 R , 4

fr(yip A) =
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onde, Iy(A) é a funcao de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem zero, que é dada

pela série

= 1 1

=2 G

r=0
A fungao de distribuicao de Y, é dada por

o ( ) 1 /y )\cos(t—u)dt (2 20)
et (& .
YWIE5r ) ’

que nao admite uma forma fechada. Algumas caracteristicas da distribui¢ao von Mises

Ip
Io(

envolvem a fungao A,(\) = ) onde I »(A) é afuncao de Bessel modificada do primeiro

tipo e ordem p, que é definida pela série

N2t =0.1,...
;p_{_,r'r' ) b p b )

As propriedades desta fun¢ao podem ser encontradas em Abramowitz e Stegun (1970).
Na distribui¢ao von Mises VM (u, A), o parametro p representa a média circular de Y
enquanto que A é denominado paradmetro de concentragao, e é tal que o comprimento re-
sultante médio satisfaz p = A;()). A dispersdo circular de Y é dada por § = [AA;(A\)] ™!
e as componentes de seus momentos trigonométricos sao o, = A,(\) e 5, = 0, para
p > 1. A distribuigdo von Mises goza de propriedades bastante interessantes, dentre as

quais, destacamos
(i) Ela é unimodal e simétrica em torno da média direcional p;

(ii) Quando A — 0, a distribui¢ao de von Mises converge para a distribuigao circular

uniforme;

(iii) Quando A — o0, a distribui¢ao converge para a distribui¢ao degenerada no ponto
Y=
(iv) Segundo Stephens (1963), para valores nao muito pequenos de A, a distribui-

¢ao von Mises VM (i, \) é proxima de uma distribui¢ao normal arqueada WN

(1, 1/N).

(v) A razao entre a densidade na moda e a densidade na antimoda é e?*. Isto implica

que, quanto maior for o valor de A maior sera o agrupamento em torno da moda.
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2.6.1 Estimagao dos parametros da Distribuicao von Mises

Seja Y7,...,Y, uma amostra aleatoria independente de distribuigago VM (p, A), com
valores observados y1,...,4,. A funcao de log-verossimilhanca fica dada por
W, Ny ooy yn) = —nlog2m —nlog Iy(A) + A Zcos(yi — ).
i=1

Utilizando a equagao (1.5) na expressao acima temos
i, Ny1s - yn) = —nflog2m —log In(A) + AR cos(t — p)}. (2.21)

O estimador de méaxima verossimilhanca para p é obtido quando a fungao de log-
verossimilhanga atinge seu valor méximo. Como cosz tem valor maximo para x = 0,

entao

cs(i—p)=0=>pa-—p=0=pu=n
ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca da média direcional i é exatamente a
média circular amostral, definida pela equagao (1.1). A propdsito, Bingham e Mardia
(1975) mostram que a distribuicdo von Mises é a tunica distribui¢do circular onde a
direcao média amostral é o estimador de méxima verossimilhanca para a direcao média
populacional.
Por sua vez, obtemos o estimador de maxima verossimilhanca para A da seguinte forma

% =n{Rcos(i — p) — ﬁ[()(}\)}'

Mas, I(A) = I (\), entao

ol — .
% = n{Tcos(ii - i) -

L(\)
[0()\)}.

Como A;(\) = 285 temos,

n{Rcos(ji — i) — A;(A\)} =0 = Rcos(fi — i) — A;(A\) =0 = A;(\) = R.

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca h\ para A é tal que

Al(X) =R ou seja, A = ATHR)

O estimador A é viciado e uma aproximacao para o vicio foi obtida por Best e Fisher
(1981). Eles concluem que, para amostras pequenas e valores pequenos de A, a distribui-

¢ao de X\ tem uma grande assimetria, com uma longa cauda a direita, conseqiientemente,
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as inferéncias baseadas em valores pequenos de A\ podem ser suspeitas, a menos que

n seja suficientemente grande. Best e Fisher (1981) sugerem a seguinte aproximagao

para A;'.
2r + 13 + (5r°) /6, r < 0,53
ATM(r) {0 —0,4+41,39r +0,43/(1 — 1), 0,53 <7 <0,85
(r® —4r? +3r)71, r>0,85.

Para pequenas amostras, n < 15, Fisher(1995, p.88) sugere o seguinte estimador

-~ maz{X — 2(n))~1,0}, se A <2
(1 se X > 2,

onde A é o estimador de maxima verossimilhanca, A= ATH(R).

Distribuicoes Assintéticas

A partir da teoria padrao dos estimadores de mdzrima verossimilhanca, segue-se que a

distribuigao assintotica para grandes amostras de (fi, \) é
\/ﬁ(ﬁ_uv}\\_)‘) ~ NQ(()?[_I): (222>

onde I é a matriz de informacao de Fisher, dada por

2 o
I=FE |- ou? OO
2L 0
OO N2

Calculando as derivadas parciais e considerando as propriedades do valor esperado,

verificamos que a matriz de informacao de Fisher é representada da seguinte forma:

AA(N) 0
I= 2 o | (2.23)
0 1-AN) -7
Logo, para n grande, temos
nVar(p) ~ /\Al(/\)
2\ ~ 1
nVar(A) = ) A (2.24)

nCov(, \) = 0
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Portanto, i e A sd@o aproximadamente distribuidos de acordo com duas normais inde-

pendentes, ou seja

2.7 Outras Distribuicoes Circulares

Apresentamos aqui as distribui¢bes mais importantes para variaveis aleatorias
que assumem valores no circulo. Além dessas, existem outras distribuic¢oes, tais como
Cardioide, Lattice, entre outras. Mais detalhes podem ser encontrados em Batschelet

(1981), Fisher (1995) e Mardia (1972).



Capitulo 3

Modelos de Regressao para uma

Resposta Angular

Neste capitulo, consideraremos modelos de regressao onde a variavel resposta é
uma variavel angular sobre um conjunto de varidveis explicativas lineares. Apresenta-
remos modelos em que tanto a média direcional quanto a dispersao, de uma variavel
com distribuicao von Mises, estao relacionadas com as variaveis explicativas por meio
de fungoes de ligacao apropriadas. Finalizaremos fazendo inferéncias para os modelos

de média, de dispersao e misto.

3.1 Introducao

Os modelos de regressao tém como objetivo fornecer um mecanismo capaz de
fazer previsoes dos valores de uma variavel, denominada resposta, utilizando informa-
¢oes sobre outras varidveis, que chamamos explicativas. Quando a variavel resposta
¢ angular, a teoria dos modelos de regressao apropriada tem sido pouco considerada.
Em geral, a variavel é tratada como sendo linear, embora problemas desse tipo nao sao
raros e estao presentes nas mais diversas areas. Por exemplo, a partir de informacoes
sobre velocidades de ventos, fazer previsoes com respeito a diregoes, ou ainda, a partir
de dados de distancias percorridas por determinados animais, prever dire¢oes a serem
seguidas, entre outras aplicagoes. Seguindo esta abordagem, podemos destacar alguns

estudos como pioneiros.
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e Gould (1969), Laycock (1975) e Mardia (1972) consideraram varias propostas de
modelos em que a média da variavel resposta Y como funcao de x é uma curva

em volta de infinitos espirais na superficie de um cilindro infinito.

e Jonhson e Wehrly (1978) propuseram uma classe de modelos onde a variavel

resposta preenche apenas uma tnica espiral ao longo de .

Devido a relevancia destes modelos discutiremos os resultados dos mesmos e apresen-

taremos algumas extensoes dos modelos de Jonhson e Wehrly.

3.2 Alguns Modelos para Regressao Angular

A modelagem de uma variavel aleatéria circular Y em termos de variaveis expli-

cativas pode ser feita sob as trés abordagens seguintes:

e Modelo de Médias: Modela-se a média direcional de Y em termos do vetor das

., . . T
covaridveis X = (Xy,...,X,)".

e Modelo de Dispersao: Modela-se a dispersao de Y em termos do vetor das cova-

riaveis X = (Xi,...,X,)7.

e Modelo Misto: Modelam-se ambas, a média direcional e a dispersao de Y, em

termos do vetor das covariaveis X = (X1,..., X,)T.

Segundo Fisher e Lee (1992), quando a resposta é uma variavel circular, os modelos de
regressao apresentam algumas caracteristicas peculiares, dentre elas podemos destacar
a possibilidade de se modelar a dispersao circular tao bem quanto se modela a média,
uma vez que conjuntos de dados encontrados na pratica exibem caracteristicas de au-
mento de variabilidade de Y para pequenos valores de X, e outra razao é o fato de
existir distribuic¢oes, tais como a uniforme, em que a média direcional nao esta definida.
Vale salientar que modelar a dispersao nao é uma tarefa simples, apresenta certas di-
ficuldades, porque para as distribuig¢oes circulares nao existe uma medida natural de
escala. Por isso, é conveniente trabalhar com a familia de distribuicao von Mises,
que apresentam uma medida de dispersao intrinseca (A) e, como foi dito no capitulo
anterior, esta distribui¢ao compartilha de propriedades inferénciais semelhantes a dis-

tribui¢ao normal nos dados lineares.
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Fazendo uma analogia & teoria de regressao normal linear, Gould (1969) propde um

modelo para média direcional que apresenta a estrutura

p
n=po+ Y B, (3.1)

j=1
onde g, 31,...,0, sdo os parametros a serem estimados. Gould (1969) obteve um

sistema de equacoes de estimacao referente aos estimadores de maxima verossimilhanca
para os parametros desse modelo e desenvolveu um método iterativo para determinar
B, que depende do ponto de iniciacdo do processo. Laycok (1975), estudando este
modelo, verificou que o método da maxima verossimilhanca era equivalente ao método
dos minimos quadrados.

Posteriormente, Jonhson e Wehrly (1978) verificaram que a funcao de verossimilhanga
para este modelo nao atendia ao critério de unicidade, podendo gerar muitos picos
igualmente importantes. Sendo assim, sugeriram uma abordagem para uma variavel
explicativa, por meio de um modelo especifico para a distribui¢ao conjunta de Y e
X, com uma fungao de distribuigdo marginal F'(z) completamente especificada. A
distribuigao condicional de Y dado X = x é VM (u + 27F(z),A), um modelo que
permite estimagao direta de u e A, o qual chamamos de modelo de médias de Jonhson
e Wehrly. Para o modelo de dispersao, com apenas uma variavel explicativa, eles
sugeriram modelar a distribuigao condicional de Y dado X = x como VM (u, Ax), que

também permite a estimacao direta dos parametros.

3.3 Os Modelos de Regressao von Mises

Sejam Y7, ...,Y, observacoes angulares, que seguem distribui¢ao von Mises com
médias direcionais fig, ..., u, € parametros de concentragao Ai,...,\,, respectiva-
mente. Segundo Fisher e Lee (1992), esses parametros direcionais podem ser modelados
pelos modelos de regressao von Mises. Basta considerarmos que as n observagoes in-
dependentes estao relacionadas com 1, ..., x,, em que x; é um vetor de p variaveis

explicativas, com p < n, através de funcgoes de ligagao adequadas.
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3.3.1 Modelo de Médias von Mises

No modelo de médias von Mises assumimos que todos os parametros de concentragao
sejam iguais Ay = --- = A\, = A\ e que as médias direcionais p1, ..., i, sao relacionados

com p-covariaveis explicativas pela forma

i = p+ g(B"x;), (3.2)

onde ¢ é uma funcao de ligacao monoédtona, duas vezes continuamente diferenciavel,
cujo objetivo ¢ mapear a linha real para o circulo e 3 = (fy,...,8,)7 é um vetor de
parametros a serem estimados. Outra importante consideracao que precisa ser feita
sobre a fungao de ligagdo g é que ¢g(0) = 0, fazendo com que o pardmetro p possa
ser visto como uma origem, uma vez que este conceito nao estd bem definido quando
a variavel resposta assume valores no circulo. Fisher e Lee (1992) discutem possiveis
candidatas para a funcao g, no entanto uma funcao de ligacao bastante utilizada é

g(t) = 2arctan(t).

Inferéncias para o Modelo de Média von Mises

Vamos considerar o modelo em que as variaveis aleatorias Y7, ..., Y,, sao independentes
eY; ~ VM (u;, \), parai=1,...,n, onde p; = u+ g(BTx;) e g é conhecida. Neste

caso, a log-verossimilhanca é
1=1(p, 8, X;y) = —nlog I(A) + A > cosly; — p — g(B ;)] (3.3)

e o vetor paramétrico é dado por 8 = (u, 87, \)7.
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Estimadores de Maxima Verossimilhanca para o Modelo de Médias von

Mises

Inicialmente definimos:

u; = sen(y
u = (u,
X = (x,
G = diag
. n

Q

Il
|'M

S

R = (S*+CH)'2

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Calculando as derivadas parciais de (3.3), com rela¢ao aos parametros p, 3 e A, fazendo

as devidas substituigoes temos que

ol

= A Z sen|( g(BTx;)) —

= /\Z{ sen(y; — g(BTx;)) cos p] —

= )\(nS cos it — nC'senyt)

= An(Scospu — Csenp).

Entao,
ol

B

Desta forma, o estimador de méaxima verossimilhanca i deve satisfazer

S%cos? i = C?*sen?Ji.

@ — ,\Zsen(yi —u—g(BTx;))

=0= Scosu— Csenji =0 = Scosu = Csenji.

Sabemos que cos? § 4 sen?d = 1, substituindo este resultado na expressao acima temos,

S?cos® i = C*(1 — cos® i) = S%cos® i + C? cos i = C2.

Assim,

R?cos’ji = C* = R|cos]i| =

|IC] = Rcospp = C.
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De fato, temos que se

~ 3 ~ ~ ~ ~
0§M<g 0u§§,u<27r=>cos,u>0 eC>0=|cosp| =cosp e |C|=C,
e se
T . 3m ~ —~ N
§§,u<7r ou7r§u<7:005u<0 eC<0=|cosp|=—cosp e|C|=-C.
Portanto,

R|cospi| =|C| = Rcosp = C.
De forma anéloga,
S?cos’ i = C%sen’i = S?(1 —sen’f1) = C?sen’i
= R%en’li = S?
= Rsenu = S.

Podemos verificar que se

0§ﬂ<g 0u%§ﬁ<7r:senﬁ>0 e S>0= [senji| =senp e |S| =S,
e se

37 ar ~ —~ ~
7T§u<7 ou?§u<2ﬂ:senu<0 e S < 0= |senii| = —senp e |S| = —S.
Portanto,

Rlsenji| = |S| = Rsenu = S.
Logo, o estimador 71 deve satisfazer o sistema de equagoes

Rcosp = C
Rseni = S.

(3.7)

Por outro lado,

ol .
8 > sen(y — u— g(B87®:))g (BT,
=1

(Gt ()
=1

Entao,

ol

a3 0~ > @ig (B ai)sen(y; — p— g(BTx;)) = 0.
=1
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Logo, .
Z z;g'(BTx)u; =0 = 2"Gu=0.
Agora, com relagdo ao parametro de concentragao A, temos
% = —nA;(A Z cos|( 9(BTx;)) — u
= —nA;(\) +cosu Z cos(y; — g(BTx;)) + senpu Z sen(y; — g(BTx;))
= —nAi;(\) +nC cosp + nSsenp

= n[—A;(\) + Ccos pp+ Ssenp.

Portanto,

ol
N

Utilizando a expressao (3.7) temos,

=0= Ccosi+ Sseni = Al()\)

C?’/R+ S?/R = A,(\) = 4,()\) = R.

Portanto, os estimadores de maxima verossimilhanca de u, 3 e A\, devem satisfazer o

seguinte sistema de equagoes

X'Gu = 0 (3.8)
Rsenfi = S (3.9)
Rcosp = C (3.10)
AN = R (3.11)

Este sistema nao possui uma solucao explicita e deve ser resolvido por um processo
iterativo. Podemos obter uma solugao através do algoritmo dos minimos quadrados

iterativamente reponderados (IRLS), Green (1984). O vetor B ¢ atualizado pela equa-

Gao
T (m+1) — Am)y T2 %
XTG*X (B B ) =X Gy* (3.12)
onde y* = (45, ., yn)" € ¥ = i

Processo iterativo

~ -~

A obtencao das estimativas de méaxima verossimilhanga 1,3 e A, é feita através do

seguinte processo iterativo:
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(i) Obter uma estimativa inicial BO;
(ii) Calcular S, C' e R usando as expressoes (3.4), (3.5) e (3.6);
(iii) Determinar 7i e A por (3.9)-(3.11);
(iv) Atualizar ,é\ pela equagao (3.12);
(v) Repetir os passos (ii) a (iv) até obter a convergéncia.

3.3.2 Modelo de Dispersao von Mises

Como dito anteriormente, existem situagoes em que o interesse consiste em modelar o

parametro de concentragao A da distribuigao von Mises. Para o modelo de dispersao,

assumimos que as médias direcionais sdo todas iguais (ug = -+ = p, = i) € 08
parametros de concentracao Aq, ..., A\, sao modelados por
onde vy = (0,71, - - -, 7)" é um vetor de parametros a serem estimados, z; = (1, 21, .. ., zig) "

¢ o vetor das covariaveis e h : R — [0, 00) duas vezes continuamente diferenciavel e

atua como uma funcao de ligacao.

Inferéncias para o Modelo de Dispersao von Mises

Vamos considerar o modelo em que as variaveis aleatorias Y, ..., Y, sao independentes
eY; ~ VM (u,\;), parai =1,...,n, onde \; = h(y'2;) e h ¢ conhecida. Neste caso,
a log-verossimilhanga é expressa como

n

L=1p,y;y Zlog]o (v"z:)) + Zh('yTzi)cos(yi — [). (3.14)

=1

e o vetor paramétrico é dado por 8 = (u,v%)T.
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Estimadores de Maxima Verossimilhanca para o Modelo de Dispersao von
Mises

Inicialmente definimos:

S =) Nisen(y), (3.15)
i=1

C = Z Aicos(y;) e (3.16)
i=1
R = (S*+ 032 (3.17)
Calculando as derivadas parciais de (3.14), com relagao aos parametros i, Yo, Y1, - - - s Vg

e fazendo as devidas substitui¢coes temos que
ol .
— = Z h(y" z;)sen(y; — )
Op i=1
= Z Aisen(y; — )
i=1

n
= Z Ai(seny; cos 1 — cos y;senyi)

i=1

= Ccosft Z A;seny; — seng Z A; COS Y;
i=1 i=1
= Scospu — Cseng.

Entao,

ol ~ ~ —~ ~
e 0 = Scosfi = Csenji = S%cos® i = C?sen’Ji.
1

Sabemos que cos? § +sen?f = 1. Substituindo este resultado na expressao acima temos,
S?cos? i = O*(1 — cos? i) = S%cos? i + C? cos® i = C2.
Assim,
R?cos’ji = C* = R|cosji| = |C| = Rcosji = C.
De forma anéloga,
S? cos? i = C?sen’i = S*(1 — sen’i) = C?%sen’fi = R%sen’fi = S? = Rsenji = S.
Portanto, o estimador fi deve satisfazer

Rcosp = C
Rseni = S.
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Por outro lado, considerando que £14(t) = I;(t) e A,(t) = ?’;—8, conforme Apéndice D,

tem-se que

ol L) 0N & O\
- = — + cos(y; —
o i1 Io(Ai) 970 ; (b = 4) 0

o 0
= - Z Al()\i)h/(’)’TZi)a_%(’Yo TNzt YZig) +

, 0
Z cos(y; — p)h (’Y zz)a_(’)’o +7za+ -+ Y2ig)
=1 Yo

— Z R (v z){—A1(\) + cos(y; — p)}.

Entao o estimador de ~, deve satisfazer

Zh’ ATz {=A1(N) + cos(y; — i) = 0

Agora, para j=1,...,q,

a
v

2i)%ij + Z cos(yi — )W (v" z:) 2
= — Z A ()R (v 2 )zij + Z cos(y. M)h/(’YTZz‘)Zij

_ Z W (YT z){=A1(\) + cos(yi — )}z

Desta forma, o estimador de maxima verossimilhanga de 7; deve satisfazer
Zh' A" z){= A1) + cos(y; — W)}zij =0 paraj=1,...,q.

. L. .. -~ ~ ~T .
Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca 8 = (11,5 )7 deve satisfazer o

sistema

Zh’v 2){=A(N) +cos(yi — )} = 0, (3.18)

Z W ({2 {— A1) + cos(y; — W}z = 0 paraj=1,...,q, (3.19)
Rcospu = C, (3.20)
Rsenpi = S. (3.21)

Como no modelo de médias, este sistema nao admite solucao explicita, logo a mesma

deve ser obtida através de algum método iterativo. A solugao através do algoritmo do
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minimos quadrados reponderados (IRLS), Green (1984), usa a equagao de atualizagao

Z'WZHF" - 5) = ZTWy*, (3.22)
onde Z = (zq, ... ,zn)T, W é uma matriz diagonal com elementos w; = {h/ﬁTzi)}QAl(Xi>
ey* = (yf,...,y5)7, com y; = WD)

WETz) A1)
Processo iterativo

A obtencao das estimativas de méaxima verossimilhanca i e 4, é feita através do seguinte

processo iterativo:
(i) Obter uma estimativa inicial 4,;
(ii) Calcular S, C' e R usando (3.15) - (3.17) ;
(iii) Determinar g por (3.20)-(3.21);
(iv) Atualizar 4 pela equagao (3.22);

(v) Repetir os passos (ii) a (iv) até obter a convergéncia.

3.3.3 Modelo Misto von Mises

Segundo Fisher (1995), podemos encontrar situagoes, envolvendo variaveis direcionais,
onde tanto a média direcional quanto o pardmetro de concentracao dependem das
covariaveis. Nesses casos, nos referimos a mais uma classe de modelos de regressao,
denominada modelo misto von Mises, que combina o modelo de médias com o modelo

de dispersao. Para este modelo, a funcao de log-verossimilhanga é dada por
L= Byy) ==Y logIo(h(v"2:) + D h(v" ) cos(yi — p — 9(8"z:)), (3.23)
i=1 i=1

onde o vetor paramétrico ¢ 8 = (u, 8%, ") Essa funcio é maximizada pela utilizacio
simultanea dos dois processos iterativos citados nas Secgoes 3.3.1 e 3.3.2, embora sejam

necessarias fazer as seguintes modificagoes:

(i) A matriz G* da equacdo de atualizacio para 3, (3.12), deve ser substituida por

GAG, onde A é uma matriz diagonal com elementos X,-Al(/):i);

(ii) Na defini¢ao do vetor y* em (3.12), deve-se substituir A, (X) por A; (Xz)7
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(iii) Na equagao (3.22), equagao de atualizagao para 4, a i-ésima coordenada de y*

fica dada por

yf:cos@if— 9B =) = 410
Z WA z) A ()

Processo iterativo

Para obtermos as estimativas de méaxima verossimilhanca ji, 3 e 4, devemos seguir o

seguinte processo iterativo:
(i) Obter estimativas iniciais 3, e 7;

(ii) Obter uma estimativa atualizada B, por (3.12), considerando a devida modifica-

¢ao;

(iii) Obter uma estimativa atualizada 4, por (3.22), considerando a devida modifica-

Gao;
(iv) Determinar R, S e C, por (3.15)-(3.17);
(v) Determinar i por (3.20)-(3.21);

(vi) Repetir os passos (ii) a (v) até obter a convergéncia.



Capitulo 4

Residuos para uma Resposta Angular

Neste capitulo estudaremos os residuos para respostas angulares. Inicialmente,
faremos um estudo da componente da funcao desvio para a distribuicao von Mises e
em seguida, apresentaremos duas formas padronizadas de residuos para o modelo de

regressao von Mises e investigaremos suas respectivas distribuicoes de probabilidade.

4.1 Introducao

Podemos destacar a analise de diagnostico como uma etapa de grande relevancia
no ajuste de um modelo de regressao, uma vez que nela é possivel verificar possiveis
afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, bem como detectar a presenca de
observacoes extremas, nos resultados do ajuste. A analise de diagnoéstico foi iniciada
com a analise de residuos, com a finalidade de detectar a presenca de pontos extremos e
avaliar a adequacao da distribuigao proposta para a variavel resposta, vide Paula (2004,
p.29). Quando a variavel de interesse é direcional, como enfatizado anteriormente, ja
podemos esperar que a metodologia utilizada para variaveis lineares nao faca sentido.
Logo, faz-se necesséario o desenvolvimento de uma teoria apropriada para dados dire-

cionalis.
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4.2 A componente da funcao desvio
Apos o ajuste de um modelo de regressao a um conjunto de dados, uma avaliagao
da qualidade desse ajuste sempre ¢é realizada por meio de uma estatistica especial. Nos

modelos lineares generalizados, uma medida que avalia a qualidade do ajuste bastante

utilizada ¢ a fungao desvio, definida por D(y, @) = > ., d?, onde

=1 "1
di = di(yi; ju;) = i\@[li(yi;ﬁi) - li(yﬁﬁi)]mv (4.1)

em que [;(y;; .. .) € a contribuigao de y; para a log-verossimilhanga, j1; é o estimador de
maxima verossimilhanga baseado apenas em y; e j1; ¢ o estimador de méaxima verossi-
milhanga baseado na amostra completa, segundo (Souza, 1999) e (McCullagh e Nelder,
1989). O sinal de d; representa a diregao de discrepancia. Em particular, se Yy,...,Y,
representam variaveis aleatorias independentes com Y; ~V M (u;, A), entao a fungao de

log-verossimilhanga ¢ dada por
Upsi A, i) = —nlog Io(\) + A D cos(y: — pu),
de onde podemos escrever
Li(yi; pis A) = —log In(A) + A cos(y; — pi)-
Logo,

Liyis i, A) = —log Io(A) + Acos(y; — i) e
Li(ys; i, A) = —log Io(N\) + Acos(y; — f;)-
Portanto, substituindo as expressoes acima em (4.1), temos
d; = £v2[—log Iy(\) 4+ Acos(y; — ;) + log Io(\) — Acos(y; — 2;)] />

Como fi; é o estimador de maxima verossimilhanga baseado apenas em y;, temos que

cos(y; — ;) = 1. Logo,

d; = +V2[\— Acos(y; — ;)] /?

= V2L — cos(yi — ))]Y2
Entao, a componente da fungao desvio é

d; = di(y; fis, \) = £V2A[1 — cos(y; — fii)] /. (4.2)
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Utilizando algumas propriedades das fungdes trigonométricas podemos escrever (4.2)

de uma outra maneira mais apropriada,
~ 1 ~
d; = d;i(yi; fi, \) = +2v/ \sen [5(% — ,ul)] ) (4.3)

De fato, observe inicialmente que

~

- 1 . 1
cos(y; — 1) = COS[§(%‘ — i) + 5(1/1‘ — )],
de onde se obtém

-~

~ 1 . 1

cos(y; — fii) = 0052[5(% — )] — Sen2[§(yz‘ — fii)]-

Assim,
. ol . ol . 51 .
1 —cos(y; — fr;) = 1 — {cos [5(% — [1;)] — sen [5(%‘ — [1;)]} = 2sen 5 Wi — ).
Portanto, substituindo esta expressao em (4.2) temos,
1 1/2
d; = d;(ys; 13, \) = £V2A {286}1125(3/@- - ,Ez)]

= +2Vsen B(y - ﬁi)] .

4.3 Residuos

De uma maneira geral, o residuo para a i-ésima observacao pode ser definido
como uma fungao r; = r(y;, i1;), que tem como objetivo medir a discrepancia entre
o valor observado e o valor ajustado para a i-ésima observagao (Cox e Snell, 1968).
No modelo de regressdo normal linear, em que Y; ~ N'(x!'3,0?), o residuo ordinario
é definido por r; = y; — XZTB Todavia ha outras formas de definir residuos. Nesse
modelo, a estimativa do vetor de médias é p = XB, onde ,@ = (X'X)'X"y. Logo
podemos escrever fi = Hy, com H = X(X"X)"'X”. A matriz H ¢ a matriz de
projecao ortogonal dos vetores de R™ no subespaco gerado pelas colunas da matriz
modelo X, conhecida como matriz hat. Portanto, considerando o vetor de residuos

ordinérios definido por r = (ry,...,7,)T, segue que

r=y—-p=y—-Hy=(I-H)y.
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Para este modelo, segue que E(r) = 0 e Var(r) = o?(I-H), ou seja, r; tem distribuigao
normal com média zero e variancia Var(r;) = o%(1 — hy). Como os ;8 possuem
variancias distintas , é conveniente que eles sejam expressos de uma forma padronizada
para que seja possivel fazer comparacoes entre os mesmos. Uma forma natural é obter
o residuo studentizado, dividindo r; pelo respectivo desvio padrao, logo

T

b=
8(1 — hii)1/2

i=1,...,n, (4.4)

2
r4 . . ., . ~
onde 82 == g A . € p € O numero das covaridveis. No entanto tl nao segue
) =1 (n—p) )

uma distribuicao t-student, ja que r; nao ¢ independente de s?. Para contornar este
problema, substituimos s por s%i), que é o erro quadratico médio correspondente ao
modelo sem a i-ésima observagao. Assim o novo residuo studentizado é dado por

r
= ————7, (4.5)
sy (1 — hy)'/?

que segue uma distribuicao t,,_,_; central.

Para os modelos lineares generalizados, a definicao de um residuo studentizado pode
ser feita de forma analoga a regressao normal linear. Todavia algumas propriedades
nao continuam valendo, por isso faz-se necesséria a definicao de outros residuos cujas
propriedades sejam conhecidas ou se aproximam das propriedades de t;. Nos MLGs os
residuos mais utilizados sao definidos a partir das componentes da funcao desvio, cuja

versao padronizada (vide McCullagh, 1987; Davison e Gigli, 1989) é dada por
d(ys; 1)

~

1 — hi

tpi = (4.6)

Williams(1984) verificou, por meio de simulagoes, que a distribuicao de tp; tende a
estar mais proxima da normalidade do que as distribuicoes de outros residuos citados
na literatura.

Podemos encontrar muitas informagoes sobre residuos em Cox e Snell (1968), McCul-

lagh e Nelder (1989), entre outros.

4.3.1 Residuo d;

McCullagh (1987) mostra que, para os modelos lineares generalizados, a distribuigao
de probabilidade de
d(ys; p1s) + psi/6
\/1 + (14,0%@‘ - 9104i)/36
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¢ aproximadamente N (0,1), em que ps; e pg; sao os coeficientes de assimetria e cur-
tose de %ﬂ?"), respectivamente, e d*(y;; ;) € a i-ésima componente da fungao des-
vio D*(y; ). Usando os resultados de Cox e Snell (1986) ¢ possivel mostrar que
E(d*(yi; 1)) = 0 e Var(d*(y;; 1)) = 1 — hy, em que os termos negligenciados sao
o(n). Para este caso, a matriz hat ¢ dada por H = W2X(XTWX) 1 X"W'/2 onde
W é uma matriz diagonal de pesos w; = E(—0?1;/0n?), calculado na convergéncia do
processo iterativo do MLG. Baseado nesta caracteristica da matriz hat, Souza e Paula

(2002) consideraram uma corre¢ao para a componente da fun¢ao desvio, equagao (4.3),

obtendo o residuo padronizado d; dado por

Ly — T
g — o3 =), (4.7)
(1B

onde a matriz hat ¢ H* = GX(X/(izX)*lX,G com G = diag(¢'(Bx})) e /f;; é o ele-
mento da diagonal principal de H*, avaliada na estimativa de maxima verossimilhanca.
Utilizando procedimentos analogos a Williams (1984), para os modelos lineares genera-
lizados, Souza e Paula (2002) investigaram a distribui¢ao de probabilidade do residuo
(4.7), por meio de estudo de simulagdo, e verificaram que a distribui¢ao deste residuo

apresenta concordancia com a distribuicao normal padrao.

4.3.2 Residuo 7;

Souza e Paula (2002) fizeram outra transformacdo na componente da func¢do desvio,
baseando-se na abordagem empregada por Davison e Gigli (1989). Tal abordagem
tem como objetivo expressar a componente do desvio como funcao de uma variavel
aleatoria com distribuicao conhecida, e em seguida fazer uma expansao em série de
Taylor até segunda ordem. Considerando a transformacao y — pu = %, na funcao
densidade de probabilidade da distribui¢ao von Mises, dada por (2.19), e usando o fato
de que cost =1— %tz +0(t?), quando t — 0, verificamos que, como a fungio densidade

de probabilidade da von Mises é da forma

1

) = Acos(y—p)
fY(ya:u: ) 271'[0()\)6 3

tem-se

exp{Acos(y — )} = exp{Acos(%)}

2 2
— exp{\— % + 0(%)}.
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Mas, pela continuidade da funcao exponencial exp{o(z?)} = 1 + o(2?). Entao a funcao

densidade de probabilidade VM (u, \) fica da forma

f(%; ) = 27Tj_LO()\)eavp{)\ — % +1+4o0(2*)}
e—z2/2 e
- {1+ 0(z%)} (4.8)

V21 \2mIo(N)

Assim verificamos que a func¢do densidade de probabilidade da VM (u, ) é aproxima-
damente proporcional & fungao densidade de probabilidade da normal padrao A(0, 1)
para valores proximos de . E valido lembrar que, na propriedade (iv) da secdo (2.6),
Stephens (1963) mostrou que existe relacao entre a distribui¢do von Mises e a distri-
buicao normal.

A abordagem de Davison e Gigli (1989) requer que seja conhecida a mediana da distri-
buigao von Mises VM (u, A), mas, devido a simetria desta distribui¢do, vamos conside-
rar a seguinte transformagcao para podermos definir esta medida. Seja Y ~ VM (u, \)

no intervalo [—m, 7), considere Wy = (Y — p)( mod 27) e a transformacao

Wo+ 2w, se —2m<Wy<-—-m
W =4 W, se —nm<Wy<m (4.9)

Wy — 2w,  se T < Wy < 2m.

Entao, W ~ VYM(0, A) no intervalo [—m,7), logo a mediana de W é w,, = 0, similar
a média direcional. De acordo com a abordagem usada por Davison & Gigli (1989),
considere que W tem funcao de distribui¢ao acumulada Fyy (w; v, A) onde v representa
a média direcional.

Pelo teorema da Transformacao Integral, podemos escrever o desvio residual da seguinte
forma:

dW;v, \) = d(Fy (®(2));v,A) = T(Z; v, \). (4.10)

onde, Z ~ N(0,1) e T ¢ uma fungao desconhecida. A equagao (4.10) esta demonstrada
no Apéndice C. De (4.10) podemos concluir que o desvio residual d pode ser obtido
pelo estudo da transformagao T. Mas, como na VM (u, A) a fun¢ao de distribuigao
acumulada nao possui uma forma explicita, entao nao podemos determinar uma forma
analitica para a funcao T'. No entanto, podemos recorrer aos dois primeiros termos da

expansao em série de Taylor de T'(z; v, A) em torno de z = 0. Como w,, é a mediana de
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W ~VM(v,\) e f como sendo sua respectiva funcao de densidade de probabilidade,

pela demonstragao de Davison & Gigli temos,

T(z0,N) =T(0;0,\) + T' (250, M)z + %T”(z; v, \)22 + Ry(2,0), (4.11)
onde,
T(0;0,)) = d(wn;v,\) (4.12)
T'(0;0,\) = % (4.13)
T"(0;0,\) = m@"(wn;y,x)—f ,<w”)fd(/l(;:;;”’A)> (4.14)

Demonstracao das expressoes (4.12) - (4.14):
(4.12) De (4.10) temos que,

T(0;0,) = d(Fyi (2(0)); v, A) = d(wn; v, A)

(4.13) Calculando a derivada da fungao 7' em relagao a variavel z, temos,

OT _ Old(Fy' (2(2)))]

o 11
0z BB = d1F (2(2))] Flwy) (2m)i2°¢ 5
Quando z — 0,
. _d(wp v, N)
PO = Gy,

(4.14) Encontramos a expressao (4.14), derivando a expressao (4.13) e analisando-a

quando z — 0.
d' (wy; v, )\)6*22/2 !
(2m)Y2 f(wy,)
[ (wn; v, e ) (2m) 2 f(wn) = d'(wn; v, Ne = 2[(2m) V2 f (w,)]
2 f2(wy,)

T"(z;v,\) = [

Agora

[d' (wn; v, )\)6_22/2]' = —d’([FVT,l(@(z))])d[FVT’ (P(2))] d[®(2)] —22/2




23

Substituindo estas expressoes verificamos que,

) = s ) ) (2) 2 ) P2
(Z,V7 >_ 27Tf2<wn) |

Portanto, quando z — 0 temos,

__ 1 1 (wp)d (wy; v, )\))
21 f2(wy,) f(wy) :

Para W ~ VM (v, \), vimos que a componente da fungao desvio pode ser determinado

T"(0;v, \)

(d"(wn; v, \) —

pela equacdo (4.3) ficando, neste caso, da forma
1
d(w; v, ) = 2V Asen [5(@0 - 1/)] . (4.15)
Derivando a expressao (4.15) duas vezes temos que,

d(wiv,A) = VAcos Bm—y)}

-1 1
d"(w;v,\) = 5 Asen lé(w — V):| :
Como W ~ VM(v, \), sua func¢ao de densidade de probabilidade é dada por
_ 1 A cos(w)
Jw) = 5 e
e a primeira derivada por
—Asen(w
f/(w) _ ( ) Acos(w)

21ly(N)

Substituindo estas expressoes em (4.11) e usando (4.8) segue-se que
d(w;0,)) = T(z;0,\) = (2A71)2Iy(A\)e ™z + o(w?),  quando w — 0 (4.16)
Uma vez que, de (4.11), temos,
T(z;0,\) = T(0;0,\) +T'(0;0,\)z + %T“(O; 0,A)2* + Ry(2,0),
onde,
T(0;0,)) = d(wy;0,)) =2V Asen (%w)

d(wn;0,X) 2v/\sen (2w)

T(0:0,\) = =
00 = Gy w,) =~ @ (w)
1 I (wp)d (wy; 0, \)
Tl/ . )\ — d/l . )\ . )Y
(0:0,4) 27rf2(wn)< (w3 0, 2) F(wn) )
—Asen(w)e? cos(w)
1 —1 Ssentwe 7 2;1())0\) VA cos 3 (w)
= m TSen(w) - e cos(w) :
2mIZ(A) 2w lo(A)
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Portanto, quando w — 0 tem-se
d(w; 0,\) = T(2;0,\) = 2Am)Y?Iy(N) ez + o(w?).

Com este resultado podemos aproximar a componente da fun¢do desvio de VM(0, \)
por uma fun¢ao linear da distribui¢ao normal padrao N(0,1). Mas, temos também

que, para p # 0, segue de (4.9), que
d(wi; vi, A) = V2A(1 — cos(y; — ,uz-))l/2 = d(yi; vi, M), (4.17)

ou seja, a componente da func¢do desvio da VM (u, ) segue a mesma distribuigao do
componente da fungao desvio para VM (0, A). Pelos termos acima, Souza e Paula (2002)
apresentaram o seguinte residuo padronizado

2\ Psen(Ay - )
r; = ﬂ:(ﬂ) ]O(X)e—X , (4.18)

que foi tratado como o residuo d e comprovado que sua distribui¢ao de probabilidade

¢ equivalente a distribuicao normal padrao N(0, 1).



Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo apresentaremos a aplicacao que realizamos, considerando o con-
junto de dados descrito em Fisher (1995, p.251), representando 19 observagoes de

direcao de ventos e concentracao de ozonio.

5.1 Introducao

Desde os anos 90, o mundo tem se voltado para as questoes ambientais, dentre
elas, a poluicao, os problemas na camada de ozonio, o efeito estufa entre outros. Re-
centemente, o aumento da temperatura global da Terra, tem preocupado, nao apenas
os ambientalistas, como também a comunidade cientifica em todo o mundo. O efeito
estufa, bem como o buraco na camada de ozbdnio, tem aumentado a temperatura no
planeta e este aumento tem causado uma série de fendmenos catastroficos marcados
pelas mudancas de tempo em varios lugares, intensificacao de ventos, chuvas e tem-
pestades. Por isso, nosso objetivo, neste trabalho, é investigar a associagao entre a
direcao dos ventos e a concentragao de ozonio, de forma a verificar se as direcoes dos
ventos sdo influenciadas pela concentracao de ozoénio da atmosfera. E bem verdade que
vale a reciproca, a concentragao de ozdnio é influenciada pela direcao dos ventos, tal

abordagem pode ser vista em Fisher (1995).
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5.2 Descricao e Analise dos Dados

Nesta aplicagao, consideramos o conjunto de dados descrito no Apéndice B.18 de
Fisher (1995, p. 251), representando 19 observagoes de dire¢ao de ventos, expressa em
graus e concentragao de ozonio, expressa em g/m?. Essas observagoes foram coletadas
sempre as 6:00 h da manha, num intervalo de 4 dias, no periodo de 18 de abril a 29
de junho de 1975, por uma estagao de tempo em Milwaukee. Os valores desses dados

podem ser vistos pela Tabela 5.1 a seguir.

Tabela 5.1: Medidas de Dire¢ao de Ventos e Concentragao de Ozonio

Direcao | Concentragao | Direcao | Concentragao

327 28.0 8 112.0
91 85.2 204 20.0
88 80.5 86 72.5
305 4.7 333 16.0
344 45.9 18 45.9
270 12.7 57 32.6
67 72.5 6 56.6
21 56.6 11 112.0
281 31.5 27 91.8
84 55.2

Fonte: Fisher (1995)

Como estamos considerando a variavel resposta como sendo a dire¢ao dos ven-
tos (circular) e a concentragdo de ozonio como variavel explicativa (linear), entao a
associacao entre as variaveis € do tipo circular-linear com o modelo de regressao von
Mises.

Para termos melhor visao das componentes sisteméaticas nas observacoes circula-
res, na Figura 5.1 apresentamos um gréfico sugerido por Fisher (1995), onde o eixo das
abscissas corresponde a concentragao de ozonio e no eixo das ordenadas consideramos

y; como sendo a i-ésima observagao de direcao de ventos e y; + 27.
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Figura 5.1: Grafico da Concentracao de Ozoénio X Direcao dos Ventos

Pelo grafico, percebemos a possivel existéncia de uma tendéncia na dire¢ao média.

Desta forma vamos ajustar o seguinte modelo de médias:
(i) y; segue uma distribui¢ado von Mises VM (u;, \) parai = 1,...,19;

(ii) p; = p + 2arctan(fz;), onde x; representa a concentragdo de ozodnio de i-ésima

observacao.

Aplicando o procedimento iterativo descrito em (3.12), através do aplicativo R (dispo-
nivel em http://www.r-project.org), obtivemos as seguintes estimativas de maxima
verossimilhanca, com respectivos desvios padrao assintoticos, que estao apresentados

na Tabela 5.2, indicando que ha indicios de que ajuste é aceitavel.
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Tabela 5.2: Estimativas dos parametros do modelo de médias von Mises

Parametro Estimativa D. Padrao Estim/ D. Padrao Nivel descritivo

1 -1.492 0.1903 -7.8402 —
154 0.025817 0.005707 4.5237 <0.0001
A 2.135 0.5988 3.5655 —

Analise dos Residuos

Nas Figuras 5.2 e 5.3, apresentamos os graficos normal de probabilidade para os re-
siduos padronizados r; e d, respectivamente. Em cada grafico apresentamos bandas
de confianca construidas através da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos
a partir de 19 simulagoes, segundo Atkison (1985). Desta forma, a probabilidade do
residuo observado r; ou (df) exceder o limite superior do envelope é aproximadamente
1/20. Ao analisarmos esses graficos nao verificamos afastamentos das suposigoes feitas
inicialmente para o ajuste, indicando assim que o modelo de médias foi ajustado de

forma satisfatoria.

Normal Q-Q Plot

Residuo r

Residuo
0
|

Quantis da Mormal

Figura 5.2: Grafico dos envelopes para o residuo-r



Normal Q-Q Plot

Residuo d*

Residuo

Quantis da Mormal

Figura 5.3: Gréfico dos envelopes para o residuo-d*

29



Conclusoes

Refor¢ando o que ja foi dito neste trabalho, a analise de dados direcionais nao
precisa, nem deve, ser feita utilizando a teoria desenvolvida para dados lineares, pois
dispomos de ferramentas eficientes e mais apropriadas para anélises de dados direcio-
nais, quer sejam analises descritivas exploratorias ou mesmo quando se deseja ajustar
modelos de regressao, dentre outras. Os residuos considerados neste trabalho, sao ca-
pazes de indicar a presenga de informacoes discrepantes, como também apresentam
propriedades que nos permitem fazer inferéncias baseadas na aproximacao pela distri-

buicao normal padrao, tao importante e conhecida da estatistica linear.



Apéndice A

Demonstragao das Equagoes (1.5) e
(1.6)

Neste apéndice apresentaremos a demonstracao das equagoes (1.5) e (1.6) citadas

no Capitulo 1.

A.1 Demonstracao

Aplicando a propriedade do cosseno de uma diferenga na expressao (1.5), obser-

vamos que

3

(cos y; cos [T + seny;senfi)
=1

S -
Q
@)
Z
S
|
=l
I

S

@
Il
_
-
Il

CcoS [ Zn: cos y; + senp 2”: seny;

i=1 i=1

SRS

De (1.4) podemos escrever
1 ¢ _ T
- Z cos(y; — ) = C'cosp+ Ssenp
n
i=1
Substituindo (1.2) e (1.3) na expressao acima temos

1 — B
2 Deosly =) =

= R(cos®Ji + sen’Qi)

=

cos? o+ EsenQﬁ

I
=
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Portanto,
1 < _
— Z cos(y; — ) = R.
i3

Por outro lado, de maneira analoga temos

1 1 ¢
- ZZI sen(y; — 1) = - ;(Senyi COS I — Senfi cos y;)

1 n n
= — |cospu E seny; — senp E COS U;
n

i=1 i=1

Fazendo as devidas substitui¢oes temos que,

1 < - —
— E sen(y; —m) = Scosu— Csenfi
n

i=1

Logo,



Apéndice B

Alguns Resultados sobre Dados

Direcionais

Neste apéndice demonstraremos as propriedades da fungao caracteristica ¢y (p)
e apresentaremos uma demonstragao para desigualdade tipo Tchebychev, que foram

citadas no Capitulo 1.

B.1 Demonstracao das Propriedades da Funcao Ca-

racteristica ¢y (p)

Como visto anteriormente, a fungao caracteristica ¢y (p) goza das seguintes pro-

priedades:

(i) ¢v(0) =1;

(i) ¢y (p) = ¢_y(p), onde ¢y (p) é o conjugado complexo de ¢y (p);
(iii) oy (p) <1

(iv) E suficiente considerarmos a fungao ¢y (p) apenas para valores inteiros e positivos

de p.
Demonstragao: A propriedade (i) é consequéncia da definigao. Ou seja,

éy(0) = E(e™) = B(1) = 1.
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(ii) Seja ¢y (p) = a;, —if,. De (1.21) temos que

¢y (—p) = E(e™) = E[cos(—pY)] + iE[sen(—pY)]

= FEJcos(pY)] — iE[sen(pY)]

(iii) A propriedade (iii) é consequéncia das propriedades dos momentos trigonométricos

e do moédulo. Ou seja,
|6y (p)| = [E(e™")] < Ele™] = 1.

(iv) Usando a teoria de séries de Fourier, verifica-se que é suficiente considerar a fungao
¢y (p) apenas para valores inteiros positivos de p. Sejam os ntmeros complexos ¢y (p)
sao os coeficientes de Fourier de F' (Feller, 1996, p.595 ou Zygmund, 1959, p.11).
Quando os ¢y (p) sao dados por (1.21), temos que a expansao da série de Fourier da F’
é
dF(y) ~ 5= > ¢v(p)e ™.
A variavel aleatoria circular Y tem funcao de densidade dada por
1 = —ipY
W) =5 3 vl ™, (B.1)
p=—00
uma vez que, y_° (a2 + 37) é convergente em L?.
Pelo Teorema da Inversao, considerado em variéveis aleatorias continuas na reta,podemos

escrever (1.22) na forma

-1 0o

1
Fly)=5A > (apcospy + Bysenpy) + 1+ Y (ay, cospy + Bysenpy) }.

p=—00 p=1
Pelas propriedades das fungoes trigonométricas e dos momentos circulares, temos que
1 o0
Fly) = 5= {1+ D (e cospy + Bysenpy)} (B2)
p=1
Portanto, ¢ suficiente considerarmos a fungao ¢y (p) apenas para valores inteiros e

positivos de p.
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B.2 Demonstracao para a Desigualdade tipo Tcheby-
chev

Temos que p = Elcos(Y — p)] = E{cos [(Y5#) + (*5#)]}. Aplicando a propri-

edade do cosseno de uma soma, bem como algumas propriedades do valor esperado

temos
Y — Y —
p = FE lCOSQ< ,u) - F [sen2( ,u)
2 2
Y — Y —
= F {1 — sen?( M)} —F {Sen2( 'u)}
2 2
Yy —
= 1-2F {senQ( 5 /i)]
Logo,
Y —pn 1—p v
E 2 = =—.
[sen ( 5 )} 5 5
Assim,

v =2F {senQ(Y;“)} :2/7r senQ(y;”)dF(y)-

—Tr

Agora, dado 0 < ¢ < 1, considere A, = {y : [sen(!5*)| > £}. Assim,

P Uasen%y;”)dF(yH/ sen2(y_u)dF(y)} 22/asen2(y;#)dF(y).

i 2

Entao,

Portanto,




Apéndice C
Demonstragao da Equacao (4.10)

Neste apéndice enunciaremos o Teorema da Transformacao Integral e uma de-

monstragao para a equagao (4.10) citada no Capitulo 4.

C.1 Enunciado do Teorema da Transformacao Inte-

gral
Teorema: Se X é uma variavel aleatoria cuja fungao de distribuicao F' é uma
funcéo continua na reta, entdo a distribuicao de Y = F(X) é U|0, 1].
C.2 Demonstragao da Equagao (4.10)

De fato, as igualdades da equagdo (4.10) sdo observadas. Seja W = Fy,/' (Fy (W)

pelo teorema da Transformacao Integral, podemos considerar que,
Fy(W)=U, e ®(Z)=U,

onde U; ~ U|0, 1] e U; = Uy quase sempre.
Assim,

Fy'(Uh) = W = Fy/ ' (9(2))

como U = Uy = Fy (W) = ®(Z) quase sempre. Logo,

W= Fy'(®(2)).



Portanto,

Logo,

VW tal que Fyy(W;v,A) >0 3 2 € R tal que W = F;'(®(2))

dW;v, \) = d(Fy (®(2));v,A) = T(Z; v, M),
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Apéndice D

Alguns resultados sobre as funcoes de

Bessel

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados relacionados com a funcao de

Bessel [,(t), e também com a fungao A,(t) = ?’(t) Como visto anteriormente, essas

fungoes sao de grande importancia para a distribuicao von Mises. Destacaremos aqui,

alguns resultados que foram extraidos de Fisher (1995) e Abramowits & Stegun (1970).

D.1 Derivadas

A funcao de Bessel modificada do primeiro tipo e ordem p, é definida pela série

(e 9]

2r+p _
Zp+7"r' AP p=0,1,...

r=0

As derivadas de maior interesse no nosso caso, de fungoes envolvendo Iy(t) e I;(t) sdo:

(i) L1,(t) = (1) — 22 = I{Iy(t) + L(t)};

t2



D.2 Foéormulas de recorréncia

Parap=2,3,... et > 0 dispomos das seguintes férmulas de recorréncia:
(1) 1(t) = L(t) — 22201, 4 (1)

(il) Ap(t) = Apa(t) — 221 A, (1)

t
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Apéndice E
Programas Computacionais

Neste apéndice apresentaremos os programas computacionais, escritos para o apli-
cativo R, que foram utilizados para realizar o ajuste do modelo de média von Mises,

para construcao dos graficos dos envelopes e dos demais graficos deste trabalho.

E.1 Comandos

###Este programa contém os comandos para ajustar o modelo de médias,
usando a fungdo "lm.circular" # do pacote CIRCULAR ###

#LEITURA DOS DADOS#
ozonio.dat<-read.table("ozonio.dat" ,header=TRUE)

ozonio<-ozonio.dat$concentracao direcao<-ozonio.dat$direcao

direcao.real <- circular(ozonio.dat$direcao, type = c("angles"),
units = c("degrees"), modulo = c("2pi"), zero = 90 , rotation =
c("clock"))

ajuste <- lm.circular(y=direcao.real, x=ozonio, init=0,type=c("c-1"))

print(ajuste)

### # Este programa faz o grafico de ’ENVELOPES’ # para componente

do desvio padronizado no # modelo de MEDIAS von Mises.

##LEITURA DOS DADOS ##



ozonio.dat <-read.table("ozonio.dat", header=TRUE)

attach(ozonio.dat)

namos <- length(ozonio.dat$direcao) direcao <-

matrix(c(ozonio.dat$direcao) ,nrow=namos,ncol=1)

##TRASFORMANDO A DIRECAO DE ’graus’ PARA ’radianos’
require(circular)
require(CircStats)

direcao <- rad(direcao)# <--- angulos em [0 , 2%*pi)

#TRANSFORMANDO A DIRECAO PARA 0 INTERVALO [-pi , +pi] ## for(k in
1:namos) {if (direcaol[k] > pi) direcaolk] <- direcaol[k]-2*pi}

#DEFININDDO AS FUNCOES DE LIGACAO E SUAS DERIVADAS
g <-function(a) { 2*atan(a) }
dg <-function(a) { 2/(1+a"~2) }
d2g<-function(a) { -(4*a)/((1+a~2)"2) }
h <-function(a) { exp(a) %}
dh <-function(a) {
{

d2h<-function(a)

exp(a) }
exp(a) }

#source("bessell.fun") #source("bestfish.fun") source("modulo.fun")

source("arctg.fun") source("lambda.fun") source("davgigli.fun")

#AJUSTE: estimativas dos pardmetros para os dados de 0ZONIO
#Modelo de MEDIAS
mu <- -1.492 # d.p. =0,1903) # mu ~ ?? graus
beta  <- matrix(c(0.025817) ,nrow=1,ncol=1) # d.p.=0,005707
lambda <- 2.135 # d.p.=0,5988
# #Definindo matrizes e calculando as predicoes ’y_hat’ #
x <- matrix(c(ozonio.dat$concentracao) ,nrow=namos,ncol=1)
X <- x - mean(x)
y <- direcao
Xbeta <- X)*%beta
#A <- sapply(lambda,Bessel.FUN)
#dA <- 1 - A/lambda - Ax*A

#0OBTENDO VALORES PREDITOS EM (0, 2*pi)
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yhat <- array(data=mu + 2*atan(Xbeta) + 2%pi, dim=namos, dimnames=NULL)
for(i in 1:namos)
{
yhat[i] <- mod.ab(yhat[i], 2*pi)
# if (yhat[i] > pi) yhat[i] <- yhat[i] - 2xpi
}

yhat<-matrix(c(yhat) ,nrow=namos,ncol=1)

#CALCULO DOS RESIDUOS: ’r’ e ’d.estrela’ # Formula Original:
d_i<-2*sign(y-yhat)*sqrt(lambda)*abs(sin((y-yhat)/2)) # comp.desvio
<- 2xsqrt(lambda)*sin((y-yhat)/2) # A expressao a seguir esta’ com
a correcao # proposta de Davison & Gigli (1989) para # obter uma
aproximacao para a normal N(0,1). #
r <- matrix(NA,nrow=namos,ncol=1)
for(i in 1:namos)

{

r[i] <- DAVGIGLI.FUN( lambda ) * sin( (y[i]l-yhat[i])/2 )

}

gvet <- dg(Xbeta)

G <- diag(c(gvet) ,nrow=namos)

# K <- lambda * auxl # K <- diag(c(K), nrow=namos)

G2 <- G %*% G

#H representa a matriz ’hat’

H <- G %k X %*% solve(t(X) %*% G2 %x% X)U%xh t(X) %x% G
Hdiag <- diag(H)

d.estrela <- 2*sqrt(lambda)*sin((y-yhat)/2) / sqrt(l-Hdiag)
#FIM DO CALCULO DOS RESIDUOS DO MODELO AJUSTADO

# SIMULACAO DAS ’BANDAS DE CONFIANCA’ #

residuos.r <- matrix(NA,namos,19)

residuos.d <- matrix(NA,namos,19)

y <- array (data=NA,dim=namos,dimnames=NULL)
mu.fit <- yhat

lambda.fit <- lambda

#INICIO DO CALCULO DAS °’>BANDAS’
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for(j in 1:19)

{

#USANDO O ALGORITMO DE BEST & FISHER PARA GERAR ’y’

for (i in 1:namos)

{

y[i] <- rvm(l,mu.fit[i],lambda) #BestFisher .FUN(mu.fit[i], lambda.fit)
# if (y[i] < -pi) A{yl[i] <- y[i] + 2xpi}

# if (y[i] > pi) A{yli] <- y[i] - 2*pi}

}

y<-matrix(c(y),nrow=namos)
### FAZENDO O AJUSTE DA AMOSTRA SIMULADA # # #

* # * Ajuste do Modelo de MEDIAS * #
Inicio do algoritmo GERAL

#t# Estimativa inicial de ’mu’
Fisher (1993, eq. 2.9)

'mu’= media circular (origem) ###

Sen0 <- sum(sin(y))/namos
Cos0 <- sum(cos(y))/namos
mu <- arctg(Sen0, Cos0)

if (mu > pi) mu <- mu-2*pi #Transf. ’mu’ para o intervalo (-pi , pi)
### Inicializacao do vetor beta  #i##

X <- x

beta.ini <- solve(t(X)%*%X) %*% t(X) %*% tan((y-mu)/2)
ajuste.amostra.simulada <-

lm.circular.cl(y , X, init=beta.ini, verbose=FALSE)#, tol=1e-10)

beta<-ajuste.amostra.simulada$coeff

#CALCULO DAS ESTIMATIVAS ’y_hat’ DA ’j-ESIMA’ AMOSTRA SIMULADA
#0OBTENDO 0S VALORES PREDITOS EM (0, 2*pi) E TRANSFORMANDO PARA (-pi,
pi)
Xbeta <- XY%x*)beta
yhat <- array(data=mu + 2*atan(Xbeta) + 2%pi, dim=namos,dimnames=NULL)

for(i in 1:namos)



{
yhat[i] <- mod.ab(yhat[i], 2*pi)

# if (yhat[i] > pi) yhat[i] <- yhat[i] - 2*pi
}

yhat<-matrix(c(yhat) ,nrow=namos,ncol=1)

#CALCULO DOS RESIDUOS: ’r’ e ’d.estrela’ DA ’j-ESIMA’ AMOSTRA
SIMULADA

r.aux <- matrix(NA,nrow=namos,ncol=1)

for(i in 1:namos)

{

r.aux[i] <- DAVGIGLI.FUN( lambda ) * sin( (y[i]-yhat[i])/2 )
}

gvet <- dg(Xbeta)

G <- diag(c(gvet) ,nrow=namos)

G2 <- G %*% G

# K <- lambda * auxl # K <- diag(c(X), nrow=namos)

#H representa a matriz ’hat’

H <= G %*h X W*% solve(t(X) %xh G2 %xh X)%*h t(X) %*% G
Hdiag <- diag(H)

d.aux <- 2xsqrt(lambda)*sin((y-yhat)/2) / sqrt(1l-Hdiag)
#FIM DO CALCULO DOS RESIDUOS DA ’j-ESIMA’ AMOSTRA SIMULADA

residuos.r[,j] <- sort( r.aux )
residuos.d[,j] <- sort( d.aux )
} #FIM DO CALCULO DOS RESIDUOS DA ’j-ESIMA’ AMOSTRA SIMULADA

#FIM DOS CALCULOS PARA OBTENCAO DAS °BANDAS’ (item 7)
HH## INICIO DO ’LO0OP-2° (item 8) . # .

k<-19 alfa<-0.05

linf.r<-numeric(namos) lsup.r<-numeric(namos)

linf.d<-numeric (namos)

lsup.d<-numeric(namos)
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alfal<-ceiling(k*alfa) alfa2<-ceiling(k*(l-alfa)) for(i in 1:namos)
{

eo<-sort(residuos.r[i,])

linf.r[i]<-eo[alfal]

lsup.r[i]<-eo[alfa2]

eo<-sort(residuos.d[i,])

linf.d[i]<-eo[alfal]

lsup.d[i]<-eo[alfa2]

xb.r<-apply(residuos.r,1,mean)

xb.d<-apply(residuos.d,1,mean)

#GRAFICO DO RESIDUO ’r’ ISOLADO win.graph()
faixa<-range(r,linf.r,lsup.r) par(pty="s")
qgnorm(linf.r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T)
qqnorm(lsup.r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T) qgnorm(xb.r,xlab="Quantiles of Standard
Normal",ylab="Deviance Residual",ylim=faixa,type="1",1ty=2,1lwd=1)
text(-1.2,1.2,"Residual r") par(new=T) #oldpar
<-par(pch=15,cex=0.1,csi=0.1) # set new values, remember old oldpar
<-par(pch=16,mkh=0.1) # set new values, remember old

qgnorm(r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa)

par(oldpar) # set parameters back to remembered values #title("(2a)") #

#GRAFICO DO RESIDUO ’d.estrela’ ISOLADO win.graph()
faixa<-range(d.estrela,linf.d,lsup.d) par(pty="s")
qgnorm(linf.d,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T)
gqnorm(lsup.d,axes=F,xlab="",6ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T) qgnorm(xb.d,xlab="Quantiles of Standard
Normal",ylab="Deviance Residual",ylim=faixa,type="1",1ty=2,1lwd=1)
text(-1.2,1.2,"Residual d*") par(new=T) #oldpar
<-par(pch=15,cex=0.1,csi=0.1) # set new values, remember old oldpar
<-par(pch=16,mkh=0.1) # set new values, remember old
qgnorm(d.estrela,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa) par(oldpar) #

set parameters back to remembered values #title("(b)")
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#qqnorm(d.estrela,xlab="Percentis da N(0,1)",ylab="Residuo
dx",ylim=faixa) #title("Grafico dos envelopes para o modelo von
Mises") #

#GRAFICO DOS RESIDUOS ’r’ e ’d.estrela’ CONJUNTAMENTE #

win.graph() par(mfrow=c(1,2))

#PRIMEIRO: ’r’

faixa<-range(r,linf.r,lsup.r) par(pty="s")
qqnorm(linf.r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T)
qqnorm(lsup.r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T) qgnorm(xb.r,xlab="Quantiles of Standard
Normal",ylab="Deviance Residual",ylim=faixa,type="1",1ty=2,1lwd=1)
text(-1.2,1.2,"Residual r")

par (new=T)#

oldpar<-par(pch=15,cex=0.1,csi=0.1) # set new values, remember old
oldpar<-par(pch=16,mkh=0.1) # set new values, remember old
gqnorm(r,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa)

par (oldpar) # set parameters back to remembered values #
title("(2a)")#

qqnorm(r,xlab="Percentis da N(0,1)",ylab="Residuo r",ylim=faixa)
title("Grafico dos envelopes para o modelo von Mises") #
#SEGUNDQO:’d.estrela’

faixa<-range(d.estrela,linf.d,lsup.d) par(pty="s")
qgnorm(linf.d,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T)
ggnorm(lsup.d,axes=F,xlab="",ylab="",ylim=faixa,type="1",1ty=1,1lwd=1)
par (new=T)

qgnorm(xb.d,xlab="Quantiles of Standard

Normal",ylab="Deviance Residual",ylim=faixa,type="1",1ty=2,1lwd=1)
text(-1.2,1.2,"Residual dx*") par(new=T)
oldpar<-par(pch=15,cex=0.1,csi=0.1) # set new values, remember old
oldpar<-par(pch=16,mkh=0.1) # set new values, remember old
qqnorm(d.estrela,axes=F,xlab="",6ylab="",ylim=faixa)

par (oldpar) #set parameters back to remembered values #
title("(b)")

qgnorm(d.estrela,xlab="Percentis da N(0,1)",ylab="Residuo

dx",ylim=faixa)
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title("Grafico dos envelopes para o modelo von Mises")

H o
#it# Este programa faz o grafico da Concentracdo do 0z6nio versus
Direcdo do Vento HitH

#LEITURA DOS DADOS

ozonio.dat <-read.table("ozonio.dat", header=TRUE)

attach(ozonio.dat)

##1° Grafico##

plot(ozonio.dat$concentracao, ozonio.dat$direcao,
x1im=c(0,120), ylim=c(0,720), xlab="Concentragdo de 0zdnio",
ylab="Direg3o do Vento",axes=F, pch=1) par(new=TRUE)
plot(ozonio.dat$concentracao, ozonio.dat$direcao+360, xlim=c(0,120),
ylim=c(-10,720), xlab="", ylab="",axes=F, pch=16)
axis(side=1,c(0,20,40,60,80,100,120))
axis(side=2,c(0,90,180,270,360,450,540,630,720)) box()
title(main = "Grafico . . .")

# Calculos auxiliares

namos <-length(ozonio.dat$direcao)

direcao <-matrix(c(ozonio.dat$direcao) ,nrow=namos,ncol=1)

require(circular) teta<-rad(ozonio.dat$direcao) teta<- -teta + pi/2

abcissa<-ozonio.dat$concentracao*xcos(teta)

ordenada<-ozonio.dat$concentracao*sin(teta)

win.graph()

##2° Grafico##
plot(abcissa,ordenada,xlim=c(-50,90),ylim=c(-50,110) ,xlab="",
ylab="", axes=F) axis(side=1,c(0)) axis(side=2,c(0)) par(new=T)
plot.circular(as.circular(teta), stack=TRUE, bins=150, shrink=0.025,
type="n", axes=F,xlim=c(-50,90),ylim=c(-50,110))

box() points(0, O, pch="+") #title(main = "Grafico . . .")
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