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Resumo 

No contexto das teorias de dimensoes extras, o modelo de branas R S I I t e m 

despertado m u i t o interesse. De aeordo com este modelo, nosso Universo quadrimensional e 

uma hipersuperficie imersa em u m espago ambiente com u m a dimensao ex t ra nao-compacta 

e munido de uma constante cosmologica negativa. U m dos grandes desafios do modelo, e 

de maneira geral, da Teoria Geral da Relat iv idade, e encontrar solugoes exatas com clara 

interpretagao fisica. Nosso t rabalho t e m como ob jet ivo obter solugoes exatas das equagoes 

de Einste in referentes a estrelas confinadas na brana no modelo R S I I . E m cinco dimensoes, 

o sistema composto pela brana e pela estrela confinada possui s imetr ia axia l . Apesar da 

s imetr ia , a resolugao d ireta das equagoes de Einste in para esse sistema e imprat i cave l . 

Sendo assim, para obtengao das solugoes, usaremos o metodo a l ternat ivo conhecido como 

o metodo de "deslocar, cortar e re f l e t i r " . Este metodo consiste em d i v i d i r u m espago j a 

conhecido (no nosso caso, o espago-tempo Schwarzschild-AdSs) em duas partes, por meio 

de u m corte em u m piano localizado acima da fontezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (z = c > 0, nas coordenadas de Wey l ) . 

A parte de baixo, que contem a fonte, e descartada e subst i tu ida pela imagem refletida 

da regiao superior. O novo espago-tempo obt ido por este procedimento apresentera 

u m a descontinuidade no piano do corte, indicando, por tanto , a presenga de mater ia 

concentrada naquela hipersuperficie. C o m as equagoes de Einste in , podemos determinar a 

densidade e a pressao da distr ibuigao de mater ia obt ida . Examinando essas quantidades, 

verificaremos que, alem do conteiido energetico da propr ia brana, ha u m corpo com 

s imetr ia esferica (a estrela confinada na brana) . Empregando o formalismo de imersao, 

cortes mais gerais, que nao se l i m i t a m a pianos, podem ser consider ados. E m todos os 

casos analisados, o corpo possui densidade de energia posit iva. No entanto, ha regioes 

onde a condigao da energia dominante nao e satisfeita, isto e, onde a pressao e maior do 

que a densidade de energia. 

Palavras chave: dimensao extra , brana, buraco negro. 



Abstract 

I n the context of ex tra dimensional theories, the braneworld R S I I model has 

a t t rac ted much interest. Accord ing to th is model , our universe is a four-dimensional 

hypersurface embedded i n an ambient space w i t h a non-compact extra dimension and a 

negative cosmological constant. A great challenge for the model , and i n general, for the 

General R e l a t i v i t y Theory, is to f ind exact solutions w i t h clear physical in te rpre ta t i on . 

I n th is work , we in tend to ob ta in exact solutions of Einstein 's equations related t o stars 

confined to the brane i n the R S I I model . I n five dimensions, the system composed by the 

brane and by the confined star possesses axial symmetry . Despite the symmetry , the direct 

resolution of the Einste in equations for th is system is a very di f f icult task. Therefore, i n 

order to ob ta in the solutions we have to use the a l ternat ive m e t h o d k n o w n as "displace, 

cut and reflect" . Th i s method consists of d i v i d i n g a space already k n o w n ( in our case, 

the Schwarzschild-AdSs space-time) in to two parts by a cut i n a plane located above the 

sourcezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (z = c > 0, i n the Wey l coordinates). The b o t t o m p a r t , wh i ch contains the source, 

is e l iminated and replaced by the reflected image of the upper region. The new space-time 

t h a t arises by this procedure presents a d iscont inui ty i n the plane of the cut , therefore, 

ind i cat ing the presence of mat te r concentrated at t h a t hypersurface. F r o m the Einstein 's 

equations, we can determine the density and pressure of the m a t t e r d i s t r i b u t i o n which 

was obtained. E x a m i n i n g these quanti t ies , we find t h a t , besides the energy content of the 

brane itself, there is a body w i t h spherical s y m m e t r y (the star confined on the brane) . 

E m p l o y i n g the embedding formal ism, more general cuts, which are not l i m i t e d to planes, 

may be considered. I n al l cases examined, the body has posit ive energy density. However, 

there are regions where the dominant energy condi t ion is not ful f i l led , i.e., where the 

pressure is greater t h a n the energy density. 

Keywords : ex tra dimension, brane, black hole. 
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Capitulo 1 

Introdugao 

0 estudo do campo gravitacional produzido por estrelas, buracos negros, galaxias e 

outros sistemas com m u i t a massa, a rigor, deve ser empreendido no ambi to da Relat ividade 

Geral . No entanto, encontrar solugoes exatas das equagoes de Einste in , em geral, t e m sido 

u m grande desafio, pois, por terem u m carater nao-linear, as equagoes sao demasiadamente 

complicadas. 

U m a forma de amenizar estas dificuldades e levar em consideragao a s imetr ia que 

alguns sistemas apresentam. N a Relat iv idade Geral , os vetores de K i l l i n g sao os geradores 

de isometrias, isto e, sao eles que dao origem as transformagoes de simetrias da metr ica . 

U m a vez identificadas essas simetrias, podemos passar para u m sistema de coordenadas 

adaptado a elas. Nesse sistema, as equagoes de campo sao simplificadas. 

Ass im, quanto maior for o grau de s imetr ia do sistema, mais simples se tornarao 

as equagoes de Einste in . N a Relat iv idade Geral , ha u m numero reduzido de solugoes 

exatas conhecidas que possuem interpretagao fisica clara. Esses casos envolvem, em geral, 

u m alto grau de s imetr ia . Como exemplo, podemos citar a solugao Schwarzschild (solugao 

com s imetr ia esferica e estatica) e a metr i ca de Robertson-Walker, que descreve modelos 

cosmologicos homogeneos e isotropicos. 

De todos os t ipos de simetrias, u m caso de grande interesse fisico e o da s imetr ia 

axial . In tu i t i vamente , a s imetr ia axial esta relacionada a invariancia do sistema por 

rotagoes em torno de u m certo eixo. Do ponto de v is ta matemat ico , a s imetr ia axial e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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caracterizada por u m vetor de K i l l i n g do t i p o espago com orb i t as fechadas. Esse vetor e 

o gerador de rotagao em to rno do eixo de s imetr ia . 

A s imetria axial e m u i t o usada para representar idealizagoes de diversas configuragoes 

fisicas, entre as quais, podemos destacar a distr ibuigao de mater ia em u m disco galactico. 

O u t r a situacao em que a s imetr ia axial esta presente refere-se a distr ibuigao de algumas 

estruturas fisicas confinadas sobre a brana no modelo R S I I , como por exemplo, a de u m 

buraco negro na brana, cuja solugao a inda e desconhecida. 

O ob jet ivo de nosso trabalho e encontrar solugoes para corpos confinados em u m a 

brana do t i p o R S I I . Se os corpos confinados possuem s imetr ia esferica na brana, entao, o 

sistema (corpo + brana) apresentara s imetr ia axial em cinco dimensoes. 

Como a resolugao d i re ta das equagoes de Einste in e imprat i cave l para este sistema, 

empregaremos o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" e o metodo de imersao, como 

alternativas para obtengao das solugoes exatas. 

No pr imeiro metodo, tomaremos u m espago j a conhecido (nosso espago base) e o 

dividiremos em duas partes, a p a r t i r de u m piano situado ao longo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z constante, onde z 

corresponde a dimensao extra . Os dois espagos resultantes diferem entre si pelo fato de que 

u m deles - o espago situado abaixo do piano - possui fonte e o outro nao. Este espago com 

fonte e descartado e o espago sem fonte e refletido a p a r t i r do piano de corte e o resultado 

disto e o "surgimento" de u m disco fino no piano de corte. Matemat icamente , isto e 

equivalente a fazermos u m a transformagao ao longo da coordenada extra nas componentes 

da metr ica , como veremos. 

Apl i cando este metodo em u m espago quadrimensional , o resultado obt ido e u m 

disco fino com s imetr ia ax ia l , que pode ser usado para representar discos galacticos. As 

propriedades fisicas obtidas para o disco dependem do espago base escolhido e do piano 

onde e executado o corte. Com escolhas convenientes, tenta-se reproduzir as propriedades, 

como densidade e pressao, dos discos galacticos. 

Apos a explanagao acerca do metodo, aplicaremos o mesmo em u m espago com 

cinco dimensoes. O modelo de dimensao extra a ser adotado sera o modelo R S I I . Como 

existem varios modelos de dimensoes extras, faremos, antes da aplicagao do metodo em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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u m espago 5-D, u m a breve revisao acerca destes modelos. 

No capi tulo referente a esta revisao sobre dimensoes extras, veremos que o modelo 

R S I I e m u i t o discutido atualmente por ser u m modelo no qual a dimensao extra t e m 

topologia nao-compacta, e apesar disso, e compativel com os resultados experimentais. 

Nos outros modelos, a dimensao extra e sempre compacta, variando apenas sen comprimento 

de u m modelo para outro . No caso do modelo de K a l u z a - K l e i n , a dimensao extra 

possui comprimento da ordem de Planck: no modelo A D D , o comprimento e da ordem 

submi l imetr i ca ; j a no modelo R S I , corresponde a distancia entre duas branas com tensoes 

de sinais opostos. 

A l e m do fato da dimensao extra possuir compr imento in f in i t o , outro aspecto que 

desperta interesse em relagao ao modelo R S I I , e que a solugao exata de u m buraco negro 

na brana ainda e desconhecida, on seja, trata-se de u m problema em aberto. 

Apl i cando o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" no modelo R S I I , veremos que 

a distr ibuigao de mater ia encontrada corresponde a propr ia brana, quando o espago base 

escolhido e o espago-tempo AdSs (Ant i -de Sitter em 5-D). De fato, mostraremos que a 

densidade e a pressao do disco de mater ia geradas sao identicas aos da brana no modelo 

R S I I . 

Por sua vez, se o espago base e o espago-tempo Schwarzschild-AdSs, a distr ibuigao 

encontrada corresponde a de u m corpo com s imetr ia esferica e estatica que consideramos 

ser u m a estrela confinada na brana. Esta conclusao provem da observagao feita de que o 

disco de mater ia gerado possui, alem do conteudo energetico da propr ia brana, densidade 

e pressao adicionais, que sao positivas e decaem com o aumento da coordenada radia l . 

O outro metodo que usaremos para obtengao das solugoes sera o metodo de 

imersao. Nele empregaremos, como espago base, o espago-tempo Schwarzschild-AdSs 

para encontrarmos a metr i ca induz ida na brana e da distr ibuigao de mater ia confinada. 

Este metodo e mais abrangente do que o pr imeiro , pois a hipersuperficie onde se localiza 

a brana podera ter u m a " forma" qualquer, ou seja, nao se l i m i t a r a a forma de u m piano zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z constante, nas coordenadas consideradas. 

Como veremos, o conteudo energetico induzido na brana dependera da " forma" da zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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hipersuperficie. por tanto , ha certos "graus de l iberdade" que podem ser manipulados para 

obtencao de diversas d i s t r i b u t e s de mater ia . Como veremos. o metodo de "deslocar, 

cortar e ref let ir" e u m caso par t i cu lar do metodo da imersao, quando a hipersuperficie e 

descrita pela equacao de u m piano nas coordenadas de W e y l . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Capitulo 2 

Estudo de D iscos de IVlateria em 

Relatividade Geral 

0 estudo de discos finos e discos de espessura na Relat iv idade Geral vem conquistando 

cada vez mais relevancia, pois, devido a s imetr ia ax ia l que estes discos possuem, torna-se 

possivel encontrar solugoes exatas das equagoes de Einste in para estas estruturas. Do 

ponto de v i s ta fisico, os discos sao importantes porque podem ser usados como forma 

aproximada de representagao de modelos reais de discos galacticos com ou sem halos, 

por exemplo. De acordo com Gonzalez e Letelier [1], as solugoes exatas encontradas no 

estudo dos discos revelam algumas propriedades fisicas dos modelos galacticos que estes 

representam. 

E m v is ta desta e de outras possiveis aplicagoes que estes discos possuem, torna-se 

fundamental para nos, entendermos o processo de obtengao destas solugoes. No caso de 

u m disco fino, seja ele Newtoniano ou re lat iv ist i co , sua construgao esta baseada no metodo 

de "deslocar, cortar e ref let ir" u m certo espago "base" j a conhecido. Na construgao do 

disco, o espago base, que possui singularidade ou fonte, e recortado em duas partes: u m a 

singular e o u t r a regular (sem fontes ou singularidades). A parte singular e excluida e a 

regular e ref letida a p a r t i r do piano em que foi efetuado o corte. O resultado disto e o 

surgimento de u m disco fino de extensao i n f i n i t a no piano do corte. 

Nosso ob jet ivo neste capi tu lo e descrever este metodo. Para t a l , seguiremos os 
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passos de Gonzalez e Letelier [1]. Apos isso, com o i n t u i t o de obter as propriedades fisicas 

de discos especificos, em especial suas densidades. se fara necessario o uso de u m p o t e n t i a l 

gravitac ional Newtoniano par t i cu lar , para o caso de u m disco fino Newtoniano , e o uso 

da metr i ca de u m espago dado, para o caso de discos relativist icos. 

Xesse u l t i m o caso, a metr i ca de u m espago base e modif icada de forma que a 

mesma passe a representar u m espago-tempo que apresenta u m a determinada distribuigao 

de mater ia concentrada n u m a hipersuperficie. E m seguida, as propriedades fisicas dessa 

distr ibuigao sao calculadas com o uso das equagoes de Einste in . Inic ia lmente , usaremos 

como base a solugao de Schwarzschild e discutiremos a impor tanc ia e a aplicabil idade 

dos discos encontrados. Por fim discutiremos como o mesmo metodo pode ser empregado 

no cenario das dimensoes extras, para obtermos solugoes que possam descrever estrelas 

confinadas na brana. 

2.1 Esquema de construgao de discos 

O metodo usado para construgao de discos finos e o metodo de "deslocar, cortar e 

ref let ir" [2]. Considere u m espago-tempo com fonte ou singularidade localizada na regiao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z = 0. O metodo consiste em estabelecer u m piano situado em zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  c (F igura 2.1). Ass im, 

pode-se observar que o piano z = c d iv ide o espago em duas regioes: uma com fonte e out ra 

sem. U m corte entao e feito neste piano, e a regiao do espago com singularidade ou fonte 

( z < c) e descartada. Apos isso fazemos u m a reflexao do espago que nos restou (z > c) e 

o resultado e u m disco de extensao in f in i ta . U m a forma equivalents de esquematizarmos 

isso e d iv id indo esse mesmo espago i n i t i a l em tres partes a p a r t i r de dois pianos situados 

respectivamente em z = c e z = —c. Ass im, a regiao s ituada entre os pianos, que possui 

a singularidade ou fonte e extrafda e as duas partes restantes sao coladas uma a outra . 

0 resultado deste procedimento e o mesmo disco fino de extensao i n f i n i t a que pode ser 

analisado como u m a fungao delta de Dirac com suporte em z = c. Como veremos, este 

metodo e equivalents a fazermos z —+ h(z) + c na solugao or ig inal , onde c e u m a const ante 

posit iva e h(z) — \z\. 
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&°\r,z>) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - , G m (2.12) 

v V 2 + ( M ~ ) + c ) 2 

Fazendo = \z\, temos: 

Sendo assim: 

^ M = - - = G m (2.13) 

* S } = • . 5 ; m v : l ' l , - (2 . i4 ) 
[ r 2 + (|2| + c) 2 ]5 

E m 2 = 0, onde a mater ia esta concentrada, vemos que: 

Subst i tu indo (2.15) em (2.9), temos a densidade do disco Newtoniano: 

P(r,z) = n - ^ zrrS(z). (2.16) 
27r(r 2 + c 2 )5 

Logo, vemos que a escolha de h(z) = \z\ nos p e r m i t i u encontrar u m disco fino 

cuja densidade superficial de massa sera dada por: 

a r = r — 7 I T T - (2-17) 

27r(r 2 + c 2 )a 

A q u i vemos expl ic i t amente que o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" gera u m 

disco fino cuja densidade superficial depende de c, ou seja, da localizaeao do piano de 

corte. 

2.3 Discos na Teoria da Relatividade Geral 

Neste estudo, usaremos metricas com assinatura (- + + + ) para espagos com 4 dimensoes 

e assinatura ( - + + + + ) para espacos com 5 dimensoes. Quanto aos indices das equacoes, 



empregaremos a convengao: os indices gregos var iam de 0 a 3 e os indices latinos maiusculos 

var iam de 0 a 4. 

O metodo de construcao de discos em Relat iv idade Geral baseia-se no metodo-g 

ou metodo inverso [1], no qual u m a metr i ca do vacuo e modif icada de forma que a mesma 

passe a representor u m espago-tempo gerado por u m a determinada distr ibuicao de mater ia 

concentrada em u m a regiaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z — 0. 

Como exemplo, part iremos da metr i ca de u m espago-tempo com s imetr ia esferica 

escrita em coordenadas ci l indricas isotropicas [1]: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d s 2 = _e2^\r,z)dt2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + e 2A«»)(r , , ) [ r 2 d v ? 2 + ^ 2 + ^ 2 ] ^ 

As equagoes de Einste in para u m espago-tempo quadrimensional [5] sem a presenga 

de u m a constante cosmologica sao dadas por: 

R(u> - 2^9^ = —^-T^, (2.19) 

onde c = 1 e e o tensor de Ricci que e dado por: 

R^v = daT^u — dur°a + r ^ r ^ — r^r^ , (2.20) 

sendo r" os simbolos de Christof fel : 

= \ga0 {drfpu + dvg^ - dpg^). (2.21) 

Temos ainda que: 

Gfw = Rpv — -Rg^. (2.22) 

Como no vacuo, o tensor energia-momento 7},„ e nulo, entao: 

= 0. (2.23) 

Ass im, no vacuo, a metr i ca (2.18) satisfaz as seguintes equagoes: 
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2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( A ( 0 ) + I A ( 0 ) + A ( o ) ) + ( A ( 0 ) ) 2 + ( A ( o ) ) 2 = Q j (2.24) 

A ® + A ( ° ) + * J 5 + $(0) + (*(0>)2 + ($(0))2 = Q5 ( 2 2 5 ) 

2 $(o ) A ( o ) + ( A (0 ) )2 + I A ( 0 ) + A (o ) + ( $ ( o ) ) 2 + I $ ( o ) + $<o) = Q ) ( 2 > 2 6 ) 

$ ( 0 ) $ ( 0 ) + $ ( o ) _ $ ( o ) A ( 0 ) _ $ ( 0 ) A ( 0 ) _ A ( o ) A ( o ) + A (o) = 0 { 2 2 1 ) 

E: 

2 $ (o ) A ( o ) + I A ( o ) + A ( 0 ) + ( A (0 ) )2 + ( $ ( 0 ) ) 2 + I $ ( 0 ) + $ ( 0 ) = 0 j ( 2 2 g ) 

onde *(°) = $<°)(r,z) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A<® = A<°>(r,z). 

Vamos agora aplicar o metodo de "deslocar, cortar e re f le t i r " , definindo novas 

fungoes A e $ por meio da transformagao z —* z' = h(z) + c, aplicada a e A ^ . 

Assim: 

* ( r , z ) = $ ( 0 ) ( r , / ) (2.29) 

E: 

A ( r , z ) = A ( 0 ) ( r , z ' ) - (2-30) 

Com estas novas fungoes, (2.18) nos da a metr i ca de u m novo espago-tempo, agora 

preenchido por uma distr ibuigao de energia. Para determinarmos essa distr ibuigao que 

produz a nova metr ica , devemos calcular o tensor de Einste in para esse espago-tempo. A 

p a r t i r das equagoes de Einste in podemos entao determinar o tensor energia-momento da 

distr ibuigao: 
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— Gpa,,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2-31) 

que, para a metr ica com as novas fungoes, tern as seguintes componentes tensoriais 

nao-nulas: 

r 0° = ^ [ 2 ( A . r r + h r + A , « ) + (A 2 ) 2 + ( A , r ) 2 ] , (2.32) 

T l = jlK \Krr + Kzz + $,rr + $ zz + ( $ r f + * ) 2 ] , (2.33) 

i fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = - 4 [2$,r A , . + ( A , r ) 2 + - A , r + A , 2 2 + ( $ 2 ) 2 + - $ r + (2.34) 
6 7"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T* 

E: 

T 3
3 = 4 r [2$, A 2 + - A r + A , r r + ( A , , ) 2 + ( $ . r ) 2 + - $ . r + $ r r ] . (2.35) 

e r T 

As defmigoes (2.29) e (2.30) nos dao as seguintes relagoes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

$ 2 = h'*%\ (2.36) 

*,» = h"*T + {h')'*% (2.37) 

A , , = h'Af, (2.38) 

A , 2 2 = h"Af + (h')*A%. (2.39) 

A o aplicarmos estas relagoes nas componentes nao nulas do tensor energia-momento, 

obtemos: 
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rpO _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1o — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 2A(° ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2(AJS + V + A ' A j ? + (h')*Afh) + (h'Af)> + ( A ? ) ) 5 (2.40) 

3 2A(° ) 

A : : + h " A f + {h>yA%+*« + + ( ^ # 2 + 

(0)x2 

(2.41) 

I f 
,2A (0) 

2 $ ! x > + ( A I ; > ) 2 + J A ? + f c - A g > + ( ^ ' ) 2 A S + ( * ? ) A + 

+ } * ? + + w * s 

(2.42) 

E: 

T~>3 
J 3 — , 2 A (o) 

2 ( h y * f A f + ^ + a ; : + ( h ' A ^ r + + i * ? + < , (2.43) 

onde A<°> = A<°) ( r , z') e *<°) = $(°> ( r , z ' ) . 

Lembrando que A^ 0) e t a m b e m satisfazem as equagoes de Einste in no vacuo, 

(2.24) a (2.28) para as coordenadas ( r , z'), obtemos o seguinte resultado: 

^0° = -^K(h')2 ~ 1)(2A% + (Aff) + 2h"Af), (2.44) 

(0) , *(<>) . / * ( o ) \ 2 ^ 

I f = Tl (2.46) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 
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T? = -^[((h? - l)(2^fAf + (Af)%zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.47) 

Vemos que estas sao equagoes bem abrangentes, porque dependem de h(z) e 

das fungoes originais A ' 0 ' e A jus tando essas fungoes, o disco obt ido pode apresentar 

diversas caracteristicas, inclusive, como mostra Gonzalez e Letelier [1], e possivel encontrar 

solugoes para discos espessos. No entanto, aqui , estamos interessados nos discos finos. 

Para obtengao de discos finos, assim como no caso Newtoniano , tomaremos h(z) = 

\z\. Logo, as equagoes acima para esta situagao se reduzem a: 

To° =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ĵ mz)Af], (2.48) 

Tl =-±&[26(z)(Af + • « > ) ] , (2.49) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rp2 
L2 (2.50) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

T, 3 = 0. (2.51) 

Agora , vamos considerar u m caso concreto. Usaremos a solugao de Schwarzschild 

nas coordenadas ci lmdricas isotropicas [1]: 

&°\r,z) = l n 
2 ( r 2 + z2)* m 

2 ( r 2 + z2)% + m 

A<°> fo-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 2 

1 + 
ill 

2 ( r 2 + z2)i 

Apl i cando mais u m a vez o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" temos: 

(2.52) 

(2.53) 

$ ( ° ) f r ^ ) = l n 
2 ( r 2 + (h(z) + c ) 2 ) a - m 

2 ( r 2 + (h{z) + c ) 2 ) i + m 

(2.54) 
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A ( 0 ) ( r ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z') = l n 1 + 
m 

2(r* + (h(z) + c)2)1* 

Portanto , das equagoes (2.48) a (2.51): 

(2.55) 

Tr 

1 2 8 m ( r 2 + c 2 )c 

[ 2 ( r 2 + c 2 )5 + m ] 5 

(2.56) 

6 4 ( r 2 + c 2 )2c 

( 2 ( r 2 + c 2)2 + m ) 5 

2 ( r 2 + c 2 )5 + m 

( r 2 + c 2 )2 2 ( r 2 + c 2 )2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — m 
6(; (2.57) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

Tj = 0. 

(2.58) 

(2.59) 

As equacoes (2.56) a (2.59) nos i n f o r m a m a distr ibuicao de mater ia por 3-volume 

do disco. Mas, como a distr ibuigao esta concentrada na superficie z — 0, podemos 

caracteriza-la por meio da distr ibuigao superficial. Para isto, devemos integrar o tensor 

na diregao transversal a superficie. Sendo assim, a distr ibuigao de energia e momento 

sobre a superficie sera descrita pelo tensor deflnido abaixo: 

= l i mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J TMl/dn, (2.60) 

onde dn = {gzz)1^2 dz e o comprimento de u m deslocamento inf in i tes imal na diregao 

transversal. 

Tomando a densidade superficial como a = — S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq , entao: 

a 
32?77C 

2 ( r 2 + c 2 ) 1 / 2 + 
3 • 

(2.61) 

m 
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0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 23 5 7_5 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.3: Densidade superficial com relagao a coordenada radial r . E m vermelho, 

quandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m = c = 0, 5, e em preto, quando m — c = 1. 

Por sua vez, calculando pv = Sj,pr = 5|, podemos verificar que as pressoes 

superficiais sao: 

P = PV = Pr 
16mc 

2 ( r 2 + c 2 ) 1 7 2 + m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
l 2 

2 ( r 2 + c 2 ) 1 / 2 ( r 2 + c 2 ) - 1 

[4 ( r 2 + c 2 ) - m] " 2 ( r 2 + c 2 ) i / 2 + m 

(2.62) 

ou seja, trata-se de u m fluido com pressao isotropica. 

Por sua vez, de pz — S|, temos: 

P z - 0. (2.63) 

Este resultado e consistente com o fato da mater ia estar confinada ao disco. 

N a f igura (2.3), observamos que a densidade superficial tende a zero, a medida 

que r cresce, o que j a era de se esperar, devido a concentracao de mater ia na regiao central 

do disco. 

Como foi exposto, a fungao h(z) e, em princfpio , a rb i t rar ia . Cada fungao h(z) 

escolhida estabelece u m a solugao part icular que corresponded a discos com caracteristicas 

diferentes. Os discos finos obtidos em t a l metodo sao de interesse fi'sico, porque podem ser 

usados como modelos idealizados para representar estruturas como galaxias. U m a outra 

aplicagao possivel, como veremos, e que em u m espago-tempo com uma dimensao extra 

nao-compacta, este t i p o de disco podera representar u m a estrutura quadrimensional sem 
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espessura imersa em u m espago-tempo de dimensao maior . 

Esta es trutura e chamada de brana, e corresponde, por exemplo, a uma idealizagao 

de uma parede de dommios, estudada na teoria de campos, com espessura nula . Esta 

comparagao nos p e r m i t i r a encontrar propriedades ffsicas importantes da brana, como 

veremos mais adiante. 
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Capitulo 3 

Modelos de Dimensoes Extras 

No i n i t i o do seculo passado, os fisicos buscavam u m a forma de unificar as forgas 

fundamentais ate entao conhecidas: a forga g r a v i t a t i o n a l e a forga eletromagnetica. U m a 

proposta de grande repercussao foi langada pelo matemat ico e fisico alemao Theodor 

Ka luza por vo l ta de 1921 [6]. 

K a l u z a mostrou que a unificagao das teorias eletromagnetica e da Relat iv idade 

Geral seria possivel se o Universo possuisse u m a dimensao espacial a mais, alem das tres 

ate entao conhecidas. Este modelo foi aperfeigoado posteriormente pelo matemat ico Oscar 

K l e i n , que explicou em bases fi'sicas a aparencia quadrimensional do Universo, mesmo ele 

tendo cinco dimensoes. De acordo com K l e i n , isso acontecia porque a dimensao extra 

t i n h a topologia de u m circulo e o raio deste circulo era da ordem do comprimento de 

Planck, o que impossibi l i tava a detecgao da dimensao extra . 

O modelo de K a l u z a - K l e i n durante varias decadas foi usado para o proposito a 

que se destinava, mas, posteriormente, outras duas forgas fundamentais (a forga forte 

e a forga fraca) f oram descobertas e o modelo precisou ser generalizado para inc lu i r as 

novas forgas no esquema de unificagao. Apesar do sucesso formal do modelo, ha algumas 

limitagoes. U m a delas, que tern recebido grande destaque recentemente, e a incapacidade 

do modelo em explicar porque a forga gravitac ional e tao fraca, se comparada as outras 

forgas, problema este chamado de "problema da h ierarquia" . 

Ass im, visando resolver este problema, u m novo modelo de dimensoes extras 
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surgiu, chamado de modelo A D D , devido as iniciais dos seus criadores: Arkarr i , Dimopoulos 

e Dva l i . Nesse modelo, a dimensao extra nao precisaria ter comprimento necessariamente 

da ordem de Planck, pois seu comprimento poderia chegar ate a ordem m i l i m e t r i c a , sem 

conflitos com as observacoes. Mas, para isto, o nosso Universo quadrimensional deveria 

estar imerso em u m Universo de dimensao mais a l ta , como uma subvariedade imersa em 

uma variedade de dimensao superior. 

Essa subvariedade, aprisionaria todas a forgas fundamentals , exceto a gravitac ional , 

que poderia entao se espalhar para o espago-ambiente (5 -D) , o que expl icaria o fato 

da interagao gravitacional em nosso Universo aparentemente quadrimensional ser tao 

fraca, se comparada as outras interagoes. No modelo A D D , a topologia da dimensao 

extra e compacta (topologia de u m circulo , S 1 ) , porem, sao necessarias, no mfn imo duas 

dimensoes extras para garant ir a consistencia com os dados experimentais. 

O modelo A D D foi bem aceito pelos pesquisadores em dimensoes extras, devido 

a possibilidade de existencia de dimensoes extras de ordem m i l i m e t r i c a , mas foi o modelo 

posterior, proposto por Lisa Randal l e Raman S u n d r u m - o modelo RS - que ganhou mais 

destaque e despertou maior entusiasmo, pois nele, a existencia de u m a ihrica dimensao 

extra nao e incompati 'vel com os resultados experimentais, alem do mais, esta dimensao 

extra pode ser compacta, caso do pr imeiro modelo proposto por eles, o modelo R S I , ou 

pode nao ser compacta, caso do segundo modelo. o modelo R S I I . 

Neste capitulo faremos uma breve revisao acerca dos modelos de dimensoes extras, 

com especial atengao para o modelo R S I I , que sera o modelo usado no decorrer deste nosso 

trabalho . 

3.1 O Modelo de Kaluza-Klein 

Kaluza , em seu art igo de 1921, demonstrou que a unificagao das teorias eletromagnetica 

de M a x w e l l e da Relat iv idade Geral de Einste in seria possfvel caso admitissemos a existencia 

de uma dimensao espacial a mais no nosso Universo. 

Essa dimensao extra , que chamaremos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z, j untamente com as dimensoes usuais 
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f o r m a m u m espago-tempo com cinco dimensoes comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi = 0,1,2,3. A metr i ca que 

representa esse espago-tempo e a metr i ca gAB(A,B = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ) que, segundo Kaluza , 

deve ser organizada da seguinte forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

9AB (3.1) 

<j)Av K2(j) j 

com assinatura (-1 ) e c = K = 1, alem de K = 8TTG. 

Esta metr i ca pode, entao, ser entendida como a composigao de tres campos: u m 

referente a metr i ca usual ^ ( / i , v = 0 , 1 , 2 , 3 ) , u m 4-campo vetor ia l = gZ)x identificado 

como o potencial eletromagnetico A^, e u m campo escalar <f> referente a componente gzz. 

Kaluza t i n h a por ob jet ivo com o seu modelo unif icar as teorias j a citadas, mas ao 

in t roduz i r xima dimensao ex t ra ao espago-tempo usual, fez-se necessario explicar t a m b e m 

porque a dimensao extra esta oculta , nao sendo detectada experimentalmente. Ass im, 

para resolver isto, ele a d m i t i u que os campos nao dependem da coordenada extra z [7], 

isto e, satisfazem a condigao: 

= 0. (3.2) 
oz 

Segundo Kaluza , as equagoes de Einste in no vacuo, em cinco dimensoes, possuem 

a mesma forma das equagoes no espago quadrimensional . Ass im, no vacuo: 

G A B = 0. (3.3) 

Apl i cando (3.1) e (3.2) na equagao acima, K a l u z a obteve as equagoes de campo 

para a metr i ca g^u, para o potencial eletromagnetico A^ e para o campo escalar 4>. Quando 

o campo escalar e considerado constante, as equagoes de campo (3.3) reproduzem as 

equagoes de E ins te in -Maxwel l em quatro dimensoes: 

G> / — 8irGT^,M, (3.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 
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0. (3.5) 

Logo, o modelo de Ka luza mostrou-se eficaz na unificacao dos campos por meio da 

introducao de u m a dimensao extra espacial ao nosso Universo. Mesmo assim, ainda havia 

algo a ser explicado em bases fisicas: o porque da Natureza ter aparencia quadrimensional , 

como mos t ram as experiencias. E m outras palavras, era necessario just i f i car a origem fisica 

da condicao (3.2). 

Isso foi explicado por K l e i n em 1926, o que fez com que o nome do modelo 

passasse ao que hoje conhecemos: modelo de K a l u z a - K l e i n . Para K l e i n , a aparencia 

quadrimensional da Natureza se devia ao fato da dimensao ex t ra ter a topologia de u m 

circulo ( f igura 3.1) com u m a escala de comprimento m u i t o pequena. 

F igura 3.1: Esquematizacao do modelo de K a l u z a - K l e i n . onde a dimensao extra tern 

topologia de u m circulo com comprimento de raiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I [8]. 

A topologia de u m circulo faz com que todos os campos sejam periodicos com 

relacao a dimensao extra. Logo, u m campo escalar </? qualquer pode ser escrito em termos 

da dimensao extra , atraves de u m a expansao de Fourier [8]: 

onde I e o raio da dimensao extra . Os campos ^n\x^) sao chamados de modos de 

K a l u z a - K l e i n . Observemos que se apenas o modo zero for "excitado" , on seja, for diferente 

de zero, entao o campo tp se nao relaciona com a dimensao extra . 

Se admit i rmos que o i l c i l indro " formado pelas dimensoes espaciais e homogeneo 

(3.6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 
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e que a metr i ca e plana, entao e conveniente escrever: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<p{x»,z)=x(^)<x{z). (3.7) 

E m cinco dimensoes a equagao de K l e i n - G o r d o n para o campo escalarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA if e: 

• ( 5 )¥ > = 0, (3.8) 

onde: 

d2 

•(5) = • + Q-2 (3-9) 

e o operador D ' L a m b e r t i a n o em cinco dimensoes. 

Apl i cando (3.7) em (3.8), vemos que a unica forma de solucionar a equagao ob t ida 

e a d m i t i r que ambas as partes da equagao sao iguais a u m a constante e que a soma dessas 

constantes deve ser nula. Chamando essa constante de c, chegamos as seguintes equagoes: 

• X ( * " ) = (3-10) 

E: 

a(z) = Asm (y/cz) + B cos (y/cz) . (3.11) 

Ass im, aplicando a condigao de periodicidade ao campo escalar, vemos que os 

valores permit idos para c sao c = n2/l2. Atraves da equagao (3.10), a constante c pode 

ser interpretada como a massa do campo quadrimensional (p(n\ ou seja, c = m2 e a esta 

massa sao permit idos os valores mn = \n\ /I. 

A massa do modo zero e nula, e como j a vimos, se apenas este modo estiver 

excitado entao o campo nao dependera da dimensao extra . No entanto, se outros modos 

K K forem excitados entao o campo dependera da dimensao extra . Cada modo K K pode 

ser considerado como u m a part fcula diferente, cuja massa e energia de repouso estao 

relacionadas com a dimensao extra , atraves de u m a relagao inversa com o seu raio I: 
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mn =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y . (3.12) 

Para excitarmos u m a das part iculas dos modos K K , e necessario u m a energia 

m i n i m a que corresponde a energia de repouso da part i cu la , Mas, sabemos que os experimentos 

fisicos ate entao nao detectaram nenhum t i p o de par t i cu la relacionadas a estes modos, 

o que fez K l e i n a d m i t i r que isso a inda nao aconteceu porque a quantidade m i n i m a de 

energia para o pr imeiro modo esta m u i t o acima da energia alcangada nos experimentos. 

Como a quantidade de energia e inversamente proporc ional ao raio da dimensao extra , 

a unica forma de explicar o porque de nao se detectar as part iculas correspondentes ao 

pr imeiro modo K K em nosso Universo observavel foi a d m i t i r que o raio da dimensao extra 

e m u i t o pequeno, da ordem do comprimento de Planck. 

0 comprimento de Planck e u m a escala de comprimento na qual se espera que os 

efeitos quanticos da gravitacao sejam significativos. Este comprimento e dado por: 

lp = (hG/c3)1'2 m l , 6 . 1 0 - 3 5 m (3.13) 

Logo, ao a d m i t i r que o raio da dimensao extra e da ordem do comprimento de 

Planck, e notavel que, para excitar o pr imeiro modo K K , isto e, o modo n = 1, que e o 

modo que exige a menor energia dentre todos os modos de K a l u z a - K l e i n , seria necessario 

ainda u m a energia grande demais, que esta alem das energias alcangadas nos experimentos 

atuais. Ass im, a dimensao extra do modelo de K a l u z a - K l e i n permanece oculta . 

Com o avango dos estudos sobre dimensoes extras, surg iram outros modelos 

baseados no formalismo de imersao, conhecidos como modelos de branas. Nesses modelos, 

a dimensao extra pode ser compacta on nao, on seja, pode possuir u m comprimento finito 

ou ser considerada i n f i n i t a , mas, mesmo sendo compacta, pode ter comprimento da ordem 

submi l imetr i ca , por tanto bem maior do que o comprimento de Planck. Para entender estes 

modelos faremos a seguir u m a breve revisao. 
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3.2 Br anas 

De acordo com a Teoria de Campos e possivel conceber mecanismos de confinamento 

da mater ia em subvariedades do espago. U m exemplo disto e o confinamento da mater ia 

por u m a parede de dommios. No cenario das dimensoes extras, o que alguns modelos 

sugerem e que o nosso Universo quadrimensional t e m as mesmas caracteristicas de u m a 

parede de dommios. Logo, t o d a a mater ia que o const i tu i estaria confinada na parede e 

o espago com a dimensao ex t ra seria u m ambiente maior , no qua l nosso Universo estaria 

imerso como u m a hipersuperficie ( l + 3 ) - D . 

Vamos agora descrever com mais detalhes a parede de dommios. Considere u m 

campo escalar <^(xM,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z) definido no espago maior . A d m i t a que sua agao e dada por: 

d xdz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(dA<p)2 - v(<f>) (3.14) 

onde A = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 e V((f>) e u m potencial escalar. Vamos considerar que o potencial 

escalar e dado por: 

v(4>) = j(<f>2-v2r 

que graficamente pode ser representado como na F i g u r a (3.2): 

i 
i i 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ / 
\ / \ / 

\ / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\  /  \ / 
\ / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ / \ y \ J 

(3.15) 

F igura 3.2: Comportamento do Potencial Escalar V (<f>). Nota-se que o potencial possui 

dois pontos de m f n i m o em <f> = ± u e u m m a x i m o instavel que localiza-se exatamente em 

0 = 0 [8]. 

Vemos que existem dois pontos onde a energia e m i n i m a , que correspondem aos 

pontos onde <f> = v e <f> = —v. chamados de estados de vacuo e que existe u m ponto de 
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m a x i m o instavel para a energia potencial , localizado emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 0 [9]. Para enterdermos o 

comportamento deste campo no espago-tempo, usemos a equacao de Euler-Lagrange em 

cinco dimensoes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dC dC zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
— - OA^TX—— = 0. (3.16) 
d<t> d(dAd>) 

C o m a Lagrangiana apresentada em (3.14), a equagao anterior pode ser escrita 

como: 

(3.17) 

U m a possivel solugao da equagao de Euler-Lagrange e dada por: 

<p0(z) = u t a n h 

cujo comportamento em relagao a dimensao extra e exibido na F i g u r a (3.3): 

(3.18) 

r 

F igura 3.3: Comportamento do campo escalar 0 ( : r M , z ) com relagao a dimensao extra 

[8]. 

A p a r t i r do grafico (3.3) vemos que em z = 0, <j>(z) e nulo. Por sua vez para 

z —> ± o o , temos 4>{z) —> ± u e V{4>) —•+ 0. Logo, podemos concluir que os dois estados de 

menor energia estao separados por u m a regiao onde a energia potencial atinge o max imo , 

o que ocorre exatamente em 2 = 0. 

E possivel observar, que toda energia do campo encontra-se em torno dessa regiao, 

quando calculamos a densidade de energia. Sendo a a densidade de energia por 3-volume 

e HQ a densidade de hami l t on iana associada ao campo <j> = d>(x^,z), temos: 
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/

+oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
H0dz, (3.19) 

•oo 

onde: 

H0=l-{dA4>f + ^(<]>2-v2)2. (3.20) 

Para a solugao (3.18), por sua vez, temos: 

# 0 = 7 — 7 4 7 1 ^ ( 3 - 2 1 ) 

1 A V 

4 cosh 4 ( ^ f ) 

que graficamente pode ser representado, como na F i g u r a (3.4) 

F i g u r a 3.4: Grafico da densidade de energia em funcao do campo <j>. Vemos que a energia 

esta concentrada na regiao do espago correspondents a z = 0 [8]. 

A p a r t i r deste grafico vemos que a solucao (3.18) represents u m a configuragao do 

campo (j) na qual a energia esta concentrada n u m a regiao do espago que corresponde a 

z = 0. E m pontos afastados dessa regiao, observamos que a energia tende a cair, ate se 

anular. Isto nos permi te concluir que na regiao onde z = 0 existe u m a barreira de energia 

que separa os dois estados de vacuo (4>(z) = ±v). Por isso, a solugao (3.18) e conhecida 

como parede de dommios. 

A o aplicarmos a equagao (3.21) em (3.19) encontramos a densidade superficial 

dessa parede: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T - (3.22) 
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E possivel verificar que A na equacao (3.21) e u m parametro relacionado ao inverso 

da largura do intervalo onde a energia esta concentrada. Logo, quando A —+ oo temos 

u m a concentracao de energia intensa em torno dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z = 0 e, neste caso, podemos dizer 

que a espessura da parede de dommios e nula. Neste l i m i t e , se a densidade a e m a n t i d a 

constante, a parede sem espessura. localizada na hipersuperficie z = 0, e chamada de 

brana ou 3-brana (onde o numero tres indica as dimensoes espaciais que f o r m a m a brana) . 

Vamos agora discut ir o mecanismo de confinamento da mater ia pela parede de 

dommios. Para isso part iremos da equacao de movimento dos fermions em cinco dimensoes, 

que e a equacao de Dirac 5-D: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(iTAdA - M) * = 0, (3.23) 

onde TA sao as matrizes de Dirac em cinco dimensoes, que estao relacionadas com as 

matrizes de Dirac 4-D da seguinte forma: 

(3.24) 

E: 

(3.25) 

com: 

0 l 2 ; c 2 ^ 

V 
l 2 x 2 0 

(3.26) 

Ax 1 

As matrizes TA satisfazem a mesma algebra das matrizes de Dirac em 4-D, ou 

seja: 

TATB + TBFA = 2GABX 

(3.27) 

Se admit i rmos u m a interacao do t i p o Yukawa entre o fermion e o campo escalar, 

entao, a agao que descreve o fermion sera dada por: 
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SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J d*xdz (rtrAdAy - MW - h<j>QW) • (3-28) 

A p a r t i r da agao acima, podemos encontrar equacoes de mov imento para fermions 

com ou sem massa. No caso de u m fermion de massa nula , M = 0, a equacao de movimento 

e dada por: 

iTzdzV + iVd^ - hd>0V = 0. (3.29) 

Ass im como no caso do modelo de K a l u z a - K l e i n , usaremos aqui o metodo de 

separacao de variaveis, a d m i t i n d o que, neste caso, ^ = rp(x)f(z) onde ip(x) e o espinor 

de Dirac em 4-D. 

Apl i cando o metodo de separacao de variaveis, chegamos a: 

vfdytf -mip = 0 (3.30) 

S g i - ( m - H > ) / M . (3.31) 

se a d m i t i r m o s que o espinor 4D tern quiral idade bem definida ( r s ^ ' ± = ±^ > ± ) . D a equacao 

(3.30), vemos que a constante de separagao m funciona como a massa do spinor em 4-D 

[10, 11]. E possivel mostrar que existem solucoes para fermions com massa nula (modo 

zero) e com massa nao-nula [9]. 

No caso do modo zero (m — 0 ) , a equagao (3.31) tern a seguinte solugao: 

f(z) = exp (-h jf <t>Q{z)dz^j , (3.32) 

onde cf)0 (z) e a solugao da parede de dommios dada em (3.18). Neste caso, a fungao de 

onda que descreve os fermions no modo zero sera: 

*o = exp ( - hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<f>0(z)dzj V (x), (3.33) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ip e u m espinor 4D sem massa que satisfaz a equacao de Dirac usual (3.30) e com 

quiral idade bem definida [8]. 

ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f(z) tende a zero no i n f i n i t o , entao, de acordo com (3.33), podemos verificar 

que o modo zero fermionico esta localizado prox imo de z = 0 e que, se o \z\ e m u i t o grande, 

entao o modo zero cai exponencialmente ao longo desta diregao. 

E m relagao a outros modos, podemos dizer que, assim como no modelo de K a l u z a - K l e i n , 

fermions com massa diferente de zero estao inacessiveis experimentalmente porque a 

energia necessaria para sua observacao ainda nao foi alcangada nos experimentos atuais. 

Apenas as part iculas do modo zero estao acessiveis e, de acordo com as equagoes acima, 

estas part iculas estao confinadas no centro da parede de dommios , que chamaremos a 

p a r t i r de entao de brana. 

No estudo das dimensoes extras, alguns modelos consideram o nosso Universo 

quadrimensional como u m a brana, que se encontra imersa em u m espago de dimensao mais 

a l ta , denominado espago ambiente. Estes modelos serao estudados nas segoes subsequentes. 

3.3 O Modelo A D D 

Este modelo surgiu no i n t u i t o de explicar porque a forga gravitacional e tao fraca 

se comparada com as demais forgas fundamentals (problema da hierarquia) . Cr iado por 

N i m a A r k a n i - H a m e d , Savas Dimopoulos e Georgi D v a l i , o modelo indica que isto acontece 

porque o campo gravitac ional e o l inico que nao esta aprisionado na brana, se propagando 

tambem no espago ambiente, o que o t o r n a fraco no nosso Universo com tres dimensoes 

espaciais. Apesar disto, em v i r t u d e da topologia compacta da dimensao extra , o campo 

gravitacional recupera o comportamento quadrimensional para longas distancias. 

Para entendermos isso, vamos estudar dentro do cenario da teor ia Newtoniana, 

o comportamento do campo gravitac ional no espago ambiente de cinco dimensoes [8], 

recuperando a p a r t i r dele, o comportamento quadrimensional para longas distancias na 

brana. 

Se o espago tivesse topologia R 4 , entao, o campo produzido por uma massa 

punt i forme seria: 

30 



GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<KR) = (
3

-
34

) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

No entanto, como a dimensao ex t ra tern topologia de u m circulo ( 5 1 ) , entao, o 

espago ambiente t e m a topologia de u m "c i l indro " ( R 3 x S 1 ) . Sendo assim, podemos 

pensar que varias linhas de forga do campo gravitacional que se or ig inam na massa m dao 

voltas em torno do c i l indro e t e r m i n a m at ing indo o observador. 

Isso faz com que o observador perceba mais de u m a massa p o n t u a l ao longo da 

dimensao extra . Estas massas vistas pelo observador se d istanciam umas das outras n u m 

intervalo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2irl, que e exatamente o comprimento da dimensao extra . Por serem imagens 

da massa real geradas pela topologia do espago, entao, elas sao chamadas de imagens 

topologicas. A o afastar-se, o observador passa a ve-las como uma distr ibuigao cont inua 

de massa ao longo da dimensao extra . C o m o uso da Lei de Gauss, e possivel obter o 

potencial gravitac ional para grandes distancias se comparadas com o raio da dimensao 

extra , que e, entao, dado por [8]: 

Considerando G^ = chegamos ao potencial gravitacional em u m espago 

quadrimensional : 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( i? ) = - 4 7 r ^ - . (3.36) 

Como o modelo A D D e u m modelo do t i p o brana, j a sabemos o mot ivo fisico 

para nao observarmos a dimensao ex t ra nos experimentos envolvendo a mater ia e os 

outros campos. De acordo com o que v imos no estudo das branas, isso nao se deve ao 

comprimento da dimensao extra , e s im ao confinamento da mater ia na brana. Logo, e 

possivel que esta dimensao tenha u m comprimento maior que o comprimento de Planck, e 

raesmo assim permanega oculta . E necessario a justar I, apenas para just i f i car a ausencia 

de tragos da dimensao extra no campo gravitac ional , que so agora esta sendo testado no 

dominio submi l imetr i co [12]. 
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Para u m espago comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\ dimensoes, o comprimento de Planck lp e dado por [8]: 

A d m i t i n d o na equagao anterior que a dimensao extra possui u m comprimento lc, 

entao, no caso mais simples de u m a unica dimensao extra , temos a seguinte relagao: 

= lc, (3.38) 

que pode ser generalizada para: 

^ 4 ) = ( ' c r 4 - (3-39) 

Das equagoes (3.38) e (3.39) podemos escrever o comprimento da dimensao extra 

em fungao do comprimento de Planck quadrimensional . Logo: 

2 

t ) • ( 3 - 4 0 ) 

O modelo A D D , alem de explicar a aparencia quadrimensional do Universo devido 

a existencia da brana, propoe tambem, como j a mencionamos, u m a solugao para o problema 

de hierarquia, que seria resolvido se admitissemos que o comprimento de Planck, em rj 

dimensoes, lp, deve ser da ordem da escala eletro-fraca, ou seja, Zj?> = 1 0 - 1 8 m . Sendo 

assim, o comprimento da dimensao extra estaria relacionado ao n i imero de dimensoes do 

2 

espago e de acordo com (3.40), teriamos lc = 1 0 _ 1 8 ( 1 0 1 5 ) ' ^ . Ass im, para u m Universo 

com u m a dimensao extra (77 = 5) e possivel observar que o comprimento da dimensao 

extra e tao grande, lc ~ 1 0 1 2 m , que a mesma j a deveria ter sido observada, Logo, para 

que nao h a j a confutes com os resultados experimentais, e necessario a existencia de, pelo 

menos, duas dimensoes extras (77 = 6) . Neste caso, cada u m a destas dimensdes t e r ia u m 

comprimento da ordem submi l imetr i ca , por tanto , no l i m i t e dos testes j a feitos [8]. 
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3.4 O Modelo RSI 

Assim como o modelo A D D , o modelo proposto por Lisa Randal l e R a m a n Sundrum, 

chamado de modelo RS, t a m b e m e u m modelo de brana, ou seja, e u m modelo de imersao 

onde nosso Universo 4-D e u m a subvariedade imersa em u m espago ambiente de dimensao 

mais a l ta . Mas , a pr inc ipa l diferenca entre eles esta no fato de que o modelo RS admite 

a possiblidade da existencia de apenas u m a dimensao ex t ra sem contradicao com os 

resultados experimentais. 

No pr imeiro modelo proposto por Randa l l e S u n d r u m , denominado modelo R S I , 

a dimensao extra e compacta e tern comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zc. Neste modelos ha duas branas, 

u m a com densidade de energia por 3-volume posit iva localizada em 2 = 0 e o u t r a com 

densidade de energia por 3-volume negativa localizada em z = zc. Essa densidade de 

energia por 3-volume e denominada tensao da brana. 

Nesse modelo a dimensao ex t ra tern topologia de u m espago S1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JZ2 . Sendo 

6 pertencente ao intervalo [—7r, 7r], a coordenada que r o t u l a os pontos do circulo S1, 

entao, com a topologia S^/Zz, 6 e —6 sao identificados. A d m i t i m o s que as branas estao 

localizadas nos pontos 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 0 e 9 = TT, O U seja, nos pontos fixos da operagao (6 —* —6). 

A metr i ca do modelo RS possui a forma: 

ds2 = cf^ri^dx^dx" - dz2, (3.41) 

onde i]^ e a metr i ca de M i n k o w s k i quadrimensional e a(z) e o fator de deformagao ou 

"warp ing factor" que, por sua vez, e dado por a(z) = e~K^. Determinaremos K. usando 

as equagoes de Einste in . 

Sabendo que as equagoes de Einste in sao dadas por: 

GAB + AgAB = 8nG^TAB, (3.42) 

onde TAB descreve o conteudo energetico das branas. 

O fato da energia da brana nao fluir para o espago ambiente e estar concentrada 

nas proprias branas impl i ca respectivamente as seguintes condigoes [8]: 
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TAz = 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3.43) 

E: 

Ty,, =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 09zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,0,8 (z) - ag^S (z - zc). (3.44) 

Calculando o lado esquerdo da equacao (3.42) para a metr i ca (3.41), encontramos 

as seguintes equagoes: 

Lembrando que a(z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — e podemos verificar que, no intervalo 0 < z < zc, as 

equagoes (3.45) e (3.46), serao satisfeitas se a condigao abaixo for val ida: 

Segue entao de (3.47), que a constante cosmologica deve ser negativa. Esta e uma 

caracteristica marcante do modelo RS. 

Devemos lembrar a inda que, ao estudarmos a brana, tambem devemos considerar 

a influencia da mater ia nela existente e o campo gravitac ional que ela produz. Como 

veremos, apesar da existencia da dimensao extra , o campo gravitacional na brana recupera 

o comportamento quadrimensional para longas distancias. 

A presenga da mater ia confinada na brana resultara em u m a perturbagao da 

metr ica . Ass im, a metr i ca (3.41) pode ser escrita como [13]: 

(3.45) 

E: 

(3.46) 

A = - 6 K 2 . (3.47) 

ds2 = [a2 (z) r]^u + (x, z)] dx^dx" - dz2, (3.48) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hpV (x ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z) e o t e rmo da perturbagao que deve obedecer a condigao \h^v\ <C 1. 

Se T^g* descreve a distr ibuigao da mater ia confinada na brana, entao, agora as 

equagoes de Einste in terao a seguinte forma: 

G A B = STTG^T^B + 8nG^T^NA - AgAB 

Apl i cando (3.45) e (3.46), temos: 

(3.49) 

(z) [h£ + J£ - r T K ^ - h^v] + h i + 
5 ft) 

(3.50) 

+ 2 k [5 (z) - 5 ( z - zc)] hav - 2n2hav = SnSnG^S (z) (r™at - ^ ( m a t O 

(3.51) 

2
G q3 >* a 3 l a 2 J 

(3.52) 

Vamos nos concentrar na solugao destas equagoes na regiao fora da mater ia , onde, 

1 AB ~ U-

Escolhendo u m sistema de coordenadas onde d^h^ = = 0, entao imediatamente 

as equagoes (3.51) e (3.52) sao satisfeitas. Ja a equagao (3.50), no intervalo entre 0 < z < 

zc, se reduz a seguinte forma: 

C - AK2hau - a-2d»djiav = 0. (3.53) 

Admit indo - se ainda que a metr i ca e cont inua na brana e que os campos sao 

simetricos com relagao a brana, entao, nos l imites em que z = 0 e z = zc, segue da 

equagao (3.50) as seguintes condigoes, respectivamente: 

35 



{h'av + 2KhJ) \z=0 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 (3.54) 

E: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{K„ + 2k>w) \z=Zc = 0. (3.55) 

As eq\iagoes acima podem ser entendidas como condigoes de contorno para o 

campozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h o v . 

Para solucionarmos a equagao (3.53), t a m b e m usaremos o metodo de separagao 

de variaveis. Fazendo: 

hau(x,z) = ^ f(z)^ av(x) (3.56) 

e aplicando na equagao (3.53), obtemos: 

n$m (x) + C$ C T „ (x) = 0 (3.57) 

E: 

***(m) (*) - AnH(m) (z) + — * ( m ) (2) = 0, (3.58) 

onde C e u m a constante de separagao nao-negativa que pode ser escrita como C = m2 

[13]. Logo: 

n$av (x) + m2$au (x) = 0 (3.59) 

E: 

9 

* (m) , « (*) - 4 K 2 ^ ( m ) (z) + ^ ( m ) (Z) = 0. (3.60) 

A equagao (3.59), entao, ganha a forma de u m a equagao de K le in -Gordon para 

u m campo (x) de massa m. Esse campo pode ser interpretado como u m campo de 
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u m " g r a v i t o n " (part i cu la responsavel pelas interacoes gravitacionais) de massazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m, j a que 

e or iundo de uma perturbagao linear da metr i ca [8]. 

Cada valor de m indica u m modo possivel para o campo, o que nos leva a 

interpretar os modos para os gravitons como especies de modos K K . Apl i cando as condicoes 

de contorno (3.54) e (3.55) na equacao (3.60). para o caso m — 0, obtemos a seguinte 

solucao: 

^ 0 = C 0 e - 2 K W . (3.61) 

Esta solugao e chamada de modo zero dos gravitons. Os outros modos, por sua 

vez, para serem encontrados, nos exigem u m a mudanga de coordenadas na equagao (3.60), 

que corresponde a fazermos x = m e K l 2 ' . Podemos verificar que a solugao para a equagao 

(3.60) fica: 

tt(m)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (z) = AJ2 ( — ) + BN2 ( — ) , (3.62) '(m) 

onde J2 e N2 sao fungoes de Bessel de ordem 2, de pr ime i r a especie e de segunda especie, 

respectivamente. Apl i cando a condigao de contorno (3.54) na equagao acima, obtemos: 

* (z) = C„ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T / "

m

\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA »T I ^ \ A T (
m

 \  , 

(3.63) 

onde Cm e uma constante de normalizagao. 

Para a condigao de contorno (3.55), por sua vez, imp l i ca o seguinte v inculo : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M*?) Mi)' 

Esta equagao nos permi te obter o espectro de massa dos gravitons , lembrando 

que o modo zero t a m b e m e u m a solugao. O pr imeiro modo com massa p e r m i t i d o , quando 

admit imos que m <C K, sera a raiz da fungao: 

J i ~ 0. (3.65) 
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Segue, entao, que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cte, (3.66) 

onde para as primeiras raizes, a constante e da ordem de 1. Logo: 

m ~ K , e " K 2 c . (3.67) 

Deste resultado e possivel concluir , que a massa dos gravitons depende do comprimento 

da dimensao extra e dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = A / — A / 6 . Se admit i rmos que zc ~ 1/K e que K e m u i t o grande 

entao o pr imeiro modo dos gravitons exigira u m a energia m u i t o a l ta para a sua deteccao 

por u m observador na brana. Isso expl icaria a razao da ausencia dos gravitons massivos 

nos experimentos realizados atualmente , j a que estes experimentos nao estao na escala de 

energia necessaria para excita-los. 

3.5 O Modelo R S I I 

No segundo modelo de Randa l l -Sundrum ( R S I I ) , a brana com tensao negativa e 

removida, o que t o r n a a dimensao ex t ra i n f i n i t a . A prmc ip i o seria razoavel acreditar que 

isto representaria u m problema fenomenoldgico para o modelo RS, af inal de contas, como 

vimos na segao anterior , as condigoes de contorno (3.54) e (3.55) sao fundamentals para 

explicar a relagao entre a massa dos gravitons e a dimensao extra , e agora, sem a segunda 

brana o espectro de massa seria c o n t i n u e Portanto , a influencia dos modos K K mais 

leves sobre o campo gravitacional j a deveria ter sido detectada. 

No entanto, Randa l l e S u n d r u m mostraram que, por causa da curvatura do espago 

ambiente provocada pela constante cosmologica negativa, esse problema nao acontece. 

Isto pode ser verificado diretamente determinando-se a fungao de Green da equagao (3.50). 

De fato , sobre a brana, temos [8]: 

G(R) = 
4nR 

1 
1 + (3.68) 
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Portanto , se considerarmoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kG^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = G4 e sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K for suficientemente grande, entao, 

para longas distancias na brana, o potencial quadrimensional e recuperado. 

Usando este resultado, e possivel mostrar que a metr i ca gerada por u m corpo com 

s imetr ia esferica confmado na brana e de massa M e dado por [14]: 

ds2 = 1 - — — - dt2 - -. r - r2dQ2 3.69 

\ r 3 K 2 r 3 /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (y_ 2GWzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM _ 3GWM\ V ' 

on seja, u m a corregao da metr i ca de Schwarzschild. 

O modelo R S I I se destaca dos outros modelos de dimensoes extras , pela possibilidade 

de existencia de u m a dimensao extra nao-compacta. Essa caracteristica inusitada desperta 

o interesse de muitos , e tern mot ivado ini imeros estudos acerca das solugoes das equagoes 

de Einste in nesse modelo, em especial, solugoes referentes a buracos negros resultantes de 

colapsos gravitacionais na brana. Apesar da grande quantidade de pesquisas no modelo 

R S I I , solugoes exatas de buracos negros na brana ainda nao foram encontradas, em razao 

da complexidade das equagoes. 

A unica solugao j a encontrada, chamada de "black s t r i n g " nao possui as caracteristicas 

de u m buraco negro resultante de u m colapso gravitac ional na brana, pois o horizonte 

de eventos do black s t r ing se estende indef inidamente para alem da brana na diregao da 

dimensao extra , quando o esperado seria que o horizonte estivesse nas proximidades da 

brana. 

Esta solugao do black s t r ing foi ob t ida por C h a m b l i n et al [15]. Segundo eles o 

elemento de l inha ds entre dois pontos do espago ambiente e dado por: 

ds' = a2 {z) 
2M\ , 2 ( 2M\ 
— J dt2 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 1 1 dr2 + r2dfl2 + dz2, (3.70) 

onde a2 (z) e o fator de deformagao do espago, t a m b e m chamado de "warp factor" . A 

p a r t i r desta equagao fica evidente que o horizonte de eventos se estende em todo o intervalo 

—00 < z < +00 . 
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U m outro problema desta solucao e o l i m i t e de campo fraco. Vemos que a solucao 

(3.70) nao reproduz (3.69) para longas distancias. 

Por estes motivos, a solucao exata para corpos na brana R S I I , ou buracos negros, 

ainda permanece em aberto . T a l fato t a m b e m nos m o t i v a a investigar metodos que 

possibi l i tem a obtencao de solugoes exatas das equagdes de Einste in , para esse modelo, 

como veremos nos proximos capitulos. 
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Capitulo 4 

O Metodo de "deslocar, cortar e 

ref let ir" em cinco dimensoes 

A t e agora vimos que o estudo de discos na Relat iv idade Geral nos fornece propriedades 

fisicas de estruturas como galaxias, pois as mesmas podem ser idealizadas como discos 

de mater ia com s imetr ia ax ia l . Posteriormente, v imos que o estudo de dimensoes extras 

possibi l i ty a resolucao de alguns problemas fisicos importantes , como, por exemplo, a 

unificagao de forgas fundamentals e o problema da hierarquia , sem que ha ja prejuizo 

para as teorias fisicas j a estabelecidas, que expl icam o comportamento do nosso Universo 

quadrimensional . U m dos modelos de dimensoes extras mais discutidos hoje em dia e o 

modelo R S I I , pois e u m modelo de imersao que consegue explicar a aparencia quadrimensional 

do nosso Universo (brana) , exigindo apenas u m a dimensao ex t ra nao-compacta em u m 

espago-tempo com constante cosmoldgica negativa. 

Apesar do grande interesse cientifico despertado pelo modelo R S I I , ha problemas 

fisicamente relevantes ainda em aberto. Sabe-se, por exemplo, que ainda nao foi encontrada 

u m a solugao satisfatdria para buracos negros imersos em branas [16]. N a verdade, existe 

uma solugao exata conhecida que possui caracteristicas de buraco negro na brana. Como 

vimos no capi tulo anterior, esta solugao e conhecida como black s t r ing [15]. No entanto, 

esta solugao nao e considerada satisfatdria do ponto de v i s ta fisico, pois o horizonte de 

eventos do black s t r ing se estende indefinidamente da brana para o espago ambiente. No 
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entanto, e razoavel esperar que o horizonte de eventos esteja localizado em to rno da brana, 

j a que a mater ia que sofreu o colapso g r a v i t a t i o n a l se encontra confinada na brana, como 

j a discutido no capitulo precedente. 

O fato da metr ica do black s t r ing apresentar resultados que nao sao fisicamente 

aceitaveis, nos mot iva a buscar novos metodos na t enta t iva de encontrar outras solucoes 

para corpos com massa na brana mais satisfatorias. A q u i pretendemos empregar o metodo 

de "deslocar, cortar e ref let ir" ao modelo R S I I . Na prat i ca isso equivale a par t i rmos de 

u m a metr i ca que represente urn espago-tempo em 5-D com constante cosmologica negativa 

e por meio de transformagoes convenientes, obtermos u m a nova metr i ca que descreva 

u m espago-tempo produzido por u m a determinada distr ibuicao de mater ia confinada na 

brana. 

Ass im, nosso ob jet ivo neste capi tulo e aplicar o metodo de construcao de discos 

ao modelo R S I I de dimensao extra . Como veremos, inic ialmente , se tomarmos o espago zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AdSs como base, o disco criado de acordo com o metodo coincidira com a propr ia brana 

do modelo R S I I . Por sua vez, quando o espaco base e Schwarzschild-AdS^,, obteremos u m a 

solugao exata no modelo R S I I , que contem nao so a brana, mas tambem, uma distribuigao 

de mater ia confinada na brana. Esta distr ibuigao apresenta s imetr ia esferica e poderia 

descrever uma estrela na brana, dentro do modelo R S I I . 

4.1 Espago-tempo AdSs 

A metr i ca de u m espago-tempo em cinco dimensoes, estatica e com s imetr ia axial 

pode ser colocada na chamada forma de Wey l [17]: 

d s i = -e^*°dt2 + e - ^ * ° {a~h2*°(dr2 + dz2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + Q 0 ^ 2 } , (4.1) 

onde dO? = dd2 + s i n 2 6dxp2 e $ 0 = $o(i",z),a0 = a0(r, z),^/0 = ^0(r,z) sao as nossas 

solugoes originais que, por sua vez, serao transformadas posteriormente com o uso do 

metodo de "deslocar, cortar e re f l e t i r " , a fim de construir u m disco situado em 2 = 0, 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z e a dimensao extra. 

Lembremos que no modelo R S I I , o espago-tempo 5-D possui u m a constante cosmologica 

A negativa. Logo as equagSes de campo serao as equagbes de Einste in com constante 

cosmologica. Dessa forma, a metr i ca (4.1) satisfaz as seguintes equagoes para o vacuo 

[17]: 

Aa0 = - 2 (Aa0B2 - a0F) , (4.2) 

\/3 / A J K „ ^ V a 0 \ 2 A S 2 , , 

A * 0 + \ (V<E»0)2 = ~\ {AB2 + F) (4.4) 

E: 

d l a ° + J ( 5 ± $ 0 ) 2 - 2 5 ± * 0 ^ = 0, (4.5) 
a 0 2 a 0 

onde: 2<9± = 9 / 9 ( r ± iz), A = d 2 + d 2 , 9 ± = d r T e: 

B 2 = e2*°a-1/2e-^° (4.6) 

F = e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 * ° Q - 1 / 2 (4.7) 

Vamos agora aplicar o metodo de "deslocar, cortar e refletir" ' . Matemat icamente , 

como vimos no capi tulo 2, o metodo consiste em definir novas fungoes ty,a e <3? por meio 

da transformagao z —> z' = h(z) + c aplicada a ^o,aQ e 5>o, ou seja: 

${r1z) = $0(r,zf), (4.8) 

a(r,z) = a 0 (r ,2 ' ) (4.9) 

E: 
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¥ ( r , z ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *0(r,z'). (4.10) 

As fungoes originais ^ o , a o e $o satisfazem as equagoes de Einste in no vacuo. 

Por sua vez, as novas fungoes devem satisfazer as equagoes com fonte. Queremos agora, 

determinar o tensor energia-momento que descreve essa distr ibuigao de mater ia . Isto pode 

ser feito usando a equagao (3.42). 

e * 
T < 

2 v
/ 3 [ a ( $ , r r + $ „ ) + a r $ r + a *] 

- a [ $ 2
2 + $ 2 + 4 ( * r r + * 

+ 4 a - 5 e 2 * ( l - a e 2 ' I ' - ^ * A ) 

(4.11) 

V3 
ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 

* - 2 * 

fcrG(5))4cri 

-4 (a r # r - a z t f z + a - a ( $ 2
2 + 

# 2
r ) + 4 a - ^ e 2 * ( l - a e 2 * - ^ * A ) 

(4.12) 

2? = 
( 8 v r G ( 5 ) ) 4 a i 

- 4 ( - a r ^ ) T . + a + a „ . ) + a $ 2
2 

+ 4 a " i e 2 * ( l - a e 2 * - ^ * A ) 

(4.13) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

npfl _ 
e 3 a [ $ 2

2 + <52
r + 4 ( * r r + $ ^ ) ] + a r r + a 2 

( 8 T T G ( 5 ) ) 4 Q 5 + 4 c t - 2 e 2 * ( l « e 
2 * A) 

(4.14) 

E: 

2 j = 2#. (4-15) 

E m v is ta de fac i l i tar a compreensao, usaremos a notagao ^ ( 0 ) e em 

derivagoes de <L>o5 e ao respectivamente. Ass im, das definigoes (4.8) a (4.10) segue-se 

que: 

(4.16) 
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(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

a „ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h"af + (/ , ' ) 2aS. (4.21) 

Apl i cando as relagoes acima, j u n t a m e n t e com as equagoes (4.2) a (4.5) nas equagoes 

(4.11) a (4.15), obtemos as componentes nao-nulas do tensor energia-momento: 

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ ( - 2 V 3 a o * i 0 ) + 4 a 0 * ( ? + 3 a J 

' -2^3 (a0$ 
+(h" - 1) 

( o ) + Q ( o ) $ ( o ; , \ 

+ 3a 
(0) 

(4.22) 

7~r 

(87rG( 5 ) )4a| 

4 / 1 " a ( ° ) + 4 ( ^ - 1) a,h + a M + (4.23) 

T5 = 

(87rG( 5 ) )4a 
- 1) K>*!2> - a o $ f (4.24) 

e 3 

(87rG( 5 ) )4ag 

h" (af + 4 a S > * ; ? ) + (/>" - 1) ( < $ + a0^fAa^%)} (4.25) 
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E: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T+ = Tl (4.26) 

Como vimos no capitulo 2, a fungao h(z) e u m a fungao geral que afeta a distr ibuigao 

" cr iada" . Tomando h(z) = \z\, entao, h'(z) = dz\z\ = 26(z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1, onde 6(z) e a fungao 

degrau, e h" = 28 (z), sendo 8(z), a fungao delta de Dirac . Obtemos a seguinte distr ibuigao: 

E: 

Tl = — 
( 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT T G ( 5 ) ) 2 Q |  

T ( - 2 ^ 0 0 $ ! ? + 4 a o * S ) + 3af) 8(z), (4.27) 

4 e ^ * o - 2 * o a ( 0 ) 

TT
r = ^S(z), (4.28) 

(87rG(5))af 

fz
z = 0, (4.29) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e 3 * 0 - 2 * 

( 8 T T G ( 5 ) ) 2a 

^ (aj? + 4 a 0 ^ 0 ) ) 8{z) (4.30) 

Tl = If. (4.31) 

As equagoes acima nos dao, alem da densidade por 4-volume da distribuigao 

gerada pela nova metr i ca e = — T^, as componentes da pressao p r , pz, pg e p^,, que sao, 

respectivamente T r
r , 71*, Tjj e T%. Atraves dessas propriedades podemos observar que a 

distr ibuigao de mater ia est a confinada no piano z — 0, o que j a era de se esperar por 

causa da escolha da fungao h (z) = \z\ + c. A l e m disto , de (4.29), temos que pz = 0, o que 

e consistent^ com o fato da mater ia estar confinada em z = 0. 

Logo, assim como no capitulo 2, esta distr ibuigao foi gerada pelo metodo de 

"deslocar, cortar e ref let ir" aplicada agora no espago-tempo com cinco dimensoes com 

constante cosmologica, Queremos agora comparar esta distr ibuigao com a brana do 
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modelo R S I I . 

Para isto, precisamos apresentar expl ic i tamente as fungoes ctoj^ch^o-

Como queremos mostrar que o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" pode ser 

usado para reproduzir a metr i ca do modelo R S I I entao, vamos tomar o espagozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AdS$ como 

nosso espago-tempo or ig inal . A metr i ca deste espago-tempo e dada por [8]: 

ds2 = e-2k"{-dt2 + dr2 + r2dn2) + dw2, (4.32) 

onde u representa a dimensao extra e k = > / — A 2 / 6 . 

Para identif icarmos as fungoes ad, ^o, e e convenient^ colocarmos esta metr i ca 

na forma de Wey l . C o m este i n t u i t o vamos fazer a seguinte substituigao de coordenadas, 

ui = f(z). Neste caso, temos: 

ds2 = e-2kf^{-dt2 + dr2 + r2dtf) + (f'(z))2dz2, (4.33) 

com z sendo a dimensao extra . 

Para que grr = gzz, devemos ter / (z) z = e~k^z\ cuja solugao e: 

f = ±]n(kz + b), (4.34) 

com b constante. 

Se tomarmos 6 = 1, entao, z = 0 corresponde a hipersuperficiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ = 0. Segue 

entao, da comparagao com a metr i ca de W e y l que: 

$o = -yfikf(z), (4.35) 

Q q = eSkf(z)r2 
(4.36) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

= - In (re " fc/W (4.37) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q 0 = a 0 ( r ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z), # 0 = *o ( r , 2 ) , $o = $o ( r , 2 ) . 

Apl i cando o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" neste espago, modif icando as 

fungoes (4.35) a (4.37) por meio da transformagao z —> \z\ + c, nos podemos calcular as 

componentes do tensor energia-momento da distr ibuigao a p a r t i r das equagoes (4.27) a 

(4.31). Ass im, obtemos o seguinte result ado para a densidade de energia por 4-volume 

6k6{: 
g = - „ , R W , ~ y , , , 9 - (4-38) 

A excegao de p z que e nula , as demais pressoes correspondem a pressao de u m 

fluido isotropico, assim p = pr = pv = pg. Logo: 

p= -e (4.39) 

E: 

Pz = 0, (4.40) 

onde k, c sao constantes. 

Por tanto , trata-se de u m a distr ibuigao localizada em z = 0 (a; = 0 ) , com a mesma 

equagao de estado da brana. Se tomarmos c = 0, entao, podemos verificar que a tensao 

da brana sera a = 6A:/87rG^' ), ou seja, o mesmo resultado do modelo R S I I [8]. 

Ass im, podemos concluir que o "disco" gerado a p a r t i r deste metodo e a brana 

do modelo R S I I . Este caso part i cu lar i l u s t r a m u i t o bem que, por meio do metodo de 

"deslocar, cortar e re f l e t i r " , podemos encontrar solugoes exatas de branas imersas em 

5-D. 

4.2 Espago-tempo Schwarzschild-AdSs 

A metr ica or ig inal que usamos na segao anterior era a conhecida metr i ca do espago 

AdS$. Nesta segao, nosso maior interesse e encontrar solugoes para corpos com simetr ia 
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esferica confinados na brana, caso este de estrelas e de buracos negros, por exemplo. Por 

isso, nosso ponto de p a r t i d a sera a metr i ca que representa u m espago-tempo em cinco 

dimensoes com constante cosmologica negativa e que possui s imetr ia esferica e estatica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ds2 = -U{R)dt2 + —j—dR2 + R2dX
2 + R2 s i n 2

 XdQ2, (4.41) 
U{R) 

onde dtt2 = d62 + s i n 2 6d(p2 e: 

77? 
U(R) = l + k2R2-—. (4.42) 

Vamos agora colocar a metr i ca acima na forma de W e y l 5-D, para que assim, 

possamos encontrar as fungoes originais <&o> a0 e ^o-

N a verdade, as fungoes $ 0
 e ao podem ser imediatamente identificadas da comparagao 

entre (4.1) e (4.41). De fato , encontramos: 

$0(r,z) = ?j-]nU{R) (4.43) 

E: 

a 0 ( r , z) = R2 s i n 2
 XU* (R). (4.44) 

E m relagao a fungao precisamos recorrer a u m a transformagao de coordenadas 

do seguinte t i p o : 

R = R(r,z) (4.45) 

E: 

x = x(r,z). (4.46) 

Apl i cando esta transformagao na metr i ca (4.41), vemos que, para que esta metr i ca 

tenha a mesma forma que a metr i ca de W e y l 5-D (4.1), devemos exigir que o termo cruzado 

drdz se anule e que os coeficientes de dr2 e dz2 sejam iguais. Ass im, devemos ter: 
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onde: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U-\R)RrRz + R\rX,z = 0 (4.47) 

E: 

U-\R)[Rl-R2
z]=-R2[x2

r-x%}. (4-48) 

Agora , vamos propor as seguintes relagoes: 

R = R(0 (4.49) 

E: 

X = x f a ) - (4-50) 

^ = ( r 2 + z 2 ) ^ (4.51) 

E: 

r\ = arctan zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
©  • < 4 - 5 2 >  

Apl i cando as relacSes (4.45) e (4.46) na equacao (4.47) e t a m b e m na equacao 

(4.48), obtemos uma mesma condigao, que e a seguinte: 

E m outras palavras, para que as condigoes (4.47) e (4.48) sejam satisfeitas, devemos 

resolver a equagao (4.53). Para isso, levemos em conta as seguintes consideragoes: como 

sabemos, R depende exclusivamente de £, e x e fungao apenas de r), entao a igualdade 

(4.53) so sera satisfeita para todos os valores de £ ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 77 se, e somente se: 
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(4.54) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X2
V = b\ (4.55) 

para a lguma constante b que adotaremos como sendo igual a u m , para melhor manipulacao 

dos calculos. Lembremos ainda que a funcao U depende apenas de R. 

A equacao (4.55) e facilmente resolvida. U m a solucao possivel e a seguinte: \ = r\ 

e, por tanto , de acordo com (4.52): 

T 
- = t a n x - (4.56) 
z 

Considerando na equacao (4.54) apenas a raiz posit iva, entao por separacao de 

variaveis, temos: 

A R (4-57) 
mi2R i' 

Devemos observar que esta equacao e va l ida apenas para R > R+, onde R+ = 

+ 4k2m — l ] localiza o horizonte de eventos. A razao dessa condigao e que 

( 7 1 / 2 deve ser u m a funcao real na equacao acima. 

Logo: 

1
 TdR = ]n(4-), (4.58) 

onde ^ + corresponde a posicao do horizonte na nova coordenada £. 

Segue entao que, nas novas coordenadas, a metr i ca assume a seguinte forma: 

ds2 = -U (R) dt2 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | J (dr2 + dz2) + R2 s i n 2
 / Y ^ 2 . (4.59) 

Logo, da comparagao entre (4.59) e (4.1), concluimos que: 
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*0(r,z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = - l n (4.60) 

Agora , vamos aplicar o metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" neste espago a fim 

de obter novas solugoes exatas das equagoes de Einste in com constante cosmologica que 

envolvam a presenga da brana e da mater ia confinada na brana. Para isso, definimos 

novas fungoes \I/ ,a e $ por meio da transformagao zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> z' = h(z) + c aplicada azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ 0 , 0 : 0 

e $o- As equagoes (4.8) a (4.10) definem esta transformagao. Repetindo o procedimento 

anterior , encontramos as seguintes relagoes: 

2(7' 
(4.61) 

af = ^2RU1/2 + ) Rjttt s i n 2
 X + 2R2U1<2

X„V,h sin X cos X (4.62) 

E: 

*(,0) = ( A + ^ ] Rdn + X ^ h C O t X - ^ (4.63) 
2.R SU J " 2 £ 

Apl i cando estas relagoes e as fungoes ^ , 0 e $ nas equagoes (4.27) a (4.31) e 

adotando h(z) = \z\, podemos verificar que o corte do espago or ig inal em z = c (ver 

figura 4.1) nos da a seguinte distr ibuigao: 

6c 

(87rG< 5))/? 2 

(4.64) 

E: 

2c 
P = 

(l + k2R2-% ) 1 / 2 - l 

( 8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT T G ( 5 ) ) i ? 2 I + ^ 2 / ? 2 + « ) ( ! + k2R2 - %) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-
- 1/ 2 

8(z) (4.65) 

(4.66) 

onde e -Tl
t e p = pr = pe = p<t>. 
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Regiao 1 z=c 

i i 

Regiao II R(c) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4 .1 : Regioes do espago divididas pelo piano de cortezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z = c. Note que R+ localiza o 

horizonte de eventos e R (c) in forma o lugar do corte nas coordenadas originais. A regiao 

I I e e l iminada e subst i tu ida pela reflexao da regiao I . 

Essas equagoes nos dao a distr ibuigao "vo lumetr i ca" 4-D da energia e pressao. 

Como elas sao proporcionais a S (z), entao, podemos concluir que a distr ibuigao esta 

concentrada na hipersuperficie z = 0, como era de se esperar. Integrando essas equagoes 

na diregao transversal aquela hipersuperficie, obteremos a distr ibuigao vo lumetr i ca 3-D 

da energia e pressao sobre a brana. Por tanto , a distr ibuigao na brana sera descrita pelo 

tensor definido abaixo: 

(4.67) 

Ass im, ao aplicarmos nesta equagao as propriedades (4.64) e (4.65), encontramos 

a densidade (e = — T t
4 ) e as pressoes na brana: 

6c 
6 — 

(87r<?(5>) Ri 

m \zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V2 
(4.68) 

E: 

P 
2c (1 + k2R2 

+ (k2R2 + ^)(i + k2R2-f2y 

0 1 / 2 - i 

•1/ 2 
(4.69) 

Destas equagoes, a pr imeira representa a densidade de energia por 3-volume da 

distr ibuigao de mater ia na brana, originada pelo metodo de "deslocar, cortar e re f le t i r " . 

E possivel observar que esta densidade varia com R e p o r t a n t o nao e constante como a 

densidade descrita na equagao (4.38). Isto e u m a indicagao de que, agora, alem da propr ia 

53 



brana, localizada emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z = 0, existe a presenca de u m corpo com s imetr ia esferica e estatica 

confinado na brana. 

Vamos agora analisar as caracteristicas desse corpo. 

Inic ia lmente devemos observar que a densidade de energia e as pressoes estao 

expressas em funcao da coordenada R expl ic i tamente e t a m b e m impl i c i tamente por meio 

de £ (R), definido em (4.58). Mas, devemos lembrar que R — R(r, z). Com a transformagao 

z —* \z\ + c, temos R = R(r, \z\ + c ) . Logo, sobre a brana (z = 0 ) , R = R(r,c). Mais 

especificamente, R = R ( \ / r 2 + c 2 ) . Ass im, a coordenada R, na brana, possui u m valor 

m m i m o para r = 0, que corresponde a R (c) e que deve ser superior a R+, como esta 

esquematicamente representado na figura 4 .1 . O valor R(c) esta determinado, de acordo 

com (4.58), impl i c i tamente pela equagao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R(c) 

fw^-^iiy (4 70) 

Atraves das equagoes (4.68) e (4.69) vemos que a obtengao destas propriedades 

depende da relagao entre R e £ (R). Esta relagao pode ser o b t i d a numericamente com o 

uso da equagao (4.58). 

As equagoes (4.68) e (4.69) nos mos t ram a densidade e a pressao por 3-volume 

na brana. Devemos observar que, assintoticamente, encontramos o seguinte resultado: 

6ck 

a b r a n a ~ ~(8TTG^)^ { ' 

E: 

Pbrana "brana i 

onde ( , e o l i m i t e de ^ para R —• oo na equagao (4.58). 

As equagoes (4.71) e (4.72) nos mos t ram claramente a presenga de u m a brana 

com tensao negativa em z = 0. Observe que a tensao da brana, pode ser a justada por 

meio da escolha do valor do parametro c. 
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Com essas consideracoes podemos, entao, concluir que a distr ibuigao de mater ia 

descrita pelas equagoes (4.68) e (4.69) represents nao so a brana, como tambem, densidade 

e pressao adicionais que devem corresponder a de u m corpo com s imetr ia esferica confinado 

na brana. Para encontrarmos as propriedades deste corpo, vamos decompor o tensor 

energia-momento da distr ibuigao em duas partes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J-AB ~ J-AB ' AB i I 4 - ' 6 ) 

onde j ^ 0 ™ 0 ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Obranag^v, como j a vimos no capi tulo 3. 

Segue, entao, que a densidade e a pressao do corpo na brana sao: 

Pcorpo = S ~ Pbrana (4.74) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

Pcorpo P H~ & brana* (4.75) 

Ass im, com a densidade da brana, dada por (4.71), temos: 

6c 

' corpo ( 8 T T G ( 5 ) ) \Rt 

E: 

Pcorpo 

2c 

( 8 T T G ( 5 ) ; 

2(l + k2R2- % ) 1 / 2 - 2 + 

+ (k2R2 + §)(! + k2R2 - f ) 
- 1/ 2 

3k 
(4.77) 

O comportamento de pcorpo e pcorp0 com R pode ser mais facilmente analisado 

graficamente. N a f igura 4.2, arb i tramos alguns valores para as constantes k, m , e c, e 

estudamos (4.76) e (4.77) numericamente. 

Dessa f igura, e possivel concluir que a densidade e a pressao sao positivas e 

que ambas tendem a zero a medida que R cresce, o que demonstra, como j a havfamos 
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0.1 

0 .2- ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

:• s 1.2 1.4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  6 1.B 

Figura 4.2: Comportamento da densidade (cor vermelha) e da pressao (cor azul) de u m 

corpo confinado na brana, (mul t ip l i cado por 47rG( 5 ) /3 ) , para os valores m = 0,3 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = 1, 

e c = 2. Neste caso, ~ 6,892,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R (c) ~ 0,686 e R + = 0,492. 

antecipado, a presenca de u m corpo, cuja massa esta concentrada em seu c e n t r e 

Podemos verificar que a densidade de energia pcorpo e posit iva em todos os pontos. 

Por tanto , a mater ia de que e feito o corpo satisfaz a condigao fraca de energia [18]. 

No entanto, observemos que pcorpo > Pcorpo: do centro do corpo ate u m raio 

RQ ~ 0,94 (para os valores escolhidos). Para pontos alem desse raio: pcorpo > Pcorpo-

Sendo assim, a condigao de energia dominante (pcorpo > 0 e pcorpo > pcorpo) nao e satisfeita 

em todos os pontos. 

Se a condigao de energia dominante nao e satisfeita, isto indica que o fluxo 

de energia pode ocorrer a u m a velocidade superior a velocidade da luz para alguns 

observadores [18]. Por tanto , este corpo nao sera const i tu ido de mater ia ordinar ia . Sendo 

assim, podemos dizer que este metodo nao produz u m a solugao to ta lmente satisfatoria do 

ponto de v i s ta fisico. 
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Capitulo 5 

Mundo-Branas e o Metodo da 

Imersao 

A l e m do metodo de "deslocar, cortar e ref let ir" d iscutido nos capftulos anteriores que, 

como vimos, pode ser empregado na construgao de espacos com brana, existem outros 

metodos capazes de c u m p r i r esta f inalidade. U m deles e o metodo de imersao que veremos 

agora, 

Esse metodo, n u m certo sentido, e mais geral que o metodo de "deslocar, cortar 

e re f l e t i r " , pois aqui , a hipersuperficie onde esta localizada a brana nao precisa ser u m 

pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (z = constante) nas coordenadas de W e y l , mas pode ter forma qualquer e inclusive 

ser dependente do tempo [16]. Este metodo, po r tanto , t e m u m a abrangencia maior . 

Ja vimos que o cenario de mundo-brana surgiu com o modelo A D D de dimensoes 

extras, mas foi com o modelo R S I I que passamos a considerar a possivel existencia de 

dimensoes extras nao-compactas. 

Nesse cenario, encontrar solugoes coerentes com as leis fisicas para buracos negros 

na brana, t e m sido bastante di f fc i l . Neste capi tulo , mostraremos u m a forma de construgao 

da metr i ca em espagos com cinco dimensoes e constante cosmologica negativa, gerada 

por corpos esfericamente simetricos confinados em branas. Para dar i n i t i o , part iremos 

novamente da metr i ca Schwarzschild-AdSs: 
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ds2 = -U{R)dt2 + jj^rdR2 + R2dX
2 + R2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s i n 2

 XdCt2, 
U{R) 

onde dfl2 = dO2 + s i n 2 9d<p2e: 

(5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1) 

U(R) = l + k 2 R 2 - ^ . (5.2) 

Lembremos que a metr i ca (5.1) e u m a metr i ca de u m espago-tempo em 5-D com 

simetr ia esferica. Mais especificamente, ela e u m a solucao exata que descreve u m buraco 

negro no espago 5-D com A < 0. 

De acordo com o modelo R S I I a brana deve encontrar-se imersa como u m a 

hipersuperficie nesse espago [16]. 

A d m i t i r e m o s que a localizagao da brana sera dada por u m a equagao do t i p o : 

Como a fungao X(R,t) e a r b i t r a r i a a pr incfpio , entao, a hipersuperficie neste 

sistema de coordenadas pode ter uma " forma" qualquer. 

Associado ao sistema de coordenadas do espago-ambiente {£, R, x , 9,4>}, temos 

u m a base de vetores: {d/dt, d/dR, d/dX, d/89, d/d(j>} . 

N a sequencia de nossa discussao, sera conveniente encontrarmos u m a nova base 

const i tufda de vetores paralelos a brana e do vetor n o r m a l . 

Considerando a equagao (5.3), obtemos os seguintes vetores paralelos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = x(R,t). (5.3) 

r A = (i,o,x, t,o,o), (5.4) 

RA = (0,l,x,fl,0,0), (5.5) 

e- 4 = (0,0,0,1,0) (5.6) 
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E: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

$- 4 = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ) (5.7) 

O vetor normal , por sua vez, pode ser encontrado da seguinte forma. U m deslocamento 

arb i t rar i ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dlA ao longo da brana t e m as seguintes componentes: 

dlA = (dt, dR,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x,RdR + X,tdt>de,
 d(

P)- (
5

-
8

) 

O vetor normal deve ser ortogonal a qualquer deslocamento sobre a brana. Logo, nA deve 

satisfazer a equacao: 

nAdlA = 0. (5.9) 

A l e m disso, ele e u n i t a r i o : 

nAnA = 1. (5.10) 

A p a r t i r dessas equagoes, obtemos as seguintes componentes do vetor normal a 

brana: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N A = n{~X,ti ~ X , R i 1) 0) 0) , (5.11) 

onde 

h = - T J + v * « + W ( 5 - 1 2 ) 

A metr i ca do espago ambiente (5.1), natura lmente induz u m a metr i ca na brana, 

que corresponde a metr i ca "sentida" (digamos assim) por observadores presos a brana. A 

metr i ca induzida pode ser descrita pelo tensor / I A B I definido como: 

hAB = 9AB- nAnB. (5.13) 
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Este tensor pro je ta as componentes de u m vetor sobre a brana, exclumdo a 

components ortogonal a brana. Por tanto comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA KAB calculamos o p roduto interno dos 

vetores usando a metr ica do espago ambiente QAB-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI no entanto, descartando a parte 

ortogonal dos vetores. Essa e a razao porque KAB e chamada de metr i ca induzida. 

A metr i ca induzida t e m as seguintes componentes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

flAB = 

U - n\2
t -nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2

x.tX,R nX,t 

-n2X,tX,R J j - n 2 X 2 R nX,R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

nX,t 

0 

0 

nX,R 

0 

n 

o 

0 

R2 0 

0 R2 s i n 2 x 

0 

0 

0 

0 

0 

(5.14) 

0 i 2 2 s i n 2 x s i n 2 # / 

U m a hipersuperficie divide localmente o espago em duas regioes, as quais nos 

referiremos como positiva e negativa. N a teor ia de imersao u m conceito de grande 

relevancia e o de curvatura extrmseca. Essa quantidade mede a variagao do vetor n o r m a l 

da hipersuperficie ao longo de suas diregoes paralelas. 

E m u m certo sentido, por tanto , podemos dizer que a curvatura extrmseca e uma 

medida da " curvatura" da hipersuperficie "v i s ta" do espago ambiente. O tensor curvatura 

extrmseca e definido como: 

KAB = hc
Ah%VcnD, (5.15) 

ou seja, com a projegao da derivada covariante do vetor n o r m a l na hipersuperficie. 

Como a hipersuperficie e d iv id ida nas regioes posit iva e negativa, entao, a curvatura 

extrmseca da hipersuperficie pode ser calculada separadamente com respeito a parte 

posit iva K\B ou com respeito a parte negativa K^B. 

Quando existe energia concentrada na hipersuperficie, entao e possivel mostrar 

que integrando-se as equagoes de Einste in em torno da hipersuperficie, a curvatura extrmseca 

sera descontmua, ou seja, K\B e K~^B nao coincidem. 

A relagao entre a diferenga das curvaturas extrmsecas e TABzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( O tensor que descreve 

o conteiido energetico da hipersuperficie) , e conhecida como condigoes de Jungao de Israel: 
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[KAB - KhAB] = k5TAB,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5.16) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [KAB] = K A B ~ K A B -

0 modelo R S I I admite a s imetria de renexao em torno da brana. Isto impl i ca que 

KAB = —KAB. Sendo assim, segue das condigoes de juncao: 

K A B = j(STAB-hABT), (5.17) 

onde ki$ = 8nG5. 

Vamos agora calcular as componentes da curvatura extrmseca da hipersuperficie, 

definida pela equagao x — X (-^ 0 > imersa em Schwarzschild-AdSs. Calculando a derivada 

covariante de nD expl ic i tamente: 

VcnD = ^ - r%DnM (5.18) 

e pro jetando-a na hipersuperficie com a metr i ca hAB, de acordo com a dennigao de 

curvatura extrmseca, encontramos as seguintes componentes nao-nulas: 

KIT = ~n (x,rr + URX,RX2
T ~ \UURX.R^) » (5-19) 

K R R = ~n ( X,RR + + ^ + ) , (5.20) 

«™ = ~nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (X,TR + ^ § U R X , T X 2 R - , (5-21) 

Kee = -n (URxiR s i n 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x - sin x cos x) (5.22) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

K ^ = s i n 2 O K Q Q . (5.23) 
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Como estamos interessados em obter distribuigoes estaticas, a p a r t i r de agora, 

iremos a d m i t i r u m a imersao independente do tempo , ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ — X (R) • 

Usando a equagao (5.17), podemos determinar distribuigoes de energia na brana 

que sejam compativeis com a imersao considerada. Como queremos obter distribuigSes 

que possam representar u m corpo de s imetr ia esferica confinado na brana, vamos a d m i t i r 

que o tensorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TAB t o m a a forma [16]: 

TAB = [p (R) + P (R)} hABhCDuBuD + p (R) hAC, (5.24) 

onde p (R) e a densidade de energia do fluido, p (R) a pressao do fluido e uB a velocidade 

propr ia do f luido, que satisfaz a condigao de normalizagao: 

uBuDhBD = - 1 . (5.25) 

Isto nos permite escrever entao: 

uA = - = = ( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) . (5.26) 
y — hj'T 

Usando este resultado, podemos entao reescrever o tensor energia-momento (5.24) 

da seguinte forma: 

TAB = -{p + p) + phAB- (5.27) 

De maneira bastante geral, vamos escrever a equagao de estado do fluido da 

seguinte forma: 

p(R) = w(R)p(R), (5.28) 

onde w (R), para efeito de manipulagao dos calculos, pode ser escrito como: 

W{R) = VA^Z1. (5.29) 
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C o m estes resultados, segue da condigao de Israel a seguinte equagao: 

6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-AB ( l + « ) 

h-AThBT 

>TT 

E m termos das componentes, temos as seguintes equagoes: 

(5.30) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~2UU,RX,R j = -QPVU> 

(5.31) 

n X,RR + —5~ + 

2 x , h , U,RX,R , T T D 3 ^ h 

+ R\2
R 

E: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ 5 

-n(URx,R s i n 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x - sin x cos x) = ~ ^ P R 2 s i n 2 X-

(5.32) 

(5.33) 

D a conservagao da energia-momento, podemos ainda obter a seguinte equagao: 

[l + \u.RR-L 
kf>P,R D 2 
~^ K • 

o n 

(5.34) 

Nesse sistema de equagoes, ha tres fungoes incognitas: x{R)> <¥ie n o s da a 

localizagao da brana, ou a " forma" da brana; p (R) que nos da a densidade de energia 

na brana; e v (R), que especifica a equagao de estado do fluido. Por tanto , essas equagoes 

mos t ram claramente que, para obtermos u m a distr ibuigao com s imetr ia esferica sobre a 

brana, a forma da brana x (R) nao pode ser a r b i t r a r i a , mas, deve ser solugao do sistema 

acima. 

Agora , mais u m a vez, a fim de manipulagao dos calculos, definiremos u m a nova 

fungao a = r c o s x [16]. C o m esta fungao, as equagoes acima assumem a seguinte forma: 

{a,RR - a) 
\U.RR 

U(a,RR-a) + aJ ' 
(5.35) 

UWaRR + (aRR - a) -URR - U ) - a = Q, (5.36) 
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U (a:RR -a) + a= ^pR [U {aRR - a)2 + R2 - a2} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1/2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(5.37) 

E: 

pMRzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( l + ±URR-U 
(5.38) 

p ' \U ((X,RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  cx) + a/ 

Usando (5.36), podemos integrar (5.38) diretamente . O resultado obt ido nos da 

a densidade de energia do fluido perfeito em fungao de a [16]: 

p(R) = ^[U(aRR-a)+a], (5.39) 

onde p0 e u m a constante de integracao. Elevando (5.37) ao quadrado e subst i tu indo (5.39) 

na equagao (5.37), obtemos a seguinte equagao: 

U (a R R —  a)2 — q 2 + ( 1 
86 

7-2 .,2 
hoPo 

R2 = 0. 

Para resolver (5.40), vamos definir u m a nova variavel [16]: 

dR 

RVU' 

A equacao, em termos de R, assume a seguinte forma: 

n 2 

dR 
(cosx) - cos x = ~ 1 -

36 

7.2 n2 I 

cuja solugao geral e: 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

cosx = a e R + ^ e R i (5.43) 

onde Aab — 1 - 36 jk\p\. 

C o m isto, podemos encontrar agora a densidade de energia e a pressao da brana: 
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Po 

R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
aeR - be~R) + aeR + be zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(5.44) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E: 

(aeR- be (5.45) 

Se compararmos as equagoes (5.41) e (4.58), imediataniente vemos que: 

R = ln (5.46) 

e que para o caso part i cu lar onde a = 0 e 6 = c / £ + , segue da equagao (5.43) que a 

brana estara localizada em z = c. Lembre-se que z = £ cos X- Por tanto , para esta escolha 

part i cu lar dos parametros a e b, devemos reproduzir os resultados obtidos no capitulo 

anterior pelo metodo "deslocar, cortar e re f l e t i r " . 

De fato, podemos verificar diretamente de (5.44) e (5.45), que a distr ibuigao ob t ida 

possui as seguintes propriedades: 

P = 
6c 

(8nGW)Rt 
1 ! 1 + ^ 2 - ^ ) (5.47) 

E: 

(5.48) 

Por tanto , identicos aquelas encontradas em (4.68) e (4.69). Logo, podemos dizer 

que, o metodo de "deslocar, cortar e re f let i r " e u m caso part i cu lar do "metodo de imersao" 

apresentado neste capitulo . 

O fato de podermos manipu lar a e b nas equagoes (5.44) e (5.45), e o que t o r n a 

este metodo mais geral que o metodo do capi tulo anterior. No entanto , em u m a serie de 

casos analisados numericamente em [16], verificou-se que, em todos eles, a distribuigao 

deixa de satisfazer a condigao de energia dominante em a lgum intervalo . 
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Capitulo 6 

Conclusoes 

A o longo desta pesquisa, estudamos a possibilidade de encontrar solugoes exatas das 

equagoes de Einste in que descrevessem estrelas confinadas em branas no modelo R S I I . 

Para isto, usamos dois metodos. O pr imeiro , foi o metodo de "deslocar, cortar 

e re f l e t i r " , que matematicamente e implementado por meio de u m a transformagao na 

coordenada extra ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —• h ( z ) + c, aplicada as componentes de u m a metr i ca j a conhecida. 

Fisicamente, este metodo consiste em estabelecermos u m piano ao longo de z constante, 

que adotamos como sendo z = c, d iv id indo o espago em duas partes: u m a com singularidade 

ou fonte e o u t r a sem. A parte singular nos descartamos e a parte sem singularidade ou 

fonte, e refletida a p a r t i r do piano estabelecido. O resultado disto e o surgimento de u m 

disco fino de mater ia no piano de corte. Nosso ob jet ivo , a p a r t i r da i , fo i , entao, usar as 

equagoes de Einste in , para encontrarmos as propriedades (como densidade e pressao) da 

distr ibuigao confinada na hipersuperficie. 

No espago-tempo quadrimensional , este metodo pode ser empregado na obtengao 

de solugoes de discos de mater ia que procuram representor discos galacticos. No entanto , 

nosso maior interesse estava voltado para a aplicagao do metodo no modelo R S I I . De 

acordo com esse modelo, nosso Universo 4-D corresponde a u m a brana imersa em u m 

espago ambiente com dimensao superior. Este modelo e u m dos mais inusitados porque 

propoe a existencia de u m a dimensao extra nao-compacta, algo que o diferencia dos 

demais modelos anteriores de dimensoes extras. Ja que, em todos os modelos anteriores, e 

necessario a d m i t i r que a dimensao extra e compacta, para torna-los fenomenologicamente 
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viaveis. Este e o caso dos modelos de K a l u z a - K l e i n , A D D e R S I . 

A l e m disso, algumas questoes importantes neste modelo, permanecem em aberto, 

entre elas, as solugoes exatas para buraco negro na brana. Ass im, qualquer contribuigao 

nessa diregao sera significativa. 

Tendo isto em vista , pr imeiro colocamos a metr i ca do espago-tempo AdSs na 

forma de W e y l , fizemos a transformagao das componentes da metr i ca e encontramos o 

tensor energia-momento para a metr i ca transformada. Verificamos que a distr ibuigao 

ob t ida corresponde a propr ia brana do modelo R S I I . Esta conclusao pode ser ob t ida ao 

constatarmos que a densidade de energia da distr ibuigao e uni forme e satisfaz a mesma 

equagao de estado das branas. 

A segunda metr i ca usada foi a de u m espago-tempo Sehwarzschild-AdSs. Repetindo 

o mesmo procedimento, obtivemos a densidade de energia e a pressao da distr ibuigao 

concentrada na hipersuperficiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z = 0. Estas propriedades nos p e r m i t i r a m concluir que o 

f luido energetico da brana e isotropico. 

De posse destes resultados encontramos ainda que, assintoticamente, a densidade 

e pressao da distr ibuigao correspondia exatamente as da brana com tensao negativa no 

modelo R S I I . Ass im, subtra indo o tensor energia-momento da distr ibuigao do tensor 

energia-momento da brana, foi possivel encontrar a densidade e a pressao de u m corpo 

na brana. 

A densidade e pressao obtidas sao positivas e caem a zero com o aumento da 

coordenada rad ia l . Isso nos p e r m i t i u concluir que a distr ibuigao encontrada corresponde 

a de u m corpo com s imetr ia esferica, possivelmente u m a estrela confinada na brana, 

O outro metodo que usamos para obtengao das solugoes exatas das equagoes de 

Einste in para corpos confinados na brana foi o metodo da imersao. Nesse metodo, a 

localizagao da brana, no espago ambiente, e definida por uma fungao \ {&)•> por tanto , nao 

se restringe ao piano (z — c) do metodo anterior. Par t indo mais u m a vez da metr i ca do 

espago-tempo Schwarzschild-AdSs, construimos u m a metr i ca induz ida na brana. C o m o 

uso da condigao de Jungao de Israel, encontramos equagoes que relacionam a localizagao 

da branazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x (R), 0 conteiido energetico dela p (R) e a pressao p (R). 
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0 metodo de imersao e certamente mais abrangente do que o anterior , pois aqui 

a brana pode ter forma a r b i t r a r i azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ ( R ) e, inclusive, poderia ser dependents do tempo. 

Resolvendo as equagoes de Jungao de Israel , obtemos as fungoes x(R)i p(R) e 

p ( R ) em termos de dois parametros arb i trar ios a e b. 

Podemos verificar que, para valores particulares de a e b, o metodo de imersao 

reproduz o metodo anterior. Ass im, podemos dizer que o metodo de "deslocar, cortar e 

ref let ir" e u m caso part i cu lar do metodo de imersao. 

Concluimos t a m b e m que ambos os metodos apresentam resultados satisfatorios 

apenas para u m intervalo espacial. Isto acontece porque em ambos os casos, a p a r t i r de 

u m certo valor de R , a condigao de energia dominante nao e obedecida, ou seja, a pressao 

do corpo na brana passa a ser maior que a sua densidade. Fisicamente, isso impl i ca 

que o f luxo energetico pode ocorrer com velocidade maior do que a da luz, para a lgum 

observador, o que e impossivel de acordo com a teor ia da re lat iv idade. 

E m pesquisas futuras , pretendemos aplicar o metodo para a metr i ca Schwarzschild-AdS5 

escrita em coordenadas do t i p o Eddington-Finke ls te in na t e n t a t i v a de construir uma 

hipersuperficie que cruze o horizonte de eventos e passe pela singularidade. Talvez, nesta 

situagao, a solugao ob i tda tenha caracteristicas de buraco negro na brana. 

O u t r a possibilidade e aplicar o metodo de imersao no espago-tempo quadrimensional 

para obtermos discos de mater ia mais gerais. 
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