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Resumo

Em problemas de otimizagao convexa e, de maneira geral, em problemas de
inequagoes variacionais aparecem os conceitos de: trajetoria central (definida por uma
fungao barreira), algoritmo de ponto proximal generalizado (com distancias de Breg-
man) e trajetoria de Cauchy em variedades de Riemannianas.

Nesta disertagao sao estudados os trés conceitos e suas possiveis relacoes. Estas
relacoes sao dadas principalmente para programacao linear.

Primeiro é mostrado, com hipoteses adequadas, que a trajetoria central esta bem
definida, é limitada, continua, possui pontos de acumulagao e converge para o centro
analitico do conjunto de solugoes.

Depois, também com hipoteses adequadas, é provado que a seqiiéncia gerada pelo
algoritmo de ponto proximal generalizado converge para uma solucao do problema de
inequagoes varacionais.

Um fato importante é quando a trajetoria central é definida pela disténcia de
Bregman como funcao barreira. Nestas consideracoes, é mostrado que a trajetoria
central e a seqliéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal generalizado convergem
para o mesmo ponto.

Além disso, para programacao linear é mostrado que a seqiiéncia gerada pelo
algoritmo de ponto proximal generalizado esta contida na trajetoria central.

Finalmente, ¢ mostrado para programacao linear que a trajetéria central tam-
bém coincide com a trajetéria de Cauchy em variedades Riemannianas definidas em

subconjuntos abertos de IR"™ com métrica dada pelo hessiano da fungao barreira.



Abstract

In convex otimization problems and, more generally, in variational inequality
problems appears concepts of: central paths defined by a barrier function, generalized
proximal point algorithm with Bregman’s distances and Cauchy trajectory in Rieman-
nian manifolds.

In this work are studed these three concepts and its possible relationships. These
relationships are showed principally to linear programming.

First is showed, with adequate hypotheses, that a central path is well defined, is
bounded, is continuos, have cluster points, these cluster points are solutions of varia-
tional inequality problems and converge to the analytic center of the solution set.

Next, with adequate hypotheses too, is showed that a sequence generated by the
generalized proximal point algorithm converge to someone solution of variational
inequality problem.

An important fact is when a central path is defined by the Bregman’s distance
as a barrier function. In these cases, is showed that a central path and the sequence
generated by the generalized proximal point algorithm converges to the same point.

Furthermore, to linear programming is showed that the sequence generated by
the generalized proximal point algorithm is contained in the central path.

Finally, is showed to linear programming that a central path also coincides with
a Cauchy trajectory in the Riemannian manifold defined on the open subsets of R"

with metric given by the hessian of the barrier function.
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Notacoes

B(z,¢)
Blz, €]
Ry
Ry,
R™<"
P(IR")
dom(T)
R(T)
VIP(T,C)
S(T,C)
Gap T,C
rk(A)
At

A5
Ker(A)
Im(A)
Jr(z)
0
cl(C)
oC

Vf

af

bola aberta em IR™ com centro em x e raio €.

bola fechada em IR"™ com centro em x e raio e.

conjunto de vetores de IR"™ cujas coordenadas sao nao negativas.

conjunto de vetores de IR" cujas coordenadas sao positivas.
conjunto de matrizes reais de ordem m X n.

conjunto das partes de IR".

dominio do operador T

imagem do operador 7.

problema de inequagoes variacionais para 7' no conjunto C.
conjunto de solugdes de VIP(T,C).

fungao gap de VIP(T,C).

posto da matriz A.

trasposta da matriz A.

parte simetrica da matriz A.

nucleo da matriz A.

imagem da matriz A.

matriz Jacobiana de T" em =x.

interior do conjunto C.

fecho do conjunto C.

fronteira do conjunto C.

gradiente de f.

subdiferencial de f.



f**
KKT

grad f
HSf

fungao indicadora do conjunto V.

operador normalizado do conjunto V.

distancia de Bregman induzida por g.

dominio efetivo de h.

algoritmo ponto proximal generalizado.

conjunto de nivel de f associado a c € IR no conjunto D C IR".
fecho convexo do conjunto D C IR™.

fecho afim do conjunto S.

interior relativo do conjunto C.

projecao de z € IR™ ao conjunto C.

hiperplano suporte ao conjunto C' em = € 9C.

epigrafo de f.

derivada parcial de f em z na direccao d.

funcao conjugada da funcao f.

funcao conjugada da funcao conjugada de f.
Karush-Kuhn-Tucker.

factibilidade primal.

factibilidade dual.

condicao complementar de folga.

sistema de coordenadas de uma variedade diferenciavel no ponto p.
conjunto dos vetores tangentes da variedade M em p.

conjunto das fungoes f: M — IR diferenciaveis em p.
diferencial de ¢ em p.

fibrado tangente da variedade M.

conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M.

métrica Riemanniana.

expresao da métrica Riemanniana num sistema de coordenadas.
conexao afim em uma variedade diferenciavel.

grafiente de f € C°(M).

hessiano de f € C*°(M) em p.



Introducao

Comencamos com uma breve exposicao daqueles topicos que serao essenciais para
uma boa compreenssao dos problemas e algoritmos que serao tratados neste trabalho.
Dada uma fungao f : IR" — IR convexa e limitada inferiormente, o problema de

otimizagao convexa é definido como

z€e R™

() {7mnﬂ@-

uando z esté restrito a um conjunto convexo e fechado C' C IR™, obtem-se o problema
J

de otimizagao convexo com restrigoes

() {mmf@)

ze C

Traduzindo esses problemas em termos de df, isto é, do subdiferencial de f, eles podem

ser escritos da seguinte forma

Encontre z* € IR

(F2)
tal que 0 € Of(z*),
e
(P) Encontre z* € C  tal que para algum
w e df(x*) tem —se (w,y—x*) >0, para todo y € C;
respectivamente.

Para uma fungdo convexa f é um fato conhecido (veja Teorema (1.1)) que o
operador subdiferencial df : IR" — P(IR") ¢ monétono maximal. Obtemos assim,

extensoes naturais do problema sem restrigdes (P;), e do problema com restrigoes (Ps),



xii
substituindo o operador df por qualquer operador mondétono maximal T : IR" —

P(IR™). Logo, sao definidos os seguintes problemas

Encontre z* € IR™

(Fs)
tal que 0 € T(z"),
e
(Py) Encontre x* € C  tal que para algum
w e T(z*) tem —se (w,y—ax*) >0, para todo y € C,
respectivamente.

O problema (P,) é um problema candnico associado a um operador moné6tono
maximal T, de forma especifica: encontrar um zero de 7T'.

Nesta disertagao, a nossa atenc¢ao estara centrada no problema (Ps); isto é, o
chamado “Problema de Inequagoes Variacionais” para o operador T" no conjunto C,
que de agora em diante sera denotado por VIP(T,C).

Para definir “Trajetdria Central” para VIP(T,C') é preciso considerar uma fungao
barreira h para o conjunto C'; isto é, uma funcao convexa e diferenciavel no interior de
C' e tal que a norma de seu gradiente VA tende para +o0o na fronteira de C'. A trajetoria
central, denotada por {z(u)/p > 0}, para VIP(T,C') com barreira h é definida pela
relacao

_%Vh(x(ﬂ)) € T(x(p)),

para cada pu > 0.

Esta definicao ¢ uma generalizacao das trajetorias centrais que aparecem em
métodos de pontos interiores para programacao linear, onde as fungdes barreiras sao
da forma logaritmica h(x) = — 37, w;logz;, w; > 0 (Adler e Monteiro [1]). Segue da

definicao de trajetoria central a seguinte pergunta:

(Q1) Sob que condigoes a trajetdria central existe, possui ponto de acumulag¢ao

e este ponto € solu¢ao do VIP(T,C)?

Quando VIP(T,C) possui mais de uma solugdo, é preciso conhecer o comporta-

mento de z(u) quando p tende para +o0o. Assim, é apresentada a seguinte pergunta:
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(Q2) Qual € o comportamento da trajetoria central com relagio ao conjunto

de solugoes de VIP(T,C)?

Por outro lado, um algoritmo importante para encontrar zeros de operadores
monotonos maximais é o “Algoritmo de Ponto Proximal”, cujas propiedades funda-
mentais foram provadas por Rockafellar [17]. Este algoritmo gera, para qualquer ponto
da seguinte forma

inicial z°, uma seqiiéncia {z*} .

0 € T(x"h) + Ap(aFH! — 2), (1)

onde {A;} o ¢ uma seqiiéncia de niimeros positivos. Prova-se em Rockafellar [17] que
a seqiiéncia gerada por (1) converge a uma solucao de (P4), isto é, a um zero de T,
sempre que o conjunto desses zeros seja nao vazio e os parametros A\, sejam limitados
superiormente.

Se T'= 0f, para alguma funcao convexa f, entao (1) pode ser escrito da forma

1
2" = arg min{f(x)+—)\k\|x—xk|]2}, (2)
ze IR™ 2
que é equivalente a
1
0€0{7()+ Pl =P ). )

O caréater irrestrito do algoritmo dado por (2) esta refletido na distancia euclidi-
ana ([9], [11]).

Para o caso restrito, isto ¢, para problemas de inequagoes varacionais, ¢ preciso
substituir a distancia euclidiana por outra cujo comportamento no conjunto de re-
stricoes C' seja andlogo aquele da norma em IR". Esquematicamente, o “Algoritmo de

Ponto Proximal Generalizado” (GPPA) para VIP(T,C) pode ser escrito como:
0€ T(z"") + \V,D, (25, 2)

onde o operador subdiferencial da expressao (3) foi substituido por um operador mon6tono
maximal 7" arbitrario, e a distancia euclidiana por uma distancia generalizada Dy(-, -)
chamada distancia de Bregman induzida por g. Este algoritmo foi estudado por Regina
Burachik e Alfredo Iusem ([4], [5], [12]).

Assim, sao apresentadas as seguintes questoes:
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(Q3) Sob que condigoes a seqiiéncia gerada por GPPA existe e converge para

uma solugao de VIP(T,C)?

(Q4) Qual é o comportamento da seqiiéncia gerada por GPPA com rela¢io ao

congunto de solugoes de VIP(T,C)?

As possiveis respostas para as perguntas (Q1) e (Q3) estariam resolvendo o prob-
lema de inequagdes variacionais (Ps).
Suponhamos, para alguns casos, que os limites lim z(y) e lim ¥ existem e
pH——+00 k——+o00
sao solugoes de VIP(T,C) onde x(u) sido os pontos da trajetéria central e ¥ os ele-

mentos da seqiiéncia gerada por GPPA. Logo, de forma natural, aparece a seguinte

questao:

(Q5) Dado um problema VIP(T,C), em que casos existe alguma relagio en-

tre trajetoria central e GPPA?

Outro conceito importante em otimizacao ¢ “Irajetoria de Cauchy”. Dada uma
funcao f definida numa variedade Riemanniana M, é possivel definir seu gradiente,
denotado por grad f, com respeito & métrica de M. A trajetéria de Cauchy é a curva

z:[0,0] — M tal que

z(0) = a°

(FPs) .
@(t) = —grad f(x(t)),

0 existe 3 > 0 tal que (Ps) possui

onde > 0. E bem conhecido que para qualquer
uma dnica solugao; isto é, a trajetoria de Cauchy existe e é iinica dado um ponto inicial.

Por ultimo, é feita a seguinte pergunta:

(Q6) Em que casos existe alguma relagao entre trajetoria central para proble-

mas de inequagoes variacionais e trajetoria de Cauchy em variedades Riemannianas?

A seguir é dada uma descricao do contetdo dos capitulos que sao direcionados
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para dar respostas a todas as questoes feitas anteriormente.

O primeiro capitulo contém defini¢oes e alguns resultados da teoria de operadores
mondétonos. E mostrado que o subdiferencial de uma funcéo convexa é um operador
mono6tono maximal e paramondtono. No final deste capitulo sao mostradas propiedades
de operadores ponto a ponto mondtonos continuamente diferencidveis que serao uti-
lizados nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo sao analisadas as hipdteses que tém que satisfazer 7', C', e h
para que a trajetoria central exista. Com estas hipdteses é mostrado que a trajetoria
central estd bem definida, é limitada, esta contida no interior de C' e possui pontos de
acumulagao que sao solugoes de VIP(T,C).

No inicio do capitulo 3 sao definidas as fung¢oes e distancias generalizadas de
Bregman e sao mostradas suas principais propriedades. O algoritmo de ponto prox-
imal generalizado é analisado quando C' é um conjunto convexo fechado qualquer e
quando C' é um conjunto poliedral. Neste tltimo, o operador é considerado ponto a
ponto monoétono e continuamente diferenciavel. No final desta se¢ao sao analisadas
as possiveis relagoes entre trajetoria central e GPPA para problemas de programagao
linear.

No inicio do quarto capitulo é definida a trajetéria de Cauchy em variedades Rie-
mannianas e depois, sao estabelecidas possiveis relagoes entre trajetoéria de Cauchy e
trajetoria central para problemas de programacao linear.

No apéndice A estao as defini¢oes e resultados de andlise convexa que sao uti-
lizadas em toda a disertacao.

No apéndice B encontra-se uma ferramenta muito poderosa em otimizagao, as
condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker, que sao freqiientemente utilizadas
nesta disertagao.

O apéndice C' contém definigoes e resultados de geometria Riemanniana que sao
necessarias para o capitulo 4.

Por ultimo, as conclusoes desta disertacao sao dadas depois do quarto capitulo.



Capitulo 1

Operadores Monoétonos

Neste capitulo sao apresentadas as defini¢oes e principais resultados de operadores

monotonos. A maioria dos fatos foram obtidos dos trabalhos de Iusem [12], [13].

1.1 Operadores Monétonos Maximais

Seja T : IR" — IR™ uma transformacao linear semidefinida positiva, isto é,

(x,T(x)) > 0, para todo = € IR". Logo, para qualquer x e y em IR", temos

0<(r—yT(x—y)=(r—yT(x)-T(y)).

Um operador monétono é uma generalizacao de uma transformacao linear semidefinida

positiva ao caso nao linear.

Definigao 1.1.1 Seja T : IR" — IR™ um operador (nao necessariamente linear).

i) T ¢é chamado mondtono quando

(T'(x)—T(y),z—y) >0, Vo,y € R". (1.1)

ii) T € chamado estritamente mondtono quando é mondtono e, em adi¢io

(T(x) = T(y),z—y)=0 = z=uy. (1.2)

Exemplo 1.1.1 Seja f : IR" — IR uma func¢ao convexa e diferencidvel. Entao

Vf:R"— IR" é um operador mondtono (seque do Teorema A.9).
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Seja f : IR™ — IR uma funcao convexa, nao necessariamente diferenciavel. Pela
Proposi¢ao A.6.1, para cada x € IR", temos que o conjunto Jf(x) é nao vazio, convexo
e compacto. Seja P(IR") o conjunto das partes de IR". Como Of : IR" — P(IR")
asocia para cada xr € IR" nao exatamente um vetor, mas um subconjunto de IR", entao
é preciso estender a nocao de operador monétono ponto a ponto para operadores ponto

- conjunto.
Definigao 1.1.2 Seja T : IR" — P(IR™) um operador ponto - conjunto.

i) T é chamado mondtono quando para todo x € IR", y € IR", u € T'(z) ev € T(y), é
valido:
(u—v,x—y) >0. (1.3)

ii) T é chamado estritamente mondtono quando é mondtono e, em adi¢ao, para qual-
quer u € T(x) ev € T(y):

(u—vyz—y)y=0 = z=uy. (1.4)

Exemplo 1.1.2 0f : IR" — P(IR") é um operador mondtono, onde f : IR" — IR €

uma fungao convexa.

De fato. Sejam z € R", y € R", u € df(z) e v € df(y). Da Definicao A.6.1,

()
(w,y —x) < f(y) = f(2) e (v,2 —y) < f(z) = fy). Logo, (u,y —x) + (v, 2 —y) <0.
> 0.

Isto é, (u — v,y —z) <0. Assim, (u — v,z — y) |

Definigao 1.1.3 Um operador T' : IR* — P(IR") € chamado monoténo mazimal

quando
i) T' é mondtono.

ii) Se existe operador mondtono T : IR™ — P(IR"™) tal que T(x) C T"(z), para todo
x € IR", entao T(x) =T (x), para todo x € IR™.

O objetivo principal desta se¢ao é mostrar que o subdiferencial de uma funcao

convexa ¢ um operador monotono maximal.

Seja f : IR" — IR uma funcao convexa e suponha que o problema

{ min f(z) (1.5)



possui solucao. Logo, f é limitada inferiormente. Seja z € IR™ fixo e defina
F: R" — IR
(1.6)
v o Fl@) = f@)+ e -2,

Se h(u) =1 ||u— z||?, Vu € R", entdo F(z) = f(z) + h(z), Yz € R".

Temos que h é estritamente convexa. De fato. Sejam u; € IR" e uy € IR",

uy # ug. Entdo Vh(uy) = uy — 2z e Vh(ug) = ug — 2. Logo,
(Vh(ul) — Vh(uz),ul — U,2> = (u1 — Uz, U1 — U,2> :” UL — Uy ||2 > 0.

Pelo Corolario A.10, h é estritamente convexa.

Como f é convexa e h é estritamente convexa, pela Proposicao A.5.1, F'= f+h

é estritamente convexa. Logo, pelo Teorema A.14, F' é continua.

Além disso, F' é coerciva em IR" (veja Definicao A.2.2). De fato. Como f é

limitada inferiormente, existe § € IR tal que f(z) > 3, Vx € IR". Seja {xk}kew uma

seqliéncia em IR™ tal queklim | 2" ||= 4-o00. Segue que
— 400
lim h(z") = lim = |[2* — 2[P= +o0
k—+o0 k—+o0 2 )

Dai,
+oo = klim B+ h(2*) < kligl f(@®) + h(z®) = lim F(aF).

— 400 k——+o00

Logo, limsup F(2*) = +00 e portanto F é coerciva em IR".
k—4o00

Segue do Corolario A.3 que a func¢ao F' possui um minimizador global. Como
F' & estritamente convexa, o minimizador global é tnico (veja Teorema A.12). Logo,

podemos definir

provy @ IR" — IR"

1.7
z o+ prozg(z) = argmin {f(z)+ 3 ||z —z|?*}. (.7
z€IR™
De forma anéloga, defina
G: R — R
(1.8)

y — Gly) = f*y)+illy—=|*.



onde f* é a funcdo conjugada de f (veja Definicao A.7.5).

Como f é convexa, entao f* é convexa (veja Teorema A.17). Assim, G = f*+h
¢ estritamente convexa (veja Proposigao A.5.1). Logo, pelo Teorema A.14, G é funcéo
continua.

Com argumentos similares feitos para F', é possivel mostrar que G também é
coerciva em IR".

Segue do Corolario A.3 que a funcao GG possui um minimizador global. Como
G é estritamente convexa, o minimizador global é tnico (veja Teorema A.12). Logo,
podemos definir

proxs~ : IR" —  IR"

(1.9)

z o provg-(z) = arggbin {f*(y)+%\|y—z\|2}.
yelR"

Lema 1.1 Seja f : IR® — IR uma func¢ao convexa e considere x, y e z em IR". Sao

equivalentes:
i) z=z+yeflx)+ [y = (zy).
ii) x = proxs(2) ey = proxys«(z).

Demonstragao. Suponha que (i) é valido. Como f(z) + f*(y) = (x,y) entdo, pelo
Teorema A.16, y € 0f(z). Como 0 =y + (z — 2) e y € f(x), entdo

0€0f(x)+{x—z}=0f(xr)+ oh(x) = OF (x).

Pelo Teorema A.15, x é minimizador de F. Sendo F' estritamente convexa entao
x = prox(z).

Por outro lado, pela Proposigdo A.7.2, f = f**. Logo, f*(y) + f**(z) = (y,z)
implica que x € Jf*(y) (veja Teorema A.16). Como 0 =z + (y — z) e x € If*(y),
entao

0€df*(y) +{y— =z} =0f"(y) + 9h(y) = 9G(y).
Pelo Teorema A.15, y é minimizador de G. Sendo G estritamente convexa entao
r = prozys-(z).

Reciprocamente, suponha que (i) é valido. Como z = prozs(z) entdo 0 €
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OF(x) = O0f(x) + {x — z} (veja Teorema A.15). Logo, existe y € df(x) tal que
0 =y+ax—2 Dai z =y+ x Além disso, pelo Teorema A.16, como y € Of(x)

entao f*(y) = (z,y) — f(x). Logo,
fl@)+ [ (y) = (z,y) (1.10)

De forma anéloga, como y = proxs«(z), entdo 0 € 9G(y) = df*(y) + {y — =z}
(veja Teorema A.15). Logo, existe £ € 0f* tal que 0 = £ + (y — 2z). Dai, z = £ +v.
Além disso, pelo Teorema A.16, como £ € Of*, entao f**(&) = (y,€) — f (y). Pela
Proposigao A.7.2, f** = f. Assim,

fE)+ [ (y) =y, (1.11)

Como z =x+yez=¢+yentdo z = £ e assim as equagoes (1.10) e (1.11)
coincidem. Portanto z =z +y e f(x) + f*(y) = (z,y). [

Teorema 1.1 Se f: IR" — IR é uma fun¢ao convexa entao Of : IR" — P(IR") € um

operador mondtono maximal.

Demonstragao. Pelo Exemplo 1.1.2, df é operador mondtono. Seja T : IR" — P(IR")
um operador mondtono tal que df(x) C T(z), para todo = € IR". Mostremos que
T(x) C 0f(x), para todo = € IR™.

De fato. Seja yo € T'(xg), com zy € IR". Considere z1 = prozs(zo + yo) €
Yo = proxg«(xo + yo). Pelo Lema 1.1, g +yo = 11 + x1 € f(x1) + f (1) = (@1, ).
Logo, zg — x1 = y1 — Yo, Y1 € Of(x1), 1 € Of *(y1) (veja Teorema A.16).

Sendo 7" monétono,

0 < (z1—zo, 1 —Yo) = —(To — 21,41 — Yo) = —(Y1 — Yo, Y1 — Yo) = — || y1 — %o [|*< 0.

Segue que y; = yo € T3 = Tg. Logo, yo = y1 € Of(x1) = 9f(xg). Como yy e xg
sao arbitrarios, T'(z) C 0f(x), Vo € IR". Assim, T'(z) = 0f(x), para todo xz € IR™.

Portanto 0f : IR" — P(IR™) & um operador mon6tono maximal. |

Definicao 1.1.4 Seja T : IR" — P(IR™) um operador mondtono. O dominio de T é o

conjunto

dom(T) ={xz € R" /| T(z) # ¢}.
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Defini¢ao 1.1.5 Seja T : IR — P(IR™) um operador mondtono. A imagem de T é o

conjunto

RT)= |J T().

z€ dom(T)

Definigao 1.1.6 Dado T : R" — P(IR"), o operador T~ : IR" — P(IR") € definido
pela sequinte relagao:  y € T Y z) & x € T(y).

Definigao 1.1.7 Um ponto & € IR" € chamado zero de T : IR" — P(IR") quando
0eT(z).

Observacao 1.1.1 Se T' = 0f, para alguma funcao convexa f : IR — IR, temos
que 0 € Of(Z) se, e somente se, T é solu¢ao do problema (1.5) (veja Teorema A.15).
Assim, o problema de procurar zeros de um operador mondtono maximal generaliza o

problema de minimizar funcoes converas em IR".

1.2 Operadores Paramonoétonos

Definicao 1.2.1 Um operador T : IR™ — IR™ € paramondtono quando € mondtono e,
em adi¢ao,
(T(z) =T(y),z—y)=0 = T()=T(y). (1.12)

A extensao desta defini¢ao para operadores ponto - conjunto é

Definigao 1.2.2 Um operador T : IR" — P(IR") € paramondtono quando € mondtono
e, em adi¢ao, para u € T(x) ev € T(y)

(u—v,x—y)y=0 = weT(y),veTl(x). (1.13)

O seguinte resultado mostra que o subdiferencial de uma func¢ao convexa satisfaz

a relagao (1.13).

Teorema 1.2 Se T = Jf, para alguma funcao convera f : IR™ — IR, entio T €

paramonotono.

Demonstracgao. Pelo Exemplo 1.1.2, f é um operador mono6tono. Sejam x,y € IR"

e considere (u — v,z —y) =0, com u € df(z), v € Of(y). Defina

f: R — R

(1.14)
z — f(2) = f(z)+ (u,x—2).



Temos que fé convexa pois se z € IR", w € IR" e a € [0, 1] entao

Flaz+ (1= a)w) = flaz+ (1 — a)w) + (u,z — az — (1 — a)w)
<af(z)+ (1 —a)f(w)+ (u,z + oz — az — az — (1 — a)w)
= af(2) +

a(f(z) +{u,z—2)+ (1 - a) (f(w) = (u,z —w))

-~ -~

af(z)+ (1 —a)f(w).

(1—a)f(w)+alu,z —2) + (1 — a)(u, z — w)

Além disso, 8]?(2) =0f(z) — {u} = {w —u/w € df(z)}. Quando z = z tem-se
que f(z) = f(z). Quandow = u € Of () entdo 0 € Of(x). Assim, = é um minimizador
de f em IR" (veja Teorema A.15).

Como (u — v,z —y) = 0 entdo (u,z —y) = (v,x —y). Como u € Jf(x) entdo
(u,y—z) < f(y)— f(z). Dai, f(x)— f(y) < (u,x—y). Analogamente, como v € Jf(y)

entao (v, z —y) < f(x) — f(y). Logo,

f(@) = fly) <(w,z —y) = (v,z —y) < f(z) = f(y) (1.15)

-~

De (1.15) segue que f(z) = f(y) + (u,x —y) = f(y). Mas f(z) = f(z). Logo,
]/C\($) = ]/”\(y) Assim, y é tambem um minimizador de fem IR". Pelo Teorema A.15,
0€df(y).

Além disso, 0 = w — u, para algum w € df(y). Logo, u € df(y), pois w = u para
algum w € 9f(y).

Defina

g: R — IR
2 o g(z) = f(2)+ (v,y—2)
Temos que g é convexa e Jg(z) = 0f(z) — {v} = {w—v/w € 9f(z)}. Quando

(1.16)

z =y tem-se que g(y) = f(y). Quando w = v € df(y) entdo 0 € Jg(y). Pelo Teorema
A.15, y é um minimizador de g em IR"™.

De (1.15) segue que f(y) = f(z) + (v,y —x) = g(z). Mas g(y) = f(y). Logo,
g(x) = g(y). Assim, x ¢ também um minimizador de g em IR". Pelo Teorema A.15,
0 € 0g(x).

Além disso, 0 = w — v, para algum w € df(x). Logo, v € df(x), pois w = v para
algum w € Of(x).
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Assim, se (u — v,z —y) = 0, com u € df(x) e v € If(y), entdo u € If(y) e

v € df(z). Portanto, T = 0f é operador paramonotono. |

Proposicao 1.2.1 Se T} : R" — P(IR") e Ty : IR* — P(IR™) sao operadores para-

mondtonos, entao Ty + 1y € paramondtono.
Demonstracao. Sejam x € R", y € R, uw € (I} +T3)(z) e v € (T} + T»)(y). Como
u € Ty(z) + Ty(x), existem uy € T1(x) e uy € Th(x) tais que u = uy + us. Da mesma

forma, existem v; € T1(y) e vy € To(y) tais que v = vy + vo. Sendo T; e T operadores

monotonos, (u; — vy, —y) > 0 e (us —vg, x — y) > 0. Logo,

<“—Uail?—y>:<U1+U2—01—U2>$—y>

= (u1 — v,z —y) + (ug — v, 7 —y) > 0.

Assim, T} + 15 é mondtono.

Além disso, se (u — v,z — y) = 0 entdao (u; + ug — v; — ve,x —y) = 0. Dali,
(ug — v,z —y) + (ug — vo,x — y) = 0. Sendo T e To monotonos, (u; — v,z —y) =0
e (ug — vy, x —y) = 0. Como Ty e Ty sdo paramonotonos, u; € Ti(y), v; € Ti(x),
uy € To(y) e va € Ta(x). Logo, u = uy +up € Ti(y) + Ta(y) = (Th + Ta)(y) e
v=uv + vy € Ti(z) + To(z) = (11 + T3)(x).

Portanto, T1 + 15 é paramonotono. [ |

Proposicao 1.2.2 Sejam C C IR™ um conjunto convexo e fechado com interior nao
vazio e T : IR™ — IR™ um operador mondtono continuamente diferencidvel em C. Seja

Jr(z) a matriz Jacobiana de T em x. Entdo:

i) Jr(x) € semidefinida positiva.

il) Ker (Jr(z)) = Ker (Jr(x)t), Im (Jr(z)) = Im (Jr(z)"), para todo x € C.

iii) Se Ker (Jr(z)) = Ker (Jr(x)*), Vo € C, entao T € paramondtono em C.
Demonstragao.

i) Seja z € IR", fixex € C° e considere y = z— Az, com X € (0,1), tal que y € C. Seja

Wo =+ a(y —x), com a € (0,\) C (0,1). Pela convexidade de C, w, € C. Como T'

€ monotono,

0 < (T(ws) —T(z),we — ) = a(T(ws) —T(x),y — x).
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1
Entao 0 < (£ [T(ws) —T(2x)],y —x ). Dai, 0 < ( lir%—[T(wa)—T(a:)],y—@.
a—0 v
Assim, 0 < (z — y)'Jr(z)(x — y). Logo, Jr(x) é semidefinida positiva.
ii) Seja M uma matriz semidefinida positiva. Afirmamos que Ker(M) = Ker(M").

De fato. Observe que

1 1 1 1
'Mx = —a'Mz + —2'Mz = —2'Mz + = (Mz)'z

2 2 2 2
1 1 1
= §xth - §:UtMtw =t {5 (M + Mt)} r =o' Mz,

onde M* = 1 (M + M"). Tem-se que M* é simétrica e semidefinida positiva.

Seja x € Ker(M); isto ¢ Mx = 0. Entdao, 0 = z'Mx = 2'M5z. Sendo M?®
simétrica e semidefinida positiva, M°z = 0. Isto é, %(Mx + M'z). Como Mz =0
entdao M'z = 0. Assim, x € Ker(M").

Seja © € Ker(M?"); isto ¢ M'zx = 0. Entao z'M'z = 0. Dai, 2'(z'M")! = 0.
Segue que x'Mx = 0. Sendo M* simétrica e semidefinida positiva, M5z = 0. Isto é,
1 (Mz + M'z). Como M'z =0 entdo Mz = 0. Assim, z € Ker(M).

Portanto, Ker(M) = Ker(M"), para toda matriz M semidefinida positiva.

Observe que Im(M?') = Ker(M)*+ = Ker(MY)* = Im((M")!) = Im(M), para
toda matriz M semidefinida positiva. Pelo item (i), Jr(z) é semidefinida positiva.

Portanto, Ker (Jr(x)) = Ker (Jr(x)') e Im (Jr(z)) = Im (Jr(z)), Vo € C.

iii) Sejam z € C, y € C e considere 0 = (T'(x) — T'(y),z — y). Para a € (0,1)
seja w, =y + a(x —y) = ax + (1 — a)y. Pela convexidade de C, w,, € C.

Como w, = y + oz — y) entdo x — y = L (w, — y). Como w = ax + (1 — @)y

entdo x — y = ——(z — w,). Logo,

0=(T(z) = T(y),r —y)

= (T'(x) = T(wa), v —y) + (T(wa) = T(y),z = y)

L {T() ~ Tw)x —wa AT (wa) = T@) ). (L17)

l -«
Sendo 7" monétono, (T'(z) — T(wa),x —ws) >0 e (T(wy) —T(y), wa —y) > 0.

Logo, de (1.17) segue
0= ! —(T() = T(wa), & — wa) = (T(@) = T(wa),v — y),
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0= 2{T(wa) = T(y), we — y) = (T(wa) = T(w) we — )
Dai,
0= <T(l’) - T<wa)’x - y> = <T(wa) - T(y>’wa - y> (1'18>

Considere f € (0,1) e v € (0,1 — ). Assim, §+~v < 1. De (1.18), 0 =
(T'(wg) —T(y),z —y) = (T'(wgsy) — T(y),z — y). Entao

0= (T(wg) = T(y) — T(wpsy) + T(y), x — y).

Dat, 0 = (i [T(w5) = Tlwger) ]2 —3). Assin, 0 = (&= )Jr(wa)le — )
para todo # € (0,1). Logo, 0 = (z — y)Jr(wg)*(z — y), para todo # € (0,1). Como
Jr(wg)® & semidefinida positiva entéo Jr(wg)*(x—y) = 0. Logo, z—y € Ker(Jr(wg)®).
Por hipotese, Ker(Jr(wg)®) = Ker(Jp(wg)). Assim, o —y € Ker(Jr(wg)), isto
é, Jr(wg)(x —y) = 0, para todo B € (0,1). Sendo T continuamente diferenciavel,
Jr(wg)(x —y) = 0, para todo 8 € [0, 1].

Sejam agora T, 1 < j < n, as componentes de 7. Entao T;(y) = T;(z) +
VTj(wg,)" (x — y), para algum 3; € [0,1]. Note que VT};(wg,) é a j-ésima linha de
Jr(wg). Logo, VT;(wg,)"(x —y) = 0. Assim, T;(y) = T(x). Segue que T'(z) = T(y).

Portanto, T' é paramonotono. |

1.3 Problemas de Inequacoes Variacionais

A extensao natural do problema

zeC

{ min f(z), (1.19)

onde f é uma funcao convexa e C' C IR" é um conjunto convexo, para operadores

mono6tonos é chamada problema de inequacoes variacionais.

Defini¢ao 1.3.1 Sejam T : IR" — P(IR") um operador mondtono mazimal e C C IR™
um conjunto convexo e fechado. O problema de inequagoes variacionais, denotado por

VIP(T,C), consiste em procurar z € C' tal que para algum u € T(z), tem-se
(u,x —z) > 0, (1.20)

para todo x € C. Denota-se ao conjunto de solugoes do problema VIP(T,C) por
S(T,C).
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Observagao 1.3.1 Se T = df, para alguma func¢ao convexa f : C C IR" — IR, temos
que u € 0f(z) se, e s se 0 < (u,x —2) < f(x)— f(2),Vo € C (veja Defini¢ao A.6.1).
Isto €, z € C € solugao do problema (1.19). Assim, o problema VIP(T,C) generaliza

o problema de minimizar funcoes converas em conjuntos converos.

Proposigao 1.3.1 Sejam T : IR"™ — P(IR™) um operador paramondtono e C C IR™
um conjunto convexo e fechado. Suponha que z € S(T,C). Entio x € C € solugao do

problema VIP(T,C) se, e somente se, existe uw € T(x) tal que (u,z — z) > 0.

Demonstrac¢ao. Suponha que z € S(7,C). Entao existe u € T'(x) tal que (u,y—x) >
0, para todo y € C. Como z € C entdo (u,z —x) > 0.

Reciprocamente, suponha que (u,z — x) > 0, para algum v € T(z). Como
z € S(T,C), existe v € T(z) tal que (v,y — z) > 0, para todo y € C. Em particular,
(v, —z) >0, pois z € C.

Como T' é monoétono, (u —v,x —z) > 0. Dai, 0 < (v,z — 2) < (u,x — z). Assim,
(v,x—z) = (u,z—z) = 0. Logo, (u—wv,z—z) =0. Sendo T paramonétono, u € T'(z)

e v € T'(z). Entao, para todo y € C, temos
(vy—z)=(y—2)+(v,z—z)=(v,y —2)+0=>0,

com v € T(x). Logo, =z € S(T,C). |

Proposigao 1.3.2 Sejam C C IR™ um conjunto convezo e fechado, T : IR" — IR™ um

operador paramondtono em C, & € S(T,C) e
U={2eC/T(x)=T(2),T(x) s ="T(z)z}.
Entao S(T,C) =U.

Demonstragao. Seja z € U. Entao T'(Z)'z = T'(Z)'z. Dai, 0 = (T(&), % — x). Assim,
0= (T(x),z —z). Como z € S(T,C) e 0= (T'(x), — z), pela Proposigao 1.3.1,
z e S(T,C). Logo, U C S(T,C).

Seja x € S(T,C). Entao x € C. Sendo T mondétono, 0 < (T'(z) — T'(x),T — z).
Dai, (T'(z),7 —z) < (T(%),Z — z). Como z € S(T,C) entao (T'(z),z —x) > 0. Como
z € S(T,C) entao (T(x

Logo, 0 < (T
que (T'(z),7) = (T

,x—T)>0.

T(#)'d =T (z)'x. (1.21)
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Além disso, como T é paramondtono,
(T(x) =T(z),z—2)=0 = T(z)=T(2). (1.22)

De (1.21) e (1.22) segue que x € U. Logo, S(T,C) C U.
Portanto, S(7,C) = U. |

Proposigao 1.3.3 Sejam C' C IR" um conjunto convexo e fechado com interior nao
vazio, T : IR™ — IR™ um operador mondotono continuamente diferencidavel tal que para

algum subespago V' temos
Ker(Jr(z)) = Ker(Jr(z))* =V, VYo € C;
e S(T,C), x € C arbitrario, B = Jp(Z) e
U={z€eC/Bx=Bi, T@)'z=T@)'z }.
Entao
i) T(2') — T(x) € Ker(B)*, para todo x e 2’ em C.
ii) U=S(T,C).

Demonstragao. Pelos items (iii) e (ii) da Proposi¢ao 1.2.2, temos que 7' é para-

monotono em C' e Ker (Jp(x)) = Ker (Jr(z)Y), Im (Jr(x)) = Im (Jr(zx)), Vo € C.

i) Sejam xz € C, 2’ € C e considere 7 € [0,1]. Observe que T'(z') — T(x) pode
ser escrito da forma
1
T(@) - T(z) = / Jr(e + (2 — 2))(& — z)dr. (1.23)
0
Seja v(1) = Jr(z + 7(2’ — 2))(2' — x). Veja que x + 7(2' —x) € C, V1 € [0,1],
pois C' é convexo. Entao
v(7) € Im(Jr(x + 7(2’ — 2))) = Im(Jr(z + 7(2' — 1))")
= Ker(Jp(z +7(z' — x)))* = Ker(B)™,

V7 € [0,1]. Segue que f01 v(7)dr € Ker(B)*. Logo, de (1.23), T(z')—T(x) € Ker(B)*,

para todo x e 2’ em C.

ii) Como T ¢ paramondtono, pela Proposicao 1.3.2, é suficiente mostrar que U = U.

De fato.
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Seja x € U. Entdao Bx = B¥ e T(Z)'x = T(7)'Z. Segue que 0 = B(Z —x) e assim,
i —x € Ker(B). Pelo item (i), T(Z) — T(z) € Ker(B)* e T(%) — T(z) € Ker(B)*.
Entao, (T'(z) = T'(2),z — z) = (T'(z) — T(x),2 — x) = 0.

Como T' & paramondétono, T'(x) = T(Z). Além disso,

=T@) 7 —2)—T@)'T+T@) 2 =TE) (% —x).
Assim, T'(z) = T(%) e T(z)tz = T()!7. Dai, x € U. Logo, U C U.

Seja x € U. Pela Proposigao 1.3.2, U = S(T,C). Entao z € S(T,C). Isto é,
(T'(x),z —x) > 0. Além disso, como & € S(T,C) entao (T(z),z — ) > 0. Logo,
(T'(x),z —x) +(I'(z),x — &) > 0. Dai, (T'(z) —T(z),z —z) > 0.

Assim, (T'(z) —T(z),z — ) < 0. Como T ¢ monotono, 0 < (T(z) —T(x), T — x).
Logo,

(T(z) —T(x),z —z) =0. (1.24)

Seja z(t) =10+ (1—7)T =%+ 7(x — ), com 7 € (0,1). Sendo

(1) =T+ 71(x — )
entdo x — T = —(x(7) — &). Também, como
T
r—z(t)=x—10—(1—7)%
1

1—171

segue que r — T = (x —2(7)). De (1.24), temos
0 = (T(z) — T(x(r)), 2 — &) + (T(x(r)) - T(&),x — )
= L (@) - T() @ — 2(0)) + = (T((r)) - T(@), 2(r) - 5.

_1—7' T

Sendo T" mondtono,

Logo,




14

Assim, 0 = (T'(z) — T'(z(7)),z — &). Diferenciando com relacdo a 7 segue que
0= (x—2)"Jr(x(r))(z —7) = (x — 2)' Ip(x(r))*(x — T).
))® € simétrica e semidefinida positiva, Jr(z(7))*(z — Z) = 0. Isto

Como Jr(z(T
é,x—7 € Ker(Jr(z(r))?) =V = Ker(B). Dai, B(x — %) = 0. Logo, Bx = BZ.

Pelo item (i), T(Z) — T(z) € Ker(B)*. Logo, como x — % € Ker(B) entao

0

(@) -
= (T'(z),z) — (T'(2),2) + (T(2),
= T(i)e — T(2)'i + (T(R),7 — 2) = (T(3), 7 — ),

(T(F) - T@),x — &) = (T(F),2 — &) + (T(7), 7 — )
T

— )

ISX

pois x € U. Assim, 0 = T'(Z)"(Z — x) e dai T'(Z)'z = T(Z)'7.
Como Br = BZ e T(Z)!x = T(2)'%, entdo v € U. Logo, U C U.
Portanto U = U. n



Capitulo 2

Trajetoria Central para Problemas de

Inequacoes Variacionais

Neste capitulo sao estudadas as condi¢oes que tem que satisfazer T' e C' para que
a trajetoria central do problema VIP(T, (') exista. Também é estudado o comporta-
mento da trajetoria central no conjunto de solugoes de VIP(T,C'). A maioria dos fatos

foram obtidos de [6].

2.1 Trajetoéria Central e Centro Analitico

Considere o problema VIP(T, (), para algum operador monétono maximal
T : R" — P(IR") e algum conjunto convexo fechado C' C IR", com C'° # ¢.
Considere uma funcao barreira h para C. A funcao h : C° — IR é considerada
estritamente convexa e diferenciavel tal que a norma de seu gradiente VA tende para

400 em pontos da fronteira de C.

Defini¢ao 2.1.1 Para cada p € IR, ., seja x(u) € C tal que

—iw(xw» & T(x(u)). (2.1)

O conjunto {x(u)/p > 0} € chamado trajetoria central para o problema VIP(T,C)

com barreira h.

Na secao 2.2 sao analizadas as condigoes sobre T', C' e h que sao necessarias para

garantir a existéncia e unicidade da trajetoria central.
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Observacao 2.1.1 Se T = 0f, para alguma funcao convexa f : C C IR™ — IR, entdo
(2.1) equivale a
z(p) = argmin ye o {nf(y) + h(y)} . (2.2)

De fato. De (2.1), —th(a:(u)) € df(x(p)). Logo, para todo y € C, temos

1

M<Vh(x(u)), y — () < fly) — fx(w).

Como h ¢é estritamente convexa, [h(y) — h(z(n))] > (Vh(xz(n)),y — x(1)). Logo,

2 [h(y) — h(z(p))] < —;(Vh(w(u)), y — x(p))
Segue que,
L h(a0) = Th(3) < £(5) = S(a0),Vy € C.
Assim,
f(z(p)) + h(z(p) < pfly) +hy),vy € C.
Portanto, (2.1) é equivalente a (2.2). n

O problema de interesse ¢ o comportamento de x(u) quando p tende para +o00.
Isto é, analizar se existe o limite de z(u) quando p tende para +00; e no caso afirma-

tivo, analizar se liI_"I_l z(p) é solugao de VIP(T,C).
p—too

Definicao 2.1.2 Seja h uma funcgao barreira para C C IR™. A solugdo do problema

{ min_ h(z), (2.3)

zeS(T,C)

unica se existe pois h € estritamente convexa, é chamada centro analitico de S(T,C)

com relacao a barreira h.

Na secao 2.3 & mostrado que se a interse¢ao do dominio efetivo de h com S(T,C)
é nao vazia, entao Erfoox(u) ¢ solucao do problema (2.3).

Para prograrritagéo linear, a maioria das trajetorias centrais sao da forma barreira
logaritmica (Adler e Monteiro [1]), isto &, h(x) = —> 7 log(x;),z = (v1,...,2,) €
IR" . , que em geral diverge nas solugoes 6timas pois elas encontram-se em JIR" , . Para

casos como este, na segdo 2.4 é mostrado que lim x(u) é solugdo do problema
p—too

{ min_ h(z) ,

zeS(T,C)
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onde h : OIR}, — IR, ¢ definida por h(x) = > ics hi(x;), com

J={je{l,...,n}/z; > 0paraalgum z € S(T,C)}.

2.2 Hipo6teses Adotadas

O objetivo principal deste capitulo é mostrar, com hipéteses adequadas, que a
trajetoria central {x(u)/pu > 0} converge, quando p tende para 400, para uma solugao
do problema VIP(T,C) e que #Erfoox(u) ¢ o centro analitico do conjunto de solucoes
S(T,C).

Nesta secao sao enumeradas as varias hipoteses que devem satisfazer T, C' e h
para obter os resultados descritos anteriormente.

O conjunto C' C IR"™ é considerado convexo e fechado, com C'° # ¢.

Sobre a fungao barreira h : IR" — IR U {+o0} sdo feitos o primeiro grupo das

hipoteses.

H1. h é estritamente convexa, fechada e continua em seu dominio efetivo. Além disso,

h é continuamente diferenciavel em C.

H2. Se {x ¢ uma seqiiéncia contida em C'° que converge para um ponto z € 9C

k
}keJN
e y ¢ um ponto qualquer em C°, entao klim (Vh(z?),y — 2*) = 00.

——400
Estas duas hipoteses sao necesséarias em quase todos os resultados obtidos. Uma

funcao satisfazendo H2 é chamada “coerciva na fronteira”.

Alguns resultados obtidos precisam das seguintes hipoteses adicionais.
H3. h é finita, continua e estritamente convexa em C'.

Uma funcao satisfazendo H3 é chamada “finita na fronteira”.
H4. Para cada y € IR", existe x € C° tal que Vh(z) = y.

Uma funcao satisfazendo H4 é chamada “zona coerciva”.

A hipotese H3 junto com a finitude de h no conjunto de solugoes de VIP(T,C),
simplificam a demonstracao da convergéncia da trajetéria central para o centro analitico.

Com a hipotese H4 e a monotonicidade de T' é possivel mostrar a existéncia da

trajetoria central.
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Para o caso em que C' é uma caixa generalizada; isto é, C' = [aq, B1] X, ..., X [, Bnl,
com a; € [—00,+00), #; € (—o0, +00], aj < 5, j € {1,...,n}, é considerada a seguinte

hipotese.
H5. h(l’) = Z?:l hj(arj),Vx € Bn, com hj . (Oéj,ﬁj) — IR.

Uma funcao satisfazendo H5 é chamada “separdvel”. Esta hipotese é usada para

mostrar a convergéncia da trajetoria central para o centro analitico, em auséncia de H3.

Para o caso C' = IR}, dois exemplos de fungdes barreiras sdo h(z) = — > 7_, log(;),
satisfazendo H1, H2 e H5, e h(z) = 2?21 xjlog(x;) , satisfazendo H1, H2, H3, H4 e

H5, com a convencao que 0log0 = 0
O segundo grupo das hipoteses ¢ feito sobre o operador T : IR™ — P(IR"). As

primeiras duas delas sao necessarias quase sempre.
H6. T é monotono maximal (veja Defini¢ao 1.1.2).

H7. T é paramonotono (veja Defini¢ao 1.2.2).

A hipoétese seguinte é necesséria para mostrar a existéncia da trajetoria central
em auséncia de H4.

Sao necessérias algumas defini¢oes e observagoes preliminares.

Definicao 2.2.1 Seja V C IR™ um conjunto nao vazio, convexo e fechado. A funcao
dy : R" — IR U {+o0}, definida por

0, se zeV
oy () = ’ , 2.4
v(@) { 400, em outro caso (24)

€ chamada a func¢ao indicadora do conjunto V.
Observacao 2.2.1 Claramente, oy € uma funcao convexa e fechada.

Observagao 2.2.2 Sejam [ : IR" — IRU {400} uma fun¢ao convera e C' C IR" um
conjunto nao vazio e convero. Se dom(f)NC # ¢ entdo ¢ : R" — IR U {400},

definida por:
o(z) = { flx), se zeC

)
+00, em outro caso

€ também uma fungdo convexra. Neste caso, p = f + dc.

Definicao 2.2.2 O operador normalizado do conjunto V C IR", denotado por Ny, é
definido por Ny (x) = 0dy(x), para todo x € IR".
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Observagao 2.2.3 Tem-se que, Ny(z) =¢ sex ¢ V, e Ny(z) = {0} se x € V.
Observacgao 2.2.4 Claramente, Ny(x) € um cone conexo, para todo x.

Observagao 2.2.5 Dado x € V, v € Ny(x) se, e somente se, (v,x' —z) < 0, para
todo ' € V.

De fato. Se x € V e v € Ny(z) entéo (v,2’ —x) < dy(2') — dy(z) = 0, para todo
x’ € V. Reciprocamente, se (v,2’ — x) < 0, para todo 2’ € V, entdo (v,2’ — z) <

dy (') — oy (x). Logo, v € Ny (z). |

A hipotese é a seguinte.

HS8. T =T+ Ny, para algum operador continuo e paramonétono T:R— R"e

algum conjunto V' C IR"™ nao vazio, convexo e fechado.

A importancia de H8 é que o conjunto de solugoes do problema VIP(T,C') é o

conjunto de zeros do operador 1"+ N¢. De forma mais especifica

Proposicao 2.2.1 Sejam T : IR" — P(IR") operador mondtono mazimal, C e V
conguntos convezos e fechados em IR"™. Entao S(T,V NC) = S(T + Ny,C).

Demonstragao. Suponha que x € S(T,V N (). Entéo existe u € T(z) tal que
(u,2' — x) > 0, para todo 2’ € VN C. Dai, (v,2' —z) <0, para todo 2’ € VNC,
onde v = —u. Pela Observagao 2.2.5, v € Ny (z). Assim, 0 = u+ v, com u € T'(z) e
v € Ny(z). Logo, 0 € T'(z) + Ny(z) = (T + Ny)(x).

Reciprocamente, se 0 € (T'+ Ny )(x) = T(x) + Ny(x) entdo existem u € T'(x)
e v € Ny(z) tais que 0 = u +v. Como v € Ny(x) entdo (v,2’ — ) < 0, para todo
¥’ € VNC (veja Observagao 2.2.5). Segue que, (—u, 2’ —z) < 0, para todo ' € VNC.
Assim, (u,z’ —x) > 0, para todo 2’ € VN C. Logo, x € S(T,V NC). |

Um fato importante para programacao linear é dado pela seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.2 Sejam A € R™ ", be IR™. Se C =R} eV ={x € IR"/Ax = b},

entao
Im(AY, se ze€V

o, em outro caso.
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Demonstragao. Da Observagao 2.2.3, se x ¢ V entdo Ny (z) = ¢. Resta mostrar que
Ny(z) =Im(A") sex € V.

De fato, seja w € Im(A"). Entao existe v € IR™ tal que w = A'v. Considere
xreVex €V, istoé, Ax =be Ax' = b. Logo,

(w, 2" — x) = (A, 2" — x) = v' Az’ — V' Az = v'b — v'b = 0.

Pela Observagao 2.2.5, w € Ny (z). Logo, Im(A') C Ny(x), para todo z € V.

Sejam agora, © € V e w € Ny(z). Pela Observacao 2.2.5, (w, 2’ — x) < 0, para
todo ' € V. Observe que A(z — ') = Ax — Ax' =b—b=0. Assim, z — 2’ € Ker(A).

Se (w, 2’ — z) = 0 entdo w € Ker(A)* = Im(A?). Se (w, 2’ — x) < 0 para algum
¥ €V, entdo (w,x’ —x) + (w,x — ') = 0. Logo, 0 = (w, 2’ —x +z — ') = (w,0).
Dai, w € Ker(A)* = Im(A"). Logo, Ny(z) C Im(A?), para todo x € V.

Portanto Ny (x) = Im(A"), para todo z € V. |

A seguinte hipotese é necessaria para mostrar a convergéncia da trajetoria central

para o centro analitico quando H3 nao é satisfeita.

H9. Sejam T e V como na hipétese H7. V' é uma variedade afim, T & continuamente
diferenciavel e existe um subespaco W tal que Ker (Jf(x)) = W, para todo
reCnV.

Finalmente, o terceiro grupo de condigdes envolvem T" e C' (isto é, VIP(T,C)) e
em alguns casos também h.

Primeiro consideramos duas hipoteses elementares sobre VIP(T,C).
H10. dom(T)NC° +# ¢.
O problema VIP(T, () satisfazendo H10 é chamado “regular”.

H1l. S(T,C) # ¢.

~

Observacao 2.2.6 Suponha que H8 € satisteita. Entio dom(T) = dom(T)Ndom(Ny) =
RNV =V. Assim, neste caso H10 € equivalente a V N C° # ¢.

Para garantir a existéncia da trajetoéria central, em auséncia de H4, é preciso que

sejam satisfeitas as seguintes duas hipoteses.
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H12. h atinge seu minimo em dom(T) N C° em algum Z.
A hipoétese seguinte requer da funcao gap.

Defini¢ao 2.2.3 A func¢ao gap para o problema VIP(T,C) é definida por

Gap r.¢c : dom(T)NC =R U {+o0}

r  +—  Gaprco(x) :=sup{(v,z—1y)/(v,y) € GcT}, (2:5)

onde GeT = A{(v,y)/v € T(y),y € C}.

Proposigao 2.2.3 Se T': IR" — P(IR™) é mondtono mazimal e C C IR™ é nao vazio,

convexo e fechado, entao
i) Gap r.¢ € convexa em dom(T)N C.

ii) Gap r,c(x) > 0,V € dom(T)NC.

Demonstragao.

i) Para z € dom(T) N C tem-se que Gap r,c(z) é o supremo de uma familia de
transformacoes afins. Como as transformacoes afins sao fungoes convexas e o supremo
de fungoes convexas ¢ uma fungao convexa (veja Proposigao A.5.5), entdo Gap 1 ¢ ¢
convexa em dom(T)NC.

ii) Basta tomar y = z em (2.5). |

A hipoétese é a seguinte.
H13. Gap rc(x) < +o0,Vo € dom(T)NC.

Uma relagdo importante entre a fungao gap com o conjunto de solugoes S(T, C')

¢ dada pela seguinte proposigao.

Proposigao 2.2.4 Suponha que H10 e H11 sao satisfeitas. Entao, Gap 7.c(z) = 0 se,
e somente se, x € S(T,C)

Demonstracao. Se Gap r ¢(x) = 0 entdo (v, —y) < 0, para todo y € C e todo
v € T(y). Assim, (v,y —x) > 0, para todo y € C e todo v € T(y). Seja u € T(x).
Como T é monotono, (u — v,z —y) > 0. Dai, (u,z —y) > (v,z — y). Assim,
0<{(v,y—2z) <{u,y—x),Vy € C. Logo, pela Proposi¢ao 1.3.1, z € S(T,C).

Reciprocamente, se z € S(T,C), entao existe u € T'(x) tal que (u,y —x) > 0,
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para todo y € C. Seja v € T(y). Como T é mondtono, (v — u,y —x) > 0. Dali,
(v,y —x) > (u,y — ) > 0, para todo y € C' e todo v € T(y). Logo, (v,z —y) <0,
para todo y € C' e todo v € T(y). Portanto, Gap r ¢(x) = 0. |

A dltima hipotese é necesséaria para mostrar que a trajetoria central é limitada

quando H4 nao é satisfeita.

H14. Uma das seguintes condicoes é satisfeita:
i) S(T,C) é limitada e T' = Jf, para alguma funcao convexa f : IR" — IR.
ii) Existe y € C°Ndom(T) tal que klim (u*, 2* —y) = 400, para toda seqiiéncia
—4-00
k . . ko [N . k
(z >keJN satisfazendo kkrllw |2"|| = +o00, e toda seqiiéncia (u*) m
uk € T(z%), para todo k € IN.

iii) dom(7T) N C é limitado.

kenv O

Esta se¢ao finaliza com alguns resultados sobre operadores monoténos que serao

utilizados para mostrar a existéncia e unicidade da trajetoria central.

Proposicao 2.2.5 Se h satisfaz H1 e, ou zona coerciva ou coerciva na fronteira (veja
H4 e H2, respectivamente), entao dom(0h) = C°.

Demonstragao. Como h é estritamente convexa, Oh(x) # ¢, para todo z € C'°. Além
disso, Oh(z) = ¢, se x ¢ C. Resta analizar em pontos da fronteira de C. Seja x € 9C
e suponha que existe £ € Oh(x).

Se h ¢ zona coerciva, existe z € C'° tal que Vh(z) = £. Logo,
(Oh(x) = Vh(z), 2 — 2) = ({ = &2 —2) = 0.

Como h é estritamente convexa entdo = z, o que ¢ um absurdo pois z € C% e
x € 0C. Logo, Oh(z) = ¢, se x € OC.

Se h é coerciva na fronteira, considere ¢, € (0,1) tal que kEI_Pw e, = 0. Seja
2 = (1 —e)r+ ey, k€ IN, com x € 9C e z € C°. Observe que kkrilmxk =z € 0C.
Por convexidade de C, z¥ € C, Vk € IN. Logo,

ex(§,y —x) = (§, 2" —2) < h(a") — h(z) < (V(z"),2" - z), (2.6)
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onde foi usada a convexidade estrita de h. Observe que,

e r=r—qrtay-—r=¢y—r)= 1ik€k(1—ek)(y—:c)
=1 ikek (I —e)(y — = — ey + &)
= - (e ray)] = - b
Logo, em (2.6), temos
6y =) < 7 (Vhiat)y = o). (2.7)

Cancelando € e passando ao limite em (2.7), quando k tende para +o0, temos

—x)< li
<£’y I) kiToo — €k

<Vh($k), Y= Q:k> = =00,

o que é um absurdo. Logo, Oh(z) = ¢, se x € OC.
Portanto, dom(0h) = C°. [

A demostracao da seguinte proposi¢ao é muito elaborada e foge dos objetivos
deste trabalho. Para uma prova do item (i), veja Teorema 1 em Rockafellar [16]; e para

o item (ii), veja Lema 5 em Burachik [4].

Proposigao 2.2.6 i) Se T} e Ty sao operadores mondtonos mazimais e dom(Ty) N
dom(Ty)° # ¢, entao T\ + Ty é operador mondtono mazximal.

ii) Em adigao, se Ty € o subdiferencial de uma funcao convexa propria fechada e Ty é
sobrejetivo, entao Ty + T, € sobrejetivo.

O seguinte resultado pode ser encontrado no Corolario 2.2 em Brézis [3].

Proposicao 2.2.7 Se T € operador mondtono mazimal e dom(T) € limitado, entio o

operador T € sobrejetivo.

2.3 Existéncia, Unicidade e Comportamento da Tra-

jetoria Central

Sejam T : IR™ — P(IR") um operador monoétono e h : IR" — IR U {400} uma

funcao convexa. Para cada p > 0, considere T,, = uT" + Oh.
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Lema 2.1 Suponha que h satisfaz H1, T" é mondtono mazimal (veja H6), VIP(T,C')
¢ reqular (veja H10), e uma das seguintes condigoes € satisfeita:

i) h € zona coerciva (veja H4), ou

il) h € coerciva na fronteira (veja H2) e atinge seuw minimo em dom(T) N C° (veja
H12), a funcao gap € finita (veja H13), e T' satisfaz HS.

Entao, o operador T), possui um tnico zero x(u) que pertence a dom(T) N CP.

Demonstragao. Suponha que o caso (i) é valido. Sejam Ty = uT e Ty = Oh.
Pela Proposicao 2.2.5, dom(Ty) = C° Pela regularidade de VIP(T,C), dom(Ty) N
dom(T3)° # ¢. Pelo item (i) da Proposi¢ao 2.2.6, T} + T» ¢ mon6tono maximal.
Como h é zona coerciva, Ty é sobrejetivo. Pelo item (ii) da Proposicao 2.2.6, T,
é sobrejetivo. Logo, para cada p > 0, existe xz(u) tal que 0 € T),(z(n)). Como
h & estritamente convexo entao 715 ¢ estritamente monoétono. Logo, T}, ¢ estrita-
mente monotono. Assim, x(p) € o tnico zero de T}, para cada g > 0. Além disso,
dom(T,,) = dom(Ty) N dom(Ty) = dom(T) N C°.

Suponha que o caso (ii) é valido. Seja Z o minimo de h em dom(T) N C". Como

a funcdo gap é finita em dom(7T") N C, temos dois casos para analizar.

a) Quando Gap 7.¢(Z) = 0. Neste caso, pela Proposigao 2.2.4, 7 € S(T,C).
Entao, pela Proposigao 2.2.1, & é zero de T + Ng; isto é, 0 € T(Z) + Ne(Z). Como
& € C° entao N¢(z) = {0}. Logo, para u € T(Z), 0 = u+ 0 = u. Assim, 0 € T(Z).

Pela hipotese H8, para algum v € Ny (), temos
0="T(%)+v. (2.8)

Por outro lado, como Z minimiza h em dom(T) e Z € C°, entdao 7 ¢ solucao de

VIP(0h,dom(T)). Logo, 0 € (Oh + Nyom(r))(Z). Observe que 0h(Z) = {Vh(Z)} e

dom(T) = dom(T) Ndom(Ny) = R*" NV = V. Assim, para algum v' € Ny (Z),
0= Vh(z)+ 0. (2.9)
Seja U = pv +v'. Como Ny (Z) é um cone convexo, v € Ny (Z). De (2.8), tem-se:
0 = u(T(F) + v). (2.10)

Adicionando (2.9) e (2.10), temos 0 = uT(%) + pv + VA(E) 4+ v/. Dai, 0 =
uT (%) + 0+ Vh(E). Isto &, 0 € (uT + Oh) (&) = T,(%). Observe que & € dom(T) N C°.
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Portanto, T, possui um tnico zero que pertence a dom(T') N C°.

b) Quando Gap r.¢(Z) > 0. SejaW ={x € C / h(x) < u(Gap r.c(Z)) + h(Z) }.
Afirmamos que W é convexo.

De fato, sejam x; € W, 25 € W e « € [0, 1]. Pela convexidade de h, temos

h(azy + (1 — a)xg) < ah(xy) + (1 — a)h(z,)
< alp(Gap r.0(7)) + M@)] + (1 = a) [ (Gap 1,0(7)) + h(7)]

= u(Gap r,c(Z)) + h(Z).

Assim, axy + (1 — a)zo € W. Logo, W é convexo.

Também, W é fechado.

De fato, seja x € cl(W). Entao, existe {z,},., C W tal que nl_lglooxn = x.
Como z, € W, Vn € IN, entao h(z,) < u(Gap 7.¢(Z)) + h(z), Yn € IN. Como h é
continua, h(z) = h(ngrfw Ty) = nEIfoo h(x,) < p(Gap 1,c(%)) + h(Z). Assim, z € W.
Logo, W é fechado.

Observe que W = {x € C/ h(z) < u(Gap 7.c(%)) + h(Z)}.

Afirmamos que V N W é limitado.

Como T = T + Ny, entdo dom(T) = IR"NV = V. Logo, VNW é a intersecao de

um conjunto de nivel de h com dom(T')NC, isto é, um conjunto de nivel de E, definido

por

) = h(z), se xe&dom(T)NC .

+00, em outro caso

Pela hipotese H12, T atinge seu minimo. Seja z € dom(T) N C o minimo de h
entao h(z) = /f\z(z) < ﬁ(x) = h(z), Yo € dom(T) N C. Como Z é minimo de h em
dom(T)NC e h é estritamente convexa, entdo z = &. Assim, Z € dom(T) N C' é Gnico.
Logo o conjunto de nivel, {x € C’/ﬁ(x) < /f;(f)} = {Z} ¢ limitado. Como T possui
um conjunto de nivel limitado, entao todos seus conjuntos de niveis sao limitados (veja
Proposi¢ao A.5.4). Em particular VN W é limitado.

Seja U = T, + Ny. Como foi mostrado no item (i), 7,, ¢ mondtono maximal.
Observe que & € dom(T},) = dom(Ty) Ndom(Tz) = dom(T) Ndom(Oh) = dom(T)NC°.
Como Gap (%) > 0 entao & € W° = dom(Ny)°. Assim, dom(T),,) Ndom(Nw)® # ¢.

Pelo item (i) da Proposi¢ao 2.2.6, U é monotono maximal.
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Observe que
dom(U) = dom(T},) N dom(Nyw ) = dom(T1) N dom(T2) N dom(Ny)
= dom(T) N dom(0h) Ndom(Nw) =V NC'NW CVNW.
Como V N é limitado entao dom(U) é limitado. Da Proposigao 2.2.7, segue que o

operador U é sobrejetivo.

Assim, existe x € dom(U) tal que

0€U(x) =T,(x)+ Nw(x) = pT'(x) + Oh(z) + Nw(z)

uT(x) + pNy (z) + Oh(x) + Ny (2).

Logo, existem v € Ny (z) e w € Ny (z) tais que
0= uT(z) + pv + w + Vh(z). (2.11)

Resta mostrar que z € W 9.
De fato, se © = #, claramente x € WY, pois Gap 7.¢(&) > 0. Caso contrario,

multiplicando a equagao (2.11) por z — &, temos
0=pu(T(x),x — &)+ plv,x — &) + (w,x — &) + (Vh(z),z — T).

Entao,

(Vh(z), 2 — ) = W{T(x), & — 2) + p{v, & — z) + (w, 7 — ). (2.12)

Como h ¢ estritamente convexa, (Vh(z), T —xz) < h(Z)—h(z). Dai, h(z) —h(Z) <
(Vh(x),z — ). Logo, em (2.12),

A~

h(z) — h(z) < w(T(x), T —x) + p(v, & — ) + (W, T — x). (2.13)

Observe que x € VNW, 2 € VN Wuw € Ny(x) e w € Ny (z). Entao, pela
Observagao 2.2.5, (v, —x) < 0 e (w,T — ) < 0. Assim, da equagao (2.13),

A~

W) = h(z) < p(T(x), & —x) <0 < p(Gap 1,0(2)).

Segue que h(z) < h(Z) + u(Gap r,c()). Logo, z € WP,
Como z € WO, entao Ny (z) = {0}. Dai, w = 0. Assim, 0 = uf(x)—{—;w#—Vh@),
com v € Ny(z). Logo, 0 € pT'(x) 4+ Oh(x) = T,,(x). A unicidade de z sigue do item (i).

Portanto, T, possui um tnico zero que pertence a dom(T) N C°. |
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Observacao 2.3.1 Para cada 1 > 0, o tnico zero de T, = pT" + Oh € um ponto da
trajetoria central {x(u)/p > 0}.

De fato. Pelo Lema 2.1, z(u) é o tnico zero de T, = 1" + Oh, para cada p > 0.
Entao, 0 € T, (x(p)) = pT(x(p)) + Oh(z(p)). Observe que Oh(z(n)) = {Vh(z(u))},
pois h ¢é diferenciavel. Logo, existe v € (T'(z(n))) tal que 0 = pv + Vh(x(n)). Assim,
—th(w(/,L)) =v € T(x(n)), como em (2.1). [

Observacao 2.3.2 O Lema 2.1 estabelece que a trajetoria central {xz(p)/ u > 0)} estd

bem definida e contida em C°.

Definicao 2.3.1 Um ponto de acumulag¢io de {x(p)/ > 0)} € um ponto T tal que

T = lim x(u), para alguma seqiiéncia {ju},cpn tal que lim puy = +oo.
k——4o0 k—+o00

Para mostrar que a trajetoria central {z(x)/ 1 > 0)} possui pontos de acumulagao

é preciso o seguinte resultado.

Lema 2.2 Com as hipdteses do Lema 2.1, tem-se:
i) h(x(p)) € nao decrescente em .

ii) z(u) € continua em qualquer p > 0.

Demonstragao. Sejam p; > 0 e py > 0. Defina 2! = x(u1) e 22 = z(uo). Por
defini¢ao de z(u), 0 € T,(z(n)); equivalentemente —%Vh(x(u)) € T(xz(pn)). Sejam
ut = —LVh(a!) e u? = —-Vh(a?). Tem-se que u' € T(z') e u* € T(2?),

Pela convexidade de h,

(Vh(z"),2? — ') < h(2?) — h(z"), (Vh(z?), 2" — 2?) < h(z") — h(z?).

Dai,
L hy x? i 2t $1 _ 1.2 _ Ul 1'2 — !
o (h(=") = h(z%)) < (v, ) = (u', ), (2.14)
1 2y _ b i ) 22 — b = (2 2t — 2
- (h(@®) = h(ah) < -(Vh(a®), ) = (2, ) (2.15)

<i - i) h(a) — (i - i)h(ﬁ) < (w2 — 2) + (u?, 2 — 2?).

(i - i) (h(a") = h(2?)) < (u! —u?,2® —2') <0. (2.16)
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1 1
i) Suponha que p; > ps. Entdo, (— — —> < 0. Logo, de (2.16), temos
H1 H2
h(z') — h(x?) > 0. Asism,
h(z(m)) = h(z') > h(@?) = h(z(uz2)). (2.17)

Portanto, h(z(p)) é ndo decrescente em .

ii) De (2.16) segue que (u! —u? ' —2?) > 0. Dai, (u!, 2! — 2%) > (u? 2! — 2?).
1
Assim, ——(Vh( D, 2t —2?) > ——(Vh(z?), 2! — 2?). Logo,
Ha K2

M1<Vh( b, a?! —x)gm

De (2.14) e (2.17),

(Vh(2?), 2" — 2?).

0 < —[h(z") — h(z?)] <—<Vh( H, ot —2?) <

1 2
I i o VAl 2yat—a?). (2.18)

Seja i1 > 0 fixo e considere i e fi tais que g > g > . Como h(z(u)) é nao

decrescente, para p € (fi, i), tem-se:

W () < Q). (2.19)

Usando (2.18) com py = p e pig = fi, tem-se:

0 < (Vh(z()), z(p) — ). (2.20)

Sejam Ly = {x € C/ h(x) < h(z(p))}, L2 = {x € C/ (Vh(z(fr)),z — x(fr)) = 0}

eL=LiNLy={xeC/h(z) <h(z(ir)+ (Vh(z(fr)),x —z(i))}. De (2.19) e (2.20),
sigue que {x(p)/ i < p < i} C L.

Tem-se que L é limitado. De fato. Defina h como:

hr) = h(z), se x€ Ly

+00, em outro caso

Para x € Ly, como h ¢é estritamente convexa, tem-se

0 < (Vh(z(p)),z — x(f1)) < h(x) = h(z(i)).

Dai, h(z(j1)) < h(z), para todo x € Ly. Logo, z(ji) é o tinico minimizador de h. Assim,
o conjunto de nivel {z/h(z) < h(2)} = {z(&)} de h, é limitado. Isto implica que todos
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os conjuntos de nivel de h sdo limitados (veja Proposicdo A.5.4). Logo, L pode ser
escrito como L = {z € R"/h(z) < h()} = {x(2)}. Assim, L ¢é limitado.

Como {z(p)/ o < p < p} C L, entao {x(pn)/ o < p < i} € limitado.

Para mostrar que x(p) é continua em f ¢ suficiente mostrar que kkrllwx(uk) =
x(fi), para alguma seqiiéncia {/i;},op tal que kginoo [y = fi.

Seja {fix} ey Uma seqiiéncia tal que kgrfoo pr = [i, com py € (i, i) para todo
k suficientemente grande. Assim, {z(p)},cpy ¢ limitada, para todo k suficientemente
grande.

Seja y um ponto de acumulacao de {x(jx)},c - Logo, existe uma subseqiiéncia
{#r}peq, com A infinito, A C IN, tal que £i6ng z(ug) = y. Denotando & = z(f) e

k ok

" = x(ug) temos que y = lim z*.
keA

Seja K1 ={k€ A/ u, <p}. Usando (2.18) com py = fi e pig = pig, temos

l z)—h(z*
ﬂ[h() h(z")] <

| —

(Vh(z),z—2") < —(Vh(2"),z—2") < —[n(z)—h(z")], (2.21)

1 1
(L e i

=

onde a convexidade de h foi utilizada na tltima desigualdade.

Observe que (pr)rkea C L1 C ED(h). Pela hipotese H1, h é continua em y =

k

}Cir% z". Logo, se K ¢ infinito, tomando limite em (2.21) quando k tende para +oo,
S

com k € Ky, tem-se:

1

(Vh(y),z —y) < =[h(@) — h(y)]. (2.22)

=

Il

<

i =I| ~
=

Segue que h(z) — h(y) y),Z —y). Como h ¢é estritamente convexa, entao
r=uy.
Se K; é finito ou vazio, considere Ky = A — K. Seja k € K. Usando (2.18) com
U1 = [ € e = [, tem-se:
1

—[h(z*)=h(z i ), 2k -7
- [hah) —h(@)] < -(VA("),2" —2)

< i(Vh(;Tc),xk—:E) < l[h(a:"f)—h(z)}. (2.23)

=
=I

Tem-se que K, é infinito, pois K é finito. Logo, tomando limite em (2.23) quando

k tende para 400, com k € Ky, tem-se:

[h(y) — h(z)]. (2.24)

Segue que h(y) — h(z) = (Vh(Z),y — z). Como h é estritamente convexa, entao

Yy =ZI.
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Logo, ’lcir% x(pr) = T = x(f), onde (ug)rea € seqiiéncia tal que ]lfirﬂ = [i.
€ S
Redefinindo a seqiiéncia como sendo a mesma subseqiiéncia, tem-se que klim () =
x(fi), onde {jp} .o € seqiiéncia tal que klim Ui = fi.

Portanto, x(u) é continua em qualquer p > 0. |

Lema 2.3 Suponha que T satisfaz HS, que VIP(T,C) possui solugoes (veja H11), que
h atinge seu minimo em dom(T)NC° (veja H12) e que todas as hipdteses do Lema 2.1
sao validas. Se

i) h € finita na fronteira, ou

ii) H14 € vdlido,

entao, {x(p)/p > i} possui pontos de acumulagao, para todo i > 0.

Demonstragao. Pela definigdo de (i) e pela hipotese HS,
1 ~
—;Vh(x(u)) € T(x(p) = T(z(p)) + Ny (z(n).
Pela Observagao 2.2.6, dom(T) = V. Logo, existe v € Ny (x(u)) satisfazendo
1 ~
—;Vh(x(u)) =T(x(n)) +v. Entao, para y € V, tem-se:

<—%Vh(fc(u)), y—a(p)) = (T(x(),y — x(1)) + (v, y — ().

Como v € Ny (x(p)), (v,y — x(u)) < 0. Logo, como T & mondtono, segue que

A~

l<Vh(90(/vb)), w(p) —y) < (T(x(u),y — 2(w)) < (T(y),y — x(n)). (2.25)

i

Suponha que o caso (i) é valido. Pela hipotese H11, S(T',C) # ¢. Sejaz € S(T,C).
Dai, z € C. Como h ¢é finita na fronteira (veja H3), entdo z € ED(h). Tomando y = z
em (2.25), segue que i(Vh(x(,u)),x(,u) —2) < (T(2),z — z(p)). Pela hipotese HI,
(Vh(x(p)), z = x(p)) < h(z) — h(x(p)). Logo,

~

[ (p) — h(2)] < = (Vh(z(p)), 2(p) — 2) <(T(2), 2 = 2(n)). (2.26)

==
==

Como z € S(T,C), existe u = T(z) +v tal que (u,z(u) — z) > 0, onde v € Ny ().

Logo, (T'(z),x(u) —z) + (v, x(pn) —z) > 0. Assim, (T'(z),z—x(p)) < (v,z(u)—z). Como

A~

z €V ev e Ny(z),entdo (v, z(u) —z) < 0. Segue que (T'(2),z—x(u)) < 0. Assim, de
(2.26), h(z(un)) < h(z), Y > 0. Logo, {x(p)/p > 0} esta contida na intersegao de V

com um conjunto de nivel de h. Como na demonstracao do Lema 2.1, H12 implica que
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a intersegao de V' com os conjuntos de nivel de h sdo limitados. Assim, {x(u)/pn > 0}
¢ limitado. Portanto, {z(u)/u > 0} possui pontos de acumulagao.
Suponha que o caso (ii) é valido. Se h nao ¢ finita na fronteira pode acontecer
que h(z) = 400, para algum z € S(T,C), e o argumento anterior nao é valido.
Suponha que o item (i) da hipotese H14 é valido. Isto é, S(T,C) é limitada e
T = 0f, para alguma fun¢ao convexa f : IR" — IR. Logo, —th(x(u)) € T(x(p) =
Of(z(p)). Fixe i > 0 e considere p > fi. Pela convexidade de h,

(Vh(z(p), () — x(p)) < h(x(@)) — h(z(p)-

Entao, %[h(ﬂf(u)) — h(z(w)] < (=, Vh(z(p)),2(i) — x(p)). Como — Vh(z(n)) €
0f (x) entdo (= Vh(x(p)), (1) — (1)) < f(x(m) — f(x(n)). Logo,

(Vh(z(p), o(p) — 2(p)) < f(x(@) = fle(p).  (2.27)

Pelo item (i) do Lema 2.2, h(z(p)) > h(xz(f)). Dai, /% [h(x(p)) — h(z(@))] > 0. Assim,
de (2.27) segue que f(z(u)) < f(x(f)). Logo, {x(u)/u > i} esté contida num conjunto
de nivel de f. Observe que o problema VIP(T,C), com T = 0f, é equivalente ao

problema

{mmf@%

zeC
e o conjunto de solugoes S(7T,C) deste problema, que s@o conjuntos de nivel da re-
stricao de f a C, é limitado.. Segue que todos os conjuntos de nivel de f sao limitados
(veja Proposicao A.5.4). Assim, {z(u)/pu > i} € limitado. Logo, {z(u)/pu > i} possui
pontos de acumulagao, para todo g > 0.
Suponha que o item (ii) da hipotese H14 é valido. Fixe fi. Sejau = —th(:U(,u)) €
T(x(u)). Considere p > ji. Pela hipotese, existe y € C° N dom(T) tal que

lim (u*, 2" —y) = +o0
k*}+oo Y )
para toda seqiiéncia {z*} _ satisfazendo lim | 2" || = +oo, e toda seqiiéncia
€ k—+o00

{uk}kew C T(z%). Pela convexidade de h, (Vh(z(u)),y — z(n)) < h(y) — h(z(w)).

Entao,

—%mmm»—h@ns«%vmamxy—am>:ww—xw»
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Daf, (u,y —x(p)) < [M(y) — h(z(n)] < 5 [A(y) — h(z ()], pois pelo item (i) do
Lema 2.2, h(x(p)) > h(xz(i)). Logo,

(u,y —(p)) <
| h(y) — h(z(@)) | - (2.28)

Seja 0 = é | h(y) —h(z(@)) | . Dai, (u,y —x(pn)) < 0. Se{x(n)/n > i} nao é lim-

itada, existe uma seqiiéncia {z tal que hm |2%|| = +o0 e (uF, z(u) —y) <0,

‘)
keN
Vk € IN, com u* = —Mith(x(/va)) e T(x(p )), em contradigéo com a hipotese.

Logo, {z(un)/u > i} ¢é limitado. Portanto, {x(u)/p > i} possui pontos de acu-
mulacao, para todo g > 0.

Suponha que o item (iii) da hipotese H14 é valido. Isto é, dom(T)NC' é limitado.
Pelo Lema 2.1, {z(u)/p > 0} C dom(T) N C° C dom(T) N C. Logo, {x(u)/n >0} é

limitado. Portanto, {z(x)/1 > 0} possui pontos de acumulagao. [

Observacgao 2.3.3 SejaT = f—l—Nv, como na hipotese H8, Como T € paramondtono

e Ny = 06y € paramondtono entao T € paramondtono.

Agora é mostrado que os pontos de acumulagao de {z(u)/u > 0} s@o solugoes do

problema VIP(T,C).

Lema 2.4 Com as hipéteses do Lema 2.3, todo ponto de acumulagao de {x(u)/p > i}
é solugao do problema VIP(T,C).

Demonstragao. Pelas hipoteses H10 e H11 segue que S(T,C) # ¢ e dom(T) N C° =
VNCY+#¢. Sejam z € S(T,C) ey € VNCY. Considere um ponto de acumulagao 7
de {@(p)/p > i} e uma seqiiéncia {1}, tal que kl_l}EI}OO fp = +00 e kErfmx(uk) = Z.
Seja y(e) = (1 — €)z + ey, com € € (0,1). Entao y(e) € VN CO. De (2.25), tem-se

i(Vh(:v(uk)), () = y(e)) < (T () y(e) — (). (2.29)
Como lim (Vh(z(ur)), x(u) = y(e)) = (VA(Z),Z —y(e)) < +oo e lm py =

1
+00, entao klim —(Vh(x(ur)), z(ux) — y(€)) = 0. Logo, tomando limite em (2.29),
——400 ,Uk

quando k tende para 4oo, tem-se:

0 < (T(z), y(e) — 7). (2.30)
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~

Dai, 0 < hrrg(T(x),y(e) — ) = (T(z),z — ). Como V ¢é fechado, z € V. Como
Ny (%) é um cone, 0 € Ny/(z). Assim, T(z) € T(z).
Tem-se que T = T + Ny é paramonétono, z € S(T,C) e (T(z),z — Z) > 0, com

T(z) € T(z). Pela Proposi¢ao 1.3.1, £ € S(T, C). Portanto, todo ponto de acumulagao
de {z(u)/n > p} é solu¢do do problema VIP(T,C). |

No proximo resultado, ¢ estabelecida a convergéncia de {z(u)/u > i1} para o
centro analitico do conjunto S(T',C'), quando h é finita na fronteira. Neste caso, H9

nao é necessario.

Lema 2.5 Com as hipdteses do Lema 2.4, se h € finita na fronteira (veja H3), entdo

lim x(u) existe e € solug¢do do problema:
p——+oo

in_ h(zx). 2.31
{ JJmn h(z) (2.31)

Demonstracao. Pelo Lema 2.3, {x(u)/p > i} possui pontos de acumulagao. Seja T

um ponto de acumulagao de {x(u)/p > fi}. Pelo Lema 2.4, 2 € S(T,C). Seja { i }pep

uma seqiliéncia tal que klim HE = +00 e klim x(pr) = . Considere z € S(T,C).
— 400 —+400

Entao, usando (2.25), temos

iww(um, £(i) — 2) < (F(2), 2 — x(i)). (2.32)

A~

Observe que z(p) € V. Como z € S(T,C), Ju=T(z) + v tal que (u,z(ux) — 2z) >0,
onde v € Ny(z). Logo, (f(z), () — z) + (v, x(pg) — z) > 0. Dali,

(T(2), 2 — x(p)) < (v,2(m) — 2).

Tem-se que v € Ny (2) se, e somente se (v, x(ug) —2) < 0. Assim, <f(z), z—x(ug)) < 0.
Logo, em (2.32) temos que (Vh(z(ug)), z(ux) — z) < 0. Pela convexidade de h,

B () — h(z) < (Vh(a(u), 2(m) — 2) < 0. (2.33)

Pela hipotese, h é finita na fronteira. Logo, tomando limite em (2.33), quando k
tende para +oo, temos que h(Z) < h(z). Como z é um elemento arbitrario de S(T,C),
Z & um minimizador de h em S(T,C). Como S(T,C) é convexo e h é estritamente

convexa em C' (veja H3), entdo Z é tnico. Assim, todos os pontos de acumulagao
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coincidem e {z(u)/pn > i} converge, quando p tende para +oo, a solucao de (2.31). B

Finalmente, a existéncia, unicidade e comportamento da trajetoéria central para

o problema VIP(T, () sao resumidos no seguinte resultado.

Teorema 2.1 Suponha que h satisfaz H1, € coerciva na fronteira (veja H2), e atinge
seu minimo em dom(T) N C° (veja H12); que T satisfaz H8, que VIP(T,C) € reqular
e possui solugoes (veja H10 e H11, respectivamente). Em adi¢ao, ou

i) h € zona coerciva e finita na fronteira (veja H4 e H3, respectivamente), ou

ii) a funcgao gap € finita (veja H13) e que alguma das alternativas em H14 ¢é vdlida.
Entao, para cada i > 0, a trajetoria central {z(un)/pn > i} esta bem definida, € con-
tinua, € limitada e estd contida em C°, e todos seu pontos de acumulacio sao solucoes
do problema VIP(T,C). No caso em que h seja finita na fronteira (veja H3), a tra-

jetoria central {x(u)/p > p} converge para o centro analitico do conjunto de solugoes

S(T, C).

Demonstragao. Pelo Lema 2.1, {z(u)/p > ji} estd bem definida e contida em C°.
Observe que as hipdteses do Lema 2.1 sao vélidas em todos os casos neste teorema,
pois H8 implica que T ¢ mondtono maximal. Pelo item (ii) do Lema 2.2, {x(u)/p > i}
¢ continua e limitada. Logo, {x(u)/1 > i} possui pontos de acumulagdo. Pelo Lema
2.3, {x(n)/pn > f} possui pontos de acumulagao. Pelo Lema 2.4, todos os pontos de
acumulacao de {x(u)/p > i1} sdo solugdes do problema VIP(T,C). Pelo Lema 2.5,
{z(n)/p > i} converge, quando u tende para 400, para o centro analitico do conjunto

de solugoes S(T,C), sempre que h seja finita na fronteira. [ |

Observagao 2.3.4 Para problemas de otimizagdo convexra da forma

{rgig f(@),

onde f € a restricao de uma fungao convexa e diferencidvel f : IR" — IR a um conjunto
convexo fechado V. Neste caso, no item (iv) tem-se T =V f e o Teorema 2.1 é vdlido.
Quando [ nao € diferencidvel tem-se que T = Of nao é necessariamente um operador

ponto a ponto e o Teorema 2.1 nao pode ser aplicado.
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2.4 Comportamento da Trajetoria Central com Funcoes

Barreiras Separaveis
Nesta segao, é analizado o comportamento de {z(u)/u > i} quando h nao é finita
na fronteira. Para isto precisamos de algumas consideracoes. Primeiro suponha que
C = IR e que h & separével (veja H5). Além disso, T' ¢ considerado satisfazendo H8 e
HO.

Os seguintes dois resultados sao necessarios para mostrar um resultado similar

ao Lema 2.5 sem que h seja finita na fronteira.

Lema 2.6 Suponha que T satisfaz HS e H9, e que VIP(T,C) € regular e possui
solugdes (veja H10 e H11, respectivamente). Fize qualquer x € S(T,C) e qualquer
e CnNV. Entao

S(T,C) = { reVNC /) T(@) e =T(@) 2, Ja(@)a = Ja(2)z } . (2.34)
Demonstragao. Segue da Proposicao 1.3.3, pagina 12. [

Lema 2.7 Seja C = IR}. Com as hipdteses do Lema 2.1 e do Lema 2.6, o ponto x(f1)

pertencente a trajetoria central é a solugao do problema:

min h(x), 2.35
{ min 1o 2)
onde

S() = {w € B" /T(@)'x = T(@)'x(p), Jp(@)x = Jp(B)a(n), Av = bz > 0}, (2.36)
T € qualquer ponto em CNV,V ={zx € R"/Az =b}, A€ R™" ebec R™.

Demonstracao. Pela convexidade de h, basta verificar que z(u) satisfaz as condigoes

de otimalidade de Karush Kuhn Tucker (veja se¢ao B.2), que sao:

x(p) € S(p), (2.37)
Vh(z(p)) + Alu+ J#(2)w + £T(z) > 0, (2.38)
z(w)' | Vh(z(n) + A'u+ J2(&)'w + €T ()| = 0, (2.39)

para algum u € IR™, algum w € IR" e algum £ € IR. De fato.
Pelo Lema 1.4, z(p) € dom(T)NC° = VNC. Logo, (2.37) é valido. Para mostrar
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que (2.38) e (2.39) sao validos, basta mostrar que existem u, w e & satisfazendo (2.38)
como igualdade e, conseqiiéntemente (2.39) é valido.

Por definigao de trajetoria central, —th(x(u)) € T(x(n)). Isto é, existe v €
Ny (x) tal que

- Vh(a(p)) = T(al0) + (2:40)

Pela Proposi¢ao 2.2.2, Ny (z) = Im(A"), Vo € V. Pela Observagao 2.2.4, Ny (z)
¢ um cone. Entao, pv € Im(A"). Dali, existe u € IR™ tal que pv = A'u. Assim, em
(2.40), temos

Vh(z(p)) + pT (x(p)) + Alu = 0. (2.41)

Seja 7 € [0,1]. Observe que T(z(y)) pode ser escrito como
Plaln) = 7@ + [ Trlolr)ali) - 2)ar (2.42)

onde y(7) = # + 7(z(u) — #). Como T é um operador ponto a ponto mondtono e
diferenciavel, Ker (Jz(z)) = Ker (Jz(z)") (veja item (ii) na Proposicao 1.2.2).
Usando H9, temos

Te(y()(@() — 7)€ Im [Jp(y(7)] = Ker [Ja(y(1)]" = Ker [Ja(y(r)] " = W

Segue que, fol Ja(y(T))(x(p) — £)dr € W+, De (1.45), T(z(p)) = f(fé) + p, com
p € W+, Pela hipotese H9, p € Wt = Ker [Jf(fi')}L =1Im [Jf(fn)t} Logo, existe
w € IR" tal que p = J#(Z)'w. Assim,

nT(x(p)) = pT(F) + Jp(3)w. (2.43)
De (2.41) e (2.43), segue que:

Vh(z(p)) + pT(%)) + Ja(E)'w + Alu = 0, (2.44)

que é a igualdade (2.38), com £ = p. Assim, a factibilidade dual e a condigao comple-
mentar sao satisfeitas.

Portanto, x(u) é solu¢ao do problema (2.35). |

A idea é aproximar, quando p tende para +oo, a otimalidade de x(u) dada no

Lema 2.7, de forma que S(u) possa chegar a ser S(7',C'), como no Lema 2.6.
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A dificuldade é que liril z(p) pode pertencer a OC onde h é possivelmente +oo.
pr—+00

Agora devemos trabalhar com a face 6tima de IR} e com a separabilidade de
h (veja H5). Seja J = {j € {1,...,n} /z; > 0, paraalgum z € S(7,C)}. Pela convexi-
dade de S(T,C), o conjunto Z = {z € S(T,C)/z; > 0, Vj € J} é ndo vazio. Observe

que Z é o interior relativo de S(T,C). Defina h: O0IRY . — IR, por
h(x) = hj(x;). (2.45)

jed

A seguir é mostrada a otimalidade de lim x(u) quando h nao é finita na fronteira

p—-+oo
(veja H3).

Teorema 2.2 Seja C' = IR",. Suponha que h satisfaz H1, é coerciva na fronteira (veja
H2), é separdvel (veja H5) e atinge seuw minimo em dom(T) N C° (veja H12); que T
satisfaz H8 e H9; que VIP(T,C) é regqular (veja H10) e possui solugoes (veja H11); que
a fungao gap € finita (veja H13); e que alguma das alternativas de H14 € vdlida. Entao
a trajetoria central {x(u)/p > 0} converge, quando u tende para +oo, para a solugdo

x* do problema

n h 2.4
{me@%m h(z) (2.46)

com h como em (2.45).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1, {z(u)/pu > 0} possui pontos de acumulagdo. Se-
jam Z um ponto de acumulacdo de {x(x)/p > 0} e uma seqiiéncia {pu},cp tal que
khrf fp = 400, klim z(pux) = *. Denote-se ¥ = z(ux), Vk € IN. Fixe algum
——+00 ——400

T € VN como nos Lemas 2.6 e 2.7. Considere qualquer z € S(T,C).

Afirmamos que
h(z) < h(z). (2.47)
Primeiro é considerado quando z pertence ao interior relativo de S(T', C'), isto é,
zj > 0,Vj € J. Defina y* = 2z — T + 2*. Temos que y* € S(u), para k suficientemente
grande, com S(py) como em (2.36). De fato. Seja I = {1,...,n}\ J. Da defini¢ao de J

segue que z; = 0 para todo j € I e todo z € S(T',C). Como T ¢ ponto de acumulacdo

de {z(un)/p1n > 0} entao, pelo Teorema 2.1, & € S(T,C). Logo, como z € S(T,C), temos

yf = l’?, (jel). (2.48)
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Pelo Lema 2.1, ¥ € C°. Segue que yé“ > (0 para j € I. Para j € J temos que

k

k . =
J

yi =z — Tj + xf Como lim =z
k—-+o00

k suficientemente grande. Conclua-se que y;? > () para todo k suficientemente grande.

fjezj>0parajEJentéoyf>0paraj€Je

Seja V' o conjunto dado pelas hipoteses H8 e H9, igual a {z € IR"/Ax = b}.
Como Z,z € S(T,C) C dom(T) =V, entdo Az = AT = b e assim Ay* = Az* = b, pois
z(p1) € dom(T) C V. Logo, é suficiente verificar T'(Z)!(z*—y¥) = 0 J (%) (xF—y¥) = 0.

F —y* =7 — 2, estes fatos seguem do Lema 2.6, pois pelo Teorema 2.1 segue

Como =z
que 7 € S(T,C). Assim, y* € S(us).
Pelo Lema 2.7, h(z*) < h(y*). Logo,
@)+ hi(af) < hy) + ) hyly)). (2.49)
jel jer
De (2.48) e (2.49),

IN

h(y"). (2.50)

Agora, como h nao é finita na fronteira tem-se que ter muito cuidado com o
comportamento de h na fronteira de R

Segue das hipoteses H1 e H5 que h; : IR, — IR é continua e fechada. Assim,
P_r% h;(t) estd bem definido (possivelmente infinito) e pode-se tomar limite em (2.50)
quando k tende para +0o. Como lim y* =z, lim z* =z e z; > 0 para todo j € J,

k—4o00 k—+o00

entao

h(z) < h(z) < +oo, (2.51)

para qualquer z no interior relativo de S(7, C). Pelo mesmo argumento, (2.51) ¢ valido
para todo z € S(T,C') (note que h pode ser infinito para algum z na fronteira relativa
de S(T,C), isto ¢, z; = 0 para algum j € J). Assim, T é solugao do problema (2.46).
Observe que h ndo é estritamente convexa em IR, mas ¢é estritamente convexa em
S(T,C) pois h; é estritamente convexa por Hl e x; = 0 para todo z € S(T,C), por
definigdo de J. Assim, o problema (2.46) possui uma tunica solu¢do e como todos
os pontos de acumulacao de {z(u)/pu > 0} sdo iguais a esta solucdo, conclui-se que

lirf x(p) existe e converge para a solugdo x* do problema (2.46). [ |
f——+00



Capitulo 3

Métodos de Ponto Proximal
Generalizado para Problemas de

Inequacoes Variacionais

Neste Capitulo apresentaremos resultados de existéncia e convergéncia do Algo-
ritmo de Ponto Proximal Genaralizado para problemas VIP(T,C). A maioria dos

fatos foram obtidos de [4], [5] e [12].

3.1 Funcgoes e Distancias Generalizadas de Bregman

Seja C' C IR™ um conjunto fechado e convexo, com interior nao vazio.

Defini¢ao 3.1.1 Dizemos que g : C — IR € fungdo de Bregman e D, : C x C° — IR,
definida por
Dy(x,y) = g(x) — g(y) — (Vg(y),z —y), (3.1)

€ distincia generalizada de Bregman induzida por g se as hipoteses H1 e H3 sao satis-

feitas e, em adicao, sao vdlidas

B1. Para todo 6 € IR, os conjuntos de nivel I'1(y,0) = {x € C/Dy(z,y) <4} e
[y(z,0) = {y € C°/D,(x,y) < 8}, sio limitados, para todo y € C° e todo x € C,
respectivamente.

B2. Se {yk}kew ¢ seqiiencia em C° tal que klim y" =y*, entio lim D,(y*,y") = 0.

— 400 k—4o00
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B3. Se {xk}kew cCe {yk}kew

li F—a* e lim D,(z" v*) =0, entdo li k=g,
SV =Y e I Dot y) =0, entdo Iy 2=y

C C sdo segiiéncias tais que {xk}kew € limitada,

Nestas consideragoes, C° é chamada zona de g.

Observacao 3.1.1 Pela convezidade estrita de g, para v € C ey € C°, temos que
Dy(z,y) > 0. Além disso, Dy(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

Observacao 3.1.2 B2 e B3 sao vdlidos automaticamente quando {xk}kew cC%e

y* € CV. Assim, B2 e B3 necessitam ser verificados somente em 0C.

Observacao 3.1.3 Se g ¢ funcao de Bregman com zona C° e coerciva na fronteira

(veja H2) entao, para cada y € OC seque que Dy(z,y) = +00, para todo x € C°.

De fato. Como g é coerciva na fronteira entdao lim (Vg(y*), z —y*) = —o0, para

k—+oco

todo z € C° e alguma segiiéncia {y C CY tal que klim y* =y € 9C. Logo,
—-400

k}kE]N

Dy(r,y) = g(x) — g(y) — (Vg(y),r — y)

= g(z) = g( lim y*) —(Vg( lim ¢*),x— lm y")

k——+o0

= lim_g(z) —g(s") — (Vo(s").x = ¢) = +oo,

para todo x € CO. [ |

Exemplo 3.1.1 Seja C = IR} e considere g(z) = Y

i=1xjlog(z;), estendido para

OIR} com a convengdo 0log0 = 0. Neste caso,

Dy(z,y) = ij log (j) +y; —x;
=1 ’

(chamada divergéncia de Kullback-Leibler). Esta fun¢io de Bregman satisfaz H1, H2,
H3, H4, H5, B1, B2 e B3.

Exemplo 3.1.2 Seja C' = IR} e considere g(x) = Y7 <a:]°‘ —:Ef), com a > 1,
0<pB<1. Paraa=2 eﬁ:%, temos

n

Dyfes) =Ny +5 30— (V= V)
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epamazleﬁ:%, temos
1
_55 /—)

Esta funcao de Bregman satisfaz H1, H2, H3, H4, H5, B1, B2 e B3, exceto quando

a =1, que nao satisfaz H4.

Exemplo 3.1.3 Seja C' = IR",. Se H3 fosse descartada, € possivel considerar a fungao
g(x) = — 2?21 log(x;) que satisfaz H1, H2, H5, B1, B2 e B3. Neste caso,

D, : CO'x(CY — IR
"z T
x — Dy(z,y) := {—J—log(—J)—l}.
o(Ty) = Y ) "
Esta distdncia é chamada de Itakura - Saitu.

Proposicao 3.1.1 Se g ¢ uma funcio de Bregman com zona C° entdo
i) Dy(z,y) — Dy(x,2) — Dy(z,y) = (Vg(y) — Vg(2),z — z), Va € C, Yy, z € C°.
ii) VoDy(x,y) = Vy(z) — Vg(y), o,z € C°.

iii) Dy(-,y) € estritamente conveza para todo y € C°.

Demonstragao.

i) De (2.1), parax em C, y e z em C°, temos

Dy(z,y) — Dy(x,2) — Dy(2,y) = g(x) — g(y) — (Vg(y),x —y)

ii) Sejam z e z em C'°. Como D,(x,y) = g(z) — g(y) — (Vg(y),z — y) entao

V.Dy(z,y) = Vg(x) — 0 — <%Vg(y), z —y) —(Vg(y), (%(x —y))
= Vg(r) - (0,7 —y) — (Vg(y), 1)
= Vyg(z) — Vg(y).



42

iii) Para cada y € C°, defina

G: C — R
r — G(x) = Dy(x,y).
Sejam x1 e x5 em C, com x1 # 5. Pelo item (ii), VG(z1) = Vh(z1) — Vh(y) e
VG(x3) = Vh(z2) — Vh(y). Logo,

(VG(z1) — VG(22), 21 — x9) = (Vh(x1) — VR(y) — Vh(z2) + Vh(y), 21 — 22)
= <Vh(l'1) — Vh(l'Q), T, — 1’2> > 0,

pois h é estritamente convexa em C. Portanto, pelo Corolario A.10, G = D,(-,y) é

estritamente convexa em C, para cada y € C°. |

3.2 GPPA para VIP(T,C)

O algoritmo ponto proximal generalizado (GPPA) para o problema VIP(T,C)
é definido da seguinte forma.
Considere uma funcao de Bregman g com zona C'° e uma seqiiéncia de ntimeros

positivos { A} limitada por algum A > 0. Seja {a:’“} a seqliéncia definida por:

Inicializacao.

2% e C°. (3.2)

Iteragao. Dado z* € IR", defina T} : IR™ — P(IR") por Ti.(-) = T(-) + M0 D, (-, z").

Entao considere 25! € IR" tal que

0 € Ty (x"th). (3.3)

Lema 3.1 Seja {z*} a segiiéncia gerada por (3.2) e (3.3). Se VIP(T,C) € regular
(veja H10), T' é mondtono mazximal e a fungdo de Bregman g é zona coerciva (veja
H4), entao {z*} estd bem definida e contida em C°.

Demonstragao. A prova é feita por inducao em k.

De fato. De (3.2), 2° € C°. Suponha que 2% € C°. Seja B := M0, D,(-, z").
Assim, Ty, = T + By. Pela Proposicao 2.2.5, dom(By,) = C°. Pela regularidade de
VIP(T,C), dom(T)Ndom(By) # ¢. Pelo item (i) da Proposi¢ao 2.2.6, T}, ¢ monotono
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maximal. Como g é zona coerciva, By é sobrejetivo. Pelo item (i) da Proposicao 2.2.6,
Ty € sobrejetivo. Logo, Tj possui um zero em dom(T}). Temos que By é estritamente
monotono, pois g é estritamente convexa. Dai, T} é estritamente monétono. Logo, o
zero de T}, em dom(T},) é tnico. Denote este tinico zero de Ty em dom(T},) por x**L.
Observe que dom(Ty) = dom(T)Ndom(By,) = dom(T)NCP. Dai, z*** € dom(T)NC?°,
Vk. Isto implica que 2**t! € C°, Vk.

Portanto, {xk} esta bem definida e contida em C'°. |

Lema 3.2 Seja {2*} a segiiéncia gerada por (3.2) e (3.3). Suponha que VIP(T,C)
seja reqular e possua solugoes (veja H10 e H11, respectivamente), Gap r,c(x) < +oo,
Vo € dom(T)N C (veja H13), g € coerciva na fronteira e T' satisfaz H6. Entdo {xk}

estd bem definida e contida em C°.

Demonstracao. A prova é feita por inducao em k.

De fato. De (3.2), 2° € C° Por hipétese de inducdo, suponha que existe
¥ € dom(T) N CP tal que 0 € Ty (z¥). Em particular, % € dom(T) N C. Como a
fungdo gap ¢é finita em dom(T) N C, 0 < Gap r,c(z") < +00. Assim, temos dois casos

para analizar.

i) Se Gap 7.¢(2*) = 0 entdo, pela Proposicio 2.2.4, z* € S(T,C). Afirmamos
que, se tomamos z**! = 2* entdo 0 € Ty (x*1).
De fato, pelo item (ii) da Proposi¢ao 3.1.1 segue
T (211) = T(a") + Ay 10pps1 Dy () 2)
(%) + X[ V() = Vg (a*)] = T(2")
(%) + M [Vg(a®) = Vg(2*)] = T(a"). (3.4)

T
T

Dai, Tj,(z**1) = T'(2*), com z* € dom(T) N C°N S(T,C). Pela Proposigao 2.2.1, z* ¢
zero de T+ Ny (z%) em C. Isto ¢, 0 € (T + Ny )(z¥) = T(2%) + Ny (2*). Para u € T(z")
temos que 0 = u + 0 = u. Segue que 0 € T'(z*). Logo, de (3.4), 0 € Ty(z*+1).

Assim, neste caso, ¢! € C'9. para todo k.
) b b

ii) Considere o caso Gap 1. ¢(z*) > 0. Defina o conjunto

Gap 1,c(z") }

Sy = {x € C |/ Dy(x,2") <
Ak
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Afirmamos que Sj é convexo. De fato. Sejam xq, x5 € Si. Entao

Gap r, ol(x®)

Gap T,c(xk)
Ak ’

DQ(I17$k) S )\k

) Dg($27xk) S
Temos que D,(-,z*) é convexa (veja Proposigao 3.1.1). Logo, para « € [0,1], temos

Dy(azy + (1 — a)xg,7%) < a Dy(z1,2F) + (1 — @) Dy(2, 2")

k k
< aGap T o(2") 1—a) Gap r,c(z")
)\k )\k
_ Gap 7.c(z%)
Ak '

Assim, ax; + (1 — a)zy € Sg. Logo, Sk é convexo.
Afirmamos que Sj ¢ fechado. De fato. Seja y € cl(Sy). Entao, existe {y"},cn

em Sy tal que lilf y" =y. Como y" € Sk, Vn € IN, entao

G k
Dg(yn,xk) S apT—’C(x>’ Vn € IN.
Ak
Logo,
k
Dy(y,a*) = Tim Dy(y", X*) < Gflpi—c@f)
n—-4o0o .

Assim, y € Si. Portanto, S, é fechado.

Afirmamos que Sy é limitado, pois S, € um conjunto de nivel da distancia de
Bregman e, pela hipotese B2, todos os conjuntos de nivel sao limitados.

Além disso x € S,° se, e somente se,

< Gap T,C(a:k) .

r€C’e Dy(x,2%) < 3
k

(3.5)

< Gap T,C(xk)

< e ¥ € CY pela
Ak

Observe que ¥ € S,°, pois D,(aF, z%) = 0
hipotese de inducao.

Seja N, := Ng, o operador normalizado de Si. Pela Observacao 2.2.3, dom(Ny) =
Sk. Logo, dom(Ny) ¢ limitado. Agora defina By(-) := Ni(+) + M0, D,(+,2%). Para
mostrar By ¢ mondtono maximal, pelo item (i) da Proposigao 2.2.6, basta mostrar que
dom(Ng) Ndom(V,D,(+,2%))° # ¢. De fato. Da hipotese de indugao, 2° € C°. Além
disso, 2% € 5,0 C Sy = dom(Ny). Logo, dom(Ny) N C° # ¢. Pela Proposicio 2.2.5,
C% = dom(9,Dy (-, 2%)) = dom(V,Dy(-,2%))°. Assim, dom(By) Ndom(V .Dy(-, z*))° #

¢. Logo, By é mon6tono maximal. Observe que, dom(By) é limitado, pois dom(By)
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¢ um subconjunto de Si. Logo, pelo item (ii) da Proposigao 2.2.6, By é operador
sobrejetivo.

Considere agora o operador A, := T + By. Para mostrar que A, é monétono
maximal, pelo item (i) da Proposigao 2.2.6, basta mostrar que dom(T)Ndom(By)® # ¢.

De fato, no momento
2 € dom(T)NC°N S, = dom(T) N dom(By)°.

Assim, dom(T)Ndom(By)? # ¢. Logo, Ay ¢ mon6tono maximal. Observe que dom(Ay)
¢ um subconjunto de dom(By). Como dom(By) ¢ limitado entdo dom(Ay) é limitado.
Segue, do item (ii) da Proposic¢ao 2.2.6, que Ay é operador sobrejetivo.

Logo, existe y € dom(Ay) = dom(T) N dom(By) C dom(T) N C°, tal que
0 € T(y) + Ni(y) + Me0aDy (y, 2°). (3.6)

Afirmamos que y € S,°. De fato. Se y = z*, ¢ imediato que y € S,°. Caso
contrério sejam u®, w* e v* os elementos em IR™ tais que u* € T(y), w* € Ni(y),
% € X\0,D,(y, z%) e

0= u" 4+ wh 4+ o (3.7)

Como y € dom(Ay) C dom(By) C dom(9,Dy(-,2%)) = C°, basta mostrar, devido a
(3.5), que

G k
Dy(y, 2 < 1) (3.8)
Ak
Como D(-,z¥) é estritamente convexa, 0 = D (2%, z%) > D,(y, z*) + (v, 2* — y), onde
v € 0,D,(y, z%) tal que v* = A\jv. Logo,
1
0> D,(y,2*) + A—(vk,xk — ). (3.9)
k
De (3.7) e (3.9),
1
Como w* € Ni(y) e z* € Sy entdo, da Observacao 2.2.5, segue
(w*, 2% —y) <0. (3.11)

De (3.11) e (3.10),

0 < M\eDy(y, 2%) < (uF, 2% —y). (3.12)
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Como (u*, 2% —y) < sup{(v,a* —y) /2 € CNdom(T),veT(z)} = Gap1,c(z"),

entao de (3.12) segue .
D) < S mcls!),
Logo, y € S,°.
Pela Observagao 2.2.3, Ni(y) = {0}. Assim, w* = 0. De (3.7), 0 = u* + v* onde
uf € T(y) e v* € M0, D,(y,2*). Logo, 0 € Ty.(y). Como T}, é estritamente mondtono
entdao y & o tnico zero de Ty. De (3.3), y = 2¥*L. Como y € C° entao 2" € C°. A

indugao esta completa.

Portanto, {mk} esta bem definida e contida em C'°. |

Para estabelecer a convergéncia de GPPA, dada pelas relagoes (3.2) e (3.3), é preciso

introduzir a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.2.1 Seja T : IR — P(IR") um operador tal que dom(T') seja convexo
e fechado. Dizemos que T é pseudomondtono se, e somente se, satisfaz a sequinte
condi¢ao:

C dom(T) tal que lim 2% = 2° € dom(T) e

k—4o00

com wk € T(z*) para todo k € IN, tem-se

Considere uma seqiiéncia {xk}kew

para qualquer seqiiéncia {wk}kew,

lim sup (w*, 2% — 2°) < 0.
k

Entao para todo y € dom(T) existe um elemento w® € T(2°) tal que

0

(W, 2° —y) < limkinf (wk, 2% — 5.

Proposicao 3.2.1 Seja T : IR" — IR"™ um operador mondtono continuo. Entao T é

pseudomondtono.

-~ . k N . . kK _ 0
Demonstragao. Seja {x }kelN uma seqiiéncia em dom(T) tal que kkrlloox =2z €
dom(T). Como T é continuo, khrf (T(2%), 2% — 2°) = (T(2°),2° — 2°) = 0. Assim,

limsup (T'(x*), 2¥ — 2°) = 0. Seja y € dom(T). Entao
k

i (T(a¥), 2%~ y) = (T(0),2° ~ y).

Logo, (T'(2°),2° — y) = lirnkinf (T(z%), 2% — y). Portanto, T' é pseudomonétono. M
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Proposicao 3.2.2 Seja T = 0f : R" — P(IR™), para alguma fun¢io convexa f.

Entao T é pseudomondtono.

Demonstragao. Seja {xk}kew uma seqiiéncia em dom(9f) tal que lim 2* = 2° €

k—+o0
dom(df) e limsup (w* 2% — 2% <0, onde w* € f (x*).
k
Seja y € dom(9f). Pela Definicao A.6.1, (w* y — 2*) < f(y) — f(2¥), para todo

k € IN. Como f é convexa entao f é continua (veja Teorema A.14). Logo,
liminf (T'(a*), 2% — ) > liminf (/o) — f(u)) = f") — F)

Como f é convexa, existe w® € df(2°) tal que f(y) > f(z°) + (w°, y — 2% (veja
Teorema A.11). Assim,
(W’ 2 —y) < f(a%) = f(y).

Logo, existe w® € df(z°) tal que
(W’ 2 — y) < limkinf (wk, 2% — 5.

Portanto, 0f é pseudomondtono. [

Proposicao 3.2.3 Sejam T, S : IR* — P(IR") operadores pseudomondtonos, com
dom(T) Ndom(S) # ¢. Entao T + S é pseudomondtono.

- . K a . ko_
Demonstragao. Seja {:B } e Uma seqliéncia em dom(T + S) tal que kl_lgl@:t =
2% € dom(T +S) e

lim sup (w*, 2% — 2°) <0, (3.13)
k

onde w* € df (x*).
Seja y € dom(T + S)(z*) = T(2*) + S(2*). Logo, existem wk € T'(z*) e wk €
S(z*) tais que w* = wk + wk. De (3.13), limsup (wk + wk, 2% — 2°) < 0. Entao
k

lim sup (wh, 2% — 2°) < limsup (wh + wk, 2% — %) <0,

k k
lim sup (wh, 2F — 2°) < limsup (wh + wk, 2F — 2°) < 0.
k k

Como T e S sao pseudomonoétonos, existem wh. € T'(x°) e w) € S(2°) tais que

0

(wy, 2" —y) < limkinf (wh, % — 2%, (wl, 2’ —y) < limkinf (wk, 2% — 20,
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para todo y € dom(T + S). Logo, (w% + wl,z° —y) < limkinf (wh. + wk 2% — 20).
Seja w® = wd + wl € T(2°) + S(2°) = (T + S)(2°). Entéao

(w®, 2% —y) < limkinf (w*, % — 20,

para todo y € dom(T + S). Portanto T'+ S é pseudomondétono. |

Teorema 3.1 Seja T : IR™ — P(IR"™) um operador mondtono maximal com dominio
fechado. Considere o problema VIP(T,C'), onde C C IR™ é convezo e fechado. Seja g
uma funcgao de Bregman com zona C°, isto €, g satisfaz H1, H3, B1, B2 e B3. Suponha

que as sequintes condigoes sao vdlidas:
i) dom(T)NCPO £ ¢.

ii) VIP(T,C) possui solugaes.

iii) T € pseudomondtono.

iv) A\ € (0, A], para algum X\ > 0.

v) Ou,
v1) g € zona coerciva, ou

v2) g € coerciva na fronteira e Gap r.c(x) < +o0, Vo € CNdom(T).
Entio a segiéncia {z*}, gerada por (3.2) e (3.3), satisfaz:
a) A seqiéncia {Dg(z,xk)} ¢ nao crescente, Vz € S(T,C).
b) {xk} € limitada e possui pontos de acumulacao.

c) Jim Dy (a1 2F) = 0.

d) Se & é um ponto de acumulagio de {z*} entio 3 u € T(Z) tal que (u,z* —Z) =0,
Va* e S(T,C).

Demonstragao.

a) Afirma-se que para todo z € S(T,C),
Dy(z, 2" < Dy(z,2%) — Dy(aFt, 2F). (3.14)

De fato. Observe que a existéncia de z estda garantida pela condicao (ii). De (3.3) e

pela Proposicao 2.2.5,

0 € Tp(2*) = T(a") + Mo Dy (2™, 2%) = T (") + N\, {Vg(a™t) — Vg(a)} .
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M1 tal que

Logo, existe u* € T'(z
uf = N\ (Vg(z¥) — Vg(aFth)). (3.15)

Pelo item (i) da Proposicao 3.1.1, Dy(x,y)—Dy(x, 2)—D,4(2,y) = (Vg(y)—Vg(z), z—x),

para todo z € C e todo y, 2 € C'°. Tomando y = 2, 2 = 2! e z = y, tem-se

(Vg(a®) = Vg(a**), 2" —y) = Dy(y,2") — Dy(y, a") — Dy(a",2%).  (3.16)
De (3.15) e (3.16),
(ub, 2" — ) = N\, [Dg(y, z*) — D,(y, gty — Dg(xk+1,xk)] . (3.17)
Seja z € S(T,C) e tome v* € T(z) tal que
(v*,x —z) >0,Vz € C. (3.18)
Como T é monétono, (u* — v*, zFH1 — 2) > 0. Logo, de (3.18),
(P, 2" — 2) > (v 2R — 2) > 0. (3.19)
Tomando y = z em (3.17) e usando (3.19),
Dy(z,2%) — Dy(z,2"™) — D (2" %) > 0.

Logo, a desigualdade (3.14) ¢ valida.
De (3.14), para todo z € S(T,C), tem-se que

Dy(z, 2" < Dy(z, 2%). (3.20)

Portanto, a seqiliéncia {Dg(z, .Tk)} ¢ nao crescente, Vz € S(T,C).

b) De (3.20), para z € S(T, C) fixo, segue que
- < Dy(z,2") < Dy(z, 251 <o < Dy(z,2") < Dy(2,2°). (3.21)

Logo, {z*} esta contida no conjunto de nivel {z € C'/ Dy(z,z) < Dy(z,2")}. Pela
hipétese B1, este conjunto de nivel é limitado. Portanto, {xk} ¢ limitada e possui

pontos de acumulagao.
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c) Pela desigualdade (3.14), tem-se que
0 < Dy(a*,a%) < D, (2,2") — Dy(z,a"), (3:22)

para todo z € S(T ).

Pelo item ( {D z, ¥ } ¢ nao crescente. De (3.21) {D 2, )} ¢ limitada.
Logo, {Dg(z,x } ¢ convergente.

Seja «a = k1—1>I—Poo Dy(z,2"%), onde a > 0. Tomando limite em (3.22), quando k

tende para 400, segue que

0< lim D,(z"*' 2%) < lim Dy(z,2%) — lim D,(z,2"") =a —a=0.
k—4o00 k—+o00 k—-+oco

Portanto, lim D,(z"™ 2%) = 0.

k—+4o00
d) Suponha agora que {xk} possui pontos de acumulagao. Observe que todo ponto
de acumulacao de {:Bk} estd em C', pois C é fechado. Seja & um ponto de acumulagao
de {xk} e {:ckf }je v uma subseqiiéncia de {xk} que converge para .

Em (3.17), tomando y = = e k = k;, tem-se

(ubi, Mt — z) = Ny, [Dy(z,2%) — Dy(z,2%") — Dy(a™T, 25)] . (3.23)

L)

Observe que

d1) {z%*'} ¢ limitada, pelo item (b).

d2) lim z®

j—too

ds) kEI—Poo Dy (a7 2%) = 0, pelo item (c).

i =z, pela defini¢ao de (2" ) ;e

Entao, aplicando a hipotese B3 para as seqiiéncias {xkj“} e {xkﬂ'}, temos

lim 2%t = 7. (3.24)

j—Foo

A vista de (3.24), (d2) e (d3), é possivel aplicar a hipotese B2 para as seqiiéncias
{zFit1} e {ahi} isto ¢,

lim D,(z,z"%") =0, lim D,(z,2") =0.

k—-4o00 k—+4o00

Assim,

Jim (Dy(z,2%%Y) — Dy(z,2%)) = 0. (3.25)
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Segue do item (iv) que {A;}, o ¢ limitado. Logo, usando (d3) e (3.25) em (3.23),
temos que

lim (uf, 2% — 7)) = 0. (3.26)

Jj—-+o0
Agora é possivel usar a pseudomonotonicidade do operador T'. De (3.26),
limsup (u®, 2% — 7) =0,
J
onde z = lim zM*! e u% € T(2%*), para todo j € IN. Pela Definicao 3.2.1, para

oo

todo z € S(T,C) existe u € T'(x) tal que

(i, — z) < liminf (u*, 2" — 2). (3.27)
J

Tomando y = z em (3.17),
(W, 2" — 2) = N\, [Dy(z,2%) — Dy(z,2") — Dy(a™*, 2%)] . (3.28)

Pelo item (a), {Dy(z,2%)} € decrescente. Logo, como {)\;} ¢ limitado entdo, em

(3.28), temos

kEI:IFloo<U/k; gh T 2) = kETOO Ak [Dg(z,xk) - Dg(fzaxkﬂ) - Dg(xkﬂv xk)] = 0.

Assim, lim inf (u%, 281 — 2) = 0. De (3.27),
j

(u,z —z) <0, (3.29)

com u € T(z). Como z € S(T,C), existe v* € T(z) tal que (v*,y — z) > 0 para todo

y € C. Além disso, pela monotonicidade de T', (u — v*, & — z) > 0. Logo,
(,z —z) > (v, 2 —z) > 0. (3.30)

De (3.29) e (3.30) segue que (u,z — z) = 0 e (d) é estabelecido. [

Teorema 3.2 Seja T : IR" — P(IR") um operador mondtono mazimal . Considere
o problema VIP(T,C), onde C C IR" é convezo e fechado. Seja g uma fungio de
Bregman com zona C°, isto é, g satisfaz H1, H3, B1l, B2 e B3. Suponha que as

sequintes condi¢oes sao validas:
i) dom(T)N CP +# ¢.

ii) S(T,C) # ¢.
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iii) T' ¢ pseudomondtono em dom(T).
iv) A\ € (0, ], para algum X\ > 0.

v) Ou,
v1) g € zona coerciva, ou

v2) g € coerciva na fronteira e Gap r.c(x) < +oo, Vo € CNdom(T).
vi) T ¢é paramondtono em C.

Entao a seqiiéncia {xk}, gerada por (3.2) e (3.3), converge para uma solu¢ao T de
VIP(T,C).
Demonstragao. Pelo item (b) do Teorema 3.1, {xk’ } possui pontos de acumulacao.
Seja ¥ um ponto de acumulacao de {:17’“} Pelo item (d), do Teorema 3.1, existe
u € T(z) tal que (u,z* —z) =0, Va* € S(T,C). Como T é paramonotono entdo, pela
Proposic¢ao 1.3.1, z € S(T, C).

Portanto, {z* } gerada por (3.2) e (3.3)converge para uma solucio = de VIP(T, C).

3.3 GPPA para VIP(T,C) num Conjunto Poliedral

Considere o problema VIP(T,C) para o caso
C={reR"/Ax=0b, x>0}, (3.31)

onde A € IR™™ e b € IR". Neste caso, nao é possivel aplicar os resultados obtidos na
secao 3.2 pois C0 = ¢.

A idéia, para dar solucao a este problema, é desenvolver uma aproximacao e
transferir as restri¢oes lineares para o operador.

A aproximagcao consiste em substituir o problema VIP(T,C) pelo problema

VI P(f IR ), onde T=T+N £, para algum operador monoétono continuo 7', e
E={zxeR"/ Az =b}. (3.32)
Da Proposigao 2.2.1, temos

S(T,R") = S(T,ENIR") = S(T, C). (3.33)
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Por outro lado, da Proposicao 2.2.2, segue

Np(a) Im(AY) |,  sexé€FE, (3.3
E\T) = .
10} , em outro caso.

nsidere uma funca regman m zon rciva na zona (vej .
Considere a funcao de Bregma com zona IR"} e coerciva na zona (veja H4

k

Seja {z*} a seqiiéncia gerada por (3.2) e (3.3). Entao z*™ satisfaz
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0 € Tp(z"™) = (T + Ng) (@™ + N0 Dy (211, %)
= T(2") + Np(@*™) + M {Vg(a") — Vg(z)}

=T (2" + Im(A") + N\, {Vg(z"t!) — Vg(a")} .
Logo, existe y**1 € I'm(A?) tal que

T(a**) — Ay = N { Vg (™) = Vg (a") } . (3.35)

k

Além disso, 2**! satisfaz

A(z*) —b = 0. (3.36)
Resumindo, o problema é procurar z**! para dar solucdo ao seguinte sistema de
n -+ m equagoes e n + m varidveis (as variaveis sao rjey,;coml<j<n, 1<:< m):

T(x) + MVg(z) = A'(y) = MVg(z®),
Axr = b.

(3.37)

k+1

Observe que z"! & unicamente determinado pelo sistema (3.37). Segue do Lema

1

3.1, que isto ndo acontece para y*T!. Mas se A possui posto méximo, entdao y**! é

unicamente determinado, pois neste caso (3.35) pode ser escrito como
T + X { Vg (") — Vg(2*)} € Im(AY). (3.38)

As relagoes (3.35) e (3.36) definem o chamado “ Algoritmo Primal - Factivel ”. O

seguinte corolario apresenta o resultado do Teorema (3.2) para este caso especifico.

Corolario 3.3 Seja T =T+ Ng, onde T : IR® — IR™ é um operador mondtono
continuo e E = {x € R" | Az = b}, A€ R™", b€ IR™. Considere VIP(T,C) com
C={xeR"/Ax =b, x > 0}. Suponha que:

i) S(1,C) # .
ii) FEuxiste x > 0 tal que Az =b.

iii) Ay € (0, 5\], para algum X > 0.

iv) g € funcio de Bregman com zona IR | e zona coerciva.
v) T é paramondtono em IR .

Entao a sequéncia {xk}, gerada por GPPA, converge para uma solu¢ao = de VIP(T,C).



25

Demonstragao. Considere o algoritmo dado por (3.2) e (3.3) para o problema
VIP(T, IR ). Observe que dom(T) = dom(T+ Ng) = dom(T)Ndom(Ng) = R"NE =
E. Logo, do item (i), segue dom(T') N R? # ¢.

Pela Proposicao 3.2.1, T' é pseudomondtono. Também, Ng é pseudomonétono
(segue da Proposi¢ao 3.2.2). Logo, T =T+Np ¢ pseudomonotono (segue da
Proposigao 3.2.3).

Assim, as hipoteses do Teorema 3.2 sao satisfeitas. Logo, a seqiiéncia ({L'k)ke]NU{Q},
gerada por (3.35) e (3.36), converge para T € S(f, R).

De (3.33), a seqiiéncia {"} gerada por (3.35) e (3.36) converge para & € S(T, C).
[

3.4 Comportamento do limite da seqiiéncia GPPA

num Conjunto Poliedral

O objetivo desta secao, com as consideragoes feitas na se¢ao 3.3 e com hipoteses
adequadas, é mostrar que o limite da seqiiéncia {xk}, gerada pelo algoritmo primal -
factivel, isto é, a seqiiéncia GPPA num conjunto poliedral gerada por (3.35) e (3.36),
¢ o centro analitico do conjunto de solugoes do problema de inequacoes variacionais
com relagao a uma certa funcao barreira.

Sejam C' e E os conjuntos definidos em (3.31) e (3.32).

Lema 3.3 Seja T =T+ Ng, onde T : IR" — IR ¢ um operador mondtono con-
tinuamente diferencidvel. Além disso, suponha que existe um subespaco W tal que
Ker(Js(z)) = Ker(Jz(x)®) = W, para todo x € CNE. Sejax € C fizo e denote
B = Jp(T). Considere {z*} como a seqiiéncia gerada por (3.35) e (3.36). Entdo, para

cada k, ¥ é solucao do problema:

min  D,(z,z")

s.a. Bz = Bz,

Ar = Az,

(3.39)
T(@)'x = T(2)'2", (3.40)
(3.41)
x>0, (3.42)
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Demonstragao. As condigoes de otimalidade de K KT (suficientes, pois D,(-,2°) é
convexa) sao dadas pelas relagoes (3.39), (3.40), (3.41), (3.42), e em adigao, existéncia

de v* € R", w* € IR™ e n, € IR tais que
Vg(z) — Vg(2°) + B'u* + A'w® 4+ 0, T(Z) > 0, (3.43)

2t [Vg(z) — Vg(2°) + Bu" + A" + n,T(2)] = 0. (3.44)

Observe que z* satisfaz trivialmente (3.39), (3.40) e (3.41), para todo k. Pelo

Lema 3.1, ¥ também satisfaz (3.42), para todo k.

k

Para mostrar que (3.43) e (3.44) sao validas para z*, procuremos u*, w* e 7, tais

que (3.43) ¢é valido como igualdade e de forma imediata (3.44) também ¢é valido.

De (3.35), para todo ¢ € IN U {0}, existe y*** € IR™ tal que
Vg(z™™) — Vg(") + A\ [T (2" — Ay ] = 0. (3.45)

Pela hipotese, existe um subespago W tal que Ker(B) = Ker(B*) = W. Logo,

pelo item (i) da Proposigao 1.3.3, segue
T(z") — T(2%) € Ker(B)*: = Im(B"). (3.46)
Assim, existe v* € IR" tal que
T(z"Y) = T(2%) + BW". (3.47)

Substituindo (3.47) em (3.45), e somando de ¢ = 0 até ¢ = k — 1, temos

k—1 k—1 k—1
Z {Vg(x”l) - Vg(xg)} + {Z )\[1} T(z)+ B' {Z )\;17/}
=0 =0 =0
k-1
+ A { —)\gly“l} =0 (3.48)
=0
Defina
k-1 k—1 k—1
uF =Y e R wh =) AT e R, =) NeR
=0 =0 =0

Entao, em (3.48), temos

Vg(z*) = Vg(z°) + nT(Z) + Blu® + Alw* =0, (3.49)
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k

que é a relagao (3.43) para z* como igualdade. Logo, ¥ também satisfaz (3.44). Assim,

as condicoes de K KT sao satisfeitas para z*. O resultado esta estabelecido. [

O seguinte fato pode ser encontrado em Hoffman [10].

Proposigao 3.4.1 Sejam H € IR**", p* € IR® e p € IR*. Suponha que p = klim P
— 400

Considere L, = {x € R" / Ht <p*"} e L={x € R" / Hx <p}. Se L # ¢ e Ly # ¢,

para todo k € IN, entdo para todo & € L existe T° € Ly, tal que x = lim Z*.

k—+o00

Seja T o limite da seqiiéncia {z*} gerada por (3.35) e (3.36). Observe que a existéncia
de z é garantida pelo Corolario 3.3.

Finalmente, segue o resultado mais importante desta secao.

Teorema 3.4 Sejam A € R™", b € IR". Considere E = {x € R" | Az = b}, e
C={xeR"/Ax =10, x > 0}. Suponha que

i) T=T+ Ng, onde T : IR"™ — IR"™ é um operador mondtono continuamente diferen-

cidvel.

ii) FEriste um subespaco W tal que Ker(Jr(x)) = Ker(Jp(x)®) = W, para todo x €
cnVv.

iii) A € (0, N, para algum X > 0.

iv) g € funcio de Bregman com zona IR, e coerciva na zona.

v) S(T,C) # 6.
Entao x = klirf z¥ € solugio do problema

\ i, Do)

onde {z*} € a segiéncia gerada por (3.35) e (3.56).

Demonstragao. Considere qualquer ¥ € C e seja B = Jp(Z). Pelo Corolario 3.3,
segue que T € S(T,C). Pela hipotese (ii) e pelo item (iii) da Proposicao 1.2.2, T' é
paramonétono em IR | .

Além disso, pela hipotese (ii), é possivel aplicar a Proposi¢ao 1.3.3 com Z = Z.
Assim, o problema

. D 0
{ (B, Da(@, ),
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equivale ao problema

s.q. Bz = Bz, (3.50)
T@) x=T@) 'z, (3.51)

Az = AZ, (3.52)

r>0. (3.53)

Sejam L e Ly os conjuntos de vetores satisfazendo (3.50)-(3.53) e (3.39)-(3.42),

respectivamente. Isto é,
L= {x € R" ) Bx = Bz, T(2)'x =T(2)'z,Av = Az ,x > O},

={z € R"/ Bz = B2" , T(@)'z =T(2)'2", Av = A2* ,z > 0}

Seja {x } oy Uma subseqiiéncia de {xk} tal que z = lim z%. E claro que L e
j—too
L, podem ser escritos como na Proposicao 3.4.1, para algum H, p* e p adequados, e
tal que k;hrf pk = p. Além disso, L e Ly, sdo nao vazios pois Z € L ¢ zF € L.
Seja agora x € S(T,C); isto é, z € L. Logo, pela Proposi¢ao 3.4.1, existe

ki € Ly, tal que z = lim T

j—Foo

Pelo Lema 3.3,
Dy (2%, 2%) < D, (7%, 2°). (3.54)

Logo, pela continuidade de D,(-,2°), segue

Dy(z,2%) = lim D,(2",2°) < lim D,(7%,1°) = D,(z,2°).

]4»4»00 _7~>+oo

Portanto, como x € S(T,C') é arbitrario, segue que T é solugao do problema

min{Dy(z,z°) /] x € S(T,C)}. |

3.5 Relacoes entre Trajetoria Central e GPPA em

Programagao Linear

Nesta secao ¢é feita uma ligacao entre algoritmo de ponto proximal generalizado

e trajetoria central para problemas de programacao linear, quando a funcao barreira é
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dada pela distancia de Bregman.
O primeiro resultado mostra que a seqiiéncia GPPA, com distancia de Breg-
man como fungao barreira, e a trajetoria central convergem para o mesmo ponto em

problemas de programacao linear.

Corolario 3.5 Suponha que T satisfaz H8 e H9, g satisfaz H1, B1, B2, B3, € zona
coerciva (veja H4) e finita na fronteira (veja H3); e VIP(T,C) € reqular e possui
solugoes (veja H10 e H11, respectivamente). Sejam {xk} a seqiiéncia gerada por GPPA
com fungio de Bregman g comecando em 2° € dom(T)NC' e {z(u)/n > 0} a trajetoria

central com barreira h(z) = Dy(x,2°), para todo v € C. Entdo lim z" e lim z(u)
k—+oc0 pu——400

cotncidem e € a unica solucao do problema

\ o, Do)

isto é, eles sao o centro analitico de S(T,C') com respeito a barreira h.

Demonstracgao. O resultado para {xk } segue do Teorema 3.4, e o resultado para
{x(u)/u > 0} segue do item (i) do Teorema 2.1, pois g(-) e D,(-,2°) diferem pelo
termo afim g(z°) + (Vg(2%),x — 2°), e H1, H3, H4 sdo invariantes por adigoes de
fungoes afins; deste modo que h também satisfaz H1, H3 e H4.

Além disso, neste caso H12 também ¢ valido pois a fungdao h(z) = D,(z,z),
x € C, atinge seu minimo em x° € dom(T) N C°.

Portanto, lim 2" = lim x(u) é o centro analitico de S(T,C') com respeito a

k—+o0 p——+oo

barreira h. [ |

O Corolario 3.5 origina a seguinte pergunta:

A seqiiéncia {xk}, gerada por GPPA, estd contida na trajetoria central

{x(u)/u > 0} com barreira h(z) = Dy(z,2°)?

A resposta é afirmativa quando o operador T ¢ constante e V ¢ uma variedade
afim (por exemplo, para problemas de programacao linear), e negativo para outro caso.
O resultado da seguinte proposicao é importante para mostrar as afirmacoes feitas

anteriormente.
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Proposicao 3.5.1 Suponha que H11 € vdlido, que existem o > 0 e r € IR tais que
para todo y € dom(T)NC, com ||y||> a, é vdlido

(vy—x) > —r, (3.55)
para todo v € T(y). Entao Gap r,c(x) < +00, para todo x € dom(T) N C, isto €, H13
€ wvdlido.

Demonstracao. Como H11 ¢ valido, para todo y em S(T,C) existe v € T'(y) tal que
(v,x —y) > 0, para todo x € dom(T) N C. De (3.55), 0 < (v,z —y) < r, para todo
x € dom(T) N C, para todo y € dom(T) N C com ||y||> a e todo v € T(y).

Seja u € T(x). Como T é monotono, 0 < (v,x —y) < (u,x —y). Logo, para
x € dom(T) N C, temos

0<Gaprc(z)= sup (v,z —y)
y€ dom(T)NC, ve T(y)

=maxr T, sup (v,x —y)
ye C, |lyll<a, ve T(y)

gmax{r, sup <u,x—y)},

y€ C, ||yl <a

onde a segunda equagao ¢ uma conseqiiéncia direta de (3.55) e a tultima desigualdade

é valida por monotonicidade de T'. Mas

max {7", sup  (u,x — y>} < 400,

yel, |lyll<a

pois o supremo ¢ tomado num conjunto limitado. Portanto Gap 1 ¢(z) < 400, para

todo z € dom(T)NC. |

O seguinte teorema é uma resposta a nossa pergunta feita anteriormente.

Teorema 3.6 Considere VIP(T,C) comT =c+ Ny, V ={x € R"/ Az = b}, e C

un conjunto convexo e fechado em IR" . Suponha que:

i) dom(T)NC® +# ¢

ii) S(T,C) # ¢.

iii) g € fungao de Bregman com zona IR} e coerciva na fronteira.

iv) Existe « > 0 e r € IR tais que para todo y € dom(T) N C, com |y|| > «, € vdlido:
(v,y —x) > r para todo v € T(y).
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Sejam {xk} a seqiiéncia gerada por GPPA com func¢do de Bregman g comegando em
2% € dom(T)N C e {x(p) /1> 0} a trajetoria central com barreira h(z) = Dy(z, "),
com z € C. Entao

{*} € {alu)/n > 0},
e para qualquer seqiiéncia crescente {uk} C IRy, existe uma seqiéncia {\x} em IR,

tal que x(uy) = x*, para todo k, onde {xk} € a seqiiéncia gerada por GPPA com

fung¢ao de Bregman g e pardmetros de requlariza¢ao M.

Demonstragao. Primeiro é preciso verificar se {z"} e {z(n)/p > 0} estdao bem
definidos.

Para {x(u)/p > 0}, observe que as hipoteses do Lema 2.1(ii) sao satisfeitas, pois
H13 segue da Proposicao 3.5.1. Logo, a trajetoria central estd bem definida.

Para {xk}, observe que as hipoteses do Lema 3.2 sao satisfeitas. Logo, a seqiién-
cia GPPA estad bem definida.

Pela Proposicao 2.2.2, Ny (z) = Im(A"), Vx € V. Logo, de (3.3),

= Tg(l‘“l) — T(IZJrl) + N [vg(IZJrl) _ Vg(xz )]

= c+ Ny (2™ + A [Vg(z") — Vg(2')]
=c+Im(A") + A [Vg(a™) — Vg(2')] .

Assim, esiste w® € I'm(A?) tal que

0=c+ Aw' + X\ [Vg(z"™) — Vg(a")]

N Aig [c+ A'w' | + Vg(a™) — Vg(a*). (3.56)

Somando em (3.56) de £ =0 até (=Fk-1,

k-1 -
OZZL [c+ Aw' ] +Z ) — Vg(a")]
=0

£=0
k—1 1
— t
=0

-1

1
A

i

w£> + [Vg(a') = Vg(a®)] + - + [Vg(a") = Vg(a*)]

14

I
o

k—1

1
= e + e A () Y —w' | + Vg(a*) — Vg(a?)
o M
= i [c+ A'w" | + Vh(z¥), (3.57)
k-1 k—1

onde = (A)" e @F=(u) Y w'
=0 =0
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Por outro lado, como z(u) é zero de T, = uT + dOh em dom(T) N C'°, entdo

0 € Tu(z(n) = T (z(p)) + Oh(z(p))
= ptle+ Nv(z(w)] + Vg(x(n) — V(")

= pi [+ Im(A"))] + Vh(z(p)). (3.58)

De (3.57) e (3.58), segue que z* = z(uy,), para todo k.
Se uma seqiiéncia {f},n C R4y dada é crescente entao, pelo mesmo argu-
mento, z¥ = z(py,), onde {z*} ¢ gerada com parametros Ay = (px — 1) " > 0. Isto

completa a prova. [ |

O Teorema 3.6 diz que para o caso de programacao linear, isto ¢ quando C' = IRY}
as nogoes de trajetoéria central e seqiiéncia ponto proximal generalizado coincidem. O
resultado depende de um modo essencial do fato que T é constante.

Em geral, nao ¢é valido que a trajetéria central e seqiiéncia ponto proximal gener-
alizada coincidam, nem mesmo para programagao quadratica, como mostra o seguinte

resultado.

Exemplo 3.5.1 Seja n =2. Considere o problema

min 3 ||z

sa x>0
Considere a distancia de Itakura-Saitu (veja Exemplo 3.1.8), 2° = (1/8,1/2), \g =
1/48 e \g = 1/9. Entao a seqiiéncia GPPA nao estd contida na trajetdria central.

De fato. Neste caso, a funcao barreira ¢ dada por
h(x) = D,(z,2°) = 8z + 219 — log(8z1) — log(2x3) — 2,
com x1 > 0 e x5 > 0. Logo, para cada p > 0, a trajetoria central é dada por

x, =arg m’m{ g |z ||* +h(x) }

x, =arg mz’n{ gmf + gxg + 81 + 225 — log(8x1) — log(2z5) — 2 } :

Igualando as derivadas parciais a zero tem-se o sistema



_ 2, 8 T
M.T1+8—x—l = 0, I1+;$1—ﬁ = 0,
_ 2,2, 1 _
/LZE2+2—$—2 = 0, x2—|—#x2 L=
Equivalentemente,
412 16 /16
m s =0 7y = —4 4 O
) P I t
B Y — 1 vitu
|:l’2 _'_ u:| Mg MQ — 0, $2 o + o .

Assim, a trajetoria central é

w(p) = (z1(p), 2(p) = p~ (V16 + =4,/ 1+ p—1), p>0.

Por outro lado, a seqiiéncia GPPA é dada por

xO = (%7%)7
= argmin {1 2| +MD,(w.2") }
)
= (53)
il , 1 1 . x2
" = argmin{ <2+ 22+ M 1+——l09(—k) log(—) —2 | ¢-
2 2 Ty L

[gualando as derivadas parciais a zero tem-se o sistema

A A 2 —
1‘1—|—x—,’1§——k = 0, ri + kxl )‘k = 0,

1

A A
x2+x—§——k = 0, x%—f— kx? Ar = 0.

2

Equivalentemente,

2 2
2z (227) e 2z7
A 12 A2 B _ 1 /N3 2
To+ 55| — 503 — )\k = 0, To = 5% _>‘k + )‘k + )‘k(2x2) .
2xs (2z3) 2x3

Assim, a seqiiéncia GPPA é dada por

2 = (53)
S - (wlf[)\k_i_m},Qk[)\kij})

N |—=

Y

oo~
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Para \g = ﬁ tem-se z! = (ﬁax%) = (1_127 %)

A pergunta é: Existe pu > 0 tal que x(u) = 2'? Resolvendo o sistema

H’il 16—{_,“_4 = %7
pTT-1 = )

tem-se que existe = 48 = \;' > 0 tal que z(pu) = x'.

V52 1)
3

Para \; = ﬁ tem-se z2 = (33%,93%) = ( 19/

A pergunta é: Existe u > 0 tal que x(u) = 22? Resolvendo o sistema

PG F -4 = Y52
p NI+ pu—1 =

tem-se que x(u) # x* para todo p > 0.
Portanto, a seqiiéncia GPPA nao esta contida na trajetoria central.

w

Ol
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Capitulo 4

Relacoes entre Trajetoria Central e
Trajetéria de Cauchy em

Programacao Linear

Neste capitulo é feita uma ligagao entre trajetoria central e trajetoria de Cauchy
em uma variedade Riemanniana. Na se¢ao 4.1 é definida trajetoria de Cauchy em uma
variedade Riemanniana fazendo as consideragoes necessarias que serao utilizadas na
secao 4.2, onde é mostrado que a trajetoria central e trajetoria de Cauchy coincidem

para problemas de programacao linear. Estes fatos foram obtidos de [6] e [7].

4.1 Trajetorias de Cauchy em Variedades Riemanni-

anas

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao s com métrica (-, -). Dado um
sistema de coordenadas e uma vizinhanca U do ponto p € M, a métrica em M é dada
pela matriz definida positiva e simétrica H(q), com H(q);; = ( % ¢ % |, ) para todo
q € U (veja Definigao C.4.1), onde {%} ¢ a base do espago tangente de M.

Se f: M — IR é diferenciével, o gradiente de f (veja Definigao C.6.1) é o campo
vetorial grad f definido por

(gwad £, X) = df(X) = 2.
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onde X ¢é qualquer campo vetorial e g—)’; ¢é a derivada de f na direcao X.

Da Proposicao C.6.2, temos que

grad f(q) = H(q) "'V f(q), (4.1)

onde Vf(g) = (2 (0, 2 (a)).

Seja N C M uma subvariedade de M (veja Definigao C.2.4). Para cada = € N,
sejam T, M e T,N os espacos tangentes de M e N em x, respectivamente. Seja II, :
T.M — T,N a projegao ortogonal sobre T, N. Se f|y é a restricdo de f a N, entdo o
gradiente de f|y é dado por

grad f|y(z) = [, (grad f(z)). (4.2)

Definicao 4.1.1 A trajetoria de Cauchy para f en N € a curva parametrizada
z:[0,5] — N dada por:

(t) = —grad fn ((t)) , (4.4)

para algum 2° € N dado e algum 3 > 0.

Dada uma fungao f € C*(M), é bem conhecido que para 2° € N, existe 3 > 0

tal que o problema (4.3)-(4.4) possui uma tnica solugao.

Observacao 4.1.1 Quando M ¢é um subconjunto de IR®, entao a representacdo da
métrica, dada por H(x), Vo € M, € global. Assim, H : M — IR*** é diferencidvel.
Além disso, grad f coincide com o vetor gradiente de fungoes reais de vdrias varidveis
(veja Exemplo C.6.1).

4.2 Trajetoria de Cauchy e Trajetéria Central em Pro-
gramacao Linear
O seguinte teorema estabelece, com as hipéteses do Teorema 3.6, que a trajetoria

de Cauchy em subvariedades euclidianas com métrica induzida e a trajetéria central

para uma certa barreira associada, coincidem.
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Teorema 4.1 Sejam M um subconjunto aberto de R", N = M N{x € IR"/Ax = b} e
f(z) = c'x, Yo € M. Seja H a representag¢ao da métrica em M e suponha que existe
h: M — IR tal que V*h(z) = H(z), Vo € M e Vh(z®) = 0. Se a trajetéria de Cauchy
{z(t)/0 <t < B}, com B> 0, e a trajetoria central {x(un)/u > 0} existem, entdo elas
coincidem.

Demonstragao. A trajetoria central, neste caso, como em (3.58), satisfaz
0= i [+ A'w(p)] + Vh(z(n)), (4.5)

para algum w(u) € Im(A").
De (4.5), Vh(z(0)) = 0. Como Vh(2") = 0 entéo, pela convexidade estrita de h,
z(0) = 2°. Assim (4.3) é estabelecido. Resta mostrar que (4.4) é valido.
Seja P4 a projegao ortogonal sobre Ker(A). Por (4.5), uc+ Vh(xz(u)) € Im(A?).
Assim, para todo u > 0,
0= Py [uc+ Vh(z(p))]. (4.6)

Observe que P4 é linear. Logo, diferenciando com relagao a p em (4.6), tem-se
0= Py [c+ V?h(z(u)i(u)] = Pale+ H(x(p))i(w). (4.7)
ou equivalente,
H(x(p)a(p) — c € Im(A"). (4.8)

Por outro lado,

grad f| (z(p)) = Hagy) (grad f(z(u)))
= Hx(u) (H(x(u))_IVf(x(u))) = Hx(u) (H(I(,u,))_lc) ) (4~9)
onde Il € a projecao ortogonal de T M sobre T, N com relacao ao produto
interno induzido pela métrica; isto é, (u,v) = u'H(x(u))v.
Como M é um aberto em IR" e N é uma variedade afim, tem-se que T,y M = IR"

e TN = Ker(A). Assim, para todoy € IR", II(,)(y) ¢ a tinica solugao z do problema
min (z —y) H(z(p))(z — y) (4.10)
s.a. Az =0, (4.11)

cujas condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (veja segdo B.1) sdo a equagao
(4.11) e em adicao
H(x(p)(z — y) = A'w, (4.12)
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para algum w € IR™. Observe que H(z(u)) ¢ o hessiano de h em z(u) (veja segao
C.7), H(xz(u)) é simétrica e definida positiva. Para y = H(z(u)) ‘¢, a equagao (4.12)
¢ reduzida

—H(z(p))z + c € Im(A"). (4.13)
De (4.8), z = —i(u) satisfaz (4.13). Como z(u) € dom(T) C V = N, tem-se que
Az(u) = b, para todo p > 0. Isto implica, 0 = Ax(u) = A(—x(w)). Assim, z = —&(p)
satisfaz (4.11) e (4.13) e é entao igual a I,y = I, H (z(p)) e
De (4.9) segue que @(u) = —grad f|n(z(n)); isto ¢, (4.4) é valido.
Portanto, {x(u)/p > 0} coincide com a trajetoria de Cauchy. |

Como foi mencionado previamente, o resultado do Teorema 4.1, cobre o caso de

- e, _ on
programagcao linear; isto ¢ M = IR} .

Observacao 4.2.1 Vale a pena observar que somente uma das duas condi¢oes 1m-
postas sobre h nas hipoteses do Teorema 4.1 € realmente importante, que V2h(z) =

H(x).
De fato. Se esta relacao é satisfeita para alguma funcéo h, entdo é possivel definir

h(z) = h(x) — Vh(2°)x; e assim V2h(z) = H(x) e Vh(z°) = 0. |

Observagao 4.2.2 Se A € IR™ ™ tem posto mdximo, entio (4.4) pode ser escrito da

forma

@(t) = —H(z(t) ™ [I — A (AH'(JU(t))’lAt)_1 AH(z(t))7'| V£(z(t)). (4.14)
De fato. Da equagao (4.12) temos
z—y=H(z(p) *Alw, (4.15)

para algum w € IR™. Logo, Az — Ay = AH (z(p)) ' A'w. Como z satisfaz (4.11), entao
—Ay = AH (z(p)) "t Alw. Assim, w = — (AH (z(p)) LAY~ Ay.

Sustituindo w em (4.15) temos

Dai,
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Tomando y = H(z(p)) ¢ = H(x(p)) 'V f(x(u)) temos

2= H(a() ™" [1— A" (AH(o() " A) " AH ()| f (). (416)

Como a trajetoria central e a trajetoria de Cauchy coincidem entdo (4.14) segue de

(4.16), (4.9) e (4.4). n

Observagao 4.2.3 O Teorema 4.1 diz que, quando H(x) = V2h(x) e Vh(2°) =0, a

curva dada por (4.3) e (4.14) coincide com a curva

x(p) = argmin{ uc+ h(x)}
s.aa. Ar=0».

Observagao 4.2.4 Se h € a fungdo do Evemplo (3.1.1), isto € h(x) = > 7, x;log(x;)
tem-se
H(x)™' = diag (x1,- - -, 1,). (4.17)

Neste caso, a curva dada por (4.3) e (4.14) contem a seqiiéncia gerada por GPPA para

problemas de programagao linear com divergéncia de Kullback-Leibler.

Observacao 4.2.5 Se h é a fun¢ao do Exemplo (3.1.2), coma =1 e [ = %, tem-se

H(z)™! = 4diag (x?m, ey a:3/2> : (4.18)

n

Este caso ainda nao foi estudado particularmente, nem sob a perspectiva de métodos de
pontos interiores para programac¢ao linear nem sob a visao de método ponto proximal

generalizado.

Observagao 4.2.6 Se h € a fungio do Evemplo (3.1.3), isto € h(x) = — 37, log(x;)
tem-se

H(z)™' = diag (a3, - -, 22) . (4.19)

n

Neste caso, a curva dada por (4.3) e (4.14) € a trajetoria afim escala, amplamente

estudado do ponto de vista dos métodos de pontos interiores para programac¢ao linear

(Adler-Monteiro [1]).



Conclusoes

Feita a discussao do tema, apresentamos as seguintes conclugoes:

Para a pergunta (Q1): uma resposta ¢ dada pelo

Teorema 2.1. Suponha que:

i) h € estritamente convexa e continua em ED(h), e diferencidvel em C°.
ii) h € coerciva na fronteira.

iii) h atinge seu minimo em dom(T) N C°.

iv) T=T+ Ny, onde T : IR" — IR™ € operador continuo e paramondtono, e V é um

conjunto convezo e fechado em IR™.
v) dom(T)NCO +# ¢.
vi) S(T,C) # ¢.
vii) Ou, 1) h € coerciva na zona e finita na fronteira, ou

2) A funcao gap € finita e alguma das alternativas em H14 € vdlida.

Entao, para cada i > 0, a trajetoria central {z(un)/pw > i} estd bem definida, € con-
tinua, € limitada, estd contida em C° e possui pontos de acumulacio que sao solucoes
de VIP(T,C). No caso que h seja finita na fronteira, a trajetdria central converge

para o centro analitico de S(T,C').

Para a pergunta (Q2): uma resposta é dada pelo mesmo Teorema 2.1 quando

a funcao barreira é finita na fronteira. Outra resposta, quando a funcao barreira é
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separavel, é dada pelo

Teorema 2.2. Seja C' = IR} . Suponha que:

i) h € estritamente convexa e continua em ED(h), e diferencidvel em C°.
ii) h € coerciva na fronteira.

iii) h atinge seu minimo em dom(T) N C°.

iv) h é separdvel.

v) T =T+ Ny, onde T : IR" — IR" ¢ operador continuo e paramondtono, e V € um

conjunto convexo e fechado em IR".

vi) T € continuamente diferencidvel e existe subespago W tal que Ker(Js(z)) = W,
para todo x € CNV.

vii) dom(T)NC° +# ¢.
viii) S(T,C) # ¢.
ix) A funcao gap € finita e alguma das alternativas em H14 € vdlida.

Entao a trajetoria central {x(u)/p > 0} converge, quando p tende para +o0o, a uma

solugao x* do problema:
z€ S(T,C)

onde h(z) = dieshi(zy) e J={j€{l,...,n}/z >0, paraalgum z € S(T,C)}.

Para a pergunta (Q3): uma resposta ¢ dada pelo

Teorema 3.2. Seja T : IR" — P(IR") um operador mondtono mazimal . Considere
VIP(T,C), onde C é convexo e fechado em IR". Seja g uma fun¢do de Bregman com

zona C°. Suponha que:

i) dom(T)N CO +# ¢.

it) S(T,C) # ¢.

iii) T € pseudomondtono em dom(T).

iv) A\ € (0, 5\], para algum \ > 0.
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v) Ou, V1) g € coerciva na zona, ou
v2) g € coerciva na fronteira e Gap r.c(x) < +oo, Ve € CNdom(T).

vi) T é paramondtono em C.

Entao a seqiiéncia {:pk}, gerada por GPPA, converge para uma solugao T de VIP(T,C).

Outra resposta, quando C' € um conjunto poliedral, é dado pelo

Corolario 3.3. Seja T =T+ Ng, onde T : IR® — IR" é um operador mondtono
continuo e E = {x € R" /| Ax = b}, A€ R™", b e IR™. Considere VIP(T,C) com
C={xeR"/Ax =0b, x > 0}. Suponha que:

i) S(T,C) # ¢.

ii) FEriste x > 0 tal que Az = b.

iii) Ay € (0, )], para algum X > 0.

iv) g € funcao de Bregman com zona IR, e coerciva na zona.

v) T ¢é paramondtono em IR .

Entao a seqiiéncia {xk}, gerada por GPPA, converge para uma solugao T de VIP(T,C).

Para a pergunta (Q4): uma resposta, quando C' é um conjunto poliedral e T

é operador ponto a ponto mondétono e continuamente diferenciavel, é dado pelo
Teorema 3.4. Sejam A € R™", b € R™. Considere E = {x € IR" | Az = b}, e
C={xeR"/Ax =0b, x > 0}. Suponha que:

i) T=T+ Ng, onde T : IR™ — IR"™ é um operador mondtono continuamente diferen-

ciavel.
ii) Existe subespaco W tal que Ker(Jr(x)) = Ker(Jr(x)®) = W, para todo x € CNV.
iii) Ay € (0, N, para algum X > 0.
iv) g € fungao de Bregman com zona IR} e coerciva na zona.

v) S(T,C) # ¢.
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Entio T = limy_ 1oox® € solugdo do problema

. D O

onde {xk} € a seqiiéncia gerada por GPPA.

Para a pergunta (Q5): Em primeiro lugar, o Corolario 3.5 estabelece que
limy,— 4o 2% € limy, ;oo (p) coincidem com o centro analitico de S(T',C), onde {z*}
¢ a seqiiéncia gerada por GPPA e z(u) sao os pontos da trajetoria central que tem

como funcao barreira a distancia de Bregman. Especificamente:

Corolario 3.5. Suponha que:

i) T = T+ Ny, onde T:R"— R" é um operador continuo eV um conjunto convexo
e fechado de IR™.

ii) T ¢ continuamente diferencidvel e existe um subespago W tal que Ker(Jr(z)) =W,
para todo x € CNV.

iii) g € funcao de Bregman com zona IR’} , coerciva na zona e finita na fronteira.

iv) dom(T) N C # ¢.
v) S(T,C) # ¢.

Sejam {xk} a seqiiéncia gerada por GPPA com func¢ao de Bregman g comegando em
2V € dom(T) N C e {x(u)/u > 0} a trajetoria central com barreira h(x) = Dy(z, x°),
para todo x € C. Entdo limg_ 00 @ € lim,_oox(1t) coincidem e € a unica solugio do

problema

m D 9).
| L, Doea®

Agora, quando o operador T : IR® — IR" é constante, V = {zr € R" | Az = b}
e a funcao barreira é dada pela distancia de Bregman, entao a seqiiéncia gerada por

GPPA esta contida na trajetoria central. Estes resultados podem ser encontrados es-

pecificamente no

Teorema 3.6. Considere VIP(T,C) comT =c+ Ny, V={x € R"/ Ax =b}, e C

un conjunto convexo e fechado em IR" . Suponha que:
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i) dom(T)NC°+# ¢
ii) S(T,C) # ¢.
iii) g € funcao de Bregman com zona IR}, e coerciva na fronteira.

iv) Existeaa >0 er € ais que para todo y € dom(T)NC, com > «a, € valido:
iv) FEuxist 0 R tai todo y € dom(T) N C Iyl 5 valid
(v,y —x) > r para todo v € T(y).

Sejam {xk} a seqiiéncia gerada por GPPA com fun¢ao de Bregman g comecando em
2 € dom(T) N C e {x(p)/n > 0} a trajetoria central com barreira h(z) = Dy(z, "),
comz € C. Entao {z*} C {x(n)/pn > 0}, e para qualquer segiiéncia crescente (u¥)ren C
IR existe uma segiiéncia (A\g)rew C Ryy tal que x(py,) = 2%, Vk € IN, onde {2*} ¢ a
seqiiéncia gerada por GPPA com fun¢do de Bregman g e pardmetros de requlariza¢ao

Ak
O Teorema 3.6 cobre o caso de programacao linear, isto é, quando C' = IR"} | .

Para a pergunta (Q6): uma resposta é dada quando trabalhamos em progra-

magcao linear. Esta conclucao é encontrada especificamente no

Teorema 4.1. Seja M um subconjunto aberto de IR", N = M N{z € R"/Axz = b} e
f(x) =,V € M. Seja H a representagao da métrica em M. Suponha que:
i) Eziste h: M — IR tal que V*h(x) = H(z), Vo € M e Vh(2?) =0, onde z° € M.

ii) FEuiste a trajetoria de Cauchy {z(t)/0 <t < B}, com > 0.

iii) Ewiste a trajetoria central {x(p)/p > 0} com respeito a h.

Entao a trajetoria de Cauchy e a trajetoria central coincidem.



Apéndice A
Elementos de Analise Convexa

Neste apéndice, apresentaremos alguns defini¢oes e resultados de analise con-
vexa, 0s quais sdo relevantes nesta disertagao. Os livros de Bazaraa [2], Solodov [14],

Lemaréchal [18] s@o referéncias para este apéndice.

A.1 Minimizacao de Funcoes

Definicao A.1.1 Seja D C IR™ um conjunto e f : D — IR uma func¢ao. Um problema

de otimizacao é um problema da forma

min f(z). (A.1)

zeD

O conjunto D € chamado conjunto factivel do problema (A.1), os pontos de D sao
chamados pontos factiveis e f € chamada fung¢ao objetivo. Quando D = IR™, dizemos
que o problema de otimizacao € irrestrito, e quando D # IR" dizemos que o problema

de otimizacao € com restricoes.

Definicao A.1.2 Dizemos quex € D ¢€

i) um minimizador global do problema (A.1) se
f(@) < f(z),Yx € D, (A.2)
ii) um minimizador local do problema (A.1) se existe € > 0 tal que
f(z) < f(x),Yx € DN Bz,¢]. (A.3)

Se para todo x # T a desigualdade (A.2) ou (A.3) € estrita, T € chamado minimizador

estrito (global ou local, respectivamente).
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Observacao A.1.1 Pela Definicao A.1.2, € claro que todo minimizador global é tam-

bém um minimizador local, mas nao reciprocamente.

Defini¢ao A.1.3 Dizemos que v € [—00,+00), definido por v = inf f(z) € o valor
xeD
dtimo do problema (A.1)

Observacao A.1.2 Todo problema da forma
mazx f(x) (A4)

zeD
€ equivalente ao problema

n*Lez'g — f(x).

Em particular, as solugoes locais e globais de ambos os problemas sao as mesmas, com

sinais opostos para os valores otimos.

A.2 Existéncia de Solucoes

Teorema A.1 (Teorema de Weierstrass) Sejam D C IR" um conjunto compacto
nao vazio e f : D — IR uma funcao continua. Entao os problemas (A.1) e (A.4)

possuem solugoes globais.

Demonstragao. Veja Corolario 1, da se¢ao 12, do Capitulo 1, de [15]. |

Observagao A.2.1 A hipdtese de que o conjunto D seja compacto s pode ser elimi-

nada ao custo de fortalecimento das hipdteses sobre a funcao f.

Definicao A.2.1 O conjunto de nivel da funcao f : D C IR" — IR associado a c € IR,

€ o conjunto dado por
Lyp(c) ={z € D/ f(x) < c}.

Corolario A.2 Sejam D C IR™ um conjunto e f : D — IR uma funcao continua em
D. Suponha que existe ¢ € IR tal que o conjunto de nivel Ly p(c) seja nao vazio e

compacto. Entao o problema (A.1) possui uma solugao global.

Demonstracao. Como Ly p(c) é compacto e f é continua entdo, pelo Teorema A.1,
o problema

min {f(@)/x € Ly p(c)}
possui uma solu¢ao global. Seja Z a solucao global deste problema. Entao, f(z) < f(x),
Vo € Ly p(c). Considere agora x € D \ Ls p(c). Entao, f(z) > ¢ > f(z). Logo,

f(@) < f(x), Vo € D. Portanto, o problema (A.1) possui uma soluc¢ao global. [



76

Definicao A.2.2 Dizemos que uma seqiiéncia (x*)epny C IR™ € critica em relagdo ao
(S

conjunto D, se (z%)renw € D e lim ||2*[|=
k—4o0

+00 ou klim 2* = 2 € c(D)\D. Dizemos
——400
que a funcao f: D — IR € coerciva no conjunto D, quando para toda seqiiéncia critica

(a:k)kew em relagao ao conjunto D, tem-se que likm sup f(wk) = +400.
— 400

Observagao A.2.2 i) Quando D € fechado, a Definigao (A.2.2) pode ser simplificada

afirmando que x* € D, Yk € IN e khrf | 2% ||= +oo implicam limsup f(z*) = +oo.

k——+o0
ii) Quando D ¢ limitado, a Definicio (A.2.2) pode ser simplificada afirmando que x* €

D,Vk € N e lim 2F =2 € cl(D)\ D implicam limsup f(z*) = +o0.
k—+o0 k—-+o0
iii) Quando D é compacto, nao existem seqiiéncias criticas e, portanto, qualquer fun¢ao

f:D — IR € coerciva em D trivialmente.

Corolario A.3 Sejam D C IR" e f : D — IR uma fungao continua e coerciva en D.

Entao o problema (A.1) possui uma solugao global.

Demonstragao. Seja & € D arbitréario e considere ¢ = f(Z) fixo. Assim, conjunto de
nivel L p(c) é nao vazio.
Afirmamos que Ly p(c) é limitado. De fato. Suponha que Ly p(c) seja nao

“ll=

limitado. Entao existe seqiiéncia (z%)en em Ly p(c) tal que klir_{l |z +o00. Como

¥ € D, Vk € IN, entdo f(z*) < ¢, Vk € IN. Dai, sup f(2*) < ¢, m € IN. Logo,
limsup f(z%) = i%f sup f(z*) < ¢, o que é um absur(liﬁ,mpois f & coerciva. Portanto,
[]jf_);c(xjc) é limitado. =

Afirmamos que Ly p(c) é fechado. De fato. Seja (z¥)reny em Ly p(c) tal que
kgrfoowk = x. Como f ¢é continua, f(z) = kl_l)rlloof(xk) < ¢ . Logo, x € Ly plc),
conclui-se que Ly p(c) é fechado.

Portanto, L¢ p(c) é compacto. Pelo Corolario A.2, o problema (A.1) possui uma

solucgao global. [ |

A.3 Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos
pertencem ao conjunto. Mas precisamente:
Definicao A.3.1 Um conjunto C' C IR"™ é chamado convexo se para qualquer x € C,

yeC eacl01] tem-se:
ar + (1 —a)y e C. (A.5)
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O ponto ax + (1 — a)y € chamado combinagao convera de x € y.
Exemplo A.3.1 Qualquer subespaco de IR™ é um conjunto convexo.

Exemplo A.3.2 Um semi-espago em IR™ é um conjunto da forma {x € IR"/{a,x) < c},
onde a € IR" e c € IR. Seque da Definicao A.3.1 que qualquer semi-espaco em IR™ é

um conjunto convezxo.

Exemplo A.3.3 Um hiperplano em IR" é um conjunto da forma {x € IR"/(a,z) = c},
onde a € IR™ e c € IR. Seque da Definicio A.3.1 que qualquer hiperplano em IR™ € um

conjunto convero.

Proposicao A.3.1 Sejam C; C IR", j € I, conjuntos convexos, onde I ¢ um conjunto
de indices. Entao C = ﬂ C; € um conjunto convezo.

jeI
Demonstracao. Sejam x e y em C. Entao v € Cj ey € C;, Vj € I. Como C; é
convexo Vj € I, entao para a € [0,1], tem-se que ax + (1 — a)y € C;, Vj € I. Logo,
azr + (1 —a)y € C. Portanto, C' é convexo. [

Definicao A.3.2 Um conjunto C C IR™ ¢ chamado poliedral quando pode ser repre-
sentado como o conjunto de solugoes de um sistema finito de equagoes e inequagoes

lineares.

Proposicao A.3.2 Todo conjunto poliedral em IR™ é convexo.

Demonstracao. Segue da Definicao A.3.2 que todo conjunto poliedral é a intersecao
de hiperplanos e semi-espagos em IR". Pelos Exemplos A.3.2 e A.3.3 tem-se que os
hiperplanos e semi-espagos em IR" sao conjuntos convexos. Pela Proposi¢ao A.3.1
segue que todo conjunto poliedral em IR™ é convexo.

Proposigao A.3.3 Seja C C IR™ um conjunto convexo. Entio cl(C) e C° sio con-

juntos convexos.

Demonstracao. Sejam = € cl(C), y € cl(C) e a € [0,1]. Entao existem seqiiéncias
(xk)kenv € (Yr)kev em C' tais que kEIPoo T =1 € kEIJPoo yr = y. Pela convexidade de C,
az, + (1 — o)y, € C, Vk € R. Logo, ax + (1 —a)y = kI—{EPOO laxy 4+ (1 — a)yx]. Assim,
ar + (1 —a)y € cl(D). Portanto, cl(C') é convexo.

Sejam agora z € C% e y € C°. Entao existem ; > 0 e &5 > 0 tais que B(z,&;) C

C e B(y,e2) C C. Considerando € = min {1, €2} tem-se que B(z,e) C C e B(y,e) C
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C. Para mostrar que ax + (1 — a)y € C'Y basta verificar que B(az + (1 — a)y,e) C C.
De fato.

Seja z € B(az+(1—a),e). Entao || z—az—(1—a)y ||[< e. Seq = z—az—(1—a)y,
tem-se que z = ax+ (1 —a)y+qe | q||<e. Logo, z=ar+aqg+ (1 —a)y+q—aq =
alz—q)+ (1 —a)(y—q). Como ||z +q—x|=|lq||< &, entdao z +q € B(z,e) C C. Da
misma forma, ||y + ¢ — y||=||¢||< € implica y + ¢ € B(y,e) C C. Pela convexidade de
C,ag=a(r—q)+(1—a)(y—q) € C. Assim, z € C' e tem-se B(ax+ (1 —a)y,e) C C.

Logo, ax + (1 — a)y € C°. Portanto, C'° ¢ convexo. |

Definicao A.3.3 Sejam 2* € R" e oy € [0,1], i = 1,...p, tais que Y & a; = 1. O
ponto Y5 a;z'é chamado a combinagdo conveza dos pontos x* € IR™ com pardmetros
(67

Pela Definicao A.3.1, um conjunto convexo contém as combinagoes convexas de
dois pontos arbitrarios do conjunto. O seguinte resultado mostra que um conjunto
convexo contém todas as combinacoes convexas de qualquer nimero de pontos do
conjunto.
Teorema A.4 Um conjunto C' C IR" é convexo se, e somente se, para qualquerp € IN,
' CCeaq; €10,1],i=1,..p, tais que Y., a; = 1, a combinagio conveza Y 5, ;x’
pertence a C'.
Demonstragao. Suponha que C é convexo. A prova é feita por inducao em p € IN.
Dados p € IN, ' € C e a; € [0,1] tais que > 7, a; = 1. Defina =37 a;z".

Sep=1tem-se queay =1lexz=1z'ecC.

Suponha que o argumento vale para p = n. Mostremos que o argumento vale
para p = n + 1. De fato.

Temos Z:.L:ll a; = 1. Entdo 1 — Y7 oy = apq1. Se a1 = 1 entdo o; = 0,
Vi=1,..,n. Logo, z = > 0.2" 4+ L.a"™ ="t € C.

Considere a,,11 € [0,1). Entao 1 — a,41 > 0. Logo,

n+1 n
T = E Tt = E ' + o™
i—1 i—1

n

=(1—aun) E T '+ ™t
—
i=1 n+l1

= (1 - O‘n+1>y + an+lxn+1a
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M S0 vi=1,..,n

onde y = >." | Bix’, com (3; =
— Qnp41
Tem-se que > 0" B = (1 — 1) ' Doy i = (1 — apy1) (1 — ayq1) = 1. Pela
hipotese de inducgao, y € C. Como y € C e 2" € C entdo, pela convexidade de
C, z € C. Portanto, > a;z* € C, Vp € IN, com z* C C e o; € [0,1], tais que
i=1 % = 1.
Reciprocamente, suponha que Y 7 o,z € C, Vp € IN, com z* C C e o; € [0, 1],
tais que Y F ;= 1. Sejamx € C,y € C e a € [0,1]. Entao az+ (1 —a)y = ax+ [y,

com 3 =1 — a. Pela hipotese, ax + By € C. Portanto, C' é convexo. [ |

Definicao A.3.4 Seja C C IR"™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de C, deno-
tado por conv(C'), é o menor conjunto convexo em IR" que contém C' (ou equivalente-

mente, a intersegao de todos os conjuntos convexos em IR™ que contem C').

Observacao A.3.1 Como conv(C') € a interse¢ao de conjuntos convexos em IR" que
contém C' entao, pela Proposicao A.3.1, conv(C') é um conjunto convexo. Além disso,

se C' € convexo entao conv(C) = C.

Proposicao A.3.4 Seja C' C IR"™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de C € o

conjunto de todas as combinacoes convexas de pontos de C.

Demonstragao. Seja D C IR" o conjunto de todas as combinagoes convexas de pontos

de C; isto é

D:{xEIR"

p p
x:Zaiaji,Zai:L zt e C, aiZO,pE]R}. (A.6)

i=1 i=1

Mostraremos que D = conv(C'). De fato. Como conv(C') é convexo entdo, pelo
Teorema A.4, conv(C') contém todas as combinagdes convexas de pontos de conv(C').
Como conv(C) D C segue que conv(C') contém todas as combinagoes convexas de C.
Logo D C conv(C).

Por outro lado, é 6bvio que C' C D. Portanto, se D for convexo, necessariamente
conv(C') C conv(D) = D. Resta mostrar que D é convexo.

Sejam z; € D e z € D. Entdo, existem p € IN e ¢ € IN tais que z; = > .7 | a;a*
ezn=>.1 By, comz'€C,y€C,a; >0, 3 >0taisque Y./ a;=1=>1 0.
Para qualquer A € [0,1] tem-se Az; + (1 — N)zo = 37 Az + 30 )(1 = VB’ E
claro que Ao,; > 0, Vi=1,...pe (1 —=X)3; > 0,Vi=1,...,q. Além disso,

S A+ (1-NB=A+(1-))=1
=1 =1
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Isto mostra que o ponto Az;+(1—\)zy € uma combinagao convexa de pontos de D;
em particular dos pontos {z'/i = 1,...,p} U{y"/i = 1,...,q}. Logo, Az1 + (1 —N)z € D.

Assim, D é convexo. Portanto, D = conv(C). |

Definigao A.3.5 i) Uma combinacio afim de elementos xq,...,xy de IR™ € um ele-
mento da forma Zle a; i, onde 0s coeficientes «; satisfazem Zle a; = 1.

i) Uma variedade afim em IR™ é um conjunto contendo todas suas combinagdes afins.
E facil verificar que a intersecio de variedades afins € ainda wma variedade afim.

iii) Seja S C IR™ um conjunto nao vazio. O fecho afim de S, denotado por aff(S), é
a variedade afim generada por S, isto €, a intersecao de todas as variedades afins que

contém S.

Observacao A.3.2 O fecho afim de S € a menor variedade afim que contém S e pode

ser construida diretamente de S colecionando todas as combinagoes afins de elementos

de S.

Definicao A.3.6 Seja C' C IR"™ um conjunto convexo. O interior relativo de C', deno-
tado por ri(C) € o interior de C' com relagao a topologia relativa do fecho afim de S; isto
é, x € 1i(C) se, e somente se, x € af f(C) e existe § > 0 tal que aff(C)NB(x,d) C C.

Exemplo A.3.4 Se C = {z}, com x € IR", entio aff(C) = {z} eri(C) = {z}. Se
C={ax+(1—-a)y/0<a <1}, comz € R" ey € IR" tais que x # y, entio
aff(C) ={az+(1—a)y/a € R} eri(C) ={ax+(1—a)y/0 < a < 1}. Se
C' = B(x,9), com xy € R" e § >0, entao aff(C) =IR" e ri(C) = B(x,0).

Definicao A.3.7 Um conjunto K C IR"™ chama-se um cone quando
de K = tde K, Vte R,.
Em adicao, se K € convexo entao K € chamado cone convezo.

Observacao A.3.3 Pela Definicao A.3.7, se K é um cone nao vazio entao necessari-

amente 0 € K. Intuitivamente, K € um conjunto de direcoes.

Exemplo A.3.5 Alguns exemplos de cone sao: o espago IR", qualquer subespaco de

IR™, o ortante nao negatiwo IR .

A.4 Projecao sobre Conjuntos Convexos Fechados

Seja C' C IR™ um conjunto convexo nao vazio e fechado. Para x € IR"™ fixado,

considere o seguinte problema:

inf ly—a|. (A.7)
yeC
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Dado ¢ € C, considere o conjunto S = {r € R"/ ||y —z ||<| ¢ —« ||}. Entao

(A.7) é equivalente ao problema:

inf |y—az|, (A.8)

yeCns

que tem uma solugao pois a aplica¢do y — ||y — z || é continua e C' NS é um conjunto
compacto. Portanto deduzimos a existéncia de um ponto em C' que minimiza a distan-
cia ao ponto .

Os dois teoremas seguintes mostram as afirmagoes feitas.
Teorema A.5 Um ponto y, € C' € solu¢io do problema (A.7) se, e somente se,
(T = Yay = ¥a) <0,
para todo y € C.

Demonstragao. Suponha que y, € C' é solugao do problema (A.7). Sejam y € C' e
a € (0,1). Pela convexidade de C, ay + (1 — @)y, = ¥ + a(y — y.) € C. Logo,

0<l o —z P <| o+ ly —ya) — ||
= (yo — ) + aly — ya) II”

=y — 2 > +2a(ys — 2,y —yu) + > ||y —ua ||
Assim, 0 < a{y, — 2,y — y2) + 30% [ y — v [|>. Como a >0,
1 2
0< <yx—w,y—yx>+§a |y —va |I?-

Logo, 0 < (Yo — 2,y — Ya) + 3 lim o [} y -y, 1. Portanto, (z — .,y — y.) <0,
para todo y € C.
Reciprocamente, suponha que (z — y,,y —y,) < 0, Vy € C. Se y, = x entdo y, é

solugao do problema (A.7). Se y, # = entdao para y € C

02 (& —=Ya ¥ = ¥s) = (T — Yo,y =2+ 2 — Ur)
==y P Hz —yoy — )
> =y P =2~y lllly -2,
onde a Desigualdade de Cauchy Schawarz foi utilizada. Dividindo por || y, — 2 ||> 0,

tem-se que 0 >|| & — g, || — | v — z [, para todo y € C. Logo, || & — ys < z — y ||
para todo y € C. Portanto, y, € C' é solugao do problema (A.7). [ |
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Teorema A.6 Com as mesmas hipoteses do Teorema A.5, y, € unico.

Demonstragao. Suponha que existem y, € C' e y! € C tais que || y, —x [|<|]| y — z ||

eyl —x||<||y— x| Pelo Teorema A.5, valem a desigualdades

<x_yasay_ya:>§07 <x_y;:7y_y£6>§07

para todo y € C. Em particular, (x—y,,y" —y,) <0e{x—y’ y,—y’) < 0. Somando,
(T =Y, ¥ —Yo) H@ =Y 5 Yo —y5) < 0. Entdo, (z—yu,y 7 —yu) — (@ =y, y5—Ya) < 0.
/

Daia <$ — Yz _$+y;’y;; _yx> < 0. ASSim? 0 S|| y/m — Yz ||2: <ya: _y:cyy; _yx> < 0.

Segue que, 0 =|| y’, — v, ||?. Isto acontece s6 quando, y’ = y,. |

Definicao A.4.1 O unico ponto y, em C que minimiza a distdncia de x ao conjunto

C' é chamado a proje¢io de x € IR™ ao conjunto C, e é denotado por Po(x).

Teorema A.7 Seja C' C IR™ um conjunto nao vazio convexo e fechado, e seja x # C.

Entao existe s € IR™ tal que
(s,2) = sup{(s,y)/y € C}. (A.9)

Demonstragao. Pelos Teoremas A.5 e A.6, existe um tnico ponto Po(x) que é solucdo

do problema A.7. Defina s := x — Po(z) # 0. Pelo Teorema A.5,
(x — Po(x),y — Po(x)) <0.

Daf, 0 > (s,y — 2 + ) = (s,y) = (s,2)+ || s |*. Logo, (s,x) = {s,y)+ [l s [*= (s, v),

para todo y € C. Portanto, existe s = x — Pg(x) satisfazendo (A.9). [

Definicao A.4.2 Dado um conjunto C' C IR", com fronteira nao vazia, e um ponto
x € 0C, considere o hiperplano afim Hg, = {y € R"/(s,y) =1}, onde s € IR" e
r € IR. O hiperplano H, , é chamado hiperplano suporte ao conjunto C' em x quando
(s,x) <r, Vo eC e além disso, x € Hy .

Teorema A.8 Seja x € 0C, onde C' € um conjunto nao vazio e convero em IR"

(naturalmente C' # IR"™). Entao existe um hiperplano suporte ao conjunto C' em z.

Demonstragao. Como C, o fecho de C' e seus complementos possuem a mesma

fronteira, uma seqiiéncia (2 )rey pode ser encontrada tal que x nao pertenga ao fecho
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de C, Vk € IN e k1_1>ri100 x, = v € 0C. Para cada k € IN tem-se, pelo Teorema A.7,
que existem s, € IR" tal que (sy,zx) > (s, y), Yy € C. Logo, (sg,xr —y) > 0,
Vy € C. Segue que s, # 0, Vk € IN. Seja z, = ||'Z—k||, Vk € IN. Entao | z|= 1,
Vk € IN. Assim, (zx)ren possui uma subseqiiéncia (zk];keA convergente, A C IN. Seja

5= EI% 2. Logo, 0 < Ilﬁir% (zi, ok —y) = (s,x —y), Vy € C. Tomando r = (s, ) tem-se
S S

que H; , = {y € IR"/(s,y) = r} é um hiperplano suporte ao conjunto C' em z. |

A.5 Funcoes Convexas

Definicao A.5.1 Seja C' C IR"™ um conjunto convexo. Uma funcdao f : C — IR é

chamada convexa em C quando para qualquer x € C, x € C' e « € [0, 1], tem-se:

flaz + (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y). (A.10)

A fungio f € chamada estritamente convera quando a desigualdade (A.10) € estrita,
para todo x #y e o € (0,1).

Proposicao A.5.1 Se f: IR" — IR ¢ uma fung¢ao convexa e h : IR" — IR é uma

funcao estritamente convexa, entao f + g € uma funcdao estritamente conveza.

Demonstragao. Segue da Definicao A.5.1. |

Definicao A.5.2 O epigrafo de uma funcgao f: C C IR" — IR € o conjunto
Ef={(z,c) e C x R/f(x) < c}.

Proposicao A.5.2 Seja C C IR" um conjunto convero. Uma funcao f: C — IR é

convexa em C' se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em IR" X IR.

Demonstracao. Suponha que f : C' — IR é convexa em C. Sejam (z,¢1) € Ey,
(z,c1) € Ef. Isto é f(x) <1 e f(y) < co. Pela convexidade de f, para a € [0, 1], segue
que f(ax + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y) < acp + (1 — a)ce. Pela Defini¢ao A.5.2,
(ax + (1 — @)y, ac1 + (1 — a)cz) € Ef. Logo, a(x,c1) + (1 — a)(y, c2) € Ef. Portanto,
E; ¢ um conjunto convexo em R" x IR.

Reciprocamente, suponha que E; ¢ um conjunto convexo em IR" x IR. Sejam
r € Cey e C. Tem-se que (z, f(z)) € Ef, pois f(x) < f(x). De forma analoga,
(y, f(y)) € Ey. Pela convexidade de Ey em IR" x R, a(z, f(x))+(1—a)(y, f(y)) € Ey,
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a € [0,1). Dai, (ax + (1 — a)y,af(z) + (1 — «)f(y)) € Ef. Pela Definicao A.5.2,
flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 — a)f(y). Portanto, f é convexa em C. |

Proposicao A.5.3 Seja C C IR" um conjunto convexo e f : C — IR uma fun¢ao

convexa em C. Entdo o conjunto de nivel Ly «(t) € convezo, para todo t € IR.

Demonstracao. Seja t € IR. Se Ly ¢(t) = ¢ entdo a conclusao é 6bvia. Suponha
que Ly o(t) # ¢. Sejam x € Ly c(t) ey € Ly o(t). Segue, da Definicao A.2.1, que
reC, flx) <t,y e Ce fly) <t Pela convexidade de C, para todo a € [0, 1],
tem-se que ar + (1 — a)y € C. Pela convexidade de f em C, f(ax + (1 — a)y) <
af(z) +(1—a)f(y) <at+ (1 —a)t =t. Logo, ar + (1 — a)y € Ly o(t). Portanto,

Ly ¢(t) é convexo, para todo t € IR. |

Proposicao A.5.4 Seja f : IR — IR uma funcao convexa. Suponha que exista
¢ € IR tal que o conjunto de nivel Ly pn(c) € nao vazio e limitado. Entdo Ly gpn(t) €

limitado para todo t € IR™.

Demonstracao. Veja Teorema 3.4.4 em [14]. |

Proposicao A.5.5 Sejam C' C IR" um conjunto convexo e f; : C — IR, 1 € I,
funcoes convexas em C, onde I € um conjunto qualquer de indices. Suponha que 6 € IR
tal que f;(x) < B para todo x € C' ei € I. Entao a fungao

f:C — IR

o fz) = S,g%?fi(x)

é convexa em C.

Demonstracao. Seja ¢ € IR arbitrario. Pela Defini¢cao A.5.2 tem-se que
Ef={(z,c)eCxR ] f(x)<c}={(r,c) e Cx R/ fi(r) <c,Viel}
=(H (@ eCx R/ filr)<c}=()Ey.
iel iel
Pela convexidade de f; em C, segue da Proposicao A.5.2, que os epigrafos Ef, sao
convexos, para cada ¢ € I. Logo, pela Proposicao A.3.1, a intersecao destos epigrafos é
um conjunto convexo. Novamente, pela Proposicao A.5.2, a convexidade de E; implica

a convexidade de f. ]
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Observacao A.5.1 Na Proposicao A.5.5, a condicao de que as funcoes que definem o
supremo sejam limitadas superiormente € necessdria somente para garantir que f tenha
valores finitos no conjunto C. Em particular, esta hipdtese nao € necessdria quando I

€ um conjunto infinito.

Teorema A.9 (Caracterizagoes de Fungoes Convexas Diferenciaveis) Sejam
C C IR™ um conjunto convexo aberto e f : C' — IR uma func¢ao diferencidvel em C'.

Entao as sequintes proposicoes sao equivalentes.
i) A fungao f é convexa em C.

i) f(y) > f(x) + (Vf(2),y — o), para todo z,y € C.

iii) (Vf(y) = Vf(z),y —x) >0, para todo z,y € C.

Demonstragao. i) = ii) Pela hipotese, para x € C, y € C e a € (0, 1], tem-se
que flay + (1 — a)z) < af(y) + (1 — a)f(z). Considere d = y — x. Entao ay +
(1-—a)r=x+aly—z)=1x+ad Assim, f(x+ ad) < af(y)+ (1 —«a)f(z). Entao
lo+ad)~ f(2) < a(f(y) - £(x). Tsto implica que £(y) ~ £(x) > ~(F(a-+ad) — f(x))
Logo, /() ~ f(2) 2 lim © (f(a +ad) — [(x)) = 22 (2) = (V/(x),d). Portanto, para
todo z,y € C, tem-se:

fy) = f(@) + (Vf(z),y —2) (A.11)

ii) = iii) Trocando x por y no item (ii), tem-se:

f(@) = fy) +{(Vf(y),x—v) (A.12)

Somando (A.11) e (A.12), tem-se que 0 > (Vf(x),y — z) + (Vf(y),x — y). Portanto,
(VF(y) = Vf()y — ) > 0, para todo 2,y € C.
iii) = i) Pelo Teorema do Valor Médio [15], existe o € (0,1) tal que

_ 9

Fly) = f(a) = 55(@) = (Vf(a +ad)d), (A.13)

onde d = y — x. Aplicando a hipotese para x + ad e z, tem-se que (Vf(x + ad) —
Vi), 4+ ad—x) = (Vf(x +ad) — Vf(z),ad) > 0. Entao, (Vf(z+ ad),ad) —
(Vf(x),ad) > 0. Dai, (Vf(z + ad),d) > (Vf(z),d). Assim, em A.13, tem-se que
f)—=f(@) ={Vf(z+ad),d) > (Vf(zx),y—z). Portanto, f(y) > f(z)+(Vf(z),y—=),
para todo z,y € C.

i1) = i) Aplicando a hipotese para = e = + ad, com d = y — x, segue que
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f(x) > f(zt+ad)+(Vf(z+ad), z—r—ad). Entao, f(z) > f(z+ad)—a(V f(z+ad),d).
Dai,
(1—a)f(x) > (1 —a)f(z+ ad) — (1 — a)a(V f(x + ad), d). (A.14)
De forma anéloga, aplicando a hipotese para y e x + ad, segue que
af(y) > af(x+ad) + o(l —a)(Vf(z + ad),d). (A.15)
Somando (A.14) e (A.15), tem-se que (1 —a) f(z) + af(y) >

f
(1—a)z) = fz+aly—=2)) = f(r+ad) < af(y)+ (1 —a)f(x). Portanto, f é convexa
em C. n

(x + ad). Logo, f(ay+

Corolario A.10 Sejam C C IR" um conjunto convexo aberto e f : C — IR uma

fungao diferencidvel em C. Entao as sequintes proposi¢oes sao equivalentes.

i) A funcao f é estritamente convexa em C.
ii) Para todo x € C e todo y € C tais que x # vy, f(y) > f(x) + (Vf(z),y — z).

iii) Para todo x € C e todo y € C tais que x # vy, (Vf(y) — Vf(x),y —x) > 0.

Demonstragao. Segue da Definicao A.5.1 e do Teorema A.9. |

Teorema A.11 Seja f : IR® — IR uma fun¢ao convexa. Para todo x € IR", existe
s =s(x) € R™ tal que f(y) > f(x) + (s,y — x), Yy € IR".
Demonstracao. Pela Proposicao A.5.2, E; ¢ um conjunto convexo em IR" x IR. dados
r € R" e (z, f(x)) € OF, podemos tomar, pelo Teorema A.8, um hiperplano suporte
ao conjunto Ey em (x, f(x)). Pelo Teorema A.7, existem s = s(z) € IR" e a € IR, tais
que

(s,y) +ar < (s,x) +af(x), Y(y,r) eR" x IR. (A.16)
Entao (s,y —z) + a(r — f(x)) <0, ¥Y(y,r) €R™ x IR. Escolha r € IR ¢ § > 0 tais que
ds=y—xe f(y) = f(x+ds) =r. Logo, (s,ds) + a(f(z+ 0s) — f(x)) < 0. Assim,
0 < OldI*< al(f(z) — f(z + ds)). Isto mostra que o # 0, caso contrario s = 0. Sem
perda de generalidade, considere &« = —1. Logo, em A.16, tem-se que (s,y) — f(y) =
(5.7) = < (s,2) — (), Yy € R" Dai, f(y) - {s,5) > f(x) — (s,2), ¥y € R"
Portanto, Para todo z € IR", existe s = s(z) € IR" tal que f(y) > f(z) + (s,y — z),
Yy € IR". [ |
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Observacao A.5.2 Seque, do Teorema A.11, que toda fungao convexa é minorizada

por uma func¢ao afim.

Teorema A.12 (Teorema de Minimizagao Convexa) Sejam C C IR"™ um con-
jgunto convexo e f : C — IR uma fung¢ao convexa em C'. Entao todo minimizador local
do problema (A.1) é minimizador global. Além disso, o conjunto dos minimizadores é

convexo. Se f € estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstragao. Seja Z um minimizador local do problema (A.1) e suponha que z
nao ¢ minimizador global. Sendo Z minimizador local, existe ¢ > 0 tal que f(z) <
f(z),Yx € DN B(z,e). Como T nado ¢ minimizador global, existe y € C tal que
f(y) < f(z). Sendo C convexo, AT + (1 — X\)z € C, para todo A € (0,1). Escolha A
suficientemente proximo da unidade tal que Az + (1 — \)y € B(Z,¢). Pela convexidade
de f, segue que f(AT + (1 —A)y) < Af(Z) + (1 = A)f(y) < Af(@)+ (1 - Nf(Z) =
f(Z). Assim, f(AZ + (1 — N)y) < f(z). Mas como Az + (1 — \)y € B(z,¢), entao
f(@) < f(Az 4+ (1 — AN)y); o que é um absurdo. Portanto, qualquer minimizador local
do problema (A.1) ¢ minimizador global.

Sejam S C C' o conjunto dos minimizadores (globais) e v € IR o valor 6timo do
problema (A.1); isto é f(x) = v, Vo € S. Pela convexidade de f, para x; € S, 29 € S
e a € [0, 1], tem-se que f(ax;+ (1 —a)zs) < af(x)+(1—a)f(xy) =av+ (1 —a)v =
v. Como v ¢é o valor 6timo do problema (A.1), f(az; + (1 — a)zy) = 0. Assim,
azr; + (1 — a)zy € S. Portanto, S é conevxo.

Suponha agora que f seja estritamente convexa e que existem z; € C' e 7y € C,
com Ty # Ty. Seja o € (0,1). Como C é convexo, aZy + (1 — a)Zy € C. Como Ty e To
sao minimizadores, f(aZ;+ (1 —a)Z2) > f(z1) = f(Z2) = 0. Por outro lado, como f é
estritamente convexa, f(aZ;+ (1 —a)Z2) < af(Z1)+ (1 —a)f(Z2) = av+ (1 —a)v = 0.
Assim, f(az+(1—a)Z2) > ve f(aZ;+ (1 —a)Zs) < v, 0 que é um absurdo. Portanto,

Se f é estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador. [ |

Teorema A.13 (Desigualdade de Jensen) Sejam C C IR™ um conjunto convezxo e

f: C — IR uma funcio convexa em C. Entio para quaisquer p € IN, 2* € D e
p

a; > 0,1 €{1,...,p}, tais que Zai =1, tem-se:
i=1

f (iaﬂi) < zp:aif(f
i=1 i=1
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Demonstragao. Pela Definigao A.5.2, (2%, f(a')) € Ey, para todo i € {1,...,p}. Pela
Proposigao A.5.2, E; é convexo em R x IR. Pelo Teorema A4, Y7 «;(2", f(2')) € Ey.
Novamente, pela Definigdo A.5.2, f (>0 | aua’) <37 oy f(ah). |

Teorema A.14 (Continuidade de Fungoes Convexas) Sejam C C IR™ um con-
junto convexo aberto e f : C — IR uma func¢ao convexa em C. Entao f € localmente

Lipschitz-continua em D. Em particular, f € continua em D.

Demonstragao. Seja £ € C. Como C' é aberto, existe § > 0 (que depende de ¥) tal
queUCC,onde U ={zxeR"/ -6 <ux;—%;<6i=1,...,n}. Seja V o conjunto de
vértices de U; V esta composto por 2" pontos e U = conv(V).

Seja [ = maz f(z), existe pois V' tem um ntimero finito de pontos. Pela con-
vexidade de f, segue da Proposicao A.5.3, que o conjunto de nivel Ly o(/3) é convexo.

Como V' C Ly, ¢(B), segue-se que
U = conv(V') C conv(Lys c(8)) = Ly, c(5) (A.17)

Seja x € U tal que 0 <|lr — Z||< 0. Defina

d'zé(x—f):m—x Coma:Hx_fH
=2 a ’

€ (0,1).

Dai, |d;|<é§,Vi=1,...n, e =6<Z;+d;—2; <9, Vi=1,...,n. Assim,z+de€Ue
T —d e U. Além disso,

alr — )

T=1T+ =It+ad=ai+ad+z—a=a(+d) +(1-a)z,

«

e pela convexidade de f,
fl@) <af(@+d)+(1-a)f(z) <af+(1-a)f(z), (A.18)

pois Z+d € U C Ly ¢(8). De modo similar,

i‘:JJ—FM:JI—FOéd:J?—l—O@‘—O(d—Oéf:Jf-i-Oé(J_?—d)—Ozi’.
a

1 o

Entao az + 7 =z + o(z — d). Assim = = T+
1+ o 1+«

(z —d).

Pela convexidade de f,

f(x) < fz) + : (A.19)

1l+a 1+«
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pois 7 —d € U C Ly, ¢(8). De (A.18), segue que f(z) < aff + f(z) — af(z). Dai,
f(x) = [(z) < a(B - af(2)). (A.20)
De (A.19), segue que f(z) + af(z) < f(x) + af. Dai,
—af +af(z) < f(z) — f(2). (A.21)
De (A.21) e (A.20), —a(3 — f(z)) < f(z) — f(7) < a(8 — af(z)). Entdo
| f(z) = f(@)|< a(B - (7)) = M|z — ],

onde M = § (8 — f(z)) depende de T e da escolha de §, mas nao depende de x €

{r € R"/0 <|| x — Z ||< 0}. Portanto, f & localmente Lipschitz-continua em D. W

A.6 Subgradiente de uma Funcgao

Definigao A.6.1 Seja f: IR" — IR uma fungao. O vetor s € IR™ é um subgradiente
de f no ponto x € IR" se

fly) > f(z) + (s,y — x), (A.22)

para todo y € IR". O conjunto de todos os subgradientes de f em x, denotado por

Of(x), é chamado o subdiferencial de f em x.

Observacao A.6.1 Seja s € 0f(x). Considere z € IR™ como z = x + ad, e a > 0.
Pela Definicao A.6.1, tem-se que

s€df(x) & (s,z—x)< f(z)— f(x), Vz€ R"
& fle+ad) — f(z) > (s,ad), Vd € R" e Ya >0
flo+ad)— f(z) _

& " > (s,d), Vd € IR" e Ya >0
o lim LEFD=S@ Sy vae me
a—0t o
of
_- > n‘
& 8d(:l:) > (s,d), Vd e IR

Assim, sao equivalentes as sequintes definicoes do subdiferencial de f em x
Of(z) ={se R" ] f(z) > f(x) + (s,z —x), Vz € R"}

- {s eR"/ %(x) > (s,d), Vd € R”} .
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Proposicao A.6.1 Seja f : IR™ — IR uma fun¢io convexa. Entdo o conjunto Of(x)

€ nao vazio, convexo e compacto, para todo x € IR".

Demonstragao. Pelo Teorema A.11, para todo = € IR", existe s = s(x) € IR™ tal que
a desigualdade (A.22) é valida. Logo, 0f(z) # ¢, v € IR™.

Sejam s € df(z), w € df(x) et € [0,1]. Entao, f(z)+ (s,y —z) < f(y) e
flz) +(w,y —x) < f(y), y € R". Logo,

f@)+ (L =t)s+tw,y —a) = flx) + (1= t)(s,y — 2) + t{w,y — z)
= f(z) —tf(z) +tf(x) + (L = t)(s,y — x) + t{w,y — z)
=1 =t)(flx) +{s,y —2)) +t(f(2) + (s,y — 7))
<(@=0)f(y) +tfly) = fy), VyeR"

Assim, (1 —t)s+tw € df(x), Vt € [0, 1]. Portanto, 0f(x) é convexo para todo x € IR".
Resta mostrar que para cada x € IR", df(x) é fechado e limitado. De fato.
Seja s € cl(0f(x)). Entao existe seqiiéncia (si)reny em 0f(z) tal que kgrfw Sk = 8.
Como s; € Of(x), Vk € IN, entao f(y) > f(z)+ (sg,y — ), Yk € IN e Vy € IR". Logo,
fly) 2 fl2) + lm (sp,y —2) = f(2) + (s,y —2), Vy € R". Assim, y € Of(z).

Portanto, df(z) ¢é fechado para todo = € IR™.

s
Tsll *
compacto Bz, d]. Pelo Teorema A.14, f é localmente Lipschitz-continua. Logo, para

Seja agora s € df(x), s # 0, e considere 0 > 0 tal que y =z + 46 ertenca ao

y € Blx,d], existe uma constante de Lipschitz M > 0 tal que f(y) — f(z) < M |ly — x|
Dali,

S
Is]

Por outro lado, como s € df(x) entao f(y) > f(x) + (s,y — x). Dali,

fly) — flz) < M|z + d— — z|| = Mo. (A.23)

F) 2 F@)+ 5,670 = 1) + s (A.24)
De (A.24) e (A.23), dls|]] < f(y) — f(z) < Mo. Isto implica que ||s]| < M.

Portanto, 0f () ¢ limitado para todo z € IR". |

Proposicao A.6.2 Seja f : IR" — IR uma func¢ao convexa. Entao, para todo d € IR",

of
%(aﬁ) = Sg’g%@, d)

tem-se
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Demonstracao. Por exemplo, veja Teorema 3.4.12 em [14]. |

Proposicao A.6.3 Uma func¢ao convezxa f : IR" — IR € diferencidvel no ponto x € IR"

se, e somente se, o conjunto Of(x) contém um inico elemento. Neste caso, Of (x) =

{Vf(x)}-

Demonstragao. Suponha que f é diferencidvel em x € IR". Entao pelo Teorema
A9, f(z) > f(x) +(Vf(x),z —z), 2 € R™. Assim, Vf(z) € df(z). Seja s € df(x).
Logo, f(z) > f(x) + (s,z — x), z € IR". Considere \dd = z — x, com A > 0. Entao
f(z) = f(z) + (s,Ad). Como f é diferenciavel em x,

flz+2d) = f(2) + (VF(@),Ad) + [AdIr(Ad),  lim r(Ad) = 0.

Logo, f(x)+(s,Ad) < f(x)+(Vf(x), A\d)+]||\d||r(A\d). Entéo, (s,d) < (Vf(z),d)+
l|d|| /l\iil%r()\d). Assim, (s — Vf(z),d) <0, para todo d € IR".

Em particular, quando d = s — V f(x), tem-se que 0 < ||s — V f(z)]|> < 0. Logo,
s = V f(z). Portanto, 0f () = {s}.

Reciprocamente, Suponha que df(xz) = {s}. Pela Proposicao A.6.2, %(w) =
(s,d), ¥d € IR™. Escolhendo d como os elementos da base canonica de IR", tem-se que
s; = df(x)/0x;, i = 1,...,n. Assim %(w) = (Vf(z),d), ¥d € IR", o que implica a

diferenciabilidade de f em z. |

Teorema A.15 Seja f : IR" — IR uma funcao convexa. O ponto T € IR™ € mini-

mizador de f se, e somente se, 0 € Of(T).

Demonstragao. Suponha que z € IR" ¢ minimizador de f. Entao, f(z) < f(x),
Vz € IR". Logo, f(x) > f(z)+ (0,2 — Z), Vo € IR". Pela Defini¢do A.6.1, 0 € 0f(Z).

Reciprocamente, suponha que 0 € df(z). Entao pela Definicao A.6.1, f(x) >
f(Z) 4+ (0,2 — z) = f(z), Vo € IR". Logo, T € IR" é minimizador de f. |

A.7 Funcao Conjugada de uma Funcao Convexa

Uma estencao da Definicao A.5.1 é dada pela seguinte defini¢ao.
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Definigao A.7.1 Uma fungio f : IR* — IR U {400}, nao identicamente 400, €
chamada convexa quando, para todo (x,y) € IR™ x IR™ e todo o € (0,1), € valido

flaz + (1= a)y) <af()+(1-a)f(y), (A.25)
como uma desigualdade em IR U {+o00}.

Observacao A.7.1 Seja C C IR™ um conjunto convexo. Uma func¢ao convexra f :
C — IR como da Definicao A.5.1 pode ser estendida a uma funcdao convera como na
definicao A.7.1 da forma sequinte

f: R —» RU{+o0}

I R R

Definigao A.7.2 Uma funcgao f : IR" — IR U {+o0c} é chamada convexa propria se
f(x) < 400 para pelo menos un ponto x € IR", e f(x) > —oo para todo x € IR™.

Definigao A.7.3 O dominio efetivo de uma fun¢ao convera f : IR" — IRU {400},
denotado por ED(f), € o conjunto {x € IR"/f(x) < +00}.

Definigao A.7.4 Uma funcao f : IR" — IRU{+oc0} € chamada fechada se seu epigrafo

€ fechado em IR™ x IR; ou equivalentemente, se seus conjuntos de nivel sao fechados.

Definigao A.7.5 Seja f: R™ — IRU{+0o0} uma fung¢ao convexa, nao identicamente
+oo. A fungao f*: IR" — IRU {40}, definida por
f(s) = sup {(x,s) — f(z)}, (A.26)

ze IR™

para todo s € IR™, é chamada a conjugada da funcgao f.

Observagao A.7.2 Sejamx € IR" e f : R" — IRU{+00} uma fungao convexa. Tem-
se que Of(x) = {s € R"/(s,z—x) < f(z) — f(x)}, Vz € R". Dai, (s,z) — f(z) <
(s,x) — f(x) < f*(s). Logo, Vs € IR™ tem-se que f*(s) = sup {{x,s) — f(x)}.

ze R"

Exemplo A.7.1 Seja f(x)= |x|, Vo € IR. Tem-se que
Of(x) ={s e R/s(z —z) <|z| — |z|, Vz € R} .

Se x> 0, entdo sz — sx <|z| —x; logo s =1, pois 1.z — 1l.x <|z| —x implica z <|z|.
Se x < 0, entdo sz — sx <|z| +x; logo s = —1, pois —1.z + L.x <| z| +x implica

—z <|z|. Sex =0, entdo sz <|z|; logo s € [0,1]. Assim, o subdiferencial € dado por
{1}, se >0

of (z) = [—1,1], se x=0
{=1}, se <0
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Portanto, a fungao conjugada € dada por

+oo, se |z|>1
0, se |z|<1

F7(s) = sup {ws— |z }:{

ze IR™

Observagao A.7.3 Seque, da Definicao A.7.5, que para cada s € IR", tem-se que
f*(s) + f(z) > (s,z), Vo € R". Esta relagao é chamada a “desigualdade de Fenchel”.

Teorema A.16 Sejam x € IR" e f : R" — IR U {400} uma fungao convexa, ndao
identicamente +00. Entdo s € Of(x) se, e somente se, f*(s) = (s,x) — f(z).

Demonstracao. Suponha que s € df(x). Entao (s, z)— f(z) < (s,z)— f(x), Vz € R"™.
Logo, £*(s) = sup {(z.5) = £(2)} < (5.2) = f(a). Portanto, f*(s) = (s.) — f(z).
Reciprocamente, suponha que f*(s) = (s,z) — f(x). Entao f*(s) < +oo. Logo,
(s,2) — f(2) < (s,x) — f(x), V2 € R". Assim, (s,z —x) < f(z) — f(z), Vz € R".
Portanto, s € df(z). |

Observagao A.7.4 Seja f : IR" — IR U {400} uma fung¢ao convera, nao identica-
mente +o0o. Segue, do Teorema A.17, que se s € Of(x), para algum x € IR™, entdo
f* < 4o0.

Teorema A.17 Seja f : R" — IR U {400} uma fun¢do convexa, nao identicamente

+00. Entao a conjugada f* € uma fun¢ao conveza.

Demonstragao. Sejam s; e so em IR". Se f*(s1) < 400 e f*(s2) < +00, entao para

t € [0, 1] tem-se

(L =t)sy +tsa) = sup {{x, (1 —t)s; +ts2) — f(x)}

= sup {(1 = 1){w,51) + Hz, 52) = fl@) + 1f (@) —tf(2)}
= sup {1 =) [{z,51) = fl@)] + L [(z, ) = f()]}
< (L=1) sup {(z,51) = f(w)} +1 sup {(z,5) = f(2)}

= (L=t)f"(s1) +tf"(s2).

Se f*(s1) = 400 ou f*(s2) = +oo entdao, de forma trivial, f*((1 — t)s; + tsg) <
(1 —t)f*(s1) + tf*(s9). Portanto, f* é uma fun¢do convexa. |
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Definigao A.7.6 Seja f: IR" — IRU{+0o0} uma fungio convexa, nao identicamente
+o0o. A fungao f**: IR" — IRU {400} é chamada a conjugada da conjugada de f.

Proposicao A.7.1 Seja f : R" — IRU{+0o0} uma fun¢do conveza, nao identicamente

+00. Entao f** € o supremo do conjunto de todas as funcoes afins que minoran f.

Demonstragao. Seja A o conjunto de todas as fungoes afins que minoran f. Considere
' =sup{g/g € A}. Mostraremos que f** =T'. De fato.

Para cada s € IR", a funcao g(z) = (z,s) — f*(s), Vo € IR", ¢ uma funcao
afim. Pela desigualdade de Fenchel, f(z)+ f*(s) > (x,s), x € IR". Logo, f(x) >
(x,s) — [*(s) = g(x), x € R™. Dai, g é uma fungao afim que minora f. Assim, g € A.

Logo, para cada x € IR", tem-se

[7(@) = sup {{z,s) = [*(s)} < T(2). (A.27)

s€ IR™
Seja h € A. Entao para algum s € IR" e algum o € R, h(x) = (x,s) — a, Vo € IR".
Como h minora f, (z,s) —a < f(z), Vo € IR". Logo, a > (z,s) — f(z) Vo € IR". Dali,
a > sup {<.T, 8) - f(l’)} = f*<8) ASSim7 h(l’) = <I7 S> —a< <I,S> - f*(s)a x € R".

sx€ IR™
Logo, para cada = € IR", tem-se

I'(z) = sup {(z,5) —a} < sup {(z,s) — f*(s)} = [ (x) (A.28)

z€ IR" z€e R™

De (A.27) e (A.28) segue que I'(z) = f**(z), Vo € IR". Portanto, f** =T. |

Proposicao A.7.2 Seja f : R" — IRU{+0o0} uma fun¢do conveza, nao identicamente
+o00. Entao f = f**.
Demonstragao. Mostraremos primeiro que f** < f. De fato. Pela Definicao A.7.6,
[ (w) = sup {{w,y) — f*(y)}, Yw € IR". Pela Defini¢ao A.7.5, para cada y € IR",
temese qud () = sup {{y.a) ~ ()} 2 (.} — f(w), o € R Togo, (w,y) —
FH) < fw), Yoo € B Assim, £() = sup {{w.9) — F)) < ), Yo € B
Logo, f™ < f.

Mostraremos agora que f < f**. Suponha, pelo absurdo, que existe o € IR"
tal que f(xo) > f*(zo). Logo, existe a € IR tal que f**(z9) < a < f(x). Como f
é convexa entao, pelo Teorema A.11, existe uma funcao afim A minorando f tal que
h(zo) = a. Defina h(x) = o + (s,z9 — z), Yo € IR". Pela Proposi¢ao A.7.1, f** > h.
Dai f(x %)(z9) > h(x) = a, o que é um absurdo. Logo, f < f**.

Portanto, f = f**.



Apéndice B

Condicoes de Otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker

Neste apéndice, é apresentado uma ferramenta poderosa para dar solucao a prob-
lemas de otimizacao, as chamadas Condigoes Necesséarias de Otimalidade de Karush-
Kuhn-Tucker. Além disso, é analizado a forma destas condigdes para problemas de
programagao linear, as quais sao relevantes na segoes 2.4 e 4.2. Um estudo mais pro-

fundo deste apéndice pode ser encontrado em Bazaraa [2].

B.1 Condicoes Necessarias de Otimalidade de Karush-
Kuhn-Tucker

Sejam X C IR™ um conjunto nao vazio aberto e f : R" — IR e g; : IR" — IR,

1 =1,...,m, funcoes. Considere o problema

min f(z)
(P){Q sa. gi(z)<0, i=1,..m
reX.

Nesta secao sao presentadas as condigoes que devem ser satisfeitas quando um
z € IR" dado é minimizador local do problema (P). Condigoes deste tipo se chaman

condicoes necessarias de otimalidade.

Teorema B.1 Seja & um ponto factivel do problema (P) e denote I = { i/ g;(Z) = 0}.

Suponha que f e g; sdo diferencidveis em T para todo i € I, e que g; € continua em
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T para todo i ¢ I. Além disso, suponha que Vg;(Z), com i € I, sejam linearmente
independientes. Se T é uma solugdo local do problema (P), entao existem escalares u;,

com 1 € I, tais que

el
ug > 0, iel.

Em adicao, se g;, com i € I, sao também diferencidveis, entdo existem escalares u;,

comi=1,...m, tais que

i=1
wgi(z) = 0, i=1,...m
u, > 0, 1=1,....m

Demonstragao. Veja Teorema 4.2.13 em Bazaraa-Sherali-Shetty [2]. [

Os escalares u; sao chamados “Multiplicadores de Lagrange”.

O requerimento que Z seja factivel ao problema (P) é chamado “Factibilidade
Primal” (PF).

O requerimento V f(z) + Zulng =0, u; >0, para i = 1,...,m, é chamado
“Factibilidade Dual” (DF).

O requerimento u;g;(z) = 0, para todo ¢ = 1,...,m, é chamado “Condi¢ao Com-
plementar de Folga” (C'S).

As condigoes PF, DF e C'S sao chamadas “Condigcoes Necessdarias de Otimali-
dade de Karush - Kuhn - Tucker” (KKT).

Observacao B.1.1 As condigoes necessdrias de otimalidade K K'T' podem ser escritas

em forma vectorial como

PF g(z) < 0, z >
DF : Viz)+Vg@)iu = 0, u >0
05 wg(z) = 0,
onde g = (g1, .., gm), U = (U1, ..., up,) € Vg(Z)" € uma matrizn xm cuja i-ésima coluna

¢ Vygi(z) (isto é, a trasposta do Jacobiano de g em T).
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B.2 Condicoes Necessarias de Otimalidade de KKT

em Programacao Linear

Considere o problema de programcao linear

min cz
(P) s.a. Arx = b
z > 0

onde c € R", v € R", A = (Qij)mxn € b€ R™.
Observe que Ax = b < —Ax < —be Ax < b. Logo, o problema (P) é equivalente

ao problema:

min  cx
s.a. —Axr < —b
(P’
Arx < b
—r < 0
\
Defina
flz) = cx , v € IR"
gi(x) = —Ax+b , z€R"
gpz) = Avr—b , xc IR
gs(x) = -z , v e IR

Denotemos por y*, ¥y~ e v como os multiplicadores de Lagrange para gi, g2 € g3,

respectivamente. Logo, as condigoes de otimalidade K KT para o problema (P’) s@o

PF: Av—=1b, z>0.
DF: Vf(z)+y"Vagi(z) +y Vga(z) + vVg3(x) =0 ; y© >0,y > 0,0 > 0.
CS: (b—Ax)yt =0, (Az =0y =0, —zfvo=0.

Equivalentemente

PF: Az=0b, z>0.
DF: c— Ayt + Ay~ +(=1)v=0; y" >0,y >0, v>0.
cS: b-=-byt=0, (b=0bly =0, 2'v=0.
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Da misma forma

PF: Az =1b, 2>0.

DF: ¢c—A(y"—y)—v=0; y" >0,y >0, v>0.
CS: z'v=0.

Ou ainda

PF: Az=0b, z>0.
DF: c—Ay—v=0; y=w"—y")e R™ v>0.
cS: zlv=0.

Resumindo, as condig¢oes de otimalidade K K'I" para o problema de programagcao

linear (P) sdo dadas por

PF: Az=0b, z>0.
DF: c=Ay+v; ye R™ v>0.
S : .Z'j’l}j:() s ]21,,7’L



Apéndice C
Elementos de Geometria Riemanniana

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados e defini¢coes relativos as var-
iedades diferenciaveis, os quais sao relevantes no quarto capitulo. Mais detalhes em

Manfredo [8] e em [7].

C.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao C.1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C IR" — M de abertos U, de IR" em M tais

que:

1)U$a a: )

2) Para todo par (o, ) com x4(Uy)(2s(Us) = W # ¢, os conjuntos x (W) e
xgl(W) sao abertos em IR" e as aplicagoes xﬁ 0w 1 (W) — ap (W) sdo

diferencidveis;
3) A familia F = {(Us,x4)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (Uy,xa), ou a aplica¢io ., € chamado uma parametriza¢io, um sistema de
coordenadas, ou uma carta local, de M em torno do ponto p € x4(U,). Uma familia
{(Un, )} satisfazendo as condi¢oes (1) e (2) € chamada atlas, ou estrutura diferen-
cidvel de M.

Observacao C.1.1 O atlas da variedade diferencidvel M faz dela um espaco topoldgico,
onde A C M € aberto se z7' (AN z(U)) é um aberto de IR", qualquer que seja a
parametrizac¢ao x : U C IR™ — M.



100

Definigao C.1.2 Dizemos que uma familia {f,} de fun¢éoes diferencidveis fo : M —

IR € uma particao diferencidvel da unidade se:

(i) Para todo o, fo > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanga coordenada
Voo = 24 (Uy) de uma estrutura diferencidvel {(Uy, x4o)} de M;

(1)) A familia {V,} € localmente finita;

(111) Zfa(p) =1, para todo p € M.
Dizemos que a particao {f,} da unidade estd subordinada a cobertura {Vy}.
Restricoes quanto a topologia de M:

Axioma de Hausdorff. Dados dois pontos distintos de M, existem vizinhancas
destes dois pontos as quais nao se intersectam.

Azioma de base enumerdvel. A variedade M pode ser coberta por uma quantidade
enumeravel de vizinhancas coordenadas.

A wvariedade M € coneza.

Estas consideracoes sao importantes devido ao resultado abaixo.

Teorema C.1 Uma variedade diferencidvel M possui uma particao diferencidvel da
unidade se, e somente se, toda componente conexa de M € de Hausdorff e possui base

enumerdvel.

C.2 Espaco Tangente

Definicao C.2.1 Sejam M; e M, variedades diferencidveis de dimensoes n e m, re-
spectivamente. Uma aplicagao ¢ : My — My € dita ser diferencidvel em p € M se,
dada uma parametrizacao y : V. C R™ — My em ¢(p), existe uma parametriza¢io
z:U CR™ — My em p tal que p(z(U)) C y(V) e a aplicagio

ytopox:UCR" —R™

¢ diferencidvel em x=*(p). Mais ainda, diz-se que ¢ € diferencidvel em um aberto de

My se € diferencidvel em todos os pontos desse aberto.

Definicao C.2.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao diferencidvel

a: (—e,e) = M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que «(0) =
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p € M, e seja C®(M) o conjunto das fungoes f : M — R diferencidveis em p. O vetor
tangente a curva o emt =0 € a funcio o/(0) : C*°(M) — R dada por
d(foa
o)) = V2D e e, 1)
t=0
Um vetor tangente em p € M € um vetor tangente, em t = 0, a alguma curva « :

(—e,e) = M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd denotado
por T,M.

De acordo com as notagoes na definigao C.2.2, escolha uma parametrizacao z : U — M

em p = z(q) e escreva

(I_l o a)(t) = (xl(w’ T 7In(t))

(fOJT)(q) = (‘Tlv"' 7xn)7 q= (xla"' ,J?n) eU.
Assim,

of
8:61'

o/(o)f:%(fooz) :%f(xl(t),---,a:n(t» = 2(0)

t=0 t=0 ¢

(q)-

Portanto, o vetor o/(0) pode ser expresso, através da parametriza¢do x, por

20 = Y a0 ©2)

onde denota o vetor pertencente ao conjunto 71, M tal que
Z;
9 Nfox), 4
== = (M). .
S () = S5 @), Y e O (€3)

Observacao C.2.1 Com as operagoes usuais de fungoes, nota-se que T,NM € espago

vetorial. Além disso, escolhida wma parametriza¢ao x : U — M em p = x(q), pode-se

0
ver que o conjunto {=—,---,=—} € uma base de T,M, a qual chamamos de base

81'1 ’ an

associada o parametriza¢ao (U, x).
Definicao C.2.3 O espaco vetorial T,M é chamado espago tangente de M em p.

Definicao C.2.4 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : M —
N € uma imersao se dy, : T,M — T, N € injetiva para todo p € M. Se, além disso,
@ € um homeorfismo sobre o(M) C N, onde p(M) tem a topologia induzida por N,
diz-se que ¢ € um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho,

diz-que M € uma subvariedade de N.
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Proposicao C.2.1 Sejam M, e M,y variedades de dimensoes n e m, respectivamente.
Seja ¢ : My — My uma aplicagao diferencidvel. Para cadap € M e cada v € T,(M;),
escolha uma curva diferencidvel o : (—e,e) — My com «(0) = p e o/(0) = v. Faga
B =poa. A aplicagio dp, : T,(My) — T,p)(Ms) dada por dp,(v) = B'(0) € uma

aplicacao linear que nao depende da escolha de .

Definicao C.2.5 A aplicagao linear dyp, dada pela Proposi¢ao C.2.1 é chamada difer-

encial de p em p.

Definicao C.2.6 Sejam M, e My variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ de M,
em My é um difeomorfismo se ela € diferencidvel, biunivoca e sua inversa @' é difer-

encidvel.

C.3 Campo de Vetores

Definigao C.3.1 Seja M uma variedade diferencidvel. O conjunto TM = {(p,v);p €
M, veT,M} é chamado de fibrado tangente da variedade M.

Proposicao C.3.1 O fibrado tangente TM ¢ uma variedade diferencidvel de dimensao

2n, onde M tem dimensao n.

Definicao C.3.2 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. O campo €

dito diferencidvel se a aplicacao X : M — T M ¢ diferencidvel.

Notagao. Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis
em M. Também é conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicagao
X : C®(M) — C*(M) definida por

(N0 = X a5, 1€ )

%

onde f indica, por um abuso de notagao, a expressao de f na parametrizagao (U, x).

Lema C.1 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uwma variedade difer-

encidvel M. Entao, existe um tnico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*(M),

Zf = (XY —YX)f.

Definicao C.3.3 O campo vetorial diferencidvel Z dado no lema C.1 é chamado o

colchete(de Lie) dos campos X e Y, e é denotado por [X,Y]; ou seja, escrevemos

[X,Y]=XY - YX.
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Definicao C.3.4 Um campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma apli-
cagio que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € T,M, a qual é diferencidvel

no sequinte sentido: se f é uma fun¢ao diferencidvel em M, entao a fung¢ao t — V(t)f
d c
€ diferencidavel em I. O campo vetorial dc a), indicado por o € chamado campo

velocidade (ou tangente) de c.

Observagao C.3.1 Sempre suporemos um atlas {(Uy,xs)} para M de modo que os

campos X = — € X(2,(Uy,)) sejam passiveis de extensao em M.

aa

C.4 Meétricas Riemannianas

Definicao C.4.1 Uma métrica Riemanniana ou estrutura Riemanniana em uma var-
redade diferencidvel M é uwma correspondéncia g que associa a cada ponto p € M um
produto interno no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sen-
tido: se x : U C R* — M € um sistema de coordenadas em torno de p, entao, para

cada (1,7), a fungdo g;; : U — R definida por

st = (5@ 50 @) ()

onde ¢ = x(x1,- -+ ,,), € diferencidvel.
As fungoes g;j sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas (U, z). Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana

chama-se uma variedade Riemanniana.

Proposicao C.4.1 Considere (§9),xn a matriz inversa da matriz (gij)nxn- Entao,

agil _ ik _ml agkm
o, = —Zg g oz, (C.5)

Demonstracao. Observe que
Z gikgkl = 04
k

Logo,

d kl

g g = og™
Z (9383 Zk: Gik 8xj ’

o que implica
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Denotando-se D = ( gk) , B = (i )nxn € C = ( 9 ) , temos, a partir
axj nxn axj nxn

da ultima iguadade,

DB !'= —BC.

Assim,

C=-B"'DB™.

Dai, efetuando-se o produto no lado direito da igualdade, pode-se concluir (C.5). W

Definicao C.4.2 O comprimento ou norma de um vetor tangente u € T,M ¢é definido

por

Observacao C.4.1 Seja f : M — N wuma imersao, isto €, f € diferencidvel e df, :
TyM — Ty N € injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura Riemanniana,

podemos munir M com uma estrutura Riemanniana definindo

(u,v), = (dfp(u), dfp(V)) () w0 € T,M.
A métrica de M obtida dessa maneira € dita induzida por f.

Definicao C.4.3 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f :

M — N¢€ chamado isometria se

(u, 0), = (dfp(u), dfp(v)) 4 » (C.6)

quaisquer que sejam p € M e u,v € T,M.

Teorema C.2 Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possut uma métrica Riemanniana.

C.5 Conexoes Riemannianas

Definicao C.5.1 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma apli-
cacio V : X(M) x X(M) — X(M), indicada por (X,Y) — VxY, a qual satisfaz as

sequintes propriedades:
i) fo+gyZ = fVXZ + gVyZ

iil) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
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ifi) Vi (fY) = VXY + X()Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C®(M).

Observagao C.5.1 A partir de (iii), pode-se mostrar que a conexao afim € uma no¢ao
local, isto €, se os campos X,Y € X(M) coincidem, em algum aberto A C M, com

campos X,Y € X(M), respectivamente, entdo VxY e Vy? coincidem em A.

Observagao C.5.2 Pode-se mostrar também que V xY (p) depende apenas do valor de

X(p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X.

Observagao C.5.3 Considerando-se os campos X; =

Vx,X; em xz(U) como

0
5 € X(M), podemos escrever
T

Vi X; =) ThHX.
k

Como Vx, X; € um campo diferencidvel, temos que as fungoes Ffj sao diferencidveis.

Tais fungoes sao chamadas simbolos de Christoffel associados a parametrizagao (U, x).

Proposicao C.5.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Entao, existe uma tinica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo

de uma curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial ao longo de ¢, denotado

por TR tal que:
D DV DW
a) %<V+W)_%+_dt ;
D df Dv
Onde W € um campo de vetores ao longo de ¢, e f € uma fungao diferencidvel em
L
. , o . DV
c) Se V éinduzido por um campo de vetores Y, isto é, V(t) = Y (c(t)), entao e

VaV.
dt

Definicao C.5.2 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c: I — M € chamado

paralelo quando d—: =0 para todo t € 1.

Definicao C.5.3 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conezxdo € dita compativel com a métrica (,) quando, para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P, P ao

longo de ¢, tivermos (P, P") = constante.
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Proposicao C.5.2 Suponha que uma variedade Riemanniana M tem uma conexdo
V' compativel com a métrica. Sejam V e W campos de vetores ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I — M. Entao,

d av aw

Corolario C.3 Uma conexdo afim V numa variedade Riemanniana M é compativel

com a métrica se, e somente se,
XY, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ), (C.8)
onde X,Y, 7 € X(M).

Definicao C.5.4 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita

simétrica quando, quaisquer que sejam X,Y € X(M),temos

VxY - Vy X = [X,Y]. (C.9)

Teorema C.4 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica
conexao afim V em M que € simétrica e compativel com a métrica. Tal conexdao é

chamada conexao Riemanniana.

Observagao C.5.4 Dada uma parametrizagao (U, x) de M, os simbolos de Christoffel

da conexao Riemanniana em termos de componentes da métrica sao dados por

1 Ogjk | Ogic  0gij
J — 229 ) gkm C.10
Y2 Zk: ( ox; + Or; Oz g ( )
Observagao C.5.5 Usando-se (C.10) e (C.5), podemos concluir que
agil _ Zgikrl‘k . nglri_ ) (C‘ll)
oz; p I — Jm

C.6 Gradiente

Definigao C.6.1 Seja f € C°(M), onde M é uma variedade Riemanniana. O gra-
diente de f € o campo de vetores em M, denotado por gradf, definido pela sequinte
condicao:

(grad f(p),v) = df,(v), pe M, veT,M. (C.12)
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Proposigao C.6.1 Se f,g € C*(M), entao:
(i) gradf 4+ g = grad f + grad g.
(ii) gradf-g=f-gradg+g-gradf.

Demonstragao. Omitiremos esta demonstragao em virtude de se tratar de um simples

uso das propriedades da diferencial de uma aplicacao. [

Proposicao C.6.2 Sejam x : U — M wma parametrizagao de M, e f € C>®(M).

Entao, na vizinhanca x(U), temos

LOf 0
grad f = Z 1= Bz, 9z, (C.13)

Consequentemente, grad f € X(M).

Demonstracao. Nesta demonstracao, iremos usar o fato de que
df,(v) =v(f), pe M, veT,M.

Suponha que, nesta parametrizacao, tenhamos

0
grad f = Zi:aia—xi‘

Portanto, em x(U),

<gradf, 8%> = Z <8x, 8x]> Zazgw (C.14)

J

Assim, denotando F = <<gradf, %>) , A = (ai)nx1 € B = (Gij)nxn, decorre de

nx1

(C.14) que F = BA. Sendo B invertivel, temos A = B~'F. Desse modo,
pofon)-Eoo() £
%

de onde segue o resultado afirmado. [ |

Observagao C.6.1 Utilizando a expressao (C.13) do gradiente, obtemos

n

;Ou v
(grad u, grad v) = Z g” . (993] (C.15)

i,j=1
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Com efeito, temos

- - v
_ E : _ 2 : ke
gradu = g &El 8:5J e eradv= Oy 8@

i,j=1 k=1
Logo,
0
(grad u, grad v) = ]ggkfa—v
Ty
1,5,k =1
“ 8u ov “
= Z axz ax (Z g]fg )
i,5,k=1 (=1
B i 5 ;Ou v
B A ]kg axl axk
i,7,k=1
" Ou v
- Y
2,7=1

Exemplo C.6.1 Se M = IR"™ com a métrica euclidiana, entao

i 1, se 1=
g- = . .
0, se i#£]
e a base do espago tangente coincide com a base canonica de IR". Assim, de (C.13),

tem-se que
gradf = V.

Isto €, o gradiente de fung¢oes em variedades de Riemann é uma generalizagao do vetor

gradiente de uma fungao real de vdrias varidveis.

Exemplo C.6.2 Seja M = IR}, ={x € R" /x; >0, 1 <i<n}. Denota-se

G(x) = (9i;(%))nxn. Neste caso, a métrica € dada pela métrica afim escala

onde D(x) = diag(z1, ..., x,). Assim, de (C.13), tem-se que

grad f(z) = D*V f(x).

C.7 Hessiano

Definicao C.7.1 Seja M uma variedad Riemanniana com conexao V dada pelo Teo-
rema de Levi-Civita. Considere f : M — IR de classe C", r > 2. O Hessiano de f em
p € M, denotado por Hg, ¢ definido como a derivada do campo gradiente; isto é:

HI - M — T,M

P
v HI{-U = V,gradf.
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Proposicao C.7.1 Para cada p € M, operador Hg € auto-adjunto; isto é:
(Hg Cv,w) = (v,Hg -w),

para todo u € T,M e todo v € T,M.

Demonstragao. Como V é compativel com a métrica,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ). (C.16)
Como V é simétrica,
VyY - VYX = [X,Y]. (C.17)
Tomando X =v, Y =w e Z =grad f em (C.16), tem-se:
v(w, grad f) = (V,w,grad f) + (w, HJ - v).
Tomando X =w, Y =ve Z =gradf em (C.16), tem-se:

w(v, grad f) = (Vyv, grad f) + (v, HI{ w).

(H) v, w) = (v, H) -w) = (v{w, grad ) — (V,w, grad f))
— (w(v,grad f) — (Vyv, grad f))
= [v(wf) —w(vf)] = [(Vow = Vo, grad f)]
= (vw —wv)f = (Vow = Vyu, ) f
= [v,wlf = [v,wlf =0,

onde (C.17) foi utilizada . Portanto, H/ é auto-adjunto. |

Observagao C.7.1 Pela Propisicao C.7.1, € possivel definir a forma quadrdtica simétrica:
Hg I, M xT,M — IR
(u,v) — Hl(u,v) = (H-u,v)=(V,gradf,v),
ou mais generalmente:
HIJf D X(M) x X(M) — R
(X,Y) — Hg(X,Y) = (Vxgradf,Y).

Exemplo C.7.1 Seja M = IR" con a métrica usual. Entao os coeficientes de Christof-
fel sao I'7 =0, Vi, j,m € {1,...,n}. Assim, Vya,,0/0x; =0, Vi, j € {1,...,n}. Logo,

g (0 9\ _ 9T
p (91‘1'7 ij 8:}018%

Isto €, o operador da Definicao C.7.1 coincide com o Hessiano usual.
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