
Resumo

Neste trabalho estudamos o Modelo de Covariância com Erro nas Variáveis, onde

os erros têm distribuição elípitca, sob uma pespectiva Bayesiana. Para tanto usamos

uma informação a priori do tipo não informativa, proposta por Jeffrey (1961), e fazemos

inferências sobre os parâmetros do modelo em estudo. Mostramos que, para qualquer

modelo de covariância elíptico com erro nas variáveis combinado com a priori do tipo

não informativa, conduz às mesmas análises da posteriori correspondente ao modelo

de covariância normal com erro nas variáveis.



Abstract

In this work the Model of Covariance with error in their variables will be studied,

where these errors have elliptical distributions, under a Bayesian perspective. In order

to accomplish this we will use “a priori” information of the not informative type, as

proposed for Jeffrey(1961), and we will make inferences on the parameters of the studied

model. It will be showed that for any model of covariance with elliptical error in their

variables, combined with “a priori” information of the not informative type, the results

will lead to the same analyses obtained through the posteriori analyses that correspond

to the normal model of covariance with errors in their variables.
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Introdução

É conhecido que a modelagem estatística, sob a suposição de erros normais, pode

ser infuenciada por observações aberrantes. Deste modo, usaremos modelos baseados

em distribuições com caudas mais pesadas do que a normal com o intuito de obter

estimativas robustas contra observações aberrantes.

Nesse trabalho consideramos o modelo de covariância com erros seguindo uma

distribuição elíptica, com o objetivo de mostrar que qualquer modelo de covariância

com erro elíptico combinado com uma informação a priori do tipo não informativa para

parâmetros de escala (ou parte deles), conduzem a exatamente as mesmas análises a

posteriori que o correspondente modelo de covariância com erro normal. Neste sentido,

as inferências obtidas sob normalidade são completamente robustas com respeito a mu-

dança na especificação do processo de amostragem dentro da classe geral das densidade

elípticas.

Este trabalho está organizado em três capítulos, resumidos como segue.

No capítulo 1 apresentamos um resumo sobre inferência Bayesiana, seus princípios

e a sua versão para estimação de parâmetros, fazendo uso da priori não informativa de

Jeffrey, baseada na informação de Fisher. Neste capítulo ainda é feito um breve estudo

sobre modelos elípticos.

No capítulo 2 é considerado um experimento planejado com k tratamentos, onde

o i- ésimo tratamento é repetido em ni unidades experimentais com i = 1, 2, ..., k,

sendo que as variáveis explicativas xij são medidas com erros para j = 1, 2, ..., ni e

i = 1, 2, ..., k. Um modelo estatístico adotado neste situação é:

Yij = τi + βixij + eij,
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com

Xij = xij + uij

onde Yij é a observação relativa à variável resposta obtida na j-ésima unidade experi-

mental que recebeu o tratamento i, eij é o erro correspondente na medição de Yij e uij

é o erro cometido na medição de xij. Como o objetivo, em geral, é obtermos inferências

sobre os parâmetros, será usada a suposição de independênica dos erros eij, uij e da

variável não observada xij j = 1, 2, ..., ni e i = 1, 2, ..., k. Também será feito um resumo

deste modelo tanto no enfoque clássico quanto no enfoque Bayesiano. Com a suposição

de que os erros têm distribuição elíptica é obtida a função de verossimilhança sob uma

pespectiva Bayesiana.

No capítulo 3 obtemos estimadores dos parâmetros do modelo, sob uma pespec-

tiva Bayesiana. Em princípio consideramos que a verossimilhança correspondente a

uma distribuição elíptica e a distribuição de x é arbitrária sendo que x é independente

de θ. Depois, consideramos que tanto a verossimilhança quanto a distribuição de x| θ
são elípticas não necessariamente da mesma classe e por fim será considerado o modelo

completamente elíptico.



Capítulo 1

Fundamentação Teórica

Neste capítulo é feita uma introdução à Inferência Bayesiana, salientando-se os

seguintes itens: Teorema de Bayes; Função de Verossimilhança; Distribuição a priori, e

também é apresentado o tipo de informação a priori que será adotado neste trabalho.

Além disso, é feito um breve estudo sobre distribuições elípticas. Maiores detalhes

sobre as informações desse capítulo são encontradas nas referências [4],[8], e [10].

1.1 Inferência Bayesiana

A Inferência Bayesiana baseia-se no conhecimento da distribuição a posteriori

dos parâmetros. Nessa análise, a distribuição a priori que representa o estado atual

de conhecimento sobre os parâmentros antes de serem analisados os resultados experi-

mentais, constitui-se em um novo elemento em relação à análise clássica. A escolha da

distribuição a priori é subjetiva, entretanto dados experimentais podem ser utilizados

nessa etapa.

A origem da Inferência Bayesiana ocorreu com o lançamento da obra An Essay

Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances, a título pôstumo, de autoria

do Reverendo Thomas Bayes. Esta obra foi publicada em 1763, por Richard Price, e

apresenta o teorema denominado Teorema de Bayes [4].
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1.1.1 Teorema de Bayes

Considere uma quantidade de interesse desconhecida não observável θ com valores

possíveis em um conjunto Θ e seja H a informação de que dispomos sobre θ. Essa in-

formação pode ser sumarizada probabilisticamente por p(θ|H). Se H for informativa o

bastante para nosso propósito, a descrição de nossa incerteza a respeito de θ está com-

pleta. Caso contrário, a informação inicial pode ser aumentada através da observação

de uma quantidade aleatória X, que esteja relacionada com θ. Após observar o valor

de X a nossa quantidade de informação aumenta, agora temos H∗ = H ∩ {X = x}, e

a informação sobre θ pode ser sumarizada em p(θ|x, H). O problema é como passar

de p(θ|H) para p(θ|x, H).

Denotando-se por p(x| θ,H) e p(θ|H) as densidades de (X| θ,H) e (θ|H), respec-

tivamente, temos

p(θ|x, H) =
p(θ, x,H)

p(x, H)

=
p(x| θ,H)p(θ,H)

p(x|H)p(H)

=
p(x| θ,H)p(θ|H)p(H)

p(x|H)p(H)

=
p(x| θ,H)p(θ|H)

p(x|H)
,

onde

p(x|H) =

∫

θ

p(x, θ|H)dθ,

como p(x|H) não depende de θ, temos

p(θ|x, H) ∝ p(x| θ, H)p(θ|H).

O resultado acima é conhecido como Teorema de Bayes, que fornece a atualização

de probabilidade sobre θ, partindo de p(θ|H) e chegando a p(θ|x, H).

As informações a priori representam o estado atual de conhecimento sobre θ,

antes de serem analisados os resultados experimentais, e permitem a atualização da

distribuição de probabilidade a posteriori. por causa da subjetividade de H, precisamos
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produzir uma análise neutra, para isso, usaremos informações a priori do tipo não

informativa.

A dependência em H, por ser comum a todos os termos, pode ser removida para

facilitar a notação, mas não deve ser esquecida, podemos então escrever o resultado

acima da seguinte maneira

p(θ|x) ∝ p(x| θ)p(θ), (1.1)

que é a forma usual do Teorema de Bayes encontrada na literatura.

A função que associa a cada θ ∈ Θ a probabilidade de p (x| θ), chamamos de

função de verossimilhança de θ, denotada por L(θ ; x), ou seja,

L(· ; x) : Θ −→ R

θ 7−→ L(θ; x) = p(x|θ)

Pode-se observar na expressão (1.1) que a verossimilhança conecta a probabilidade

a priori à probabilidade a posteriori, usando para isso informações da amostra.

É importante observar que os termos probabilidade e verossimilhança têm con-

ceitos diferentes. Na verossimilhança, fixa-se a amostra e varia-se o parâmetro θ, procu-

rando encontrar o parâmetro mais verossímel ou plausível com os dados observados,

assim, quanto maior for o valor da verossimilhança maiores são as chances atribuidas

pelo particular vetor de θ considerado ao evento fixado. Por outro lado, no cálculo

de uma probabilidade utiliza-se de uma distribuição com parâmetro θ conhecido e

calcula-se a probabilidade de se observar um determinado valor.

1.1.2 Priori do tipo não informativas

Existem situações em que o conhecimento sobre determinado fenômeno é vago

ou inexistente. Nesses casos, a distribuição a priori é dita não informativa.

Para prioris não informativas, supuseram-se inicialmente distribuições uniformes

como representantes de situações onde não se dispõe de informação inicial, ou seja,

p(θ) ∝ constante,

fato que implica em não favorecer qualquer valor particular de θ. Gamerman e Migon

(1993) apresentam algumas dificuldades inerentes a esta escolha, a saber:
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(i) p(θ) é imprópria, ou seja, a integral sobre todos os possíveis valores de θ não

converge;

(ii) se φ = φ(θ) é uma transformação biunívoca de θ, e se θ tem distribuição uniforme,

então pelo teorema de transformações de variáveis, a densidade de φ é dada por:

p(φ) = p(θ(φ))

∣

∣

∣

∣

dθ

dφ

∣

∣

∣

∣

∝
∣

∣

∣

∣

dθ

dφ

∣

∣

∣

∣

.

Assim, o raciocínio que conduz à especificação de que p(θ) é uma constante, deve-

ria levar também a p(φ) a uma constante, o que não é verdade. O ideal seria estabelecer

uma regra que fosse invariante e que p(φ) não fosse imprópria. Como na realidade, o

interesse principal está na distribuição a posteriori, e como esta é em geral, própria,

mesmo quando a priori não é, a eventual impropriedade das distribuições a priori não

é importante (Gamerman e Migon, 1993). Por isso vamos trabalhar com priori não in-

formativas proposta por Jeffreys (1961) que é invariante, mas eventualmente imprópria.

Antes de apresenta-la vamos definir a medida de informação de Fisher.

Definição 1.1 Considere a observação X com função densidade de probabilidade

p(x| θ). A medida de informação esperada de Fisher, sobre θ, através de X, é definida

por

I(θ) = EX|θ

[

−∂2lnp(X| θ)
∂θ2

]

.

Se θ for um vetor, então define-se a matriz de informação esperada de Fisher, sobre

θ, através de X, I(θ), com elementos Iij(θ), dados por

Iij(θ) = EX|θ

[

−∂2lnp(X|θ)

∂θi∂θj

]

A informação assim definida, é como uma espécie de valor médio da curvatura

da verossimilhança. Quanto maior a curvatura, mais precisa é a informação contida na

verossimilhança e portanto maior a informação de Fisher.

Definição 1.2 Considere a observação X, com função densidade de probabilidade

p(x| θ). A priori não informativa de Jeffreys tem densidade dada por

p(θ) ∝ [I(θ)]
1

2 , θ ∈ Θ.
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No caso multivariado temos

p(θ) ∝ |detI(θ)|
1

2

O lema que iremos mostrar, é uma forma alternativa do cálculo da informação

de Fisher.

Lema 1.1 Sob condições de regularidade tem-se:

I (θ) = EX|θ

[

(

∂lnp (X | θ)
∂θ

)2
]

.

No caso multivariado tem-se:

I (θ) = EX| θ

[(

lnp (X | θ)
∂θ

) (

lnp (X | θ)
∂θ

)′]

.

Prova. (caso univariado) sabemos que
∫

p (x| θ) dx = 1, (1.2)

o que implica que
∫

∂p (x| θ)
∂θ

dx = 0.

Mas
∫

∂p (x| θ)
∂θ

dx =

∫

1

p (x| θ)
∂p (x| θ)

∂θ
p (x| θ)dx

=

∫

∂lnp (x| θ)
∂θ

p (x| θ)dx

derivando novamente em relação a θ e trocando os sinais de derivação e intregração

(condição de regularidade), temos;

∫

∂lnp (x| θ)
∂θ

∂p (x| θ)
∂θ

dx +

∫

∂2lnp (x| θ)
∂θ2

p (x| θ) dx = 0

assim
∫ [

∂lnp (x| θ)
∂θ

]2

p (x| θ) dx − I(θ) = 0

logo
∫ [

∂lnp (x| θ)
∂θ

]2

p (x| θ) dx = I(θ)

ou seja,

EX|θ

[

(

∂lnp (X | θ)
∂θ

)2
]

= I(θ) (1.3)
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Lema 1.2 Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma coleção de variáveis aleatórias indepen-

dentes com distribuição p (xi| θ) i = 1, 2, ..., n. Sejam I e Ii as medidas de informação

de Fisher obtidas através de X e Xi, respectivamente. Então

I (θ) =
n

∑

i=1

Ii (θ),

ou seja, a informação total de observações independentes é a soma das informações

individuais.

Prova. De fato,

p (x| θ) =
n

∏

i=1

p (xi| θ) ,

assim

lnp (x| θ) =
n

∑

i=1

lnp (xi| θ) ,

daí

−∂2lnp (x| θ)
∂θ2

= −
n

∑

i=1

∂2lnp (xi| θ)
∂θ2

,

e calculando o valor esperado, temos

I = E

[

−∂2lnp (X| θ)
∂θ2

]

= E

[

n
∑

i=1

−∂2lnp (Xi| θ)
∂θ2

]

=
n

∑

i=1

E

[

−∂2lnp (Xi| θ)
∂θ2

]

=
n

∑

i=1

Ii(θ).

1.1.2.1 Obtenção da Priori do tipo não informativas proposta por Jeffrey

Definição 1.3 Uma variável aleatória X tem modelo de escala se existe uma função

f e uma quantidade σ > 0 tal que a distribuição de X dado σ satisfaz

p(x|σ) =
1

σ
f

(x

σ

)

.

Neste caso, σ é chamado de parâmetro de escala.

Exemplo 1 Considere uma variável X com distribuição normal com média θ con-

hecida,

p(x|σ) =
1√

σ22π
exp

[

−1

2

(

x − θ

σ

)2
]

. (1.4)
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Se X tem modelo de escala, então a priori não informativa é dada por

p(σ) ∝ σ−1.

De fato,

∂lnp(x| θ)
∂σ

=
∂ln

[

1
σ
f

(

x
σ

)]

∂σ
=

∂

∂σ

[

−lnσ + lnf
(x

σ

)]

= − 1

σ

[

1 +
x

σ

f ′(x/σ)

f(x/σ)

]

,

onde f ′ = ∂f
∂σ

. Então

I(σ) =
1

σ2
EX|σ

[

(

1 +
X

σ

f ′(X/σ)

f(X/σ)

)2

|σ
]

=
1

σ2
E

[

(

1 + U
f ′(U)

f(U)

)2
]

.

Considerando a transformação de u = x/σ, tem-se

I(σ) ∝ σ−2,

e portanto

p(σ) ∝ σ−1.

Definição 1.4 Uma variável aleatória X tem modelo de locação se existe uma função

f e uma quantidade θ tal que a distribuição de X dado θ satisfaz

p(x| θ) = f (x − θ)

Neste caso, θ é chamado de parâmetro de locação.

Exemplo 2 considere uma variável X com distribuição normal com variância con-

hecida,

p(x| θ) =
1√

σ22π
exp

[

−1

2

(

x − θ

σ

)2
]

, (1.5)

que é uma função de x − θ.
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Se X tem modelo de locação, então p(θ) ∝ constante.

De fato,

∂logp(x| θ)
∂θ

=
∂log

[

1
σ
f (x − θ)

]

∂θ
=

[

f ′(x − θ)

f(x − θ)

]

,

onde f ′ = ∂f
∂θ

. Assim,

I(σ) = EX| θ

[

(

f ′(X − θ)

f(X − θ)

)2
]

.

Fazendo u = x − θ, tem-se

I(σ) = E

[

(

−f ′(U)

f(U)

)2
]

,

que independe de θ. Logo I(θ) ∝ constante e portanto p(θ) ∝ constante

Para um vetor n-dimensional, o resultado é análago, pois Iij(θ) ∝ constante

∀ i = 1, 2, ..., n e j = 1, 2, ..., n. Então I(θ) ∝ constante e portanto p(θ) ∝ constante.

No caso multivariado, Bernardo (1979) propõe uma pequena modificação no pro-

cedimento de Jeffreys (1961), ao sugerir um procedimento em dois estágios, dividindo

o vetor n- dimensional em duas componentes: θ contendo o parâmetro de interesse e φ

o parâmetro de distúrbio. A príncipio obtém-se uma distribuição a priori p(φ| θ), essa

priori é usada para eliminar o parâmetro φ e fornecer uma verossimilhança marginal

p(x| θ). Essa verossimilhança é utilizada na obtenção da priori p(θ). E por fim, a priori

p(φ, θ) = p(φ| θ)p(θ).

Definição 1.5 Uma variável aleatória X tem modelo de locação-escala se existem uma

função f , uma quantidade θ e σ > 0 tais que a distribuição de X dado θ e σ satisfaz

p(x| θ, σ) =
1

σ
f

(

x − θ

σ

)

.

Neste caso, θ é chamado de parâmetro de locação e σ é chamado de parâmetro de

escala.
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Exemplo 3 considere uma variável X com distribuição normal com média e variância

desconhecida

p(x| θ, σ) =
1√

σ22π
exp

[

−1

2

(

x − θ

σ

)2
]

, (1.6)

que satisfaz p(x| θ, σ) = 1
σ
f

(

x−θ
σ

)

.

Se X tem modelo de locação-escala, podemos determinar a priori para (θ, σ)

segundo o procedimento de Bernardo (1979), sendo θ nosso parâmetro de interesse e

σ o parâmetro de distúrbio. Primeiro vamos obter a priori de (σ| θ), se θ é conhecido,

o modelo é de escala e a priori é p (σ| θ) ∝ σ−1. Agora vamos obter a distribuição de

X| θ.

p(x| θ) =

∫

σ

p(x, σ| θ)dσ =

∫

σ

p(x|σ, θ)p (σ| θ) dσ

∝
∫

σ

p(x|σ, θ)
1

σ
dσ =

∫

σ

f(x − θ)
1

σ2
dσ

onde podemos ver que a dependência em X e θ é da forma f(x−θ). Portanto o modelo

é de locação e a priori para θ é da forma p(θ) ∝ constante. Sendo assim,

p(θ, σ) = p (σ| θ) p (θ) ∝ 1

σ
.

As fundamentações básicas da aplicação do modelo normal na análise estatís-

tica de dados contínuos são as suas propriedades juntamente com o fato de que a

normalidade pode ser justificada pelo teorema central do limite. Assim, a maior

parte da inferência estatística clássica, para variáveis contínuas, tem sido desenvolvida

considerando-se esse modelo. Contudo, existem situações em que a aplicação do mod-

elo é inapropriada, como por exemplo, quando os dados provêm de uma distribuição

com caudas muito pesadas, ou quando alguns dados estão muito afastados dos demais,

chamados de observações aberrantes, ou outliers. Por isso, é importante o desenvolvi-

mento de estudos sobre a vulnerabilidade das inferências clássicas, baseado no modelo

normal com respeito as observações aberrantes (outliers) e em particular, a detenção

e tratamento desses pontos. Existem alguns modelos alternativos ao modelo normal,

que também são baseados em distribuições simétricas, que permitem a redução da in-

fluência dos outliers sobre as estimativas de máxima verossimilhança. Uma classe que
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oferece várias alternativas nesse sentido, é a classe das distribuições elípticas, as quais

preservam grande parte das propriedadeds do modelo normal.

1.2 Modelo Elíptico

O estudo, tanto teórico, quanto aplicado, das distribuições elípticas, começou

a desenvolver-se com um interesse crescente desde a década de 70. No aspecto mais

teórico, os autores em geral têm concentrado seus esforços em pesquisar as propriedades

desta classe geral, que tem sido provado por diferentes autores que a maioria das

propriedades da distribuição normal também é válida para a classe geral de distribuições

elípticas.

A definição de uma distribuição elíptica pode ser feita de diversas maneiras. Uma

delas é considerar a existência de uma função densidade (com respeito à medida de

Lebesgue em R
n), dada a seguir

Definição 1.6 Um vetor aleatório X(n×1) é dito ter distribuição (com simetria) elíptica

(n−variada) com vetor de locação µ ∈ R
n e matriz dispersão (definida positiva) Σ(n×n),

se sua função densidade for da forma:

fX(x) = |Σ|−
1

2 f(n)

[

(x− µ)′ Σ−1(x− µ)
]

, x ∈ R
n, (1.7)

para alguma função f(n) : R −→ [0, +∞), tal que

∫ +∞

0

xn−1f(n)(x
2)dx =

Γ(n/2)

2(π)n/2
. (1.8)

E denotamos por, X ∼ Eℓn(µ,Σ), ou X ∼ Eℓn(µ,Σ, f(n)), quando for necessário

indicar a dependência de f(n) na representação paramétrtica.

Isto não significa que X tenha uma particular distribuição elíptica, apenas indica

que sua distribuição pertence a classe de distribuição elíptica.

Definição 1.7 Seja X um vetor aleatório (n × 1). Dizemos que X tem distribuição

esférica se para toda matriz H de ordem (n× n) ortogonal, tem-se que X e HX têm a

mesma distribuição.

As distribuições esféricas são caracterizadas por sua invariância com respeito

a transformações ortogonais. As distribuições elípticas podem ser geradas mediante
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transformações lineares de locação e escala das distribuições esféricas. Assim, se X ∼
Eℓn(µ,Σ), podemos definir X = CY + µ onde Y(n×1) é um vetor aleatório com

distribuição esférica n-variada , C uma matriz (n × n) tal que posto(C) = n, onde

CC′ = Σ. Daí temos

Y = C−1 (X − µ)

e

(i) E(Y) = 0;

(ii) V ar(Y) = In, pois,

V ar(Y) = E[(Y − 0)(Y − 0)′]

= E[C−1(X − µ)(X − µ)′C−1′]

= C−1E[(X − µ)(X − µ)′]C−1′

= C−1
ΣC−1′

= C−1CC′C−1′

= In. (1.9)

A função densidade de Y é da forma

pY(y) = f(y′y) (1.10)

com y ∈ R
n, para alguma função f , com f(u) ≥ 0 e u ≥ 0.

E a função característica de Y é da forma

φY(t) = E(eit′Y) = φ(t′t) (1.11)

Se X ∼ Eℓn(µ,Σ) então X pode ser dada pela transformação linear X = µ+AY

onde Y(m×1) é um vetor aleatório com distribuição esférica m-variada com função

caracteística φ(t′t), t ∈ R
n, A uma matriz (n × m) tal que p(A) = m e AA′ = Σ e

µ(n×1). Então a função característica de X é dada por:

φX(t) = eit′µ φ(t′Σt), t ∈ R
n. (1.12)

De fato:
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φX(t) = E
(

eit′X
)

= E
(

eit′(µ+AY)
)

= E
(

eit′µ eit′A Y

)

= eit′µ E
(

eit′A Y

)

= eit′µ φY(A′t)

= eit′µ φ((A′t)′(A′t))

= eit′µ φ(t′AA′t)

= eit′µ φ(t′Σt), t ∈ R
n, (1.13)

para alguma função φ, (φ(u) ∈ R, tal que u ≥ 0).

Supondo a existência de função densidade, exemplos de distribuições elípticas são

encontrados no Muirhead (1946).

Exemplo 4 Seja X ∼ Nn(µ, Σ), a distribuição normal n-variada. X tem densidade

dada por:

fX(x) = (2π)−
n
2 |Σ|−1/2 exp

[

−1

2
(x− µ)′ Σ−1(x− µ)

]

Neste caso

fn(u) = (2π)−
n
2 e−

u
2 , u ≥ 0

Exemplo 5 Seja X ∼ tn(µ, Σ, v), a distribuição T n-variada com v graus de liberdade

(v > 0),e parâmetro de locação µ e de disperção Σ. X tem densidade dada por:

fX(x) =
Γ

(

n+v
2

)

Γ
(

v
2

)

(vπ)
n
2

|Σ|−1/2

[

1 +
1

v
(x− µ)′ Σ−1(x− µ)

]−n+v
2

Neste caso

fn(u) =
Γ

(

n+v
2

)

Γ
(

v
2

)

(vπ)
n
2

|Σ|−1/2
[

1 +
u

v

]−n+v
2

, u ≥ 0
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Exemplo 6 Seja X ∼ NCn(µ, Σ, ǫ, σ), a distribuição normal n-variada "ǫ-contaminada".

X tem densidade dada por:

fX(x) = (1 − ǫ)(2π)−
n
2 |Σ|−1/2 exp

[

−1

2
(x− µ)′ Σ−1(x− µ)

]

+ǫ(2π)−
n
2 |σΣ|−1/2 exp

[

− 1

2σ
(x− µ)′ Σ−1(x− µ)

]

com σ > 0 e 0 ≤ ǫ ≤ 1. Neste caso fn(u) = (2π)−
n
2

{

(1 − ǫ)e−
u
2 + ǫσ−n

2 e− u
2σ

}

, u ≥ 0

Proposição 1.8 Seja X ∼ Eℓn(µ,Σ). Se η ∈ R
m e A uma matriz (m × n), então

Y = η + A X ∼ Eℓm (η + Aµ;AΣA
′) (1.14)

Prova.

φ(t) = E
(

eit′(η+Aµ)
)

= E
(

eit′η+it′Aµ
)

= E
(

eit′η eit′Aµ
)

= eit′η E
(

eit′Aµ
)

= eit′η φX(t′1) = eit′η eit′
1
µ φx(t

′
1Σt1), t

′
1 = t

′
A

= eit′η+it′
1
Aµ φ(t′1Σt1) = eit′η+it′Aµ φ(t′AΣA

′
t)

= eit′(η+Aµ) φ(t′AΣA
′
t).

(1.15)

Portanto

Y ∼ Eℓm (η + Aµ;AΣA
′) (1.16)

O uso da classe geral de distribuições elípticas na análise dos modelos com erros

nas variáveis foi incorporado por Arellano-Valle (1994) desde uma pespectiva clássica

e em 1997 por Silva[9], em sua tese de doutorado, que verificou que para modelos de

regressão com erro nas variáveis sob uma pespectiva bayesiana, as inferências feitas

sobre os parâmetros desses modelos, considerando que os erros tenham distribuiçõs

elípticas, são equivalentes as inferências feitas quando os erros têm distribuição normal.

Será objeto de estudo das próximas seções, um modelo de covariância com erros

nas variáveis, sob uma pespectiva bayesiana (definido no próximo capítulo), e será

verificado que as inferências feitas sobre os parâmetros deste modelo, quando os erros

têm distribuiçôes elípticas coincidem com as inferências feitas quando os erros têm

distribuição normal.



Capítulo 2

Modelo de Covariância com Erros

Elípticos

Neste capítulo apresentamos a definição do modelo de covariância, por meio de

uma equação que relaciona duas variáveis, considerando-se que essas variáveis são medi-

das com erros, em particular, sob uma distribuição elíptica. Também são apresentados

os enfoques Clássico e o Bayesiano para obtenção das inferências dos pâmetros do mod-

elo mencionado. Por fim será encontrado a função de verossimilhança desse modelo,

sob uma pespectiva Bayesiana.

2.1 Modelo de Covariância

Considere um experimento planejado com k tratamentos, onde o i - ésimo trata-

mento é repetido em ni unidades experimentais, com i = 1, 2, . . . , k. Um modelo

estatístico adequado a este experimento é

yij = τi + βixij,

com j = 1, 2, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k, onde

• yij = observação relativa à variável resposta obtida na j − sima unidade experi-

mental que recebeu o tratamento i, j = 1, 2, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k.

• τi = efeito médio do tratamento i, com i = 1, 2, . . . , k.
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• βi = coeficiente angular da regressão covariante dentro do tratamento i, com i =

1, 2, . . . , k.

• xij = observação relativa a covariável obtida na j−ésima unidade experimental

que recebeu o tratamento i, j = 1, 2, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k.

Este modelo é chamado de Modelo de Covariância, que é uma técnica de

bastante interesse, ele combina os aspectos da análise de variância e da análise de

regressão, aumentando assim a precisão em experimentos aleatórios.

2.2 Modelo de Covarância com Erros nas Variáveis

Apesar dos constantes avanços tecnológicos terem tornado cada vez mais precisos

os procedimentos de mensuração, as variáveis sempre apresentam erros. Sendo assim,

nem yij e nem xij são observados diretamente, ou seja os valores observados são:

Yij = τi + βixij + eij (2.1)

Xij = xij + uij, (2.2)

com j = 1, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k.

• eij é erro experimental associado à yij, com j = 1, 2, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k.

• uij é erro cometido na medição de xij, com j = 1, 2, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k.

Fazendo as seguintes suposições:

i) eij|θ ∼ (0, σee) e são independentes;

ii) uij|θ ∼ (0, σuu) e são independentes;

iii) xij|θ ∼ (µx, σxx) e são independentes;

iv) para cada j = 1, 2, . . . , ni e para cada i = 1, 2, . . . , k, as variáveis eij, uij e xij são

não correlacionadas,
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onde θ′ = (τ ′, β′, σee, σuu) representa o vetor dos parâmetros envolvidos no modelo, com

τ ′ = (τ1, τ2, . . . , τk) e β′ = (β1, β2, . . . , βk). Estamos convencionando por y|θ ∼ (a, b) e

b ≥ 0 para indicar que y tem uma distribuição não especificada com média a e variância

b, condicionada no vetor de parâmetros θ. O modelo (2.1) e (2.2) com as suposições

i − iv é chamado de Modelo de Covariância com Erro nas Variáveis.

Para reduzir o número de parâmetros envolvidos no modelo, vamos supor que a

razão da variância λe = σee

σuu
seja conhecida.

As inferências no modelo de covariância com erro nas variáveis podem ser obtidas

sob dois enfoques: o Clássico e o Bayesiano.

2.2.1 Modelos de Covariância com Erro nas Variáveis Sob o

Enfoque Clássico

No enfoque clássico, dependendo da suposição (iii), sobre os valores não obser-

vados xij , os seguintes casos podem ser destinguidos:

2.1.1.1 Modelo Funcional

O modelo funcional é definido por:

Yij = τi + βixij + eij

Xij = xij + uij

para j = 1, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k, com as suposições:

i) eij|θ ∼ (0, σee)

ii) uij|θ ∼ (0, σuu)

iii) xij|θ como constantes (não-aleatórias), de modo que são tratados como parâmetros

desconhecidos (denominados incidentais) e que devem ser estimados.

Sendo assim, o número de parâmetros aumenta com o número de observações.

Para estimar os parâmetros, vários métodos foram propostos na metodologia frequen-

tista, entre eles, temos o Método da Máxima Verossimilhança.

Definição 2.1 O Estimador de Máxima Verossimilhança (E.M.V.) de θ é o valor de

θ ∈ Θ que maximiza a função de verossimilhança. A notação usual para E.M.V. de θ

é θ̂.
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Observação 1 Para obter o E.M.V. basta resolver a equação

∂ log L (θ, x)

∂θ
= 0

onde L (θ,x) é a função de verossimilhança.

A patologia da função de verossimilhança é estudada por Solari (1969), onde se

mostra que o ponto crítico da função de verossimilhança é, na verdade, um ponto de

sela, e que, somente com suposições adicionais feitas sobre os parâmetros do modelo,

a estimação por verossimilhança será possível.

2.1.1.2 Modelo Estrutural

O modelo estrutural é definido por:

Yij = τi + βixij + eij

Xij = xij + uij

para j = 1, . . . , ni e i = 1, 2, . . . , k, com as suposições:

i) eij|θ ∼ (0, σee) e são independentes

ii) uij|θ ∼ (0, σuu) e são independentes

iii) xij|θ são variáveis aleatórias com xij|θ ∼ (µx, σxx), não correlacionadas.

Neste caso também não é possível estimar os parâmetros, aqui temos um modelo

não identificável, no sentido de que dois valores diferentes do vetor de parâmetros po-

dem dar origem a uma mesma amostra.

Sendo assim, para estimar os parâmetros, sob o enfoque clássico, é necessário

diminuir o número de parâmetros, adicionando algumas suposições sobre os mesmos.

Informações mais detalhadas, tanto para o caso funcional como para o caso estrutural,

podem ser encontradas em Zellner (1971), Fuller (1987), Bolfarine (1992), Arellano-

Valle (1994) e outros.
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2.2.2 Modelos de Covariância com Erro nas Variáveis Sob o

Enfoque Bayesiano

Suponha que o vetor tri-dimensional definido por W′ = (Y′,X′, x′) onde Y′ =

(Y11, ..., Y1n1
, ..., Yk1, ..., Yknk

), X′ = (X11, ..., X1n1
, ..., Xk1, ..., Xknk

) e x′ = (x11, ..., x1n1
,

...., xk1, ..., xknk
), é subdividido como W′ = (Z′,x′), onde Z′ = (Y′,X′) é o vetor bi-

dimensional que corresponde à parte observada e o x é o vetor n-dimensional que

corresponde a parte não observada. Considera-se a função densidade de probabilidade

condicional de W′ = (Z′,x′) dado θ por

f (Z,x|θ) = ℓ (Z|θ,x) h (x|θ) , (2.3)

ver (Zellner, 1971, p.130), onde ℓ (Z|θ,x) é a densidade condicional de Z dados os

vetores θ e x e h (x|θ) é a densidade condicional de x dado o vetor θ, onde θ denota

o vetor de parâmetros estruturais do modelo.

Assim, podemos observar que no enfoque Bayesiano, os casos, funcional e estru-

tural podem ser unificados. Além disso, evita impor condições de identificabilidade,

pois as informações necessárias para identificar os parâmetros são introduzidas por

meio de uma função densidade de probabilidade a priori (ver Zellner, 1971, cap. V).

Sendo assim, será feita a estimação dos parâmetros do modelo em estudo, sob uma pe-

spectiva Bayesiana, devido às vatangens que ela possui, em relação ao enfoque Clássico.

2.3 Verossimilhança Elíptica

Com o objetivo de dar uma formulação geral à função de verossimilhança, con-

sideramos a função densidade de probabilidade de (Z′,x′), dado θ, por:

f (Z,x|θ) = ℓ (Z|θ,x) h (x|θ) . (2.4)

Observando que, se denotarmos a matriz identidade de ordem ni, com i =

1, 2, ..., k, por Ini
e definirmos a matriz
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B =

















β1In1
0 · · · 0

0 β2In2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · βkInk

















e a matriz

1n =

















in1
0 · · · 0

0 in2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ink

















,

onde ini representa o vetor ni dimensional dado por ini
= (1, 1, ..., 1)′, i = 1, 2, ..., k e

n =
k

∑

i=1

ni, podemos escrever

Y = 1nτ + Bx + ε, (2.5)

onde

i) Y é o vetor das variáveis respostas;

ii) x é vetor das observações, relativo ao vetor das covariáveis do experimento;

iii) ε é o vetor dos erros cometidos na medição das variáveis.

Se ε|θ ∼ Eℓn(0, Σee), pela proposição (1.8) temos

(Y|θ, x) ∼ Eℓn(1nµ + Bx, Σee).

Da mesma forma, temos que, se u ∼ Eℓn(0, Σuu), então

(X|θ,x) ∼ Eℓn(x, Σuu),

já que X = x + u .
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Como (Y|θ, x) e (X|θ,x) têm distribuições elípticas, segue que (Z|θ,x) também

tem distribuição elíptica, onde Z′ = (Y′,X′), ou seja,

ℓ (Z|θ,x) = |Σ|−1/2 f(2n)

[

(Z − µ)′ Σ−1(Z − µ)
]

(2.6)

onde o vetor de média µ é dado por

µ = E(Z|θ,x) =





E(Y|θ,x)

E(X|θ,x)



 =





1nτ + Bx

x



 , (2.7)

e matriz de covariância Σ é dado por

Σ = Cov (Z|θ,x) =





Cov (Y|θ,x) Cov (Y,X|θ,x)

Cov (X,Y|θ,x) Cov (X|θ,x)



 =





σeeIn 0

0 σuuIn



 , (2.8)

pois para j = 1, 2, ..., ni , i = 1, 2, ..., k e ∀ l 6= i ou ∀ m 6= j, temos

• V ar (Yij|θ,x) = V ar (eij|θ,x) = σee;

• Cov (Yij, Ylm|θ,x) = Cov (eij, elm|θ,x) = 0;

• V ar (Xij|θ,x) = V ar (uij|θ,x) = σuu;

• Cov (Xij, Xlm|θ,x) = Cov (uij, ulm|θ,x) = 0;

• Cov (Xij, Y lm|θ,x) = Cov (uij, elm|θ,x) = 0;

• Cov (Xij, Y ij|θ,x) = Cov (uij, eij|θ,x) = 0.

Observando que (Z − µ)′Σ−1(Z − µ) é igual a









Y

X



 −





1nτ + Bx

x









′ 



In
1

σee
0

0 In
1

σuu













Y

X



 −





1nτ + Bx

x









=
1

σee

(Y − 1nτ − Bx)′(Y − 1nτ − Bx) +
1

σuu

(X − x)′(X − x)

=
1

σuu

1

λe

[(Y − 1nτ − Bx)′(Y − 1nτ − Bx) + λe(X − x)′(X − x)]

=
1

σuu

A(τ , β, λe,x/Z) (2.9)
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onde λe = σee

σuu
e

A(τ , β, λe,x|Z) =
1

λe

[(Y − 1nτ − Bx)′(Y − 1nτ − Bx) + λe(X − x)′(X − x)] .

(2.10)

Calculando o determinate de Σ temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σeeIn 0

0 σuuIn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= σn
eeσ

n
uu. (2.11)

Aplicando (2.9) e (2.11) em (2.6), temos que a densidade condicional de Z dado os

vetores θ e x é dado por

ℓ(Z|θ, x) = (σeeσuu)
−n

2 f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe,x|Z)

]

. (2.12)

Portanto

f (Z,x|θ) = (σeeσuu)
−n

2 f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe,x|Z)

]

h (x|θ) . (2.13)



Capítulo 3

Inferência Sob os Parâmetros

Considerando um modelo de covariância com erro nas variáveis, onde esses er-

ros têm distribuições elípticas, sob uma pespectiva Bayesiana, com a priori do tipo

não informativa, proposta por Jeffrey, será feita a estimação dos parâmetros de três

maneiras: primeiro a verossimilhança elíptica e a distribuição de x é arbitrária sendo

que x é independente de θ. Segundo, tanto a verossimilhança quanto a distribuição de

x|θ são elípticas, não necessariamente da mesma classe, e, por fim, será considerado o

modelo completamente elíptico.

3.1 Distribuição a Priori arbitrária para x

Seja θ′ = (τ ′, β′, σee, σuu), será mostrado que, se ℓ(Z|θ, x) é como em (2.6), x

independente de θ, isto é, h (x|θ) = π (x), com π (x) sendo qualquer priori para x

(completamente especificada) e sob informação a priori para θ = (τ , β, σee, σuu) do

tipo não-informativa nos parâmetros de escala (σee, σuu), a inferência posteriori sobre

(τ , β, λe,x) coincidem com aquelas obtidas sob normalidade. O principal resultado

neste sentido é dado no seguinte teorema.

Teorema 3.1 Supondo que (Z|θ, x) tem densidade dada por (2.6), e x independe de

θ, isto é, h(x|θ) = π (x) e x tem densidade arbitrária π (x) e θ = (τ , β, σee, σuu) tem

densidade a priori da forma

π(θ) = π(τ , β, σee, σuu) ∝
1

σeeσuu

π(τ , β) (3.1)



30

onde π(τ , β) é qualquer densidade a priori para (τ , β). Então, tem-se que (τ , β, λe, x)

tem distribuição a posteriori dada por

Π(τ , β, λe, x|Z) ∝ λ
n−2

2
e [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx) +

λe(X− x)′(X− x)]
−n

π(x)π(τ , β) (3.2)

com Y, X e x definidos na seção (2.1) e λe = σee

σuu
é conhecido.

Prova. Sabendo que

Π(θ, x|Z) ∝ ℓ(Z|θ, x)h(x|θ)π(θ), (3.3)

com as hipóteses do teorema, usando (2.12) para representar (2.6), temos

Π(θ, x|Z) ∝ (σeeσuu)
−n+2

2 f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

π(x)π(τ , β). (3.4)

Considerando a transformação

(τ , β, σee, σuu) −→ (τ , β, λe, σuu)

e calculando o determinante da matriz Jacobiana

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂τ
∂τ

∂τ
∂β

∂τ
∂σee

∂τ
∂σuu

∂β

∂τ

∂β

∂β

∂β

∂σee

∂β

∂σuu

∂λe

∂τ
∂λe

∂β
∂λe

∂σee

∂λe

∂σuu

∂σuu

∂τ
∂σuu

∂β
∂σuu

∂σee

∂σuu

∂σuu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
σuu

σee

σ2
uu

0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

σuu

obtemos

Π(τ , β, λe, σuu, x|Z) ∝ (λeσ
2
uu)

−n+2

2 f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

π(x)π(τ , β)σuu

= λ
−n+2

2
e σ−(n+1)

uu f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

π(x)π(τ , β).
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Para calcular a posteriori de (τ , β, λe, x), basta integrar a posteriori de (τ , β, λe, σuu, x)

com relação a σuu, ou seja,

Π(τ , β, λe, x|Z) ∝
∫

σuu

λ
−n+2

2
e σ−(n+1)

uu f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

π(x)π(τ , β)dσuu

= λ
−n+2

2
e

∫

σuu

σ−(n+1)
uu f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

dσuuπ(x)π(τ , β).

Resolvendo a integral

∫

σuu

σ−(n+1)
uu f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

dσuu, (3.5)

considere

υ2 =
1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z).

Aplicando a regra da cadeia

2υdυ =
−1

σ2
uu

A(τ , β, λe, x|Z)dσuu.

Assim

σuu =
A(τ , β, λe, x|Z)

υ2
(3.6)

e

dσuu =
−2A(τ , β, λe, x|Z)

υ3
dυ. (3.7)

Substituindo (3.6) e (3.7) na integral (3.5), obtemos
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∫ ∞

0
[A(τ , β, λe, x|Z)]−(n+1) υ2(n+1)f(2n)

[

1
A(τ,β,λe,x|Z)

υ2A(τ, β, λe, x|Z)
]

[

−2A(τ ,β,λe,x|Z)
υ3

]

dυ = −2 [A(τ , β, λe, x|Z)]−n ∫

υ2n−1f(2n)(υ
2)dυ

= −2 [A(τ , β, λe, x|Z)]−n Γ
(

2n
2

)

2Γ(π)
2n
2

.

Assim, para qualquer função f(2n) (·) que verifica (1.8)

Π(τ , β, λe, x|Z) ∝ λ
−n+2

2
e A(τ , β, λe, x|Z)−nπ(τ , β)π(x)

= λ
−n+2

2
e

[

1

λe

(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)+

λe(X− x)′(X− x)]
−n

π(τ , β)π(x)

= λ
n−2

2
e [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)+

λe(X− x)′(X− x)]
−n

π(τ , β)π(x)

Esse resultado coincide com o teorema 3.1 apresentado na referência [8]. Desta

forma, tanto a distribuição a posteriori para (τ , β, λe) como a densidade preditiva para

x, podem ser obtidas (sem perda de generalidade) sob a suposição que os dados têm

densidade normal multivariada, isto é, colocando em (1.8) f(2n) (u) = (2π)−
n
2 exp

(

−u
2

)

.

Podemos obter os seguintes resultados, cuja demonstração dos mesmos estão na

referência [8].

Lema 3.1 Sob a verossimilhança de (Z′, x′)′ como dado em (2.13), o estimador de

máxima verossimilhança para o vetor x, denotado por x̂, é dado por

x̂ = (B′B + λeInτ )
−1

[B′ (Y− 1nτ ) + λeX]
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Corolário 3.1 Sob as hipóteses do teorema (3.1), com a suposição de que π(x) ∝
constante, e fazendo

η̂ = (Λ′
XΛX)

−1
Λ′

XY

e

vs2 = (Y− ΛX η̂)′ (B′B + λeIn)
−1

(Y− ΛX η̂) (3.8)

tem-se que (τ , β, λe) tem densidade a posteriori dado por:

Π (τ , β, λe|Z) ∝ λe
−1

[

vs2 + (η − η̂)′ ΛX
′ (B′B + λeIn)

−1
ΛX (η − η̂)

]n
2

|B′B + λeIn|−
1

2 π (τ , β)

onde η = (τ ′, β′)
′
e

ΛX =





















































1 0 . . . 0 X11 0 . . . 0

1 0 . . . 0 X12 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

1 0 . . . 0 X1n1
0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 X21 . . . 0

0 1 . . . 0 0 X22 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 1 . . . 0 0 X2n2
. . . 0

0 0 . . . 1 0 0 . . . Xk1

0 0 . . . 1 0 0 . . . Xk2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0 0 . . . XknK





















































(3.9)

Corolário 3.2 sob as hipóteses de Teorema (3.1), com a suposição de que

π(τ , β) ∝ constante

temos que a densidade preditiva de x é dada por

Π (x|Z) ∝ s2k
[

(X− x)′ (X− x) s2
]−n

2

k
∏

i=1

(βi + λe)

(niRxxi
)

1

2

π (x)

onde vs2 é como no corolário (3.1), mas com x11, ..., xknk
substituindo X11, ..., Xknk

na

matriz ΛX , agora denotado por Λx.
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3.2 Distribuição a Priori Elíptica com Hiperparâme-

tros para x

Seja θ′ = (τ ′, β′, µ′
x, σee, σuu, σxx). Mostra-se no que segue, que se ℓ(Z|θ,x) e

h(x|θ) são densidades elípticas não necessariamente na mesma classe e (τ , β, µx) ⊥
(σee, σuu, σxx) com π(τ , β, µx) sendo arbitrária e π(σee, σuu, σxx) sendo do tipo não in-

formativa, então as densidades a posteriori e preditiva coincidem com aquelas obtidas

sob normalidade. Este resultado é formalizado no seguinte teorema:

Teorema 3.2 Suponha que (Z|θ, x) e x|θ têm densidades dada por

ℓ (Z|θ, x) ∝ |Σ|−1/2 f(2n)

[

(Z− µ)′ Σ−1(Z− µ)
]

(3.10)

e

h(x|θ) ∝ |Σx|−1/2 gn

[

(x− µx)
′
Σx

−1(x− µx)
]

, (3.11)

respectivamente, onde f(2n)(·) e g(n)(·) são funções que satisfazem (1.8); Z
′ = (Y′,X′),

µ e Σ são dados em (2.7) e (2.8) e o vetor x é o vetor das variáveis não observadas

com

Σx =













σxx 0 . . . 0

0 σxx . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . σxx













e, µx =













µx

µx

...

µx













. (3.12)

Suponha ainda que

π(τ , β, µx, σee, σuu, σxx) ∝
1

σeeσuuσxx

π(τ , β, µx), (3.13)

onde π(τ , β, µx) é qualquer densidade a priori para (τ , β, µx). Então (τ ′, β′, µ′
x, λe, x)

tem densidade a posteriori dada por:

Π (τ , β, µx, λe, x|Z) ∝ λe

n−2

2 [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)

+λe(X− x)′(X− x)]
−n

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2

π (τ , β, µx)
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Prova. Sendo

ℓ (Z|θ, x) ∝ |Σ|−1/2 f(2n)

[

(Z− µ)′ Σ−1(Z− µ)
]

= (σeeσuu)
−n

2 f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

(3.14)

e

h(x|θ) ∝ |Σx|−1/2 gn

[

(x− µx)
′
Σx

−1(x− µx)
]

= σxx
−n

2 gn

[

1

σxx

B (x, µx)

]

(3.15)

onde

B (x, µx) = (x− µx)
′(x− µx) (3.16)

aplicando (3.14) , (3.15) e considerando a hipótese da priori em (3.13) na expressão

Π(θ, x|Z) ∝ ℓ(Z|θ, x)h(x|θ)π(θ)

temos

Π(θ, x|Z) ∝ (σeeσuuσxx)
−n

2
−1f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

gn

[

1

σxx

B (x, µx)

]

π (τ , β, µx) .

Considerando a transformação

(τ , β, µx, σee, σuu, σxx) −→ (τ , β, µx, λe, σuu, σxx)

e calculando o determinante da matriz Jacobiana
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂τ
∂τ

∂τ
∂β

∂τ
∂µx

∂τ
∂σee

∂τ
∂σuu

∂τ
∂σxx

∂β

∂τ

∂β

∂β

∂β

∂µx

∂β

∂σee

∂β

∂σuu

∂β

∂σxx

∂µx

∂τ

∂µx

∂β
∂µx

∂µx

∂µx

∂σee

∂µx

∂σuu

∂µx

∂σxx

∂λe

∂τ
∂λe

∂β
∂λe

∂µx

∂λe

∂σee

∂λe

∂σuu

∂λe

∂σxx

∂σuu

∂τ
∂σuu

∂β
∂σxx

∂µx

∂σuu

∂σee

∂σuu

∂σuu

∂σuu

∂σxx

∂σxx

∂τ
∂σxx

∂β
∂σxx

∂µx

∂σxx

∂σee

∂σxx

∂σuu

∂σxx

∂σxx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1
σuu

σee

σ2
uu

0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

σuu

temos

Π (τ , β, µx, λe, σuu, σxx, x|Z) ∝ λe
−(n+2

2 )σuu
−(n+1)σxx

−(n+2

2 ) f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

g(n)

[

1

σxx

B (x, µx)

]

π (τ , β, µx) .

Sabendo que

Π (τ , β, µx, λe, x|Z) =

∫

σuuσxx

Π (τ , β, µx, λe, σuu, σxx, x|Z) dσxxdσuu

∝ λe
−(n+2

2 )
∫

σuu

σuu
−(n+1) f(2n)

[

1

σuu

A(τ , β, λe, x|Z)

]

∫

σxx

σxx
−(n+2

2 ) gn

[

1

σxx

B (x, µx)

]

dσxxdσuuπ (τ , β, µx) .

Aplicando nesta última expressão o mesmo argumento usado para resolver a integral

em (3.5) tem-se

Π (τ , β, µx, λe, x|Z) ∝ λe
−(n+2

2 )A(τ , β, λee, x|Z)−n
B (x, µx)

−n
2 π (τ , β, µx)

= λe

n−2

2 [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx) + λe(X− x)′(X− x)]
−n

[

(x− µx)
′
Σx

−1(x− µx)
]−n

2 π (τ , β, µx) (3.17)

para quaisquer f(2n) (·) e g(n) (·) que verifiquem (1.8)
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O teorema anterior nos diz que a densidade a posteriori de (τ , β, µx, λe,x) inde-

pendem das formas assumidas tanto por f(2n) (·) como por g(n) (·), podendo ser obtida

(sem perda de generalidade) sob a suposição de normalidade.

Corolário 3.3 Sob as hipóteses do teorema (3.2), a densidade a posteriori de (τ , β, µx, x)

é dado por:

Π (τ , β, µx, x|Z) ∝ [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)(X− x)′(X− x)]
−n

2

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx)

Prova. Podemos obter a posteriori de (τ , β, µx, x) integrando (3.17) com respeito

a λe, ou seja

Π (τ , β, µx, x|Z) =

∫

λe

(τ , β, µx, λe, x|Z) dλe

∝
∫

λe

λe

n−2

2 [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx) + λe(X− x)′(X− x)]
−n

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx) dλe

= [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)]
−n

∫

λe

λe

n
2
−1

[

1 +
λe(X− x)′(X− x)

(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)

]−n

dλe

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx)

∝ [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)]
−n

[

(X− x)′(X− x)

(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)

]−n
2

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx)
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onde se usou o fato de que

∫ ∞

0

xt−1

(1 + bx)s
dx = b−tBeta(t, s − t)

onde Beta(a, b) representa a função Beta ordinária. E portanto,

Π (τ , β, µx, x|Z) ∝ [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)(X− x)′(X− x)]
−n

2

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx)

Corolário 3.4 Sob as hipóteses do teorema (3.2) com a suposição de que π (τ , β, µx) é

proporcional à uma constante e fazendo η̂ = (Λ′
xΛx)

−1 Λ′
xY e vs2 = (Y− Λxη̂)′ (Y− Λxη̂)

tem-se que

Π (x|Z) ∝
[

vs2(X− x)′(X− x)
]−n

2 s2k

[

k
∑

i=1

Rxxi

]−n
2
[

k
∏

i=1

niRxxi

]− 1

2

(3.18)

onde η = (τ ′, β)′, v = n − 2k e

Λx =





















































1 0 . . . 0 x11 0 . . . 0

1 0 . . . 0 x12 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

1 0 . . . 0 x1n1
0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 x21 . . . 0

0 1 . . . 0 0 x22 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 1 . . . 0 0 x2n2
. . . 0

0 0 . . . 1 0 0 . . . xk1

0 0 . . . 1 0 0 . . . xk2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0 0 . . . xknK





















































Prova. Para encontrar a densidade preditiva de x, basta integrar a densidade a

posteriori de (τ , β, µx, x) com relação a µx e η, observando que 1nτ + Bx = Λxη, ou

seja
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Π (x|Z) ∝
∫

η,µx

[(Y− Λxη)′(Y− Λxη)(X− x)′(X− x)]
−n

2

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 dµxdη

pois π (τ , β, µx) ∝ constante, então

Π (x|Z) ∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη)
]−n

2

∫

µx

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 dµxdη

observando que

(x− µx)
′(x− µx) = (x− x̄ + x̄− µx)

′(x− x̄ + x̄− µx)

= (x− x̄)′(x− x̄) − 2(x− x̄)′(x̄− µx) + (µx − x̄)′(µx − x̄)

onde

x̄ = (x̄1·, x̄1·, . . . , x̄1·, . . . , x̄k·, x̄k·, . . . , x̄k·)
′ . (3.19)

Daí

(x− x̄)′(x− x̄) =
k

∑

i=1







ni
∑

j=1

xij
2 −

(

∑ni

j=1xij

)2

ni







=
k

∑

i=1

Rxxi
(3.20)

onde

Rxxi
=







ni
∑

j=1

xij
2 −

(

∑ni

j=1xij

)2

ni






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e

(x− x̄)′(x̄− µx) = 0

Logo

(x− µx)
′(x− µx) = (x− x̄)′(x− x̄) + (µx − x̄)′(µx − x̄)

substituindo (x− µx)
′(x− µx), temos

Π (x|Z) ∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη)
]−n

2

∫

µx

[

(x− x̄)′ (x− x̄) + (µx − x̄)′ (µx − x̄)
]−n

2 dµxdη

= [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη)
]−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n

2

∫

µx

[

1 +
(µx − x̄)′ (µx − x̄)

(x− x̄)′ (x− x̄)

]−n
2

dµxdη

∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη)
]−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n

2

∣

∣(x− x̄)′ (x− x̄)
∣

∣

− 1

2

∫

µx

∣

∣(x− x̄)′ (x− x̄)
∣

∣

1

2

[

1 +
(µx − x̄)′ (µx − x̄)

(x− x̄)′ (x− x̄)

]−n
2

dµxdη

com algumas manupulações algébricas podemos observar que

µx ∼ tn
(

x̄ , (µx − x̄)′ (µx − x̄) In

)

. (3.21)

Então

Π (x|Z) ∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη)
]−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n

2 dη
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Note que a última equação ocorre porque o integrando é proporcional a função densi-

dade de probabilidade do vetor µx.

Continuando, observe também que

(Y− Λxη)′ (Y− Λxη) = (Y− Λxη̂ + Λxη̂ − Λxη)′ (Y− Λxη̂ + Λxη̂ − Λxη)

= [(Y− Λxη̂) − Λx (η − η̂)]′ [(Y− Λxη̂) − Λx (η − η̂)]

= (Y− Λxη̂)′ (Y− Λxη̂) − 2 (η − η̂)′ Λ′
x (Y− Λxη̂)

+ (η − η̂)′ Λ′
xΛx (η − η̂)

= (Y− Λxη̂)′ (Y− Λxη̂) − 2 (η − η̂)′ (Λ′
xY−

Λ′
xΛx (Λ′

xΛx)
−1

ΛxY

)

+ (η − η̂)′ Λ′
xΛx (η − η̂)

= (Y− Λxη̂)′ (Y− Λxη̂) + (η − η̂)′ Λ′
xΛx (η − η̂)

= vs2 + (η − η̂)′ Λ′
xΛx (η − η̂) .

Sendo assim,

Π (x|Z) ∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

∫

η

[

vs2 + (η − η̂) Λx
′Λx (η − η̂)

]−n
2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n

2 dη.

∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n+1

2

[

vs2
]−n

2

∫

η

[

1 +
(η − η̂) Λx

′Λx (η − η̂)

vs2

]−n
2

dη
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∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n+1

2
[

vs2
]−n

2

∣

∣

∣

∣

Λx
′Λx

s2

∣

∣

∣

∣

− 1

2
∫

η

[

1 +
(η − η̂) Λx

′Λx (η − η̂)

vs2

]−n
2

∣

∣

∣

∣

Λx
′Λx

s2

∣

∣

∣

∣

1

2

dη

∝ [(X− x)′(X− x)]
−n

2

[

(x− x̄)′ (x− x̄)
]−n+1

2
[

vs2
]−n

2

∣

∣

∣

∣

Λx
′Λx

s2

∣

∣

∣

∣

− 1

2

(3.18)

Note que a última equação ocorre porque o integrando é proporcional a função densidade

de probabilidade de um vetor aleatório η tal que

η2k ∼ t2k

(

η̂, [Λx
′Λx]

−1
s2, v

)

(3.19)

observando que

Λ′
xΛx =











































n1 0 . . . 0
...

∑n1

j=1x1j 0 . . . 0

0 n2 . . . 0
... 0

∑n2

j=1x2j . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . nk
... 0 0 . . .

∑nk

j=1xkj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∑n1

j=1x1j 0 . . . 0
...

∑n1

j=1x
2
1j 0 . . . 0

0
∑n2

j=1x2j . . . 0
... 0

∑n2

j=1x
2
2j . . . 0

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...

0 0 . . .
∑nk

j=1xkj
... 0 0 . . .

∑nk

j=1x
2
kj











































=

[

B11 B12

B21 B22

]

onde cada Bij tem ordem k × k e i, j = 1, 2. Como B22 é uma matriz não singular,

então

|Λ′
xΛx| = |B22|

∣

∣B11 − B12B
−1
22 B21

∣

∣ . (3.16)

Ora,
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B11 − B12B
−1
22 B21 =



















(
∑n1

j=1
x1j)

2

∑n1
j=1

x1j
2

0 . . . 0

0
(
∑n2

j=1
x2j)

2

∑n2
j=1

x2j
2

. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
(
∑nk

j=1
xkj)

2

∑nk1
j=1

xkj
2



















de onde segue que

|B22|
∣

∣B11 − B12B
−1
22 B21

∣

∣ =
k

∏

i=1

ni

∑ni

j=1 xij
2 −

(

∑ni

j=1 xij

)2

∑ni

j=1 xij
2

temos também que

|B22| =
k

∏

i=1

ni
∑

j=1

xij
2

logo

|Λ′
xΛx| =

k
∏

i=1

ni







ni
∑

j=1

xij
2 −

(

∑ni

j=1 xij

)2

ni






=

k
∏

i=1

niRxxi
(3.14)

substituindo (3.20) e (3.14) em (3.22), obtemos

Π (x|Z) ∝
[

vs2(X− x)′(X− x)
]−n

2 s2k

[

k
∑

i=1

Rxxi

]−n
2
[

k
∏

i=1

niRxxi

]− 1

2

Será mostrado na próxima seção que se for considerado um modelo para o vetor

tri-dimensional W′ = (Y′, X′, x′) completamente elíptico, a posteriori de (τ , β, µx,x)

será igual ao modelo onde a verossimilhança e a distrtibuição a priori para x são

elípticas, que foi apresentado nesta seção.
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3.3 Modelo Completamente Elíptico

Suponha que para W′ = (Y′,X′,x′) e θ = (τ , β, µx, σee, σuu, σxx), se tenha

p (W|θ) = |Σ|−1/2 f(3n)

[

(W − µ)′ Σ−1(W − µ)
]

(3.14)

onde f(3n)(·), satisfaz, (1.8) e

E(W|θ) =











E(Y|θ)

E(X|θ)

E(x|θ)











=











1nτ + Bµx

µx

µx











= µ (3.15)

Note ainda que, para j = 1, 2, ..., ni , i = 1, 2, ..., k e ∀ l 6= i ou ∀ m 6= j ,temos

• V ar (Yij|θ) = βi
2σxx + σee;

• Cov (Yij, Ylm|θ) = 0;

• V ar (Xij|θ) = σxx + σuu;

• Cov (Xij, Xlm|θ) = 0;

• Cov (Yij, Xij|θ) = βiσxx;

• Cov (Yij, xij|θ) = βiσxx;

• Cov (Yij, xlm|θ) = 0;

• Cov (Xij, Ylm|θ) = 0;

• Cov (Xij, xij|θ) = σxx;

• Cov (Xij, xlm|θ) = 0;

Na forma matricial,

Cov (W|θ) =











B2σxx + σxxIn Bσxx Bσxx

Bσxx (σxx + σuu) In σxxIn

Bσxx σxxIn σxxIn











= Σ. (3.16)
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Para calcular o determinante de Σ, serão feitos algumas manipulações algébricas de

modo que a

Cov (W|θ) =











Bσxx σxxIn − σeeB
−1 σeeIn − σxxB

0 σuuIn 0

0 σeeB
−1 σeeB

−1











= Σ. (3.17)

O determinante é dado por

|Σ| = (σeeσuuσxx)
−n. (3.18)

E a matriz inversa

Σ−1 =











1
σee

In 0 −B 1
σee

0 1
σuu

In − 1
σuu

In

−B 1
σee

1
σuu

In B2 1
σee

+ 1
σee

In + 1
σuu

In











. (3.19)

Substituindo (3.15) e (3.19) na expressão

(W − µ)′ Σ−1 (W − µ) (3.20)

temos
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1

σee

(Y − 1nτ − Bµx)
′(Y − 1nτ − Bµx) −

1

σee

(x − µx)
′B(Y − 1nτ − Bµx)

+
1

σuu

(X − µx)
′(X − µx) −

1

σuu

(x − µx)
′(X − µx)

− 1

σee

(Y − 1nτ − Bµx)
′B(x − µx) −

1

σuu

(X − µx)
′(x − µx)

+(x − µx)
′

[

B2 1

σee

+
1

σxx

In +
1

σuu

In

]

(x − µx)

=
1

σee

[(Y − 1nτ − Bµx)
′(Y − 1nτ − Bµx) − 2(x − µx)

′B(Y − 1nτ − Bµx)

+(x − µx)
′B2(x − µx)

]

+
1

σuu

[(X − µx)
′(X − µx) − 2(X − µx)

′(x − µx)

+(x − µx)
′(x − µx)] +

1

σxx

(x − µx)
′(x − µx)

=
1

σee

[(Y − 1nτ − Bµx) − B(x − µx)]
′ [(Y − 1nτ − Bµx) − B(x − µx)]

+
1

σuu

[(X − µx) − (x − µx)]
′ [(X − µx) − (x − µx)]

+
1

σxx

[(x − µx)
′(x − µx)]

=
1

σuu

[

1

λe

(Y − 1nτ − Bx)′(Y − 1nτ − Bx) + (X − x)′(X − x)

]

+
1

σxx

[(x − µx)
′(x − µx)] . (3.21)

Substituindo (2.10) e (3.16) na expressão (3.21), temos;
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(W − µ)′ Σ−1 (W − µ) =
1

σuu

[A(τ , β, λe,x|Z)] +
1

σxx

[B (x, µx)]

=
1

σuu

C (τ , β, λe, λx,x, µx|Z) (3.22)

onde, λe = σee

σuu
; λx = σxx

σuu
e C (τ , β, λe, λx,x, µx|Z) = A(τ , β, λe,x|Z) + 1

λxx
B (x, µx).

Então substituindo (3.18) e (3.22) em (3.14), temos

p (W|θ) = (σeeσuuσxx)
−n

2 f(3n)

[

1

σuu

C (τ , β, λe, λxx,x, µx|Z)

]

. (3.23)

E portanto

π (θ,x|Z) ∝ (σeeσuuσxx)
−n

2 f(3n)

[

1

σuu

C (τ , β, λe, λxx,x, µx|Z)

]

π (θ) . (3.24)

Teorema 3.3 Suponha que W
′ = (Y′,X′, x′) tem densidade da forma (3.14) e que o

vetor θ = (τ , β, µx, σee, σuu, σxx) tem densidade a priori dado por

π (θ) ∝ 1

σeeσuuσxx

π(τ , β, µx) (3.25)

Então θ = (τ , β, µx, λe, λx, x) tem densidade a posteriori dada por:

Π (τ , β, µx, λe, λx, x|Z) ∝ (λeλx)
−(n+2

2 ) [C (τ , β, λee, λxx, x, µx)]
n+2

2

π (τ , β, µx)

Prova. Considerando a transformação

(τ , β, µx, σee, σuu, σxx) −→ (τ , β, µx, λe, σuu, λx)
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e calculando o determinante da matriz Jacobiana

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂τ
∂τ

∂τ
∂β

∂τ
∂µx

∂τ
∂σee

∂τ
∂σuu

∂τ
∂σxx

∂β

∂τ

∂β

∂β

∂β

∂µx

∂β

∂σee

∂β

∂σuu

∂β

∂σxx

∂µx

∂τ

∂µx

∂β
∂µx

∂µx

∂µx

∂σee

∂µx

∂σuu

∂µx

∂σxx

∂λe

∂τ
∂λe

∂β
∂λe

∂µx

∂λe

∂σee

∂λe

∂σuu

∂λe

∂σxx

∂σuu

∂τ
∂σuu

∂β
∂σxx

∂µx

∂σuu

∂σee

∂σuu

∂σuu

∂σuu

∂σxx

∂λx

∂τ
∂λx

∂β
∂λx

∂µx

∂λx

∂σee

∂λx

∂σuu

∂λx

∂σxx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1
σuu

σee

σuu

2 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 σxx

σuu
2

1
σuu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

σuu
2

temos

Π (τ , β, µx, λe, λx, σuux|Z) ∝ (λeλx)
−(n+2

2 )σuu
−( 3n+2

2 ) f(3n)

[

1

σuu

C (τ , β, λe, λx, x, µx|Z)

]

π (τ , β, µx) .

Resolvendo a integral

∫

σuu

σ
− 3n+2

2
uu f(3n)

[

1

σuu

C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)

]

dσuu (3.26)

considere

υ2 =
1

σuu

C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z).

Aplicando a regra da cadeia

2υdυ =
−1

σ2
uu

C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)dσuu

assim

σuu =
C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)

υ2
(3.27)

e
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dσuu =
−2C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)

υ3
dυ (3.28)

substituindo (3.27) e (3.28) na integral (3.26), obtemos

∫ ∞

0

−2 [C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)]−
3n
2 υ3n−1f(3n)

(

υ2
)

∝ [C(τ , β, λe, λx, x, µx|Z)]
3n
2

Assim, para qualquer função f(2n) (·) que verifica (1.8), temos

Π (τ , β, µx, λe, λx, x|Z) ∝ (λeλx)
−(n+2

2 ) [C (τ , β, λe, λx, x, µx)]
− 3n

2

π (τ , β, µx)

Corolário 3.5 Sob as suposições do teorema (3.3), a densidade a posteriori de (τ , β, µx, x)

é dado por:

Π (τ , β, µx, x|Z) ∝ [(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)(X− x)′(X− x)]
−n

2

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 π (τ , β, µx)

Prova. Sabendo que

Π (τ , β, µx, x|Z) =

∫

λeλx

Π (τ , β, µx, λe, λx, x|Z) dλxdλe

∝
∫

λeλx

λe
−n

2
−1λx

−n
2
−1 [C (τ , β, λe, λx, x, µx)]

− 3n
2 dλxdλe

π (τ , β, µx)

substituindo (3.3) na expressão acima
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Π (τ , β, µx, x|Z) ∝
∫

λeλx

λe
−n

2
−1λx

−n
2
−1 [A(τ , β, λe, x|Z)+

1

λx

B (x, µx)

]− 3n
2

dλxdλeπ (τ , β, µx)

=

∫

λe

λe
−n

2
−1 [A(τ , β, λe, x|Z)]−

3n
2

∫

λx

λ
−n

2
−1

x

[

1 +
λx

−1
B (x, µx)

A(τ , β, λe, x|Z)

]− 3n
2

dλxdλeπ (τ , β, µx)

usando (3.18)

Π (τ , β, µx, x|Z) ∝
∫

λe

λe
−n

2
−1 [A(τ , β, λe, x|Z)]−n [B (x, µx)]

−−n
2 dλe

π (τ , β, µx)

substituindo [A(τ , β, λe, x|Z)] por (2.10)

Π (τ , β, µx, x|Z) ∝
∫

λe

λe
−n

2
−1

[

λe
−1(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx) +

(X− x)′(X− x)]
−n

[B (x, µx)]
−n
2 dλeπ (τ , β, µx)

= [B (x, µx)]
−n

2 [(X− x)′(X− x)]
−n

∫

λe

λe
−n

2
−1

[

1 +
λe

−1(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)

(X− x)′(X− x)

]−n

[(x− µx)
′(x− µx)]

−n
2 [(X− x)′(X− x)]

−n

[

(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)

(X− x)′(X− x)

]−n
2

usando (3.18) e substituindo [B (x, µx)] por (3.16)
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Π (τ , β, µx, x|Z) ∝ [(x− µx)
′(x− µx)(X− x)′(X− x)

(Y− 1nτ − Bx)′(Y− 1nτ − Bx)]
−n

2 (3.29)

Podemos observar que Π (τ , β, µx,x|Z) quando estamos considerando o modelo

completamente elíptico é equivalente ao corolário 3.3 onde temos a suposição de que

tanto a verossimilhança como a distribuição de x|θ são elípticos, não necessariamente

na mesma classe. E portanto a densidade de x|Z são equivalentes nas duas situações.
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