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Resumo

Séries temporais envolvendo dados angulares aparecem nas mais diversas areas
do conhecimento. Por exemplo, na perfuracao de um poco petrolifero direcional, o
deslocamento da broca de perfuragao, ao longo da trajetéria do pogo, pode ser consi-
derado uma realizacao de uma série temporal de dados angulares. Um dos interesses,
neste contexto, consiste em realizar previsoes de posicionamentos futuros da broca de
perfuracao, as quais darao mais apoio ao engenheiro de petréleo na tomada de deci-
sao de quando e como interferir na trajetoria de um pocgo, de modo que este siga o
curso planejado. Neste trabalho, estudamos algumas classes de modelos que podem

ser utilizados para a modelagem desse tipo de série.



Abstract

Time series involving angular data appear in many diverse areas of scientific
knowledge. For example, in the drilling of a directional oil well, the displacement of
the drill, along the path of the well, can be considered as an angular data time series.
One of the objectives, in this context, consists in carrying out forecasts of the future
positions of the drill, which will give more support to the petroleum engineer in the
decision-making of when and how interfere in the path of a well, so that this follows
the planned course. In this work, we study some classes of models that can be utilized

for the modeling of that kind of series.
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Introducao

A perfuracao de pocos direcionais na industria de petroleo, € uma técnica utilizada
de forma cada vez mais freqiiente, tanto para atingir formagoes produtoras situadas
abaixo de locagoes verticalmente inacessiveis, como também para perfurar varios pocos
a partir de um mesmo ponto [Thomas, 2001|. Sua utilizagao se d4, em particular, em
pocos offshore.

A primeira etapa no projeto de um pogo direcional é determinar o tipo de tra-
jetoria a ser seguida para se atingir o alvo desejado, que pode ser uma formacao com
acumulo de hidrocarbonetos. Nessa etapa sao levados em consideracao os seguintes

elementos:

A profundidade do(s) ponto(s) de mudanca de trajetoria,

O afastamento horizontal;

A diregao/locagao do objetivo;

A profundidade vertical final do poco;

As inclinagoes dos diversos trechos.

A mudanca de orientacao da trajetéria do pogo é uma operacao dispendiosa que
envolve a retirada da coluna de perfuracao e a introducao de uma ferramenta especial
contendo um motor de fundo [Lima|, que tem a finalidade de iniciar a deflexdo do pogo e
orienté-lo para a direcao desejada. Feita a deflexao, a ferramenta com o motor de fundo
é retirada e retorna-se com a coluna normal de perfuragao, continuando até um préximo

desvio ou até atingir o alvo desejado (formagao com actmulo de hidrocarbonetos).
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Sob o ponto de vista operacional, em cada mudanca da direcao do poco, a sua
nova orientacao é feita a partir de informagoes obtidas em superficie, sobre a inclinacao
e dire¢ao do pogo [Thomas, 2001]. Essas informagoes podem ser enviadas pelo fluido
de perfuracao ou através de um cabo elétrico e sao registradas de forma continua e
instanténea (no caso do cabo elétrico). E com base nessas informaces que o engenheiro
de petroleo toma a decisao sobre interferéncias na trajetéria do poco.

O deslocamento da broca de perfuragao, ao longo da trajetéria do pogo, pode
ser visto como uma realizacao de uma série temporal, onde a componente aleatoria
corresponde & posicao real da broca em cada momento. Por mais controle que se tenha
do processo, essa posi¢ao nao é deterministica, isto é, pode ser vista como uma variavel
aleatoria seguindo uma determinada distribui¢ao de probabilidade.

Uma série temporal consiste de um conjunto de observacoes ordenadas no tempo

[Morettin e Toloi, 2004]. Sao exemplos de séries temporais:

Cotagoes diarias do barril de petroleo;

Indice de poluicao de uma regido produtora de petréleo;

Registros de marés em um porto maritimo;

Precos diarios das agoes de uma empresa de petroleo, por exemplo, a Petrobras.

Em geral, na anélise de uma série temporal, estamos interessados em:

Investigar o mecanismo gerador dessa série;

Fazer previsoes para valores futuros da série;

Procurar periodicidade relevantes nos dados.

Considerando essa abordagem do pogo direcional como uma série temporal, o
nosso interesse consiste em estudar modelos adequados para fazer previsoes de posi-
cionamentos futuros da broca, ou seja, previsoes sobre a inclinagao e direcao do poco.
Essas previsoes podem ser feitas a partir dos registros obtidos continua e instantanea-
mente, além da litologia da rocha atravessada pelo préprio poco ou das litologias das

rochas atravessadas por outros pogos do campo em desenvolvimento.
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Como proposta de modelo para fazer as previsoes, temos o modelo ARIMA (Auto-
Regressivo Integrado e de Médias Moveis), dada a sua ampla divulgacao e utilizagao
[Morettin e Toloi, 2004].

Estatisticamente falando, estamos tratando de uma modelagem através de um
modelo ARIMA, aplicada & inclinacao e direcao de um poco direcional. O desafio
e a contribuicao desse trabalho consiste na utilizacao de uma varidvel angular como
variavel resposta, uma vez que na literatura sao utilizadas variaveis lineares.

No Capitulo 1, discutimos sobre a quantificacao de incertezas de subsuperficie,
bem como o impacto dessas incertezas sobre um programa de perfuracao de pogos
petroliferos.

No Capitulo 2, apresentamos um estudo sobre séries temporais, enfatizando a
classe de modelos Auto-Regressivos Integrados e de Médias Moveis (ARIMA), utiliza-
dos para descrigao, interpretacao e previsao de séries temporais.

Dedicamos o Capitulo 3 a analise de séries temporais envolvendo dados circulares,
ja que a variavel de interesse ¢ a posicao da broca ao longo da trajetoria de um poco
petrolifero.

Nos Apéndices, recordamos algumas defini¢bes e enunciamos os principais resul-

tados utilizados nas demonstracoes.



Capitulo 1

Quantificacao de Incertezas de

Subsuperficie

A modelagem de reservatorios é uma tarefa bastante ardua, devido & complexida-
de fisica envolvida na predicao do escoamento e a dificuldade de se obter dados para a
modelagem |Charles et al., 2001]. Com isso, as atividades relacionadas & predigao dos
parametros de interesse economico, tais como: o volume total da rocha, a localizagao
do 6leo, perfis de producao e estimativas de reservas, sao de dificil realizacao.

Os responsaveis por tomadas de decisao devem realizar uma quantificacao siste-
mética dos riscos técnicos associados a qualquer desenvolvimento recente. Além disso,
uma quantificagdo do impacto das diversas incertezas de subsuperficie (estruturais,
geologicas e dinamicas) sobre os parametros de interesse econémico, pode auxiliar a
justificar a aquisicao e processamento de mais dados e, com isso, reduzir a incerteza
inerente ao processo de tomada de decisao.

A seguir, discutiremos o valor da quantificacao de incertezas de subsuperficie
no processo de tomada de decisoes de investimentos, apresentaremos uma experiéncia
relativa ao impacto das incertezas dindmicas sobre o programa de perfuragao e, por
fim, veremos como utilizar a quantificacao de incertezas estruturais para justificar a

aquisicao de dados complementares.



1.1 Incertezas de Subsuperficie

Atualmente, existem ferramentas para a construgao de modelos geologicos 3D
e para a quantificacao de incertezas sobre os pardmetros associados a esses modelos
[Charles et al., 2001]. Tais ferramentas tém facilitado a compreensdo do impacto de
cada uma das incertezas de subsuperficie sobre o campo de producao. Por exemplo,
existe uma cadeia de ferramentas desenvolvidas para lidar com a quantificagao de
incertezas de subsuperficie cujo suporte é constituido por trés softwares principais, a
saber, ALEA, JACTA™ e EST.

A partir de mapas de incerteza produzidos por intérpretes sismicos, o0 ALFA si-
mula diversos modelos estruturais do reservatorio, calcula os correspondentes volumes
totais de rochas, além de exportar estas superficies para o JACTA™ . Com isso,
é possivel quantificar o impacto das incertezas oriundas, por exemplo, da conversao
tempo-profundidade sobre as incertezas associadas ao volume total da rocha.

Apos identificar os parametros que afetam as propriedades do reservatorio, pode-
se simular diversos modelos geologicos de reservatoérios, bem como calcular seus res-
pectivos volumes.

O software JACTA™ realiza uma combinacio entre ambientes deposicionais,
tipos de rochas e simulagoes de parametros petrofisicos e permite que as incertezas que
afetam os parametros geoestatisticos sejam incorporadas. As realizagoes resultantes
podem ser visualizadas em 3D, analisadas e exportadas para um simulador de fluxo.

O software EST possibilita a simulacao de fluxo para cada realizacao geoestatis-
tica proveniente do JACTAT™  no entanto, estas simulacoes podem ser muito dispen-

A™ consideram apenas as incertezas

diosas e incompletas, ja que o ALEA e 0o JACT
estaticas (estruturais e geologicas), nao levando em conta as incertezas dinamicas, tais
como: permeabilidade relativa, transmissividade defeituosa, ou qualquer parametro
de fluxo. Assim, para minimizar a quantidade de operagoes de simulacao de fluxo,
é necessario utilizar ferramentas e métodos para incorporar incertezas dindmicas na
quantificacao de incertezas associadas a perfis de producao ou a estimativas de reser-
vas.

Apos identificar as principais incertezas de subsuperficie, pode-se utilizar os trés

softwares ALEA, JACTA™ e EST para transformar essas incertezas de subsuperficie



6

em incertezas dos parametros de interesse, durante o processo de tomada de decisao.
Lembrando que a qualidade do resultado dependera da confiabilidade das incertezas

de subsuperficie.

1.2 Impacto de Incertezas Dinamicas sobre um Pro-

grama de Perfuracao

A seguir descreveremos uma experiéncia, relatada em |[Charles et al., 2001|, que
foi realizada em dois campos petroliferos, denotados por campo X e campo Y (por
motivos relacionados a sigilo).

Um determinado campo X, desenvolvido recentemente, possui um campo satélite
Y, ambos de alta pressao e temperatura e separados por uma falha principal e por
uma falha tectonica contendo um fluido desconhecido. A produgao do campo X pode
reduzir o volume de fluidos do campo Y. Tal reducao precisa ser quantificada, ja que
é impossivel perfurar qualquer pogo ap6s uma deplecao de 100 barris. Surge, entao,
um questionamento: ap6s o inicio da producao do campo X, por quanto tempo o
desenvolvimento do campo Y pode ser adiado?

Ha duas alternativas para o desenvolvimentto do campo Y: ou a realizagao de
uma perfuragao vertical a partir de uma nova plataforma ou uma perfuracao direcional
a partir de uma plataforma ja existente no campo X.

Como o interesse é modelar apenas a deplecao, basta considerar somente as incer-
tezas dindmicas, ou seja, nao é necessario fazer uma representagao das heterogeneidades
ou estruturas do campo Y.

Com a utilizacao de um modelo de simulacao de fluxo, construido pelo operador,

foi possivel realizar as seguintes atividades:

1 - Definicao da varidvel resposta: deplecao média em todas as camadas do campo

Y;

2 - Identificagao dos principais parametros de incerteza: valor da permeabilidade
absoluta da falha tecténica e do aqiiifero; permeabilidade relativa; tamanho do
aqiiffero a oeste; variacao de porosidade dentro do aqiiifero a norte; principais

falhas de transmissividade; faixas de permeabilidade no reservatorio; anisotropia



vertical e fluido acumulado na falha tectonica;
3 - Identificagcao da ordem de incerteza dos parametros selecionados;

4 - Estimagao da funcao densidade de probabilidade (fdp) associada a cada parame-

tro (tratado como variavel aleatoria);

5 - Utilizacao da metodologia experimental para identificar os parametros de im-
pacto mais significativo na deplecao. Os tinicos parametros que interferiram na
deplecao foram: a permeabilidade relativa, o fluido acumulado na falha tecto-
nica e a transmissividade defeituosa. A partir da simulacao da variével resposta,
construiu-se uma superficie resposta como fungao dos valores assumidos por esses

trés parametros;

6 - Realizacao de uma simulacao Monte Carlo utilizando, tanto as fdp’s associadas
aos parametros, como o modelo analitico da superficie de resposta, fornecendo

perfis de provéaveis deplegoes.

Para cada uma das hipoteses (distribui¢ao triangular da transmissividade defei-
tuosa e falha de escoamento) foi construido um perfil de deple¢ao. No primeiro caso,
ocorreu uma deplecao de 100 barris, ap6s 1,7 ano de produc¢ao no campo X, enquanto
que, no segundo caso, o tempo de deplecao foi de 1,2 ano.

Com base no cenério mais pessimista, decidiu-se desenvolver o campo Y, a partir
de uma plataforma jé existente no campo X. Associado a esta decis@ao, admitiu-se um

risco de 5% (apds 1,3 ano de producao do campo X).

1.3 Justificativa da Aquisicao de Dados Complemen-

tares

A partir da interpretagao de dados sismicos 2D migrados no tempo e de 50 pogos
disponiveis em um campo maduro, construiram-se mapas de profundidade do nivel do
reservatorio |Charles et al., 2001]. Esses mapas facilitaram a estimativa do possivel
volume total da rocha e a compreensao dos parametros de maior incerteza, tornando
possivel justificar uma aquisicao de dados sismicos e definir um processamento mais

ajustado.



8

Os parametros de incerteza mais significativos foram registrados e ordenados da

seguinte maneira:

Campo de velocidade utilizado para a migracao sismica no tempo;

Interpolagao de dados sismicos 2D e valores de pogos;

Conversao tempo-profundidade;
- OWC (ponto de contato agua-6leo).

A combinacao de todas estas incertezas gerou um intervalo de confianga em torno
da profundidade do topo do reservatério. Além disso, a simulacao de 200 mapas de
possiveis profundidades em torno do mapa base, e dentro do intervalo de confianca,
resultou numa série de possiveis valores para o volume total da rocha. Porém, para
melhor estimar o potencial deste campo, as duas maiores incertezas deveriam ser re-
duzidas.

Portanto, mesmo quando se trata de um campo maduro com muitos pocos, as
incertezas geométricas podem influenciar no volume total da rocha. Assim, os para-
metros a ser melhorados precisam ser identificados, a fim de reduzir essas incertezas.
Recomenda-se, também, a aquisicao de dados sismicos 3D e que esses tais dados sejam
processados utilizando-se uma migracao de profundidade melhor do que uma migracao

de tempo classica.



Capitulo 2

Séries Temporais

Uma série temporal pode ser vista como um conjunto de observacoes Z;, geradas
sequencialmente no tempo [Box e Jenkins, 1976]. Fazemos referéncia ao parametro ¢
como sendo o tempo, mas a série Z; podera ser funcao de algum outro parametro fi-
sico, como espacgo, volume, profundidade, etc. Se o conjunto de instantes de tempo for
discreto (enumeravel) ou ndo-enumeravel, a série sera discreta ou continua, respectiva-
mente. De um modo mais formal, uma série temporal é uma realizagao ou trajetoria
de um processo estocastico.

Um processo estocastico ¢ uma familia de variaveis aleatorias { Z;;t € T'} definidas
num mesmo espago de probabilidades. Ou seja, para cada t € T, Z; é uma variavel
aleatoria definida sobre o espago amostral ). Portanto, Z; é uma funcao de dois
argumentos, Z(t,w), onde t € T e w € €.

Na Figura 2.1, podemos observar que, para cada t € T, Z(t,w) é uma variavel
aleatoria com uma distribuicao de probabilidade. Por outro lado, para cada w € €
fixado, obtemos uma funcao do tempo, ou seja, uma realizacao do processo.

Sao exemplos de séries temporais:
1- Valores diarios de polui¢ao numa regiao produtora de petroleo;
2- Precos diarios das acoes de uma empresa de petroleo;
3- Cotagoes diarias do barril de petroleo;

4- Rendimento anual per capita;
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Figura 2.1: Processo estocastico como uma familia de variaveis aleatoérias.

5- Inflacao mensal de uma determinada cidade;
6- Intensidade da corrente elétrica num dado ponto;
7- Intensidade do som num determinado local;

8- Registro de marés em um porto maritimo;

As séries 1 a 5 sao discretas, enquanto que, as séries 6 a 8 sdo continuas.

Os principais objetivos da analise de uma série temporal sao

- Investigar o mecanismo gerador dessa série;
- Descrever o comportamento da série;
- Procurar periodicidades relevantes nos dados;

- Realizar previsoes de valores futuros da série.

Para atingir esses objetivos, langamos mao de modelos estocésticos (ou proba-
bilisticos). Uma classe importante de modelos estocasticos para descrigdo de séries
temporais é a dos modelos estacionarios, que sao baseados na hipotese de que o pro-

cesso permanece em equilibrio em torno de um nivel médio constante. Em outras
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palavras, o processo evolui no tempo de modo que a escolha de uma origem dos tem-
pos nao ¢é importante, ou seja, as caracteristicas de Z; , para todo k, sao as mesmas
de Z; |Morettin e Toloi, 2004]. Desta forma, a média p(t) e a variancia V' (t) de Z; sao

constantes para todo t € T, ou seja,
u(t) = EZ) = e V(1) = Var[Z] = E[(Z — p)?) = o*.

A covariancia entre Z; e Z;.y, ¢ denominada fun¢ao de autocovaridncia (facv), e
é definida por
Ve = Cov|Zy, Zui] = E[(Ze — ) (Zsr — 1))

Pela propria definicio de 73, temos que vy = Var[Z;] = o2

e, sendo o processo
estacionario, |yx| — 0 quando kK — oo. Este comportamento pode ser observado na

Figura 2.2.

—-|1r

Figura 2.2: Representacao da funcao de autocovariancia.

Como a facv pode ser sensivel as unidades em que sao medidas as observagoes, é
comum utilizarmos a fungao de autocorrelagao (fac), dada por

_ CovlZy, Zis]
\/ Var[Z,]Var[Z, 4])

Pk , keT.

Se o processo for estacionario, entdo a variancia o? = 7, ¢ a mesma, tanto no

tempo t 4+ k como em t. Assim,

_ Tk _ Tk
Y0 o?

Pk , keT.
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Observe que a fac é simétrica em torno do zero e pr = p_i, para todo k. A Figura
2.3 mostra a fac como um grafico dos valores localizados nas diagonais da matriz de

autocorrelagao.

il (L3 [ ny - ol )

n (SR | R | ] 12 nE e Es n 5

%
f

| Il nz 4 T |
| .
-
\.
.

S

i

: \

&, '\\.. kY
. e . -\.‘. & LS

v, '.‘_‘- . 1
\-\. ™ -

’ B LT L

. e * ot

L} “

.\".

. .
LY -
\-._\. /
L #
e
LR
"'-..,\" =
L
&% L

Figura 2.3: Uma matriz de autocorrelagao e a fac correspondente.
A fac p, pode ser estimada através da expressao:

Ck
Ty = —
Co

onde

N—k
1 _ _
= ;le(zt — D) Zyr—7Z) k=0,1,..N—1

¢ a estimativa da funcéo de autocovariancia 7, e Z é a média amostral da série temporal.

Para que seja viavel descrever uma série temporal através de modelos estaciona-
rios, devemos supor que tal série é estacionaria. No entanto, na pratica, a maioria das
séries que encontramos apresentam algum tipo de nao-estacionariedade, por exemplo,
existem séries nao-estacionarias quanto ao nivel e outras quanto ao nivel e & inclinagao,

como mostram as Figuras 2.4 e 2.5. Outro tipo de nao-estacionariedade é a explosiva,
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que surge em séries que representam o crescimento de uma coldnia de bactérias, por

exemplo.

/\v"\f\\

b i

Figura 2.5: Representagao de uma série ndo-estacionaria quanto ao nivel e a inclinagao.

Mais adiante abordaremos a classe de modelos ARIMA, que sera tutil para des-
crever de maneira satisfatoria séries estacionérias e séries nao-estacionarias que nao
apresentam comportamento explosivo.

A fim de facilitar a manipulagao dos modelos abordados mais adiante, utilizare-

mos o operador translagao para o passado, denotado por B e definido por
BZ, = Zi,
BmZt = Zt,,ﬂ7 2 <m <t.
Mesmo quando uma série é nao-estacionaria, podemos transformar os dados ori-
ginais, a fim de tentar obter uma série estacionaria. O procedimento mais utilizado
consiste em diferenciar sucessivamente a série original, até se obter uma série estacio-

naria. Diferenciar, aqui, significa considerar diferencas sucessivas da série original.

A primeira diferenca de Z; é definida por

AZt - Zt _Zt—l - Zt —BZt - (1 —B)Zt,
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onde B ¢é o operador translagao para o passado.

A segunda diferenca é

AZZt - A[AZt] - A[Zt - Zt—l] - Zt - 2Zt_1 + Zt_Q

= (1-2B+B*Z, = (1- B)*Z.
A n-ésima diferenca de Z; é definida por
AnZt - A[A"ith] .

Em geral, pode-se considerar varios modelos diferentes para descrever o com-
portamento de uma série. No entanto, devemos utilizar critérios de comparacao en-
tre eles, a fim de escolher o modelo mais parcimonioso, ou seja, aquele com uma
quantidade minima de pardmetros e que forneca previsoes bastante precisas. A es-
colha do modelo adequado baseia-se num ciclo iterativo do método de Box e Jenkins

[Morettin e Toloi, 2004], cujas etapas consistem em:

1- Fazer uma descricao da série, através do célculo de estatisticas resumo e da
representacao grafica dos dados e, a partir dai, escolher uma classe de modelos

para a analise;

2- Identificar um modelo através da anélise de autocorrelacoes, dentre outros crité-

rios;
3- Estimar os parametros do modelo identificado;

4- Realizar uma anélise de residuos, a fim de verificar se o modelo ajustado ¢ ade-

quado para fazer previsoes de valores futuros da série.

Se o modelo identificado nao for adequado, o ciclo deve ser repetido a partir da

etapa 2.

2.1 Modelos Lineares

Os modelos abordados a seguir sao casos particulares de um modelo de filtro

linear. A principal suposicao deste modelo é que a série temporal tenha sido gerada a
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partir de um filtro linear, ilustrado na Figura 2.6, cuja entrada ¢ um ruido branco a,

ou seja, para cada t € T, a; ¢ uma variavel aleatoria com

E{(J/t] == O, Vt,
Varla;] = o2, Vt,
Elaias)] = 0,s#t.

Assim, a série pode ser expressa da seguinte maneira

Zy = p+a+ragg +aaio + -

= u+¢(B)a, (2.1)
onde pu, em geral, é o parametro que determina o nivel da série e
Y(B) =14+ 1B+ B>+ -

é o operador linear, cuja finalidade é tranformar a; em Z;, denominado funcdo de

transferéncia do filtro.

y {5]

—_—* Filtro Lingar [———®

Figura 2.6: Série temporal gerada por um filtro linear.

Quando a série de pesos 11, Vs, ... for finita ou infinita convergente, entao Z; é
estacionaria com média u. Caso contrario, Z; é nao-estacionéria e u nao tem significado
especifico [Morettin e Toloi, 2004].

Lembrando que a; ¢ um ruido branco e supondo que >~ 97 < 00, temos que a

facv de Z; pode ser escrita da seguinte maneira
oo
Tk = 04 Vitigk
k=0
com 1y = 1. Assim, para k = 0, obtemos a variancia de Z; ,

Y = Var[Z,] = o2 Z U

k=0
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A série Z, = Z; — p, pode ser escrita como uma soma de valores passados mais
um ruido a;, ou seja,

Zt = 7T121;—1 +7T2Zt—2 + - Foa,

ou ainda,

Ly — MLy — Moly_g — -+ = Gy,

donde segue que

m(B)Z, = ay , (2.2)

onde 7(B) =1—mB — mB? — - -

Comparando as expressoes (2.1) e (2.2), temos que
m(B)Y(B)a; = ay,
dai,
m(B) = ¢~ (B), (2.3)

mostrando que os pesos m, podem ser obtidos a partir dos pesos ¥ e vice-versa.
Quanto as condic¢oes de estacionariedade e invertibilidade, um processo linear sera
estacionario se a série ¥(B) convergir para |B| < 1 e sera invertivel se 7(B) convergir

para |B| < 1 [Morettin e Toloi, 2004].

2.1.1 Modelos Auto-Regressivos

Considerando o caso especial de (2.2), em que 7, = 0, k > p, e renomeando os pesos

de 7 para ¢y, obtemos o modelo auto-regressivo de ordem p, denotado por AR(p)

Zy = ¢1Zt—1 + ¢2Zt72 + -4+ %thp + ay, (2.4)
ou equivalentemente,
¢(B)Zy = ar, (2.5)
onde
¢(B) =1~ 1B~ ¢B* — - — ¢, B

¢ chamado operador auto-regressivo de ordem p.
De (2.5) temos que
~ 1

Zi = Mat = ¢ (B)ay,
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ou seja, o modelo AR(p) pode ser visto como a saida Z, de um filtro linear, com funcao
de transferéncia ¢! (B), desde que a entrada a; seja um ruido branco.

Para que o processo Z; seja estacionério, a série (B) = ¢~ '(B) deve convergir
para |B| < 1, ou seja, as raizes de ¢(B) = 0 devem cair fora do circulo unitério.

Por outro lado, como a série 7(B) = ¢(B) = 1 — ¢ B—¢oB*—---— ¢, BP ¢ finita,
conseqlientemente, 7(B) é convergente para |B| < 1, entdo nao ha restrigdes sobre os
parametros de um processo auto-regressivo para garantir a invertibilidade de Z;.

Para encontrar a fac de um processo AR(p), devemos, primeiramente, multiplicar

ambos os membros de (2.4) por Z; j e, em seguida, calcular o valor esperado
E(ZiZ k) = 0\ E[Zi 1 Zioi) + 0B 2224 k) + -+ 6B Ze—pZi— 1) + ElarZy—) (2.6)

Mas, para k > 0, temos FEla;Z;_;] = 0, pois Z,_j, envolve ruidos apenas até a;_j,

nao-correlacionados. Com isso,

Ve = P1Vk—1 + G2 Y2 + -+ OpYo—p, k> 0.

Assim, dividindo ambos os membros dessa expressao por 7y = Var[Z;|, obtemos a fac

Pk = Q1Pk—1 + P2pp—2 + -+ Oppr—p, k> 0. (2.7)

Segundo Box e Jenkins, a fac de um processo AR(p), consiste de uma mistura de
exponenciais e sendides amortecidas.

A variancia do processo pode ser obtida fazendo k = 0 na expressao (2.6), obtendo
Var(Z;) = Var(Z,) =y = 17 + -+ + ¢pp + 0 -

Dividindo ambos os membros por 7y, obtemos

0.2
1:¢1p1+"'+¢ppp+_aa
£o

donde segue que
Yo =0a/(1 = drp1 — - — Pppp) - (2.8)

Os parametros auto-regressivos ¢y, ..., ¢, podem ser escritos em termos de py,

p2, - .., pp. Para tanto, basta substituir £ =1, 2, ..., p em (2.7), obtendo um sistema
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com p equagoes lineares, chamadas equacoes de Yule- Walker,

P = 1 + Papr + o A+ Gpppar
p2 = ¢1pp + ®2 + o+ Oppp2
Pp = ¢1pp—1 + ¢2pp—2 + -+ ¢p

cuja representagao matricial é

Pp¢ = pp Y
onde
1 P1 Pp—1 ¢1 P1
P1 1 o Pp—2 ®2 P2
P, = . ) . p. , = . € Pp= .
_ppfl Pp—2 1 ] _(bp_ _pp_
Donde segue que,
»=P,'p,. (2.9)
Utilizando a expressao (2.9) podemos estimar os coeficientes ¢, ..., ¢,, substi-

tuindo as fac tedricas py por suas estimativas ry.

2.1.2 Modelos de Médias Mobveis

Se ¥ =0, k > ¢, na expressao (2.1), obtemos o modelo de médias moveis de ordem g,

denotado por MA(q). Renomeando os pesos de 1) para —6j, temos

Zy = p+ay — hay — Ohap_g — -+ — Ogas_q,
ou ainda,
Zt = Zt — U= (1 — 013 — 9232 — = Hqu)at = Q(B)Gt,
onde (B) =1 —6,B — 6,B> — --- — ,B? é chamado operador de médias moveis de
ordem q.
Como a série (B) =60(B) =1—6,B — 6,B* — --- — §,B1 ¢ finita, entao nao ha

restrigoes sobre os parametros de um processo MA(q) para garantir a estacionariedade

de Zt.
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A condicao de invertibilidade para um processo MA(q) ¢ que 7(B) = 67(B)
convirja para |B| < 1, isto é, as raizes de §(B) = 0 devem cair fora do circulo unitario.

A facv de um modelo MA(q) é

W = Ellar—6ia;1 — - = 04asg)(ark — Oras 1 — -+ — 0gas1)]

q q
= K { ay — Z eiat—i] [at—k - Z ejat—k—j] }
i=1 j=1
9 q

q q
= E[atat,k] — Z QiE[at,kat,i] — Z GjE[atat,k,j] + Z Z QiGjE[at,jat,k,j] .
i=1 j=1

i=1 j=1

Sabendo que

o2, k=0
E[atat,k] =
) k # 07
obtemos
Yo = Var[Z]) = (1+ 6] + 065+ +602)o. (2.10)
e

5 <_0k + 919k+1 + -+ eq—k:eq)o_ga k= 17 27 4
k p—
OJ k > q.

Donde segue que a fac de Z; é

=0 +010k 11+ 40,104 k=1.2
13021021...102 ) =L,4--,q
+ 1+ 2+ + q (211)

0, k>q.

Pk =

Ao contrario do que ocorre com um modelo AR(p), a fac de um modelo MA(q)

se anula para lags maiores do que q.

2.1.3 Modelos Auto-Regressivos e de Médias Moveis

Uma das maneiras de tornar um modelo mais parcimonioso, consiste em considerar,
simultaneamente, termos auto-regressivos e termos de médias moéveis. Com isso, surge
uma classe de modelos mistos, denominados modelos auto-regressivos e de médias mo-

veis de ordem (p, q), denotados por ARMA(p,q)
Zt — Cbth_l + -+ ¢pZt—p + a; — Glat_l — = Qqat_q,

isto é,

¢(B)Z, = 6(B)ay,
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onde ¢(B) e 6(B) sao os operadores auto-regressivos e de médias moveis, respectiva-
mente.

As condigoes de estacionariedade e invertibilidade para um processo ARMA (p,
q) € que as raizes de ¢(B) =0 e de §(B) = 0 caiam fora do circulo unitario.

A facv de um modelo ARMA(p, q) é
Y = E{(¢1Zt—1 + -+ prZt—p +a—Oag — - — 9qat—q)Zt—k} .

Lembrando que Zt_k, depende apenas de choques a;_j, ocorridos até o tempo t—k,

temos que a covariancia cruzada entre Z; e a;, definida por

Vza(k) = E[atZt—k] ’

se anula para valores de £k > 0 e é diferente de zero para k < 0. Dai, a facv fica na

forma

Vi = G1Yk—1 T+ OpVhep T Vealk) — O Yea(k — 1) — - = Opvaa(k —q) . (2.12)

Para k£ > ¢, obtemos

Ve = O1Vk—1 + Q2Vh—2 + -+ OpVh—p, k>q.

Portanto, a fac do modelo é

Pk = Q1pk—1 + Qapr—2 + -+ Oppr—p, k>q,

mostrando que as autocorrelacoes, para k£ > ¢, se comportam como nos modelos auto-

regressivos.

2.1.4 Modelos Auto-Regressivos Integrados e de Médias Méveis

A seguir, abordaremos uma classe de modelos apropriados para descrever séries tem-
porais nao-estaciondrias homogéneas, ou seja, séries que, apesar de nao evoluirem
em torno de uma média constante ao longo do tempo, quando diferenciadas d ve-
zes, tornam-se estacionéarias. Por exemplo, se a série for nao-estacionaria quanto ao
nivel, entao d = 1. Isto significa que basta calcular sua primeira diferenca para torna-la
estacionaria. Ja séries nao-estacionarias quanto a inclinacao, devem ser diferenciadas

duas vezes (d = 2), para obter a estacionariedade [Morettin e Toloi, 2004].
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Se W, = A%Z, for estacionaria, podemos representé-la através de um modelo

ARMA(p, q)

Neste caso, dizemos que Z; é uma integral de Wy, ja que diferenciando Z; (no sentido
de diferengao sucessivas) obtemos W;. Dizemos, ainda, que Z; segue um modelo auto-

regressivo integrado de médias mdveis de ordem (p, d, q), denotado por ARIMA(p, d,

9)
¢(B)AZ, = 0(B)ay . (2.13)
Sendo W, estacionaria, entao todas as raizes de ¢(B) = 0 caem fora do circulo
unitario.
Uma forma alternativa de escrever a expressao (2.13) é
p(B)Z; = 0(B)ay , (2.14)
em que

p(B) = ¢(B)A" = ¢(B)(1 - B)"

¢ um operador auto-regressivo nao-estacionario de ordem p + d, com d raizes sobre o
circulo unitario e as p restantes, fora do circulo unitério.

Com essa notagao, o modelo ARIMA pode ser representado pela seguinte expres-
sao

Zy =121+ A+ Pprali—p—d + ap — O1as_1 — -+ — Oga4_q, (2.15)

que é denominada equacao de diferencas, bastante tutil para o célculo de previsoes.

Quando o interesse é calcular a varidncia dos erros de previsao, é conveniente
expressar o modelo ARIMA na forma de choques aleatdrios, ou seja, em termos do

valor atual e prévios de a;, ou seja,
Zy = ap + Yray_y + Paap_o + - = P(B)ay . (2.16)

Outra maneira de representar o modelo ARIMA ¢é a forma invertida, que consiste

em expressar Z; em termos de seus valores prévios e do valor atual de a;, isto é,

Zt:ﬂ'th_1+7TQZt_2+"'+at. (217)
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As vezes, é util considerar uma extensao do modelo ARIMA, acrescentando um termo

constante y na expressao (2.13), obtendo
©(B)Z, = ¢(B)AZ, = 0y + 0(B)ay . (2.18)

Se 6y = 0, 0o modelo (2.18) pode ser usado para representar séries com tendéncias
estocasticas, ou seja, séries que apresentam mudangas aleatorias no nivel e/ou na in-
clinag¢do. Se 6y # 0, entdo o modelo (2.18) é capaz de representar séries com tendéncia

polinomial deterministica de grau d. Além disso,

EW,) =y = 6/(1 =1 — 2 — - — @) .
O modelo ARIMA ¢é uma generalizacao dos modelos vistos anteriormente, ja que

ARIMA(p,0,0) = AR(p),
ARIMA(0,0,q) = MA(q) e
ARIMA(p,0,q9) = ARMA(p,q).

2.2 A Funcao de Autocorrelacao Parcial

A funcgao de autocorrelagao parcial (facp) é um instrumento bastante util durante
a etapa de identificacao do modelo a ser ajustado aos dados observados. Vejamos, a
seguir, como essa fungao é construida.

Denotando por ¢; o j-ésimo coeficiente de um modelo AR(k), temos que ¢y, €
o ultimo coeficiente. Utilizando essa notacao, as equacoes de Yule-Walker podem ser

escritas da seguinte maneira:

1 p1 ot Pr-1 Pr1 P1
p1 I pr—2 Pr2 P2

Pk—1 Pr—2 -+ 1 Ok Pk
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Resolvendo, sucessivamente, estas equagoes para k = 1, 2, ..., obtemos

I ;mo;m
L m pr 1 p2
p1 P2 —p? P2 P1 P3

P11 =p1, Q= Zplz_p;; 3z =T,

1 m P L p1 p2
pr 1 pr 1 p

p2 pr 1

De modo geral, para pgr, a matriz no numerador é a mesma que a matriz no
denominador, exceto pela ultima coluna, que é substituida pelo vetor de autocorrelagao
P = (p1,- -, pr)"

A funcao de autocorrelacao parcial é definida como sendo a quantidade ¢y, en-
carada como funcao de k.

Para um processo AR(p), a facp se anula para todos as defasagens maiores do
que p, isto é, o seu grafico apresenta um "corte" apos o defasagem p. Portanto, o
grafico dessa funcao permite identificar o grau do polindémio auto-regressivo. Ja para
o processo MA(q), a facp é dominada por uma mistura de exponenciais e/ou sendides
amortecidas. Tal comportamento ¢ semelhante ao da fac de um processo AR(p). Por
fim, a facp de um processo ARMA(p,q), comporta-se de maneira similar & facp de um
processo MA puro [Morettin e Toloi, 2004].

Durante o estagio de identificacao do modelo precisaremos calcular estimativas
das facp, a fim de compara-las com as respectivas facp teoéricas. Por exemplo, no caso
dos modelos AR, tais estimativas podem ser feitas, ajustando-se, sucessivamente, pro-
cessos auto-regressivos de ordem p = 1, 2, 3, ... por minimos quadrados e considerando
as estimativas ggll, gggg, gggg, ...do ultimo coeficiente de cada ordem. A facp estimada
pode ser obtida, de modo alternativo, substituindo-se, nas equacoes de Yule-Walker,

as fac p; por suas estimativas r;, isto &,
T = Orri-1+ Gkario o+ Ok, J=1,...k

e resolvendo-se essas equagoes para k =1, 2, ....
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2.3 Alguns Casos Particulares de Modelos Lineares

2.3.1 Modelo Auto-Regressivo de Ordem 1 - AR(1)

O modelo AR(1) é dado por
Zy=$1Z 1+ ay,
ou equivalentemente,
O(B)Zy = ay
onde ¢p(B) =1 — ¢1B.
Para que o processo seja estacionario é necessario que —1 < ¢; < 1.

Por (2.7), a fac de um processo AR(1) ¢ da forma

Pk = O1pp—1, k>0

cuja solucao é

Pk = 'f,k:ZO

Donde segue que, se ¢; > 0, a fac decai exponencialmente e, caso ¢; < 0, ela também
decai exponencialmente, alternando valores positivos e negativos. A Figura 2.7 ilustra
esse comportamento para ¢; = 0,8 e ¢; = —0, 8.
Por (2.8) a variancia de um processo AR(1) é
2 2

a - _ Oq

= 1 —pio1

2.3.2 Modelo Auto-Regressivo de Ordem 2 - AR(2)
O modelo AR(2) ¢ dado por
Zy =121+ p2Zia + ay

ou ainda,
¢(B)Z: = ay,
onde gb(B) =1- leB — ¢QBZ.

Para que o processo seja estacionario é preciso que

P+ <1l, Pa—1 <1, —1<gpa<1.
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Figura 2.7: Processos AR(1) e suas correspondentes fungoes de autocorrelagao.
A fac de um processo AR(2) é
Pk = P1pk—1 + P2pr—2, k > 0.

Substituindo p = 2 nas equagoes de Yule-Walker, obtemos

p1= ¢ + ¢ap1
p2 = ¢1p1 + P9

donde segue que
o :Pl(l_ﬂ2)/(1_0%) € P2 = (pz—p%)/(l—p%)-

Utilizando as equacoes de Yule-Walker, podemos também expressar p; e ps em

funcao de ¢, e ¢y, da seguinte maneira
p1=¢1/(1—¢2) e pa = da+ ¢7/(1 = ba).

A Figura 2.8 ilustra a fac de um processo AR(2) para ¢; = 1, ¢ = 0,89 e
¢1 = —1, g2 = —0,89.
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Figura 2.8: Fungoes de autocorrelagdo para um processo AR(2).

Para obter a varidncia de um processo AR(2), basta substituir p = 2 em (2.8),

obtendo

2

Oq

1 — O1;1 —¢2pz‘

"0
2.3.3 Modelo de Médias Méveis de Ordem 1 - MA(1)
O modelo MA(1) é representado por
Zt = Q¢ — Qlat_l = Q(B)at,

onde §(B) =1—-6,B
O processo é invertivel se —1 < 67 < 1.

Substituindo ¢ = 1 na expressao (2.10), obtemos a variancia do processo
% = (1+67)0;.
Utilizando (2.11), encontramos a fungao de autocorrelagao

=01 _
S k=1

0, k>1.

Pk =
A Figura 2.9 apresenta a fac de um processo MA(1) para 6; = 0, 8.
2.3.4 Modelo de Médias Moveis de Ordem 2 - MA(2)
O modelo MA(2) é dado por
Zi = ay — O1a;_1 — Ooa;_o = 0(B)ay,

onde Q(B) =1- 91B — 9232.
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Figura 2.9: Fungao de autocorrelacao de um processo MA(1).

Para que o processo seja invertivel é necessario que as raizes de §(B) = 0 caiam

fora do circulo unitario, ou seja, devemos ter
91+(92<1, 92—91<1, —1<02<1.

Observe que essas condigoes sao equivalentes as condicoes de estacionariedade
para um processo AR(2).

A partir de (2.10) e (2.11) obtemos

Y = (1467 +63)02,

_ —01(1—05)
pr = 1462462 >
_ —02
P2 = 1462462
Pr = 0,k>2.

A Figura 2.10 apresenta a fac de um processo MA(2) para 0; = 0,5, §; = —0, 3.

04

P
N P S PR

2 3 4 5 8 7 8 89 10111213 14 15

fac

-0,2
0,4 -
-0.6
lag

Figura 2.10: Fungao de autocorrelagdo de um processo MA(2).
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2.3.5 Modelo Auto-Regressivo e de Médias Méveis de Ordem
(1,1) - ARMA(1,1)

O modelo ARMA(1,1) é dado por
7y = ¢1Zt71 +a; — a1,
Ou equivalentemente,
QS(B)Zt = Q(B)at7

onde p(B) =1—¢pBed(B)=1—-6,B.
O processo é estacionario se —1 < ¢1 < 1 e invertivel se —1 < 6; < 1.

A partir de (2.12) podemos obter

"= ¢170 + ’Yza(l) - 917za<0) )
Yo = o171+ V2a(0) — b172a(—1) .

Mas,
’yza(1> - 07
V2a(0) = E[a,tZt] = E[at(¢1Zt—1 +a; —bap)] = E[af] = 02

P)/za(_l) = E[atZtH] = E[at(¢12t + A1 — 91@,5)] = ¢1E[at2t] + E[atatﬂ] — 91E[af]
= ¢1Ea] — 01 Elaf] = (¢1 — 01)07 .

Portanto,
Nn=¢10—bho, e  =0mn+o.—0(dp—b)oL,

donde segue que

(1467 —2¢16,)0; o (1= ¢161)(p1 — b1)0
o= 1= L 1— & '

Para valores de k > 1, a fac do processo é

Pk = P1Pr—1 -

A Figura 2.11 ilustra a fac de um processo ARMA(1,1), com ¢; = 0,8 e 0; =0, 3.
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Figura 2.11: Funcao de autocorrelagdo de um processo ARMA(1,1).
2.4 Identificacao de Modelos ARIMA

A identificagdo do particular modelo ARIMA a ser ajustado aos dados é uma
das etapas mais criticas do ciclo iterativo do método de Box e Jenkins, pois, varios
pesquisadores, usando a mesma série, podem identificar modelos diferentes.

O principal objetivo da identificagao é encontrar os valores p, d e ¢ do mo-
delo ARIMA(p,d,q), bem como determinar estimativas preliminares dos parametros,

as quais serao uteis durante o estagio de estimacao.

2.4.1 Procedimentos de Identificacao

A primeira etapa do processo de identificagdo consiste em verificar se é necessario
transformar a série original, a fim de estabilizar sua variancia. Neste sentido, a trans-

formacao de Box-Cox é bastante tutil

Z)—c
t A#0
Zt(A) _ ) 7
logZy A=0,

onde A e ¢ sao parametros a serem estimados.

Para se ter uma nogao do tipo de transformacao a ser utilizada, pode-se construir
um grafico que traz no eixo das abscissas, médias de subconjuntos de observacoes da
série original e no eixo das ordenadas, a amplitude de cada um desses conjuntos, isto
é, se 21,2y, ..., 7 for um tal subconjunto, o grafico serd constituido por pontos da

forma (Z,w), onde

k
7 = Z Z; e w = max(Z;) — min(Z;) .
i=1

| =
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Se w independer de Z, os pontos desse grafico ficardo espalhados em torno de
uma reta paralela ao eixo das abscissas; neste caso, nao é necessario aplicar nenhuma
transformacdo a série original. Caso w seja diretamente proporcional a Z, a transfor-
magao logaritmica é adequada. A Figura 2.12 apresenta alguns gréaficos que podem

ocorrer na pratica e os respectivos valores de A.

w
(T S
/ E=ilog 740
12,
_ w0z

5/'9// w102 )

¥

Figura 2.12: Gréficos amplitude x média, ilustrando alguns valores possiveis de .

A segunda etapa do processo de identificacao consiste em diferenciar a série, ob-
tida na primeira etapa, até conseguir sua estacionariedade, ou seja, até que o processo
W, = A?Z; se reduza a um ARMA(p,q). Uma maneira de saber a quantidade de dife-
rencas, d, necessarias para tornar o processo estacionario consiste em observar quando
a fac amostral de W, decresce rapidamente para zero. Na prética, d = 0, 1 ou 2
[Morettin e Toloi, 2004].

A terceira etapa do processo de identificacdo consiste em analisar o comporta-
mento das autocorrelagoes e autocorrelagoes parciais estimadas, as quais devem re-
presentar adequadamente as respectivas quantidades tedricas desconhecidas. Através
dessa analise, devemos identificar o processo ARMA(p,q). A Tabela 2.1 apresenta um
resumo das principais caracteristicas dos modelos mais usuais.

Na literatura, podemos encontrar outras propostas de identificacao de modelos
ARMA(p,q). Existem, por exemplo, os métodos baseados em uma fun¢ao penalizadora,
cuja idéia é escolher as ordens k e [ que minimizem a seguinte quantidade

P(k,1) = Inog, + (k+ l)% :
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Tabela 2.1: Caracteristicas das fac e facp de um processo ARIMA (p,d,q).

Ordem (1,d,0) (0,d,1)
comportamento de py decai exponencialmente somente p; # 0
comportamento de @y, somente ¢ # 0 decaimento exponencial

dominante
estimativas iniciais b1 = p p1=—01/(1+6%)
regiao de admissibilidade | —1 < ¢y < 1 -1<6, <1

Ordem (2,d,0) (0,d,2)

comportamento de py

comportamento de ¢y

mistura de exponenciais | somente p; # 0 e py # 0
ou ondas sendides amor-

tecidas

somente ¢ # 0 e ¢oo # 0 | dominada por mistura de

exponenciais ou senodides

amortecidas
b = ,01(1:,02)7 _ _61(1-62) ’
estimativas iniciais { p; p’%l P HG;;@S
2= o P2 =TT
—1<¢a<1 —-1<0,<1
regiao de admissibilidade Py — 1 <1 0, —0; <1
P2+ o1 <1 O+ 0, <1
rdem ,d,
Ord (1,d,1)

comportamento de py
comportamento de ¢y
estimativas iniciais

regiao de admissibilidade

decai exponencialmente apos o lag 1
dominada por decaimento exponencial apés o lag 1

p1= (1= ¢101)(¢1 — 01)/(1 + 607 —26161) , p2 = p1n

—-1l<p <1, -1<6,<1

Quando o nimero de parametros aumenta, o termo penalizador (k + ()

onde &7 ; ¢ uma estimativa da varidncia residual obtida ajustando um modelo ARMA (k1)

as N observagoes da série e C'(IN) é uma fungao do tamanho da série.

C(N)

N au-

menta e a varidncia diminui. Portanto, minimizar P(k,[) é equivalente a identificar as

ordens k e [ que equilibrem tal comportamento [Morettin e Toloi, 2004].
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A seguir, citaremos alguns procedimentos de identificacao baseados em funcoes

penalizadoras particulares.
- Critério de Informagao de Akaike

Akaike (1973,1974) propos que as ordens k e [ do modelo deveriam ser escolhidas

de modo a minimizar o seguinte critério

AIC(k,d,l) = NInoy, + 2k + 141+ duw) + Nln2m + N, (2.19)
onde
1, d=0
5d0 =
0, d#0,

e 62, & o estimador de maxima verossimilhanca de o2.

Se o interesse for comparar varios modelos, com N fixado, entao os dois tltimos
termos de (2.19) podem ser desconsiderados. Nestes casos, supondo d = 0, o critério

para determinagao das ordens p e ¢, se reduz a

AIC(k,l) = N [m&,il - %(k +1+ 2)} : (2.20)
que ainda pode ser reescrito da seguinte maneira
<AIC(k,D::lnéil+—§%(k—+l), (2.21)
ja que os valores k e [ que minimizam (2.21) sdo os mesmos que minimizam (2.20), pois
mﬁ¢+%w+n]<N[mﬁ,+%@+¢+m}.
Para os modelos AR(p), o critério AIC se reduz a
AIC(k) = Nné} + 2k .

Com o intuito de diminuir a probabilidade de selecionar uma ordem maior do que

a verdadeira, Hurvich e Tsai (1989) sugeriram uma corre¢ao para o AIC, dada por

k+1)(k +2)
N—k+2

AIC, (k) = AIC(k) + 2

- Critério de Informacgao Bayesiano

Akaike (1977), Rissanem (1978) e Schwarz (1978), sugerem escolher o modelo

cujas ordens k e [ minimizam o Critério de Informagao Bayesiano, dado por

InN
BIC(k, 1) = ng, + (k+ )=~
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onde 6%, ¢ a estimativa de maxima verossimilhanga da variancia residual do modelo
ARMA (k,I).

Para os modelos AR(p), o critério se reduz a

BIC(k) = Iné} + %mzv.

- Critério de Hannan e Quinn

A proposta de Hannan e Quinn (1979) é minimizar a seguinte quantidade

Inln N
N

HQC(k,1) = Indy;, + 2(k +1)c ,e>1.

Para modelos AR(p), o critério pode ser escrito da seguinte forma

Inln N

HQC(k) = In6} + 2ck N

,c> 1.

- Critério FPE (Final Predictor Error)

Supondo que a série é representada por um modelo AR(p), Akaike (1969) propos
minimizar a seguinte quantidade
(1+ 267, p conhecido

FPE(k) = o1y - .
(1 + T+) 62, u desconhecido,

k
onde 67 = ¢y — E ojc; .

=1
Pode-se mostrar que o FPE é um estimador assintoticamente nao-viciado e con-

sistente para o erro quadratico médio da previsao de Zy,1 [Morettin e Toloi, 2004].

- Critério CAT (Criterion Autoregressive Transfer Function) - Método de Parzen
Este critério é baseado numa filosofia diferente das anteriores. Primeiramente,

deve-se assumir que o verdadeiro modelo ¢ um AR(c0)

W(B)Zt = Q¢ .

O proximo passo consiste em estimar a fungao de transferéncia 7(B). Dai, a or-

dem selecionada p é vista como uma aproximagao finita 6tima para o processo AR(o0).
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A selecao de uma funcao de transferéncia 6tima é feita a partir do valor de k£ que

minimiza a expressao

-(1+4), k=0
CAT(k) =< &,

Y 677 -6t k=12,...,

j=1

onde 6]2- ¢ a variancia residual estimada para o modelo ajustado de ordem j.

2.4.2 Estimativas Preliminares

A seguir, veremos como obter, a partir das autocorrela¢goes amostrais da série W; =
A?Z,, estimativas preliminares dos parametros do modelo identificado, as quais se-
rao utilizadas como valores iniciais para o processo iterativo de estimacao de méaxima
verossimilhanca.
Para processos AR(p) devemos resolver as equagoes de Yule-Walker, substituindo
as autocorrelacoes tedricas py por suas estimativas r;, com isso, obteremos (ﬁl, ngﬁg, cee ggp.
Uma estimativa inicial da variancia residual de um processo AR(p), pode ser

obtida substituindo-se, na expressao (2.8), vy por ¢y, 0s ¢; por ngSj e 0s p; por 1y,

obtendo
‘Afg :Co(l _€517“1 —<2327’2—"'—¢A5p7"p)-
Para processos MA(g), estimativas iniciais para 6y, 60s, ..., 6,, podem ser obtidas,
substituindo-se py, ..., p, por ri,...,r, na expressao (2.11) e resolvendo as ¢ equagoes

nao-lineares resultantes.
A variancia residual pode ser estimada, inicialmente, através da expressao (2.10),

substituindo-se 7y por ¢y e os ¢; por suas estimativas iniciais, obtendo
G2 =co/(L+07+03+---+02).
Para os processos ARMA(p,q), resolvemos as p equagoes
pk:¢1pk71+"'+¢ppkfpa k:q+177Q+p7

substituindo p por 7, a fim de obter estimativas preliminares para ¢1,...,¢,. Em

seguida, através da expressao (2.12), obtemos 0,0, ... ,éq e o2
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Quando utilizamos o modelo ARIMA, com p,, # 0, isto é,
o(BYW; =6y + 0(B)ay,

com fu, = bp/(1—¢1—- - -—¢,), podemos obter uma estimativa inicial de 6, substituindo

L por W e os ¢; por ng)j, obtendo

~

b =TV (L— 1=+ — 6.

2.5 Estimacao de Modelos ARIMA

Apos identificar um modelo provisorio a ser ajustado a série temporal, devemos
obter estimativas eficientes para os seus parametros.

Vamos denotar por £ = (¢,80,02) o vetor com os p + ¢ + 1 parametros de um
modelo ARIMA(p,d,q), onde ¢ = (¢1,...,¢,) e @ = (61,...,0,). A seguinte notacao
também sera util: n = (¢, 0).

Suponha que a série original Z = (Z,Zs,...,Zy) tenha sido gerada por um
processo ARIMA (p,d,q). A partir dai, considerando d diferengas, podemos gerar uma
série W; estacionaria: W = (W, Wy, ..., W,,), onde W; = AZ, e n = N — d. Com
isso, o problema de estimar os parametros do modelo ARIMA é equivalente a estimar
os parametros do modelo modelo ARMA(p,q) estacionério e invertivel, representado

por
ar = Wy — ¢1Wt—1 - ¢2ﬁ/t—2 — = ¢th—p +01ai—1 + Osap—0 + - - + 040y, (2.22)

em que W, = AZ,, W, =W, — Loy € flyy = E[W].

Quando d > 0, é conveniente considerar y,, = 0. Caso contrério, p, serd mais
um parametro a ser estimado.

A seguir, vamos descrever alguns métodos que possibilitam a obtencao de esti-

madores para os parametros do modelo identificado.

2.5.1 Método dos Momentos

O método dos momentos é um dos métodos de estimagao mais simples e antigo. Este

método consiste em substituir, nas equagoes que relacionam as autocorrelacoes e os
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parametros do modelo, os momentos teoéricos (média, variancia e autocorrelagao) pelos
respectivos momentos amostrais e, em seguida, resolver as equagoes resultantes.

As estimativas preliminares descritas em 5.4.2 sao obtidas através do método dos
momentos.

Para o modelo AR(p), o estimador de ¢, pelo método dos momentos é dado por

Garnr = (Prainds - s Pprnr)' = R 'r,,
onde
[ 1 1 T9 Tp—1 ]
R, = 7”:1 1 70:1 -. 7"19:2 e r, = (11,72, ..., )"
| Tp-1 Tp2 Tpe3 .- 1 |

Utilizando ¢,,,, podemos também estimar o2, através do método dos momentos,

obtendo

&J2\/[M = Co(l — QMM — <Z5p,MM7“p)

= co(l —r,@pn) = co(l — 1, R, 'rp).

Em particular, para p = 1, temos que
Pyun = QMM =T € e = co(l —77).
Para o modelo MA(q), o estimador de 6, utilizando o método dos momentos, ¢

obtido resolvendo as equacgoes

-0 0, sl VI
e — kM OO, + - + Ok q’MM,kzl,Q,.-.,q-

L+ 0% aar T 030000+ 07 0

A variancia residual estimada através do método dos momentos é
~2 A2 A2 A2
Oarnr = o/ (L+ 07 jas + 05 3 + -+ 05 aras) -

Em particular, para ¢ = 1, temos que

—91,MM ~9 Co

r = = e Y57 B Se—
2 2
L+ 0%y L+ 0% v

~ ~

Para o modelo ARMA(p,q), os parametros ¢ e 6, sao estimados, através do

método dos momentos, em duas etapas:
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(1) estimacao de ¢, através da solugao éﬁMM = (¢1.mM; - - -, Ppvrar) da seguinte equa-
cao

Th = QrLMMT k-1 + F OprmTh—p, k=q+1,...,q+D;

(2) estimagao de 6, através da solugao O = (01, m015 - - - 0 0000) da equagao (2.12),
utilizando as autocovariancias amostrais c; e os estimadores é’)MM obtidos na

etapa anterior.
Em particular, para p = ¢ = 1, obtemos

ro = ¢1,MM7”1

o = C1/Co = (1 - le,MMél,MM)(le,MM - él,MM)/(l + é%,MM - 2&17MM0A1,MM) .
2.5.2 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Vamos denotar por f(z| &) a fun¢ao densidade (ou de probabilidade) conjunta de Z =
(Z1,Z,...,ZN). Fixado &, a fungao f(z|&) associa um determinado valor a cada
conjunto de observagoes z observado. Agora, quando fixamos z e variamos &, obtemos a
fungao de verossimilhanga, denotada por L(€|z). Essa fungao é de grande importancia
na teoria de estimacao, devido ao "principio da verossimilhanca", que diz o seguinte:
dado que o modelo adotado é correto, toda a informacao sobre £ presente na amostra
esta contida na funcao de verossimilhanca; os outros aspectos dos dados sao irrelevantes
[Box e Jenkins, 1976]. Em geral, é conveniente trabalharmos com o logaritmo natural
de L(&|z), denotado por [(&|z) e denominado fung¢do de log-verossimilhanga.

Os valores dos parametros que maximizam a fungao de verossimilhanga (ou equi-
valentemente, a fun¢ao de log-verossimilhanga) sdo chamados estimadores de mdzima
verossimilhanga (EMV).

Observe que s6 é possivel calcular os a; em (2.22) se tivermos valores iniciais para
os W’s e para os a’s. Tais valores podem ser obtidos através de dois procedimentos:

um condicional e o outro incondicional.
- Procedimento Condicional

O procedimento condicional consiste em substituir os valores iniciais desconhe-
cidos por valores supostamente razodaveis, ou seja, supomos que sao dados p valores

W, e q valores a;, que serao denotados por w, e a,, respectivamente. A partir dai, os
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valores aq,as, ..., a,, condicionais & escolha dos valores iniciais w, e a,, poderao ser
calculados através da expressao (2.22).
Supondo que os a;’s sao normalmente distribuidos, a fun¢ao densidade conjunta

de ay,as,...,a, é dada por

flai,as,...,a,) = Hf(at) = (2m) "% (0,) " exp {— Zaf/Qai} . (2.23)

t=1 t=1

Dada uma amostra particular w, a funcao de verossimilhanga associada ao vetor
de parametros £ e condicional & escolha de w, e a,, pode ser obtida a partir das

expressoes (2.22) e (2.23)

n

L(&|w,w.,a,) = (2m)™™?(0,) " exp {—ﬁ Z<Wt — ¢1V~Vt_1 — =

t=1
¢pV~Vt7p -+ 91@,571 + -+ Qqat,q)Q} .

Considerando o logaritmo de L, obtemos
1(&|w,w,,a,) = —2log(2m) — nlog(o,) — ﬁ (W, — o Wyq — - —
t=1

Wiy +0ras1 + -+ 0,0, 4)°.

Isto é,
1
l(£| W, Wy, a*) (S8 _nlog(aa) - ﬁs("l‘ W, Wy, a*) ) (224>
Oq
onde
S(’I’]’ W, W,, a*) = (Wt — ¢1Wt_1 — = ¢pV~Vt_p + Qlat—l + - Qqat_q)2

a;(nlw, w.,a.). (2.25)

o~ ~
||M: HM:
— —

é a soma de quadrados condicional.
Utilizando um asterisco para denotar [ e S condicionais a w, w,, a,, podemos

escrever (2.24) e (2.25) da seguinte maneira
1.(§) = —nlog(os) = 5,75.(n),

S.m) = > ai(n|w,w.,a.).
t=1

Nosso interesse ¢ maximizar [, (€), que é equivalente a minimizar S.(n). Portanto,
estimadores de maxima verossimilhanca serao estimadores de minimos quadrados e o
estudo de [, (&) é equivalente ao de S.(n).

Os valores iniciais w, e a, podem ser escolhidos de duas formas:
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(1) um procedimento consiste em substituir os elementos de w, e a, por suas es-
perangas. Temos que F(a;) = 0 e, se 0 modelo nao tiver parte deterministica,
E(W;) = 0. Caso o modelo tenha parte deterministica, substituimos cada ele-

mento de w, por W ;

(2) se o processo estiver proximo da nao-estacionariedade, ou seja, se alguma raiz
de ¢(B) estiver proxima do circulo unitario, um procedimento adequado consiste
em utilizar a expressao (2.22) para calcular a,1, apto,. .., colocando os valores

anteriores de a; iguais a zero.

Com isso, terfamos
api1 = Wy — 01Wp — -+ = oW1 + Orap + -+ - + 04ap—q11

e assim por diante.

- Procedimento Nao-Condicional

O procedimento nao-condicional consiste em estimar os valores iniciais para os
W’s e para os a’s através de um método chamado backforecasting ("previsao para o
passado"), a fim de gerar valores antes do inicio da série.

Segundo [Morettin e Toloi, 2004], a fungao de log-verossimilhanga nao-condicional

pode ser aproximada por

S(n)
1(€) = ~nlogo — 57y
onde
S(n) = S(¢,0) = > [a(n, W)’ (2.26)
t=—o0
é a soma de quadrados nao-condicional e
la(n, W)] = Ea|n, W). (2.27)

Pode-se obter boas aproximagcoes para os estimadores de maxima verossimilhanca
através dos estimadores de minimos quadrados, obtidos minimizando-se a expressao
(2.26). Dado m, o célculo da soma de quadrados (2.26) ¢ feito através do calculo das
esperancas condicionais (2.27) e através da expressdo (2.22). Os valores [W_;] e [a_;],

j=0,1,2,... sao calculados utilizando-se o procedimento backforecasting.



40

Supondo que os W;’s tenham sido gerados por um processo ARIMA usual
o(B)W; = 0(B)ay, (2.28)
entao eles poderiam ter sido, igualmente, gerados pelo processo
O(F YW, = 0(F)ey, (2.29)

onde F' é o operador translacao para o futuro e e; é um ruido branco com a mesma va-
ridncia que a; [Box e Jenkins, 1976]. A representagao (2.28) é chamada forma forward
do processo e a representagao (2.29) é denominada forma backward. Assim, fazer

previsoes antes que a série se inicie é equivalente a prever a série reversa.

2.5.3 Variancia dos Estimadores

A precisao dos estimadores encontradas deve ser avaliada através da construcao de
intervalos de confianca para os parametros. Considerando o vetor de parametros n =
(¢, 0), cuja ordem é p + q.

Supondo n suficientemente grande, os estimadores de méxima verossimilhanca

tém uma distribuicao assintotica normal, isto é,

~ D
1N — Npte(n, V),

?s(m) .. 9*S(n)
on; omony,
V =202 : : : (2.30)
?Sm) .. 9’S(n)
Ok Om ong,

Além disso, o estimador de méxima verossimilhanga de o2 ¢ dado por

n

e, para n suficientemente grande, 62 e 1) sao nao-correlacionados [Morettin e Toloi, 2004].

As estimativas das variancias dos estimadores e covariancias entre os estimadores

2
2 ¢ calculando-se as derivadas 250
a On;on;

2
a

sao obtidas substituindo-se ¢. em (2.30) por &
numericamente. Utilizando as estimativas das variancias, podemos obter intervalos de

confianca para os parametros 7;,i = 1,2,...,p+q.
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2.6 Diagnostico de Modelos ARIMA

Apos identificar o modelo e estimar seus parametros, devemos verificar se ele
representa, satisfatoriamente, os dados observados. Esta verificacao pode ser feita
através de uma técnica chamada superajustamento, a qual consiste em estimar um
modelo com parametros extras e examinar, primeiramente, se eles sao significativos e,
em seguida, se a inclusao dos mesmos diminue significativamente a variancia residual.

Para tanto, precisamos analisar os residuos do modelo ajustado. Se o modelo ajustado
(b(B)Wt = G(B)at y

com W; = A?Z,, for verdadeiro, entdao os "erros verdadeiros" a; = 671(B)¢(B)W;
serao um rufdo branco [Morettin e Toloi, 2004].
A seguir, descreveremos alguns testes de diagnosticos de um modelo ajustado a

uma série temporal, baseados nas autocorrelacoes estimadas dos residuos.

2.6.1 Teste de Autocorrelacao Residual

Apos estimar ¢ e 0, calculamos os residuos estimados (ou simplesmente residuos)

através da seguinte expressao
iy = 071 (B)p(B)W,.

Se o modelo ajustado for adequado, os residuos estimados a; deverao estar pro-
ximos dos residuos verdadeiros a;, conseqiientemente, deverao ser aproximadamente
nao-correlacionados. Ou seja, denotando por 7 as autocorrelacoes dos residuos ay,
deveriamos ter 7, ~ 0. Em particular, supondo que o modelo ajustado é adequado,

deveriamos ter, aproximadamente,

O calculo das autocorrelacoes 7, é feito através da expressao

n A A
L D i1 Qeli
Tk = n A9
> i1
t=1 "t
Para valores "grandes" de k, podemos obter uma indicacao de uma possivel

quebra de comportamento de ruido branco em a;, comparando 7, com os limites 4+ 2//n

[Morettin e Toloi, 2004].
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2.6.2 Teste de Box-Pierce

Box e Pierce (1970) propuseram um teste bastante ttil para indicar se os valores das
autocorrelagoes dos residuos estimados sao muito altos. Se o modelo for apropriado, a

estatistica
K ~92

QK) =n(n+2))

j=1

n—Jj
tera, aproximadamente, uma distribuicao x? com K — p — ¢ graus de liberdade. Para

valores grandes de Q(K) rejeitamos a hipdtese de ruido branco para os residuos.

2.6.3 Teste da Autocorrelacao Cruzada

Novos termos de médias moveis podem ser incluidos no modelo, a partir da verificacao
das autocorrelagoes 7. Por exemplo, se |75| > 2/4/n, entdo um termo O5a, 5 deve
ser inserido no modelo. Uma maneira alternativa, consiste em investigar a funcdao de
correlagao cruzada (fcc), baseada na correlagao cruzada entre valores passados da série

e o valor presente do ruido, e definida por

k=1,23,...

Como os verdadeiros a; sao desconhecidos, utilizamos os residuos estimados a; e subs-

tituimos s por

5 = Yo Zi—y — 2)
VX @y (2, - 7y

Se o modelo for apropriado, entao a; e Z;_; devem ser nao-correlacionados, para

k=1,2,3,...

k > 1, ou seja,

Coviay, Zi k] = Yaz(k) =0, k > 1.

Dai, se para um certo kg, s, assumir um valor "grande", o modelo devera ser
considerado inadequado.

Se |sg| > 2/+/n, entdo 4. (k) ¢ significativamente diferente de zero. E razoével,
portanto, para k suficientemente grande, julgar s; significante quando [8;| > 2/v/n
[Morettin e Toloi, 2004].

Os residuos podem ser utilizados para modificar o modelo da seguinte maneira:

se os residuos b; do modelo ajustado

¢o(B)A® Z, = 04(B)b; (2.31)
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nao forem aleatérios, podemos utilizar o método de identificacao visto na secao 5.4,

para descrevé-los através do modelo
&(B)A%, = 6(B)a, . (2.32)

Dai, substituindo (2.32) em (2.31), obtemos um novo modelo que devera ser ajustado
aos dados

do(B)d(B)A®AYZ, = 64(B)8(B)ay

cujos residuos sao aleatorios. Este ciclo de identificacao, estimacao e verificagao deve

ser repetido até que um modelo adequado seja encontrado.

2.7 Previsao com Modelos ARIMA

Nas sec¢oes 5.4, 5.5 e 5.6 seguimos as etapas do ciclo iterativo de identificacao,
estimacgao e diagnostico, com o objetivo de construir um modelo ARIMA(p, d, q) que
representasse adequadamente os dados observados. Agora, vamos utilizar esse modelo
para fazer previsoes.

Supondo que temos as observagoes ..., Z;_o, Z;_1, Z;, até o instante £, nosso in-
teresse é prever um valor Z;.,, h > 1. Dizemos que t é a origem das previsoes e h o

horizonte e denotamos por Zy(h) a previsao de Z,, (ver Figura 2.13).

Z()h

“ﬂ

. b
= ¥ Z' {h.ll

| t t+h t

Figura 2.13: Observagoes de uma série temporal com previsoes de origem ¢ e horizonte h.

Primeiramente, vamos assumir que W; = (1 — B)?Z; ¢ estaciondrio e invertivel e

que os parametros do modelo sao conhecidos.
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Substituindo ¢ por ¢+ h nas expressoes (2.15), (2.16) e (2.17), obtemos o modelo
ARIMA(p, d, q) nas trés formas bésicas:

(1) forma de equagao de diferencgas

Ziih = 01Ztih-1+ -+ OpraZish—p-a —Gign—1— - — OgQuyn—g+ arpn; (2.33)

(17) forma de choques aleatérios

00 t+h
Zigh = Qpn+ V10 h—1 U202+ = Z Yiaiph—j = Z Yryn—jaj; (2.34)
j=0 j=—00
(7i1) forma invertida
Zivh = M Zigh—1 +Toliip—o+ + Qpp = ZWjZHh—j + apqp - (2.35)

J=1

2.7.1 Previsao de Erro Quadratico Médio (EQM) minimo

Supondo que Zt(h) seja uma funcao linear das observagoes até o instante ¢, entao, por
(2.34), também sera uma fungao de a;, a;_1, . .. .

Indicando a melhor previsao por
(e}
Zi(h) = dpay +p a1+ a0+ = szﬂ'at—j )
§=0

nosso objetivo ¢ encontrar os pesos ¢} que minimizem o EQM de previsao, dado por

2

E[Zisn = ZW)] = E | $jan — ) Whajany| - (2.36)
=0 =0

Observando que Y 7% jarin—j = D7~} Ynijai—j, temos que o erro de previsdo é

(e}

ei(h) = Ziyn — Zt(h) = Yoyrn + V1apn—1 + -+ Y141 — Z(l%ﬂ' - 1/};;4.]‘)@7&7]‘ :

j=0
Substituindo essa ultima expressao em (2.36) e usando o fato de que os a; sdo nao-

correlacionados, podemos reescrever o EQM de previsao da seguinte forma

Elef(W)? = (L+ 47 + -+ 5 1)os + Y (Ynes — ¥5y,) 00,
=0
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que ¢ minimizado se ¢}, . = ¥pyy, j = 0,1,2,..., h fixo. Assim, a previsao de EQM

minimo é dada por
o
Zi(h) = Ypas + Ypp10e-1 + Ypyoai_o+ - = E Yhyjae—; -
J=0
Conseqlientemente, o erro de previsao é

ei(h) = apn + V1Gepn—1 + -+ Vp1Gi41

Logo,

~

ZtJrh = €t(h) —+ Zt(h) s h Z 1.
Utilizando a notagao
(Zisn] = ElZein|Zt, Zias - ],
temos que:

(a) a previsdo de EQM minimo é a esperanga condicional de 7, dadas as observa-

¢oes passadas da série, ou seja, Zt(h) = [Zisn);
(b) [e:(h)] = 0 e a variancia do erro de previsao é dada por
V(h) = (1+4f + 4¢3+ + 45 1)og; (2:37)
(c) os erros de previsdao a um passo sao nao-correlacionados, pois

ei(1) = Zoor — Z4(1) = apir ;

(d) os erros de previsao para intervalos de tempo maiores que um sao correlacionados,
bem como os erros de previsao para o mesmo horizonte h, de diferentes origens ¢

e t — j [Morettin e Toloi, 2004].

2.7.2 Formas Basicas de Previsao

A previsao Zt(h) pode ser calculada de trés formas, utilizando as diversas representa-

¢oes do modelo ARIMA.
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(1) Previsao utilizando a equagao de diferencas

Considerando a esperanga condicional em (2.33), temos que

A~

Zy(h) = o1lZigna] + -+ Oprdl Zisn—p-d]

—O1[arsn—1]) — - — Oglarsn—q| + [arsn], R > 1,

onde devemos usar os seguintes fatos:

(Zeik] = Zulk), k>0,
(Zisk] = Ziw, k<0,
lass] = 0, k>0,
[arri] = awr, k<0,

(17) Previsao utilizando a forma de choques aleatorios

Tomando a esperanga condicional em (2.34), obtemos

A

Zy(h) = r|agen—1] + Volarin—o] + -+ + Yp_1]aein] + Unlad] + -+ [an] -

(1ii) Previsao utilizando a forma invertida

Considerando a esperanga condicional em (2.35), temos que

Zy(h) = m[Ziinal + ol Zign—o] + - + [agn] -

2.7.3 Equacao de Previsao

Por 2.7.2(i), a equagao de previsao, vista como uma fungao de h, com origem t fixa,

satisfaz a equacao de diferencas

p+d

Zy(h) =Y @iZy(h—1), h>q,

i=1
ou ainda,
o(B)Zy(h) = (1= B)'¢(B)Zi(h) = 0, h > q,
com ¢(B) operando sobre h.
A funcao Zt(h), para h > ¢ — p — d, consiste de uma mistura de polinémios,

exponenciais e senéides amortecidas [Morettin e Toloi, 2004].
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2.7.4 Atualizacao das Previsoes

Calculando as previsoes de Z;, 11 a partir de duas origens t + 1 e t, obtemos, respec-

tivamente,

Ziia(h) = Ynary + Ynyrar + Ynpoar g + - (2.38)

A

Zt(h + ]_) = 1/)h+1at + ¢h+2at_1 + - (239)

Subtraindo (2.39) de (2.38), temos que
Zip1(h) = Zy(h + 1) + Ppaps -

Portanto, quando um novo dado for observado, podemos atualizar a previsao de
Ziinyi1, feita no instante t. Essa atualizacao consiste em prever o valor de Z;, 51, na

origem ¢+1, adicionando & Z;(h+1) um multiplo do erro de previsio a1 = Zi 1 —Zi(1).

2.7.5 Intervalos de Confianga

Para obtermos um intervalo de confianga para Z; ;;, vamos supor que os erros satisfazem

as seguintes condigoes:

E[at] = O, Vt,
Var[a;] = o2, Vt,
Elaias] = 0, s #t,

ap ~ N(O,Ug),vt.

Dado que conhecemos os valores passados e presente da série, Z;, Z; 1, Z o, .. .,
a distribuicao condicional de Zyy, sera N'(Z,(h), V(h)), onde V (h) é a variancia do erro
de previsao, calculada através da expressao (2.37).
Assim, temos que X
U Zyyn — Ze(h) N(0,1)
V(h)

Portanto, fixado o coeficiente de confianga v, é possivel encontrar um valor u, na

distribuigao se U, tal que P(—u, < U < u,) = . Em outras palavras,

|2(h) = w, VR); Z(h) + VR (2.40)
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¢ um intervalo (aleatério) que contém Z;.p com probabilidade ~.
O calculo de V(h) é feito, substituindo-se o2 por sua estimativa 62 (obtida na

a

etapa de estimagao dos parametros do modelo), ou seja,

h—1
V(h) = (1497 + 05+ -+ ;)50 = 6, (HZ@) : (2.41)

j=1

Substituindo (2.41) em (2.40), obtemos

h—1
LY 0 < Zuan < Zi(h) + us 6

J=1




Capitulo 3

Séries Temporais Envolvendo Dados

Angulares

Em diversas areas de conhecimento aparecem dados da forma (6y,t1), ..., (0, tn),
onde 0q,...,0, consistem de dire¢des em tempos t1,ts,. .., t, [Mardia e Jupp, 2000].
Em outras palavras, esses dados constituem uma série temporal de dados angulares
(circulares ou direcionais).

Sao exemplos de séries temporais de dados circulares:
1- Diregao de ventos e correntes marinhas;
2- Direcao de migragoes de animais;

3- Posigao da broca durante a perfuracao de um pogo petrolifero.

3.1 Modelos

Existem diversos modelos para descrigao e analise de séries temporais de dados
angula res, muitos deles construidos a partir de modelos para séries temporais lineares.
A escolha do modelo mais adequado é feita em vérias etapas: escolha de uma classe geral
de modelos; identificacao; estimacgao dos parametros do modelo identificado; ajuste e,
por fim, segue a etapa de previsao.

A seguir faremos uma descrigao de quatro classes de modelos para séries temporais

de dados angulares, propostos por |Fisher e Lee, 1994].
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3.1.1 Processo Gaussiano Transformado

Seja {(X;,Y;); t € T} um processo no plano, onde 7' é um conjunto de indices, entéo a
projecao radial sobre o circulo unitario gera um processo correspondente ©; sobre esse
circulo, definido por

X; = RycosO,, Y, = Risen®;.

Quando {(X;, Y;);t € T} é um processo Gaussiano bivariado estacionario en-
tao ©; tem uma distribuicdo Gaussiana transformada. Além disso, se {X;; t € T}
e {Y;; t € T} sdo duas realizagoes independentes de um processo Gaussiano estacio-
nario de média zero e varidncia unitaria entao ©,; tem distribuigao uniforme circular
[Fisher e Lee, 1994].

O ajuste de tais modelos apresenta um problema de falta de dados, ja que a
parte radial {R;; t € T'} de um processo Gaussiano transformado nao é observada. No
entanto, esse problema pode ser contornado através da utilizagao do algoritmo EM, o
qual seréa abordado na segao 3.2.

A estrutura de correlagdo de um processo {O; t € T'} pode ser quantificada atra-
vés de uma medida de correlacao entre duas variaveis circulares ©; e ®;, denominada
coeficiente de correlagao, introduzido por |Fisher e Lee, 1983] e definido por

E[sen(©; — O9)sen(d; — dy)]
~ /Epen?(0, — 6,)|Esen?(®; — 9y)]
onde (©1,®;) e (O, Py) sdo realizacoes independentes de (O, D).

pr

De modo analogo ao caso linear, pode-se mostrar que (vide Apéndice A)

Além disso, se © e ® forem independentes, entao p, = 0. A seguir veremos um

resultado importante envolvendo correlagao circular.

Teorema 3.1 Sejam (X1,Y1) e (Xo,Ys) vetores aleatdrios independentes com uma

2

distribuicao mormal bivariada com varidncias iquais a o= e correlacao p. Sejam O e

Oq varidveis aleatorias angulares definidas por
(X, Y:) = Ri(cos ©;, sen®;), i = 1,2.

Entao a correlagao circular entre ©1 e O € dada por

2 2
™ 29 3 3 9
= 21— (2.2 9
Pr 16/)( p) {2 1 (2>2a ap)} 3
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onde o F} é a fungao hipergeométrica (vide Apéndice B).
A partir desse resultado pode-se definir a funcao de autocorrelacao do processo
{©s; t € T'} da seguinte maneira

71_2

o) = o = 0 o (3.3, 200) ) 32)

onde p(k) é a fungao de autocorrelagdo comum dos processos X; e Y.

3.1.2 Processo Arqueado

Seja X; uma série temporal univariada de dados lineares. O arqueamento de X; em

torno do circulo unitério gera uma série temporal arqueada ©; definida por
©; = X;(mod 27),

ou seja, O, é o resto da divisao de X; por 27. Assim, um processo linear {X;; t € T'},
que d& origem a um processo arqueado {Oy; t € T'}, pode ser decomposto da seguinte

maneira

Xt = @t+2ﬂ-kt>

onde k; é um inteiro nao observado. Desta forma, o ajuste desse modelo também
apresenta um problema de falta de dados, que podera ser solucionado através do uso
do algoritmo EM.

O arqueamento de um processo {X;; t € T} auto-regressivo AR(p) produz um
processo auto-regressivo arqueado (wrapped), denotado por WAR(p).

Segundo [Fisher e Lee, 1983], se (X,Y") segue uma distribuigao normal bivariada

com variancias 0% e 0% e correlagio p, entdao o coeficiente de correlagao circular p,

entre © = X (mod 27) e & = Y (mod 27) é dado por

B senh(2poxoy)
\/senh(20% )senh(207,)

Pr

Dai, segue que, se {X;; t € T} é um processo AR(p), entao a funcao de autocorrelagao

circular do processo WAR(p) {©y; t € T'} é dada por

_ senh[2px0? /(1 — d1p1 — ppp)]
senh[202/(1 — ¢1p1 — Pppp)]

onde pj, é a autocorrelagao de defasagem k do processo {Xy; t € T'}, 02 /(1—d1p1—Pppp)

é a variancia do processo e 0%, ¢1, ..., ¢, sd0 0s seus parametros.
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3.1.3 Processos Baseados em Funcoes de Ligacao

Uma forma alternativa de se construir um processo angular, a partir de um processo
linear, consiste em utilizar uma funcao de ligagao, isto é, uma funcao g bijetiva e
mondtona que projete a reta real sobre o intervalo (—m,7) e de modo que g(0) = 0.

Duas fungoes de ligacao bastante utilizadas sao
g(x) = 2tg™'(x)
e a funcao obtida a partir da probit, que é
9(x) = 22{®(x) - 0,5},

onde ®(+) é a fungao de distribuigdo da normal padrao.

Se g ¢ uma funcdo de ligagdo e X uma variavel linear entdao © = ¢g(X) é uma
varidvel angular e, de modo reciproco, para uma varidvel angular ©, X = ¢71(0) é
uma variavel linear.

A seguir veremos dois modelos circulares construidos a partir de um modelo linear
ARMA(p, q): o modelo com ligagao direta - LARMA, onde os angulos transformados
seguem um modelo linear ARMA e o modelo com ligagcao inversa - IAR, utilizando

médias condicionais e a distribuigdo von Mises |Fisher, 1993].

3.1.3.1 Processo com Ligagao Direta - LARMA

Sendo {Xy; t € T'} um processo linear, g uma fungao de ligacao e p um ponto no circulo

entao o processo angular correspondente {©y; t € T'} é definido por
O; = g(Xi) + p.

Dizemos que um processo angular estacionario {Oy; ¢t € T'} com média direcional
p € um processo auto-regressivo e de médias moveis com ligagao (LARMA) quando o
seu processo linear com ligagao X; = ¢~ 1(0; — p) for um processo ARMA(p,q). Neste

caso, a autocorrelacao circular de ©; é dada por

pT(k) = pT{g(Xt)a g(Xt+k)},

onde p, é o coeficiente de correlagao circular definido na secao 3.1.1.

As principais vantagens de um modelo linear com ligagao sao as seguintes:



23

- Se o processo {O;; t € T'} for estacionario entao o processo resultante { Xy; t € T'}

também é;
- Os parametros sao facilmente estimados utilizando-se um software.

3.1.3.2 Processo com Ligacao Inversa - TAR

Para processos AR, pode-se definir um modelo alternativo através do uso de distribui-
¢oes condicionais.
Se g ¢ uma funcao de ligacao, p é um ponto do circulo, kK > 0 € wy,...,w, sao

coeficientes reais, entdo o processo com ligacao inversa - IAR(p) é definido por
@tKet—l? s 7915—;0) ~ VM(/’I’IH K’)

onde
e =g+ gfwrg™ (O — ) + - A wpg (G — 1)},

ou seja, ©; dado 0;_q,...,0;,_, segue uma distribuicao von Mises com média direcional
i € parametro de concentracao s constante. Este processo é bastante utilizado para

modelar séries dispersas (k < 2).

3.2 Selecao do Modelo

Em geral, a escolha de uma classe de modelos deve ser feita levando-se em con-
sideracao as caracteristicas observaveis dos dados.

No contexto de séries temporais envolvendo dados angulares temos quatro clas-
ses de modelos a nossa disposigao (vide se¢ao 3.1), diferentemente do caso de séries
temporais lineares, em que usavamos uma tunica familia de modelos, a saber, os auto-
regressivos integrados e de médias moveis (ARIMA).

A seguir descreveremos algumas caracteristicas especificas de cada classe de mo-
delos, as quais auxiliarao na escolha do modelo mais adequado.

A principal caracteristica do modelo Gaussiano transformado é a distribuicao
uniforme de suas marginais. Caso o processo linear que esta sendo transformado tenha
correlagao alta, entao o processo Gaussiano transformado tendera a ocupar diferentes

arcos do circulo correspondendo ao grau de variacoes observado no processo linear
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altamente correlacionado. Por outro lado, para graus baixos de correlacao, o processo
circular tendera a se espalhar sobre todo o circulo.

A aparéncia do processo arqueado é afetada tanta pela correlacdo quanto pela
variancia. Se a varidncia for grande, o processo circular tendera a se espalhar unifor-
memente sobre o circulo, enquanto que, para valores pequenos da variancia, o processo
tendera a ocupar um arco do circulo.

No caso do processo com ligacao direta, valores altos do processo linear tendem
a ser transformados em torno do arco p + 7, gerando um "vazio" na forma como os
dados se distribuem em torno do circulo.

Por fim, para o processo com ligagao inversa, quanto menor o valor do parametro
de concentragao k, os dados estarao espalhados mais uniformemente sobre o circulo e,
quanto maior for w, os dados tenderao a permanecer sobre um pequeno arco em torno
da média direcional p.

Com base nessas caracteristicas, recomenda-se que, se os dados angulares estive-
rem distribuidos uniformemente sobre o circulo, entao o modelo Gaussiano transfor-
mado ou o modelo arqueado sao adequados, sendo que para este tltimo, o processo
linear arqueado deverd apresentar variancia alta. Se, pelo contrério, os dados tendem
a se agrupar em torno de um arco, entao os modelos com ligacao direta ou inversa sao
mais adequados.

Vale salientar que todos as quatro classes de modelos sao bastante flexiveis e
capazes de modelar uma diversidade de comportamento de séries temporais de dados

angulares.

3.3 Identificacao do Modelo

Apos selecionar uma classe de modelos, devemos identificar um modelo particular
pertencente a essa classe. Uma ferramenta bastante ttil nessa etapa é o correlograma
amostral da série. No caso dos modelos Gaussiano transformado, arqueado e com
ligagao inversa, o correlograma amostral pode ser calculado utilizando-se a seguinte

expressao para as autocorrelagoes amostrais
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T—k
det (2 XtX;_T>
t=1

—k T ’
t=1 t=k+1

! « 1, .
onde X; = (cosfy,senf;) . A idéia é comparar o correlograma amostral com as au-

prlk) = (3.3)

tocorrelacgoes tedricas de varios modelos, a fim de identificar um modelo experimental
que se ajuste satisfatoriamente aos dados.

Para o processo Gaussiano transformado, pode-se estimar a fun¢ao de autocor-
relagdo p(k) do processo linear correspondente, a partir da resolu¢do da equagao (3.2)
com p. (k) substituido por sua estimativa p,(k), calculada por (3.3).

Para o processo arqueado, a autocorrelagao pode ser estimada através da seguinte
expressao

p-(k) = senh(2¢py) /senh(2¢y)

onde ¢q € a variancia do processo linear, a qual podera ser estimada através da relacao
R = exp(—cp/2), em que R é o comprimento médio resultante de 6;.

No caso do modelo com ligacao direta, o calculo da média direcional da série
circular é uma estimativa preliminar £ de p. Utilizando essa estimativa, a série trans-
formada X; = ¢71(©; — fi) pode ser identificada da maneira usual, isto é, através dos

procedimentos de identificacao de séries temporais lineares.

3.4 Ajuste do Modelo

3.4.1 Modelo Gaussiano Arqueado

O processo linear arqueado X; pode ser parametrizado através da média p, da variancia
do processo cy e das p primeiras covariancias, ci,...,c,. O vetor de estatisticas s
2 o, . . .
= Q- X, > X7, ..., > Xy Xy—,) é conjuntamente suficiente para estimar o vetor de

A / .
parametros (p, co, c1, . ..,¢p) |Fisher e Lee, 1994].
Considerando uma série temporal, 61,...,0,, o algoritmo EM deve ser utilizado

em duas etapas:
> Passo E — dada uma estimativa vy de (u, co,c1, ..., c,) calcula-se

sy = E[s|yn,01,...,0:];
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> Passo M — calcula-se a estimativa atualizada yy.1, bem como a solucao de
sy = Els| .

A maior dificuldade na aplicagao deste algoritmo encontra-se no calculo da espe-
ranca condicional apresentada no passo E. Para se ter uma idéia dessa dificuldade,
basta observar a quantidade de calculos computacionais necessarios para determi-
nar E[> X, X; 1]61,...,0,]. Por exemplo, a esperanca condicional de X;X;,; dados
01,...,0, é dada por

o0 0
Yoo (O +2mmy) (01 + 2mmy_q) f(O1 + 2y, ..., 0, + 27Tm,)

m]=—00 M;=—00

Yoo >, f(O1+2mmy, ..., 0+ 2mm,)

mi=—00 ms=—00
onde f & densidade do processo AR(p). Como, & medida que j cresce, a influéncia
de 6,_; sobre 0, decresce rapidamente, entdao E[X; X164, ...,0;], no caso do processo
AR(1), pode ser aproximada por E[X;X;,1|01,0; 1], cuja expressao é, computacional-
mente, mais tratavel

Z Z (Gt + 27Tmt)(9t,1 + 27Tmt,1) ft,t71<6t + 27Tmt, e ,Ht,l + 27Tmt,1)

mi]=—00 Mi_1=—00

Z Z ftﬂg,l(et -+ 27Tmt, Ce ,Ht,l + 27Tmt,1)

mi]=—00 Mi_1=—00

onde f;;—1 ¢ a densidade conjunta de (X;X;y1). Essa aproximagao é aplicavel apenas

para modelos AR de ordem baixa [Fisher e Lee, 1994].

3.4.2 Modelo Gaussiano Transformado

De modo anélogo ao processo arqueado, podemos parametrizar os processos lineares X,
e Y; em termos da média p, da variancia do processo ¢y e das p primeiras covariancias,
ci,...,cp. Novamente, na aplicagao do algoritmo EM, a maior dificuldade encontra-se
no célculo da esperanga condicional.

Considerando a representagao polar (R, cos Oy, R;sen®,) do vetor (X3, Y;), temos

E[XtXt,j| 61, Ce ,97-] = E[Rt COS @t Rt—j COS @tfj‘ (91, Ce ,97]
= cosbicosb,_;E[R Ri_;|61,...,0;]
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Se X e Y tém distribuicao normal 7-variada com média zero e matriz de covari-
ancias X e se (R;, 6;) 4 representacao polar de (X;,Y;), entdo a esperanga condicional

de R.R;_; dados 04,...,0; ¢

00 (o9 T 1,
/ / TtrtfjHTseXp (—57“147’) d?"l...dTT
0 0 s=1
]:

e 1
// Hrsexp(——TAT)drl...dTT
0 0 — 2
s=1

onde A = (a;;), a;; = 0V cos(0; —0;) e 27! = (o) |Fisher e Lee, 1994]. Para processos

AR de ordem baixa pode-se aproximar E[R,R;_;|601,...,0;] por E[R,R,_;|6;,6,_;]. Em

E[RR,_j|64,....0.

I

particular, para p = 1, E[R;R; 1|01, ..., 0,] pode ser aproximada por

o0 oo 1
/ . / 7773 exp [—@{Tf + 15 — 2¢17179 cos(6; — 6t1>}1 drydry
0 0

/ . / 71 79 exXp {_272{7% + 75 — 2¢17179 cos(f; — Qt—l)}] drydr,
0 0

3.4.3 Modelos com Ligacao Direta e Inversa

Apobs estimar a média através da média direcional amostral da série, pode-se utilizar
um software para realizar o ajuste do processo AR(p) com ligagao direta.

Para ajustar processos AR(p) com ligagao inversa, assume-se uma distribui¢ao
marginal para Oy, ...,0,. Vamos supor que esta distribuigao seja o produto de distri-
bui¢oes VM (u, k).

A densidade conjunta de 64,...,60, é dada por

I 70 —n—=glorg {O1— /2 + .. +wpg {0 —1)/23) [ O — 1),

t=p+1 t=1

onde f ¢ a densidade VM(0, ).



Conclusao

A analise se séries temporais envolvendo dados angulares é feita de maneira li-
geiramente semelhante & anélise de séries temporais envolvendo dados lineares. Véarios
modelos utilizados para descrever, analisar e interpretar séries temporais angulares sao
obtidos a partir de modelos para séries temporais envolvendo dados lineares, dai a ne-
cessidade de se ter dominio da teoria desenvolvida para a anélise de séries temporais
lineares. Os modelos estudados tém ampla aplicacao na perfuracao de pogos petrolife-
ros direcionais e podem ser utilizados para modelar a posicao da broca de perfuracao
ao longo da trajetéria de um poco petrolifero, considerada como uma série temporal

de dados angulares.



Apéndice A
Demonstragao da Desiguadade (3.1)

Para demonstrar essa desigualdade utilizamos dois resultados, enunciados a se-

guir, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [James, 2002].

A.1 Resultados Utilizados

Desigualdade de Jensen - Seja X uma varidvel aleatoria com E(X) < oo e g uma

fung¢ao convexa. Entao

9(E(X)) < E(g9(X)).

Desigualdade de Cauchy-Schwarz - Sejam X e Y varidveis aleatorias com sequndo

momento finito. Entao

E(XY]) < VE(X?)E(Y?).

A.2 Demostragao da Desigualdade (3.1)

Podemos expressar o coeficiente de correlacao da seguinte forma

com X =sen(0; —0y) e Y =sen(d; — dy).

Pela desigualdade de Jensen temos que

[E(XY)| < E(XY]), (A1)
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ja que E(XY) < oo e a fun¢do modular é convexa.

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

B(XY]) < VE(X)E(Y?). (A.2)

De (A.1) e (A.2), segue que

[E(XY)| < VE(X?)E(Y?),

dai,
—VEXDEY?) < B(XY) < VEXHE(Y?),
logo,
E(XY)
-1< <1,
- VEX?EY?)
ou seja,



Apéndice B
Demonstragao do Teorema (3.1)

Antes de demonstrar esse teorema, vamos apresentar algumas defini¢oes e pro-

priedades, que serao tteis durante a demonstracao.

B.1 Definicoes

Defini¢ao 1 A funcao densidade de probabilidade de um vetor aleatdrio (X,Y) com

distribuicao normal padrao bivariada € dada por

flz,y) = ! . 2) (z*+ 9"~ 20501/)} 7

2mo?(1 — )12 P {_2(1 —p

onde p € a correlagao entre X e Y.

Defini¢ao 2 A fun¢ao gama, é denotada por I'(+) e definida por

o0

[a) = /to‘_lexp(—t)dt, a>0.

0

Definicao 3 A fungao hipergeométrica, com argumentos o, 3, v e x, € definida por

ol af x a+1)B(3+1) 22
o Fi(a, B,7; ) Z 1+_ﬁ_+ o )B(3 )_ 7
— " v 1! vy +1) 2!
onde
1 sem =0,
h[m}: m—1

[[(h+i) sem>0.

1=0
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B.2 Propriedades

1) A fungao gama satisfaz
(7)) Nla+1) =al(a), a >0;
(i) T'(n) = (n— 1), para qualquer inteiro positivo n;
1

(i3) T (5) =./7.

2) Para quaisquer inteiros positivos p e q valem as sequintes formulas de integra¢ao

—1 q+1
sen’~'x cos? x _
+ 22 [senP~2z cos? v dx + c;

(i) [senPzcostzdr =— P o

q—1
(i7) [ cosizdz = L8 TEeMT q%ql [ cost?xdx + c.
q

B.3 Demonstragao do Teorema (3.1)
Seja (R;, ©;) a representagao polar de (X;,Y;), ou seja,
(X:,Y:) = (R;cos©;, R;sen ©;), i = 1,2.

Como a distribuigao de ©; e O, é uniforme, podemos escrever p, da seguinte

maneira
pr = 4(E[senO; senOs] F[cosO; cosOq| — Elsen®; cosOy] E[senO; cosO)) .

Para calcular cada valor esperado, precisamos encontrar a funcao densidade con-
junta de (Ry, ©1, Ry, ©3). Para tanto, utilizamos o método do jacobiano.

Sendo X = Rcos® e Y = RsenO, as densidades de (X,Y) e

fxy) € fre

(R, ©), respectivamente, entao
firoy (1:0) = fxy, (rcost, rsend) | ],

onde J é o jacobiano da transformacao, calculado da seguinte forma

Jxr Oz
or 00 0 — 0

J = or o Y en =rcos’f +rsen’d =1,
dy Oy senfl  rcosf

or 00
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assim,
T —1
Jine (:0) = 2m(1— )2 P {2(1 —p?)
r —1
= ——— €X —_—
oan(1— )12 “P 201 - )

[r? cos® 6 + r?send — 2pr? cos f sen 9]}
[r? — 2pr? cosfsen 9]} :

Por hipotese, (X1,Y)) e (X3,Ys) s@o independentes, donde segue que (Ry,©)
e (Ry,03) também sao independentes. Dai, a densidade conjunta de (R;,O1, Ry, O5)

pode ser encontrada da seguinte maneira

f<Rl’elaR2v(')2) (7’1, 91’ T2, 62) = f(Rlsel> (7”1, 91) f(R27(-)2) (r2> 92)
T1 -1
= —————— &XPy T~
27 (1 — p2)1/2 P 2(1 — p?)
T2 —1 ) )
T O {2 eostasendi] ).

Apos algumas manipulagoes algébricas, obtemos

[r] — 2p 77 cos 0 sen 91]}

T1T2 —1
f(Rl,el,RQ,GQ)(T:L’ ‘91, T, 92) = m exp {m['f’% + Tg COS(Ql — 92)]}

X exp {pTlT’Q COS(QI2 — 92) }
(1—-p%)

L[ p "
X Z L {(1 ey cos(6y — 92)}

e Cdlculo de E(sen®; cos Os)

Por defini¢ao de valor esperado, temos que

E(sen®; cos©,) = //sen01 cos b, f<®1’®2)(€1,92)d91d02

—T —T

= //Sen9100502 //f(RlyelyRQ’ez)(rl,Hl,rg,ﬁg)drldrg d91d02
0 O

—T —T
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n=0

X {(1—} //sen@l cos 0y cos™ (01 — 03)d6,dbs ,

—T —T
N J/
-~

I

=1 i n+1 _T% i +1 _T%
C Z m LS exp — 5 ) d?”l exp m dTg
0 0

onde C = 1/[(27)%(1 — p?)].

- Cdlculo da integral I

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis

61 = JE"—y

by = y

obtemos

L = // sen(z + y)cosycos" rdrdy = //(senx cosy + seny cos x) cosy cos” x dx dy
S S

= / / cos™ z senz cos? y dx dy + / / cos" ™! x seny cos y dx dy
5 5

&

Vv Vv
I T2
onde S é a nova regiao de integracao devido a mudanga de variaveis.

- Cdlculo da integral 114

0 ™ 2 —z47
Iy = / / cos™ z senzx cos y dy dz + / / cos™ x senzx cos? y dy dz
—2m m 0 -

0 7r 27 —x+m
sen2 sen2
= / cos" x senx {Q + I y} dr + / cos" x senw {% + D y] dz
—z—7 0 -7

Con 2 4 4
0 T sen2x I T sen2x
= cos"xsenx |m+ — + dx + cos"xsenx |m — = — dx
—or 2 4 0 2 4

0 0 0
o n 1 n 1 n
= T cos” xsenx dx + 3 x cos" xsenx dx + 1 cos” x senx sen2x dx

—27 —2m —27

27 2 2
+ 7 cos" xsenx dx — 3 zcos” xsenz dr — 1 cos” x senz sen2z dx
0 0 0
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como as fungoes (z cos™ x senz) e (cos™ r senx sen2z) sdo pares, segue que

0 27
Iy = =« / cos"” xsenx dx + 7 / cos” x senx dx
0

—2m

0 2w
= T { / cos" rsenz dx + / cos” x senx dx}
—2m 0

2w
= 7T/ cos"xsenrxdr =7.0=0,

2

ja que a fungao (cos™ zsenx) é impar.

- Cldlculo da integral 15

0 s —z+7
I, = / / cos"™ zseny cosydy dz + / / L2 seny cosy dy dz
-2 J—x—m —
0 sen’y seny] """
= / cos"tx [ } dx + / cos" ™ [ } dz
—27 2 —x—7 0 2 —7
1 0 1 21
= — / cos" ™ rsen®zdr + = / cos" zsen®zdr =0,
2 —or 2 0

pois a fungao (cos™™ xsen?z) é uma fungao par. Portanto,
]1 = 0, Vn,

donde segue que

E(sen©; cos©y) =0.

e Cdlculo de E(cos©; cos Oy)

Por defini¢ao de valor esperado, temos que

E(cos©;cos0y) = //00891COS@Qf(@1’62>(91,92)d91d92

- //COSQl COSG2 //fR1 ©1,R2,05) r1701,762,92)d7"1d7“2 d91d92
n+1 _r% T n+1 —fr'g
= Czn‘ exp ) dry [ ri™exp =) dry
0
dler] / / cos 8 c0s y cos” (8 — b)dfrdf;

N

-~

Iy
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- Cdlculo da integral I, , k = 2,3

Fazendo a substituigao t = r2/[2(1 — p?)], segue que

2(1 - p*)]'
rk — [2(1 _ pZ)]l/Qtl/z :> d'r'k_ = 2t1/2 dt .
Dali,
= 2\11/2,1/2 1 2(1 — PQ)]1/2
I = /0 {20 — 272002} eap(—) PP o
n+2
20 —p2)] 2 [ (=
= BT e ar
2 0
n+2
21 —p?)] = 2
LB ()

2 2

Ou seja,
o2\ 2
]2_13:[2(1 p7)] r n+ 2
2 2
- Cldlculo da integral 1
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis
61 = Tty
92 =y

obtemos

I, = // cos(z 4+ y) cosycos" xdrdy = //(COSI'COSZ/ + senz seny) cos y cos” x dx dy
S S

= // cos" z cosPydady — // cos" ™ z cosPy dady .
s s

[\ S/

Vv vV
T4 I4o

onde S é a nova regiao de integracao devido a mudanga de variaveis.

- Cdlculo da integral Iy

0 T 2 —z47
Iy = / / cos” x senx seny cos y dy dx + / / cos” x senx seny cos y dy dx
-2 J —x—7 0 -

0 2 ™ 27 2 —z+7
sen sen
— / cos" x senz { 5 y] dx + / cos” x senw [ 5 y} dx
—x—7 0

—2m -
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1 0 1 27
= —— cos” rsenzdxr + — cos™ z sen’®zdx
2 —27 2 0

1 27 1 27 2
= = / cos” rsenzdxr + — / cos" rsenzdx = / cos™ x sen’zdx
2 Jo 2 Jo 0
sen2z cos" ™ 21" 2 o 2 cos™™ 17"
= |-— + cos" rsenxzdx = — =0.
n+3 o n+3J n-+3 n+1 |,

- Cdlculo da integral 14

—x+7
Iy = / / L2 cos ydydx+/ / Y2 cos? ydy da
Y, _
2 2] "
- /_27T cos"t {% + Sei y] o dz + /0 cos"t {% + Sez y] B dx

0 2m
2 2
= / cos™ ! 1 7T_i_f_i_senx dx—l—/ ol g | £ sen2z)

0 1 0 1 0
= 7r/ cos" ™ xdx + 3 / xeos" M xdx + 5/ cos" 2 r senz dx

—2m —2m —2m

27 1 2 1 27
+ 7T/ cos" ™ rdx — 3 / reos" T xdr — 3 / cos"? r senz dx
0 0 0

0 0 0
= 27r/ cos" M xdx + / zcos" M xda + / cos" ™ x senx dz

—27 —27

—27

0
= / (z +27) cos" ™ wdx.

2

cos"t3 a:} 0
n+3 | o

0
= / (z + 27) cos" ™ x da + {—

—27

Fazendo

u=(z+2r) = du=dez,
dv =cos" M zdz = v:/cos”+1xdx,

Para calcular v utilizamos, recursivamente, a propriedade 2(ii) enunciada no inicio
deste apéndice. Observe que a aplicacao recursiva dessa propriedade, reduz a poténcia
(n+1) do cosseno e, dependendo da paridade de n, essa redugao resulta em f cosx dx
ou [ du.

Se n for par entao

v o= /cos’”“rl rdr = cos” wsent b ) /Cos"_1 xdx

n+1)  (n+l

cos™ x senx n  cos" % zsenx n(n — 2) I
] cos" "z dx

m+D) mHD) (=1 T mtDm-1
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cos" x senw n  cos" % zsenx n(n—2) cos"*zsent

(n—i—(l) +)En+1§ -1  mtDm-1) (n-3)
n(n —2)(n —4 et
(n+1)(n_1)(n_3)/cos xdx
cos" x senw L n  cos" 2xsenr N n(n—2) cos"*zsenr
(n+1) (n+1) (n—1) n+1)(n—-1) (n—3)
n(n—2)(n—4)...8.6.4 cos®xsenz
(m+1)(n—-1)(n—-3)...9.7.5 3

n(n —2)(n —4)...8.6.4.2
(n+1)(n—1)(n—-3)...9.7.5.3 /Cosa:dx,

+. 4+

Integrando por partes, temos que

o= ol [ vtu=0- [ =t o
T ] T o

n(n—2)(n—4)...8.6.4.2
T Dm=D(m=3)...9753

[cosz]”, =0.

Portanto, se n for um nimero par entao I, = 0.
Se n for impar entao o calculo de v através da aplicacao recursiva da propriedade

2(ii) resulta em

v = / cos™ ! 7 dy — cos” T senx L n  cos" % zsenz
B  (n+1) (n+1) (n—1)
N n(n —2) cos"*xsenx n(n—2)(n—4)...7.5.3 coszsenr
 (n+ -1 (n—3) T 4+ 1)(n—-1)(n—-3)...864 2
N nn—2)(n—4)...7.5.3.1 /dx.
(n+1)(n—1)(n—3)...8.6.4.2
Dali, para n impar, temos que
0 0 1 n+1 0
Iy = [uv]g% — / vdu =0 — / vdu {COS 'ﬂ
—2m —2m (n + 1) (n + 1) —2m
_ . n cos" 1 2]° R n(n—2)(n—4)...7.5.3 cos® 27"
 n+ D=1 | (n-1)] ,. T (r+ln-1)(n-3)...8642 3 |,

(27)

n(n—2)(n—4)...7.5.3.1 10 nn—-2)(n—-4)...7.53.1
T D -D(n-3)..8642 [_E] —or (n+1)(n—1)(n—3)...8.6.4.2
nn—1)(n—2)(n—3)(n—4)...8.7.6.5.4.3.2.1

- (n+ D[(n—1)(n—3)...8.64.2 (2%)

n! 9
= D= )m =3 864" )
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Sendo n fmpar, podemos escrevé-lo na forma n = 2m + 1, assim,

(2m +1)! 9
I 2
T Gm i om)em —2) . 8642 )
2 1)! 2 1)!
— (m+ ) (27‘(’2): (m+ ) 71_2
2(m+ 1)[2mm(m —1)...4.3.2.1]? (m + 1)22m[m!)?
(2m +1)! ) 2m+1)! o, 7 [2m+1
== m = = .
22m(m 4 1)m!m! 22m(m + 1)Im! 22m\  m
Logo,
0 se n for par;
In = w? 2m+1
22_m(n:n+) se n for impar, n = 2m + 1.
Portanto,

0 se n for par;
Li=1In—lp=In-0=1Iy = 2 —_—
22_m<77n+> se n for impar, n = 2m + 1.

Substituindo I, I3 e I, na expressao de E(cos ©; cos Oy), obtemos

1 > 1 1 (2m+1+2)
E(cos©1c080y) = G = ) Z_O Gmr1ii [2(1 = p?)]

o T2 <2m—|—1—|—2) prmtt g <2m—|—1>

2 (1 _ p2)2m+1 22m m
_ 1 io: 22m(1 . p2)2m+3 2 (m+ §
21— p?) 2+ 2
P ] L L i I (m+3) ()"
(1 — p2)2m+L 22m ml(m + 1) 2 = I'(m+2) ml
Podemos reescrever I'(m + 2) da seguinte maneira
'm+2) = m+1)!=m+1)mim—-1)...432 =234...(m—1)m(m+1)

= 24+02+1D)2+2)...2+m—3)2+m—2)(2+m—1)
_ T (2 41i) = 2im,

Além disso, pode-se mostrar, por inducao, que

() ()4

Assim,
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oo r3\[ml 3\[M 9y,
_ T 2 (5) (5) ()" 2 33, 4
E(cos©;cos0,) = gp(l —p°) E S i gp(l — p*)oFy 5 §,2,p ,

onde o F} (%, %, 2; ,02) ¢ a funcao hipergeométrica definida no inicio deste apéndice.

o Cdlculo de E(sen©;senOs)

O célculo de E(senO;senB,) ¢ feito de maneira aniloga ao anterior, de onde vem

33

T
E(senO;senO,) = gp(l — p*)oFy (5, 5,2;p2) .

Substituindo, cada valor esperado calculado, na expressao do coeficiente de correlagao,

2 2
Oy = —p 1—0op F _7_’2;0 ,

como queriamos mostrar.

obtemos
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