
Resumo
O método de in�uên
ia lo
al proposto por Cook (1986) é uma importante ferra-menta na análise da in�uên
ia 
onjunta das observações nos resultados de um ajuste deregressão. Esta té
ni
a tem 
omo objetivo prin
ipal avaliar mudanças nos resultadosda análise quando pequenas perturbações são in
orporadas ao modelo e/ou aos dados.Se essas perturbações 
ausarem efeitos despropor
ionais nas estimativas, pode ser in-dí
io de que o modelo está mal ajustado ou que possam existir afastamentos sérios dassuposições feitas para o mesmo. Apesar do método baseado na 
urvatura normal pro-posto por Cook (1986) ser de grande utilidade, este possui alguns in
onvenientes. Porexemplo, a 
urvatura normal pode tomar qualquer valor real e não é invariante sob umamudança uniforme de es
ala. Neste trabalho, estudamos a in�uên
ia lo
al 
onforme,proposto por Poon & Poon (1999) em modelos de regressão, que tem 
omo objetivo
ontornar estes in
onvenientes. Mais espe
i�
amente, apli
amos esta té
ni
a de diag-nósti
o para os modelos de regressão log-Birnbaum-Saunders e derivamos as matrizesapropriadas para obter a in�uên
ia lo
al nos parâmetros estimados de um modelo maisgeral, o modelo de regressão senh-normal. Finalmente, ilustramos a teoria desenvolvidaem 
onjuntos de dados reais.



Abstra
t
The method of lo
al lin�uen
e proposed by Cook (1986) is an important tool inthe analysis of the joint in�uen
e of the observations in the results of a regression �t.This te
hnique has as main goal to evaluate 
hanges in the results of the analysis whensmall perturbations are in
orporated the model and/or to the data. If these perturba-tions would 
ause non proportion e�e
t it, 
an be indi
ation of that the model is badly�tted or that possible departures from the assunptions made for this model 
an exist.Although the method based on normal 
urvature proposed by Cook (1986) has beendemonstrated to be very useful, this possesses some issues. For example, the normal
urvature may take any value and it is not invariant under a uniform 
hange of s
ale.In this work, we study the 
onformal lo
al in�uen
e, proposed by Poon & Poon (1999)in regression models, that has as obje
tive to address these issues. More spe
i�
ally,we apply this te
hnique of diagnosti
 for log-Birnbaum-Saunders regression models andwe derive matri
es appropriate to obtain the 
onformal lo
al in�uen
e in the estimatedparameters of a more general model, the senh-normal regression model. Finally, we
onsider empiri
al examples with real data to illustrate the theory developed.
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Abreviações e notações
fdp : função de densidade de probabilidade.fda : função de distribuição a
umulada.BS : Birnbaum-Saunders.SN : senh-normal.D : Conj. das unidades experimentais asso
iadas ao tempo de falha.C : Conj. das unidades experimentais asso
iadas ao tempo 
ensurado.
T ∼ BS(α, β) : T segue uma distribuição Birnbaum-Saunders 
om parâmetros α e β.
Y ∼ SN(α, γ, σ) : Y segue uma distribuição senh-normal 
om parâmetros α, γ e σ.
φ : função de densidade de probabilidade da distribuição normal padrão.
Φ : função de distribuição a
umulada da distribuição normal padrão.
Ω : espaço de perturbação.
ω : vetor de perturbação.
ℓ(θ) : função de log-verossimilhança de θ para o modelo adotado.
ℓ(θ|ω) : função de log-verossimilhança de θ para o modelo perturbado.
θ̂ : estimador de máxima verossimilhança de θ no modelo adotado.
θ̂ω : estimador de máxima verossimilhança de θ no modelo perturbado.
∇f : vetor gradiente da função f .I : matriz asso
iada a primeira forma fundamental.
Π : matriz asso
iada a segunda forma fundamental.
Cl : 
urvatura normal na direção do vetor não-nulo l.
Bl : 
urvatura normal 
onforme na direção do vetor não-nulo l.
λ̄i : autovalor normalizado.
q-in�uente : ordem de magnitude de in�uên
ia igual a q.
m(q)j : 
ontribuição agregada do j-ésimo vetor bási
o de perturbação Ej.
mj : 
ontribuição agregada total.



Introdução
Em uma análise estatísti
a, faz-se ne
essário avaliar a estabilidade dos resultadosinferen
iais, no que diz repeito à perturbação nos dados ou no modelo estatísti
o ado-tado. Para tanto, podemos fazer uso da té
ni
a de análise de diagnósti
o de in�uên
ia
ujo objetivo é veri�
ar possíveis violações das hipóteses ne
essárias para a utilizaçãodo modelo adotado. Paralelamente, bus
a-se dete
tar a existên
ia de observações malajustadas (outliers) e a presença de observações in�uentes, ou seja, aquelas que inter-ferem de forma despropor
ional nos resultados obtidos, quando a mesma for ex
luídaou sujeita à pequenas perturbações.As té
ni
as de diagnósti
o baseavam-se, 
omumente, na análise de resíduos. En-tretanto, Cook (1986) prop�s uma metodologia inovadora, denominada in�uên
ia lo
al,que 
onsiste em avaliar por meio de uma medida apropriada de in�uên
ia, baseada na
urvatura normal, a estabilidade das estimativas forne
idas pelo modelo mediante pe-quenas perturbações nos dados ou no próprio modelo. Além disso, essa metodologiapossibilita avaliar a in�uên
ia 
onjunta de todos os pontos.Porém, Poon & Poon (1999) 
hamam atenção para o fato de que a 
urvaturanormal pode assumir qualquer valor real e não é invariante sob uma mudança uniformede es
ala, o
asionando perda de objetividade no julgamento da grandeza da 
urvatura.Com o objetivo de solu
ionar esse problema e, 
onseqüentemente, aperfeiçoar o métodode in�uên
ia lo
al, eles propõem que façemos uso da 
urvatura normal 
onforme, queestá rela
ionada 
om a 
urvatura normal, mas assume valores em um intervalo limitadoda reta e é invariante sob uma 
lasse de reparametrizações denominadas reparametriza-



8ções 
onformes.Neste trabalho, expomos a té
ni
a de in�uên
ia lo
al mediante a 
urvatura normal
onforme proposta por Poon & Poon (1999) e apli
amos essa ferramenta nos modelosde regressão Birnbaum-Saunders e senh-normal. A distribuição Birnbaum-Saundersapresentada por Birnbaum-Saunders (1969a) rela
iona o tempo até a o
orrên
ia defalha 
om um dano a
umulativo que se supõem seguir uma distribuição normal padrão.A distribuição senh-normal desenvolvida por Rie
k & Nedelmam (1991) é simétri
a epossui 
urtose maior ou menor do que a distribuição normal padrão e tem 
omo 
asoparti
ular a distribuição Birnbaum-Saunders sob uma transformação logarítmi
a.Esta dissertação se en
ontra dividida em 
in
o 
apítulos. No primeiro 
apítulofazemos uma breve explanação sobre alguns tópi
os da análise de sobrevivên
ia. O se-gundo 
apítulo 
onsiste no estudo das distribuições Birnbaum-Saunders e senh-normal,bem 
omo na modelagem de regressão do modelo log-Birnbaum-Saunders. No ter-
eiro 
apítulo apresentamos a formulação da infuên
ia lo
al através da 
urvatura nor-mal 
onforme. No quarto 
apítulo, apli
amos a té
ni
a de in�uên
ia lo
al por meioda 
urvatura normal 
onforme no modelo de regressão log-linear para a distribuiçãoBirnbaum-Saunders e ilustramos a teoria a um 
onjunto de dados reais. No quinto
apítulo 
onsideramos o modelo de regressão senh-normal, ou seja, estendemos os re-sultados de diagnósti
o de in�uên
ia desenvolvidos por Leiva et al. (2007) sob modelosde regressão linear log-BS, 
onsiderando agora que o parâmetro σ é des
onhe
ido.Para este modelo derivamos as 
urvaturas normais da in�uên
ia lo
al 
onforme sobos esquemas de perturbação: ponderação de 
asos e pertubação da variável resposta eilustramos a teoria a um 
onjunto de dados reais.



Capítulo 1
Preliminares

Na análise de sobrevivên
ia, a variável resposta é, geralmente, o tempo até ao
orrên
ia de um evento de interesse. Por exemplo, Colosimo & Giolo (2001) 
itam umestudo de natureza ambiental sobre mangueiras sujeitas a determinada praga 
apaz dematar a planta, no qual o interesse re
ai sobre o tempo de vida, em anos, até a morteda árvore; Lawless (1982), reportando-se a Nelson (1970b), 
ita um experimento noqual novos modelos de uma ferramenta foram testados e em que a variável de interesseera o número de 
i
los 
ompletos até a falha.Em muitos experimentos o a
ompanhamento das unidades estatísti
as é, 
omu-mente, interrompido, seja porque o estudo terminou para análise dos dados ou, a falhao
orreu devido a 
ausa diferente da estudada. Neste 
aso, a informação 
orrespondenteà resposta se resume ao 
onhe
imento de que o tempo de falha é superior ao observado,impli
ando em uma resposta par
ial que, na análise de sobrevivên
ia, 
hamamos de
ensura. A 
ensura é uma das prin
ipais 
ara
terísti
as dos dados de sobrevivên
ia.Na ausên
ia da mesma, utilizamos as té
ni
as 
lássi
as da Estatísti
a para análise dedados. Porém, a presença de 
ensura inibe o uso dessas té
ni
as, exigindo o empregodos métodos da análise de sobrevivên
ia, pois estes possibilitam in
orporar na análisea informação 
ontida nos dados 
ensurados.



101.1 Cara
terização de dados de sobrevivên
iaOs dados de sobrevivên
ia são 
ara
terizados pelos tempos de falha e, 
omumente,pelas 
ensuras. Esses dois 
omponentes 
onstituem a resposta. Além disso, o uso devariáveis expli
ativas é 
omum em algumas situações.O tempo de falha é 
onstituído por três 
omponentes: o tempo ini
ial, a es
alade medida e o evento de interesse (a falha). O tempo ini
ial é o mar
o temporal quedetermina o iní
io do estudo e onde as unidades são 
omparadas pela primeira vez.Já a es
ala de medida é, geralmente, o tempo real; mas há outras es
alas, 
omo porexemplo, o número de 
i
los de um motor e o número de �ssuras em uma 
oluna de
on
reto. O ter
eiro e último elemento, a falha, deve ser 
laramente de�nida antes doiní
io do estudo, na maioria das situações as falhas são eventos indesejáveis, tais 
omoqueima de um 
omponente eletr�ni
o, quebra de um motor, inapropriação de produtosao 
onsumo, rompimento de uma 
oluna.Em 
onformidade 
om Lawless (1982), dizemos que uma observação é 
ensuradaà direita em L se o valor 
orrespondente à observação é des
onhe
ido, mas 
om agarantia de que é no mínimo L. De forma análoga, uma observação é 
ensurada àesquerda em L se o valor asso
iado à mesma é des
onhe
ido e no máximo L. Segundoo mesmo autor, em estudos de sobrevivên
ia, a 
ensura à direita é 
omum, porém a
ensura à esquerda é, geralmente, rara. Em nosso trabalho, 
onsideraremos 
ensura àdireita.Em algumas situações, �xamos um período limitado de tempo para realizaçãodo experimento. Conseqüentemente, podemos nos deparar 
om unidades experimen-tais que não venham a falhar nesse período pré-determinado, a
arretando observações
ensuradas. Neste 
aso, dizemos que os dados estão sob 
ensura tipo I. Em outras situ-ações, o experimento prossegue até que um número pré-�xado de unidades falhem. Estenúmero, digamos r, não é ne
essariamente igual ao número n de unidades amostradas,mas é tal que r ≤ n. Uma vez �xado r, é evidente o fato de que, no exato momentoem que a r-ésima unidade falhar, podem existir espé
imes que não tenham falhado,impli
ando em observações 
ensuradas, neste 
aso dizemos que os dados estão sob 
en-sura tipo II. Nos dois tipos de 
ensura 
itados anteriormente o pesquisador in�uen
ia,



11de forma direta, nos dados 
ensurados. Um ter
eiro me
anisno de 
ensura é a 
ensuraaleatória, que o
orre quando algumas unidades experimentais são retiradas do estudosem ter o
orrido a falha, ou também, por exemplo, se a falha deve-se a razão diferenteda estudada.Na presença de 
ovariáveis, os dados de sobrevivên
ia 
orrespondentes à i-ésimaunidade experimental sob estudo são, em geral, representados por (ti, δi,xi), sendo tio tempo de falha ou de 
ensura, δi a variável indi
adora de falha ou de 
ensura tal que
δi = 1 se ti é tempo de falha, ou δi = 0 se ti é tempo 
ensurado, e xi é o vetor devariáveis expli
ativas.1.2 Função de sobrevivên
ia, taxa de ris
o e funçãode ris
o a
umulativa1.2.1 Modelos 
ontínuosSeja T uma variável aleatória 
ontínua não-negativa, representando o tempo atéa o
orrên
ia de falha de unidades estatísti
as que 
ompõem uma mesma população.Asso
iada à variável T , de�nimos uma função S : IR → IR, 
onforme Lawless (1982)tal que

S(t) = P (T ≥ t). (1.1)A função de�nida pela equação (1.1) é denominada função de sobrevivên
ia.Exemplo 1 Seja T uma variável aleatória 
uja função de densidade de probabilidade(fdp) é
f(t) = λ exp (−λt) , t ≥ 0.Ou seja, T possui uma distribuição exponen
ial 
om parâmetro λ > 0. A função desobrevivên
ia de T é dada por
S(t) = exp (−λt) , t ≥ 0.A Figura 1.1 apresenta o grá�
o da função de sobrevivên
ia da distribuição expo-nen
ial para diferentes valores do parâmetro λ. Como podemos observar, a função de



12sobrevivên
ia assume o máximo em zero, e à medida que o tempo 
res
e, a função desobrevivên
ia vai tendendo a zero.
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Figura 1.1: grá�
o da função de sobrevivên
ia da distribuição exponen
ial para
λ = 0.5, λ = 1 e λ = 2.Propriedade 1.1 Se T é uma variável aleatória absolutamente 
ontínua e não-negativa,então sua função de sobrevivên
ia S possui as seguintes propriedades:(i) S é monótona não-
res
ente;(ii) S(0) = 1 e limt→+∞ S(t) = 0;(iii) S é 
ontínua.Prova: (i) sejam t1, t2 ∈ IR tais que t1 < t2. Logo, o evento A = {t ∈ IR; t ≥ t1}
ontém o evento B = {t ∈ IR; t ≥ t2.}. Conseqüentemente,

S(t1) = P (T ≥ t1) ≥ P (T ≥ t2) = S(t2);assegurando-nos que S é não-
res
ente.Agora provaremos (ii), por de�nição S(0) = P (T ≥ 0) =
∫∞

0
f(t)dt, sendo f afdp da variável T . Dado que T é não-negativa, segue que ∫∞

0
f(t)dt = 1, portanto,
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S(0) = 1. A �m de provarmos que limt→+∞ S(t) = 0, seja {tn}n≥1 uma seqüên
ianão-de
res
ente de números reais tal que tn → +∞. Conseqüentemente, a seqüên
iade eventos {Bn}n≥1 
om Bn = {t ∈ IR; t ≥ tn} é tal que

Bn+1 ⊂ Bn ,∀n ≥ 1e
lim

n→+∞
Bn =

⋂

n≥1

Bn = ∅.Ou seja, {Bn}n≥1 é uma sequên
ia de eventos que de
res
e monoti
amente para ∅.Logo,
lim

tn→+∞
S(tn) = lim

tn→+∞
P (T ≥ tn) = lim

tn→+∞
P (Bn) = P

(
lim

n→+∞
Bn

)
= 0.Por �m, provaremos (iii), dado que T é uma variável aleatória 
ontínua, então T possuiuma fdp f . Logo,

S(t) = P (T ≥ t) = 1 −
∫ t

−∞

f(x)dx,que é uma função 
ontínua. �Propriedade 1.2 Se T é uma variável aleatória absolutamente 
ontínua e não-negativa,então
f(t) = − d

dt
S(t),nos pontos em que S é derivável.Prova: dado que T é uma variável 
ontínua, então

S(t) = 1 −
∫ t

−∞

f(x)dx.Conseqüentemente,
d

dt
S(t) = −f(t),nos pontos em que S é derivável. �Sejam t1, t2 ∈ IR tais que t1 < t2. Colosimo & Giolo (2006) de�nem a taxa defalha no intervalo [t1, t2) 
omo sendo a razão entre a probabilidade de que a falha o
orra



14nesse intervalo, dado que não o
orreu antes de t1; e o 
omprimento do intervalo [t1, t2).Ou seja, a taxa de falha é dada por
P (t1 ≤ T < t2| T ≥ t1)

t2 − t1
. (1.2)Usando o fato que

P (t1 ≤ T < t2| T ≥ t1) =
P (t1 ≤ T < t2)

P (T ≥ t1)

=
P (T ≥ t1) − P (T ≥ t2)

P (T ≥ t1)

=
S(t1) − S(t2)

S(t1)
,a razão (1.2) pode ser rees
rita 
omo

S(t1) − S(t2)

[t2 − t1]S(t1)
. (1.3)Neste ponto, desta
amos o fato de que as taxas de falha não assumem valoresnegativos, pois a função de sobrevivên
ia é não-
res
ente.Es
revendo t1 = t e t2 = t+ ∆t, a expressão (1.3), torna-se:

S(t) − S(t+ ∆t)

∆t S(t)
.De�nimos a função taxa de falha da variável T , ou taxa de ris
o, e indi
amos por h,
omo sendo o limite:

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t| T ≥ t)

∆t
.Ou, equivalentemente,

h(t) = lim
∆t→0

S(t) − S(t+ ∆t)

∆t S(t)
= − 1

S(t)

d

dt
S(t), (1.4)A função h(t) representa a taxa instantânea de falha no tempo t, 
ondi
ional à sobre-vivên
ia até o tempo t.Na Figura 1.2 apresentamos os grá�
os das taxas de ris
o da distribuição gama,para diferentes valores do parâmetro de forma k e parâmetro de es
ala λ = 1.Observemos que, para k = 2 e λ = 1, a função de ris
o da distribuição gamaé 
res
ente para todo t > 0. Porém, para k = 1 e λ = 1 tal função é 
onstante.
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Figura 1.2: grá�
o das taxas de ris
o da distribuição gama para k = 0, 5, 1 e 2 e λ = 1.Finalmente, para k = 0.5 e λ = 1 a função é de
res
ente. Na verdade, para k > 1 afunção de ris
o da distribuição gama é 
res
ente, 
om h(0) = 0 e limt→+∞ h(t) = λ,para 0 < k < 1 a mesma é de
res
ente 
om limt→0+ h(t) = +∞. Além disso, para
k = 1 tal função é 
onstante igual a λ (ver Lawless, 1982).Desta
amos o fato de que as taxas de ris
o não são ne
essariamente funçõesmonótonas. Por exemplo, a taxa de ris
o da distribuição log-normal 
om parâmetros
µ = 0 e σ = 0.5 não é uma função monótona. Observemos o grá�
o dessa funçãona Figura 1.3, onde pe
erbemos a não monotoni
idade dessa função, pois h(0) = 0,depois 
res
e para um máximo e por �m de
res
e quando t tende ao in�nito (para maisdetalhes veja Goldthwaite (1961)).A seguir, apresentaremos algumas propriedades das taxas de ris
o.Propriedade 1.3 Se T é uma variável aleatória absolutamente 
ontínua e não-negativa,então

h(t) =
f(t)

S(t)
= − d

dt
logS(t).
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Figura 1.3: grá�
o da taxa de ris
o da distribuição log-normal para µ = 0 e valoresdistintos do parâmetro σ.Prova: da equação (1.4), temos
h(t) = − 1

S(t)

d

dt
S(t).Usando a Propriedade 1.2, obtemos

h(t) =
f(t)

S(t)
.Por outro, fazendo uso de propriedades da função logarítmi
a, 
on
luímos que

h(t) = − 1

S(t)

d

dt
S(t) = − d

dt
logS(t).

�Propriedade 1.4 A taxa de ris
o h de uma dada distribuição de tempo de vida satisfazas 
ondições:(i) h(t) ≥ 0 para todo t ∈ IR; e(ii) ∫ +∞

0
h(t)dt = +∞.



17Prova: a 
ondição (i) é uma 
onseqüên
ia imediata do fato de que a taxa ris
o é dadapela razão entre duas funções não-negativas. Mostremos, agora, a 
ondição (ii). Porde�nição, ∫ +∞

0

h(t) dt = lim
x→+∞

∫ x

0

h(t) dt.Pela Propriedade 1.3, temos
∫ x

0

h(t) dt =

∫ x

0

− d

dt
logS(t)dt = − logS(x).Portanto,

∫ +∞

0

h(t)dt = lim
x→+∞

∫ x

0

h(t) dt = lim
x→+∞

[− logS(x)] = +∞.

�Propriedade 1.5 Se T é uma variável aleatória absolutamente 
ontínua e não-negativa,então
S(t) = exp

(
−
∫ t

0

h(u)du

)
.Prova: pela Propriedade 1.3,

h(t) = − d

dt
logS(t) (1.5)Integrando ambos os membros da equação (1.5) de 0 até t, temos

∫ t

0

h(u)du =

∫ t

0

− d

du
logS(u)du = − logS(t).Portanto,

S(t) = exp

(
−
∫ t

0

h(u) du

)
.

�Outra função útil na 
ara
terização do tempo de sobrevivên
ia é a função de ris
oa
umulativa, indi
ada por H e de�nida por
H(t) =

∫ t

0

h(u) du.Propriedade 1.6 A função de ris
o a
umulativa de uma dada distribuição T de tempode falha satisfaz as seguintes propriedades:



18(i) H(t) ≥ 0∀t ∈ IR;(ii) limt→+∞H(t) = +∞;(iii) S(t) = exp(−H(t)).Prova: das três propriedades 
itadas a
ima, as duas primeiras de
orrem imedi-atamente da Propriedade 1.4 e a última é 
onseqüên
ia da Propriedade 1.5, 
ombinada
om a de�nição da função de ris
o a
umulativa. �1.2.2 Modelos dis
retosPodemos nos deparar 
om situações em que a variável aleatória que indi
a o tempode sobrevivên
ia é dis
reta. Por exemplo, o número de 
i
los efetuados por um motoraté a o
orrên
ia de falha. Seja T uma variável aleatória dis
reta, assumindo os valores
t1, t2, . . . . 
om 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tj ≤ tj+1 ≤ · · · e 
uja função de probabilidade é

p(tj) = P (T = tj) , j = 1, 2, . . .A função de sobrevivên
ia de T é de�nida, segundo Lawless (1982), por
S(t) = P (T ≥ t) =

∑

j : tj≥t

p(tj) , ∀t ∈ IR.Propriedade 1.7 Se T é uma variável dis
reta, então
p(tj) = S(tj) − S(tj+1) , j = 1, 2, . . .Prova: uma vez que, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tj ≤ tj+1 ≤ · · · , temos
P (T ≥ tj) = P (T = tj) + P (T ≥ tj+1).Ou seja,
P (T = tj) = P (T ≥ tj) − P (T ≥ tj+1).Portanto,
p(tj) = S(tj) − S(tj+1) , j = 1, 2, . . .
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�Para o 
aso dis
reto, Lawless (1982) de�ne a função de ris
o por

h(tj) = P (T = tj| T ≥ tj) ; j = 1, 2, . . . (1.6)Uma vez que
P (T = tj| T ≥ tj) =

P (T = tj, T ≥ tj)

P (T ≥ tj)
=
P (T = tj)

P (T ≥ tj)
=
p(tj)

S(tj)
, j = 1, 2, . . . ,podemos rees
rever a expressão (1.6) 
omo

h(tj) =
p(tj)

S(tj)
, j = 1, 2, . . . .Propriedade 1.8 Se T é uma variável aleatória dis
reta, então

h(tj) = 1 − S(tj+1)

S(tj)
, j = 1, 2, . . . .Prova: seja T uma variável aleatória dis
reta que assume os valores t1, t2, . . . , tj, . . .tais que 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tj ≤ tj+1 ≤ . . . . Por de�nição,

h(tj) =
p(tj)

S(tj)
, j = 1, 2, . . .Pela Propriedade 1.7

p(tj) = S(tj) − S(tj+1) , j = 1, 2, . . .Logo,
h(tj) =

S(tj) − S(tj+1)

S(tj)
= 1 − S(tj+1)

S(tj)
, j = 1, 2, . . .

�



201.3 Função de verossimilhança, função es
ore e ma-triz de informação de Fisher1.3.1 Função de verossimilhançaSeja T uma variável aleatória 
uja função densidade de probabilidade perten
e adeterminada família Fθ de distribuições, na qual o parâmetro θ é, em geral, des
o-nhe
ido. Denotamos por fT (θ) a fdp de T 
om θ ∈ Θ ⊂ IRq e por ST (θ) a função desobrevivên
ia de T . Sejam t1, t2, . . . , tn observações 
asuais e independentes da variávelaleatória T , 
om r falhas e n − r 
ensuras, observadas ao término do experimento. Afunção de verossimilhança de θ, baseada nas n observações t1, t2, . . . , tn, em que as rprimeiras ordenadas são não-
ensuradas e as demais são 
ensuradas, é de�nida por
L(θ) ∝

r∏

i=1

fT (ti,θ)
n∏

i=r+1

ST (ti,θ). (1.7)Na de�nição dada pela equação (1.7), a 
ontribuição de 
ada observação não-
ensurada é dada por meio da função de densidade. Por outro lado, a 
ontribuição de
ada observação 
ensurada é dada pela função de sobrevivên
ia. A 
onstante positiva depropor
ionalidade pode depender das observações t1, t2, . . . , tn, mas não do parâmetro
θ. A função de verossimilhança deve ser interpretada 
omo uma função do vetor deparâmetros θ para um 
onjunto de dados �xo, e serve para medir o quanto aquelesdados suportam uma hipótese sobre θ. Ela expressa a plausividade do vetor θ emexpli
ar os dados t′is; neste sentido, a mesma informa a ordem natural de preferên
iaentre diversas possibilidades de θ, (ver Cordeiro, 1992).A seguir, apresentaremos a função de verossimilhança, 
onsiderando tipos distin-tos de 
ensura.

• Censura do tipo I.Neste 
aso,
ST (ti,θ) = ST (L,θ),



21para i = r + 1, r + 2, . . . , n. Conseqüentemente,
L(θ) ∝

[
r∏

i=1

fT (ti,θ)

]
[ST (L,θ)]n−r .

• Censura do tipo II.Nesta situação �xa-se r e somente os rmenores tempos são observados. Baseando-se em resultados rela
ionados 
om estatísti
as de ordem (Veja Apêndi
e B) tem-se
L(θ) ∝ n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

fT (ti,θ)

]
[
ST (t(r),θ)

]n−r
,em que t(r) denota o maior tempo observado. Notamos que o fator n!/(n − r)!independe do parâmetro θ, logo pode ser desprezado da expressão a
ima para�ns de estimação.

• Censura do tipo aleatória.Neste 
aso, T é o tempo até a o
orrên
ia de falha e C é o tempo de 
ensura.Para i = 1, 2, . . . , n, os dados observados 
onsistem em pares (ti, δi) em que
ti = min{Ti, Ci} e δi = 1 se Ti ≤ Ci ou δi = 0 se Ti > Ci. Considerando ostempos de falha e 
ensura independentes e denotando por g e G as funções dedensidade e de sobrevivên
ia de C, respe
tivamente, então

L(θ) ∝
r∏

i=1

fT (ti,θ)G(ti)
n∏

i=r+1

g(ti)ST (ti,θ).Sob a hipótese de que o me
anismo de 
ensura é não-informativo, isto é, o mesmonão 
arrega informações sobre os parâmetros, os fatores G(t) e g(t) independemde θ, portanto podem ser desprezados para �ns de estimação.Segue da exposição a
ima que a função de verossimilhança para os me
anismosde 
ensura apresentados pode ser tomada da forma
L(θ) ∝

∏

i∈D

fT (ti,θ)
∏

i∈C

ST (ti,θ), (1.8)em que D e C denotam os 
onjuntos das unidades sob análise para os quais ti é otempo de sobrevivên
ia ou tempo 
ensurado, respe
tivamente.



22A função de log-verossimilhança é de�nida por
ℓ(θ) = log(L(θ)).Assim, a partir da expressão (1.8), temos

ℓ(θ) ∝
∑

i∈D

log(fT (ti,θ)) +
∑

i∈C

log(ST (ti,θ)).1.3.2 Função es
ore e matriz de informação de FisherDe�nimos a função es
ore por
U(θ) =

∂ℓ(θ)

∂θ
.O estimador de máxima verossimilhança é o valor de θ ∈ Θ ⊂ IRq que maximizaa função de verossimilhança ou, equivalentemente, a função de log-verossimilhança.Portanto, o estimador de maxima verossimilhaça de θ, denotado por θ̂, deve satisfazerao seguinte sistema de equações

∂ℓ(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=

ˆθ
= 0.A matriz de informação de Fisher esperada de θ 
ontida nos dados t′is é a matriz q× qde�nida por

K(θ) = E[U(θ)U⊤(θ)].A esperança e a 
ovariân
ia da função es
ore são tais que
E[U(θ)] = 0e Cov[U(θ)] = E

(
−∂U

⊤(θ)

∂θ

)
= E

(
− ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤

)
= K(θ).A matriz de primeiras derivadas da função es
ore 
om sinal negativo, ou seja,

−∂U
⊤(θ)

∂θ
= − ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤é denominada matriz de informação observada e a denotaremos por −L̈.



Capítulo 2
O modelo de regressãolog-Birnbaum-Saunders

Em algumas situações experimentais, o 
omportamento da variável de interesse,denominada de resposta, pode ser expli
ado por meio de uma estrutura 
om 
ovariá-veis e parâmetros des
onhe
idos. Este é o 
ontexto de um modelo de regressão. Porexemplo, Lawless (1982) 
ita um estudo 
onsiderado em Krall, Utho� & Harley (1975)no qual a variável de interesse, o tempo de vida de pa
ientes 
om mieloma múltiplo,está rela
ionada 
om as seguintes 
ovariáveis: sexo do pa
iente, idade do indivíduo nodiagnósti
o, medida de hemoglobina, dentre outras.Dado que as distribuições de tempo de sobrevivên
ia possuem, em geral, as-simetria à direita, alguns modelos, por exemplo, o modelo de regressão normal linear,revela-se inadequado nestas situações. Com o objetivo de solu
ionar essa di�
uldadeé 
omum utilizarmos uma 
omponente determinísti
a não-linear 
ombinada 
om umadistribuição assimétri
a para a 
omponente esto
ásti
a, ou transformarmos a respostaa �m de tornar possível a utilização de um modelo 
onhe
ido.Neste 
apítulo, 
onsideraremos um modelo de regressão linear 
ujos erros seguemuma distribuição log-Birnbaum-Saunders. A distribuição Birnbaum-Saunders é umaimportante distribuição de vida (assimétri
a) originada de um problema de fadiga



24de materiais que foi desenvolvida por Birnbaum & Saunders (1969a), ver Johnson,Kotz & Balakrishnan (1995, p. 651) e Saunders (2007). A distribuição Birnbaum-Saunders (BS) rela
iona o tempo até a o
orrên
ia de alguma falha no material 
omalgum dano 
umulativo assumido gaussiano. A distribuição BS tem sido largamenteapli
ada na área de engenharia, 
om inúmeros trabalhos publi
ados. Contudo, devidoaos argumentos teóri
os utilizados na 
onstrução dessa distribuição, é natural en
ontrarapli
ações em outras áreas, tais 
omo áreas médi
a, de 
iên
ias atuariais e de meioambiente, em que algum tipo de estresse 
umulativo pode levar à o
orrên
ia de umevento, ver Podlasky (2008), Leiva, Sanhueza & Angulo (2008) e Leiva, Sanhueza &Saunders (2008).A distribuição BS é de�nida em termos da distribuição normal padrão. Paramaiores detalhes desta distribuição, ver Marshal & Olkin (2007). Uma derivação maisgeral desta distribuição foi feita por Desmond (1985), que mostra que esta distribuiçãopode ser obtida de diferentes modelos além da normal. Díaz-Gar
ía & Leiva (2005)geraram a distribuição BS a partir de distribuições elípti
as. Este novo modelo é
hamado distribuição Birnbaum-Saunders generalizada (BSG). O modelo BSG admitediferentes graus de 
urtose e assimetria e possui unimodalidade e bimodalidade. Adi-
ionalmente, as distribuições BSG englobam modelos em que o método de máximaverossimilhança produz estimativas para os parâmetros que geralmente não são sen-síveis a outliers, 
omo foi mostrado por Leiva, Riquelme, Balakrishnan & Sanhueza(2008) e Barros, Paula & Leiva (2008); para outras propostas de estimação nos mode-los BSG ver Leiva, Barros, Paula & Sanhueza (2008) e Leiva, Sanhueza, Sen & Paula(2008). Além disso, há argumentos teóri
os que justi�
am o uso das distribuições BSGnos problemas que envolvem dano 
umulativo que o
orrem 
omumente em problemasde engenharia, em problemas ambientais e médi
os. Sanhueza, Leiva & Balakrishnan(2008) apresentaram um estudo 
ompleto dos resultados e das apli
ações relativos àsdistribuições BSG, mostrando que estes modelos são úteis em diversos 
ampos devidoa seus argumentos teóri
os.Diversas propostas de estimação têm sido postuladas por Birnbaum & Saunders(1969b), Engelhardt, Bain & Wright (1981), Ahmad (1988), A
h
ar (1993), Chang &Tang (1994), Dupuis & Mills (1998), Ng, Kundub & Balakrishnan (2003) e From &



25Li (2006). Re
entemente, métodos de inferên
ia aprimorados para a distribuição BSforam propostos por Lemonte, Cribari-Neto & Vas
on
ellos (2007), Lemonte, Simas &Cribari-Neto (2008) e Cysneiros, Cribari-Neto & Araujo (2008). Modelos de regressãoBS podem ser usados numa grande variedade de apli
ações. Por exemplo, 
omparar osparâmetros de lo
ação de várias populações ou para avaliar efeitos ambientais e de 
on-trole da variável em situações de teste de vida. Modelagem estatísti
a sob distribuiçãoBS vem re
ebido muita atenção ultimamente. Alguns trabalhos têm sido desenvolvi-dos, os quais podem ser vistos em Rie
k & Nedelman (1991), Owen & Padgett (1999,2000) e Tsionas (2001). Alguns aspe
tos rela
ionados à analise de diagnósti
o paramodelos de regressão log-BS podem ser visto em Rie
k & Nedelman (1991), Tsionas(2001), Galea, Leiva & Paula (2004), Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) e Xie & Wei(2007).2.1 A distribuição Birnbaum-SaundersAs distribuições paramétri
as 
omumente empregadas para modelar o tempo atéa o
orrên
ia de falha em pro
essos de fadiga são a normal inversa, gama e a lognormal.Birnbaum-Saunders (1969a) nos 
hamam atenção para o fato de que embora essasdistribuições se ajustem satisfatoriamente na região 
entral da distribuição do tempode vida, nas 
audas o ajuste é insatisfatório. Diante disso, eles propuseram uma novafamília de distribuições para modelar o tempo de vida de materiais sob pro
essos defadiga. A seguir, apresentaremos essa família de distribuições, 
onhe
ida na literaturaestatísti
a 
omo a distribuição Birnbaum-Saunders, e mostraremos algumas de suaspropriedades.De�nimos a distribuição BS a partir da distribuição normal padrão por meio deuma variável aleatória T de�nida por:
T = β



αZ
2

+

[[
αZ

2

]2

+ 1

] 1
2




2

,em que variável aleatória Z = 1
α

[[
t
β

] 1
2 −

[
β

t

] 1
2

] segue uma distribuição normal padrão,e α > 0 e β > 0. Neste 
aso, dizemos que a variável T possui distribuição BS 
om



26parâmetros α e β, que são parâmetros de forma e es
ala, respe
tivamente, e indi
amos
T ∼ BS(α, β).A função de distribuição a
umulativa (fda) da variável T ∼ BS(α, β) é dada por

FT (t) = Φ

(
1

α

[[
t

β

] 1
2

−
[
β

t

] 1
2

])
, t > 0, (2.1)em que Φ(·) denota a fda da distribuição normal padrão.Proposição 2.1 Se T é uma variável aleatória que possui distribuição BS 
om parâ-metros α e β, então a função de densidade de probabilidade(fdp) de T é dada por

fT (t) =
1

2αβ
√

2π

[[
β

t

] 1
2

+

[
β

t

] 3
2

]
exp

(
− 1

2α2

[
t

β
+
β

t
− 2

])
, t > 0. (2.2)Prova: temos que a fdp de T é obtida a partir da relação

fT (t) =
d

dt
FT (t),em que FT (t) é dado pela expressão (2.1). Logo,

fT (t) =
d

dt
Φ

(
1

α

[[
t

β

] 1
2

−
[
β

t

] 1
2

])

=
1√
2π

exp



−1

2

[
1

α

[[
t

β

] 1
2

−
[
β

t

] 1
2

]]2


 1

2αβ

[[
β

t

] 1
2

+

[
β

t

] 3
2

]

=
1

2αβ
√

2π

[[
β

t

] 1
2

+

[
β

t

] 3
2

]
exp

(
− 1

2α2

[
t

β
+
β

t
− 2

])
, t > 0.

�A Figura 2.1 ilustra o 
omportamento do grá�
o da f.d.p. da distribuição BS paradiferentes valores dos parâmetros α e β = 1. Como podemos observar, o parâmetro α
ontrola a forma da distribuição. A distribuição BS torna-se assimétri
a à medida que
α 
res
e, e simétri
a, em torno de β, à medida que α se aproxima de zero.Agora, mostraremos algumas propriedades de uma variável que segue uma dis-tribuição Birnbaum-Saunders.Propriedade 2.1 Se T ∼ BS(α, β), então cT ∼ BS(α, cβ) para todo número real c > 0.
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Figura 2.1: grá�
o da fdp da distribuição BS para os valores indi
ados de α e β = 1.Prova: de fato, suponhamos que a variável aleatória Y = cT , 
om c > 0. Conseqüen-temente,
FY (t) = P (Y ≤ t) = P

(
T ≤ t

c

)
= FT

(
t

c

)
= Φ

(
1

α

[[
t

cβ

] 1
2

−
[
cβ

t

] 1
2

])
.Portanto, Y = cT ∼ BS(α, cβ). �

Propriedade 2.2 Se T ∼ BS(α, β), então 1/T ∼ BS(α, 1/β).Prova: 
om efeito, de�namos a variável Y = 1/T , temos
FY (t) = P (Y ≤ t) = P (1/T ≤ t) = P

(
T ≥ 1

t

)
= 1 − FT

(
1

t

)
.Conseqüentemente,

fY (t) =
d

dt
FY (t) =

1

t2
fT

(
1

t

)

=
1

t2
1

2αβ
√

2π

[[
β

t−1

] 1
2

+

[
β

t−1

] 3
2

]
exp

(
− 1

2α2

[
t−1

β
+

β

t−1
− 2

])

=
1

2αβ−1
√

2π

[[
β−1

t

] 1
2

+

[
β−1

t

] 3
2

]
exp

(
− 1

2α2

[
t

β−1
+
β−1

t
− 2

])
,t>0, o que impli
a em Y = 1/T ∼ BS(α, 1/β). �
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Propriedade 2.3 Se T ∼ BS(α, β), então Mediana(T)=β.Prova: se T ∼ BS(α, β), então a fda de T é dada por

FT (t) = Φ

(
1

α

[(
t

β

) 1
2

−
(
β

t

) 1
2

])
, t > 0.Conseqüentemente,

FT (β) = Φ

(
1

α

[(
β

β

) 1
2

−
(
β

β

) 1
2

])
= Φ(0) =

1

2
.Portanto, β = Mediana(T ). �A função de sobrevivên
ia da variável T ∼ BS(α, β) é dada por

S(t) = 1 − Φ

(
1

α

[(
t

β

) 1
2

−
(
β

t

) 1
2

])
= Φ

(
− 1

α

[(
t

β

) 1
2

−
(
β

t

) 1
2

])
, t > 0. (2.3)A Figura 2.2 apresenta o grá�
o da função de sobrevivên
ia da distribuição BSpara valores espe
í�
os dos parâmetros α e β = 1.A partir da relação h(t) = f(t)/S(t), podemos analisar o 
omportamento da taxade ris
o da distribuição Birnbaum-Saunders, pois f(t) e S(t) são dadas pelas expressões(2.2) e (2.3), respe
tivamente. Observemos através da Figura 2.3 que a taxa de ris
o

h(t) assume valor zero em t = 0, 
res
e até um valor máximo e depois de
res
e atéuma 
onstante positiva.2.2 A distribuição senh-normalNesta seção, apresentaremos a distribuição senh-normal (SN) desenvolvida porRie
k & Nedelman (1991). Em seguida, exibiremos algumas propriedades de umavariável aleatória que segue uma distribuição senh-normal e, por �m, mostraremosuma relação existente entre essa distribuição e a distribuição BS sob uma transformaçãologarítmi
a.
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Figura 2.2: grá�
o da função de sobrevivên
ia da distribuição BS para os valoresindi
ados de α e β = 1.
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Figura 2.3: grá�
o da taxa de ris
o da distribuição BS para os valores indi
ados doparâmetro α e β = 1.



30Seja Y uma variável aleatória tal que a variável Z = [2senh
(
Y−γ

σ

)
]/α segue umadistribuição normal padrão. Neste 
aso, dizemos que a variável

Y = arcsenh

(
αZ

2
σ

)
+ γtem distribuição senh-normal 
om parâmetros de forma, lo
ação e es
ala, dados res-pe
tivamente por, α > 0, γ ∈ IR e σ > 0 e indi
amos Y ∼ SN(α, γ, σ).A fda de uma variável Y ∼ SN(α, γ, σ) é dada por

FY (y) = Φ

(
2

α
senh

(
y − γ

σ

))
, y ∈ IR.Propriedade 2.4 Se Y ∼ SN(α, γ, σ), então a fdp de Y tem a forma

fY (y) =
2

ασ
√

2π
cosh

(
y − γ

σ

)
exp

(
− 2

α2

[
senh

(
y − γ

σ

)]2
)

, y ∈ IR.Prova: temos que
fY (y) =

d

dy
FY (y) =

d

dy
Φ

(
2

α
senh

(
y − γ

σ

))

=
1√
2π

exp

(
−1

2

[
2

α
senh

(
y − γ

σ

)]2
)

2

ασ
cosh

(
y − γ

σ

)

=
2

ασ
√

2π
cosh

(
y − γ

σ

)
exp

(
− 2

α2

[
senh

(
y − γ

σ

)]2
)

, y ∈ IR.

�Na Figura 2.4, observemos o 
omportamento das funções densidade de proba-bilidade das distribuições senh-normal e normal. Como podemos observar, quando α
res
e, a 
urtose da distribuição SN também 
res
e. Em parti
ular, para α = 2, temosunimodalidade e 
urtose menor do que o 
aso normal. Entretanto, para α > 2, à me-dida que α 
res
e, a distribuição SN 
omeça a apresentar bimodalidade, possui modasque são mais separadas e 
urtose maior do que o 
aso normal. O parâmetro γ modi�
aa lo
ação e o parâmetro σ a es
ala da distribuição.A seguir, apresentaremos algumas propriedades de uma variável aleatória Y ∼SN(α, γ, σ).Propriedade 2.5 Se Y ∼ SN(α, γ, σ) e a, b ∈ IR, 
om b > 0, então a variável aleatória
W = a+ bY ∼ SN(α, a+ bγ, |b|σ).
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(a)Figura 2.4: grá�
o da fdp da distribuição normal e da distribuição senh-normal para osvalores indi
ados do parâmetro α,, γ = 0 e σ = 2.Propriedade 2.6 Se Y ∼ SN(α, γ, σ), então Y é simétri
a em torno de γ.Propriedade 2.7 A variável aleatória Y ∼ SN(α, γ, σ) é unimodal para α ≤ 2 ebimodal para α > 2.Propriedade 2.8 A variável aleatória Sα = 2
[
Y− γ

ασ

] 
onverge em distribuição para anormal padrão quando α aproxima-se de zero.Propriedade 2.9 A função geradora de momentos da variável aleatória Y ∼ SN(α, γ, σ)é dada por
m(s) = exp(µs)

[
Ka(δ

−2) +Kb(δ
−2)

2K 1
2
(δ−2)

]
,em que a = [σs+1]/2, b = [σs−1]/2 e K(·) é a função de Bessel modi�
ada do ter
eirotipo, de�nida por Kλ(w) = 1

2

(
w
2

)λ ∫ +∞

0
y−λ−1e−y−

w2

4y dy. (Para mais detalhes sobre afunção de Bessel veja Gradshteyn & Ryzhik, 2000).Propriedade 2.10 Se Y ∼ SN(α, γ, σ), então E(Y ) = γ e Var(Y ) = σ2g(α), em que
g(α) é a variân
ia quando σ = 1.A maioria das propriedades 
itadas en
ontra-se demonstradas em Rie
k (1989).



32Rie
k & Nedelman (1991) mostraram que há uma relação entre a distribuição SNe a distribuição BS sob uma transformação logarítmi
a. A proposição a seguir expli
itatal relação.Proposição 2.2 Se T é uma variável aleatória 
uja distribuição é BS 
om parâmetrosde forma e es
ala iguais a α e β, respe
tivamente, então a variável Y = log(T ) possuidistribuição SN 
om parâmetros de forma, lo
ação e es
ala dados por α, γ = log(β) e
σ = 2, respe
tivamente.Prova: seja T uma variável aleatória tal que T ∼ BS(α, β), 
onseqüentemente a funçãode distribuição a
umulada de T é dada por:

FT (t) = Φ

(
1

α

[(
t

β

) 1
2

−
(
β

t

) 1
2

])
, t > 0.De�namos a variável Y = log(T ), segue que

FY (y) = FT (exp(y)) = Φ

(
1

α

[(
exp(y)

β

) 1
2

−
(

β

exp(y)

) 1
2

])

= Φ

(
1

α

[(
exp(y)

exp(log(β))

) 1
2

−
(

exp(y)

exp(log(β))

)− 1
2

])

= Φ

(
1

α

[
(exp(y − log(β))

1
2 − (exp(y − log(β))−

1
2

])

= Φ

(
1

α

[
exp

(
y − log(β)

2

)
− exp

(
−y − log(β)

2

)])

= Φ

(
2

α
· 1

2

[
exp

(
y − log(β)

2

)
− exp

(
−y − log(β)

2

)])

= Φ

(
2

α
senh

[
y − log(β)

2

])
, y ∈ IR.Portanto, Y = log(T )∼ SN(α, log(β), 2). �

2.3 O modelo de regressão log-Birnbaum-Saunders2.3.1 Cara
terizaçãoSejam T1, T2, . . . , Tn variáveis aleatórias independentes tais que Ti∼ BS(αi, ηi) para
i = 1, 2, . . . , n. Admitamos que a distribuição de 
ada variável Ti depende de um vetor



33de p variáveis expli
ativas x
⊤
i = (xi1, xi2, . . . , xip), em outras palavras, assumiremosque(i) ηi = exp(x⊤

i β) para i = 1, 2, . . . , n, em que β = (β1, β2, . . . , βp)
⊤ é um vetor deparâmetros des
onhe
idos;(ii) O parâmetro de forma αi independe do vetor de 
ovariáveis x

⊤
i , isto é, αi = αpara i = 1, 2, . . . , n.As suposições a
ima 
ombinadas 
om a Propriedade 2.1 impli
am Ti = exp(x⊤

i β)ζiem que ζi∼ BS(α, 1), para i = 1, 2, . . . , n. Considerando Yi = log(Ti) obtemos
Yi = x

⊤
i β + log(ζi),para i = 1, 2, . . . , n. Ou seja, temos um modelo de regressão log-linear para distribuiçãoBS 
ujo 
omponente aleatório εi é igual a log(ζi).Agora, usando a Proposição 2.2, que rela
iona as distribuições BS e SN, 
on
luí-mos

εi = log(ζi)∼ SN(α, 0, 2) , i = 1, 2, . . . , n.As hipóteses e 
on
lusões obtidas a
ima leva-nos ao seguinte modelo de regressão:
Yi = x

⊤
i β + εi, (2.4)em que Yi 
onsiste no logaritmo neperiano do tempo de sobrevivên
ia ou tempo de 
en-sura asso
iado às unidades experimentais; ε′is são variáveis aleatórias independentes eidenti
amente distribuídas tais que εi∼ SN(α, 0, 2), x

⊤
i = (xi1, xi2, . . . , xip) são valoresobservados de p 
ovariáveis e β= (β1, β2, . . . , βp)

⊤ é o vetor de parâmetros des
on-he
idos a ser estimado, 
om i = 1, 2, . . . , n. Esse modelo é denominado modelo deregressão log-Birnbaum-Saunders (log-BS) e sobre o mesmo interessa-nos estimar ovetor θ = (β⊤, α)⊤.2.3.2 EstimaçãoSejam y1, y2, . . . , yn observações 
asuais e independentes da variável aleatória Yide�nida pela expressão (2.4). Dado que εi ∼ SN(α, 0, 2), para i = 1, 2, . . . , n, pela



34Propriedade 2.5 temos Yi ∼ SN(α,x⊤
i β, 2), para i = 1, 2, . . . , n. Denotamos por D o
onjunto das unidades experimentais para o qual yi representa o logaritmo neperianodo tempo de vida e por C o 
onjunto das unidades em que yi é o logaritmo neperiano dotempo 
ensurado. Neste trabalho, supomos 
ensura não-informativa e independên
iaentre os tempos de vida e de 
ensura.A função de log-verossimilhança total de θ = (β⊤, α)⊤ baseada nas observações

y1, y2, . . . , yn é dada por
ℓ(θ) ∝

∑

i∈D

log(fYi
(yi,θ)) +

∑

i∈C

log(SYi
(yi,θ)).Uma vez que Yi∼ SN(α,x⊤

i β, 2) para i = 1, 2, . . . , n, temos
log(fYi

(yi,θ)) = log

(
2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i β

2

))
− 1

2

[
log(8π) +

[
2

α
senh

(
yi − x

⊤
i β

2

)]2
]e

log(SYi
(yi,θ)) = log (1 − FYi

(yi,θ)) = log

(
1 − Φ

(
2

α
senh

(
yi − x

⊤
i β

2

)))
.Neste ponto, façamos

ξi1 =
2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i β

2

) (2.5)e
ξi2 =

2

α
senh

(
yi − x

⊤
i β

2

)
, (2.6)para i = 1, 2, . . . , n. Conseqüentemente, podemos rees
rever a função de log-verossimilhançatotal de θ na forma

ℓ(θ) ∝
∑

i∈D

{
log(ξi1) −

1

2

[
log(8π) + ξ2

i2

]}
+
∑

i∈C

log (Φ(−ξi2)) . (2.7)A seguir, mostraremos que as derivadas par
iais ∂ℓ(θ)/∂α e ∂ℓ(θ)/∂βj para j =

1, 2, . . . , p são dadas por
∂ℓ(θ)

∂α
=

1

α

[
∑

i∈D

{ξ2
i2 − 1} +

∑

i∈C

ξi2h(ξi2)

] (2.8)e
∂ℓ(θ)

∂βj
=
∑

i∈D

{
xij
α2

senh(yi − x
⊤
i β) − xij

2
tanh

(
yi − x

⊤
i β

2

)}
+
∑

i∈C

{xij
2
ξi1h(ξi2)

}(2.9)



35para j = 1, 2, . . . , p, em que h(ξi2) = φ(ξi2)/Φ(−ξi2), sendo φ(·) e Φ(·) representandoas fdp e fda da distribuição normal padrão, respe
tivamente.De fato, a derivada par
ial de ℓ(θ) em relação ao parâmetro α é dada por
∂ℓ(θ)

∂α
=
∑

i∈D

{
1

ξi1

∂ξi1
∂α

− ξi2
∂ξi2
∂α

}
−
∑

i∈C

{
1

[Φ(−ξi2)]
∂Φ(ξi2)

∂α

∂ξi2
∂α

}
. (2.10)Como

∂ξi1
∂α

=
∂

∂α

[
2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i β

2

)]
= − 1

α
ξi1 (2.11)e

∂ξi2
∂α

=
∂

∂α

[
2

α
senh

(
yi − x

⊤
i β

2

)]
= − 1

α
ξi2, (2.12)substituindo as derivadas par
iais dadas pelas equações (2.11) e (2.12) na equação(2.10), obtemos

∂ℓ(θ)

∂α
=

1

α

[
∑

i∈D

{ξ2
i2 − 1)} +

∑

i∈C

ξi2h(ξi2)

]
. (2.13)Agora, a derivada par
ial de ℓ(θ) em relação a βj para j = 1, 2, . . . , p é dada por

∂ℓ(θ)

∂βj
=
∑

i∈D

{
1

ξi1

∂ξi1
∂βj

− ξi2
∂ξi2
∂βj

}
−
∑

i∈C

{
1

[1 − Φ(ξi2)]
φ(ξi2)

∂ξi2
∂βj

}
. (2.14)Mas,

∂ξi1
∂βj

=
∂

∂βj

[
2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i β

2

)]
= −xij

2
ξi2 (2.15)e

∂ξi2
∂βj

=
∂

∂βj

[
2

α
senh

(
yi − x

⊤
i β

2

)]
= −xij

2
ξi1, (2.16)para j = 1, 2, . . . , p. Substituindo as derivadas par
iais dadas pelas expressões (2.15) e(2.16) na equação (2.14), obtemos

∂ℓ(θ)

∂βj
=
∑

i∈D

{
−xij

2

[
ξi2
ξi1

− ξi1ξi2

]}
+
∑

i∈C

{xij
2
ξi1h(ξi2)

} (2.17)para j = 1, 2, . . . , p. Neste ponto, observamos que
ξi2
ξi1

= tanh

(
yi − x

⊤
i β

2

) (2.18)e
ξi1ξi2 =

2

α2
senh(yi − x

⊤
i β). (2.19)



36Finalmente, ao substituírmos os resultados dados pelas expressões (2.18) e (2.19) naequação (2.17), obtemos
∂ℓ(θ)

∂βj
=
∑

i∈D

{
xij
α2

senh(yi − x
⊤
i β) − xij

2
tanh

(
yi − x

⊤
i β

2

)}
+
∑

i∈C

{xij
2
ξi1h(ξi2)

}
,para j = 1, 2, . . . , p.Os estimadores de máxima verossimilhança dos 
oe�
ientes β ′

js e do parâmetro αno modelo de regressão dado pela expressão (2.4), denotados por β̂j para j = 1, 2, . . . , pe α̂, respe
tivamente, devem satisfazer ao sistema de equações abaixo:
∂ℓ(θ)

∂βj

∣∣∣∣
βj=β̂j , α=α̂

= 0 , j = 1, 2, . . . , p (2.20)e
∂ℓ(θ)

∂α

∣∣∣∣
β=β̂,α=α̂

= 0. (2.21)No 
aso sob estudo, o sistema de equações formado pelas equações (2.20) e (2.21)é não-linear e não possui soluções analíti
as, portanto faz ne
essário o uso de métodosnuméri
os para obtenção de soluções. Neste trabalho, usaremos o método BFGS (vejadetalhes em Press et al, 1992) 
om derivadas par
iais analíti
as; esse método vemsendo utilizados por pesquisadores quando se objetiva a maximização da função delog-verossimilhança.O método de máxima verossimilhança permite a 
onstrução de intervalos de 
on-�ança para os 
oe�
ientes β ′

js e para o parâmetro de forma α asso
iados ao modelodado pela equação (2.4); isso devido a duas propriedades importantes dos estimadoresde máxima verossimilhança. Uma delas nos assegura que, para grandes amostras, oestimador de máxima verossimilhança de θ = (β⊤, α)⊤, denotado por θ̂ = (β̂
⊤
, α̂)⊤,possui distribuição aproximadamente normal (p + 1)−variada. A outra nos garanteque o estimador θ̂ é assintoti
amente não-viesado para θ e, à medida que n 
res
e, suamatriz de variân
ias e 
ovariân
ias Σ

θ̂
pode ser aproximada pela matriz −L̈

−1

θθ, em que
L̈

−1

θθ representa a matriz de informação de Fisher observada.Para o modelo de regressão 
onsiderado neste 
apítulo, a matriz L̈θθ, obtida porLeiva, Barros, Paula & Galea (2007), é dada por
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L̈θθ =



 L̈ββ L̈βα

L̈
αβ L̈αα



 =



 X⊤V X X⊤K

K⊤X tr(G)



 ,em que G = diag{g1(θ), g2(θ), . . . , gn(θ)} 
om
gi(θ) =






1
α2 − 3(ξi2)2

α2 , se i ∈ D

− 2
α2 ξi2h(ξi2) − 1

α2 (ξi2)
2h′(ξi2), se i ∈ C

;

K = (k1(θ), k2(θ), . . . , kn(θ))⊤, 
om
ki(θ) =





− 2
α3 senh(yi − x

⊤
i β), se i ∈ D

− 1
2α
ξi1h(ξi2) − 1

α3 senh(yi − x
⊤
i β)h′(ξi2), se i ∈ Ce

V = diag{ν1(θ), ν2(θ), . . . , νn(θ)} 
om
νi(θ) =






1
4

sech2
(
yi−x

⊤

i β
2

)
− 1

α2 cosh(yi − x
⊤
i β), se i ∈ D

−1
4
ξi2h(ξi2) − 1

4
(ξi2)

2h′(ξi2), se i ∈ C
,sendo h(ξi2) = φ(ξi2)/Φ(−ξi2), ξi1 e ξi2 são dados pelas equações (2.5) e (2.6), respe
-tivamente, e h′ denota a derivada da função h.



Capítulo 3
In�uên
ia lo
al mediante a 
urvaturanormal 
onforme

O método de in�uên
ia lo
al, proposto por Cook (1986), é uma té
ni
a de diag-nósti
o que 
onsiste em avaliar, por meio de uma medida apropriada de in�uên
ia, asensibilidade das estimativas forne
idas por um modelo estatísti
o adotado mediantepequenas perturbações nos dados ou no próprio modelo. Ela baseia-se em 
on
eitos dageometria diferen
ial para estudar o 
omportamento lo
al do grá�
o de uma função de-nominada de afastamento pela verossimilhança, mais pre
isamente, a 
urvatura normal
Cl em um ponto ωo numa dada direção l é obtida. Cook (1986) sugere que examinemosas direções em que a 
urvatura normal é máxima, pois a partir dessas podemos identi-�
ar observações in�uentes sob o esquema de perturbação no qual sujeitamos o modelopostulado.Poon & Poon (1999) 
hamam atenção para o fato de que a 
urvatura normal podeassumir qualquer valor real e não é invariante sob uma mudança uniforme de es
ala,o
asionando perda de objetividade no julgamento da grandeza da 
urvatura. Com oobjetivo de solu
ionar esse problema e, 
onseqüentemente, aperfeiçoar o método dein�uên
ia lo
al, Poon & Poon (1999) propõem que façamos uso da 
urvatura normal
onforme, que está rela
ionada 
om a 
urvatura normal, mas assume valores em um



39intervalo limitado da reta e é invariante sob uma 
lasse de reparametrizações denomi-nadas reparametrizações 
onformes. A 
urvatura normal 
onforme e suas propriedadesnos dão suporte para 
onstruírmos valores de referên
ia que permitem julgarmos agrandeza dessa 
urvatura.3.1 In�uên
ia lo
al, grá�
o de in�uên
ia e 
urvaturanormalSeja ℓ(θ) a função de log-verossimilhaça para um modelo estatísti
o postulado,em que θ ∈ IRq é um vetor q×1 de parâmetros des
onhe
idos. Denotemos por ℓ(θ| ω) afunção de log-verossimilhança para o modelo perturbado em que ω⊤ = (ω1, ω2, . . . , ωn)é um vetor de perturbação em um aberto Ω ⊂ IRn. Assumimos que existe um ωo ∈ Ω,denominado vetor de não-perturbação, tal que ℓ(θ| ωo) = ℓ(θ), para todo θ ∈ IRq, istoé, estamos admitindo que o modelo postulado está en
aixado no modelo perturbado.Prosseguindo, sejam θ̂ e θ̂ω os estimadores de máxima verossimilhança para θ nosmodelos postulado, e perturbado, respe
tivamente. Finalmente, admitimos que ℓ(θ| ω)é de 
lasse C2 (possui derivadas de segunda ordem 
ontínua) em (θ⊤,ω⊤)⊤.Uma 
omparação entre os estimadores θ̂ e θ̂ω quando ω varia em Ω irá nosauxiliar na veri�
ação da �robustez� das estimativas obtidas, no que diz respeito aoesquema de perturbação utilizado. Mais espe
i�
amente, se a distân
ia entre θ̂ e
θ̂ω é pequena quando ω varia em Ω, então há indí
ios de estabilidade no modeloajustado no que se refere ao esquema de perturbação empregado. Cook (1986) sugereque 
omparemos esses estimadores por meio de uma função apropriada, denominadaafastamento de verossimilhança e de�nida por

f(ω) = 2[ℓ(θ̂) − ℓ(θ̂| ω)] ,ω ∈ Ω. (3.1)Dado que θ̂ é o estimador de máxima verossimilhança no modelo postulado, temos
ℓ(θ̂) ≥ ℓ(θ̂| ω), para todo ω ∈ Ω. Conseqüentemente, f(ω) ≥ 0, para todo ω ∈ Ω.Além disso, notamos que ωo é um ponto de mínimo lo
al da função afastamento deverossimilhança.O estudo de infuên
ia lo
al fundamenta-se em analisar o 
omportamento da



40função f em uma vizinhança de ωo. Com esse objetivo, 
onsideramos a superfí
iegeométri
a S ⊂ IRn+1, formada pelo pontos
α(ω) = (ω⊤, f(ω))⊤,quando ω varia em Ω. A superfí
ie S de�nida a
ima é denominada grá�
o de in�uên
ia.Analisar 
omo essa superfí
ie desvia-se de seu plano tangente em ωo é uma das maneirasde estudarmos o 
ompartamento lo
al da função f em ωo. Essa análise pode ser feitapor meio das 
urvaturas das se
ções normais da superfí
ie S em ωo, ou seja, mediantea 
urvatura normal de S em ωo. A 
urvatura normal é dada em termos da primeirae segunda formas fundamentais do grá�
o da função afastamento de verossimilhança
ujas matrizes asso
iadas denotadas por I e Π, respe
tivamente, são simétri
as e dadaspor Iij = δij +

∂f

∂ωi

∂f

∂ωje
Πij =

1

[1 + ‖∇f‖2]
1
2

∂2f

∂ωi∂ωj
,em que

δij =





1 se i = j

0 se i 6= je ‖∇f‖ denota a norma eu
lidiana do vetor gradiente de f .Em notação matri
ial, I = In + ∇f∇⊤
f ,

Π =
1

(1 + ‖∇f‖2)
1
2

Hf , (3.2)em que In representa a matriz identidade de ordem n e Hf denota a matriz hessianade f . Quaisquer que sejam os vetores ν e υ em IRn, de�nimosI(ν,υ) = ν⊤Iυe
Π(ν,υ) = ν⊤

Πυ.Dada uma direção arbitrária em IRn representada por um vetor l não-nulo, 
onsidere-mos a linha reta em Ω que passa por ωo e tem direção determinada pelo vetor l; essa



41reta é dada por ω(a) = ωo + al, em que a ∈ IR, l ∈ IRn e ωo ∈ Ω. A 
urvatura normalde S ao longo de l, em um ponto ωo, é de�nida por
Cl = C(l, l) =

Π(l, l)I(l, l) =
l⊤Hf l

l⊤(In + ∇f∇⊤
f )l(1 + ‖∇f‖2)

1
2

∣∣∣∣∣
ω=ω0

. (3.3)Interessa-nos a 
urvatura normal em pontos 
ríti
os do grá�
o de f . Se ωo é umponto 
ríti
o do grá�
o de f e es
olhermos l tal que l⊤l = 1, então a expressão (3.3)se reduz a
Cl = l⊤Hf l

∣∣
ω=ω0

. (3.4)A partir das equações (3.4) e (3.1), obtemos
Cl = −2(l⊤F̈ l)

∣∣∣
ω=ω0

, (3.5)em que F̈ é uma matriz de ordem n 
ujos elementos são dados por ∂2ℓ(θ̂ω)/∂ωi∂ωj,para i, j = 1, 2, . . . , n.Cook (1986) mostrou que a equação (3.5) pode ser rees
rita na forma
Cl = −2[l⊤∆

⊤L̈
−1

∆l]
∣∣∣
θ=

ˆθ, ω=ω0,
(3.6)em que ∆ é uma matriz 
ujos elementos são dados por

∆ij =
∂2ℓ(θ| ω)

∂θi∂ωj
, (3.7)para i = 1, 2, . . . , q e j = 1, 2, . . . , n, e L̈ é uma matriz de ordem q tal que seus elementossão da forma

L̈ij =
∂2ℓ(θ| ω)

∂θi∂θj

∣∣∣∣
θ=

ˆθ, ω=ω0,

(3.8)para i, j = 1, 2, . . . , q.A matriz −F̈ = −∆
⊤L̈

−1
∆ é semide�nida positiva em ω0, pois a função afas-tamento de verossimilhança atinge seu mínimo nesse ponto. Sejam λmax o maior au-tovalor de −F̈ e emax o autovetor 
orrespondente. O λmax está asso
iado ao máximoda 
urvatura normal, Cmax, e emax indi
a a direção na qual a 
urvatura normal é má-xima. Cook (1986) men
iona que valores grandes de Cmax = λmax é uma indi
ação deproblemas lo
ais.



423.2 A 
urvatura normal 
onformePoon & Poon (1999) de�nem a 
urvatura normal 
onforme ao longo de uma dadadireção l, em um ponto ω0 perten
ente ao grá�
o de α, por
Bl =

Π(l, l)I(l, l)[tr(Π2)]
1
2

∣∣∣∣∣
ω=ω0

. (3.9)Notemos que, ex
eto quando a matriz asso
iada a segunda forma fundamental é amatriz nula, a 
urvatura normal 
onforme está bem de�nida. Consideremos
‖Hf‖ =

√tr(H2
f ).Conseqüentemente, a partir da equação (3.2), obtemos

‖Hf‖ = [1 + ‖∇f‖2]
1
2‖Π‖ = [1 + ‖∇f‖2]

1
2 [tr(Π2)]

1
2 .Daí, pela de�nição de 
urvatura normal 
onforme dada na equação (3.9), teremos

Bl =
l⊤Π l

l⊤I l[tr(Π2)]
1
2

∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
l⊤Hf l

l⊤[In + ∇f∇⊤
f ]l[1 + ‖∇f‖2]

1
2 [tr(Π2)]

1
2

∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
l⊤Hf l

l⊤[In + ∇f∇⊤
f ]l‖Hf‖

∣∣∣∣∣
ω=ω0

.Agora, mostraremos que se ω0 é um ponto 
ríti
o de f e o vetor l é unitário, então
Bl =

l⊤Hf l

‖Hf‖

∣∣∣∣
ω=ω0

.Basta mostrarmos que sob tais hipóteses, l⊤[In + ∇f∇⊤
f ]l
∣∣
ω=ω0

= 1. Com efeito, se
ω0 é um ponto 
ríti
o de f , então ∇f (ω0) = [0, 0, . . . , 0]⊤. Logo,

l⊤[In + ∇f∇⊤
f ]l
∣∣
ω=ω0

= l⊤Inl = ‖l‖2 = 1,impli
ando na relação
Bl =

Cl
‖Hf‖

∣∣∣∣
ω=ω0

. (3.10)



43Dado que Hf = −2F̈ = −2[∆⊤L̈
−1

∆], temos
Bl =

l⊤Hf l

‖Hf‖

∣∣∣∣
ω=ω0

=
l⊤[−2F̈ ]l

‖ − 2F̈ ‖

∣∣∣∣∣
ω=ω0

= − l⊤F̈ l

[tr(F̈ 2
)]

1
2

∣∣∣∣∣
ω=ω0

= − l⊤∆
⊤L̈

−1
∆l

[tr([∆⊤L̈
−1

∆]2)]
1
2

∣∣∣∣∣
θ=

ˆθ,ω=ω0

.Ou seja,
Bl = − l⊤∆

⊤L̈
−1

∆l

[tr([∆⊤L̈
−1

∆]2)]
1
2

∣∣∣∣∣
θ=

ˆθ,ω=ω0

. (3.11)Analisando a equação (3.11) observamos que, em relação ao esforço 
omputa-
ional, o 
ál
ulo de Bl equipara-se ao de Cl. Entretanto, a 
urvatura normal 
onforme
Bl é detentora de propriedades relevantes quando 
omparada 
om a 
urvatura normal
Cl. Essas propriedades serão apresentadas a seguir.3.3 Propriedades da 
urvatura normal 
onformeA 
urvatura normal 
onforme é detentora de propriedades que nos dão suportepara 
onstruir valores de referên
ia que permitem julgarmos, de forma objetiva, amagnitude dessa 
urvatura. Nesta seção mostraremos estas propriedades.De�nição 3.1 Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que M é umamatriz 
onforme se existe um número real positivo τ tal que MM⊤ = τIn.As matrizes ortogonais são exemplos de matrizes 
onformes. Em partir
ular, as ma-trizes identidades.A seguir apresentamos algumas propriedades das matrizes 
onformes.Propriedade 3.1 Se M é uma matriz 
onforme, então M é não-singular.Prova: seja M uma matriz 
onforme, isso equivale a dizermos que existe τ > 0 tal



44que MM⊤ = τIn. Conseqüentemente, [det(M)]2 = τdet(In) = τ > 0, que impli
a emdet(M) 6= 0. Portanto, M é não-singular. �Propriedade 3.2 Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que uma matriz Mn×nseja uma matriz 
onforme é M⊤ = τM−1 para algum número real positivo τ .Prova: primeiramente, supomos que M é uma matriz 
onforme, ou seja, existe τ > 0tal que MM⊤ = τIn. Pela Propriedade 3.1 temos que M é não-singular, isto é, existe
M−1 tal que MM−1 = M−1M = In. Logo,

M⊤ = InM
⊤ = M−1MM⊤ = M−1τIn = τM−1.Por outro lado, admitimos que M⊤ = τM−1 
om τ > 0. Conseqüentemente,
MM⊤ = MτM−1 = τIn,levando-nos a 
on
luir que M é uma matriz 
onforme. �Propriedade 3.3 A inversa de uma matriz 
onforme é uma matriz 
onforme.Prova: seja M uma matriz 
onforme. Pelas Propriedades 3.1 e 3.2, temos que M éinversível e M⊤ = τM−1 
om τ > 0. Com isso,

M−1(M−1)⊤ =
1

τ
M⊤(M−1)⊤ =

1

τ
M⊤(M⊤)−1 =

1

τ
In,sendo 1

τ
> 0; assegurando-nos que M−1 é 
onforme. �Propriedade 3.4 Se An×n e Bn×n são matrizes 
onformes, então AB é uma matriz
onforme.Prova: Por hipótese, temos que M 1 e M 2 são matrizes 
onformes, isso signi�
a queexistem τ, δ > 0 tais que M 1M

⊤
1 = τIn e M 2M

⊤
2 = δIn. Logo,

[M 1M 2][M 1M 2]
⊤ = M 1M 2M

⊤
2 M⊤

1 = M 1δInM
⊤
1 = δM 1M

⊤
1 = τδIn.Portanto, M 1M 2 é 
onforme. �De�nição 3.2 Uma apli
ação suave ϕ : Ω → Θ é dita reparametrização 
onforme em

ωo ∈ Ω se a matriz ja
obiana de ϕ em ωo é uma matriz 
onforme.



45Um exemplo de reparametrização 
onforme é ϕ(ω) = Mω + c, sendo M uma matriz
onforme.Reportando-se a Cook (1986), Poon & Poon (1999) 
onsideram reparametriza-ções 
omo sendo modi�
ações no esquema de perturbação utilizado.Teorema 3.3 Se ϕ : Ω → Θ é uma reparametrização 
onforme em um ponto 
ríti
o
ωo ∈ Ω do grá�
o de f , então a 
urvatura normal 
onforme em ωo, em qualquer direção
l, é invariante sob tal reparametrização.Prova: sejam ϕ(ω) uma reparametrização de Ω em Θ e ψ(x) sua função inversa.Primeiramente, mostremos que se ω0 é um ponto 
ríti
o de f , então ϕ(ω0) é um ponto
ríti
o de g(x) = f ◦ψ(x). De fato, a diferen
ial de g em ϕ(ω0), denotada por dg|ϕ(ω0),é tal que

dg|ϕ(ω0) = d(f ◦ ψ)|ϕ(ω0) = df |ψ(ϕ(ω0)) dψ|ϕ(ω0) = df |ω0
dψ|ϕ(ω0).Ora, por hipótese ω0 é um ponto 
ríti
o de f , ou seja, df |ω0

= 0. Conseqüentemente,
dg|ϕ(ω0) = 0, assegurando-nos que ϕ(ω0) é um ponto 
ríti
o de g = f ◦ ψ.Agora, obtenhamos a matriz hessiana de g = f ◦ ψ em termos da hessiana de f

Hg =
∂2f ◦ ψ(x)

∂ωi∂ωj
=
∂2f(ψ(x))

∂ωi∂ωj

∂ψ(x)

∂ωi

∂ψ(x)

∂ωj
+
∂f(ψ(x))

∂ωj

∂2ψ(x)

∂ωi∂ωj
.Logo, em x = ϕ(ω0) temos

Hg =
∂2f(ω0)

∂ωi∂ωj

∂ψ(ϕ(ω0))

∂ωi

∂ψ(ϕ(ω0))

∂ωj
+
∂f(ω0)

∂ωj

∂2ψ(ϕ(ω0))

∂ωi∂ωj
.Uma vez que ω0 é um ponto 
ríti
o de f , isto é, ∂f(ω0)

∂ωj
= 0 para j = 1, 2, . . . , n,obtemos

Hg =
∂ψ(ϕ(ω0))

∂ωj

∂2f(ω0)

∂ωi∂ωj

∂ψ(ϕ(ω0))

∂ωi
= Ψ

⊤HfΨ, (3.12)em que Ψ representa a matriz ja
obiana de ψ em ϕ(ω0).Prosseguindo, a hipótese de que ϕ é 
onforme em ω0 signi�
a dizer que a matrizja
obiana de ϕ, denotada por Υ, é 
onforme em ω0, ou seja, τΥ⊤ = Υ
−1 para algumnúmero real positivo τ . Conseqüentemente, tal hipótese 
ombinada 
om o fato de que

Ψ = Υ
−1 impli
am

Ψ
⊤
Ψ = [Υ−1]⊤Υ

−1 = [τΥ⊤]⊤Υ
−1 = τΥΥ

−1 = τIn. (3.13)



46Ou seja, a matriz ja
obiana de ψ em ϕ(ω0) é uma matriz 
onforme. Em outras palavras,
ψ é uma apli
ação 
onforme em ϕ(ω0). A partir das equações (3.12) e (3.13), obtemos

‖Hg‖ = [tr(Ψ⊤HfΨ)2]
1
2 = [tr(Ψ⊤

ΨHfHfΨ
⊤
Ψ)]

1
2 = [tr(τInH2

f τIn)]
1
2 = τ‖Hf‖.A reparametrização 
onsiderada leva a direção l em ω0 para Υ(l) em ϕ(ω0). Em

ω = ω0 temos Υ = 1
τ
Ψ

⊤, daí pela de�nição da 
urvatura normal dada na equação(3.3), temos
ĈΥ(l) =

[Υl]⊤HgΥl

[Υl]⊤Υl
=

[ 1
τ
Ψ

⊤l]⊤Ψ
⊤HfΨ

1
τ
Ψ

⊤l

[ 1
τ
Ψ

⊤l]⊤ 1
τ
Ψ

⊤l
=

l⊤Ψ
1
τ
Ψ

⊤HfΨΨ
⊤ 1
τ
l

l⊤Ψ
1
τ

1
τ
Ψ

⊤l

=
l⊤ 1

τ
τInHfτIn

1
τ
l

l⊤ 1
τ
τIn

1
τ

l
= τ

[
l⊤Hf l

l⊤l

]
= τCl.Pela relação (3.10), 
on
luímos

B̂Υ(l) =
ĈΥl
‖Hg‖

=
τCl
τHf

= Bl,
onforme havíamos enun
iado no teorema. �No modelo de regressão normal linear, quando ω⊤ = (ω1, ω2, . . . , ωn) é o ve-tor de perturbação na ponderação de 
asos para uma amostra aleatória de tamanho
N = n, a 
urvatura normal 
onforme é invariante 
om respeito à reparametriza-ção ϕ(ω) = (1 + ω1/2, 1 + ω2/2, . . . , 1 + ωn/2), estudada por Loynes (1986), pois talreparametrização é 
onforme em ω0 = (1, 1, . . . , 1)⊤.Teorema 3.4 A 
urvatura normal 
onforme Bl é tal que |Bl| ≤ 1, para qualquerdireção l.Prova: seja B={ei ; 1 ≤ i ≤ n} uma base ortonormal formada por autovetores de Π,
ujos autovalores 
orrespondentes são λ1, λ2, . . . , λn. Conseqüetemente,(i) ei é ortogonal a ej , para i 6= j e 1 ≤ i, j ≤ n. Ou seja, <ei; ej> = 0 para i 6= j
om i, j = 1, 2, . . . , n.(ii) ‖ei‖ = 1, para i = 1, 2, . . . , n.(iii) Π = diag{λ1, λ2, . . . , λn} é a matriz de representação, na base B, da segundaforma fundamental.



47Para qualquer direção l ∈ IRn, 
om l =
∑n

i=1 aiei = (a1, a2, . . . , an) e ai ∈ IR, paratodo i = 1, 2, . . . , n, temos I(l; l) = <l; l> =
n∑

i=1

a2
i ;

Π(l; l) = l⊤Π l =
n∑

i=1

λia
2
ie tr(Π2) =

n∑

i=1

λ2
i .Logo,

|Bl| =

∣∣∣∣∣
Π(l; l)I(l; l){tr(Π2)} 1

2

∣∣∣∣∣ =
|∑n

i=1 λia
2
i |

|∑n

i=1 a
2
i | |
∑n

i=1 λ
2
i |

1
2

=
|∑n

i=1 λia
2
i |∑n

i=1 a
2
i [
∑n

i=1 λ
2
i ]

1
2

. (3.14)Neste ponto, observemos que
n∑

i=1

λia
2
i = <(λ1, λ2, . . . , λn); (a

2
1, a

2
2, . . . , a

2
n)>.Pela desigualdade de Cau
hy-S
hwarz, temos

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

λia
2
i

∣∣∣∣∣ ≤ ‖(λ1, λ2, . . . , λn)‖ · ‖a2
1, a

2
2, . . . , a

2
n)‖ =

[
n∑

i=1

λ2
i

] 1
2
[

n∑

i=1

a4
i

] 1
2

.Voltanto a expressão (3.14), temos
|Bl| ≤

[
∑n

i=1 λ
2
i ]

1
2 [
∑n

i=1 a
4
i ]

1
2

∑n

i=1 a
2
i [
∑n

i=1 λ
2
i ]

1
2

=
[
∑n

i=1 a
4
i ]

1
2

∑n

i=1 a
2
i

.Uma vez que ∑n

i=1 a
4
i ≤ [

∑n

i=1 a
2
i ]

2, 
on
luímos
|Bl| ≤

[
∑n

i=1 a
4
i ]

1
2

∑n

i=1 a
2
i

≤

[
[
∑n

i=1 a
2
i ]

2
] 1

2

∑n

i=1 a
2
i

= 1.

�O Teorema 3.4 nos assegura que a 
urvatura normal 
onforme assume valores emum intervalo limitado da reta real. Isso fa
ilita a interpretação de sua magnitude.Teorema 3.5 Se B={ei; 1 ≤ i ≤ n} é uma 
oleção de autovetores ortonormais de Π,então a 
urvatura normal 
onforme Bei
na direção do vetor ei é igual ao autovalor



48normalizado, λ̂i, asso
iado ao autovetor ei. Além disso, ∑n

i=1B
2
ei

= 1.Prova: se B={ei; 1 ≤ i ≤ n} é uma 
oleção de autovetores ortonormais de Π, entãopara todo ei ∈ B e i = 1, 2, . . . , n, temosI(ei; ei) = e
⊤
i ei = ‖ei‖2 = 1e

Π(ei; ei) = e
⊤
i Π ei = e

⊤
i λiei = λie

⊤
i ei = λi.Conseqüetemente,

Bei
=

Π(ei, ei)I(ei; ei) [tr(Π2)
] 1

2

=
λi

[
∑n

i=1 λ
2
i ]

1
2

= λ̂i.Além disso,
n∑

i=1

B2
ei

=
n∑

i=1

λ2
i∑n

k=1 λ
2
k

=
1∑n

k=1 λ
2
k

n∑

i=1

λ2
i = 1.

�Uma vez que∑n

i=1B
2
ei

= 1, se as 
urvaturas são iguais para todos os autovetores
ei e i = 1, . . . , n, então 
ada uma delas é igual a 1/

√
n. De fato, se Bei

= B para todo
i = 1, 2, . . . , n, então

n∑

i=1

B2
ei

=
n∑

i=1

B2 = nB2.Ora, pelo Teorema 3.5
n∑

i=1

B2
ei

= 1.Portanto,
B =

1√
n.O número real 1/

√
n pode ser usado na 
onstrução de um valor de referên
ia paraque possamos julgar a magnitude da 
urvatura e, 
onseqüetemente, avaliar a in�uên
ialo
al de forma objetiva.3.4 In�uên
ia lo
al por meio da 
urvatura normal
onformeNotemos que a 
urvatura normal 
onforme e a 
urvatura normal diferem ape-nas por um fator positivo. Logo o autovetor emax que maximiza uma delas também



49maximizará a outra. Entretanto, a propriedade de invariân
ia sob reparametrizações
onformes e o fato de ser limitada fa
ilitam a interpretação da 
urvatura normal 
on-forme. A dis
ussão na Seção 3.3 sugere que um valor de referên
ia para julgar o efeitode Bei
e Bl em vários níveis pode ser determinado. Com essa �nalidade, Poon & Poon(1999) de�nem:De�nição 3.6 Um autovetor e é dito q-in�uente se |Be| ≥ q/

√
n.3.4.1 In�uên
ia de um úni
o autovetorSeja {Ei ; 1 ≤ i ≤ n} a base 
an�ni
a do IRn. Chamaremos Ei o i-ésimo vetor bási
o deperturbação. A �m de analizar a 
ontribuição de vetores bási
os de perturbação a in-�uên
ia de um úni
o vetor e q-in�uente, en
ontramos os vetores bási
os de perturbaçãoque estão próximos de e, no sentido de que a distân
ia entre 
ada um deles e o vetor e épequena. Seja C={e1, e2, . . . , en} uma 
oleção de autovetores ortonormais 
ujos auto-valores normalizados 
orrespondentes são λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄n. Segue que se ei =

∑n

j=1 aijEj,para i = 1, 2, . . . , n, então ∑n

j=1 a
2
ij = 1. De fato, para todo i = 1, 2, . . . , n, temos

n∑

j=1

a2
ij = <ei, ei> = ‖ei‖2 = 1,sendo <· , ·> o produto interno usual em IRn e ‖ · ‖ a norma eu
lidiana. De formaque para 
ada i �xado , i = 1, 2, . . . , n, se a 
ontribuição aij é a mesma para todos os

E
′
js, então |aij| = 1/

√
n. Com efeito, dado que a 
ontribuição aij é a mesma para todo

j = 1, 2, . . . , n, temos para 
ada i �xado
n∑

j=1

a2
ij = na2

ij,para qualquer que seja j = 1, 2, . . . , n. Como ∑n

j=1 a
2
ij = 1, então na2

ij = 1, ou seja,
|aij| = 1/

√
n. Como foi sugerido na seção anterior, esse número pode ser usado na
onstrução de um valor de referên
ia. Essa metodologia pode ser apli
ada para estudaro emax ou a in�uên
ia individual de qualquer autovetor.



503.4.2 Contribuição agregada de vetores bási
os de perturbaçãoA idéia apresentada na Seção 3.4.1, pode ser estendida para analisar a in�uên
ia devetores de perturbação bási
os para todos os autovetores q-in�uentes. Com esse obje-tivo, de�namos µ(i) = |λ̄i| para i = 1, 2, · · · , n. Em seguida, ordenemos esses valoresda seguinte forma:
µmax = µ(1) ≥ µ(2) ≥ · · · ≥ µ(k) ≥

q√
n
> µ(k+1) ≥ · · · ≥ µ(n) ≥ 0.Por �m, usemos aij para denotar a j-ésima 
omponente do autovetor normalizadoasso
iado a µ(i) = |λ̄i|. Esses elementos levaram Poon & Poon (1999) a formular aseguinte de�nição.De�nição 3.7 A 
ontribuição agregada do j-ésimo vetor bási
o de perturbação Ej paratodos os autovetores q-in�uentes, denotada por m(q)j, é o número real dado por

m(q)j =

[
k∑

i=1

µ(i)a
2
ij

] 1
2

.Neste ponto, observemos que se a 
ontribuição de todos os vetores de perturbação éa mesma. Então 
ada uma delas, denotadas uniformente por m(q), é dada por
m(q) =

[
1

n

k∑

i=1

µ(i)

] 1
2

.De fato, primeiramente vejamos que
n∑

j=1

m(q)2
j =

n∑

j=1

{
k∑

i=1

µ(i)a
2
ij

}
=

k∑

i=1

µ(i)

{
n∑

j=1

a2
ij

}
=

[
k∑

i=1

µ(i)

]
1 =

k∑

i=1

µ(i). (3.15)Por outro lado, se a 
ontribuição m(q)j = m(q), para todo j = 1, 2, . . . , n , temos
n∑

j=1

m(q)2
j = n[m(q)]2. (3.16)A partir das equações (3.15) e (3.16), 
on
luímos

m(q) =

[
1

n

k∑

i=1

µ(i)

] 1
2

. (3.17)Devemos tomar m(q) 
omo referên
ia quando tivermos por objetivo determinara signi�
ân
ia da 
ontribuição de 
ada um dos vetores bási
os de perturbação sobre osautovetores q-in�uentes.



51Existem dois 
asos extremos que devem ser levados em 
onsideração ao fazermosuso desse método. O primeiro é permitir q su�
ientemente grande de tal forma que
onsideremos a 
ontribuição de 
ada um dos vetores bási
os de perturbação para o
emax apenas. Sendo assim,

m(q)j = [µ(1)a
2
1j]

1
2 = [µmaxa

2
1j]

1
2 = [µmax]

1
2 |a1j|.Neste 
aso, tal método equivale a 
omparar aij 
om 1/

√
n 
omo sugerido na Seção3.4.1. O outro extremo é permitir q = 0, dessa forma todos autovetores são in
luídosem nossa análise. Levando-nos a 
ontribuição total, denotada por mj e de�nida por

mj = m(0)j =

[
n∑

i=1

µ(i)a
2
ij

] 1
2

. (3.18)Assim, se a 
ontribuição de todos os vetores bási
os de perturbação é a mesma, então
ada uma delas, denotadas uniformemente por m, é tal que
m =

[
1

n

n∑

i=1

µ(i)

] 1
2

=

[
1

n

n∑

i=1

|λ̄i|
] 1

2

=

[
1

n

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
λi√∑n

k=1 λ
2
k

∣∣∣∣∣

] 1
2

=

[ ∑n

i=1 |λi|
n
√∑n

i=1 λ
2
i

] 1
2

.(3.19)A 
ontribuição total mj e a 
urvatura normal 
onforme BEj
estão fortemente rela-
ionadas. A seguir expli
itaremos essa relação. Sejam Ej =

∑n

i=1 aijei e B a matrizasso
iada a forma bilinear Bl. Dado que Bv = v
⊤Bv e Bei = λ̂iei, temos

BEj
= E

⊤
j BEj =

[
n∑

i=1

aijei

]⊤
B

(
n∑

k=1

akjei

)

=
n∑

i=1

aije
⊤
i

n∑

k=1

B(akjek)

=
n∑

i=1

aije
⊤
i

n∑

k=1

akjBek

=
n∑

i=1

aije
⊤
i

n∑

k=1

akjλ̂kek

=
n∑

i=1

aij

n∑

k=1

akjλ̂ke
⊤
i ek.Neste ponto, usemos o fato de que C ={ei; 1 ≤ i ≤ n} é uma 
oleção de vetores



52ortonormais. Logo,
BEj

=
n∑

i=1

λ̄ia
2
ij.Além disso, se todos os autovalores são não-negativos, então BEj

é igual ao quadradoda 
ontribuição total do j-ésimo vetor bási
o de perturbação. De fato, se λ̄i ≥ 0 paratodo i = 1, 2, . . . , n, então
n∑

i=1

µ(i)a
2
ij =

n∑

i=1

λ̄ia
2
ij ≥ 0.Conseqüentemente,

m2
j =




[

n∑

i=1

µ(i)a
2
ij

] 1
2




2

=




[

n∑

i=1

λ̄ia
2
ij

] 1
2




2

= BEj
.As idéias expostas a
ima podem ser resumidas no seguinte teorema.Teorema 3.8 Se todos os autovalores da matriz hessiana Hf são não-negativos, então

m2
j = BEj

, para todo j = 1, 2, . . . , n.Corolário 3.9 Se a 
ontribução mj é a mesma para todo vetor bási
o de perturbação
Ej, então

BEj
= m2 =

tr(Π)

n
[
tr(Π2)

] 1
2

,para todo j = 1, 2, . . . , n.Prova: pelo Teorema 3.8,
BEj

= m2
j ,para todo j = 1, 2, . . . , n. Sob a hipótese de que a 
ontribuição de todos os vetoresbási
os de perturbação é mesma, temos

BEj
= m2

j = m2 =




[ ∑n

i=1 λi

n
√∑n

i=1 λ
2
i

] 1
2




2

=

∑2
i=1 λi

n [
∑n

i=1 λ
2
i ]

1
2

=
tr(Π)

n
[tr(Π2)

] 1
2

�



Capítulo 4
In�uên
ia lo
al no modelo deregressão log-Birnbaum-Saunders

Neste 
apítulo, apli
aremos a té
ni
a de in�uên
ia lo
al mediante a 
urvaturanormal 
onforme proposta por Poon & Poon (1999) no modelo de regressão log-BS.Apresentaremos as matrizes apropriadas para obter a in�uên
ia lo
al nos parâmetrosestimados do modelo sob os esquemas de perturbação: ponderação de 
asos, pertur-bação da variável resposta e perturbação da variável expli
ativa, obtidos por Leiva,Barros, Paula & Galea (2007). A título de ilustração, analisaremos o 
onjunto de da-dos 
onsiderados em Krall et al. (1975) e apresentados por Lawless (1982, pp.336-337).Esses dados foram analisados por Jin et al. (2003) e Ghosh & Ghosal (2006), queusaram um modelo semiparamétri
o de tempo de falha a
elerado. Mais re
entemente,Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) realizaram uma análise de diagnósti
o desses da-dos baseada em resíduos e na metodologia de in�uên
ia lo
al por meio da 
urvaturanormal proposta por Cook (1986).



544.1 Esquemas de perturbaçõesSejam ω⊤ = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Ω ⊂ IRn um vetor de perturbação e ℓ(θ|ω) afunção de log-verossimilhança perturbada 
orrespondente ao modelo adotado e a formade perturbação imposta. Conforme Es
obar & Meeker (1992), admitiremos que(i) Existe ωo ∈ Ω, denominado vetor de não-perturbação, tal que ℓ(θ|ωo) = ℓ(θ)para todo θ ∈ Θ;(ii) ℓ(θ|ω) é duas vezes diferen
iável em (θ⊤,ω⊤)⊤;(iii) Para 
ada ω ∈ Ω �xado, ℓ(θ) possui um úni
o máximo em θ̂ω;(iv) θ̂ω perten
e ao interior de Θ.4.1.1 Ponderação de 
asosNeste esquema de perturbação, a função de log-verossimilhança perturbada tem a forma
ℓ(θ|ω) ∝

∑

i∈D

ωi log(f(yi,ω)) +
∑

i∈C

ωi log(S(yi,ω)),em que ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)
⊤ ∈ Ω ⊂ IRn 
om 0 ≤ ωi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n ,

ω0 = (1, 1, . . . , 1)⊤ é o vetor de não-perturbação e os 
onjuntos D e C foram de�nidosna equação (1.8).Em parti
ular, para o modelo de regressão log-Birnbaum-Saunders de�nido naequação(2.4), temos
ℓ(θ|ω) ∝

∑

i∈D

ωi

[
log(ξi1) −

1

2
[log(8π) + ξ2

i2]

]
+
∑

i∈C

ωi log(Φ(−ξi2)),em que ξi1 = 2
α

cosh
(
yi−x

⊤

i
β

2

) e ξi2 = 2
α

senh
(
yi−x

⊤

i
β

2

).No que se refere à matriz
∆ = (∆ij)(p+1)×n =

(
∂2l(θ|ω)

∂θi∂ωj

)em que i = 1, 2, . . . , p + 1 e j = 1, 2, . . . , n, Leiva, Barros, Paula & Galea (2007),
onsiderando o modelo de regressão sob estudo e o esquema de ponderação de 
asos,mostraram que tal matriz ∆ é dada por
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∆ =



 ∆β

∆α



 ,em que ∆β = X⊤diag{b̂1, b̂2, . . . , b̂n} 
om
b̂i =






1
2

[
ξ̂i1ξ̂i2 − ξ̂i2

ξ̂i1

]
, se i ∈ D

ξ̂i1
2
h(ξ̂i2), se i ∈ C

(4.1)e ∆α = (â1, â2, . . . , ân) 
om
âi =





− 1
α̂

+ [ξ̂i2]2

α̂
, se i ∈ D

ξ̂i2
2
h(ξ̂i2), se i ∈ C, (4.2)sendo ξ̂i1 e ξ̂i2 as estimativas de máxima verossimilhança de ξi1 e ξi2, respe
tivamente,e h(·) dada por h(ξ̂i2) = φ(ξ̂i2)/Φ(−ξ̂i2).Sob a hipótese de que apenas os 
asos não-
ensurados sejam perturbados, asequações (4.1) e (4.2) reduzem-se, respe
tivamente, a

b̂i =






1
2

[
ξ̂i1ξ̂i2 − ξ̂i2

ξ̂i1

]
, se i ∈ D

0, se i ∈ Ce
âi =





− 1
α̂

+ [ξ̂i2]2

α̂
, se i ∈ D

0, se i ∈ CPor outro lado, se apenas os 
asos 
ensurados sejam perturbados, temos
b̂i =





0, se i ∈ D

ξ̂i1
2
h(ξ̂i2), se i ∈ Ce

âi =





0, se i ∈ D

ξ̂i2
2
h(ξ̂i2), se i ∈ C.4.1.2 Perturbação na variável respostaNeste 
aso, sujeitamos a resposta yi a uma perturbação da forma yiω = yi + ωisy, emque ωi ∈ IR para todo i = 1, 2, . . . , n, sy é um fator de es
ala. Considerando o modelo



56de regressão sob estudo e o tipo de perturbação des
rito anteriormente, a função delog-verossimilhança perturbada é dada por
ℓ(θ| ω) ∝

∑

i∈D

{
log(ξi1ω1) −

1

2
[log(8π) + ξ2

i2ω1
]

}
+
∑

i∈C

log(Φ(−ξi2ω1))em que
ξi1ω1 =

2

α
cosh

(
yiω − x

⊤
i
β

2

)e
ξi2ω1 =

2

α
senh

(
yiω − x

⊤
i
β

2

)Para esse esquema de perturbação, a matriz
∆ =



 ∆β

∆α



 ,é tal que
∆β = X⊤diag{d̂1, d̂2, . . . , d̂n}
om

d̂i =






sy

[
1
α̂2 cosh

(
yi − x

⊤
i
β̂
)
− 1

4

[
sech

(
yi−x

⊤

i

ˆβ
2

)]2
]
, se i ∈ D

sy

4

[
ξ̂i2h(ξ̂i2) + (ξ̂i2)

2h′(ξ̂i2)
]
, se i ∈ Ce ∆ = (ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn) e 
om

ĉi =






sy

α̂
ξ̂i1ξ̂i2, se i ∈ D

sy

2α̂

[
ξ̂i2h(ξ̂i2) + ξ̂i1ξ̂12h

′(ξ̂12)
]
, se i ∈ C,em que h(·) e h′(·) são dados em (2.3.2), e ξ̂i1 e ξ̂i2 são ξi2 e ξi2, avaliados em θ̂ =

(β̂
⊤
, α̂)⊤.4.1.3 Perturbação em uma variável expli
ativaNesse esquema, impomos uma perturbação aditiva em uma das variáveis expli
ativasque seja 
ontínua. Formalmente, sujeitamos a variável expli
ativa xt em que t ∈

{1, 2, . . . , p} a perturbação
xitω = xit + ωisx,



57em que ωi ∈ IR, sx é um fator de es
ala.Aqui, a função de log-verossimilhança perturbada assume a forma
ℓ(θ| ω) ∝

∑

i∈D

{
log(ξi1ω2) −

1

2
[log(8π) + ξ2

i2ω2
]

}
+
∑

i∈C

log(Φ(−ξi2ω2)),em que
ξi1ω2 =

2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i
β − βtωisx
2

)e
ξi2ω2 =

2

α
senh

(
yi − x

⊤
i
β − βtωisx
2

)
.Para esse esquema de perturbação, a matriz

∆ =



 ∆β

∆α



 ,obtida por Leiva, Barros, Paula & Galea (2007), é tal que ∆β é uma matriz p × n
ujos elementos ∆βij
quando j 6= t são dados por

∆βij
=





sxβ̂txij

[
1
4
sech2

(
yi−x

⊤

i
β̂j

2

)
− 1

α̂2 cosh(yi − x
⊤
i
β̂)
]
, se i ∈ D;

− sxβ̂txij

4

[
ξ̂i2h(ξ̂i2) + (ξ̂i1)

2h′(ξ̂i2)
]
, se i ∈ C.E quando j = t,

∆βit
=






sxβ̂txit

[
1
4
sech2

(
yi−x

⊤

i

ˆβ
2

)
− 1

α̂2 cosh(yi − x
⊤
i
β̂)

]
+

+sx

[
1
α̂2 senh(yi − x

⊤
i
β̂) − 1

2
tanh

(
yi−x

⊤

i

ˆβ
2

)]
, se i ∈ D;

− sxβ̂txij

4

[
ξ̂i2h(ξ̂i2) + (ξ̂i1)

2h′(ξ̂i2)
]

+ sx

2
ξ̂i1h(ξ̂i2), se i ∈ C.e ∆α = (κ̂1, · · · , κ̂n) 
om

κ̂i =





− 2
α̂3 sxβ̂tsenh(yi − x

⊤
i
β̂), se i ∈ D;

− sxβ̂t

2α̂2

[
ξ̂i2h(ξ̂i2) + 2

α̂2 senh(yi − x
⊤
i
β̂)h′(ξ̂12)

]
, se i ∈ C.Para mais detalhes veja Leiva, Barros, Paula & Galea (2007).



584.2 Apli
açãoEsta seção tem 
omo objetivo ilustrar a metodologia apresentada no Capítulo 3nos modelos de regressão log-BS. Consideraremos um 
onjunto de dados referente a umestudo 
líni
o que tem 
omo objetivo modelar o tempo de sobrevivên
ia (T ), em meses,de 65 pa
ientes 
om mieloma múltiplo. Para nosso estudo 
onsideramos as seguintesvariáveis:
• logaritmo da medida de uréia nitrogenada no sangue no diagnósti
o (x1);
• medida de hemoglobina no diagnósti
o (x2);
• idade no diagnósti
o (x3);
• sexo (x4)(0: mas
ulino e 1: feminino) e
• medida de 
ál
io séri
o no diagnósti
o (x5)Os dados apresentam os tempos de sobrevivên
ia (em meses) para 65 pa
ientes queforam tratados 
om agentes alkylating, dos quais 48 morreram durante o estudo eapenas 17 sobreviveram. Os dados estão apresentados em Lawless (1982, p. 332-333).Estes já foram analisados por Jin, Lin, Wei & Ying (2003) e Ghosh & Ghosal (2006) queusaram ummodelo semiparamétri
o de tempo de falha a
elerado. Re
entemente, Leiva,Barros, Paula & Galea (2007) ajustaram estes dados a um modelo de regressão log-BS, usando o argumento de que em muitos problemas médi
os (por exemplo, doenças
ardía
as ou diferentes tipos de 
ân
er), um tipo de dano a
umulado provo
ado porvários fatores de ris
o é dete
tado. Então, essa degradação leva a um pro
esso defadiga, 
uja propagação do tempo de sobrevivên
ia pode ser adequadamente modeladapela distribuição BS. Eles �zeram uma análise de diagnósti
o baseada em dois tipos deresíduos, a saber: resíduo tipo-Martingale e resíduo 
omponente do desvio. Bem 
omo,utilizaram a té
ni
a de in�uên
ia lo
al, baseada na 
urvatura normal, para analisarpossíveis pontos in�uentes e sele
ionar o modelo adequado para estes dados. Nossoobjetivo aqui é analisar novamente este 
onjunto de dados, 
onsiderando o modelo log-BS, mas utilizando a té
ni
a de in�uên
ia lo
al baseada na 
urvatura normal 
onforme,



59uma vez que, agora, temos um valor de referên
ia para poder julgar de forma maisobjetiva se um ponto é in�uente ou não.Na análise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) foram 
onstruídos grá�-
os normais de probabilidade que indi
aram que não existem indí
ios de afastamento dasuposição de que o modelo de regressão log-BS seja adequado para os dados, uma vezque, em geral, os resíduos permane
em dentro das bandas de 
on�ança dos envelopessimulados.Assim, 
onsiderando o modelo de regressão
yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β4xi4 + β5xi5 + εi, i = 1, 2, . . . , 65em que os erros εi ∼ SN(α, 0, 2) e a resposta yi é o logaritmo natural do tempo desobrevivên
ia, temos que as estimativas de máxima verossimilhança dos 
oe�
ientes

βis e do parâmetro de forma α, assim 
omo os respe
tivos níveis des
ritivos são dadosna Tabela 4.1.Tabela 4.1: Estimativas dos parâmetros e os respe
tivos níveis des
ritivos.
β̂0 β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 β̂5 α̂Estimativa 4,500 -1,596 0,142 0,010 0,209 -0,141 1,082Nível des
ritivo 0,000 0,000 0,004 0,455 0,461 0,042

Notemos que os 
oe�
ientes β3 e β4 não são signi�
ativos a um nível de signi�
ân-
ia de 10%.Com o objetivo de veri�
ar a existên
ia de possíveis pontos in�uentes nos dados,apli
amos a té
ni
a de in�uên
ia lo
al baseada na 
urvatura normal 
onforme, sob oesquema de perturbação ponderação de 
asos, tanto para as observações 
ensuradasquanto para as não-
ensuradas. Consideramos os valores para q = 1, 2, 3 e 4 a �mde determinar quais são os autovetores (direções) asso
iadas às máximas variaçõesda função deslo
amento pela verossimilhança. Na Figura 4.1(a) podemos observar ográ�
o do módulo dos autovalores normalizados e os valores de q. Temos que n = 65,e que para q = 4 temos apenas um autovalor a
ima do valor de referên
ia q/√n, para
q = 3 temos apenas dois autovalores a
ima do valor de referên
ia, para q = 2 temos



605 autovalores e para q = 1 temos 7 autovalores, isto é, temos um úni
o autovetor 4-in�uente, dois autovetores 3-in�uentes, 
in
o autovetores 2-in�uentes e sete autovetores1-in�uente. Os autovalores normalizados asso
iados a estes autovetores são 0,6020,0,4764, 0,3548, 0,3230, 0,2887, 0,2376 e 0,2147. Desta forma, a máxima 
urvaturanormal 
onforme Blmax
é 0,6020, ou seja lmax sintetiza as maiores variações da funçãoafastamento de verossimilhança quando o modelo está sendo perturbado.No grá�
o da Figura 4.1 (b) estão apresentados os valores da 
ontribuição agre-gada de todos os autovetores (q = 0). Como podemos notar, as observações 1, 2, 3, 4,5, 12, 40, 44, 48 e 62 estão a
ima do valor de referên
ia 2b sugerido por Poon & Poon(1999) e são 
onsideradas poten
ialmente in�uentes. Já as observações 9 e 17 apare
em
omo sendo marginalmente in�uentes. Na Figura 4.2, temos as 
ontribuições agregadasdos autovetores asso
iados aos maiores autovalores, 
orrespondentes a q = 4 e q = 3.Neste 
aso, para q = 4 as observações 3, 4 e 40 são dete
tadas 
omo poten
ialmentein�uentes, pois estão a
ima do valor de referên
ia m̄(q)

√
2 e a observação 44 é 
on-siderada marginalmente in�uente por estar muito próxima deste valor. Enquanto quepara q = 3 as observações in�uentes são 3, 4, 5, 40 e 44, e in
rementamos a observação48 
omo sendo marginalmente in�uente (ver Figura 4.2 (b)). A observação 40 é a quemais se desta
a em todos os grá�
os e se refere a um pa
iente do sexo mas
ulino, 
om74 anos de idade e que sobreviveu 51 meses ao tratamento. As taxas de uréia nitroge-nada do sangue e 
ál
io séri
o são maiores que a média dos 65 pa
ientes e a taxa dehemoglobina é menor que a média dos 65 pa
ientes. Neste ponto, desta
amos o fatode que na análise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007), não foi dete
tada aobservação 4 
omo in�uente.Na Tabela 4.2 estão apresentados o número de autovetores N que são q�in�uentes,os valores 
ríti
os para BEj

e mj(q), 
om q = 3, 4 e as 
ontribuições agregadas asso
i-adas aos autovetores.Agora, 
om o objetivo de veri�
ar o impa
to que as observações 3, 4, 5, 40 e 44exer
em sobre as estimativas dos parâmetros, reajustaremos o modelo, removendo indi-vidualmente 
ada uma dessas observações e em seguida ex
luindo todas. Na Tabela 4.3
onstam as mudanças relativas em por
entagem, RCθj
, de 
ada estimativa, de�nida porRCθj

=

(
θ̂j−θ̂j(i)

θ̂j

)
× 100, em que θ̂j(i) denota a estimativa de máxima verossimilhança
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(b)Figura 4.1: autovalores normalizados em módulo e valores de q (a), e grá�
o da 
on-tribuição agregada total BEj
(b), para o esquema de perturbação ponderação de 
asos.
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Figura 4.2: 
ontribuição agregada do autovetor 4-in�uente 
orrespondente ao maiorautovalor (q = 4) (a), e 
ontribuição agregada dos autovetores 3-in�uentes 
orrespon-dentes aos dois maiores autovalores (q = 3) (b) para o esquema de perturbação pon-deração de 
asos.de θ̂j obtida após remoção da i-ésima observação e os níves des
ritivos 
orrespondentesa testes sobre os 
oe�
ientes β ′

is. Voltemos a Tabela 4.1, a partir de uma análise sobrea mesma per
ebemos que, �xado o nível de signi�
ân
ia em 10%, as varíaveis expli
a-



62Tabela 4.2: Medidas de in�uên
ia 
orrespondentes as observações in�uentes.Contrib. Agregada N Valor de referên
ia obs 3 obs 4 obs 5 obs 40 obs 44
mj(4) 1 0,1361 0,3015 0,2157 0,0470 0,5576 0,1961
mj(3) 2 0,1817 0,3128 0,2225 0,4454 0,5598 0,3385
BEj

65 0,0767 0,1489 0,1083 0,2180 0,3370 0,1584
tivas x3 e x4 devem ser retiradas do modelo. Analisando a Tabela 4.3, 
onstatamosque, ao nível de signi�
ân
ia de 10%, 
om a ex
lusão, individualmente, de 
ada umaobservações 3, 4, 5, 40 e 40 
omo também a remoção de todas elas os 
oe�
ientesasso
iados às variávies x3 e x4 permane
em 
omo sendo não-signi�
ativos. Per
ebe-mos que a ex
lusão da observação 3 faz 
om que o 
oe�
iente asso
iado a variável x5deixe de ser signi�
ativo. Possivelmente, a não-signi�
ân
ia desse 
oe�
iente tenhasido mas
arada por essa observação, levando-nos a sugerir a retirada da 
ovariável x5do modelo. Con�rmando a análise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007).Desta forma, o modelo �nal �
a dado por

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, i = 1, . . . , 65. (4.3)As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros (erro padrão entreparênteses) são
β̂0 = 4, 409 (0, 772), β̂1 = −1, 869 (0, 423), β̂2 = 0, 109 (0, 049) e α̂ = 1, 140 (0, 118).A interpretação dos 
oe�
ientes estimados do modelo �nal pode ser feita da mesmaforma que em Leiva et al. (2007). Ou seja, o tempo de sobrevivên
ia esperado de-
res
e aproximadamente 85% [(1 − e−1,869) × 100%] quando a taxa de uréia nitroge-nada do sangue (em logaritmo) 
res
e em uma unidade, permane
endo �xa a taxa dehemoglobina. Similarmente, o tempo de sobrevivên
ia esperado 
res
e aproximada-mente 12% [e0,109 × 100%] quando a taxa de hemoglobina 
res
e em uma unidade en-quanto a taxa de uréia nitrogenada do sangue (em logaritmo) é mantida �xa.
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Tabela 4.3: Mudanças relativas (RC, em %) e os 
orrespondentes níveis des
ritivosentre parênteses.Obervações removidas β̂0 β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 β̂5 α̂Observação 3 15 -3 3 -62 -4 30 1(0,005) (0,000) (0,005) (0,250) (0,438) (0,188)Observação 4 11 5 -4 -38 5 7 2(0,002) (0,000) (0,002) (0,299) (0,478) (0,051)Observação 5 -20 -3 25 42 68 -9 4(0,000) (0,000) (0,046) (0,660) (0,814) (0,023)Observação 40 -14 0 -14 71 -12 -34 6(0,000) (0,000) (0,000) (0,826) (0,377) (0,011)Observação 44 12 -1 -14 -22 -46 12 3(0,002) (0,000) (0,001) (0,350) (0,283) (0,063)Observações 3,4,5,40 e 44 12 -1 -8 -34 -5 16 14(0,009) (0,000) (0,003) (0,343) (0,406) (0,119)



Capítulo 5
In�uên
ia lo
al em modelos deregressão lineares 
om errosenh-normal

Neste 
apítulo, 
onsideramos o modelo de regressão linear 
ujo erro segue umadistribuição SN. Diferentemente da abordagem do Capítulo 4, onde tínhamos a hipótesede que o parâmetro de es
ala σ era 
onhe
ido e igual a 2, agora, tratamos o 
aso em que
σ é des
onhe
ido. O interesse neste modelo é justi�
ado porque ele é pou
o exploradona literatura e sempre é visto em seu 
aso parti
ular, o modelo log-BS. Porém, estetem a vantagem de ser um modelo simétri
o 
om 
urtose maior ou menor do queo modelo normal e portanto, é uma alternativa interessante ao modelo normal, porser mais �exível. Estendemos os resultados de diagnósti
o de in�uên
ia desenvolvidospor Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) para observações 
ensuradas sob modelos deregressão linear log-BS, 
onsiderando agora que o parâmetro σ é des
onhe
ido. Ouseja, derivamos as 
urvaturas normais da in�uên
ia lo
al 
onforme sob os esquemas deperturbação, ponderação de 
asos e perturbação da variável resposta, para o modelode regressão SN. Adi
ionalmente, propomos o resíduo ordinário, para avaliar possíveisafastamentos da suposição de que os erros seguem distribuição SN, bem 
omo para



65dete
tar observações extremas 
om alguma in�uên
ia despropor
ional nos resultadosdo ajuste. Consideramos o 
onjunto da dados rat analisado por Poon & Poon (1999) eatravés da in�uên
ia lo
al 
onforme para o modelo SN 
onseguimos dete
tar o pontoque estava mas
arando a signi�
atividade dos parâmetros do modelo.5.1 Cara
terização e estimaçãoSuponhamos que a resposta seja uma variável aleatória que possa ser expressa
omo
yi = x

⊤
i
β + εi , i = 1, 2, . . . , n, (5.1)em que os erros ε′is são variáveis aleatórias independentes e identi
amente distribuídastais que εi∼ SN(α, 0, σ), para i = 1, 2, . . . , n, x

⊤
i
s são valores observados de p 
ovari-áveis, β é um vetor de parâmetros des
onhe
idos e os parâmetros de forma α e es
ala

σ são des
onhe
idos. Sobre esse modelo interessa-nos estimar o vetor θ = (β⊤, α, σ)⊤.Sejam y1, y2, . . . , yn observações 
asuais e independentes da variável respostade�nida na equação (5.1). Dado que εi∼ SN(α, 0, σ), para i = 1, 2, . . . , n, temos
yi∼ SN(α,x⊤

i
β, σ) , i = 1, 2, . . . , n.Logo, a função de log-verossimilhança de θ = (β⊤, α, σ)⊤ baseada nas observações

y1, y2, . . . , yn pode ser es
rita da seguinte forma
ℓ(θ) =

n∑

i=1

{
log(ξ∗i1) −

1

2

[
log(8π) + (ξ∗i2)

2
]}

, (5.2)em que
ξ∗i1 =

2

α
cosh

(
yi − x

⊤
i
β

σ

) (5.3)e
ξ∗i2 =

2

α
senh

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)
, (5.4)para i = 1, 2, . . . , n.As derivadas par
iais da função de log-verossimilhança, dada na equação (5.2),em relação a βj(j = 1, 2, . . . , p), α e σ podem ser expressas 
omo
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∂ℓ(θ)

∂βj
=

1

σ

n∑

i=1

xij

[
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

]
, j = 1, 2, . . . , p ,

∂ℓ(θ)

∂α
=

1

α

[
n∑

i=1

{(ξ∗i2)2 − 1}
]
,e

∂ℓ(θ)

∂σ
=

1

σ2

n∑

i=1

[yi − x
⊤
i
β]

[
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

]
.Os estimadores de máxima verossimilhança dos 
oe�
ientes β ′

js, do parâmetro deforma α e do parâmetro de es
ala σ, denotados por β̂ ′

js, α̂ e σ̂, respe
tivamente, devemsatisfazer ao seguinte sistema de equações:
∂ℓ(θ)

∂βj

∣∣∣∣
βj=β̂j , α=α̂, σ=σ̂

= 0 , j = 1, 2, . . . , p,

∂ℓ(θ)

∂α

∣∣∣∣
β=

ˆβ, α=α̂, σ=σ̂

= 0 e
∂ℓ(θ)

∂σ

∣∣∣∣
β=

ˆβ, α=α̂, σ=σ̂

= 0.

Mais uma vez, temos um sistema de equações não-lineares que não possui soluçõesanalíti
as, sendo ne
essário o uso de métodos numéri
os para obtenção de soluções.A matriz de variân
ias e 
ovariân
ias de θ̂ = (β̂
⊤
, α̂, σ̂)⊤ pode ser aproximadapela matriz de informação de Fisher observada, −L̈

−1

θθ, avaliada em θ̂. Para o modelode regressão 
onsiderado neste 
apítulo, temos
L̈θθ =





L̈ββ L̈βα
L̈βσ

L̈
αβ L̈αα L̈ασ

L̈
σβ L̈σα L̈σσ




,em que as entradas da matriz L̈θθ são obtidas a partir das seguintes expressões:

∂2ℓ(θ)

∂βj∂βl
=

n∑

i=1

1

σ2
xijxil

[
sech2

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)
− 4

α2
cosh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)]
,



67para j, l = 1, 2, . . . , p.

∂2ℓ(θ)

∂α∂βj
= − 4

ασ3

n∑

i=1

xijsenh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)
,para j = 1, 2, . . . , p.

∂2ℓ(θ)

∂α∂α
=

n∑

i=1

{
1

α2
− 3ξ∗i2

α2

}
.

∂2ℓ(θ)

∂βj∂σ
= −

n∑

i=1

2xij
σ2α2

[
senh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)
− 2

σ
cosh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)]

+
n∑

i=1

1

σ2
xij

[
tanh

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)
+

1

σ
[yi − x

⊤
i
β]sech2

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)]
,para j = 1, 2, . . . , p.

∂2ℓ(θ)

∂σ∂σ
= −

n∑

i=1

[yi − x
⊤
i
β]

[
4

α2σ3
senh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)

+
4

σ4α2
[yi − x

⊤
i
β] cosh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)]

+
n∑

i=1

2

σ3
[yi − x

⊤
i
β]

[
tanh

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)
− 1

σ4
[yi − x

⊤
i
β]sech2

(
yi − x

⊤
i
β

σ

)]
.

∂2ℓ(θ)

∂α∂σ
= − 4

α2σ3

n∑

i=1

[yi − x
⊤
i
β]senh

(
2[yi − x

⊤
i
β]

σ

)
.

5.2 In�uên
ia lo
alPara este modelo iremos 
onsiderar apenas os esquemas de perturbação: ponde-ração de 
asos e perturbação da variável resposta.5.2.1 Ponderação de 
asosConsideremos o modelo de regressão de�nido na equação (5.1) e o vetor de perturbação
ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

⊤ ∈ Ω ⊂ IRn. A função de log-verossimilhança perturbada para o



68esquema de ponderação de 
asos é
ℓ(θ|ω) =

n∑

i=1

ωi

{
log(ξ∗i1) −

1

2

[
log(8π) + (ξ∗i2)

2
]}

, (5.5)em que 0 ≤ ωi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n e ω0 = (1, 1, . . . , 1)⊤ é o vetor de não-perturbação.Diferen
iando a função de log-verossimilhança perturbada dada pela equação(5.5) em relação a βj 
om j = 1, 2, . . . , obtemos
∂ℓ(θ|ω)

∂βj
=

n∑

i=1

ωi

[
xij
σ

(
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

)]para j = 1, 2, . . . , p. Logo,
∂2ℓ(θ|ω)

∂ωi∂βj
=
xij
σ

[
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

]
,para j = 1, 2. . . . , p e i = 1, 2. . . . , n. Por outro lado,

∂ℓ(θ|ω)

∂α
=

1

α

[
n∑

i=1

ωi[(ξ
∗
i2)

2 − 1]

]
.Daí,

∂2ℓ(θ|ω)

∂ωi∂α
=

1

α
[(ξ∗i2)

2 − 1],para i = 1, 2. . . . , n. Por �m,
∂ℓ(θ|ω)

∂σ
=

1

σ2

n∑

i=1

ωi[yi − x
⊤
i
β]

[
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

]
;logo,

∂2ℓ(θ|ω)

∂ωi∂σ
=

1

σ2
[yi − x

⊤
i
β]

[
ξ∗i1ξ

∗
i2 −

ξ∗i2
ξ∗i1

]
,para i = 1, 2. . . . , n.As derivadas par
iais obtidas anteriormente são úteis na determinação da matriz

∆ = (∆)ij =

(
∂2ℓ(θ|ω)

∂ωi∂θj

)
i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , p+ 2e, 
onseqüentemente, no 
ál
ulo das 
urvaturas.



695.2.2 Perturbação na variável respostaNeste 
aso, 
omo des
rito no Capítulo 4, sujeitamos a resposta yi a uma perturbaçãoda forma yiω = yi + ωisy, em que ωi ∈ IR para todo i = 1, 2, . . . , n, sy é um fator dees
ala. Consideremos o modelo de regressão de�nido em (5.1) e o vetor de perturbação
ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

⊤ ∈ Ω ⊂ IRn. A função de log-verossimilhança perturbada é dadapor
ℓ(θ| ω) =

n∑

i=1

{
log(ξ∗i1ω1

) − 1

2
[log(8π) + (ξ∗i2ω1

)2]

}em que
ξ∗i1ω1

=
2

α
cosh

(
yiω − x

⊤
i
β

σ

) (5.6)e
ξ∗i2ω1

=
2

α
senh

(
yiω − x

⊤
i
β

σ

)
. (5.7)Para esse esquema de perturbação, a matriz ∆ =
(
∆β, ∆α, ∆σ

)⊤ é tal que
∆β = X⊤diag{d̂1, d̂2, . . . , d̂n}
om

d̂i =
sy
σ̂2

[
4

α̂2
cosh

(
2[yi − x

⊤
i
β̂]

σ̂

)
− sech2

(
yi − x

⊤
i
β̂

σ̂

)]
,

∆α = (ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn) 
om
ĉi =

2sy
α̂σ̂

ξ̂∗i1ξ̂
∗
i2,e ∆σ = (ŝ1, ŝ2, . . . , ŝn), sendo

ŝi =
yi − x

⊤
i
β̂

σ̂2

[
− tanh

(
yi − x

⊤
i
β̂

σ̂

)
+

2

α̂2
senh

(
2[yi − x

⊤
i
β̂]

σ̂

)]
,em que ξ̂∗i1 e ξ̂∗i2 são ξ∗i2 e ξ∗i2, dadas nas equações (5.6) e (5.7), respe
tivamente, avaliadosem θ̂ = (β̂

⊤
, α̂, σ̂)⊤.5.3 Apli
açãoEsta apli
ação tem 
omo objetivo enfatizar a importân
ia do modelo de regressãolinear senh-normal. Para isso, 
onsideramos o 
onjunto de dados rat analisado em Poon



70& Poon (1999) apresentado em Weisberg (1985, p.121). Estes dados se referem a umaexperiên
ia que foi 
onduzida para investigar a quantidade de absorção de uma parti-
ular droga no fígado de um rato. Dezenove ratos foram sele
ionados aleatoriamente,pesados, anestesiados e submetidos a uma dose oral da droga. Como fígados grandesdeveriam absorver mais do que fígados menores, a dose real que um animal re
ebeufoi determinada aproximadamente 
omo 40 mg da droga por quilograma da massa
orporal. Sabe-se que a massa do fígado está rela
ionado fortemente 
om a massa
orporal. Após um tempo �xado, 
ada rato foi sa
ri�
ado, tendo seu fígado pesado,e a por
entagem da droga no fígado determinada. A hipótese experimental era ainexistên
ia de relação linear entre a por
entagem da dose no fígado e a massa 
orporal,a massa do fígado e a dose relativa.Para nosso estudo, 
onsideramos as seguintes variáveis: por
entagem da dose nofígado (Y ), a massa 
orporal (x1), a massa do fígado (x2) e a dose relativa (x3). Ointeresse re
ai em modelar Y que é a por
entagem da dose administrada que foi retidapelo fígado.Na Figura 5.1 apresentamos grá�
os de dispersão para 
ada variável expli
ativa
ontra a variável resposta. Estes revelam que nenhuma das variáveis em estudo pare
eter uma relação linear 
om a por
entagem da dose no fígado. É importante salientar queestes diagramas dete
tam uma possível relação entre a resposta e as demais variáveisindividualmente. Assim não podendo ser devidamente avaliada a relação entre asvariáveis dependente e independente 
onjuntamente.Na Tabela 5.1, estão dispostas as 
orrelações amostrais entre as variáveis. Aanálise desta tabela é útil no sentido de dete
tar multi
olinearidade e de veri�
arrelação linear entre a resposta e 
ada um dos preditores. Como podemos observar,as 
orrelações amostrais entre as variáveis expli
ativas 
om a resposta são pequenas,sugerindo que talvez não exista uma relação linear entre elas, rati�
ando a análise feitaatravés dos grá�
os de dispersão. Porém vale ressaltar que a 
orrelação amostral entreas variáveis as variáveis x1 e x3 é altíssima (0,9902).Por meio de té
ni
as 
lássi
as da análise de diagnósti
o em modelos de regressãonormal linear, Weisberg (1985) desta
ou que a distân
ia de Cook é relativamente grandepara a ter
eira observação. Posteriormente, Cook (1986) dete
tou 
omo sendo lo
al-
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Figura 5.1: diagramas de dispersão entre a variável reposta e as variáveis expli
ativas.Tabela 5.1: Matriz de 
orrelação amostral entre as variáveis
y x1 x2 x3

y 1,0000 0,1511 0,2033 0,2275
x1 0,1511 1,0000 0,5000 0,9902
x2 0,2033 0,5000 1,0000 0,4901
x3 0,2275 0,9902 0,4901 1,0000

mente in�uentes os 
asos em que os valores da variável x2 são relativamente pequenos.Mais re
entemente, Poon & Poon (1999), através do método de in�uên
ia lo
al baseadona 
urvatura normal 
onforme, sob o esquema de ponderação de 
asos, 
onstataram asobservações 1, 13 e 19 
omo ponten
ialmente in�uentes e a observação 5 
omo marginal-mente in�uente. Porém, os autores se detêm na demonstração da té
ni
a abordada enão enfatizam a questão da signi�
atividade das estimativas dos parâmetros do modelo.Ou seja, se 
onsiderarmos o modelo normal linear e �xarmos o nível de signi�
ân
iaem 10%, o 
oe�
iente asso
iado a variável x2 não é signi�
ativo. Fizemos uma análise
on�rmatória 
om o objetivo de veri�
ar o impa
to destas observações in�uentes nasestimativas dos parâmetros do modelo e observamos que, retirando individualmente e
onjuntamente estas observações, o 
oe�
iente asso
iado a x2 
ontinua não sendo sig-



72ni�
ativo para o modelo e as estimativas do 
oe�
iente desta variável sofre as maioresvariações, 
omo podemos observar na Tabela 5.2. O que nos levaria a es
olher ummodelo 
om apenas as variáveis x1 e x3, ou seja, a massa 
orporal e a dose relativaexpli
ariam a por
entagem da dose no fígado, 
ontradizendo a hipótese experimentale a análise des
ritiva.Tabela 5.2: Mudanças relativas (RC, em %) e os 
orrespondentes níveis des
ritivos.Obervações removidas β̂0 β̂1 β̂2 β̂31 -2 -11 -78 -8(0,1504) (0,0069) (0,1540) (0,0064)5 38 15 66 10(0,4487) (0,0482) (0,7991) (0,0294)13 -54 -5 88 -4(0,0660) (0,0108) (0,9240) (0,0096)19 56 8 -32 6(0,5469) (0,0174) (0,2473) (0,0123)1, 5, 13 e 19 54 7 -4 4(0,5516) (0,0151) (0,4612) (0,0081)
Iremos analisar estes dados sob a perspe
tiva do modelo de regressão senh-normal,utilizando 
omo ferramenta de diagnósti
o o método de in�uên
ia lo
al baseado na
urvatura normal 
onforme abordado por Poon & Poon (1999). Uma vez admitido omodelo de regressão SN de�nido na equação (5.1) na modelagem, obtemos as estima-tivas de máxima verossimilhança dos 
oe�
ientes β′

is e dos parâmetros de forma α ees
ala σ (ver Tabela 5.3). Como podemos observar, o 
oe�
iente asso
iado a variável
x2 não se mostra signi�
ativo.Tabela 5.3: Estimativas e os respe
tivos níveis des
ritivos

β̂0 β̂1 β̂2 β̂3 α̂ σ̂Estimativas 0,0141 -0,0217 0,0144 4,2681 3,9903·10−5 3494.756Nível des
ritivo 0,1275 0,0025 0,3522 0,0019 0,0000 0,0000Fizemos uma análise de resíduos 
om o objetivo de veri�
ar a existên
ia de obser-vações extremas bem 
omo dete
tar possíveis afastamentos das suposições feitas para



73o modelo. Para isto, utilizamos o resíduo ordinário padronizado, dado por
ri =

yi − E(yi)√Var(yi) .O grá�
o normal de probabilidade do resíduo ri 
om os envelopes gerados é apresentadona Figura 5.2. Como podemos observar, no grá�
o, não há índi
ios de afastamento dasuposição de que os erros têm distribuição SN.
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Figura 5.2: grá�
o normal de probabilidade para os resíduos padronizados 
om enve-lope. Em seguida, 
om o objetivo de veri�
ar a existên
ia de possíveis pontos in�uentesnos dados, apli
amos a té
ni
a de in�uên
ia lo
al baseada na 
urvatura normal 
on-forme, sob os seguintes esquemas de perturbação: ponderação de 
asos e perturbaçãoda variável resposta. Para o esquema ponderação de 
asos, obtivemos os seguintesautovalores normalizados não-nulos: 0,6026; 0,6322; 0,3519; 0,2607; 0,2084 e 0,0442.Impli
ando em 2 autovetores 2-in�uentes e 4 autovalores 1-in�uente (ver Figura 5.3).Na Figura 5.4 estão apresentados os valores da 
ontribuição agregada de todos osautovetores (q = 0). Como podemos notar, as observações 1, 5, 13 e 19 são 
onsideradaspoten
ialmente in�uentes, porém, as observações 2 e 4 podem ser 
lassi�
adas 
omosendo marginalmente in�uentes, pois o módulo da diferença entre o valor de referên
ia
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Figura 5.3: autovalores normalizados em módulo e valores de q para o esquema deperturbação ponderação de 
asos.e a 
ontribuição total BEj
é aproximadamente zero. Na Figura 5.5, 
onstatamos que asobservações 1, 13 e 19 são poten
ialmente in�uentes quando q = 2 (maior magnitudedete
tada (a)); quando q = 1, exatamente as mesmas observações foram dete
tadas
omo sendo poten
ialmente in�uentes (b).
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Figura 5.4: grá�
o da 
ontribuição agregada total BEj
.
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(b)Figura 5.5: 
ontribuição agregada dos autovetores 2-in�uentes 
orrespondente ao maiorautovalor (q = 2), e (b) 
ontribuição agregada dos autovetores 1-in�uente 
orrespon-dentes (q = 1) provenientes do esquema de perturbação da ponderação de 
asos.A Tabela 5.4, sumariza os resultados obtidos.Tabela 5.4: medidas de in�uên
ia utilizando a 
urvatura normal 
onforme para o es-quema de perturbação ponderação de 
asos.Contrib. agregada N Valor de referên
ia Obs 1 Obs 13 Obs 19
mj(2) 2 0,3605 0,3872 0,4627 0,04811
mj(1) 4 0,4409 0,4866 0,4724 0,5347
BEj

19 0.0880 0,2565 0,2885 0,3264
Para o esquema de perturbação da variável resposta, obtivemos 
in
o autova-lores normalizados não-nulos: 0,5000; 0,4995 (de multipli
idade 2); 0,4991 e 0,0454.Impli
ando em 4 autovetores 1-in�uente (ver Figura 5.6).Na Figura 5.7 (a) e (b), estão apresentados os valores da 
ontribuição agregadade todos os autovetores (q = 0) e a 
ontribuição agregada dos autovetores 1-in�uente

(q = 1), respe
tivamente, 
onsiderando a perturbação na variável resposta. Comopodemos notar, apenas a observação 3 se desta
a 
omo poten
ialmente in�uente emambos os 
asos.
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Figura 5.6: autovalores normalizados em módulo e valores de q para o esquema deperturbação da resposta.
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(b)Figura 5.7: 
ontribuição agregada de todos autovetores (a) e a 
ontribuição agregadados autovetores 1-in�uente (b) provenientes do esquema de perturbação da variávelresposta.



77Com a �nalidade de veri�
ar o impa
to que as observações 1, 3, 13 e 19 exer
emsobre as estimativas dos parâmetros, reajustaremos o modelo mediante a ex
lusãodessas observações. Primeiramente, retiraremos 
ada uma delas individualmente. Emseguida, ex
luíremos todas. Na Tabela 5.5 
onstam as mudanças relativas em por
en-tagem, RCθj
, de 
ada estimativa e os níves des
ritivos 
orrespondentes a testes sobreos 
oe�
ientes β′

is. Como podemos observar, o maior impa
to é 
ausado quando reti-ramos a observação 3 isoladamente e 
onjuntamente 
om as demais. Além disso, háuma mudança inferen
ial importantíssima, pois na eliminação da observação 3 tantoindividualmente 
omo 
onjuntamente nenhum dos 
oe�
ientes é signi�
ativo para estemodelo, ou seja, a não-signi�
ân
ia dos 
oe�
ientes estava sendo mas
aradas pela ob-servação 3. Esta observação se refere a um rato que tinha massa 
orporal e massa dofígado maior que a massa média 
orporal e que a massa média do fígado dos demaisratos, re
ebeu a dose máxima da droga e teve maior absorção da droga pelo fígadodentre os 19 ratos. Portanto, nenhuma das variáveis, massa 
orporal, massa do fígadoe dose relativa tem relação linear 
om a por
entagem da dose da droga no fígado, 
on-�rmando a hipótese experimental e a análise des
ritiva. Neste aspe
to o dignósti
o dein�uên
ia foi fundamental para a análise destes dados.Tabela 5.5: mudanças relativas (RC, em %) e os 
orrespondentes níveis des
ritivos.Obervações removidas β̂0 β̂1 β̂2 β̂31 -2 -9 -76 -6(0,0844) (0,0003) (0,0873) (0,0003)3 -16 64 37 65(0,0867) (0,6353) (0,5790) (0,6482)13 -52 -2 88 -1(0,0240) (0,0010) (0.9117) (0,0007)19 57 12 -30 9(0,4906) (0,0027) (0,1725) (0,0014)1, 3, 13 e 19 15 44 -35 45(0,1608) (0,3191) (0,1938) (0,3306)



Con
lusão
Neste trabalho apresentamos a formulação da infuên
ia lo
al avaliada através da
urvatura normal 
onforme. Fundamentamos a idéia de que a 
urvatura normal 
on-forme tem propriedades que nos dão suporte para 
onstruirmos valores de referên
iaque permitem julgarmos a grandeza dessa 
urvatura. Apli
amos esta teoria em modelosde regressão log-BS. Consideramos também o modelo de regressão SN onde derivamosas 
urvaturas normais para dois esquemas de perturbação e apresentamos uma alter-nativa para se 
onduzir uma análise residual nesse tipo de modelo. A metodologiautilizada foi ilustrada através de dados reais, mostrando que a análise de diagnósti
odesempenha um papel importante na seleção do modelo apropriado.



Trabalhos futuros
Uma análise análoga a realizada neste trabalho pode ser feita mediante modi-�
ações na de�nição de 
ontribuição agregada. Por exemplo, Poon & Poon (1999)de�nem a 
ontribuição agregada de segunda ordem do j-ésimo vetor bási
o de pertur-bação Ej para todos os autovetores q-in�uentes por

M(q)j =

[
k∑

i=1

µ2
(i)a

2
ij

] 1
2

.Neste 
aso,
M(q) =

[
1

n

k∑

i=1

µ2
(i)

] 1
2deverá ser usado para 
onstruir valores de referên
ia.Essa modi�
ação proposta por Poon & Poon (1999) sugere uma extensão nade�nição de 
ontribuição agregada. Sendo assim, poderíamos de�nir a 
ontribuiçãoagregada de ordem p do j-ésimo vetor bási
o de perturbação Ej para todos os autove-tores q-in�uentes por

m(p)(q)j =

[
k∑

i=1

µp(i)a
2
ij

] 1
2

.Parti
ularmente, para p = 1 a equação a
ima se reduz a de�nição de 
ontribuiçãoagregada dada na De�nição 3.7, que foi usada em nossa análise. E, para p = 2 amesma se reduz a equação sugerida por Poon & Poon (1999).Se a 
ontribuição agregada de ordem p é a mesma para todos os autovetoresbási
os de perturbação, então 
ada uma delas, denotadas uniformemente por m (p), é



80igual a
m (p) =

[
1

n

k∑

i=1

µp(i)

] 1
2

.Neste 
aso, m (p) deverá ser usado para 
onstruir valores de referên
ia.



Apêndi
e A: espaços vetoriais 
omproduto interno
As noções de 
omprimento, distân
ia e a relação de perpendi
ularismo podem serestabele
idas de modo natural a partir do 
on
eito de produto interno. Nesta seção,apresetaremos alguns resultados envolvendo espaços vetoriais munidos de um produtointerno. As de�nições e resultados que serão apresentados podem ser en
ontrados emlivros bási
os da literatura que abordam Álgebra Linear, por exemplo, ver Monteiro,1969.De�nição .1 Chama-se produto interno sobre um espaço vetorial real E a toda apli-
ação <.; .>: E × E → R que satisfaz as seguintes 
ondições:(i) <u+ v;w> = <u;w> + <v;w>;(ii) <αu; v> = α<u; v>;(iii) <u; v> = <v;u>;(iv) <u;u> > 0 se u 6= 0.De�nição .2 Chama-se norma de um vetor u, de um espaço eu
lidiano E, ao númeroreal não-negativo

||u|| =
√

<u;u>.Parti
ularmente, se ||u|| = 1, diz-se que u é um vetor unitário.



82Proposição .3 Seja <.; .> : E × E → R um produto interno sobre o espaço vetorial
E, então vale as relações:

<

n∑

i=1

αiui; v> =
n∑

i=1

αi<ui; v>e
<u;

s∑

j=1

βjvj> =
s∑

j=1

βj<u; vj>.

Proposição .4 (Desiguladade de Cau
hy-S
hwarz). Se u e v são dois vetores quais-quer de um espaço vetorial E 
om produto interno, então vale a seguinte desigualdade:
|<u; v>| ≤ ||u||||v||.Parti
ularmente, a igualdade o
orre se, e somente se, u e v são linearmente depen-dentes.Proposição .5 Se u e v são dois vetores quaisquer de um espaço vetorial E 
omproduto interno e se α é um número real qualquer, são válidas as propriedades:(i) ||u|| > 0 se u 6= 0;(ii) ||αu|| = |α|.||u||;(iii) ||u+ v|| ≤ ||u|| + ||v|| (Desigualdade triangular).De�nição .6 Sejam u e v vetores de um espaço E 
om produto interno. Diz-se que ué ortogonal a v se, e somente se, <u; v> = 0. E denotamos tal fato por u ⊥ v.De�nição .7 Sejam S e T sub
onjuntos de um espaço vetorial E 
om produto interno.Diz-se que S é ortogonal a T , notação S ⊥ T , se, e somente se, todo vetor de S éortogonal a qualquer vetor de T .De�nição .8 Diz-se que uma família {ui}1≤i≤p de vetores de E, é ortogonal se, esomente se, ui ⊥ uj para i 6= j (1 ≤ i, j ≤ p).



83De�nição .9 Diz-se que uma família {ui}1≤i≤p, de vetores de E, é ortonormal se, esomente se,(i) a família {ui}1≤i≤p é ortogonal;(ii) ||ui|| = 1 para todo i = 1, 2, . . . , p.De�nição .10 Seja E um espaço 
om produto interno e de dimensão �nita n; todabase de E que é uma família ortonormal é denominada base ortonormal de E.Proposição .11 Seja E um espaço 
om produto interno e de dimensão �nita n; se
{ui} é uma base de E, então para todo índi
e p, 1 ≤ p ≤ n, existe uma família
Vp = {vj}1≤j≤p de vetores de E, tal que(i) Vp é ortonormal;(ii) Cada vetor vj (i ≤ j ≤ p) é uma 
ombinação linear da família {ui}1≤i≤j.Proposição .12 Todo espaço 
om produto interno e de dimensão �nita tem uma baseortonormal.Proposição .13 Seja E um espaço 
om produto interno e de dimensão �nita n e seja
{ui}1≤i≤n uma base ortonormal de E.(i) Para todo u ∈ E, temos u =

∑n

i=1 <u;ui>ui, isto é, as 
oordenadas de u 
omrelação à base ortonormal {ui}1≤i≤n são <u;u1>, <u;u2>, . . . ,<u;un>;(ii) Se u e v são dois vetores quaisquer de E, então
<u; v> =

n∑

i=1

<u;ui><v;ui>;(iii) Para todo vetor u de E, temos
||u||2 =

n∑

i=1

|<u;ui>|2.



Apêndi
e B: estatísti
as de ordem
Neste apêndi
e, apresentamos um resultado bási
o sobre estatísti
as de ordem.Caso o leitor deseje um tratamento mais aprofundado a
er
a do tema, re
omendamosDavid (1970).De�nição .14 Seja X1, X2, . . . , Xn uma amostra 
asual de tamanho n de uma variávelaleatória X 
ontínua. As vaiáveis X ′

is em ordem não-de
res
ente de magninute, edenotadas por
X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)são 
hamadas estatísti
as de ordem 
orrespondente à amostra aleatória X1, X2, . . . , Xn.

Proposição .15 A função de densidade de probabilidade 
onjunta de X(l1), X(l2), . . . , X(ln),em que 1 ≤ l1 < l2 < · · · < lk ≤ n e 1 ≤ k ≤ n pode ser es
rita na forma
f(x(l1), x(l2), . . . , x(lk)) =

n!
∏k+1

i=1 (li − li−1 − 1)!

k+1∏

i=1

[
FX(x(li)) − FX(x(li−1))

]li−li−1−1
k∏

i=1

fX(x(li)),em que x(l1) ≤ x(l2) ≤ · · · ≤ x(lk) e, por 
onveniên
ia, de�nimos l0 = 0, lk+1 = n + 1,
xl0 = −∞ e xlk+1

= +∞.Três 
asos parti
ulares do resultado a
ima são os seguintes.



85(i) A fdp 
onjunta de Y = (X(1), X(2), . . . , X(r)), 
om r ≤ n, é dada por
fY (x(1), x(2), . . . , x(r)) =

n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

fX(x(i))

]
[
1 − FX(x(r))

]n−r
.(ii) A fdp de X(i), 
om 1 ≤ i ≤ n, é dada por

fX(i)
(x(i)) =

n!

(i− 1)!(n− i)!
fX(x(i))

[
FX(x(i))

]i−1 [
1 − FX(x(i))

]n−i
.(iii) A fdp 
onjunta de (X(i), X(j)), para i < j, é dada por

f(X(i),X(j))(x(i), x(j)) =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
fX(x(i))fX(x(j))[FX(x(i))]

i−1 ×

×
[
FX(x(j)) − FX(x(i))

]j−i−1
[1 − FX(x(j))]

n−j.
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