Resumo

O método de influéncia local proposto por Cook (1986) é uma importante ferra-
menta na analise da influéncia conjunta das observacgoes nos resultados de um ajuste de
regressao. Esta técnica tem como objetivo principal avaliar mudancas nos resultados
da anélise quando pequenas perturbagoes sao incorporadas ao modelo e/ou aos dados.
Se essas perturbacoes causarem efeitos desproporcionais nas estimativas, pode ser in-
dicio de que o modelo esta mal ajustado ou que possam existir afastamentos sérios das
suposicoes feitas para o mesmo. Apesar do método baseado na curvatura normal pro-
posto por Cook (1986) ser de grande utilidade, este possui alguns inconvenientes. Por
exemplo, a curvatura normal pode tomar qualquer valor real e nao é invariante sob uma
mudanca uniforme de escala. Neste trabalho, estudamos a influéncia local conforme,
proposto por Poon & Poon (1999) em modelos de regressio, que tem como objetivo
contornar estes inconvenientes. Mais especificamente, aplicamos esta técnica de diag-
nostico para os modelos de regressao log-Birnbaum-Saunders e derivamos as matrizes
apropriadas para obter a influéncia local nos parametros estimados de um modelo mais
geral, o modelo de regressao senh-normal. Finalmente, ilustramos a teoria desenvolvida

em conjuntos de dados reais.



Abstract

The method of local linfluence proposed by Cook (1986) is an important tool in
the analysis of the joint influence of the observations in the results of a regression fit.
This technique has as main goal to evaluate changes in the results of the analysis when
small perturbations are incorporated the model and/or to the data. If these perturba-
tions would cause non proportion effect it, can be indication of that the model is badly
fitted or that possible departures from the assunptions made for this model can exist.
Although the method based on normal curvature proposed by Cook (1986) has been
demonstrated to be very useful, this possesses some issues. For example, the normal
curvature may take any value and it is not invariant under a uniform change of scale.
In this work, we study the conformal local influence, proposed by Poon & Poon (1999)
in regression models, that has as objective to address these issues. More specifically,
we apply this technique of diagnostic for log-Birnbaum-Saunders regression models and
we derive matrices appropriate to obtain the conformal local influence in the estimated
parameters of a more general model, the senh-normal regression model. Finally, we

consider empirical examples with real data to illustrate the theory developed.
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Abreviacoes e notacoes

fdp
fda

g-influente

m(q);

m;

funcao de densidade de probabilidade.

funcao de distribuicao acumulada.

Birnbaum-Saunders.

senh-normal.

Conj. das unidades experimentais associadas ao tempo de falha.
Conj. das unidades experimentais associadas ao tempo censurado.
T segue uma distribuicao Birnbaum-Saunders com parametros « e [.
Y segue uma distribui¢ao senh-normal com parametros «, v e o.
funcao de densidade de probabilidade da distribui¢ao normal padrao.
funcao de distribuicao acumulada da distribuicao normal padrao.
espaco de perturbacao.

vetor de perturbacao.

funcao de log-verossimilhanca de @ para o modelo adotado.

funcao de log-verossimilhanca de @ para o modelo perturbado.
estimador de maxima verossimilhanca de @ no modelo adotado.
estimador de maxima verossimilhanca de @ no modelo perturbado.
vetor gradiente da funcao f.

matriz associada a primeira forma fundamental.

matriz associada a segunda forma fundamental.

curvatura normal na dire¢ao do vetor nao-nulo [.

curvatura normal conforme na direcao do vetor nao-nulo [.
autovalor normalizado.

ordem de magnitude de influéncia igual a ¢.

contribuigao agregada do j-ésimo vetor bésico de perturbacao E;.

contribuicao agregada total.



Introducao

Em uma analise estatistica, faz-se necessario avaliar a estabilidade dos resultados
inferenciais, no que diz repeito a perturbacao nos dados ou no modelo estatistico ado-
tado. Para tanto, podemos fazer uso da técnica de analise de diagnostico de influéncia
cujo objetivo é verificar possiveis violagoes das hipdteses necessarias para a utilizacao
do modelo adotado. Paralelamente, busca-se detectar a existéncia de observacoes mal
ajustadas (outliers) e a presenca de observagoes influentes, ou seja, aquelas que inter-
ferem de forma desproporcional nos resultados obtidos, quando a mesma for excluida

ou sujeita a pequenas perturbacoes.

As técnicas de diagnostico baseavam-se, comumente, na analise de residuos. En-
tretanto, Cook (1986) propos uma metodologia inovadora, denominada influéncia local,
que consiste em avaliar por meio de uma medida apropriada de influéncia, baseada na
curvatura normal, a estabilidade das estimativas fornecidas pelo modelo mediante pe-
quenas perturbacoes nos dados ou no proprio modelo. Além disso, essa metodologia

possibilita avaliar a influéncia conjunta de todos os pontos.

Porém, Poon & Poon (1999) chamam atengao para o fato de que a curvatura
normal pode assumir qualquer valor real e nao é invariante sob uma mudanca uniforme
de escala, ocasionando perda de objetividade no julgamento da grandeza da curvatura.
Com o objetivo de solucionar esse problema e, conseqiientemente, aperfeicoar o método
de influéncia local, eles propoem que facemos uso da curvatura normal conforme, que
esta relacionada com a curvatura normal, mas assume valores em um intervalo limitado

da reta e é invariante sob uma classe de reparametrizacoes denominadas reparametriza-



coes conformes.

Neste trabalho, expomos a técnica de influéncia local mediante a curvatura normal
conforme proposta por Poon & Poon (1999) e aplicamos essa ferramenta nos modelos
de regressao Birnbaum-Saunders e senh-normal. A distribui¢ao Birnbaum-Saunders
apresentada por Birnbaum-Saunders (1969a) relaciona o tempo até a ocorréncia de
falha com um dano acumulativo que se supoem seguir uma distribui¢ao normal padrao.
A distribuigao senh-normal desenvolvida por Rieck & Nedelmam (1991) é simétrica e
possui curtose maior ou menor do que a distribuicao normal padrao e tem como caso

particular a distribuicao Birnbaum-Saunders sob uma transformagao logaritmica.

Esta dissertacao se encontra dividida em cinco capitulos. No primeiro capitulo
fazemos uma breve explanagao sobre alguns topicos da andlise de sobrevivéncia. O se-
gundo capitulo consiste no estudo das distribui¢oes Birnbaum-Saunders e senh-normal,
bem como na modelagem de regressao do modelo log-Birnbaum-Saunders. No ter-
ceiro capitulo apresentamos a formulacao da infuéncia local através da curvatura nor-
mal conforme. No quarto capitulo, aplicamos a técnica de influéncia local por meio
da curvatura normal conforme no modelo de regressao log-linear para a distribuicao
Birnbaum-Saunders e ilustramos a teoria a um conjunto de dados reais. No quinto
capitulo consideramos o modelo de regressao senh-normal, ou seja, estendemos os re-
sultados de diagnostico de influéncia desenvolvidos por Leiva et al. (2007) sob modelos
de regressao linear log-BS, considerando agora que o parametro o é desconhecido.
Para este modelo derivamos as curvaturas normais da influéncia local conforme sob
os esquemas de perturbacao: ponderacao de casos e pertubacao da variavel resposta e

ilustramos a teoria a um conjunto de dados reais.



Capitulo 1

Preliminares

Na anélise de sobrevivéncia, a variavel resposta é, geralmente, o tempo até a
ocorréncia de um evento de interesse. Por exemplo, Colosimo & Giolo (2001) citam um
estudo de natureza ambiental sobre mangueiras sujeitas a determinada praga capaz de
matar a planta, no qual o interesse recai sobre o tempo de vida, em anos, até a morte
da arvore; Lawless (1982), reportando-se a Nelson (1970b), cita um experimento no
qual novos modelos de uma ferramenta foram testados e em que a variavel de interesse

era o niumero de ciclos completos até a falha.

Em muitos experimentos o acompanhamento das unidades estatisticas é, comu-
mente, interrompido, seja porque o estudo terminou para anélise dos dados ou, a falha
ocorreu devido a causa diferente da estudada. Neste caso, a informacao correspondente
a resposta se resume ao conhecimento de que o tempo de falha é superior ao observado,
implicando em uma resposta parcial que, na analise de sobrevivéncia, chamamos de
censura. A censura ¢ uma das principais caracteristicas dos dados de sobrevivéncia.
Na auséncia da mesma, utilizamos as técnicas classicas da Estatistica para analise de
dados. Porém, a presenca de censura inibe o uso dessas técnicas, exigindo o emprego
dos métodos da andlise de sobrevivéncia, pois estes possibilitam incorporar na analise

a informacao contida nos dados censurados.
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1.1 Caracterizacao de dados de sobrevivéncia

Os dados de sobrevivéncia sao caracterizados pelos tempos de falha e, comumente,
pelas censuras. Esses dois componentes constituem a resposta. Além disso, o uso de

variaveis explicativas é comum em algumas situacoes.

O tempo de falha é constituido por trés componentes: o tempo inicial, a escala
de medida e o evento de interesse (a falha). O tempo inicial é o marco temporal que
determina o inicio do estudo e onde as unidades sao comparadas pela primeira vez.
Ja a escala de medida é, geralmente, o tempo real; mas ha outras escalas, como por
exemplo, o nimero de ciclos de um motor e o nimero de fissuras em uma coluna de
concreto. O terceiro e ultimo elemento, a falha, deve ser claramente definida antes do
inicio do estudo, na maioria das situacoes as falhas sao eventos indesejaveis, tais como
queima de um componente eletronico, quebra de um motor, inapropriacao de produtos

ao consumo, rompimento de uma coluna.

Em conformidade com Lawless (1982), dizemos que uma observacao é censurada
a direita em L se o valor correspondente a observagao é desconhecido, mas com a
garantia de que é no minimo L. De forma analoga, uma observacao é censurada a
esquerda em L se o valor associado & mesma é desconhecido e no maximo L. Segundo
o mesmo autor, em estudos de sobrevivéncia, a censura a direita é comum, porém a
censura a esquerda é, geralmente, rara. Em nosso trabalho, consideraremos censura a

direita.

Em algumas situacoes, fixamos um periodo limitado de tempo para realizacao
do experimento. Conseqiientemente, podemos nos deparar com unidades experimen-
tais que nao venham a falhar nesse periodo pré-determinado, acarretando observacoes
censuradas. Neste caso, dizemos que os dados estao sob censura tipo I. Em outras situ-
acoes, 0 experimento prossegue até que um nimero pré-fixado de unidades falhem. Este
numero, digamos r, nao é necessariamente igual ao niimero n de unidades amostradas,
mas é tal que » < n. Uma vez fixado r, é evidente o fato de que, no exato momento
em que a r-ésima unidade falhar, podem existir espécimes que nao tenham falhado,
implicando em observacgoes censuradas, neste caso dizemos que os dados estao sob cen-

sura tipo II. Nos dois tipos de censura citados anteriormente o pesquisador influencia,
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de forma direta, nos dados censurados. Um terceiro mecanisno de censura é a censura
aleatoria, que ocorre quando algumas unidades experimentais sao retiradas do estudo
sem ter ocorrido a falha, ou também, por exemplo, se a falha deve-se a razao diferente

da estudada.

Na presenca de covariaveis, os dados de sobrevivéncia correspondentes a i-ésima
unidade experimental sob estudo sdo, em geral, representados por (t;,d;, x;), sendo t;
o tempo de falha ou de censura, J; a variavel indicadora de falha ou de censura tal que
0; = 1 se t; é tempo de falha, ou §; = 0 se ¢; é tempo censurado, e x; é o vetor de

variaveis explicativas.

1.2 Funcao de sobrevivéncia, taxa de risco e funcao

de risco acumulativa

1.2.1 Modelos continuos

Seja T" uma variavel aleatoria continua nao-negativa, representando o tempo até

a ocorréncia de falha de unidades estatisticas que compoem uma mesma populacao.

Associada a variavel 7', definimos uma fungao S: IR — IR, conforme Lawless (1982)
tal que

S(t)=P(T >t). (1.1)

A fungao definida pela equagao (1.1) é denominada fungao de sobrevivéncia.

Exemplo 1 Seja T uma varidvel aleatoria cuja funcao de densidade de probabilidade

(fip) €
f(t) = Xexp(—=At) , t > 0.

Ou seja, T possui uma distribuicao exponencial com parametro X > 0. A func¢do de

sobrevivéncia de T é dada por
S(t) =exp(—=At) , t>0.

A Figura 1.1 apresenta o grafico da funcao de sobrevivéncia da distribuicao expo-

nencial para diferentes valores do parametro A. Como podemos observar, a funcao de
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sobrevivéncia assume o maximo em zero, e & medida que o tempo cresce, a funcao de

sobrevivéncia vai tendendo a zero.

1.0

08

exp(0.5)

fffff exp(1)
exp(2)

06

04

0.2

0.0
|

tempo(t)

Figura 1.1: grafico da fungao de sobrevivéncia da distribuicao exponencial para

A=05A=1lel=2

Propriedade 1.1 SeT é uma varidvel aleatoria absolutamente continua e nao-negativa,

entao sua funcao de sobrevivéncia S possui as sequintes propriedades:

(i) S é mondtona nao-crescente;
(ii) S(0) =1 elimy 400 S(t) = 0;
(iii) S € continua.

Prova: (i) sejam t1,t € IR tais que t; < to. Logo, o evento A = {t € R;t > t,}

contém o evento B = {t € IR;t > t5.}. Conseqiientemente,

assegurando-nos que S é nao-crescente.

Agora provaremos (ii), por definicao S(0) = P(T > 0) = [ f(t)dt, sendo f a
fdp da variavel T. Dado que T é nao-negativa, segue que fooo f(t)dt = 1, portanto,
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S(0) = 1. A fim de provarmos que lim; o S(t) = 0, seja {t,},>1 uma seqiiéncia
nao-decrescente de niimeros reais tal que t, — +o0o. Conseqiientemente, a seqiiéncia

de eventos {B,,},>1 com B, = {t € R;t > t,} ¢é tal que

Bn+1 C Bn ,Vn 2 1

lim Bn:ﬂBn:Q).

n—-+o0o
n>1

Ou seja, {B,}n,>1 € uma sequéncia de eventos que decresce monoticamente para ().

Logo,

tnliquoo S(t,) = tnliIEOO P(T >t,) = tnliIJrrloo P(B,) =P (nETOO Bn) =0.
Por fim, provaremos (iii), dado que T" é uma variével aleatoria continua, entdo 7' possui
uma fdp f. Logo,

S() = P(T>#) = 1— / " fw)de,

que é uma funcao continua. ]

Propriedade 1.2 SeT ¢ uma varidvel aleatoria absolutamente continua e nao-negativa,

entao

d

£(t) = —500),

nos pontos em que S € derivdvel.

Prova: dado que 7' é uma variavel continua, entao

S(t) = 1 —/_t F@)da.

Conseqiientemente,

nos pontos em que S é derivavel. |

Sejam t1,ty € IR tais que t; < ty. Colosimo & Giolo (2006) definem a taxa de

falha no intervalo [t1, t2) como sendo a razao entre a probabilidade de que a falha ocorra
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nesse intervalo, dado que nao ocorreu antes de ¢;; e o comprimento do intervalo [tq,t2).

Ou seja, a taxa de falha é dada por

Pty <T <ty T > 1)

. 1.2
r— (1.2)
Usando o fato que
Pty <T <t
Pl <T<t|T>t) = (Pl(;>t>2)
>t
P(T > 1)) — P(T > t»)
P(T > t)
_ S(t) = 5(t2)
S(ty) 7
a razao (1.2) pode ser reescrita como
S(t1) — S(t2) (1.3)

[t — t1]S(t1)
Neste ponto, destacamos o fato de que as taxas de falha nao assumem valores

negativos, pois a funcao de sobrevivéncia é nao-crescente.

Escrevendo t; =t e to =t + At, a expressao (1.3), torna-se:

S(t) — S(t + At)
At S(t)

Definimos a funcao taxa de falha da variavel T', ou taxa de risco, e indicamos por h,

como sendo o limite:

Pt<T <t+At| T >1t)

h(t) = lim

At—0 At
Ou, equivalentemente,
. S(t) = S(t+ At) 1 d
-1 = 1.4
At) = tim, At S(t) S(t) i’ (1.4)

A funcao h(t) representa a taxa instantanea de falha no tempo ¢, condicional a sobre-

vivéncia até o tempo t.

Na Figura 1.2 apresentamos os graficos das taxas de risco da distribuicao gama,

para diferentes valores do parametro de forma k e parametro de escala A = 1.

Observemos que, para k = 2 e A = 1, a fungao de risco da distribuicao gama

é crescente para todo t > 0. Porém, para k = 1 e A = 1 tal funcao é constante.
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2.0

—  Gama(1, 1)
fffff Gama(2, 1)
Gama(0.5, 1)

15

1.0

h(t)

05

0.0
|

tempos(t)

Figura 1.2: grafico das taxas de risco da distribuicao gama para k = 0,5, 1e2e A = 1.

Finalmente, para k = 0.5 e A = 1 a funcao é decrescente. Na verdade, para k > 1 a
fungao de risco da distribuigdo gama é crescente, com h(0) = 0 e lim; o h(t) = A,
para 0 < k < 1 a mesma é decrescente com lim; o+ h(t) = +oo. Além disso, para

k =1 tal funcao é constante igual a A (ver Lawless, 1982).

Destacamos o fato de que as taxas de risco nao sao necessariamente funcoes
monoétonas. Por exemplo, a taxa de risco da distribuicao log-normal com parametros
i =0e o = 0.5 nao é uma funcio mondétona. Observemos o grafico dessa funcao
na Figura 1.3, onde pecerbemos a nao monotonicidade dessa fungao, pois h(0) = 0,
depois cresce para um maximo e por fim decresce quando ¢ tende ao infinito (para mais

detalhes veja Goldthwaite (1961)).

A seguir, apresentaremos algumas propriedades das taxas de risco.

Propriedade 1.3 SeT ¢ uma varidvel aleatoria absolutamente continua e nao-negativa,

entao

d
h(t) = 50 = —Elog S(t).
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2.0

15

h(t)

1.0

log—normal(0, 0.5)

0.5
|

0.0
|

Figura 1.3: grafico da taxa de risco da distribuicao log-normal para g = 0 e valores

distintos do parametro o.

Prova: da equagao (1.4), temos

h(t) = —%%S@)
Usando a Propriedade 1.2, obtemos
f(t
h(t) = #t))

h(t) = —S——S(t) = —%log S(t).

Propriedade 1.4 A taza de risco h de uma dada distribuicao de tempo de vida satisfaz

as condicoes:

(i) h(t) > 0 para todo t € IR; e

(i) [, h(t)dt = +cc.
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Prova: a condigao (i) ¢ uma conseqiiéncia imediata do fato de que a taxa risco é dada
pela razao entre duas fung¢oes nao-negativas. Mostremos, agora, a condigao (ii). Por
definicao,

“+00 x
/ W) dt = T [ R(t) dt.
0

T—+00 0

Pela Propriedade 1.3, temos

x X d
/h(t) dt:/ — 4 og S(1)dt = —log S(x).
Portanto,

/+OO h(t)dt = lim xh(t) dt = lim [—log S(z)] = +o0.

r—-+00 0 T——+00

Propriedade 1.5 SeT ¢ uma varidvel aleatoria absolutamente continua e nao-negativa,

S(t) = exp (— /0 th(u)du) .

Prova: pela Propriedade 1.3,

entao

h(t) = —%logS(t) (1.5)

Integrando ambos os membros da equagao (1.5) de 0 até ¢, temos

/0 h(u)du:/o —%ng(u)du: —log S(t).

S(t) = exp (- /0 hw) du> |

Portanto,

Outra funcao util na caracterizacao do tempo de sobrevivéncia é a funcao de risco

acumulativa, indicada por H e definida por

Propriedade 1.6 A funcao de risco acumulativa de uma dada distribuicao T de tempo

de falha satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) H(t) >0Vt € R;
(ii) limy_ oo H(t) = +00;

(111) S(t) = exp(—H(t)).

Prova: das trés propriedades citadas acima, as duas primeiras decorrem imedi-
atamente da Propriedade 1.4 e a tiltima é conseqiiéncia da Propriedade 1.5, combinada

com a definicao da funcao de risco acumulativa. [ ]

1.2.2 Modelos discretos

Podemos nos deparar com situacoes em que a variavel aleatoria que indica o tempo
de sobrevivéncia é discreta. Por exemplo, o niimero de ciclos efetuados por um motor
até a ocorréncia de falha. Seja T' uma variavel aleatoria discreta, assumindo os valores

ti,t,....com 0 <t <ty <---<t; <tjp <--- ecuja fungao de probabilidade é

A fungao de sobrevivéncia de T' é definida, segundo Lawless (1982), por

St)=P(T>t)= > plt;), Vte R

Jjitj>t

Propriedade 1.7 Se T € uma varidvel discreta, entao

p(t;) = S(t;) = S(tj1) , J=12,...

Ou seja,

Portanto,



Para o caso discreto, Lawless (1982) define a funcao de risco por

Uma vez que

Propriedade 1.8 Se T' € wma varidvel aleatoria discreta, entao

S(tj1)
st

ht;) =1 — —1,2,....

Prova: seja T uma variavel aleatoria discreta que assume os valores ¢y, o, ...

tais que 0 <t <ty <--- <t; <tjpq < .... Por definicao,

h(t;) = g((i]])) =1,2,...

Pela Propriedade 1.7

Logo,
S(tj) = Str) _ Sltn)
S(t]) S(t]) &

h(t;) =

19

(1.6)
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1.3 Funcao de verossimilhanca, funcao escore e ma-

triz de informacao de Fisher

1.3.1 Funcao de verossimilhanca

Seja T" uma variavel aleatéria cuja funcao densidade de probabilidade pertence a
determinada familia Fg de distribui¢oes, na qual o parametro 6 ¢, em geral, desco-
nhecido. Denotamos por fr(0) a fdp de T com @ € © C IR? e por Sr(€) a fungio de
sobrevivéncia de T'. Sejam tq,t,,...,t, observagoes casuais e independentes da variavel
aleatoria T', com r falhas e n — r censuras, observadas ao término do experimento. A
funcao de verossimilhanga de 8, baseada nas n observacoes tq,ts,...,t,, em que as r

primeiras ordenadas sao nao-censuradas e as demais sao censuradas, é definida por

L(O) o [ fr(t:.0) T Sr(t:.6). (1.7)
i=1 i=r+1

Na definigao dada pela equacao (1.7), a contribui¢do de cada observagao nao-
censurada é dada por meio da fungao de densidade. Por outro lado, a contribuicao de
cada observacao censurada é dada pela funcao de sobrevivéncia. A constante positiva de
proporcionalidade pode depender das observacoes tq,ts,...,t,, mas nao do parametro

0.

A funcao de verossimilhanca deve ser interpretada como uma func¢ao do vetor de
parametros @ para um conjunto de dados fixo, e serve para medir o quanto aqueles
dados suportam uma hipotese sobre 6. Ela expressa a plausividade do vetor @ em
explicar os dados t,s; neste sentido, a mesma informa a ordem natural de preferéncia

entre diversas possibilidades de 6, (ver Cordeiro, 1992).

A seguir, apresentaremos a funcao de verossimilhanca, considerando tipos distin-

tos de censura.

e Censura do tipo 1.

Neste caso,

Sr(t;,0) = Sr(L,8),
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parat =1+ 1,7+ 2,...,n. Conseqiientemente,
L(0) x [H Fr(ts, 9)] [ST(L,0)]" "
i=1

e Censura do tipo II.

Nesta situagao fixa-se r e somente os r menores tempos sao observados. Baseando-

se em resultados relacionados com estatisticas de ordem (Veja Apéndice B) tem-se

L(0) ﬁ [1_]1 fT(ti,G)] [Sr(tey, 0)]" ",

em que ¢y denota o maior tempo observado. Notamos que o fator n!/(n —r)!
independe do parametro 6, logo pode ser desprezado da expressao acima para

fins de estimacao.

e Censura do tipo aleatoria.

Neste caso, 1" é o tempo até a ocorréncia de falha e C' é o tempo de censura.
Para i = 1,2,...,n, os dados observados consistem em pares (¢;,0;) em que
t; = min{T;,C;} e 0; = 1 se T; < C; ou ¢; = 0 se T; > ;. Considerando os
tempos de falha e censura independentes e denotando por g e G as funcoes de

densidade e de sobrevivéncia de C, respectivamente, entao

T n
=1 i=r+1
Sob a hipotese de que o mecanismo de censura é nao-informativo, isto é, 0 mesmo
nao carrega informagdes sobre os parametros, os fatores G(t) e g(t) independem

de 0, portanto podem ser desprezados para fins de estimacao.

Segue da exposicao acima que a funcao de verossimilhanga para os mecanismos
de censura apresentados pode ser tomada da forma
L(0) < [ fr(t:,0) [ [ Sr(t:,0). (1.8)
i€D icC
em que D e C denotam os conjuntos das unidades sob andlise para os quais t; é o

tempo de sobrevivéncia ou tempo censurado, respectivamente.
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A funcao de log-verossimilhanca é definida por
((6) =log(L(8)).

Assim, a partir da expressao (1.8), temos

() o Zlog(fT(tia 0)) + Zlog(ST(tia 0)).

1€D ieC
1.3.2 Funcao escore e matriz de informacao de Fisher

Definimos a func¢ao escore por

O estimador de maxima verossimilhanca é o valor de 8 € © C IR? que maximiza
a funcao de verossimilhanca ou, equivalentemente, a funcao de log-verossimilhanca.
Portanto, o estimador de maxima verossimilhaca de @, denotado por 6, deve satisfazer

ao seguinte sistema de equacoes

ol(0) — 0
00 0-0 e

A matriz de informagao de Fisher esperada de € contida nos dados ¢s é a matriz g X ¢

definida por
K(0) = E[UO)U'(9)].

A esperanca e a covariancia da funcao escore sao tais que

E[U(8)] =0

CovlU(8)] = E <—8U; 6@) _E (— g;g(gl) _ K(6).

A matriz de primeiras derivadas da fun¢ao escore com sinal negativo, ou seja,

LoUT(9)  0%(8)
00  9000"

¢ denominada matriz de informacao observada e a denotaremos por —L.



Capitulo 2

O modelo de regressao

log-Birnbaum-Saunders

Em algumas situacgoes experimentais, o comportamento da variavel de interesse,
denominada de resposta, pode ser explicado por meio de uma estrutura com covaria-
veis e parametros desconhecidos. Este é o contexto de um modelo de regressao. Por
exemplo, Lawless (1982) cita um estudo considerado em Krall, Uthoff & Harley (1975)
no qual a variavel de interesse, o tempo de vida de pacientes com mieloma multiplo,
estd relacionada com as seguintes covariaveis: sexo do paciente, idade do individuo no

diagnostico, medida de hemoglobina, dentre outras.

Dado que as distribuicoes de tempo de sobrevivéncia possuem, em geral, as-
simetria a direita, alguns modelos, por exemplo, o modelo de regressao normal linear,
revela-se inadequado nestas situagoes. Com o objetivo de solucionar essa dificuldade
é comum utilizarmos uma componente deterministica nao-linear combinada com uma
distribuicao assimétrica para a componente estocéstica, ou transformarmos a resposta

a fim de tornar possivel a utilizacao de um modelo conhecido.

Neste capitulo, consideraremos um modelo de regressao linear cujos erros seguem
uma distribuicao log-Birnbaum-Saunders. A distribuicao Birnbaum-Saunders é uma

importante distribuicdo de vida (assimétrica) originada de um problema de fadiga
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de materiais que foi desenvolvida por Birnbaum & Saunders (1969a), ver Johnson,
Kotz & Balakrishnan (1995, p. 651) e Saunders (2007). A distribui¢do Birnbaum-
Saunders (BS) relaciona o tempo até a ocorréncia de alguma falha no material com
algum dano cumulativo assumido gaussiano. A distribuicao BS tem sido largamente
aplicada na area de engenharia, com intimeros trabalhos publicados. Contudo, devido
aos argumentos teoricos utilizados na construcao dessa distribuicao, é natural encontrar
aplicacoes em outras areas, tais como areas médica, de ciéncias atuariais e de meio
ambiente, em que algum tipo de estresse cumulativo pode levar & ocorréncia de um
evento, ver Podlasky (2008), Leiva, Sanhueza & Angulo (2008) e Leiva, Sanhueza &
Saunders (2008).

A distribuicao BS é definida em termos da distribuicao normal padrao. Para
maiores detalhes desta distribui¢do, ver Marshal & Olkin (2007). Uma derivacao mais
geral desta distribuigao foi feita por Desmond (1985), que mostra que esta distribuigao
pode ser obtida de diferentes modelos além da normal. Diaz-Garcia & Leiva (2005)
geraram a distribuicao BS a partir de distribuigoes elipticas. Este novo modelo é
chamado distribui¢do Birnbaum-Saunders generalizada (BSG). O modelo BSG admite
diferentes graus de curtose e assimetria e possui unimodalidade e bimodalidade. Adi-
cionalmente, as distribuicoes BSG englobam modelos em que o método de méxima
verossimilhanca produz estimativas para os parametros que geralmente nao sao sen-
siveis a outliers, como foi mostrado por Leiva, Riquelme, Balakrishnan & Sanhueza
(2008) e Barros, Paula & Leiva (2008); para outras propostas de estimagao nos mode-
los BSG ver Leiva, Barros, Paula & Sanhueza (2008) e Leiva, Sanhueza, Sen & Paula
(2008). Além disso, ha argumentos teoricos que justificam o uso das distribuigoes BSG
nos problemas que envolvem dano cumulativo que ocorrem comumente em problemas
de engenharia, em problemas ambientais e médicos. Sanhueza, Leiva & Balakrishnan
(2008) apresentaram um estudo completo dos resultados e das aplicagbes relativos as
distribuicoes BSG, mostrando que estes modelos sao titeis em diversos campos devido

a seus argumentos teoricos.

Diversas propostas de estimacao tém sido postuladas por Birnbaum & Saunders
(1969b), Engelhardt, Bain & Wright (1981), Ahmad (1988), Achcar (1993), Chang &
Tang (1994), Dupuis & Mills (1998), Ng, Kundub & Balakrishnan (2003) e From &

3
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Li (2006). Recentemente, métodos de inferéncia aprimorados para a distribui¢ao BS
foram propostos por Lemonte, Cribari-Neto & Vasconcellos (2007), Lemonte, Simas &
Cribari-Neto (2008) e Cysneiros, Cribari-Neto & Araujo (2008). Modelos de regressao
BS podem ser usados numa grande variedade de aplicagoes. Por exemplo, comparar os
parametros de locacao de varias populacoes ou para avaliar efeitos ambientais e de con-
trole da variavel em situacoes de teste de vida. Modelagem estatistica sob distribuicao
BS vem recebido muita atencao ultimamente. Alguns trabalhos tém sido desenvolvi-
dos, os quais podem ser vistos em Rieck & Nedelman (1991), Owen & Padgett (1999,
2000) e Tsionas (2001). Alguns aspectos relacionados a analise de diagnostico para
modelos de regressao log-BS podem ser visto em Rieck & Nedelman (1991), Tsionas
(2001), Galea, Leiva & Paula (2004), Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) e Xie & Wei
(2007).

2.1 A distribuicao Birnbaum-Saunders

As distribuicoes paramétricas comumente empregadas para modelar o tempo até
a ocorréncia de falha em processos de fadiga sao a normal inversa, gama e a lognormal.
Birnbaum-Saunders (1969a) nos chamam atengdo para o fato de que embora essas
distribuicoes se ajustem satisfatoriamente na regiao central da distribuicao do tempo
de vida, nas caudas o ajuste é insatisfatério. Diante disso, eles propuseram uma nova
familia de distribui¢oes para modelar o tempo de vida de materiais sob processos de
fadiga. A seguir, apresentaremos essa familia de distribui¢oes, conhecida na literatura
estatistica como a distribuicao Birnbaum-Saunders, e mostraremos algumas de suas

propriedades.

Definimos a distribuicao BS a partir da distribuicao normal padrao por meio de

uma variavel aleatoria T definida por:

_ 172
aZ aZ1? ’
T=8|—+||—] +1 :
dendlsd
- % 1
em que variavel aleatoria Z = é [ %} — [%] 2} segue uma distribuicao normal padrao,

ea > 0ef > 0. Neste caso, dizemos que a variavel T possui distribuicao BS com
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parametros « e (3, que sao parametros de forma e escala, respectivamente, e indicamos

T~ BS(a, ).

A fungao de distribui¢ao acumulativa (fda) da variavel T'~ BS(«, 3) é dada por

Fr(t) = ® (é “é} - {g”) >0, (2.1)

em que ®(-) denota a fda da distribui¢ao normal padrao.

Proposicao 2.1 Se T' é uma varidvel aleatoria que possui distribuicao BS com pard-

metros a e [3, entdo a funcao de densidade de probabilidade(fdp) de T € dada por

fT@:mHgHgﬂm(_ﬁ{%H) te0 @2

Prova: temos que a fdp de T' é obtida a partir da relacao

d

fr(t) = EFT(t)a

em que Fr(t) & dado pela expressio (2.1). Logo.
oo = e (e [ -[])

e ([ B ) 1 1]

| [ oo (o .

@ =+
+
|
|
Ly
N———
-~
V
ja)

_ 1 [é
B 205/ 21 I t

A Figura 2.1 ilustra o comportamento do grafico da f.d.p. da distribuicao BS para
diferentes valores dos parametros o e f = 1. Como podemos observar, o parametro «
controla a forma da distribuicao. A distribuicao BS torna-se assimétrica a medida que

« cresce, e simétrica, em torno de (3, & medida que « se aproxima de zero.

Agora, mostraremos algumas propriedades de uma variavel que segue uma dis-

tribuicao Birnbaum-Saunders.

Propriedade 2.1 SeT ~ BS(«, 3), entao ¢T ~ BS(«, ¢f3) para todo nimero real ¢ > 0.
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Figura 2.1: grafico da fdp da distribuicao BS para os valores indicados de a e 3 = 1.

Prova: de fato, suponhamos que a variavel aleatoria Y = ¢T', com ¢ > 0. Conseqiien-

temente,
so=ro<o=r(ret) = (2) - (5] -[2]])
Portanto, Y = ¢I'~ BS(a, ¢3). i

Propriedade 2.2 Se T'~ BS(«, 3), entao 1/T ~ BS(«,1/[).

Prova: com efeito, definamos a variavel Y = 1/T, temos

Fy(t):P(Ygt):P(l/Tgt):P(Tz%):1—FT(%>.

Conseqiientemente,

=40 - ()

B 1 1 ﬁ 2 6 2
= Popvan H *H

B 1 g1 g L[t B
- s | 7] [ o (ol )

t>0, o que implica em Y = 1/T ~ BS(a, 1/5). [
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Propriedade 2.3 Se T'~ BS(«, 3), entao Mediana(T)=0.
Prova: se T'~ BS(«, ), entao a fda de T' é dada por

s (G o

Conseqiientemente,

Portanto, § = Mediana(T). [

A fungao de sobrevivéncia da variavel 7'~ BS(«, 3) é dada por

o[- (- @] o

A Figura 2.2 apresenta o grafico da funcao de sobrevivéncia da distribuicao BS

para valores especificos dos parametros a e § = 1.

A partir da relagao h(t) = f(t)/S(t), podemos analisar o comportamento da taxa
de risco da distribui¢ao Birnbaum-Saunders, pois f(t) e S(t) sao dadas pelas expressoes
(2.2) e (2.3), respectivamente. Observemos através da Figura 2.3 que a taxa de risco
h(t) assume valor zero em t = 0, cresce até um valor maximo e depois decresce até

uma constante positiva.

2.2 A distribuicao senh-normal

Nesta se¢ao, apresentaremos a distribui¢ao senh-normal (SN) desenvolvida por
Rieck & Nedelman (1991). Em seguida, exibiremos algumas propriedades de uma
variavel aleatéria que segue uma distribuicao senh-normal e, por fim, mostraremos
uma relagao existente entre essa distribuicao e a distribuicao BS sob uma transformacao

logaritmica.
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Figura 2.2: grafico da funcdo de sobrevivéncia da distribuicao BS para os valores

indicados de av e 3 = 1.

=
S
— o= 0.50
o =0.75
o= 1.00
we o e - o= 1.25
—-——=- o=1.50
----- - o =2.00
s =4 a4 T R TEEEES
o | - ~o
= ~~_ T SNeeeL
=2
=
o 1 2 3 a4 5
t

Figura 2.3: grafico da taxa de risco da distribuicao BS para os valores indicados do

parametro a e [ = 1.
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Seja Y uma variavel aleatoria tal que a variavel Z = [2senh(¥)]/oz segue uma

distribuicao normal padrao. Neste caso, dizemos que a variavel

Z
Y = arcsenh (% 0') + v

tem distribuicao senh-normal com parametros de forma, locacao e escala, dados res-

pectivamente por, « > 0, v € IR e ¢ > 0 e indicamos Y ~ SN(«, v, 0).

A fda de uma variavel Y ~ SN(«, v, 0) é dada por

Fr(y) =@ (3 senh (y_’y)) yeR.

(0% o

Propriedade 2.4 Se Y~ SN(«,~,0), entiao a fdp de'Y tem a forma

fr(y) = \2/2_ cosh (B) exp (—% {senh (u)} 2) .y € IR.
ao\/ 21 o a o

Prova: temos que

frly) = d%Fy(y) _ %@ (% <ol (y - ’y))

Na Figura 2.4, observemos o comportamento das funcoes densidade de proba-
bilidade das distribuicoes senh-normal e normal. Como podemos observar, quando «
cresce, a curtose da distribuicao SN também cresce. Em particular, para a = 2, temos
unimodalidade e curtose menor do que o caso normal. Entretanto, para o > 2, a me-
dida que « cresce, a distribuicao SN comeca a apresentar bimodalidade, possui modas
que sao mais separadas e curtose maior do que o caso normal. O parametro v modifica

a locacao e o parametro o a escala da distribuicao.
A seguir, apresentaremos algumas propriedades de uma variavel aleatoria Y ~

SN(a, 7, 0).

Propriedade 2.5 Se Y ~ SN(«,v,0) ea,b € IR, comb > 0, entio a varidvel aleatoria
W =a+bY~ SN(a,a+ by, |blo).
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Figura 2.4: grafico da fdp da distribuigao normal e da distribui¢do senh-normal para os

valores indicados do paradmetro o,, y =0e o = 2.

Propriedade 2.6 Se Y~ SN(«,~,0), entdo Y € simétrica em torno de .

Propriedade 2.7 A waridvel aleatoria Y ~ SN(a,7y,0) é unimodal para o < 2 e

bimodal para o > 2.

Y

Propriedade 2.8 A waridvel aleatoria S, = 2 [ 7] converge em, distribuicao para a

oo

normal padrao quando o aproxima-se de zero.

Propriedade 2.9 A funcao geradora de momentos da varidvel aleatdria Y ~ SN(a, 7y, o)

€ dada por

m(s) = expls) [K“(52 s )] ,

em que a = [0s+1]/2, b= [os—1]/2 e K(-) € a fun¢do de Bessel modificada do terceiro

w2
tipo, definida por Ky(w) = % (%)A 0+°° y~*le ¥ W dy. (Para mais detalhes sobre a

fungao de Bessel veja Gradshteyn & Ryzhik, 2000).

Propriedade 2.10 Se Y ~ SN(«a,~,0), entio E(Y) =~ e Var(Y) = og(a), em que

g(a) € a varidncia quando o = 1.

A maioria das propriedades citadas encontra-se demonstradas em Rieck (1989).
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Rieck & Nedelman (1991) mostraram que ha uma relagao entre a distribui¢cao SN
e a distribui¢cao BS sob uma transformacao logaritmica. A proposi¢ao a seguir explicita

tal relagao.

Proposicao 2.2 Se T ¢ uma varidvel aleatoria cuja distribuicao é BS com pardmetros
de forma e escala iguais a o e [3, respectivamente, entao a varidvel Y = log(T) possui
distribui¢ao SN com parametros de forma, locagao e escala dados por a, v = log(f3) e
o = 2, respectivamente.

Prova: seja T uma variavel aleatoria tal que T'~ BS(«, 3), conseqiientemente a fungao

de distribuicao acumulada de 7" é dada por:

o ()] o

Definamos a variavel Y = log(T"), segue que

(e @)
(=) - (=) )
|

[(eXp(y ~1og(8))? — (exp(y — log(8))
e (w o (1)

K

Fy(y) = Fr(exp(y)) =

|
KA

Il
i

Il
i

|
1
P e e e Y

QI Q| 2+ Q|»—

I
i

Portanto, Y = log(7T") ~ SN(a, log(5), 2). [

2.3 O modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders

2.3.1 Caracterizacao

Sejam T4, Ty, ..., T, variaveis aleatorias independentes tais que T; ~ BS(«;, n;) para

1 =1,2,...,n. Admitamos que a distribuicao de cada variavel T; depende de um vetor
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de p variaveis explicativas x; = (@1, s, ..., ), em outras palavras, assumiremos

que
(i) m; = exp(x,B) parai =1,2,...,n, em que B = (51, 5s,...,3,)" é um vetor de
parametros desconhecidos;

(ii) O parametro de forma a; independe do vetor de covaridveis x;, isto é, a; = «

7 )

parai=1,2,... . n.

As suposi¢oes acima combinadas com a Propriedade 2.1 implicam T; = exp(x; 3)(

em que (;~ BS(a, 1), parai=1,2,...,n. Considerando Y; = log(7;) obtemos

Y; =x; B+ log((),

parai = 1,2,...,n. Ouseja, temos um modelo de regressao log-linear para distribuigcao

BS cujo componente aleatério g; é igual a log(¢;).

Agora, usando a Proposicao 2.2, que relaciona as distribui¢cdes BS e SN, conclui-
mos

g; = log(¢;) ~ SN(a,0,2) ,i=1,2,...,n.
As hipoteses e conclusoes obtidas acima leva-nos ao seguinte modelo de regressao:
Y;=x, B+, (2.4)

em que Y; consiste no logaritmo neperiano do tempo de sobrevivéncia ou tempo de cen-

sura associado as unidades experimentais; €,s sao variaveis aleatorias independentes e

identicamente distribuidas tais que g;~ SN(«,0,2), x, = (21, Ti2, . . . , ;) sa0 valores
observados de p covaridveis e B= (B, [s2,...,3,)" ¢ o vetor de parametros descon-
hecidos a ser estimado, com ¢ = 1,2,... n. Esse modelo ¢ denominado modelo de

regressao log-Birnbaum-Saunders (log-BS) e sobre o mesmo interessa-nos estimar o
vetor = (B",a)".
2.3.2 Estimacao

Sejam ¥y, ¥, ...,y, observacoes casuais e independentes da variavel aleatoria Y;

definida pela expressao (2.4). Dado que &; ~ SN(a,0,2), para i = 1,2,...,n, pela
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Propriedade 2.5 temos Y; ~ SN(a, %, 3,2), para i = 1,2,...,n. Denotamos por D o
conjunto das unidades experimentais para o qual y; representa o logaritmo neperiano
do tempo de vida e por C' o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo neperiano do
tempo censurado. Neste trabalho, supomos censura nao-informativa e independéncia

entre os tempos de vida e de censura.

A funcao de log-verossimilhanca total de 8 = (BT, a)' baseada nas observacoes

Y1,Y2, - - -, Yn € dada por

o Y log(fyi(1:,0)) + ) log(Sv. (11, 6)).

€D ieC

Uma vez que Y;~ SN(a,x,;3,2) para i = 1,2,...,n, temos

2
10g(fY¢(yi,9)) = log <§ cosh <@>) - % [log(&r) + [2 senh (—yi _2X1TB>} ]

e

log(Sy: (v, 8)) = log (1 — Fy. (i, 0)) = log (1 — (% senh ( > Tﬁ))).

Neste ponto, facamos

2 x; B
;1 = — cosh 2.5
g = 2 comt (12 (2.5
e
2 x; 3
2 = — senh , 2.6
§iz = _ sen ( 5 > (2.6)
parai = 1,2,... n. Conseqiientemente, podemos reescrever a funcao de log-verossimilhanca

total de @ na forma

() Z {log(fil) - % [log(87) + & } Z log (®(—&i2)) (2.7)

€D eC

A seguir, mostraremos que as derivadas parciais 0¢(0)/0a e 0¢(0)/0p; para j =
1,2,...,psao dadas por

= é [2{532 -1} + Zfﬂh(fﬂ)] (2.8)

€D icC
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para j = 1,2,...,p, em que h(&2) = ¢(&2)/P(—=Eiz), sendo ¢(-) e ®(-) representando

as fdp e fda da distribuicao normal padrao, respectivamente.

De fato, a derivada parcial de ¢(0) em relagao ao parametro « é dada por

ER I oy L SN (e i e o BT

€D ieC
Como
8§11 o a 2 Tﬂ o 1
9~ Do [— cos h( 5 |~ a §in (2.11)
e
(9&2 . 8 2 Yi — XZT,B 1 . 1
o~ o [a senh (—2 |~ T &i2, (2.12)

substituindo as derivadas parciais dadas pelas equagoes (2.11) e (2.12) na equagao

(2.10), obtemos

— é [Z{{fz -1} + Z§i2h(§i2)] : (2.13)

€D icC

Agora, a derivada parcial de ¢(0) em relagdo a [3; para j = 1,2,...,p é dada por

0ue) _ { 106 aglz} { 1 | 8&2}
aﬂj Z f@'l aﬁ] SZ2 aﬁj ZEZC [1 _ (I)(gﬁ)]as(gﬂ) 85] . (214)

i€D
Mas,
3 0 |2 yi —x; BY] i
= — |—cosh | =—— ] i 2.15
6/8] aﬁ] |:CY COs ( 2 ] g 2 ( )
e
8522 0 2 Yi — XT ] $z
= — |—senh | ¥——— ] il 2.16
a3; ) 3; [ sen ( 5 _ i ( )
para j = 1,2,...,p. Substituindo as derivadas parciais dadas pelas expressoes (2.15) e

(2.16) na equacao (2.14), obtemos

%Lﬁf) - ; {_a;j EQ 5“’512} } > {%fuh(&z)} (2.17)

ieC
para j = 1,2,...,p. Neste ponto, observamos que
x !
b2 _ h(—‘% X’ﬁ) (2.18)
i 2
e

§itkio = 2 senh( —x, B). (2.19)
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Finalmente, ao substituirmos os resultados dados pelas expressoes (2.18) e (2.19) na

equacao (2.17), obtemos

UG . xT y ‘
10) 5 {2 st~ St (B2 LS [ i)

i€D eC

para j =1,2,...,p.

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos coeficientes 5]'-5 e do parametro «
no modelo de regressao dado pela expressio (2.4), denotados por Bj paraj =1,2,...,p

e @, respectivamente, devem satisfazer ao sistema de equagoes abaixo:

94(0) =0,7=12,...,p (2.20)
95, Bi=B;, a=a&
e
ouo) =0. (2.21)
Oa ,B:B,a:d

No caso sob estudo, o sistema de equagoes formado pelas equagoes (2.20) e (2.21)
é nao-linear e nao possui solucoes analiticas, portanto faz necessario o uso de métodos
numeéricos para obtenc¢ao de solugoes. Neste trabalho, usaremos o método BFGS (veja
detalhes em Press et al, 1992) com derivadas parciais analiticas; esse método vem
sendo utilizados por pesquisadores quando se objetiva a maximizacao da funcao de

log-verossimilhanca.

O método de méxima verossimilhanca permite a construcao de intervalos de con-
fianca para os coeficientes 6}3 e para o parametro de forma « associados ao modelo
dado pela equagao (2.4); isso devido a duas propriedades importantes dos estimadores
de méxima verossimilhanca. Uma delas nos assegura que, para grandes amostras, o
estimador de méxima verossimilhanca de @ = (8", )", denotado por 0 = (BT,@)T,
possui distribui¢ao aproximadamente normal (p + 1)—variada. A outra nos garante
que o estimador 6 ¢ assintoticamente nao-viesado para @ e, & medida que n cresce, sua
matriz de variancias e covariancias 3, pode ser aproximada pela matriz —1':45(;, em que

oo —1
Lgg representa a matriz de informacao de Fisher observada.

Para o modelo de regressao considerado neste capitulo, a matriz Lgg, obtida por

Leiva, Barros, Paula & Galea (2007), é dada por
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(0> é——3(§§)27 sei1 €D
gi = ;
—%fmh(&a) — ;—z(fiz)2h'(€i2), seicC

K = (k1(6), k2(8), ..., k.(0))T, com

]{7(9 _% Senh(yi_xz—'rﬂ)v seiGD
z L eah(€n) — & senh(y; — x) B)H(€n), seic C

V = diag{v1(0),12(0),....v,(0)} com
(6) — 1 sech? (#) — Lcosh(y; —x; B), sei€D |
— 362 (&in) — (&i2)?H (&i2), seicC
sendo h(&2) = d(&i2)/P(—E&i2), &1 e & sao dados pelas equagoes (2.5) e (2.6), respec-

tivamente, e A’ denota a derivada da fungao h.



Capitulo 3

Influéncia local mediante a curvatura

normal conforme

O método de influéncia local, proposto por Cook (1986), é uma técnica de diag-
nostico que consiste em avaliar, por meio de uma medida apropriada de influéncia, a
sensibilidade das estimativas fornecidas por um modelo estatistico adotado mediante
pequenas perturbacgoes nos dados ou no proprio modelo. Ela baseia-se em conceitos da
geometria diferencial para estudar o comportamento local do grafico de uma funcao de-
nominada de afastamento pela verossimilhanca, mais precisamente, a curvatura normal
Cy em um ponto w, numa dada direcao I ¢ obtida. Cook (1986) sugere que examinemos
as direcoes em que a curvatura normal é méxima, pois a partir dessas podemos identi-
ficar observacoes influentes sob o esquema de perturbacao no qual sujeitamos o modelo

postulado.

Poon & Poon (1999) chamam aten¢ao para o fato de que a curvatura normal pode
assumir qualquer valor real e nao é invariante sob uma mudanca uniforme de escala,
ocasionando perda de objetividade no julgamento da grandeza da curvatura. Com o
objetivo de solucionar esse problema e, conseqiientemente, aperfeicoar o método de
influéncia local, Poon & Poon (1999) propoem que fagamos uso da curvatura normal

conforme, que esta relacionada com a curvatura normal, mas assume valores em um



39

intervalo limitado da reta e é invariante sob uma classe de reparametrizacoes denomi-
nadas reparametrizacées conformes. A curvatura normal conforme e suas propriedades
nos dao suporte para construirmos valores de referéncia que permitem julgarmos a

grandeza dessa curvatura.

3.1 Influéncia local, grafico de influéncia e curvatura

normal

Seja £(0) a fungao de log-verossimilhaga para um modelo estatistico postulado,
em que O € IRY é um vetor X 1 de parametros desconhecidos. Denotemos por /(6| w) a
funcao de log-verossimilhanca para o modelo perturbado em que w' = (Wi, wo, ..., w,)
é um vetor de perturbacao em um aberto €2 C IR". Assumimos que existe um w, € 2,
denominado vetor de nao-perturbagao, tal que (6| w,) = £(0), para todo 8 € IR?, isto
é, estamos admitindo que o modelo postulado estd encaixado no modelo perturbado.
Prosseguindo, sejam 0 e By os estimadores de maxima verossimilhanga para @ nos
modelos postulado, e perturbado, respectivamente. Finalmente, admitimos que ¢(0] w)

¢ de classe C? (possui derivadas de segunda ordem continua) em (8", w")T.

Uma comparacao entre os estimadores 0 e 0y quando w varia em {) ird nos
auxiliar na verificacao da “robustez” das estimativas obtidas, no que diz respeito ao
esquema de perturbacao utilizado. Mais especificamente, se a distancia entre 0 e
O & pequena quando w varia em (), entdao h& indicios de estabilidade no modelo
ajustado no que se refere ao esquema de perturbagao empregado. Cook (1986) sugere

que comparemos esses estimadores por meio de uma funcao apropriada, denominada

afastamento de verossimilhanca e definida por
flw) =2[0(8) — (0] w)] ,w € Q. (3.1)

Dado que 0 ¢ o estimador de maxima verossimilhanca no modelo postulado, temos
E(é) > f(é| w), para todo w € . Conseqiientemente, f(w) > 0, para todo w € €.
Além disso, notamos que w, é um ponto de minimo local da fun¢ao afastamento de

verossimilhanca.

O estudo de infuéncia local fundamenta-se em analisar o comportamento da
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funcao f em uma vizinhanca de w,. Com esse objetivo, consideramos a superficie

geométrica S C IR, formada pelo pontos

aw) = (w', fw))',

quando w varia em €. A superficie S definida acima é denominada grafico de influéncia.
Analisar como essa superficie desvia-se de seu plano tangente em w, é uma das maneiras
de estudarmos o compartamento local da funcao f em w,. Essa anélise pode ser feita
por meio das curvaturas das seccoes normais da superficie S em w,, ou seja, mediante
a curvatura normal de S em w,. A curvatura normal é dada em termos da primeira
e segunda formas fundamentais do grafico da funcao afastamento de verossimilhanca

cujas matrizes associadas denotadas por I e II, respectivamente, sao simétricas e dadas

por
of of
I, =6 + ————
J J + (%)i 8wj
e
o 1 o*f
T IV Gwde;”
em que
1 sei1=9
5@']’ - ! ]
0 seiz#j

e [[Vy|| denota a norma euclidiana do vetor gradiente de f.

Em notacao matricial,
1

n-——H, (3.2)
L+ 19,2

em que [, representa a matriz identidade de ordem n e H; denota a matriz hessiana

de f.

Quaisquer que sejam os vetores v e v em IR", definimos

I(v,v) =v'Tv

I(v,v) =v Tv.

Dada uma direcao arbitraria em IR™ representada por um vetor I nao-nulo, considere-

mos a linha reta em 2 que passa por w, e tem direcao determinada pelo vetor I; essa
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reta é dada por w(a) = w,+al, em que a € R, 1l € IR" e w, € Q. A curvatura normal

de S ao longo de I, em um ponto w,, é definida por

0 — o~ 0D 1 H : _ (3.3)
LD 17 (L, + VYL + || V4][2)2

W=Wy

Interessa-nos a curvatura normal em pontos criticos do grafico de f. Se w, é um
ponto critico do gréafico de f e escolhermos I tal que 1"l = 1, entéio a expressio (3.3)
se reduz a

-
Cr=UH|,_, - (3.4)
A partir das equagoes (3.4) e (3.1), obtemos

Cp = —2(1" ) ] (3.5)

w=w,

em que F ¢ uma matriz de ordem n cujos elementos sao dados por 626(9w)/8wi8wj,

parai,j =1,2,...,n.

Cook (1986) mostrou que a equagao (3.5) pode ser reescrita na forma

e —1
Cp=—=2M"ATL Al |, ., 3.6
l [ ) 0-0, w-w,, (3.6)
em que A é uma matriz cujos elementos sao dados por
0%0(0] w)
A= ——-, 3.7
J 89i8wj ( )
parat=1,2,...,qej=1,2,... n,e L ¢ uma matriz de ordem q tal que seus elementos
sao da forma
. 0%0(0
L= oublw) | (3.8)
00,00, 0=-0, w=w,,
parai,j=1,2,...,q.
A matriz —F = —ATi_lA é semidefinida positiva em wg, pois a funcao afas-

tamento de verossimilhanca atinge seu minimo nesse ponto. Sejam \,,,, 0 maior au-
tovalor de —F e €mar 0 autovetor correspondente. O A4 esta associado ao maximo
da curvatura normal, C,,q., € €4, indica a direcao na qual a curvatura normal é ma-
xima. Cook (1986) menciona que valores grandes de Ci,0p = Apar € uma indicagao de

problemas locais.
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3.2 A curvatura normal conforme

Poon & Poon (1999) definem a curvatura normal conforme ao longo de uma dada

direcao I, em um ponto wy pertencente ao grafico de a, por

(3.9)

wW=Wy
Notemos que, exceto quando a matriz associada a segunda forma fundamental é a

matriz nula, a curvatura normal conforme esta bem definida. Consideremos

| Hy[| = o/ tr(H).

Conseqiientemente, a partir da equagao (3.2), obtemos

1Hy || = [1+ [V 10| = 1+ | V)22 [te(IT2))2.

Dai, pela defini¢do de curvatura normal conforme dada na equagao (3.9), teremos

I'11 1

By = —————
L T ()

wW=Wy

1" H;l

U (1 + V VTN + [V ][22 [6r(TT%)] 2
1" Hyl

U (L + ViV U H|

W=Wy

wW=Wy
Agora, mostraremos que se wy ¢ um ponto critico de f e o vetor I é unitario, entao

B 1" H;l ‘
! ||Hf|| w:wo‘

Basta mostrarmos que sob tais hipoteses, lT[In + VfVJT]l |w:w0 = 1. Com efeito, se

wp é um ponto critico de f, entdo V;(wg) = [0,0,...,0]". Logo,

UL, +V,V} ="l = I =1,

]l |w:CUO

implicando na relacao
G

By =
L H

. (3.10)
w=Wy
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Dado que Hy = —2F = —Z[ATI':/_IA], temos

m - UHL

IH | | o—c,
1T[—2Fl
| —2F|

W=Wy
I"Fl
T a2 1
[tr(F)]2 | w_w,
I"ATL A
tr((ATE T A))

0-0 w-w,

Ou seja,

I'ATE AL

Bl - s —1 1
tr((ATL AP

(3.11)

0-0 w-w,

Analisando a equagao (3.11) observamos que, em relagao ao esforco computa-
cional, o célculo de B} equipara-se ao de Cj. Entretanto, a curvatura normal conforme
By & detentora de propriedades relevantes quando comparada com a curvatura normal

(. Essas propriedades serao apresentadas a seguir.

3.3 Propriedades da curvatura normal conforme

A curvatura normal conforme é detentora de propriedades que nos dao suporte
para construir valores de referéncia que permitem julgarmos, de forma objetiva, a

magnitude dessa curvatura. Nesta secao mostraremos estas propriedades.

Definicao 3.1 Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que M ¢é uma
matriz conforme se existe um numero real positivo T tal que MM'" =r1,.
As matrizes ortogonais sao exemplos de matrizes conformes. Em partircular, as ma-

trizes identidades.

A seguir apresentamos algumas propriedades das matrizes conformes.

Propriedade 3.1 Se M ¢é uma matriz conforme, entao M € nao-singular.

Prova: seja M uma matriz conforme, isso equivale a dizermos que existe 7 > 0 tal
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que MM " = 71I,,. Conseqiientemente, [det(M)]> = 7det(I,) = 7 > 0, que implica em
det(M) # 0. Portanto, M ¢é nao-singular. [

Propriedade 3.2 Uma condicao necessdria e suficiente para que uma matriz M, v,
seja uma matriz conforme é M = 7M™ para algum nimero real positivo T.

Prova: primeiramente, supomos que M é uma matriz conforme, ou seja, existe 7 > 0
tal que MM " = 7I,. Pela Propriedade 3.1 temos que M ¢é nio-singular, isto é, existe

M~ tal que MM~ = MM = I,,. Logo,
M' =, M"=M'MM"=M"'7l, =M.
Por outro lado, admitimos que M = 7M ! com 7 > 0. Conseqiientemente,
MM"=MrM "' =rI,

levando-nos a concluir que M é uma matriz conforme. [ |

Propriedade 3.3 A inversa de uma matriz conforme é uma matriz conforme.
Prova: seja M uma matriz conforme. Pelas Propriedades 3.1 e 3.2, temos que M é

inversivel e M = 7M™ com 7 > 0. Com isso,
-1 RIS S Ot RGPS S T D S
M~ (M) =—-M (M) =-M (M) =-1I,
T T T

sendo % > 0; assegurando-nos que M ' é conforme. [ |

Propriedade 3.4 Se A, ., e B, .y, sao matrizes conformes, entao AB ¢ uma matriz
conforme.
Prova: Por hipotese, temos que M, e My sao matrizes conformes, isso significa que

existem 7,6 > 0 tais que M, M| =71, e MyM, = §I,. Logo,
[MM,|][M M,)" = M\M,;M, M| = M§l,M] =M, M| =7i,.

Portanto, MM, é conforme. [ |

Definicao 3.2 Uma aplicagao suave ¢: 2 — © é dita reparametriza¢ao conforme em

w, € ) se a matriz jacobiana de ¢ em w, € uma matriz conforme.
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Um exemplo de reparametriza¢ao conforme é p(w) = Mw + ¢, sendo M uma matriz

conforme.

Reportando-se a Cook (1986), Poon & Poon (1999) consideram reparametriza-

¢oes como sendo modificagoes no esquema de perturbacao utilizado.

Teorema 3.3 Se ¢: Q) — O é uma reparametrizacao conforme em um ponto critico
w, € Q do grdafico de f, entao a curvatura normal conforme em w,, em qualquer diregao
l, € invariante sob tal reparametrizacao.

Prova: sejam p(w) uma reparametriza¢gao de 2 em © e ¢ (x) sua fun¢ao inversa.
Primeiramente, mostremos que se wg é um ponto critico de f, entdo ¢(wg) é um ponto
critico de g(x) = foi(x). De fato, a diferencial de g em ¢(wy), denotada por dgl, ),

é tal que

A9l = A 2 V) pwe) = A lyoiwe) Wlows) = Aflw, AWl

Ora, por hipotese wy é um ponto critico de f, ou seja, df]w0 = 0. Conseqiientemente,
dgl,w,) = 0, assegurando-nos que ¢(wo) é um ponto critico de g = f o).
Agora, obtenhamos a matriz hessiana de g = f o1 em termos da hessiana de f

Pfod(®) f(W(x)) dv(@)dv(x)  0f(b(=)) (@)

H, = = :
g &ui@wj (%Ji(?wj (9w7; &uj (9wj 8&)18&)]‘

Logo, em & = p(w() temos
g~ PI(wo) 9U(o(wo)) 9 (e(wo)) | Of(wo) Pd(p(wo))
g (9w7;(9wj &ui &uj 8Wj (9wi8wj '

of(Wo)
ow;

Uma vez que wy é um ponto critico de f, isto é, = 0 para 7 = 1,2,...,n,

obtemos

0 (p(wo)) 0% f (wo) O ((wo))
8(4}]' (%)Z-@wj &ui

em que W representa a matriz jacobiana de ¢ em (wy).

H. —

g

= 2:n 2 (3.12)

Prosseguindo, a hipotese de que ¢ é conforme em wq significa dizer que a matriz
jacobiana de ¢, denotada por Y, é conforme em wy, ou seja, 7X ' = Y ! para algum
numero real positivo 7. Conseqiientemente, tal hipotese combinada com o fato de que

¥ =Y ! implicam

U= Y =YY =YY =71, (3.13)
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Ou seja, a matriz jacobiana de 1) em p(wq) é uma matriz conforme. Em outras palavras,

) & uma aplicagao conforme em ¢(wy). A partir das equagoes (3.12) e (3.13), obtemos
| HLy|| = [er(9 " Hyp W) = [tr(@ "W H Hp® )] = [tr(r L HT1) > = 7] H .

A reparametriza¢ao considerada leva a dire¢ao I em wy para Y(I) em ¢(wy). Em
w = wy temos Y = %‘IJT, dai pela definicao da curvatura normal dada na equacao
(3.3), temos
o xyTH,YYl e THelel TeleTHew Y
a = pgtve o Retgtienn 0 Twiley
_ U'Ltrl, Hyrl, 21 . [lTHfl] _C
U i1 1l b

Pela relagao (3.10), concluimos

A éTl Tcl
YO~ m,| ~ rH 1
conforme haviamos enunciado no teorema. [ |
No modelo de regressao normal linear, quando w' = (wi,ws,...,w,) é o ve-

tor de perturbacao na ponderacao de casos para uma amostra aleatéria de tamanho
N = n, a curvatura normal conforme é invariante com respeito a reparametriza-
cao p(w) = (1 +wi/2,1+wq/2,...,1+w,/2), estudada por Loynes (1986), pois tal

reparametrizacao é conforme em wo = (1,1,...,1)".

Teorema 3.4 A curvatura normal conforme By ¢ tal que |Bl| < 1, para qualquer
direcao 1.
Prova: seja B={e; ;1 < i < n} uma base ortonormal formada por autovetores de II,

cujos autovalores correspondentes sao A, g, ..., \,. Conseqilietemente,

(i) e; é ortogonal a e; , parai # je 1 <i,j <n. Ou seja, <e;;e;> =0 para i # j

comi,j=1,2,...,n.
(i) |lei]| =1, parai=1,2,... n.

(iii) II = diag{\, As,..., \,} & a matriz de representagao, na base B, da segunda

forma fundamental.



47
Para qualquer dire¢do Il € R", com l = Y " a;e; = (a1, as,...,a,) € a; € IR, para

todoi=1,2,...,n, temos

L) = <l; 1> = Zal,

) =1L =) \a]
=1
) = > A%
=1

Logo,

II(I;1)
I D{tr(IP)} s |

Neste ponto, observemos que

n 2 n a?
|Zz 1)‘a| _ n|Zz 1)\CL| T (314)
|Zz 1 ZHZZ 1)\2’2 Zz laz [Z )‘2]2

|By| =

Z)\ia? = <A\, Ao, A (af, a3, ... a2) >,

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1 1
n 2 n 2
: < ||(/\17/\27=)‘n)|| ’ Ha%,a%, e 7a121)H = [Z )‘12] [ CL;L] :

Voltanto a expressao (3.14), temos

0 A2 [ al)E [ ]
|B | S L 1 - Zn 2 N
P20 ey p Xhd

=1 "1

[N

Uma vez que Y . af <[>0, a2)®, concluimos

oy
A\
Y
=
)
S
._M‘.’i
A\
—
‘ﬁ 3
—
Q
o
[}
[E—
[NIE
|
—_

O Teorema 3.4 nos assegura que a curvatura normal conforme assume valores em

um intervalo limitado da reta real. Isso facilita a interpretacao de sua magnitude.

Teorema 3.5 Se B—{e;;1 <i <n} é uma colecao de autovetores ortonormais de I1,

entao a curvatura normal conforme Be, na direcao do vetor e; é igual ao autovalor
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normalizado, \;, associado ao autovetor e;. Além disso, Y | B2 = 1.
Prova: se B={e;;1 <i < n} é uma cole¢ao de autovetores ortonormais de II, entao

para todoe; € Bei=1,2,...,n, temos

I(e;;e;) = ez‘Tez‘ = ||ei||2 =1

. T T T
H(ei, e,;) =€, II €, = ¢ )\iei = )\iei e, = >\z

Conseqiietemente,

Bei _ H(ei,ei) _ /\z _ ;\Z

I(eie,) [r(I12)]? [0, A2

n 2 n )\12 _ 1 n )\2:
;Bei—;zzl)\i ZZM%Z i=1

=1

Além disso,

Uma vez que Y., B? =1, se as curvaturas sio iguais para todos os autovetores
1= €e;
e; ei=1,...,n, entdo cada uma delas é igual a 1/y/n. De fato, se B, = B para todo

1=1,2,...,n, entao
Y B =) B*=npB"
i=1 i=1

Ora, pelo Teorema 3.5

i B =1.
=1

1
B=—
V.

O ntmero real 1/y/n pode ser usado na constru¢ao de um valor de referéncia para

Portanto,

que possamos julgar a magnitude da curvatura e, conseqiietemente, avaliar a influéncia

local de forma objetiva.

3.4 Influéncia local por meio da curvatura normal

conforme

Notemos que a curvatura normal conforme e a curvatura normal diferem ape-

nas por um fator positivo. Logo o autovetor e,,,, que maximiza uma delas também
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maximizara a outra. Entretanto, a propriedade de invariancia sob reparametrizagoes
conformes e o fato de ser limitada facilitam a interpretacao da curvatura normal con-
forme. A discussao na Sec¢ao 3.3 sugere que um valor de referéncia para julgar o efeito
de Be, e By em vérios niveis pode ser determinado. Com essa finalidade, Poon & Poon

(1999) definem:

Definicao 3.6 Um autovetor e é dito q-influente se

Be‘ > Q/\/ﬁ

3.4.1 Influéncia de um tinico autovetor

Seja {E; ;1 < i < n} abase canonica do IR". Chamaremos E; o i-ésimo vetor basico de

perturbacao. A fim de analizar a contribuicao de vetores basicos de perturbacao a in-

fluéncia de um tinico vetor e g-influente, encontramos os vetores bésicos de perturbagao

que estao proximos de e, no sentido de que a distancia entre cada um deles e o vetor e é

pequena. Seja C—{ej,es,...,e,} uma cole¢ao de autovetores ortonormais cujos auto-

valores normalizados correspondentes sao Aj, As, ..., \,. Segue que se e; = Z?zl a;; B,
2

parai=1,2,...,n, entao 2?21 a;; = 1. De fato, para todo i = 1,2,...,n, temos

n

Za’?j = <eje> = |lef” =1,

i=1
sendo <- ,-> o produto interno usual em IR" e || - || a norma euclidiana. De forma

que para cada ¢ fixado , i = 1,2,...,n, se a contribui¢ao a;; ¢ a mesma para todos os

E/s, entdo |a;;| = 1/1/n. Com efeito, dado que a contribui¢o a;; ¢ a mesma para todo

j=1,2,...,n, temos para cada i fixado

n

2 _ 2
E Q5 = Ny,
J=1
1 jag =1,2 C " ai} =1, enta 2 =1 j

para qualquer que seja j = 1,2,...,n. Como ) ;_,a;; = 1, entao na;; = 1, ou seja,
la;;| = 1/+/n. Como foi sugerido na se¢ao anterior, esse niimero pode ser usado na

construcao de um valor de referéncia. Essa metodologia pode ser aplicada para estudar

0 €4, ou a influéncia individual de qualquer autovetor.
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3.4.2 Contribuicao agregada de vetores basicos de perturbacao

A idéia apresentada na Secao 3.4.1, pode ser estendida para analisar a influéncia de
vetores de perturbacao basicos para todos os autovetores g-influentes. Com esse obje-
tivo, definamos p) = |A;| para i = 1,2,--- ,n. Em seguida, ordenemos esses valores

da seguinte forma:

q
Nmax:,u(l)Z,U/(Z)Z"'Zﬂ(k)Zﬁ>ﬂ(k+1)2"'2ﬂ(n)20.

Por fim, usemos a,;; para denotar a j-ésima componente do autovetor normalizado
associado a p;) = |A;|. Esses elementos levaram Poon & Poon (1999) a formular a

seguinte defini¢ao.

Definicao 3.7 A contribuicao agregada do j-ésimo vetor bdsico de perturbacao E; para

todos os autovetores g-influentes, denotada por m(q);, é o nimero real dado por

k
m(q); = [Z M(i)afj]

Neste ponto, observemos que se a contribuicao de todos os vetores de perturbacao é

1

2

a mesma. Entdo cada uma delas, denotadas uniformente por m(q), é dada por

m(q) = [%ZM@)] :

De fato, primeiramente vejamos que

n n k k
S =3 {z} “N
j=1 1 Li=1

j= 3 =1

3

{ afj} = [Z N(i)] L=) up- (3.15)

j=1 i=1

Por outro lado, se a contribuicao m(q); = m(q), para todo j =1,2,...,n , temos
> mlq); = nlm(q)” (3.16)
j=1

A partir das equagoes (3.15) e (3.16), concluimos

Lk 3
m(q) = [EZM(@] : (3.17)

Devemos tomar mi(q) como referéncia quando tivermos por objetivo determinar
a significancia da contribuicao de cada um dos vetores basicos de perturbacao sobre os

autovetores g-influentes.
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Existem dois casos extremos que devem ser levados em consideracao ao fazermos
uso desse método. O primeiro é permitir ¢ suficientemente grande de tal forma que
consideremos a contribuicao de cada um dos vetores basicos de perturbacao para o

€z apenas. Sendo assim,
211 291 1
m(q)j = [/JJ(I)Qlj}2 = [ﬂmazalj]Q = [:U’maw]z‘alj"

Neste caso, tal método equivale a comparar a;; com 1//n como sugerido na Se¢io
3.4.1. O outro extremo é permitir ¢ = 0, dessa forma todos autovetores sao incluidos

em nossa andlise. Levando-nos a contribuicao total, denotada por m; e definida por

2

m; =m(0); = [Z u(i)a?j] : (3.18)

Assim, se a contribuicao de todos os vetores basicos de perturbacao é a mesma, entao

cada uma delas, denotadas uniformemente por m, é tal que

e e -] <[

i=1

Ai

V 2k M

1
2 2
| 2 A
n i A
(3.19)
A contribuigao total m; e a curvatura normal conforme Bg, estao fortemente rela-

cionadas. A seguir explicitaremos essa relacdo. Sejam E; = >  a;;e; ¢ B a matriz

associada a forma bilinear Bj. Dado que By, = v Bv e Be; = j\iei, temos

n T n
BE- = E;BE] = Zaijei] B (Z akjel->

i=1 k=1

n n
T
= 5:%91 E B(ajey)
=1 k=1
n n
T
= E a;5€; E aijek
1=1 k=1

n n

T ~
= E A;5€; E akjkkek

i=1 k=1

n n
LT
= E aijg A \p€; €.
k=1

i=1

Neste ponto, usemos o fato de que C ={e;;1 < ¢ < n} é uma cole¢ao de vetores
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ortonormais. Logo,
n

BEJ- = Z S\ia?j.

i=1

Além disso, se todos os autovalores sao nao-negativos, entao Bg; ¢ igual ao quadrado
da contribuicio total do j-ésimo vetor basico de perturbacido. De fato, se \; > 0 para

todoi=1,2,...,n, entao

En: pGoyas = Zn: Niag; > 0.
=1 =1

Conseqiientemente,

|
—
I'M 3
s}/\
5
<
1
Nl
|
oy
=

1
n
2 _ a2 _
m; = [E :M(n%] =
i=1
As idéias expostas acima podem ser resumidas no seguinte teorema.

Teorema 3.8 Se todos os autovalores da matriz hessiana Hy sao nao-negativos, entao

m? = Bg,, para todo j = 1,2,...,n.

Corolario 3.9 Se a contribucao m; € a mesma para todo vetor bdsico de perturbacao

E

i, entao

para todo 7 =1,2,...,n.

Prova: pelo Teorema 3.8,

BEj = m?,
para todo j = 1,2,...,n. Sob a hipotese de que a contribuicao de todos os vetores

béasicos de perturbagao é mesma, temos

19 2

Bg. =m?=m°= % ’ _ Z?:l Ao tr(II)
N/ i A

R[S N7 [er(I12)]

j J

SIS



Capitulo 4

Influéncia local no modelo de

regressao log-Birnbaum-Saunders

Neste capitulo, aplicaremos a técnica de influéncia local mediante a curvatura
normal conforme proposta por Poon & Poon (1999) no modelo de regressao log-BS.
Apresentaremos as matrizes apropriadas para obter a influéncia local nos parametros
estimados do modelo sob os esquemas de perturbacao: ponderacao de casos, pertur-
bacao da variavel resposta e perturbacao da variavel explicativa, obtidos por Leiva,
Barros, Paula & Galea (2007). A titulo de ilustragio, analisaremos o conjunto de da-
dos considerados em Krall et al. (1975) e apresentados por Lawless (1982, pp.336-337).
Esses dados foram analisados por Jin et al. (2003) e Ghosh & Ghosal (2006), que
usaram um modelo semiparamétrico de tempo de falha acelerado. Mais recentemente,
Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) realizaram uma anélise de diagnostico desses da-
dos baseada em residuos e na metodologia de influéncia local por meio da curvatura

normal proposta por Cook (1986).
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4.1 Esquemas de perturbacoes

T

Sejam w' = (wi,ws,...,w,) € Q C IR™ um vetor de perturbacao e ((flw) a

funcao de log-verossimilhanca perturbada correspondente ao modelo adotado e a forma

de perturbacdo imposta. Conforme Escobar & Meeker (1992), admitiremos que

(i) Existe w, € 2, denominado vetor de nao-perturbacado, tal que ¢(0|w,) = ((0)

para todo @ € ©;
(ii) £(8|w) é duas vezes diferencidvel em (8", w™)";

(iii) Para cada w €  fixado, £(€) possui um tnico maximo em Ou:;

(iv) Ou pertence ao interior de ©.

4.1.1 Ponderacao de casos

Neste esquema de perturbacao, a fungao de log-verossimilhanca perturbada tem a forma

0""-} sz lOg yz; +Zwl log<5(yl7w))7

€D 1eC
em que w = (Wi,Wy,...,w,) € QC R" com 0 < w; <1, parai = 1,2,....n,
wo = (1,1,...,1)" é o vetor de ndo-perturbacio e os conjuntos D e C foram definidos

na equagao (1.8).

Em particular, para o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders definido na

equagao(2.4), temos

+ ) w;ilog(®(=En)),

e’

(6lw) x 3w, [mg 6a) — 3 llog(sm) + €3]

€D

=% _x.l
em que & = 2 cosh (232 ¢ g = 2 senh (252,

No que se refere & matriz

A = (Aj)p+1)xn (3219(_(;’;’))

em que i = 1,2,....p+1ej = 1,2,...,n, Leiva, Barros, Paula & Galea (2007),
considerando o modelo de regressao sob estudo e o esquema de ponderacao de casos,

mostraram que tal matriz A é dada por
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em que Aﬁ = XTdiag{Bl, bo, ..., Bn} com

L& & b »
@ _ % |:£Zl§22 §i1i| , S€1 € D (41)
%h(&g), set1e€C
e A, = (ay,as,...,a,) com

£ 12 .
—é+[£’?], sei €D

Y (4.2)
fi2h( ig), sez’GC’,

sendo éil e él‘g as estimativas de maxima verossimilhanca de &;; e &9, respectivamente,
e h(-) dada por (&) = d(&i2)/P(—Eiz)-
Sob a hipotese de que apenas os casos nao-censurados sejam perturbados, as

equagoes (4.1) e (4.2) reduzem-se, respectivamente, a

, — % [@1@2 - Z—ﬂ , sei €D
0, seie(C
e
. —é+[£’2] , sei €D
a; =

Por outro lado, se apenas os casos censurados sejam perturbados, temos

; 0, sei1 €D
%h(éﬁ), sei e (C
e
. 0, set€ D
a; =

%h(ég), seieC.

4.1.2 Perturbacao na variavel resposta

Neste caso, sujeitamos a resposta y; a uma perturbagao da forma y;, = y; + w;s,, em

que w; € IR para todoi=1,2,...,n, s, ¢ um fator de escala. Considerando o modelo



o6

de regressao sob estudo e o tipo de perturbacao descrito anteriormente, a funcao de

log-verossimilhanca perturbada é dada por

(o) w>o<2{1og<m>— log (&) mm} 3 log(@(—En)

€D e’

em que

2 w y
&ilw, = — cosh (M)
o) 2

2 o — X
€ = Zsenh (u)
« 2

Para esse esquema de perturbacao, a matriz

A — A/B )
A,
é tal que
Ag= X "diag{dy, ds, ..., d,}
com

SN 72
. Sy [ 2cosh( xTﬁ) —i [sech <#)] ] , sei €D
di:

T [éﬁh(fw) + (€i2)2h/<éz‘2)] ; sei e C

e A= (¢,¢9,...,C,) € COM

%5215;27 se1 €D
;_Z éi?h(éﬂ) + éiléth/(ém) , seieC,

~

C; =

em que h(-) e h/(-) sao dados em (2.3.2), e éﬂ e éﬂ sa0 &p e &9, avaliados em 0 =

B,

4.1.3 Perturbagao em uma variavel explicativa

Nesse esquema, impomos uma perturbagao aditiva em uma das variaveis explicativas

que seja continua. Formalmente, sujeitamos a variavel explicativa x; em que t €

{1,2,...,p} a perturbacao

Titw = Tip + WiSg,
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em que w; € IR, s, é um fator de escala.

Aqui, a funcao de log-verossimilhanca perturbada assume a forma

o) w>o<§j{log<m>— log(87) +@M} S log(®(—£0s).

€D ieC

em que

2 X /8 ﬁthsz
ilws — h
&in ~ cos ( )

2

Yi — XlTB - Btwi3x>

2
€i2w2 = asenh ( B

Para esse esquema de perturbacao, a matriz
A—| 28
A,

obtida por Leiva, Barros, Paula & Galea (2007), é tal que A[i’ é uma matriz p X n

cujos elementos Ag . quando j # t sao dados por

A T A ~
ey [isech2 (%) — 25 cosh(y; — xiT,B)] , sei€ D

Ag, = Lol . .
P e [Eah(E) + (E0)PH(En)] . sei€C.

E quando j =t,
r ~ - ; R
S B {iseChQ (#) — % cosh(y; — XIT,@)} +
As = T 1 vi—x B :
Bie =\ +Sa |zzsenh(y; —x; B) — 3 tanh | === |, se 1 € D;

_@ [éi?h(éz?) + (éﬂ)Qh'(é@‘z)} + %”éuh(éig), sei e C.

e A, = (R, -+ ,ky) com

—%sxﬁtsenh(yi —x; 3), se i€ D;
—521&% éﬁh(éﬂ) QSenh( — XT,B)h,(élz) , Se 1€ C.

Para mais detalhes veja Leiva, Barros, Paula & Galea (2007).
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4.2 Aplicacao

Esta secao tem como objetivo ilustrar a metodologia apresentada no Capitulo 3
nos modelos de regressao log-BS. Consideraremos um conjunto de dados referente a um
estudo clinico que tem como objetivo modelar o tempo de sobrevivéncia (7"), em meses,
de 65 pacientes com mieloma miltiplo. Para nosso estudo consideramos as seguintes

variaveis:

e logaritmo da medida de uréia nitrogenada no sangue no diagnostico (1);
e medida de hemoglobina no diagnodstico (x3);

e idade no diagnostico (z3);

e sexo (x4)(0: masculino e 1: feminino) e

e medida de calcio sérico no diagnostico (zs)

Os dados apresentam os tempos de sobrevivéncia (em meses) para 65 pacientes que
foram tratados com agentes alkylating, dos quais 48 morreram durante o estudo e
apenas 17 sobreviveram. Os dados estao apresentados em Lawless (1982, p. 332-333).
Estes ja foram analisados por Jin, Lin, Wei & Ying (2003) e Ghosh & Ghosal (2006) que
usaram um modelo semiparamétrico de tempo de falha acelerado. Recentemente, Leiva,
Barros, Paula & Galea (2007) ajustaram estes dados a um modelo de regressao log-
BS, usando o argumento de que em muitos problemas médicos (por exemplo, doengas
cardiacas ou diferentes tipos de céncer), um tipo de dano acumulado provocado por
varios fatores de risco é detectado. Entao, essa degradacao leva a um processo de
fadiga, cuja propagacao do tempo de sobrevivéncia pode ser adequadamente modelada
pela distribuicao BS. Eles fizeram uma anélise de diagnoéstico baseada em dois tipos de
residuos, a saber: residuo tipo-Martingale e residuo componente do desvio. Bem como,
utilizaram a técnica de influéncia local, baseada na curvatura normal, para analisar
possiveis pontos influentes e selecionar o modelo adequado para estes dados. Nosso
objetivo aqui é analisar novamente este conjunto de dados, considerando o modelo log-

BS, mas utilizando a técnica de influéncia local baseada na curvatura normal conforme,
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uma vez que, agora, temos um valor de referéncia para poder julgar de forma mais

objetiva se um ponto é influente ou nao.

Na analise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) foram construidos grafi-
cos normais de probabilidade que indicaram que nao existem indicios de afastamento da
suposicao de que o modelo de regressao log-BS seja adequado para os dados, uma vez
que, em geral, os residuos permanecem dentro das bandas de confianca dos envelopes

simulados.

Assim, considerando o modelo de regressao

Yi = Bo + Brxia + Baio + B33 + Baia + Bsis + €5, 0 =1,2,...,65

em que os erros &; ~ SN(a,0,2) e a resposta y; é o logaritmo natural do tempo de
sobrevivéncia, temos que as estimativas de maxima verossimilhanca dos coeficientes
0;s e do parametro de forma «a, assim como os respectivos niveis descritivos sao dados

na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros e os respectivos niveis descritivos.
Bo B B B B B a
Estimativa 4,500 -1,596 0,142 0,010 0,209 -0,141 1,082
Nivel descritivo 0,000 0,000 0,004 0,455 0,461 0,042

Notemos que os coeficientes (33 e 3, nao sao significativos a um nivel de significan-

cia de 10%.

Com o objetivo de verificar a existéncia de possiveis pontos influentes nos dados,
aplicamos a técnica de influéncia local baseada na curvatura normal conforme, sob o
esquema de perturbacao ponderacao de casos, tanto para as observacoes censuradas
quanto para as nao-censuradas. Consideramos os valores para ¢ = 1,2,3 e 4 a fim
de determinar quais sao os autovetores (diregoes) associadas as méximas variagoes
da fungao deslocamento pela verossimilhanca. Na Figura 4.1(a) podemos observar o
grafico do modulo dos autovalores normalizados e os valores de ¢g. Temos que n = 65,
e que para ¢ = 4 temos apenas um autovalor acima do valor de referéncia ¢/\/n, para

g = 3 temos apenas dois autovalores acima do valor de referéncia, para ¢ = 2 temos
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5 autovalores e para ¢ = 1 temos 7 autovalores, isto é, temos um tnico autovetor 4-
influente, dois autovetores 3-influentes, cinco autovetores 2-influentes e sete autovetores
1-influente. Os autovalores normalizados associados a estes autovetores sao 0,6020,
0,4764, 0,3548, 0,3230, 0,2887, 0,2376 e 0,2147. Desta forma, a maxima curvatura
normal conforme By & 0,6020, ou seja I,y sintetiza as maiores variagoes da fungao

afastamento de verossimilhanca quando o modelo esta sendo perturbado.

No grafico da Figura 4.1 (b) estao apresentados os valores da contribuigao agre-
gada de todos os autovetores (¢ = 0). Como podemos notar, as observagoes 1, 2, 3, 4,
5, 12, 40, 44, 48 e 62 estao acima do valor de referéncia 2b sugerido por Poon & Poon
(1999) e sao consideradas potencialmente influentes. Jé as observagoes 9 e 17 aparecem
como sendo marginalmente influentes. Na Figura 4.2, temos as contribui¢oes agregadas
dos autovetores associados aos maiores autovalores, correspondentes a ¢ =4 e ¢ = 3.
Neste caso, para ¢ = 4 as observacgoes 3, 4 e 40 sao detectadas como potencialmente
influentes, pois estio acima do valor de referéncia m(q)v/2 e a observacao 44 é con-
siderada marginalmente influente por estar muito proxima deste valor. Enquanto que
para ¢ = 3 as observacoes influentes sao 3, 4, 5, 40 e 44, e incrementamos a observacao
48 como sendo marginalmente influente (ver Figura 4.2 (b)). A observagao 40 é a que
mais se destaca em todos os gréficos e se refere a um paciente do sexo masculino, com
74 anos de idade e que sobreviveu 51 meses ao tratamento. As taxas de uréia nitroge-
nada do sangue e calcio sérico sao maiores que a média dos 65 pacientes e a taxa de
hemoglobina é menor que a média dos 65 pacientes. Neste ponto, destacamos o fato
de que na anélise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007), nao foi detectada a

observacao 4 como influente.

Na Tabela 4.2 estao apresentados o nimero de autovetores N que sao g—influentes,
os valores criticos para Bg, e m;(g), com g = 3,4 e as contribui¢des agregadas associ-

adas aos autovetores.

Agora, com o objetivo de verificar o impacto que as observacoes 3, 4, 5, 40 e 44
exercem sobre as estimativas dos parametros, reajustaremos o modelo, removendo indi-
vidualmente cada uma dessas observagoes e em seguida excluindo todas. Na Tabela 4.3

constam as mudangas relativas em porcentagem, RCy,, de cada estimativa, definida por

éj_Aj i A . . , . . .
RCy, = (0—(”) x 100, em que 9]@ denota a estimativa de maxima verossimilhanca
J
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Figura 4.1: autovalores normalizados em modulo e valores de q (a), e grafico da con-

tribuicao agregada total Bg, (b), para o esquema de perturbacao ponderacao de casos.
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Figura 4.2: contribuicao agregada do autovetor 4-influente correspondente ao maior

autovalor (q — 4) (a), e contribuigao agregada dos autovetores 3-influentes correspon-

dentes aos dois maiores autovalores (q = 3) (b) para o esquema de perturbagao pon-

deracao de casos.

de 0, obtida apos remocao da i-ésima observacao e os nives descritivos correspondentes

a testes sobre os coeficientes B;s. Voltemos a Tabela 4.1, a partir de uma anélise sobre

a mesma percebemos que, fixado o nivel de significincia em 10%, as variaveis explica-
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Tabela 4.2: Medidas de influéncia correspondentes as observacoes influentes.
Contrib. Agregada N  Valor de referéncia obs3 obs4 obs5 obs40 obs 44

m;(4) 1 0,1361 0,3015 0,2157 0,0470 0,5576 0,1961
m;(3) 2 0,1817 0,3128 0,2225 04454 0,5598 0,3385
Bg. 65 0,0767 0,1489 0,1083 0,2180 10,3370 0,1584

J

tivas x3 e x4 devem ser retiradas do modelo. Analisando a Tabela 4.3, constatamos
que, ao nivel de significincia de 10%, com a exclusao, individualmente, de cada uma
observacoes 3, 4, 5, 40 e 40 como também a remocao de todas elas os coeficientes
associados as variavies xz e x4 permanecem como sendo nao-significativos. Percebe-
mos que a exclusao da observacao 3 faz com que o coeficiente associado a variavel x5
deixe de ser significativo. Possivelmente, a nao-significincia desse coeficiente tenha
sido mascarada por essa observacao, levando-nos a sugerir a retirada da covariavel x5

do modelo. Confirmando a analise feita em Leiva, Barros, Paula & Galea (2007).

Desta forma, o modelo final fica dado por

Yi = ﬁo + ﬁlxﬂ + 521‘2'2 4+, 2=1,...,065. (43)

As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros (erro padrao entre

parénteses) sao
Bo = 4,409 (0,772), B = —1,869 (0,423), B> = 0,109 (0,049) e @ = 1,140 (0, 118).

A interpretacao dos coeficientes estimados do modelo final pode ser feita da mesma
forma que em Leiva et al. (2007). Ou seja, o tempo de sobrevivéncia esperado de-
cresce aproximadamente 85% [(1 — e~ 186%) x 100%)] quando a taxa de uréia nitroge-
nada do sangue (em logaritmo) cresce em uma unidade, permanecendo fixa a taxa de
hemoglobina. Similarmente, o tempo de sobrevivéncia esperado cresce aproximada-
mente 12% [e®1% x 100%] quando a taxa de hemoglobina cresce em uma unidade en-

quanto a taxa de uréia nitrogenada do sangue (em logaritmo) é mantida fixa.
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Tabela 4.3: Mudancas relativas (RC, em %) e os correspondentes niveis descritivos

entre parénteses.

Bo

B

B2

Bs

Ba

Bs

Q)

Obervacgoes removidas

Observacao 3 15 -3 3 -62 -4 30 1
(0,005) (0,000) (0,005) (0,250) (0,438) (0,188)

Observacao 4 11 5 -4 -38 5 7 2
(0,002) (0,000) (0,002) (0,299) (0,478) (0,051)

Observacao 5 -20 -3 25 42 68 -9 4
(0,000) (0,000) (0,046) (0,660) (0,814) (0,023)

Observacao 40 -14 0 -14 71 -12 -34 6
(0,000) (0,000) (0,000) (0,826) (0,377) (0,011)

Observacgao 44 12 -1 -14 -22 -46 12 3
(0,002) (0,000) (0,001) (0,350) (0,283) (0,063)

Observagoes 3,4,5,40 e 44 12 -1 -8 -34 -5 16 14
(0,009) (0,000) (0,003) (0,343) (0,406) (0,119)




Capitulo 5

Influéncia local em modelos de
regressao lineares com erro

senh-normal

Neste capitulo, consideramos o modelo de regressao linear cujo erro segue uma
distribuicao SN. Diferentemente da abordagem do Capitulo 4, onde tinhamos a hipotese
de que o parametro de escala o era conhecido e igual a 2, agora, tratamos o caso em que
o é desconhecido. O interesse neste modelo é justificado porque ele é pouco explorado
na literatura e sempre é visto em seu caso particular, o modelo log-BS. Porém, este
tem a vantagem de ser um modelo simétrico com curtose maior ou menor do que
o modelo normal e portanto, ¢ uma alternativa interessante ao modelo normal, por
ser mais flexivel. Estendemos os resultados de diagnoéstico de influéncia desenvolvidos
por Leiva, Barros, Paula & Galea (2007) para observacoes censuradas sob modelos de
regressao linear log-BS, considerando agora que o parametro o é desconhecido. Ou
seja, derivamos as curvaturas normais da influéncia local conforme sob os esquemas de
perturbacao, ponderacao de casos e perturbacao da variavel resposta, para o modelo
de regressao SN. Adicionalmente, propomos o residuo ordinério, para avaliar possiveis

afastamentos da suposicao de que os erros seguem distribuicao SN, bem como para
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detectar observacoes extremas com alguma influéncia desproporcional nos resultados
do ajuste. Consideramos o conjunto da dados rat analisado por Poon & Poon (1999) e
através da influéncia local conforme para o modelo SN conseguimos detectar o ponto

que estava mascarando a significatividade dos parametros do modelo.

5.1 Caracterizacao e estimacao

Suponhamos que a resposta seja uma variavel aleatoéria que possa ser expressa
como

=X L i=1,2 5.1

yz_xiﬁ—'—g’t y L=1,4,...,1, ()

/ ~ ., . L. . . . . . ,
em que 0s erros €5 sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

tais que &; ~ SN(a,0,0), para i = 1,2,...,n, X; s sdo valores observados de p covari-
aveis, 3 é um vetor de parametros desconhecidos e os parametros de forma « e escala

o sao desconhecidos. Sobre esse modelo interessa-nos estimar o vetor 8 = (8", a, o).

Sejam yq,Ys,...,Y, observacoes casuais e independentes da varidvel resposta

definida na equagao (5.1). Dado que g;~ SN(«,0,0), para i = 1,2,...,n, temos
yi~SN(a, %, B,0) , i=1,2,...,n.

Logo, a funcao de log-verossimilhanca de 6 = (,BT,Oé,O')T baseada nas observacoes

Y1, Y2, - - -, Yo pode ser escrita da seguinte forma

n

16) = Y- {iout€s) ~ 5 lostsm) + (€207} (5:2)

i=1
em que
2 D — Xy
&, = —cosh (w) (5.3)
o o
e
2 P — X
&5 = —senh (w) : (5.4)
a o
parai=1,2,... n.

As derivadas parciais da fungao de log-verossimilhanga, dada na equacao (5.2),

em relacao a ﬁj(j =1,2,...,p), a e 0 podem ser expressas como
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= — i i Z_L* 5 :1727"" )
95; U; i & - J p

1 [;{@;;)2 - 1}] ,

O) 1~ e &b
oo ;izl[yz x; B [@1@2 51*1] .

. ’, . . . . / A
Os estimadores de méxima verossimilhanga dos coeficientes [3;s, do parametro de
A A A ~ .
forma a e do parametro de escala o, denotados por f3;s, & e 7, respectivamente, devem

satisfazer ao seguinte sistema de equacoes:

00(0)
= 0,7=12,...,p,
95; B;=B;, a=a, o=¢&
ol(0) 0 e
dox ﬁ:B, a=0&, =0
o(0)
= 0.
do B=B, a=a, o=5

Mais uma vez, temos um sistema de equacoes nao-lineares que nao possui solucoes

analiticas, sendo necessario o uso de métodos numéricos para obtencao de solucoes.

. cn cn . » AT . .
A matriz de variancias e covariancias de @ = (3 ,&,5)" pode ser aproximada
e —1 ~
pela matriz de informacao de Fisher observada, —Lgg, avaliada em 6. Para o modelo

de regressao considerado neste capitulo, temos

Lgs Lg, Lg,
LOOZ ‘iaﬁ _iaa 1.:1040' 3
Laﬁ Lcra LO’O’

em que as entradas da matriz Ly sao obtidas a partir das seguintes expressoes:

%00) 1 o (yi—x{BY 4 2[y: — x{ B
5,05 = ; ;xijxil [Sech ( > ) — @cosh( 5 )] ,
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para j, l=1,2,...,p.
-

20) 4 < 2y — x{ O]
0a0B; _Ez%smh( o >

para j =1,2,...,p.

O) [ 1 3¢
dada Z{?_ oﬂ}'

para j =1,2,...,p.

dodo — >
4 2 Yi — X;r
+ olo? [yz _X;r ]COSh < [ ]) :|
D | e e e |
7 o
i=1
0*((0) 4 & - 2y — x7 ]
= - — X. h i
dado 203 ly; — x; Blsen ( )

5.2 Influéncia local

Para este modelo iremos considerar apenas os esquemas de perturbacao: ponde-

racao de casos e perturbacao da variavel resposta.

5.2.1 Ponderacao de casos

Consideremos o modelo de regressao definido na equacao (5.1) e o vetor de perturbacao

w = (w1, wy,...,w,)" € QC IR A funcio de log-verossimilhanca perturbada para o
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esquema de ponderacao de casos é

n

e {mg(s;z) ! tog(sm) + (65)7] } (5.5)

i=1
em que 0 < w; < 1, parai = 1,2,....,n e wyg = (1,1,...,1)7 & o vetor de nao-

perturbacao.

Diferenciando a funcao de log-verossimilhanca perturbada dada pela equacao

(5.5) em relacdo a B; com j =1,2,..., obtemos

Tij < _ S
e[ (s )

para j = 1,2,...,p. Logo,

PUOlw)  xy { . 5_2]
—Gwﬁﬁj T $iin 3 )

para j =1,2....,pei=1,2....,n. Por outro lado,

az [Zw@ ey _ ]

Dai,
0%0(0|w 1. .
TIOW) _ Lenr -,
parai=1,2....,n. Por fim,
8€
= _sz Yi — i |:§'Ll§'52 f* } )
i1
logo,
IH(Olw) 1 T §io
W—;[ yi —%; B {51 —5—:11,
parat=1,2..... n.

As derivadas parciais obtidas anteriormente sao tteis na determinagao da matriz

0%*((0
i0U;

e, conseqiientemente, no calculo das curvaturas.
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5.2.2 Perturbacao na variavel resposta

Neste caso, como descrito no Capitulo 4, sujeitamos a resposta y; a uma perturbacgao
da forma y,, = y; + w;s,, em que w; € IR para todo 7 = 1,2,...,n, s, ¢ um fator de
escala. Consideremos o modelo de regressao definido em (5.1) e o vetor de perturbagao
w = (w,wy,...,wy)" €Q C IR". A funcao de log-verossimilhanca perturbada é dada

por
n

{001 @) = 3 {lou(€h,) ~ los(s7) + (65,11

i=1
em que
2 w N
i1, = — cosh (M) (5.6)
a o
e
2 i — X
&, = —senh (w) : (5.7)
a o

-
Para esse esquema de perturbacao, a matriz A = (AB’ A, AU) é tal que

Ag = X diag{dy,dy, ..., d,}

com R R
o S 4 2 Z‘—XT i—XT
dy =% [A_Q cosh (M) _ sech? (M)] ’
o2 | & o o
Aa = (61,62, . ,én) com
L 28y 4 4
Ci = T Si1Si2
Vg,
e A, = (81,82,...,8,), sendo
T T T
;— X, i — X, 2 20y — x;
§Z — y AXI /8 _ tanh y AXI /6 + . Senh [y AXI ﬁ] ,
02 o a2 o

em que & e £ sao & e £, dadas nas equacgoes (5.6) e (5.7), respectivamente, avaliados

5 ~T
em 6= (8 ,4,6)".

5.3 Aplicacao

Esta aplicagao tem como objetivo enfatizar a importancia do modelo de regressao

linear senh-normal. Para isso, consideramos o conjunto de dados rat analisado em Poon
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& Poon (1999) apresentado em Weisberg (1985, p.121). Estes dados se referem a uma
experiéncia que foi conduzida para investigar a quantidade de absorcao de uma parti-
cular droga no figado de um rato. Dezenove ratos foram selecionados aleatoriamente,
pesados, anestesiados e submetidos a uma dose oral da droga. Como figados grandes
deveriam absorver mais do que figados menores, a dose real que um animal recebeu
foi determinada aproximadamente como 40 mg da droga por quilograma da massa
corporal. Sabe-se que a massa do figado estd relacionado fortemente com a massa
corporal. Apés um tempo fixado, cada rato foi sacrificado, tendo seu figado pesado,
e a porcentagem da droga no figado determinada. A hipotese experimental era a
inexisténcia de relacao linear entre a porcentagem da dose no figado e a massa corporal,

a massa do figado e a dose relativa.

Para nosso estudo, consideramos as seguintes variaveis: porcentagem da dose no
figado (Y'), a massa corporal (z7), a massa do figado (x2) e a dose relativa (z3). O
interesse recai em modelar Y que é a porcentagem da dose administrada que foi retida

pelo figado.

Na Figura 5.1 apresentamos graficos de dispersao para cada variavel explicativa
contra a variavel resposta. Estes revelam que nenhuma das varidveis em estudo parece
ter uma relacio linear com a porcentagem da dose no figado. E importante salientar que
estes diagramas detectam uma possivel relacao entre a resposta e as demais variaveis
individualmente. Assim nao podendo ser devidamente avaliada a relacao entre as

variaveis dependente e independente conjuntamente.

Na Tabela 5.1, estao dispostas as correlacoes amostrais entre as variaveis. A
andalise desta tabela é 1til no sentido de detectar multicolinearidade e de verificar
relacao linear entre a resposta e cada um dos preditores. Como podemos observar,
as correlacoes amostrais entre as variaveis explicativas com a resposta sao pequenas,
sugerindo que talvez nao exista uma relacao linear entre elas, ratificando a anélise feita
através dos graficos de dispersao. Porém vale ressaltar que a correlacao amostral entre

as varidveis as variaveis z; e 3 é altissima (0,9902).

Por meio de técnicas classicas da anélise de diagnostico em modelos de regressao
normal linear, Weisberg (1985) destacou que a distancia de Cook é relativamente grande

para a terceira observagao. Posteriormente, Cook (1986) detectou como sendo local-
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Figura 5.1: diagramas de dispersao

entre a variavel reposta e

as variaveis explicativas.

Tabela 5.1: Matriz de correlagao amostral entre as variaveis

Y T T2 T3
y 1,0000 0,1511 0,2033 0,2275
rp 0,1511 1,0000 0,5000 0,9902
xy 0,2033 10,5000 1,0000 0,4901
xg 0,2275 0,9902 0,4901 1,0000

mente influentes os casos em que os valores da varidvel x5 sao relativamente pequenos.

Mais recentemente, Poon & Poon (1999), através do método de influéncia local baseado

na curvatura normal conforme, sob o esquema de ponderacao de casos, constataram as

observacoes 1, 13 e 19 como pontencialmente influentes e a observacao 5 como marginal-

mente influente. Porém, os autores se detém na demonstracao da técnica abordada e

nao enfatizam a questao da significatividade das estimativas dos parametros do modelo.

Ou seja, se considerarmos o modelo normal linear e fixarmos o nivel de significancia

em 10%, o coeficiente associado a variavel x5 nao é significativo. Fizemos uma anélise

confirmatoria com o objetivo de verificar o impacto destas observacoes influentes nas

estimativas dos parametros do modelo e observamos que, retirando individualmente e

conjuntamente estas observacgoes, o coeficiente associado a x5 continua nao sendo sig-
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nificativo para o modelo e as estimativas do coeficiente desta variavel sofre as maiores
variacoes, como podemos observar na Tabela 5.2. O que nos levaria a escolher um
modelo com apenas as variaveis x; e x3, ou seja, a massa corporal e a dose relativa
explicariam a porcentagem da dose no figado, contradizendo a hipotese experimental

e a anélise descritiva.

Tabela 5.2: Mudangas relativas (RC, em %) e os correspondentes niveis descritivos.

Obervagoes removidas Bo Bl Bg Bg
1 -2 -11 -78 -8
(0,1504)  (0,0069) (0,1540) (0,0064)
5 38 15 66 10
(0,4487) (0,0482) (0,7991) (0,0294)
13 -54 -5 88 -4
(0,0660) (0,0108) (0,9240) (0,0096)
19 56 8 -32 6
(0,5469) (0,0174) (0,2473) (0,0123)
1,5,13e 19 54 7 -4 4

(0,5516)  (0,0151) (0,4612) (0,0081)

Iremos analisar estes dados sob a perspectiva do modelo de regressao senh-normal,
utilizando como ferramenta de diagnostico o método de influéncia local baseado na
curvatura normal conforme abordado por Poon & Poon (1999). Uma vez admitido o
modelo de regressao SN definido na equagao (5.1) na modelagem, obtemos as estima-
tivas de maxima verossimilhanca dos coeficientes /s e dos parametros de forma « e
escala o (ver Tabela 5.3). Como podemos observar, o coeficiente associado a variavel

29 nao se mostra significativo.

Tabela 5.3: Estimativas e os respectivos niveis descritivos
b B B B a o
Estimativas 0,0141 -0,0217 0,0144 4,2681 3,9903-107° 3494.756
Nivel descritivo 0,1275 0,0025 0,3522 0,0019 0,0000 0,0000

Fizemos uma anélise de residuos com o objetivo de verificar a existéncia de obser-

vacoes extremas bem como detectar possiveis afastamentos das suposicoes feitas para
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o modelo. Para isto, utilizamos o residuo ordinario padronizado, dado por

o yi — E(yi)
P = ————.
\/ Var(y;)

O grafico normal de probabilidade do residuo r; com os envelopes gerados é apresentado
na Figura 5.2. Como podemos observar, no grafico, nao ha indicios de afastamento da

suposicao de que os erros tém distribuicao SN.

o —
- -

(2]

o

3

e o

L)

o
R aal—
1
o |
\

Percentis da N(0,1)

Figura 5.2: grafico normal de probabilidade para os residuos padronizados com enve-

lope.

Em seguida, com o objetivo de verificar a existéncia de possiveis pontos influentes
nos dados, aplicamos a técnica de influéncia local baseada na curvatura normal con-
forme, sob os seguintes esquemas de perturbagao: ponderacao de casos e perturbagao
da variavel resposta. Para o esquema ponderacao de casos, obtivemos os seguintes
autovalores normalizados nao-nulos: 0,6026; 0,6322; 0,3519; 0,2607; 0,2084 e 0,0442.

Implicando em 2 autovetores 2-influentes e 4 autovalores 1-influente (ver Figura 5.3).

Na Figura 5.4 estao apresentados os valores da contribuigao agregada de todos os
autovetores (¢ = 0). Como podemos notar, as observagoes 1, 5, 13 e 19 sdo consideradas
potencialmente influentes, porém, as observacoes 2 e 4 podem ser classificadas como

sendo marginalmente influentes, pois o médulo da diferenca entre o valor de referéncia
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Figura 5.3: autovalores normalizados em modulo e valores de q para o esquema de

perturbacao ponderacao de casos.

e a contribui¢ao total Bg; ¢ aproximadamente zero. Na Figura 5.5, constatamos que as
observagoes 1, 13 e 19 sao potencialmente influentes quando ¢ = 2 (maior magnitude
detectada (a)); quando ¢ = 1, exatamente as mesmas observacoes foram detectadas

como sendo potencialmente influentes (b).
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Figura 5.4: gréfico da contribuicao agregada total Bg;.
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Figura 5.5: contribuicao agregada dos autovetores 2-influentes correspondente ao maior
autovalor (q — 2), e (b) contribui¢ao agregada dos autovetores 1-influente correspon-

dentes (q = 1) provenientes do esquema de perturbagao da ponderagao de casos.
A Tabela 5.4, sumariza os resultados obtidos.

Tabela 5.4: medidas de influéncia utilizando a curvatura normal conforme para o es-

quema de perturbacao ponderacao de casos.

Contrib. agregada N  Valor de referéncia Obs 1 Obs 13  Obs 19

m;(2) 2 0,3605 0,3872 0,4627 0,04811
m;(1) 4 0,4409 0,4866 04724  0,5347
BEg, 19 0.0880 0,2565 0,2885  0,3264

J

Para o esquema de perturbacao da variavel resposta, obtivemos cinco autova-
lores normalizados nao-nulos: 0,5000; 0,4995 (de multiplicidade 2); 0,4991 e 0,0454.

Implicando em 4 autovetores 1-influente (ver Figura 5.6).

Na Figura 5.7 (a) e (b), estdo apresentados os valores da contribui¢ao agregada
de todos os autovetores (¢ = 0) e a contribui¢ao agregada dos autovetores 1-influente
(¢ = 1), respectivamente, considerando a perturbacdo na variavel resposta. Como
podemos notar, apenas a observacao 3 se destaca como potencialmente influente em

ambos 0s casos.
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Figura 5.6: autovalores normalizados em moédulo e valores de q para o esquema de

perturbacao da resposta.
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Figura 5.7: contribuicao agregada de todos autovetores (a) e a contribui¢ao agregada
dos autovetores l-influente (b) provenientes do esquema de perturbagio da variavel

resposta.
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Com a finalidade de verificar o impacto que as observacoes 1, 3, 13 e 19 exercem
sobre as estimativas dos parametros, reajustaremos o modelo mediante a exclusao
dessas observacoes. Primeiramente, retiraremos cada uma delas individualmente. Em
seguida, excluiremos todas. Na Tabela 5.5 constam as mudancas relativas em porcen-
tagem, RCy,, de cada estimativa e os nives descritivos correspondentes a testes sobre
os coeficientes ls. Como podemos observar, o maior impacto é causado quando reti-
ramos a observacao 3 isoladamente e conjuntamente com as demais. Além disso, ha
uma mudanca inferencial importantissima, pois na eliminacao da observacao 3 tanto
individualmente como conjuntamente nenhum dos coeficientes é significativo para este
modelo, ou seja, a nao-significancia dos coeficientes estava sendo mascaradas pela ob-
servacao 3. Esta observacao se refere a um rato que tinha massa corporal e massa do
figado maior que a massa média corporal e que a massa média do figado dos demais
ratos, recebeu a dose méxima da droga e teve maior absorcao da droga pelo figado
dentre os 19 ratos. Portanto, nenhuma das varidveis, massa corporal, massa do figado
e dose relativa tem relacao linear com a porcentagem da dose da droga no figado, con-
firmando a hipotese experimental e a anélise descritiva. Neste aspecto o dignostico de

influéncia foi fundamental para a analise destes dados.

Tabela 5.5: mudangas relativas (RC, em %) e os correspondentes niveis descritivos.

Obervagoes removidas Bo B\l B\g 33
1 -2 -9 -76 -6
(0,0844) (0,0003) (0,0873) (0,0003)
3 -16 64 37 65
(0,0867) (0,6353) (0,5790) (0,6482)
13 -52 -2 88 -1
(0,0240) (0,0010) (0.9117) (0,0007)
19 57 12 -30 9
(0,4906) (0,0027) (0,1725) (0,0014)
1,3,13e 19 15 44 -35 45

(0,1608)  (0,3191) (0,1938)  (0,3306)




Conclusao

Neste trabalho apresentamos a formulacao da infuéncia local avaliada através da
curvatura normal conforme. Fundamentamos a idéia de que a curvatura normal con-
forme tem propriedades que nos dao suporte para construirmos valores de referéncia
que permitem julgarmos a grandeza dessa curvatura. Aplicamos esta teoria em modelos
de regressao log-BS. Consideramos também o modelo de regressao SN onde derivamos
as curvaturas normais para dois esquemas de perturbacao e apresentamos uma alter-
nativa para se conduzir uma andlise residual nesse tipo de modelo. A metodologia
utilizada foi ilustrada através de dados reais, mostrando que a anélise de diagnostico

desempenha um papel importante na selecao do modelo apropriado.



Trabalhos futuros

Uma anélise analoga a realizada neste trabalho pode ser feita mediante modi-
ficagoes na definigao de contribuicao agregada. Por exemplo, Poon & Poon (1999)
definem a contribuicao agregada de segunda ordem do j-ésimo vetor basico de pertur-

bacao E; para todos os autovetores g-influentes por

k
M(q); = [Z H%i)a?j
i=1 i

N

Neste caso,

D=

. -
I 1 9

M(q) = [ﬁ Z 0

i=1

devera ser usado para construir valores de referéncia.

Essa modificagdo proposta por Poon & Poon (1999) sugere uma extensao na
definicao de contribuicao agregada. Sendo assim, poderiamos definir a contribuicao
agregada de ordem p do j-ésimo vetor basico de perturbagao E; para todos os autove-

tores g-influentes por

k 2
2
m®(q); = [Z M?i)az‘j]
i=1
Particularmente, para p = 1 a equacao acima se reduz a definicdo de contribuicao
agregada dada na Definicao 3.7, que foi usada em nossa anélise. E, para p = 2 a

mesma se reduz a equacao sugerida por Poon & Poon (1999).

Se a contribuicao agregada de ordem p é a mesma para todos os autovetores

basicos de perturbacdo, entdo cada uma delas, denotadas uniformemente por m @, &



igual a

1
2

k
1
7 () — | = P
m WY = [n E “(z)] .
i=1

Neste caso, m ) devera ser usado para construir valores de referéncia.
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Apéndice A: espacos vetoriais com

produto interno

As nocoes de comprimento, distancia e a relacao de perpendicularismo podem ser
estabelecidas de modo natural a partir do conceito de produto interno. Nesta secao,
apresetaremos alguns resultados envolvendo espacos vetoriais munidos de um produto
interno. As defini¢oes e resultados que serao apresentados podem ser encontrados em
livros basicos da literatura que abordam Algebra Linear, por exemplo, ver Monteiro,

1969.

Definicao .1 Chama-se produto interno sobre um espaco vetorial real E a toda apli-

cacao <.;.>: E x E — R que satisfaz as sequintes condi¢oes:

(i) <u+v;w>=<u;w>+ <v;w>;
(i1) <au;v> = a<u;v>;
(iii) <u;v> = <v;u>;

(iv) <u;u>>0 sewu##0.

Definicao .2 Chama-se norma de um vetor u, de um espaco euclidiano E, ao nimero

real nao-negativo
ull = V<uuS.

Particularmente, se ||ul| = 1, diz-se que u é um vetor unitdrio.
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Proposicao .3 Seja <.;.> : E x E — R um produto interno sobre o espaco vetorial

E, entao vale as relacoes:

n n
< E U V> = E o< v>
i=1 =1

<u; Zﬁjvj> = Zﬁj<u; v;>.
P j=1

Proposigao .4 (Desiguladade de Cauchy-Schwarz). Se u e v sao dois vetores quais-

quer de um espacgo vetorial E com produto interno, entao vale a sequinte desigualdade:
| <us v>] < ul[[v]].

Particularmente, a igualdade ocorre se, e somente se, u e v sao linearmente depen-

dentes.

Proposicao .5 Se u e v sao dois vetores quaisquer de um espaco vetorial E com

produto interno e se a € um numero real qualquer, sao vdlidas as propriedades:
(i) Jull >0 se uo0;
(i) [laul| = |al.|[ul];

(111) ||u+ v|| <||ul|| + ||v|| (Desigualdade triangular).

Definicao .6 Sejam u e v vetores de um espaco E com produto interno. Diz-se que u

€ ortogonal a v se, e somente se, <u;v> = 0. E denotamos tal fato por u L v.

Definicao .7 Sejam S e T subconjuntos de um espaco vetorial E& com produto interno.
Diz-se que S € ortogonal a T, notagao S 1 T, se, e somente se, todo vetor de S €

ortogonal a qualquer vetor de T.

Definicao .8 Diz-se que uma familia {u;}1<i<, de vetores de E, € ortogonal se, e

somente se, u; L u; parai#j (1 <1i,7<p).
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Definig¢ao .9 Diz-se que uma familia {u;}1<,<p, de vetores de E, é ortonormal se, e
somente se,
(1) a familia {u;}1<i<, € ortogonal;

(i1) ||u;|| =1 para todo i =1,2,...,p.

Definicao .10 Seja E um espaco com produto interno e de dimensao finita n; toda

base de E que € uma familia ortonormal € denominada base ortonormal de E.

Proposicao .11 Seja E um espagco com produto interno e de dimensao finita n; se
{u;} € uma base de E, entao para todo indice p, 1 < p < n, existe uma familia

V, = {v; hi<j<p de vetores de E, tal que

(i) V, € ortonormal;

(11) Cada vetor v; (i < j < p) é uma combinagdo linear da familia {u;}1<i<;.

Proposicao .12 Todo espaco com produto interno e de dimensao finita tem uma base

ortonormal.

Proposicao .13 Seja E um espaco com produto interno e de dimensao finita n e seja

{u;}1<i<n uma base ortonormal de E.

(i) Para todo u € E, temos uw =Y . | <w;u;>u;, isto €, as coordenadas de u com

relagdo a base ortonormal {u;}1<i<n sa0 <ujup>, <u;ug>, ..., <u;up>;

(ii) Se u e v sao dois vetores quaisquer de E, entdo

<u;v> = Z <u;u ><v; U >
i=1
(iii) Para todo vetor u de E, temos

n

P = 3 I<us w2

i=1



Apéndice B: estatisticas de ordem

Neste apéndice, apresentamos um resultado basico sobre estatisticas de ordem.

Caso o leitor deseje um tratamento mais aprofundado acerca do tema, recomendamos

David (1970).

Definicao .14 Seja X1, Xo, ..., X, uma amostra casual de tamanho n de uma varidvel
aleatoria X continua. As vaidveis X!s em ordem nao-decrescente de magninute, e

denotadas por

Xy <X < < X

sao chamadas estatisticas de ordem correspondente a amostra aleatoria X1, Xo, ..., X,,.

Proposicao .15 A funcao de densidade de probabilidade conjunta de Xy, Xy, ..., Xq

n)7

emquel <lp <l <---<lp<nel<k<mn pode ser escrita na forma

k+1 k
n! li—li1—1
@y, T, 2w) = =5 , I [Fx(zay) = Fx(a_)] 7 T ] fx(za),
Hi:l (li —lim1 — 1)- i=1 i=1
em que 1) < Ty < -0 < a1, € por conveniéncia, definimos ly = 0, 1 = n + 1,

Ty, = —00 e Xy, , = +00.

Trés casos particulares do resultado acima sao os seguintes.
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(i) A fdp conjunta de Y = (X), X(2),...,X()), com r < n, é dada por

[1 = Fx(zm)]™ "

| r
fr(zay,z@), . 2e) = ﬁ [H fx (@)
=1

ii) A fdp de X(;, com 1 < i <n, é dada por
(i)

n!

Ixo@0) = Gy =y /x@6) [Fx(wa)] ™ [1= Fx(za)]"

(iii) A fdp conjunta de (X, X(;)), para ¢ < j, é dada por

n! .
fxoxon@a, i) = (Z._1)!(j_Z._1)!(n_].>!fx(f%))fx(%))[Fx(ﬂfu))]% X

< [Fx(zg) = Fx(z@)] ™ [1 = Fx ()"
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