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Resumo

Neste trabalho, apresentamos condições necessárias e suficientes para existência

de soluções não triviais do seguinte problema de autovalor

(P1)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω

udz = 0,

onde Ω = R
2/(αZ × αZ) é um toro bidimensional, α > 0 e u ∈ H1(Ω). Usamos os

Métodos Variacionais e a Teoria de Bifurcação para tal objetivo.



Abstract

In this work we present necessary and sufficient condition for existence of non-

trivial solutions of the next eigenvalue problem

(P1)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω

udz = 0,

where Ω = R
2/(αZ × αZ) is a two-dimensional torus, α > 0 and u ∈ H1(Ω). We use

the Variational Methods and Bifurcation Theory for such an objective.
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Notação

•
∣∣[a, b]

∣∣: Medida de Lebesgue do intervalo [a, b] ⊂ R;

• Para u : [a, b] → R,

u̇(x) =
d

dx
u(x);

• C([a, b]) = Espaço das funções contínuas definidas no intervalo [a, b];

• Norma do espaço C([a, b]):

||u||∞ = sup
x∈[a,b]

|u(x)|;

• C2([a, b]) = {u ∈ C([a, b]); ü ∈ C([a, b])};

• |Ω|: Medida de Lebesgue do conjunto Ω ⊂ R
2;

• L∞(Ω) = {u : Ω → R mensurável; u é limitada quase sempre em Ω};

• Norma do espaço L∞(Ω):

||u||∞ = sup
z∈Ω

|u(z)|;

• Para p ∈ [1,∞),

Lp(Ω) = {u : Ω → R mensurável;
∫

Ω

|u|pdz <∞};

• Norma do espaço Lp(Ω):

||u||p =

(∫

Ω

|u|pdz
) 1

p

;

• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω); u
′ ∈ L2(Ω)};
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• ∇u =
(

∂
∂x

(u), ∂
∂y

(u)
)

;

• Para u, v : Ω → R,

〈∇u,∇v〉e =
∂

∂x
(u)

∂

∂x
(v) +

∂

∂y
(u)

∂

∂y
(v);

• Para u, v ∈ H1(Ω),

〈u, v〉 =

∫

Ω

〈∇u,∇v〉edz;

• Para u ∈ H1(Ω),

||u|| = ||∇u||2;

• Para u : Ω → R,

∆u =
∂2

∂x2
(u) +

∂2

∂y2
(u);

• Para γ ∈ N
n ∪ (0, 0, ..., 0) e γ = (γ1, γ2, ..., γn),

|γ| =
n∑

i=1

γi,

Dγu =
∂|γ|u

∂xγ1

1 ∂x
γ2

2 ...∂x
γn
n

;

• L(V,W ): Espaço das transformações lineares entre os espaços vetoriais V e W ;

• X →֒ Y : Imersão entre os espaços de Banach X e Y ;



Introdução

Neste trabalho, vamos estudar o problema

(P1)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω

udz = 0,

onde Ω = R
2/(αZ × αZ) é um toro bidimensional (detalhes no Capítulo 1), α > 0 e

u ∈ H1(Ω). Este problema é um caso particular do problema

(P2)






−∆u = 4πN

(
K(z)eu

∫
Ω̂
K(z)eudz

− 1

|Ω̂|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω̂

udz = 0,

onde K é uma função não negativa, N é um número inteiro chamado Número de Vór-

tice, Ω̂ = R
2/(αZ × βZ) é um toro bidimensional e u ∈ H1(Ω̂). De acordo com G.

Tarantello (em [5]), na Teoria do Calibre de Chern-Simons (Chern-Simons Gauge The-

ory), o comportamento assintótico de uma classe de soluções é descrito pelo problema

(P2). Assim, começa uma investigação para saber se o problema

(P3)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω̂
eudz

− 1

|Ω̂|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω̂

udz = 0,

onde Ω̂ = R
2/(αZ × βZ) é um toro bidimensional e u ∈ H1(Ω̂), possui solução não

trivial.
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O problema (P3) admite formulação variacional. O funcional de Euler-Lagrange

para o problema (P3) é dado por

Iη : E → R

Iη(u) =
1

2
||u||2 − η ln

(
1

|Ω̂|

∫

Ω̂

eudz

)
,

com E = {u ∈ H1(Ω̂);
∫

Ω̂
udz = 0}. Para η ≤ 0, o funcional Iη é estritamente convexo

e, assim, o problema (P3) só admite a solução trivial. Para η > 0, o estudo do problema

(P3) torna-se mais complexo. Para η ∈ (0, 8π), W. Ding, J. Jost, J. Li e G. Wang (em

[6]) e M. Nolasco e G. Tarantello (em [7]) mostraram que o funcional Iη admite ponto

crítico. C.C. Chen e C. S. Lin (em [8]) provaram que as soluções do problema (P3) são

uniformemente limitadas até mesmo quando η = 8π. Isso não garante que as soluções

são não triviais. Quando η está próximo de zero, M. Struwe e G. Tarantello (em [2])

mostraram que o problema (P3) admite apenas a solução trivial. Quando

α

β
≤ 1

2
,

X. Cabré, M. Lucia e M. Sanchón (em [9]) mostraram que o problema (P3) admite

apenas a solução trivial se, e só se, η ≤ λ1(Ω̂)|Ω̂|, onde λ1(Ω̂) é o primeiro autovalor

do laplaciano sobre Ω̂ referente ao problema (P3). Apesar de X. Cabré, M. Lucia e M.

Sanchón (em [9]), C. S. Lin e M. Lucia (em [4]) provarem ótimos resultados para uma

grande classe de toros, tais trabalhos não abrangem todos os tipos de toros. Porém,

quando α = β, o problema (P3) (ou seja, o problema (P1)) já se encontra resolvido. O

problema (P1) tem o seguinte comportamento:

(i) Para η > 0 próximo de zero, M. Struwe e G. Tarantello (em [2]) mostraram que

o problema (P1) admite apenas a solução trivial.

Teorema 2.20 Existe δ > 0 tal que a única solução do problema (P1), com

η ∈ [0, δ), é a solução identicamente nula.

(ii) Para η ∈ (0, 8π], C. S. Lin e M. Lucia (em [4]) provaram que o problema (P1)

admite apenas a solução trivial;

(iii) Para η ∈ (8π, 4π2), M. Struwe e G. Tarantello (em [2]) provaram que o problema

(P1) admite soluções não triviais somente bidimensionais, ou seja, as soluções

dependem simultâneamente das duas variáveis.
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Teorema 2.1 Para cada η ∈ (8π, 4π2), existe uma solução não trivial uη do

problema (P1) tal que

Iη(uη) ≥ c0(1 − η

4π2
),

onde c0 > 0 e independe de η;

(iv) Para η ∈ (4π2,∞), T. Ricciardi e G. Tarantello (em [1]) mostraram a Existência e

a Multiplicidade de soluções não triviais unidimensionais (as soluções dependem

apenas de uma variável) para o problema (P1). Neste trabalho, T. Ricciardi e G.

Tarantello observaram que o problema (P1) torna-se o problema (1)λ, onde

(1)λ






−ü = λ

(
eu

1
2

∫ 1

−1
eudx

− 1

)

u(−1) = u(1), u̇(−1) = u̇(1)
∫ 1

−1
udx = 0

com u ∈ H1([−1, 1]), quando as soluções são unidimensionais e utilizaram a

definição de funções Geometricamente Distintas (Capítulo 1, Definição 1.2).

Teorema 1.3 O problema (1)λ possui soluções não triviais se, e só se, λ > π2.

Mais ainda, se λ > λk = k2π2 para algum k ∈ N, então (1)λ possui pelo menos k

soluções geometricamente distintas.

Nós vamos apresentar os itens (i),(iii) e (iv) neste trabalho. Este está organizado

da seguinte maneira:

• Capítulo 1: Vamos apresentar a demonstração do item (iv);

• Capítulo 2: Vamos apresentar a demonstração dos itens (iii) e (i);

• Apêndice A: Vamos apresentar alguns resultados da Teoria de Análise necessários

para o entendimento deste trabalho;

• Apêndice B: Vamos apresentar alguns resultados da Pertubação no Problema

Linear necessários para o entendimento do Capítulo 1;

• Apêndice C: Vamos apresentar alguns resultados da Teoria da Bifurcação necessários

para o entendimento do Capítulo 1.



Capítulo 1

O Problema Unidimensional

Sejam α > 0 e Ω = R
2/(αZ × αZ) um toro bidimensional, ou seja,

Ω = [a, b] × [c, d],

com
∣∣[a, b]

∣∣ =
∣∣[c, d]

∣∣ = α,

a, b, c e d números reais (veja a Figura 1.1). Uma função u definida em Ω satisfaz as

seguintes propriedades:

• u(x, c) = u(x, d),∀x ∈ [a, b];

• u(a, y) = u(b, y),∀y ∈ [c, d].

Em outras palavras, para uma função

u : Ω → R

e para os pontos

M = (a, d), N = (a, c), O = (b, c) e P = (b, d)

obtemos

• u(NO) = u(MP );

• u(MN) = u(OP ).
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Figura 1.1: Toro Bidimensional Ω = R
2/(αZ × αZ).

Observemos que uma função u definida em Ω pode ser estendida periodicamente em

todo R
2.

O problema a ser estudado é:

(P1)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)
, z ∈ Ω

∫

Ω

udz = 0,

onde u ∈ H1(Ω) e η > 4π2. Devido aos estudos de Ricciardi-Tarantello [1], vamos

supor η = 4λ e Ω = [−1, 1] × [−1, 1], ou seja, α = 2.

Definição 1.1 Dizemos que uma função definida em um subconjunto do R
2 é unidi-

mensional se tal função depende apenas de uma única variável.

Definição 1.2 Sejam u, v funções reais. Dizemos que u e v são Geometricamente

Semelhantes se existe r ∈ R tal que v(x) = u(x + r), ∀x ∈ R e quando u e v não são

Geometricamente Semelhantes dizemos que u e v são Geometricamente Distintas.

Para resolvermos o problema (P1), vamos mostrar que o problema (P1) torna-se

o problema

(1)λ






−ü = λ

(
eu

1
2

∫ 1

−1
eudx

− 1

)

u(−1) = u(1), u̇(−1) = u̇(1)
∫ 1

−1
udx = 0

,
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com λ > π2, quando as soluções são unidimensionais. Assim, a Existência e a Mul-

tiplicidade de soluções não triviais unidimensionais do problema (P1) são justificadas

pelo Teorema:

Teorema 1.3 O problema (1)λ possui soluções não triviais se, e só se, λ > π2. Mais

ainda, se λ > λk = k2π2 para algum k ∈ N, então (1)λ possui pelo menos k soluções

geometricamente distintas.

Vamos dividir a demonstração do Teorema 1.3 da seguinte forma:

• Primeira Etapa: Se λ > π2, então o problema (1)λ possui soluções não

triviais. Nesta etapa, vamos usar os Métodos Variacionais;

• Segunda Etapa: Se λ > λk = k2π2 para algum k ∈ N, então (1)λ possui

pelo menos k soluções geometricamente distintas. Nesta etapa, vamos

mostrar a equivalência entre (1)λ e o problema (2)λ (definiremos posteriormente)

e utilizar a Teoria da Bifurcação e alguns resultados de Análise;

• Terceira Etapa: Se o problema (1)λ possui soluções não triviais, então

λ > π2. Nesta etapa, vamos mostrar mais algumas equivalências com o problema

(1)λ e mostraremos alguns lemas sobre o comportamento das soluções dos pro-

blemas equivalentes ao problema (1)λ.

O Problema (P1) e o Problema (1)λ

Proposição 1.4 O problema (P1) torna-se o problema (1)λ quando as soluções são

unidimensionais.

Demonstração: Seja u uma solução unidimensional arbitrária do problema (P1). Então,

∫

Ω

udz = 0 ⇒
∫ 1

−1

∫ 1

−1

u(x)dxdy = 0 ⇒
∫ 1

−1

udx = 0,

∫

Ω

eudz =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

eu(x)dxdy = 2

∫ 1

−1

eu(x)dx,
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−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)
⇒ −ü = 4λ

(
eu

2
∫ 1

−1
eudx

− 1

4

)

⇒ −ü = λ

(
2eu

∫ 1

−1
eudx

− 1

)

⇒ −ü = λ

(
eu

1
2

∫ 1

−1
eudx

− 1

)
,

u(−1) = u(1), pois u está definida sobre o toro bidimensional Ω = [−1, 1] × [−1, 1],

∫ 1

−1

−ü(x)dx =

∫ 1

−1

λ

(
eu(x)

1
2

∫ 1

−1
eu(x)dx

− 1

)
dx ⇒ −u̇(1) + u̇(−1) = 2λ− 2λ

⇒ u̇(1) = u̇(−1).

Logo, u é solução do problema (1)λ. Já que u é arbitrária, segue que toda solução

unidimensional do problema (P1) é solução do problema (1)λ.

�

A seguir, vamos iniciar a primeira etapa da demonstração do Teorema 1.3

Primeira Etapa da Demonstração do Teorema 1.3.

Observemos que as soluções do problema (1)λ pertencem ao Espaço Ambiente

E = {u ∈ H1([−1, 1]); u(−1) = u(1) e
∫ 1

−1

u(x)dx = 0}.

Teorema 1.5 Se λ > π2, então o problema (1)λ possui solução não trivial.

Demonstração: Vamos usar os Métodos Variacionais para demonstrar este Teorema.

As soluções fracas do problema (1)λ correspondem aos pontos críticos do seguinte

funcional de Euler-Lagrange:

Iλ : E → R

Iλ(u) =
1

2

∫ 1

−1

u̇2(x)dx− 2λ ln

(∫ 1

−1

eu(x)dx

)
.

O funcional Iλ satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Iλ ∈ C2(E);
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(ii) Iλ é coercivo;

(iii) Iλ é limitado inferiormente;

(iv) Iλ atinge o ínfimo;

(v) O mínimo de Iλ é negativo.

Logo, o mínimo do funcional Iλ é uma solução não trivial para o problema (1)λ. Por-

tanto, basta mostrarmos as propriedades do funcional Iλ.

Prova do item (i):

Primeiramente, observemos algumas afirmações.

Afirmação 1.6 ||u||∞ = max
x∈[−1,1]

|u(x)| ≤
√

2 ||u||,∀u ∈ E.

Seja u ∈ E arbitrário. Então
∫ 1

−1
u(x)dx = 0, ou seja, existe s ∈ [−1, 1] tal que

u(s) = 0. Como [−1, 1] é compacto e u é contínua, então existe t ∈ [−1, 1] tal que

|u(t)| = ||u||∞. ||u||∞ ≥ 0, pois
∫ 1

−1
u(x)dx = 0. Assim,

||u||∞ = |u(t) − u(s)|

=

∣∣∣∣
∫ t

s

u̇(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ 1

−1

|u̇(x)|dx

≤
(∫ 1

−1

12dx

) 1
2
(∫ 1

−1

u̇2(x)dx

) 1
2

=
√

2 ||u||

Devido a arbitrariedade de u, segue a Afirmação 1.6.

Afirmação 1.7

I
′
λ : E → L(E,R)

I
′
λ(u)v =

∫ 1

−1

u̇(x)v̇(x)dx− 2λ

∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx
∫ 1

−1
eu(x)dx

, ∀u, v ∈ E.

Observemos que o funcional de Euler-Lagrange pode ser escrito da seguinte maneira:

Iλ(u) = GoF (u) − 2λ ln(H(u)),

onde

F : E → E × E, F (u) = (u, u),
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G : E × E → R, G((u, v)) =
1

2
〈u, v〉 =

1

2

∫ 1

−1

u̇(x)v̇(x)dx,

H : E → R, H(u) =

∫ 1

−1

eu(x)dx.

Assim, I
′
λ(u) = (GoF )

′
(u) − 2λ

H(u)
(H)

′
(u),∀u ∈ E. Observemos que

(GoF )
′
(u)v = G

′
(F (u))(F

′
(u)v) =

1

2
(〈u, .〉 + 〈u, .〉)(v, v) =

∫ 1

−1

u̇(x)v̇(x)dx

e, para a Transformação Linear T1(u) : E → R definida por T1(u)v =
∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx,

|H(u+ v) −H(u) − T1(u)v|
||v|| =

∣∣∣
∫ 1

−1
eu(x)+v(x)dx−

∫ 1

−1
eu(x)dx−

∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx

∣∣∣
||v||

=
1

||v||

∣∣∣∣∣

∫ 1

−1

eu(x)(ev(x)dx− 1 − v(x))dx

∣∣∣∣∣

=
1

||v||

∣∣∣∣∣

∫ 1

−1

eu(x)

∞∑

i=2

vi(x)

i!
dx

∣∣∣∣∣

≤ 1

||v||

∞∑

i=2

(
√

2 ||v||)i

i!

∫ 1

−1

eu(x)dx

=
∞∑

i=2

(
√

2)i(||v||)i−1

i!

∫ 1

−1

eu(x)dx

→ 0,

quando ||v|| → 0. Logo, a derivada da função H é

H
′
: E → L(E,R)

H
′
(u)v =

∫ 1

−1

eu(x)v(x)dx.

Assim,

I
′
λ(u)v = (GoF )

′
(u)v − 2λ

H(u)
(H)

′
(u)v =

∫ 1

−1

u̇(x)v̇(x)dx− 2λ

∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx
∫ 1

−1
eu(x)dx

.

Logo, segue a Afirmação 1.7.

Afirmação 1.8

I
′′
λ : E → L(E × E,R)

I
′′
λ (u)(v, w) =

∫ 1

−1

v̇(x)ẇ(x)dx− 2λ




∫ 1

−1
eu(x)v(x)w(x)dx
∫ 1

−1
eu(x)dx

−
∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx

∫ 1

−1
eu(x)w(x)dx

(∫ 1

−1
eu(x)dx

)2



 ,

∀(v, w) ∈ E × E.
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Seguindo com as definições das funções G, F e H na demonstração da Afirmação 1.7,

I
′′
λ (u) = (GoF )

′′
(u) −

(
2λ

H
(H)

′
)′

(u).

Observemos que (GoF )
′
(βu1 + u2)v = (β(GoF )

′
(u1) + (GoF )

′
(u2))v, ∀v ∈ E, ou seja,

(GoF )
′
(βu1 + u2) = β(GoF )

′
(u1) + (GoF )

′
(u2),∀u1, u2 ∈ E e β ∈ R. Logo, a função

derivada (GoF )
′
: E → L(E,R) é uma Transformação Linear, donde

(GoF )
′′

: E → L(E × E,R)

(GoF )
′′
(u)(v, w) = (GoF )

′
(v)w =

∫ 1

−1

v̇(x)ẇ(x)dx.

Agora, seja a aplicação S : E → L(E,R) definida por S(u) = (H)
′
(u)

H(u)
,∀u ∈ E.

A aplicação S é Gâteau diferenciável em E:

Como

[∫ 1

−1
eudx

] [∫ 1

−1
eu+tvwdx

]
−
[∫ 1

−1
euwdx

] [∫ 1

−1
eu+tvdx

]
=

t

(∫ 1

−1

eudx

[∫ 1

−1

euwvdx+

∫ 1

−1

euw

∞∑

i=2

ti−1vi

i!
dx

]
−

∫ 1

−1

euwdx

[∫ 1

−1

euvdx+

∫ 1

−1

eu

∞∑

i=2

ti−1vi

i!
dx

])
,

∀u, v, w ∈ E, então:

(S(u+ tv) − S(u))w

t
=

1

t

(∫ 1

−1
eu+tvwdx

∫ 1

−1
eu+tvdx

−
∫ 1

−1
euwdx

∫ 1

−1
eudx

)

=

[∫ 1

−1
eudx

] [∫ 1

−1
eu+tvwdx

]
−
[∫ 1

−1
euwdx

] [∫ 1

−1
eu+tvdx

]

t
∫ 1

−1
eu+tvdx

∫ 1

−1
eudx

→
∫ 1

−1
euvwdx

∫ 1

−1
eudx

−
∫ 1

−1
euwdx

∫ 1

−1
euvdx

(∫ 1

−1
eudx

)2 ,

quando t→ 0 e para todo w, v ∈ E. Para a Transformação Linear T2(u) : E → L(E,R)

definida por,

(T2(u)v)w =

∫ 1

−1
eu(x)v(x)w(x)dx
∫ 1

−1
eu(x)dx

−
∫ 1

−1
eu(x)v(x)dx

∫ 1

−1
eu(x)w(x)dx

(∫ 1

−1
eu(x)dx

)2 ,
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obtemos
S(u+ tv) − S(u)

t
→ T2(u)v, ∀v ∈ E

quando t→ 0. Logo, a aplicação S é Gâteau diferenciável em E.

Vejamos a seguinte aplicação:

T2 : E → L(E,L(E,R)) ∼= L(E × E,R)

u→ T2(u).

A aplicação T2 é contínua em E:

Para mostrarmos que a aplicação T2 é contínua é suficiente mostrarmos que os

funcionais

K1 : E → R

K1(u) = eu(x)g(x),

com g ∈ C([−1, 1]), e

K2 : C([−1, 1]) → R

K2(f) =

∫ 1

−1

f(x)dx

são contínuos.

O funcional K1 é contínuo em E:

Seja u0 ∈ E arbitrário. Devido a continuidade uniforme local da função ex-

ponencial e : R → R, dado ε > 0 existe δ1 > 0 tal que, para todo u ∈ E com

|u(x) − u0(x)| < δ1,

|eu(x) − eu0(x)| < ε

||g||∞
.

Assim, dado ε > 0 existe δ = δ1√
2
> 0 tal que, para todo u ∈ E com ||u(x)−u0(x)|| < δ,

|u(x) − u0(x)| < δ1

implica em

|eu(x) − eu0(x)| < ε

||g||∞
,

ou seja,

|eu(x)g(x) − eu0(x)g(x)| = |eu(x) − eu0(x)||g(x)| ≤ |eu(x) − eu0(x)|||g||∞ < ε.
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Logo, o funcional K1 é contínuo em u0. Portanto, devido a arbitrariedade de u0, o

funcional K1 é contínuo.

O funcional K2 é contínuo em C([-1,1]):

Como o funcional K2 é linear, então basta mostrar que o funcional K2 é limitado.

Assim,

|K2(f)| =

∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ 1

−1

|f(x)|dx

≤ ||f ||∞
∫ 1

−1

dx = 2||f ||∞, ∀f ∈ C([−1, 1]).

Portanto, o funcional K2 é limitado.

Logo, a aplicação T2 é contínua.

Como a aplicação S é Gâteau diferenciável em E e a aplicação T2 é contínua em

E, então a aplicação S é Fréchet diferenciável em E com

S
′
= T2.

Assim,

I
′′
λ (u) = (GoF )

′′
(u) − 2λS

′
(u).

Portanto, segue a Afirmação 1.8.

Afirmação 1.9 A Aplicação u 7→ I
′′
λ (u) é contínua para todo u ∈ E.

Seguindo com as definições das funções G, F e H na demonstração da Afir-

mação 1.7 e com a definição da aplicação S na demonstração da Afirmação 1.8, basta

observarmos que

I
′′
λ (u) = (GoF )

′′
(u) − 2λS

′
(u).

Portanto,

Iλ ∈ C2(E).

�
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Prova do item (ii):

De fato,

Iλ(u) =
1

2

∫ 1

−1

u̇2(x)dx− 2λ ln

(∫ 1

−1

eu(x)dx

)

=
1

2
||u||2 − 2λ ln

(∫ 1

−1

eu(x)dx

)

≥ 1

2
||u||2 − 2λ ln

(∫ 1

−1

e|u(x)|dx

)

≥ 1

2
||u||2 − 2λ ln

(
e||u||∞

∫ 1

−1

dx

)

≥ 1

2
||u||2 − 2λ ln

(
e
√

2 ||u||
∫ 1

−1

dx

)

=
1

2
||u||2 − 2λ ln

(
2e

√
2 ||u||

)

=
1

2
||u||2 − 2λ

√
2 ||u|| − 2λ ln 2 (1.1)

→ ∞,

quando ||u|| → ∞. Portanto, o funcional Iλ é coercivo.

�

Prova do item (iii):

Como o funcional Iλ é coercivo, então existe C > 0 tal que

Iλ(u) ≥ 1

quando ||u|| > C. Para ||u|| ≤ C, basta observarmos a desigualdade (1.1). Portanto,

o funcional Iλ é limitado inferiormente.

�

Prova do item (iv):

Seja (un) uma sequência minimizante tal que

Iλ(un) → inf
u∈E

Iλ(u) = I0.

Como o funcional Iλ é coercivo, então existe C > 0 tal que

||u|| ≥ C ⇒ Iλ(u) ≥ I0 + 1.



21

Já que a sequência (Iλ(un)) converge para I0, então existe n0 ∈ N tal que

Iλ(un) < I0 + 1

com n ≥ n0. Logo, existe δ > 0 tal que para todo n ∈ N com n ≥ n0,

||un|| < δ,

ou seja, podemos concluir que a sequência (un) é limitada. ComoH1([−1, 1]) é reflexivo,

então, pelo Teorema de Kakutani (em [16]), existem uma subsequência de (un) (vamos

denotá-la por (un) para facilitar a notação) e u0 ∈ H1([−1, 1]) tais que

un ⇀ u0 em H1([−1, 1]).

Como H1([−1, 1]) →֒ C([−1, 1]) é compacta, então

un → u0 uniformemente em C([−1, 1]).

Assim,

ln

(∫ 1

−1

eundx

)
→ ln

(∫ 1

−1

eu0dx

)
.

Observemos que a função

ϕ : E → R

u 7→ ||u||2

é contínua e convexa. Logo, ϕ é s.c.i. (veja a Definição A.7 no Apêndice A). Segue do

Teorema A.8 (Apêndice A) que ϕ é f.s.c.i. Segue do Teorema A.9 (Apêndice A) e do

fato de que un ⇀ u0 em H1([−1, 1]) (em particular em E) que

ϕ(u0) ≤ lim inf
n→∞

ϕ(un).

Assim,

I0 = lim
n→∞

Iλ(un)

= lim inf
n→∞

Iλ(un)

= lim inf
n→∞

(
1

2
||un||2 − 2λ ln

(∫ 1

−1

eundx

))

≥ 1

2
||u0||2 − 2λ ln

(∫ 1

−1

eu0dx

)

= Iλ(u0).
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Como

inf
u∈E

Iλ(u) = I0,

então

I0 = Iλ(u0).

Portanto, Iλ atinge o ínfimo.

�

Prova do item (v):

Vejamos a Fórmula de Taylor do funcional Iλ em torno do funcional nulo (vamos

denotá-lo por 0).

Iλ(v) − Iλ(0) − I
′
λ(0)v − 1

2!
I

′′
λ (0)(v, v) = o(||v||2), ∀v ∈ E.

Seja v ∈ E definida por

v(x) = t cos(πx)

com t ∈ R\{0}. Como

I
′′
λ (0)(v, v) =

(πt)2

∫ 1

−1

sen2(πx)dx− λ

(
t2
∫ 1

−1

cos2(πx)dx−
[
t

∫ 1

−1

cos2(πx)dx

]2
)

+ o(||t cos(πx)||2)

e o funcional nulo é ponto crítico do funcional Iλ, então

Iλ(v) = Iλ(v) − Iλ(0)

=
1

2!
I

′′
λ (0)(v, v)) + o(||v||2)

=
t2

2
(π2 − λ) + o(t2),

para todo t ∈ R\{0}. Assim,

lim
t→0

Iλ(v)

t2
=

(π2 − λ)

2
+ lim

t→0

o(t2)

t2
=

(π2 − λ)

2
< 0,

ou seja, dado
(λ− π2)

2
> ε > 0
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existe δ > 0 tal que

0 < |t| < δ implica em Iλ(v) < δ2

(
ε+

(π2 − λ)

2

)
< 0.

Portanto, o mínimo de Iλ é negativo.

�

Agora, vamos tratar da multiplicidade das soluções do problema (1)λ.

Segunda Etapa da Demonstração do Teorema 1.3.

Primeiramente, vamos mostrar a equivalência entre o problema (1)λ e o problema

(2)λ






−ü = λ

(
eu

∫ 1

0
eudx

− 1

)

u̇(0) = u̇(1) = 0
∫ 1

0
udx = 0

,

onde λ > π2.

Lema 1.1 A extensão par 2-periódica de toda solução do problema (2)λ é solução do

problema (1)λ.

Demonstração: Sejam u uma solução arbitrária do problema (2)λ e v a extensão par

2-periódica de u definida sobre [−1, 1], ou seja,

v(x) =





u(−x), se x ∈ [−1, 0)

u(x), se x ∈ [0, 1]

Então:

• v é C1([−1, 1]). Como a função u é C1([−1, 1]), então basta apenas provarmos

que v é diferenciável em 0 e v̇ é contínua em 0. Logo,

lim
h→0−

v(h) − v(0)

h
= −u̇(0) = 0 = u̇(0) = lim

h→0+

v(h) − v(0)

h
,

lim
x→0−

v̇(x) = −u̇(0) = 0 = u̇(0) = lim
x→0+

v̇(x);

•
∫ 1

−1
v(x)dx = 0;
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• v(−1) = u(−(−1)) = u(1) = v(1) ⇒ v(−1) = v(1);

• v̇(−1) = −u̇(−(−1)) = −u̇(1) = 0 = u̇(1) = v̇(1) ⇒ v̇(−1) = v̇(1);

•
∫ 1

−1
ev(x)dx = 2

∫ 1

0
eu(x)dx⇒

1

2

∫ 1

−1

ev(x)dx =

∫ 1

0

eu(x)dx;

• x ∈ [−1, 0) ⇒

−v̈(x) = −ü(−x) = λ

(
eu(−x)

∫ 1

0
eu(x)dx

− 1

)
= λ

(
ev(x)

1
2

∫ 1

−1
ev(x)dx

− 1

)
;

• x ∈ [0, 1] ⇒

−v̈(x) = −ü(x) = λ

(
eu(x)

∫ 1

0
eu(x)dx

− 1

)
= λ

(
ev(x)

1
2

∫ 1

−1
ev(x)dx

− 1

)
.

Logo, v é solução do problema (1)λ. Como u é arbitrária, então segue o resultado.

�

Não faremos distinção entre as soluções do problema (2)λ e suas extensões pares

2-periódica.

A seguir, mostraremos a existência de uma solução decrescente para o problema

(2)λ com λ = µ
n2

0
.

Lema 1.2 Seja u 6= 0 solução do problema (1)λ, λ = µ. Então existem t0 ∈ [0, 2),

n0 ∈ N e uma solução decrescente u0 do problema (2)λ, λ = µ
n2

0
, tal que u(t + t0) =

u0(n0t). Em particular, u(t+ t0) é solução do problema (2)λ, λ = µ.

Demonstração: O fato de u ser solução do problema (1)λ, λ = µ, garante que u é pelo

menos 2-periódica e contínua. Daí, u
∣∣
[0,2]

admite valor de máximo global. Tal valor de

máximo global é o mesmo quando u
∣∣
[0,2)

. Logo, existe x0 ∈ [0, 2) tal que x0 é ponto de

máximo global. Seja T0 o menor período de u, ou seja, T0 é um número positivo que

satisfaz as seguintes propriedades:

• u(x+ T0) = u(x),∀x ∈ R;

• Se u(x+ T ) = u(x),∀x ∈ R então existe k ∈ N tal que T = kT0.
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u não é uma função constante, pois a única solução constante do problema (1)λ, λ = µ,

é a função nula. Logo, existe n0 ∈ N tal que

T0 =
2

n0

.

Vejamos o gráfico da função u.

Figura 1.2: Gráfico da função u em [−1, 2].

Graficamente, a idéia da demonstração consiste em reescrever a função u de

maneira que a velocidade da variação da função u seja reduzido para que esta nova

função (a função u reescrita) seja solução do problema (2)λ, λ = µ.

Seja

u0 : R → R

x 7→ u0(x) = u

(
x0 +

x

n0

)
.

Afirmação 1.10 O menor período de u0 é 2 e u̇0(0) = 0.

u0(x+ 2) = u

(
x0 +

x+ 2

n0

)

= u

(
x0 +

x

n0

+ T0

)

= u

(
x0 +

x

n0

)

= u0(x),∀x ∈ R
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Seja T > 0 tal que u0(x+ T ) = u0(x),∀x ∈ R. Então,

u

(
x0 +

x+ T

n0

)
= u

(
x0 +

x

n0

)
⇒ u

(
x0 +

x

n0

+
T

n0

)
= u

(
x0 +

x

n0

)
.

Como T0 é o menor período de u, então existe k ∈ N tal que

T

n0

= kT0.

Logo, T = k2. Portanto, o menor período de u0 é 2. Ao observar

u̇0(x) =
1

n0

u̇

(
x0 +

x

n0

)

e x0 ser um ponto de máximo global de u, concluímos que

u̇0(0) =
1

n0

u̇(x0) = 0.

Afirmação 1.11 u0 é uma função par.

Trabalhando com a função u0 obtemos:

∫ 1

−1

eu0(x)dx =

∫ 1

−1

e
u
(
x0+ x

n0

)

dx

= n0

∫ x0+ 1
n0

x0− 1
n0

eu(t)dt

= n0

∫ x0− 1
n0

+T0

x0− 1
n0

eu(t)dt

= n0

∫ −1+T0

−1

eu(t)dt

=

∫ 1

−1

eu(t)dt,

u0(x) = u

(
x0 +

x

n0

)
⇒ u̇0(x) =

1

n0

u̇

(
x0 +

x

n0

)

⇒ ü0(x) =
1

n2
0

ü

(
x0 +

x

n0

)
,

−ü0(x) =
1

n2
0

(
−ü
(
x0 +

x

n0

))

=
µ

n2
0



 e
u
(
x0+ x

n0

)

1
2

∫ 1

−1
eu(x)dx

− 1





=
µ

n2
0

(
eu0(x)

1
2

∫ 1

−1
eu0(x)dx

− 1

)
.
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O mesmo ocorre com a função

w0 : R → R

x 7→ w0(x) = u0(−x)
∫ 1

−1

ew0(x)dx =

∫ 1

−1

eu(x)dx,

−ẅ0(x) =
µ

n2
0

(
ew0(x)

1
2

∫ 1

−1
ew0(x)dx

− 1

)
.

Agora, observando o seguinte Problema de Valor Inicial

(PV I)1






−v̈(x) =
µ

n2
0

(
ev(x)

1
2

∫ 1

−1
ev(x)dx

− 1

)

v̇(0) = 0

v(0) = u(x0)

,

podemos concluir que as funções u0 e w0 são soluções. Logo, devido a unicidade do

(PV I)1,

u0 = w0.

Portanto, u0 é uma função par.

Observação 1.1 O ponto de mínimo de u0 em [0, 2] pertence ao intervalo (0, 2), pois:

• Caso zero fosse o ponto de mínimo de u0 em [0,2], então x0 seria ponto de mínimo

de u em [x0, x0 + T0]. Isso contradiz o fato de que x0 é ponto de máximo global

de u;

• Caso 2 fosse o ponto de mínimo de u0 em [0,2], então x0 + T0 seria ponto de

mínimo de u em [x0, x0 + T0]. Isso contradiz o fato de que x0 + T0 é ponto de

máximo global de u (u é T0-periódica).

Afirmação 1.12 u̇0(1) = 0.

Sejam x1 um ponto de mínimo u0 em (0, 2),

u1 : R → R

x 7→ u1(x) = u0(x1 + x),

u2 : R → R

x 7→ u2(x) = u0(x1 − x).



28

Observando a função u1 obtemos:

∫ 1

−1

eu1(x)dx =

∫ 1

−1

eu0(x1+x)dx

=

∫ 1+x1

−1+x1

eu0(t)dt

=

∫ −1+x1+2

−1+x1

eu0(t)dt

=

∫ 1

−1

eu0(t)dt,

u1(x) = u0(x1 + x) ⇒ u̇1(x) = u̇0(x1 + x)

⇒ ü1(x) = ü0(x1 + x),

−ü1(x) = −ü0(x1 + x)

=
µ

n2
0

(
eu0(x1+x)

1
2

∫ 1

−1
eu0(x)dx

− 1

)

=
µ

n2
0

(
eu1(x)

1
2

∫ 1

−1
eu1(x)dx

− 1

)
.

O mesmo ocorre com a função u2:

∫ 1

−1

eu2(x)dx =

∫ 1

−1

eu0(x)dx,

−ü2(x) =
µ

n2
0

(
eu2(x)

1
2

∫ 1

−1
eu2(x)dx

− 1

)
.

Observando o seguinte Problema de Valor Inicial

(PV I)2






−v̈(x) =
µ

n2
0

(
ev(x)

1
2

∫ 1

−1
ev(x)dx

− 1

)

v̇(0) = 0

v(0) = u0(x1)

,

podemos concluir que as funções u1 e u2 são soluções. Logo, devido a unicidade do

(PV I)2, u1 = u2, ou seja,

u0(x1 − x) = u0(x1 + x), ∀x ∈ R.
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Assim,

u0(2x1) = u0(0) ⇒ u(x0) = u

(
x0 +

2x1

n0

)
= u(x0 + x1T0),

ou seja, x0 + x1T0 é ponto de máximo global de u. Seja

u3 : R → R

x 7→ u3(x) = u0(2x1 + x).

Ao trabalhar com a função u3 obtemos:
∫ 1

−1

eu3(x)dx =

∫ 1

−1

eu0(2x1+x)dx

=

∫ 1+2x1

−1+2x1

eu0(t)dt

=

∫ −1+2x1+2

−1+2x1

eu0(t)dt

=

∫ 1

−1

eu0(t)dt,

u3(x) = u0(2x1 + x) ⇒ u̇3(x) = u̇0(2x1 + x)

⇒ ü3(x) = ü0(2x1 + x),

−ü3(x) = −ü0(2x1 + x)

=
µ

n2
0

(
eu0(2x1+x)

1
2

∫ 1

−1
eu0(x)dx

− 1

)

=
µ

n2
0

(
eu3(x)

1
2

∫ 1

−1
eu3(x)dx

− 1

)
,

u̇3(0) = u̇0(2x1) =
1

n0

u̇(x0 + x1T0) = 0,

u3(0) = u0(2x1) = u0(0) = u(x0).

Isso nos diz que a função u3 é solução do (PV I)1. Daí, pela unicidade do (PV I)1,

u0(x) = u3(x) = u0(2x1 + x),∀x ∈ R.

Logo, u0 é 2x1-periódica. Como 2 é o menor período de u0, então existe k ∈ N tal que

2x1 = k2. Assim, x1 ∈ N ∩ (0, 2), ou seja, x1 = 1. Portanto,

u̇0(1) = 0.
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Afirmação 1.13 A função u0 é solução do problema (2)λ com λ = µ
n2

0
.

Trabalhando com a função u0 obtemos:

u̇0(0) = u̇0(1) = 0,

u0(−x) = u0(x), ∀x ∈ R ⇒
∫ 1

−1

u0(x)dx = 2

∫ 1

0

u0(x)dx,

∫ 1

−1

u0(x)dx =

∫ 1

−1

u

(
x0 +

x

n0

)
dx

=

∫ x0+ 1
n0

x0− 1
n0

u(t)dt

=

∫ x0− 1
n0

+ 2
n0

x0− 1
n0

u(t)dt

=

∫ 1

−1

u(t)dt

= 0,

∫ 1

0

u0(x)dx = 0,

∫ 1

−1

eu0(x)dx = 2

∫ 1

0

eu0(x)dx,

−ü0(x) =
µ

n2
0

(
eu0(x)

1
2

∫ 1

−1
eu0(x)dx

− 1

)

=
µ

n2
0

(
eu0(x)

∫ 1

0
eu0(x)dx

− 1

)
.

Portanto, a função u0 é solução do problema (2)λ com λ = µ
n2

0
.

Afirmação 1.14 u0 é uma função decrescente em [0, 1].

Observando a Afirmação 1.12 concluímos que x1 ∈ (0, 2) é o único ponto de

mínimo da função u0 em (0, 2), pois x1 é ponto crítico e u0 é simétrica em relação a

x1. Como x1 = 1, então a função u0 é decrescente em [0, 1].

�
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Figura 1.3: Gráfico da função u0 em [0, 2].

Ao observarmos o gráfico da função u0 em [0, 2] na Figura 1.3, notamos que a

velocidade da função u foi reduzida de maneira que a função u0 é solução do problema

(2)λ, λ = µ
n2

0
.

O próximo Teorema a ser demonstrado é o principal Teorema desta etapa. Como

já foi dito, vamos usar a Teoria da Bifurcação (Apêndice C) para demonstrá-lo.

Teorema 1.15 Se λ > λk = k2π2 para algum k ∈ N, então o problema (1)λ tem pelo

menos k soluções geometricamente distintas.

Demonstração: Sejam

X = {v ∈ C([0, 1]);

∫ 1

0

vdx = 0},

Y = {u ∈ C2[0, 1]; u̇(0) = u̇(1) = 0 e
∫ 1

0

udx = 0}

espaços de Banach com a norma do máximo, G : X → Y o operador inverso de

−d2/dx2, ou seja,

G(v) = u = −
∫ x

0

(∫ t

0

v(s)ds

)
dt,∀v ∈ X

e K : X → Y o operador tal que

K(v) = G

(
ev

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
,∀v ∈ X.
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O operador K é importante nesta demonstração, pois mostraremos que o problema

(2)λ é equivalente a equação

v = λK(v),∀v ∈ E

e, a partir do operador K, construiremos os operadores H e F (serão definidos poste-

riormente) que satisfazem as hipóteses de alguns Teoremas da Teoria da Bifurcação.

Com esta ferramenta seremos capazes de demonstrar o Teorema 1.15.

Primeiramente, vamos mostrar que o problema (2)λ é equivalente a equação

v = λK(v),∀v ∈ E.

Afirmação 1.16 O operador G está bem definido, é linear e contínuo.

Seja v ∈ X arbitrário tal que G(v) = u. Logo,

• u̇(x) = −
∫ x

0
v(t)dt,∀x ∈ [0, 1] ⇒ u̇ é contínua em [0, 1],

u̇(0) = −
∫ 0

0

v(t)dt = 0 e u̇(1) = −
∫ 1

0

v(t)dt = 0;

• ü(x) = −v(x),∀x ∈ [0, 1] ⇒ ü é contínua em [0, 1];

• G(v) = u ⇒ u ∈ C2[0, 1] e u̇(0) = u̇(1) = 0. Mas w = u + c ∈ C2[0, 1] e

ẇ(0) = ẇ(1) = 0,∀c ∈ R. Porém, a condição
∫ 1

0
u(x)dx = 0 nos diz que c = 0

em w = u+ c.

Logo, só existe um único u ∈ Y tal que G(v) = u. Logo, devido a arbitrariedade de

v ∈ X, segue que o operador G está bem definido.

A linearidade do operador G é clara. Agora, mostraremos a continuidade do

operador G. Seja v ∈ X arbitrário. Então existe m ∈ [0, 1] tal que

||G(v)|| =

∫ m

0

(∫ t

0

v(s)ds

)
dt.

Assim,

||G(v)|| =

∫ m

0

(∫ t

0

v(s)ds

)
dt

≤
∫ m

0

(∫ t

0

|v(s)|ds
)
dt

≤ ||v||∞
∫ m

0

(∫ t

0

ds

)
dt

= ||v||∞
m2

2
.

Portanto, segue a Afirmação 1.16.
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Afirmação 1.17 O problema (2)λ é equivalente a equação v = λK(v), ∀v ∈ E.

Primeiramente, observemos que E ⊂ X, pois H1([0, 1]) →֒ C([0, 1]) é compacta. Seja

v ∈ E uma solução arbitrária do problema (2)λ. Então,

−v̈(x) = λ

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
⇒ v = λ

(
−
∫ x

0

[∫ t

0

(
ev(s)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
ds

]
dt

)

⇒ v = λG

(
ev(s)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)

⇒ v = λK(v).

Logo, devido a arbitrariedade de v, segue que o problema (2)λ implica na equação

v = λK(v), ∀v ∈ E. Agora, seja v ∈ E arbitrário tal que v = λK(v). Então,

v = λK(v) ⇒ v = λG

(
ev(s)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)

⇒ −v̈(x) = λ

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
, ∀x ∈ [0, 1];

v = λG

(
ev(s)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
⇒ 1

λ
v ∈ Y

⇒ v̇(0) = v̇(1) = 0.

v ∈ E ⇒
∫ 1

0

v(x)dx = 0.

Logo, v é uma solução do problema (2)λ. Assim, devido a arbitrariedade de v ∈ E,

segue que a equação v = λK(v), ∀v ∈ E implica no problema (2)λ.

A seguir, vamos nos concentrar em mostrar que o operador K é compacto. Para

tal, vamos provar algumas afirmações.

Afirmação 1.18 O operador G é compacto.

Sejam (vn) em X uma sequência limitada e un = G(vn),∀n ∈ N. Logo, existe M > 0

tal que ||vn|| ≤ M, ∀n ∈ N. Como ün(x) = −vn(x),∀n ∈ N e ∀x ∈ [0, 1], então, para

x, t ∈ [0, 1], segue que

|u̇n(x) − u̇n(t)| =

∣∣∣∣
∫ x

t

ün(r)dr

∣∣∣∣

≤
∫ x

t

| − vn(r)|dr

≤ M

∫ x

t

dr

≤ M |x− t|,
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ou seja,

|u̇n(x) − u̇n(t)| ≤M |x− t|,∀x, t ∈ [0, 1] e ∀n ∈ N.

Já que u̇n(0) = 0,∀n ∈ N, então

|u̇n(x)| = |u̇n(x) − u̇n(0)| ≤M |x− 0| = Mx ≤M, ∀x ∈ [0, 1] e ∀n ∈ N.

Logo, a sequência (u̇n) é limitada. Assim, para x, t ∈ [0, 1], segue que

|un(x) − un(t)| =

∣∣∣∣
∫ x

t

u̇n(r)dr

∣∣∣∣

≤
∫ x

t

|u̇n(r)|dr

≤ M

∫ x

t

dr

≤ M |x− t|,

ou seja,

|un(x) − un(t)| ≤M |x− t|,∀x, t ∈ [0, 1] e ∀n ∈ N.

Como
∫ 1

0
un(x)dx = 0,∀n ∈ N, então, para cada n ∈ N, existe sn ∈ (0, 1) tal que

un(sn) = 0. Assim,

|un(x)| = |un(x) − un(sn)|

≤ M |x− sn|

≤ M, ∀x ∈ [0, 1] e ∀n ∈ N,

ou seja, a sequência (un) é limitada. Observemos que dado ε > 0, existe

δ =
ε

M
> 0

tal que para todo x, t ∈ [0, 1], com |x − t| < δ, temos |un(x) − un(t)| < ε. Isso nos

diz que a sequência (un) é equicontínua. Logo, pelo Teorema de Ascoli (Teorema A.1

no Apêndice A), (un) possui uma subsequência convergente. Portanto, o operador G é

compacto.

Afirmação 1.19 A função S : C([0, 1]) → R tal que S(v) =
∫ 1

0
v(x)dx, ∀v ∈ C([0, 1])

é contínua.
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Como a função S é um funcional linear, então basta mostrarmos que S é limitado.

Assim,

|S(v)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

v(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|v(x)|dx ≤ ||v||
∫ 1

0

dx = ||v||, ∀v ∈ C([0, 1]).

Afirmação 1.20 A aplicação T : C([0, 1]) → C([0, 1]) tal que T (v) = ev,∀v ∈ C([0, 1])

é contínua.

Seja v0 ∈ C([0, 1]) arbitrário. Devido a continuidade uniforme local da função expo-

nencial exp : R → R,

Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo v ∈ C([0, 1]), com ||v − v0|| < δ, temos

|v(x) − v0(x)| < δ implica em |ev(x) − ev0(x)| < ε

2
, ∀x ∈ [0, 1],

donde

||ev − ev0|| = max
x∈[0,1]

|ev(x) − ev0(x)| ≤ ε

2
< ε.

Portanto, o operador T é contínuo em v0 ∈ C([0, 1]) e, devido a sua arbitrariedade, o

operador T é contínuo em C([0, 1]).

Observação 1.2 Devido a Desigualdade de Jensen (Teorema A.2), segue a seguinte

desigualdade:

SoT (v) ≥ 1, ∀v ∈ X.

Afirmação 1.21 O operador R : X → X definido por

R(v) =
ev

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1, ∀v ∈ X

é contínuo e limitado.

Devido as Afirmações 1.19 e 1.20, SoT : C([0, 1]) → R é uma função contínua e o

operador
T

SoT
: C([0, 1]) → C([0, 1])

é contínuo. Assim,

R =
T

SoT

∣∣∣
X
− 1

é um operador contínuo. Agora, seja A ⊂ X limitado. Logo, existe k > 0 tal que

||v|| ≤ k, ∀v ∈ A. Da Observação 1.2,

1

SoT (v)
≤ 1, ∀v ∈ A.
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Assim,

||R(v)|| =

∣∣∣∣

∣∣∣∣
ev

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

∣∣∣∣

∣∣∣∣ = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

∣∣∣∣ ≤
(

1
∫ 1

0
ev(x)dx

)
sup

x∈[0,1]

ev(x) + 1 =

(
1

SoT (v)

)
max
x∈[0,1]

ev(x) + 1 ≤ e k + 1 = µ⇒ ||R(v)|| ≤ µ.

Logo, R(A) ⊂ X é um conjunto limitado. Portanto, o operador R é limitado.

Afirmação 1.22 O operador R pode ser escrito como R(v) = v + o(||v||).

Quando v é a função identicamente nula R(v) = 0. Para v 6= 0 precisamos mostrar

algumas sentenças. Sabemos que es = 1 + s+ s2g(s),∀s ∈ R, onde

g(s) =
∞∑

i=0

si

(2 + i)!
.

Assim,

(i) Se |s| ≤ 1
2
, então |g(s)| ≤ 1;

(ii) Se v ∈ C([0, 1]) e ||v|| → 0, então v2g(v) = o(||v||);

(iii) Se v ∈ X e ||v|| → 0, então
∫ 1

0
ev(x)dx− 1 = o(||v||).

(i):

|s| ≤ 1

2
⇒ si ≤ |s|k ≤ 1

2k
, ∀i ∈ N ∪ {0} ⇒ si

(k + 2)!
≤ 1

2i(i+ 2)!
, ∀i ∈ N ∪ {0}.

Como

e
1
2 = 1 +

1

2
+

(
1

2

)2 ∞∑

i=0

1

2i(i+ 2)!
,

então
∞∑

i=0

1

2i(i+ 2)!
≤ 1.

Logo,

|g(s)| ≤ 1.

(ii):

||v|| → 0 ⇒ |v(x)| ≤ ||v|| ≤ 1

2
,∀x ∈ [0, 1] ⇒ |g(v(x))| ≤ 1,∀x ∈ [0, 1] ⇒ ||g(v)|| ≤ 1 ⇒
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||v2g(v)|| ≤ ||v2|| = ||v||2 ⇒ ||v2g(v)||
||v|| ≤ ||v||.

Como ||v|| → 0, então
||v2g(v)||

||v|| → 0.

Logo,

v2g(v) = o(||v||).

(iii): v ∈ X ⇒
∫ 1

0

ev(x)dx− 1 =

∫ 1

0

v2(x)g(v(x))dx⇒
∣∣∣∣∣

∫ 1

0

ev(x)dx− 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ 1

0

v2(x)g(v(x))dx

∣∣∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|v2(x)g(v(x))|dx ≤ ||v2g(v)|| ≤ ||v2|| ≤ ||v||2 ⇒ |
∫ 1

0
ev(x)dx− 1|
||v|| ≤ ||v||.

Como ||v|| → 0, então
|
∫ 1

0
ev(x)dx− 1|
||v|| → 0.

Logo, ∫ 1

0

ev(x)dx− 1 = o(||v||).

Observemos que

R(v) =
ev

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1 = v + o(||v||), ∀v ∈ X,

se e só se,
1

∫ 1

0
ev(x)dx

(
v2g(v) + (1 −

∫ 1

0

ev(x)dx)(v + 1)

)
= o(||v||). (1.2)

Como
1

|
∫ 1

0
ev(x)dx|

∣∣∣∣

∣∣∣∣v
2g(v) +

(
1 −

∫ 1

0

ev(x)dx

)
(v + 1)

∣∣∣∣

∣∣∣∣
1

||v|| ≤

1

|
∫ 1

0
ev(x)dx|

(
||v2g(v)||

||v|| +

∣∣1 −
∫ 1

0
ev(x)dx

∣∣
||v|| +

∣∣∣∣1 −
∫ 1

0

ev(x)dx

∣∣∣∣

)
,

então
1

|
∫ 1

0
ev(x)dx|

∣∣∣∣

∣∣∣∣v
2g(v) +

(
1 −

∫ 1

0

ev(x)dx

)
(v + 1)

∣∣∣∣

∣∣∣∣
1

||v|| → 0

quando ||v|| → 0. Portanto, segue a igualdade (1.2).

Afirmação 1.23 O operador K é compacto.
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Basta observamos que o operador K pode ser escrito como K = GoR.

A partir de agora, vamos utilizar a Teoria da Bifurcação (Apêndice C). Seja o

operador H : R ×X → X definido por

H(λ, v) = −λG(S(v)), ∀(λ, v) ∈ R ×X,

onde o operador S : X → X é definida por

S(v) =
1

∫ 1

0
ev(x)dx

(
v2g(v) +

(
1 −

∫ 1

0

ev(x)dx

)
(v + 1)

)
, ∀v ∈ X.

Afirmação 1.24 O operador H é compacto.

De fato, esta propriedade é garantida pela compacidade do operador G.

Afirmação 1.25 Os operadores Hλ(λ, v), Hv(λ, v), Hλv(λ, v) : R × X → X são

contínuos ∀(λ, v) ∈ R ×X

Primeiramente, precisamos mostrar que os operadores G e S são C1(X). Observemos

que G
′
: X → L(X,X) é contínua e para cada v ∈ X

G
′
(v) : X → X

w 7→ G
′
(v)(w) = −

∫ x

0

(∫ t

0

w(s)ds

)
dt

Observemos que R(v) = v+S(v) (veja (1.2)), para todo v ∈ X . Logo, para provarmos

que S é C1(X) basta provarmos que o operador R é C1(X). Assim, para

D(t) =
R(v + tw) −R(v)

t
, ∀t ∈ R,

D(t) =
etwev

∫ 1

0
evdx− ev

∫ 1

0
etwevdx

t
∫ 1

0
etw+vdx

∫ 1

0
evdx

=

ev

(
tw
∫ 1

0
evdx+

∞∑
i=2

(tw)i

i!

∫ 1

0
evdx−

∫ 1

0
twevdx−

∫ 1

0

∞∑
i=2

(tw)i

i!
evdx

)

t
∫ 1

0
ev+twdx

∫ 1

0
evdx

→ evw
∫ 1

0
evdx− ev

∫ 1

0
evwdx

(∫ 1

0
evdx

)2 ,

quando t → 0 e para todo v, w ∈ X. Sejam v ∈ X arbitrário e a transformação linear

T (v) : X → X definida por

T (v)w =
evw

∫ 1

0
evdx− ev

∫ 1

0
evwdx

(∫ 1

0
evdx

)2 .
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Então
R(v + tw) −R(v)

t
→ evw

∫ 1

0
evdx− ev

∫ 1

0
evwdx

(∫ 1

0
evdx

)2 , ∀w ∈ X,

quando t → 0. Como v ∈ X é arbitrário, então o operador R é Gâteau diferenciável

em X. Observemos que os funcionais

R1 : X → R

R1(v) = ev(x)h(x),

com h ∈ C([0, 1]), e

R2 : C([0, 1]) → R

R2(f) =

∫ 1

0

f(x)dx

são contínuos (basta observarmos a demonstração da continuidade dos funcionais K1

e K2 na demonstração da Afirmação 1.8). Assim, a aplicação

T : X → L(X,X)

v 7→ T (v)

é contínua em X. Logo, R é Fréchet diferenciável e C1(X) com R
′
= T em E. Desta

maneira, o operador S é C1(X) e sua derivada é dada por

S
′
: X → L(X,X)

v 7→ S
′
(v)

com

S
′
(v) : X → L(X,X)

w 7→ S
′
(v)w = R

′
(v)w − w

para cada v ∈ X. Agora, basta observarmos que

• Hλ(λ, v) = −G(S(v));

• Hv(λ, v) = −λG ′
(S(v))oS

′
;

• Hλv(λ, v) = −G ′
(S(v))oS

′
.
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Portanto, segue a Afirmação 1.25.

Seja o operador

F : R ×X → X

(λ, v) 7→ F (λ, v) = v − λG(v) +H(λ, v).

O operador F satisfaz as seguintes propriedades:

• F (λ, 0) = 0,∀λ ∈ R;

• F (λ, v) = 0 ⇔ v − λG(v) + H(λ, v) = 0 ⇔ v − λG(v) − λG(S(v)) = 0 ⇔
v − λ(G(v + S(v))) = 0 ⇔ v − λGoR(v) = 0 ⇔ v = λK(v).

Observando o problema (P ) no Apêndice B, sabemos que seus autovalores são

λn = n2π2,∀n ∈ N. De acordo com o Teorema C.3 (Apêndice C), os pontos (λn, 0) são

pontos de bifurcação para F (λ, v) = 0.

Sejam

A+
n = {v ∈ X; v(0) > 0 e v possui somente n zeros em (0, 1)},

A−
n = −A+

n ,

B±
n = R × A±

n ⊂ R ×X.

Observemos que

• B+
n ∩B+

m = ∅,∀n,m ∈ N, com n 6= m;

• B−
n ∩B−

m = ∅,∀n,m ∈ N, com n 6= m;

• (λ, v) ∈ B+
n ⇒ (λ, v∗) ∈ B−

n , onde v∗(x) = v(1 − x),∀x ∈ [0, 1].

Assim, concluímos que as soluções de (1)λ geometricamente distintas são caracterizadas

pelas soluções de

v = λK(v), (λ, v) ∈ B+
n .

O Corolário C.5 (Apêndice C) garante que nos pontos (λn, 0) bifurcam dois con-

tínuos C± ⊂ B±
n ∪ (λn, 0) de soluções de F (λ, v) = 0. Os contínuos C+

n , com n ∈ N

não se interceptam e, devido a isso, são ilimitados em R ×X (veja a Figura 1.4).
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Figura 1.4: Gráfico das Bifurcações.

Afirmação 1.26 Se a função v 6= 0 é solução do problema (2)λ, então

||v||2∞ ≤
∫ 1

0

v̇2(x)dx = ||v̇||22.

Como v é solução do problema (2)λ, então
∫ 1

0
v(x)dx = 0, ou seja, existe t ∈ (0, 1)

tal que v(t) = 0. Assim,

|v(x)| = |v(x) − v(t)| =

∣∣∣∣
∫ x

t

v̇(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ x

t

|v̇(s)|ds ≤
∫ 1

0

|v̇(x)|dx = ||v̇||1.

Devido a desigualdade de Hölder (veja em [16]),

||v̇||1 = ||1.(v̇)||1 ≤ ||1||2||v̇||2 = ||v̇||2.

Logo,

||v||∞ ≤ ||v̇||2

e, portanto, segue a Afirmação 1.26.

Afirmação 1.27 Se a função v 6= 0 é solução do problema (2)λ, então ||v̇||22 ≤ λ||v||∞



42

De fato,

||v̇||22 =

∫ 1

0

v̇(x)v̇(x)dx

= v̇(x)v(x)
∣∣∣
1

0
−
∫ 1

0

v̈(x)v(x)dx

=

∫ 1

0

(−v̈(x))v(x)dx

=

∫ 1

0

λ

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

− 1

)
v(x)dx

= λ

∫ 1

0

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

)
v(x)dx−

∫ 1

0

v(x)dx

= λ

∫ 1

0

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

)
v(x)dx

≤ λ

∫ 1

0

(
ev(x)

∫ 1

0
ev(x)dx

)
|v(x)|dx

≤ λ||v||∞.

As Afirmações 1.26 e 1.27 nos dizem que se a função v 6= 0 é solução do problema

(2)λ, então ||v||∞ ≤ λ. Isso nos diz que os contínuos C+
n ⊂ R

+ × X permanecem

limitados para valores finitos de λ (veja a Figura 1.5). Assim, se λ > λn, então o

problema (2)λ admite solução em A+
i ,∀i ∈ {1, 2, . . . , n} (Teorema B.2 no Apêndice B).

Portanto, segue o resultado.

�

Figura 1.5: Gráfico das Bifurcações para λ > 4π2.
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A Figura 1.5 trata o caso λ > 4π2. Assim, obtemos pelo menos duas soluções

geometricamente distintas, por exemplo, u1 e u2.

Terceira Etapa da Demonstração do Teorema 1.3.

Neste momento, vamos completar a demonstração do Teorema 1.3 mostrando a

seguinte sentença:

Se o problema (1)λ possui soluções não triviais, então λ > π2. (1.3)

Para tal, vamos mostrar que o problema (1)λ é equivalente ao problema:

(3)λ






−v̈(x) = λ
(
ev(x) − 1

)

v(−1) = v(1), v̇(−1) = v̇(1)

1
2

∫ 1

−1
ev(x)dx = 1

Proposição 1.28 Seja u solução do problema (1)λ. A função v : R → R definida por

v(x) = u(x) − ln

(
1

2

∫ 1

−1

eudx

)
, ∀x ∈ R

é solução do problema (3)λ.

Demonstração: Trabalhando com a função v, obtemos:

v̇(x) = u̇(x) ⇒ −v̈(x) = −ü(x)

⇒ λ

(
eu

1
2

∫ 1

−1
eudx

− 1

)
= λ

(
ev(x) − 1

)

⇒ −v̈(x) = λ
(
ev(x) − 1

)

v(−1) = u(−1) − ln

(
1

2

∫ 1

−1

eu

)

= u(1) − ln

(
1

2

∫ 1

−1

eu

)

= v(1),

v̇(−1) = u̇(−1) = u̇(1) = v̇(1),

1

2

∫ 1

−1

ev(x)dx =
1

2

∫ 1

−1

eu(x)

1
2

∫ 1

−1
eu(x)

dx = 1.

Portanto, a função v é solução do problema (3)λ.
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�

Proposição 1.29 Seja v solução do problema (3)λ. A função u : R → R definida por

v(x) = u(x) + c, ∀x ∈ R é solução do problema (1)λ, onde

c = − ln

(
1

2

∫ 1

−1

eudx

)
.

A seguir, vamos mostrar que o problema (3)λ é equivalente ao seguinte problema:

(4)λ






−v̈(x) = λ
(
ev(x) − 1

)

v̇(0) = v̇(1) = 0
∫ 1

0
ev(x)dx = 1

Lema 1.3 A extensão par 2-periódica de toda solução do problema (4)λ é solução do

problema (3)λ.

Demonstração: Sejam v uma solução arbitrária do problema (4)λ e w a extensão par

2-periódica de v definida sobre [-1,1], ou seja,

w(x) =





v(−x), se x ∈ [−1, 0)

v(x), se x ∈ [0, 1]

Então:

• w(−1) = v(−(−1)) = v(1) = w(1) ⇒ w(−1) = w(1);

• ẇ(−1) = −v̇(−(−1)) = −v̇(1) = 0 = v̇(1) = ẇ(1) ⇒ ẇ(−1) = ẇ(1);

• 1
2

∫ 1

−1
ew(x)dx =

∫ 1

0
ev(x)dx = 1;

• x ∈ [−1, 0) ⇒ −ẅ(x) = −v̈(−x) = λ
(
ev(−x) − 1

)
= λ

(
ew(x) − 1

)
;

• x ∈ [0, 1] ⇒ −ẅ(x) = −v̈(x) = λ
(
ev(x) − 1

)
= λ

(
ew(x) − 1

)
.

Logo, w é solução do problema (3)λ. Como v é arbitrária, então segue o resultado.

�

Não faremos distinção entre as soluções do problema (4)λ e suas extensões pares 2-

periódica. Assim, podemos reescrever o Lema 1.2 da seguinte forma:
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Lema 1.4 Seja v 6= 0 solução do problema (3)λ, λ = µ. Então existem t0 ∈ [0, 2),

n0 ∈ N e uma solução decrescente do problema (4)λ, λ = µ
n2

0
, tal que v(t+t0) = v0(n0t).

Em particular, v(t+ t0) é solução do problema (4)λ, λ = µ.

Para provar a sentença (1.3), basta provarmos a seguinte sentença:

Se λ ≤ π2, então v = 0 é a única solução decrescente do problema (4)λ. (1.4)

Vamos provar por absurdo. Suponhamos que exista uma solução não trivial

decrescente v do problema (4)λ. Seja v∗ : R → R tal que

v∗(x) = v(1 − x),∀x ∈ R.

Logo, as funções v e v∗ satisfazem as seguintes propriedades:

(i) v∗ é uma solução crescente do problema (4)λ;

(ii) Se x ∈ [0, 1
2
), então v(x) > v∗(x);

(iii) Se x ∈ (1
2
, 1], então v(x) < v∗(x);

(iv) v(1
2
) = v∗(

1
2
);

(v)
∫ 1

0
v̇2(x)dx =

∫ 1

0
v̇2
∗(x)dx;

(vi)
∫ 1

0
v(x)dx =

∫ 1

0
v∗(x)dx;

(vii)
1

2
v̇2(x) + λ

(
ev(x) − v(x)

)
= c, ∀x ∈ [0, 1],

com

c =
1

2

∫ 1

0

v̇2(x)dx+ λ

(
1 −

∫ 1

0

v(x)dx

)
;

(viii)
1

2
v̇2(x) + λ

(
ev(x) − v(x)

)
=

1

2
v̇2
∗(x) + λ

(
ev∗(x) − v∗(x)

)
, ∀x ∈ [0, 1].

Para mostrar a propriedade (vii), basta observar que:

d

dx

(
1

2
v̇(x) + λ(ev(x) − v(x))

)
= v̇(x)v̈(x) + λ(v̇(x)ev(x) − v̇(x))

= v̇(x)
(
v̈(x) + λ(ev(x) − 1)

)

= v̇(x) (v̈(x) − v̈(x))

= 0
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1

2
v̇2(x) + λ

(
ev(x) − v(x)

)
= c ⇒

∫ 1

0

(
1

2
v̇2(x) + λ(ev(x) − v(x))

)
dx =

∫ 1

0

c dx

⇒ c =
1

2

∫ 1

0

v̇2(x)dx+ λ

(
1 −

∫ 1

0

v(x)dx

)

Seja ψ : R → R tal que

ψ(x) = −v̇(x) − v̇∗(x), ∀x ∈ R.

A função ψ satisfaz as seguintes propriedades:

• ψ(0) = 0;

• ψ(x) = −ψ(1 − x),∀x ∈ [0, 1];

• ψ(1
2
) = 0.

Observação 1.3 :

• v(0) > 0 > v(1). Como
∫ 1

0
ev(x)dx = 1, então v(0) e v(1) possuem sinais con-

trários. Logo, o resultado segue da monotonicidade de v;

• A = {ρ > 0; vv∗ < 0 em [0, ρ)} 6= ∅. Como v(0)v(1) = v(0)v∗(0) < 0, então

existe δ > 0 tal que vv∗ < 0 em [0, δ). Logo, δ ∈ A;

• O conjunto A é limitado. Como v(1
2
)v∗(

1
2
) ≥ 0, então A ⊂ (0, 1

2
].

Lema 1.5 Seja ρ0 = sup A. Então,

(i) ψ(x) > 0, ∀x ∈ (0, ρ0);

(ii) v(ρ0) = 0.

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar mais algumas propriedades das funções

v, v∗ e ψ.

Afirmação 1.30 v(x) > 0 > v∗(x), ∀x ∈ [0, ρ0).

Seja x ∈ [0, ρ0) arbitrário. Suponhamos que x = 0. Então, a Observação 1.3 nos

garante que v(0) > 0 > v∗(0). Agora, suponhamos que x 6= 0. Então, devido a

ρ0 = sup A, existe ρ ∈ A tal que x ∈ (0, ρ). Como A ⊂ (0, 1
2
], então x ∈ (0, 1

2
). Isso

nos diz que x < 1 − x, ou seja, v(x) > v(1 − x) = v∗(x). Como v(x)v∗(x) < 0, então

v(x) > 0 > v∗(x). Portanto, devido a arbitrariedade de x em [0, ρ0), segue o resultado.
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Afirmação 1.31 Se x ∈ [0, ρ0) e ψ(x) = 0, então ψ̇(x) > 0.

Vamos observar o que significa ψ(x) = 0 e ψ̇(x) > 0

• ψ(x) = 0 ⇒ −v̇(x) = v̇∗(x) ⇒ ev(x) − v(x) = ev∗(x) − v∗(x) (garantido pela

propriedade (viii)).

• ψ̇(x) = −v̈(x) − v̈∗(x) = λ
(
(ev(x) − 1) + (ev∗(x) − 1)

)
;

• ψ̇(x) > 0 ⇒ (ev(x) − 1) + (ev∗(x) − 1) > 0 ⇒ ev(x) − 1 > 1 − ev∗(x).

Logo, para mostrarmos a Afirmação 1.31 basta mostrarmos a seguinte sentença:

Se x ∈ [0, ρ0) e ev(x) − v(x) = ev∗(x) − v∗(x), então ev(x) − 1 > 1 − ev∗(x). (1.5)

Suponhamos que v(x) ≥ ln(2). Então, ev(x) − 1 ≥ 1. Já que 0 < ev∗(x) < ∞, então

1 − ev∗(x) < 1. Logo, ev(x) − 1 > 1 − ev∗(x). Agora, suponhamos que 0 < v(x) < ln(2).

Então, existe ξ ∈ (0, 1) tal que v(x) = ln(1+ξ). Como v∗(x) < 0, então existe η ∈ (0, 1)

tal que v∗(x) = ln(1 − η). Assim,

• ev(x)−v(x) = ev∗(x)−v∗(x) ⇔ 1+ξ− ln(1+ξ) = 1−η− ln(1−η) ⇔ ξ− ln(1+ξ) =

−η − ln(1 − η);

• ev(x) − 1 > 1 − ev∗(x) ⇔ 1 + ξ − 1 > 1 − (1 − η) ⇔ ξ > η.

Daí, basta mostrarmos a seguinte sentença:

ξ − ln(1 + ξ) = −η − ln(1 − η) ⇒ ξ > η. (1.6)

Para tal, primeiramente precisamos garantir que

1 + t

e2t(1 − t)
> 1,∀t ∈ (0, 1). (1.7)

Observemos que

1 + t

e2t (1 − t)
> 1 ⇔ 1 + t > e2t (1 − t)

⇔ et −
∞∑

i=2

ti

i!
> e2t − te2t

⇔ et − e2t + te2t >
∞∑

i=2

ti

i!

⇔ et
(
1 − et + tet

)
>

∞∑

i=2

ti

i!
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⇔ et

(
−

∞∑

i=1

ti

i!
+ t

∞∑

i=0

ti

i!

)
>

∞∑

i=2

ti

i!

⇔ et

( ∞∑

i=2

ti
(

1

(i− 1)!
− 1

i!

))
>

∞∑

i=2

ti

i!

⇔ et

( ∞∑

i=2

ti (i− 1)

i!

)
>

∞∑

i=2

ti

i!
.

Logo, basta mostrarmos que

et

∞∑

i=2

ti(i− 1)

i!
>

∞∑

i=2

ti

i!
,∀t ∈ (0, 1). (1.8)

Seja t ∈ (0, 1) arbitrário. Como t2(2 − 1) = t2 e ti(i− 1) > ti,∀i ∈ N ∩ [3,∞), então

∞∑

i=2

ti(i− 1)

i!
>

∞∑

i=2

ti

i!
⇒ et

∞∑

i=2

ti(i− 1)

i!
>

∞∑

i=2

ti(i− 1)

i!
>

∞∑

i=2

ti

i!
.

Logo, devido a arbitrariedade de t ∈ (0, 1), segue (1.7).

Sejam f, g : (0, 1) → R funções tais que

f(t) = t− ln(1 + t)

g(t) = −t− ln(1 − t).

Assim,

• ḟ(t) = 1 − 1
1+t

> 0,∀t ∈ (0, 1) e ġ(t) = −1 + 1
1−t

> 0,∀t ∈ (0, 1). Logo, f e g são

estritamente crescentes;

• g(t)− f(t) = −2t− ln(1− t) + ln(1 + t) = −2t+ ln
(

1+t
1−t

)
= − ln(e2t) + ln

(
1+t
1−t

)
=

ln
(

1+t
e2t(1−t)

)
,∀t ∈ (0, 1). Como 1+t

e2t(1−t)
> 1,∀t ∈ (0, 1), então g(t)−f(t) > 0,∀t ∈

(0, 1).

Logo, para mostrarmos (1.6), basta mostrarmos:

f(ξ) = g(η) ⇒ ξ > η. (1.9)

Suponha por contradição que ξ ≤ η. Então,

• ξ = η ⇒ 0 = g(η) − f(ξ) = g(ξ) − f(ξ) > 0;

• ξ < η ⇒ g(ξ) < g(η) ⇒ g(ξ) − f(ξ) < g(η) − f(ξ) = 0.
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Portanto, segue (1.9) e aqui terminamos a demonstração da Afirmação 1.31.

Prova do item (i):

Como ψ(0) = −v̇(0)− v̇∗(0) = 0, então, devido a Afirmação 1.31, ψ̇(0) > 0. Daí,

existe δ > 0 tal que ∀x ∈ (0, δ), ψ(t) > ψ(0) = 0. Logo, (i) ocorre para x ∈ (0, ρ0)

suficientemente pequeno. Agora, suponha por contradição que existe s ∈ (0, ρ0) tal

que ψ(s) = 0 e ψ(x) > 0,∀x ∈ (0, s). Então,

ψ̇(s) = lim
h→0−

ψ(s+ h) − ψ(s)

h
= lim

h→0−

ψ(s+ h)

h
≤ 0.

Isso contradiz a Afirmação 1.31. Logo, ψ(s) > 0. Desta maneira, podemos concluir que

não existe x ∈ (0, ρ0) tal que ψ(x) = 0 ou ψ(x) < 0 (Caso ocorresse, existiria t ∈ (0, x)

tal que ψ(t) = 0 devido a continuidade da função ψ). Portanto, segue (i).

Agora, vamos mostrar algumas propriedades de ρ0.

Afirmação 1.32 Pelo menos um dos seguintes casos ocorre:

• v(ρ0) = 0

• v∗(ρ0) = 0

Como ρ0 = sup A, então ∀ε > 0 tal que (ρ0 − ε, ρ0 + ε) ∈ [0, 1] temos

• v(ρ0 − ε)v∗(ρ0 − ε) < 0 ⇒ lim
ε→0

v(ρ0 − ε)v∗(ρ0 − ε) ≤ 0 ⇒ v(ρ0)v∗(ρ0) ≤ 0;

• v(ρ0 + ε)v∗(ρ0 + ε) ≥ 0 ⇒ lim
ε→0

v(ρ0 + ε)v∗(ρ0 + ε) ≥ 0 ⇒ v(ρ0)v∗(ρ0) ≥ 0.

Logo, v(ρ0)v∗(ρ0) = 0, o que prova a Afirmação 1.32. Suponhamos por contradição

que v(ρ0) 6= 0 e v∗(ρ0) = 0. Como v(x) > 0,∀x ∈ [0, ρ0), então, devido a continuidade

de v, v(ρ0) > 0.

Afirmação 1.33 v̇∗(ρ0) > 0

Observemos que

• Devido a propriedade (viii),

1

2
v̇2(ρ0) + λ

(
ev(ρ0) − v(ρ0)

)
=

1

2
v̇2
∗(ρ0) + λ ⇒

1

2
v̇2(ρ0) + λ

(
ev(ρ0) − (1 + v(ρ0))

)
=

1

2
v̇2
∗(ρ0).

Como v̇2(ρ0) ≥ 0, λ > 0 e ev(ρ0) − (1 + v(ρ0)) > 0, então v̇2
∗(ρ0) > 0;
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• v̇∗(ρ0) = lim
h→0−

v∗(ρ0+h)
h

≥ 0, pois h → 0− implica em (ρ0 + h) ∈ (0, ρ0), ou seja,

v∗(ρ0 + h) < 0.

Logo, segue a Afirmação 1.33.

Afirmação 1.34 ρ0 é o único ponto de máximo da função v̇∗ sobre [0, 1].

Observemos que

• −v̈∗(ρ0) = λ(ev∗(ρ0) − 1) = λ(1 − 1) = 0 ⇒ ρ0 é ponto crítico da função v̇∗;

• −...
v ∗(ρ0) = λv̇∗(ρ0)e

v∗(ρ0) = λv̇∗(ρ0) > 0 ⇒ ...
v ∗(ρ0) < 0.

Logo, ρ0 é ponto de máximo local da função v̇∗, ou seja, existe δ > 0 tal que v̇∗(ρ0) ≥
v̇∗(x),∀x ∈ (ρ0 − δ, ρ0 + δ). Como v∗(x) < 0,∀x ∈ [0, ρ0) e −v̈∗(x) = λ(ev∗(x) − 1),∀x ∈
[0, 1], então v̈∗(x) > 0,∀x ∈ [0, ρ0). Logo, a função v̇∗ é crescente em [0, ρ0). Já que

v∗(x) > v∗(ρ0),∀x ∈ (ρ0, 1], então v̈∗(x) < 0,∀x ∈ (ρ0, 1]. Logo, a função v̇∗ é decres-

cente em (ρ0, 1]. Isso nos diz que v̇∗(ρ0) > v̇∗(x),∀x ∈ [0, ρ0) e v̇∗(ρ0) > v̇∗(x),∀x ∈
(ρ0, 1]. Portanto, segue a Afirmação 1.34.

Prova do item (ii):

Observemos que −v̇(ρ0) = −v̇(1− (1− ρ0)) = v̇∗(1− ρ0). Logo, v̇0(ρ0) > −v̇(ρ0).

Assim, ψ(ρ0) = −v̇(ρ0) − v̇∗(ρ0) < 0 e, pela continuidade da função ψ, existe δ > 0 tal

que ψ(x) < 0,∀x ∈ (ρ0 − δ, ρ0 + δ), em particular, ψ(x) < 0,∀x ∈ (ρ0 − δ, ρ0). Isso

contradiz o item (i). Portanto, v(ρ0) = 0.

�

Observação 1.4 Observemos que:

• −v̇(1 − x) = v̇∗(x),∀x ∈ [0, 1];

• v̇∗ crescente em [0, ρ0], decrescente em [ρ0, 1] e v̇∗(0) = v̇∗(1) = 0 ⇒ v̇∗ > 0 em

(0, 1) ⇒ −v̇(x) = |v̇(x)| = |v̇(1− (1−x))| = |− v̇∗(1−x)| = v̇∗(1−x),∀x ∈ [0, 1];

• Afirmação 1.34 ⇒ ρ0 é o único ponto de máximo da função |v̇| sobre [0, 1].

Observação 1.5 :

• Devido a propriedade (viii),
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2λ
(
ev(x) − ev∗(x) − (v(x) − v∗(x))

)
= v̇2

∗(x) − v̇2(x),∀x ∈ (0, 1
2
);

• v̇2
∗(x) − v̇2(x) = (v̇∗(x) + v̇(x))(v̇∗(x) − v̇(x)) = −ψ(x)(v̇∗(x) − v̇(x)),∀x ∈ (0, 1

2
);

• Devido a propriedade (ii),

v̇∗(x) − v̇(x) > 0,∀x ∈ (0, 1
2
).

Proposição 1.35

0 <
ev(x) − ev∗(x)

v(x) − v∗(x)
< 1,∀x ∈ (0,

1

2
).

Demonstração: Já sabemos que ρ0 ∈ (0, 1
2
]. Suponhamos que ρ0 <

1
2
.

Afirmação 1.36 v(x) < 0, v∗(x) < 0,∀x ∈ (ρ0,
1
2
).

Basta observarmos que:

• v(ρ0) > v(x),∀x ∈ (ρ0,
1
2
). Logo, devido ao item (ii) do Lema 1.5, v(x) < 0,∀x ∈

(ρ0,
1
2
);

• Se x ∈ (ρ0,
1
2
), então 1 − x ∈ (1

2
, 1 − ρ0), ou seja, ρ0 < 1 − x. Logo, v∗(x) =

v(1 − x) < v(ρ0) = 0,∀x ∈ (ρ0,
1
2
).

Devido a Observação 1.4,

−v̇(ρ0) = |v̇(ρ0)| > |v̇(1 − ρ0)| = −v̇(1 − ρ0) = v̇∗(ρ0).

Assim,

ψ(ρ0) = −v̇(ρ0) − v̇∗(ρ0) > 0.

Logo, pelo item (i) do Lema 1.5,

ψ(x) > 0,∀x ∈ (0, ρ0].

Afirmação 1.37 ψ(x) > 0,∀x ∈ (ρ0,
1
2
).

Suponhamos que existe t ∈ (ρ0,
1
2
) tal que ψ(t) = 0. Já que ψ(1

2
) = 0, então, pelo

Teorema de Rolle, existe s ∈ (t, 1
2
) tal que ψ̇(s) = 0. Logo,

0 = ψ̇(s)

= −v̈(s) − v̈∗(s)

= λ
(
ev(s) − 1

)
+ λ

(
ev∗(s) − 1

)

= λ
(
ev(s) + ev∗(s) − 2

)
,
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ou seja,

ev(s) + ev∗(s) = 2.

Mas, isso contradiz a Afirmação 1.36, pois

v(s) < 0, v∗(s) < 0 ⇒ ev(s) + ev∗(s) < 2.

Logo, segue a Afirmação 1.37 e, devido a Observação 1.5,

0 <
ev(x) − ev∗(x)

v(x) − v∗(x)
< 1, ∀x ∈ (0,

1

2
).

Agora, suponhamos que ρ0 = 1
2
. Seja x ∈ (0, 1

2
) arbitrário. Pelo item (i) do Lema

1.5 e pela Observação 1.5,

v̇2
∗(x) − v̇2(x) < 0,

ou seja,

0 <
ev(x) − ev∗(x)

v(x) − v∗(x)
< 1.

Logo, devido a arbitrariedade de x ∈ (0, 1
2
), segue o resultado.

�

Finalização da Demonstração da Sentença (1.4).

Sejam as funções w, f : [0, 1
2
] → R tais que w(x) = v(x) − v∗(x),∀x ∈ [0, 1

2
] e

f(x) = cos(πx),∀x ∈ [0, 1
2
]. Trabalhando com as funções w e f obtemos:

• A expressão da segunda derivada da função w

−ẅ(x) = −v̈(x) + v̈∗(x)

= λ
(
ev(x) − 1

)
− λ

(
ev∗(x) − 1

)

= λ
(
ev(x) − ev∗(x)

)
, ∀x ∈ [0,

1

2
]; (1.10)

• O valor da primeira derivada da função w no ponto zero

ẇ(0) = v̇(0) − v̇∗(0)

= v̇(0) − (−v̇(1 − 0))

= v̇(0) + v̇(1)

= 0;
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• Devido a propriedade (iv),

w

(
1

2

)
= v

(
1

2

)
− v∗

(
1

2

)
= 0;

• Devido a propriedade (ii),

w(x) > 0,∀x ∈ [0,
1

2
);

• Integrando por partes,

∫ 1
2

0

ẇ(x) sen(πx)dx = sen(πx)w(x)

∣∣∣∣∣

1
2

0

− π

∫ 1
2

0

w(x)f(x)dx

= −π
∫ 1

2

0

w(x)f(x)dx;

• Integrando por partes,

−
∫ 1

2

0

ẅ(x)f(x)dx = −



f(x)ẇ(x)

∣∣∣∣∣

1
2

0

+ π

∫ 1
2

0

ẇ(x) sen(πx)dx





= π2

∫ 1
2

0

w(x)f(x)dx; (1.11)

• Utilizando (1.10),

−
∫ 1

2

0

ẅ(x)f(x)dx = λ

∫ 1
2

0

(ev(x) − ev∗(x))f(x)dx

= λ

∫ 1
2

0

(
ev(x) − ev∗(x)

v(x) − v∗(x)

)
w(x)f(x)dx

< λ

∫ 1
2

0

w(x)f(x)dx; (1.12)

• Como w, f > 0 em (0, 1
2
), então

∫ 1
2

0

w(x)f(x)dx > 0.

Da igualdade (1.11) e da desigualdade (1.12) obtemos

π2 < λ.

A desigualdade π2 < λ contradiz a hipótese da sentença (1.4). Portanto, segue o

resultado.

�



Capítulo 2

O Problema Bidimensional

Como no capítulo anterior, vamos estudar o problema

(P1)






−∆u = η

(
eu

∫
Ω
eudz

− 1

|Ω|

)

∫

Ω

udz = 0

onde u ∈ H1(Ω) e η ∈ (8π, 4π2). Assim, as soluções do problema (P1) residem no

conjunto E = {w ∈ H1(Ω);
∫

Ω
w(z)dz = 0}. Devido aos estudos de Struwe-Tarantello

[2], vamos supor que Ω = [−1
2
, 1

2
] × [−1

2
, 1

2
]. As soluções fracas do problema (P1) são

pontos críticos do funcional Iη : E → R definido por

Iη(u) =
1

2
||u||2 − η ln

(∫

Ω

eu(z)dz

)
, ∀u ∈ E,

o qual satisfaz as seguintes propriedades:

•
∫

Ω
eu(z)dz ≥ 1, devido a Desigualdade de Jensen (Teorema A.2 no Apêndice A);

• ||u||2 ≥ Iη(u),∀u ∈ E;

• A aplicação η → Iη(u) é monótona decrescente, ∀u ∈ E;

• O funcional Iη possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha (Teorema

A.14 no Apêndice A).

A meta deste capítulo é mostrar que existe um ponto crítico não nulo para o

funcional Iη e estudar o que acontece com o problema (P1) quando η > 0 está próximo

de zero. Para tal, vamos dividir este Capítulo em duas partes:
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• Primeira Parte: A existência de uma solução não-trivial para o pro-

blema (P1);

• Segunda Parte: Comportamento do problema (P1) quando η > 0 está

próximo de zero.

A Primeira Parte deste Capítulo resume-se a mostrar o seguinte Teorema:

Teorema 2.1 Para cada η ∈ (8π, 4π2), existe uma solução não trivial uη do problema

(P1) tal que

Iη(uη) ≥ c0

(
1 − η

4π2

)
,

onde c0 > 0 e independe de η.

Para tanto, a dividimos da seguinte maneira:

• Primeira Etapa: O funcional Iη possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha e algumas propriedades;

• Segunda Etapa: A Existência de uma Sequência de Palais-Smale limitada;

• Terceira Etapa: O Lema do Completamento da Reta e o Teorema 2.1.

Primeira Parte: A existência de uma solução não-trivial para o pro-

blema (P1).

Primeira Etapa: O funcional Iη possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha e algumas propriedades.

Primeiramente vamos mostrar algumas proposições.

Lema 2.1

I
′
η : E → L(E,R)

I
′
η(u)v =

∫

Ω

∇u(z)∇v(z)dz − η

∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

, ∀u, v ∈ E.

Demonstração: Analogamente a demonstração da derivada da aplicação GoF na de-

monstração da Afirmação 1.7 (Capítulo 1), a derivada da aplicação

J1 : E → R

u 7→ 1

2
||u||2 (2.1)
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é dada por

J
′
1 : E → L(E,R),

onde

J
′
1(u) : E → R

v 7→
∫

Ω

〈∇u,∇v〉dz

para cada u ∈ E. Seja a aplicação

J2 : E → R

u 7→
∫

Ω

eudz.

Afirmação 2.2 A Aplicação J2 é Gâteau diferenciável em E.

Observemos que

J2(u+ tv) − J2(u)

t
=

∫
Ω
eu+tvdz −

∫
Ω
eudz

t

=
1

t

(∫

Ω

teuvdz +

∫

Ω

∞∑

i=2

(tv)i

i!
eudz

)

→
∫

Ω

euvdz

quando t→ 0, para todo u, v ∈ E. Logo, a aplicação J2 é Gâteau diferenciável em E.

Afirmação 2.3 A aplicação

J3 : E → L2(Ω)

u 7→ eu

é contínua em E.

Seja u ∈ E. Para a função w : R
2 → R definida por

w(z) =





u(z), se z ∈ Ω

0, se z ∈ R
2\Ω

obtemos, pelo Teorema A.10 (Apêndice A),

e1+w2 ∈ L1(R2),
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ou seja,

e1+u2 ∈ L1(Ω).

Como

|eu(z)|2 = e2u(z) ≤ e2(1+u2(z)), ∀z ∈ Ω,

então a aplicação está bem definida. Seja un → u em E. Devido a Observação A.1

(Apêndice A), podemos aplicar o Teorema A.11 (Apêndice A). Assim, existe h ∈ H1(Ω)

tal que, a menos de uma subsequência,

• un(z) → u(z) quase sempre em Ω;

• |un(z)| ≤ h(z) quase sempre em Ω.

Logo,

eun(z) ≤ eh(z) ≤ e1+h2(z), ∀z ∈ Ω.

Pelo Teorema A.10 (Apêndice A), para a função f : R
2 → R definida por

f(z) =





h(z), se z ∈ Ω

0, se z ∈ R
2\Ω

obtemos

e2(1+f2) ∈ L1(R2),

ou seja,

e2(1+h2) ∈ L1(Ω)

donde

e1+h2 ∈ L2(Ω).

Como a continuidade da função exponencial garante que eun(z) → eu(z) quase sempre

em Ω, então, pelo Teorema da Convergência Dominada (veja em [13]),

eun → eu, em L2(Ω).

Portanto, a Afirmação 2.3 está provada.

Afirmação 2.4 A aplicação

T1 : E → L(E,R)

u → T1(u)



58

com

T1(u) : E → R

v → T (u)v =

∫

Ω

euvdz

é contínua em E.

Seja un → u em E. Assim, pela continuidade da aplicação J3 obtemos

eun → eu, em L2(Ω).

Assim, pela desigualdade de Hölder (veja em [16]) e pela desigualdade de Poincaré-

Wirtinger (Teorema A.4 no Apêndice A),

sup
||v||=1

∣∣∣∣T1(un)v − T1(u)v

∣∣∣∣ = sup
||v||=1

∣∣∣∣
∫

Ω

(eun − eu) vdz

∣∣∣∣

≤ 1

4π2
||eun − eu||22

→ 0

quando n→ ∞. Portanto, segue a Afirmação 2.4. Observemos que, devido a Afirmação

2.2,
J2(u+ tv) − J2(u)

t
→
∫

Ω

euvdz

quando t→ 0, para todo u, v ∈ E. Assim, pela Afirmação 2.4, a aplicação J2 é Fréchet

diferenciável com

J
′

2 = T1.

Portanto,

I
′
η(u) = J

′
1 (u) − η

J
′

2 (u)

J2(u)
, ∀u ∈ E,

ou seja,

I
′
η : E → L(E,R)

I
′
η(u)v =

∫

Ω

∇u(z)∇v(z)dz − η

∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

, ∀u, v ∈ E.

�

Lema 2.2

I
′′
η : E → L(E × E,R)

I
′′
η (u)(v, w) =
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∫

Ω

v̇(z)ẇ(z)dz − η

(∫
Ω
eu(z)v(z)w(z)dz∫

Ω
eu(z)dz

−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz

∫
Ω
eu(z)w(z)dz

(∫
Ω
eu(z)dz

)2

)
,

∀(v, w) ∈ E × E.

Demonstração: Usando a notação da demonstração da Proposição 2.1, analogamente

a demonstração da segunda derivada da aplicação GoF na demonstração da Afirmação

1.8 (Capítulo 1) segue que a segunda derivada da aplicação J1 é dada por

J
′′
1 : E → L(E,L(E,R)),

onde

J
′′
1 (u) : E → L(E,R)

v 7→ J
′′
1 (u)v = J

′
1(v)

para cada u ∈ E. Analogamente a demonstração da diferenciabilidade Gâteau da

aplicação S na demonstração da Afirmação 1.8, a aplicação

J4 : E → L(E,R)

u 7→ J4(u) =
J

′
2(u)

J2(u)

é Gâteau diferenciável em E e para a Transformação Linear

T2(u) : E → L(E,R)

definida por,

(T2(u)v)w =

∫
Ω
eu(x)v(x)w(x)dx∫

Ω
eu(x)dx

−
∫

Ω
eu(x)v(x)dx

∫
Ω
eu(x)w(x)dx

(∫
Ω
eu(x)dx

)2 ,

obtemos
J4(u+ tv) − J4(u)

t
→ T2(u)v, ∀v ∈ E

quando t→ 0. Segue da continuidade da aplicação T1 que a aplicação

T2 : E → L(E,L(E,R))

u 7→ T2(u)

é contínua em E. Logo, a aplicação J4 é Fréchet diferenciável em E com

J
′
4 = T2.
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Logo,

I
′′
η (u) = J

′′
1 (u) − η J

′
4(u), ∀u ∈ E.

Portanto, segue o Lema 2.2.

�

Lema 2.3 A função u = 0 é ponto de mínimo local estrito do funcional Iη.

Demonstração: Observemos que o funcional I
′
η(u) : E → R é dado por

I
′
η(u)v =

∫

Ω

〈∇u(z),∇v(z)〉dz − η

∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

, ∀u, v ∈ E

e o funcional I
′′
η (u) : E × E → R na direção de v ∈ E é dado por

I
′′
η (u)(v, v) =

∫

Ω

|∇v(z)|2dz − η

[∫

Ω

eu(z)

∫
Ω
eu(z)dz

v(z)2dz −
(∫

Ω

eu(z)

∫
Ω
eu(z)dz

v(z)dz

)2
]
.

Como o funcional Iη é duas vezes diferenciável e I
′
η(0) = 0, então, devido ao Teorema

A.6 (Apêndice A), basta mostrarmos que existe k > 0 tal que

I
′′
η (u)(v, v) ≥ k||v||2,∀v ∈ E.

De fato, utilizando a desigualdade de de Poincaré-Wirtinger (Teorema A.4 no Apêndice

A),

I
′′
η (0)(v, v) = ||v||2 − η

∫

Ω

v(z)2dz ≥ ||v||2 − η

4π2
||v||2 = (1 − η

4π2
)||v||2, ∀v ∈ E.

Logo, segue o resultado.

�

Lema 2.4 Sejam u, v ∈ E e ξ,M ≥ 0. Então:

(i) Iξ(u+ v) ≤ Iξ(u) + I
′
ξ(u)v + 1

2
||v||2;

(ii) Existe L > 0 tal que

||I ′
τ (u) − I

′
δ(u)|| ≤ L|τ − δ|,

uniformemente em u ∈ E com ||u||2 ≤M e τ, δ ∈ R.

Demonstração:

(i) Primeiramente vamos mostrar algumas afirmações:
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Afirmação 2.5

Iξ(u+ v) − Iξ(u) − I
′
ξ(u)v −

1

2
||v||2 = −ξ

[
ln

(∫
Ω
eu(z)+v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

]

De fato.

Iξ(u+ v) − Iξ(u) − I
′
ξ(u)v −

1

2
||v||2 =

[
1

2
||u+ v||2 − ξ ln

(∫

Ω

eu(z)+v(z)dz

)]
+

(−1)

{[
1

2
||u||2 − ξ ln

(∫

Ω

eu(z)dz

)]
+

(
〈u, v〉 − ξ

∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
+

1

2
||v||2

}
=

(
1

2
||u+ v||2 − 1

2
(||u||2 + 2〈u, v〉 + ||v||2)

)
+

(−ξ)
[
ln

(∫

Ω

eu(z)+v(z)dz

)
− ln

(∫

Ω

eu(z)dz

)
−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

]
=

−ξ
[
ln

(∫
Ω
eu(z)+v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

]

Logo, a Afirmação 2.5 está provada.

Afirmação 2.6

∫ 1

0

∫ t

0

d2

ds2
f(s)dsdt = ln

(∫
Ω
eu(z)+v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

,

onde a função f : [0, 1] → R é definida por

f(s) = ln

(∫
Ω
eu(z)+sv(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
,∀s ∈ [0, 1].

De fato. Como

d

ds
f(s) =

( ∫
Ω
eu(z)dz∫

Ω
eu(z)+sv(z)dz

)(∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
=

∫
Ω
eu(z)+sv(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)+sv(z)dz

,

então:
∫ 1

0

∫ t

0

d2

ds2
f(s)dsdt =

∫ 1

0

d

ds
f(s)

∣∣∣∣
t

0

dt =

∫ 1

0

(
d

ds
f(t) −

∫
Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
dt

= f(t)

∣∣∣∣
1

0

−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

= ln

(∫
Ω
eu(z)+v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

)
−
∫

Ω
eu(z)v(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

Logo, a Afirmação 2.6 está provada.
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Afirmação 2.7

g(s) =
d2

ds2
f(s) ≥ 0

Notemos que

g(s) =

∫
Ω
eu(z)+sv(z)v2(z)dz

∫
Ω
eu(z)+sv(z)dz −

∫
Ω
eu(z)+sv(z)v(z)dz

∫
Ω
eu(z)+sv(z)v(z)dz

(∫
Ω
eu(z)+sv(z)dz

)2

=

∫
Ω
eu(z)+sv(z)v2(z)dz

∫
Ω
eu(z)+sv(z)dz −

(∫
Ω
eu(z)+sv(z)v(z)dz

)2
(∫

Ω
eu(z)+sv(z)dz

)2

=

∫
Ω
v2dµ

∫
Ω
dµ−

(∫
Ω
vdµ

)2
(∫

Ω
dµ
)2 ,

onde dµ = eu(z)+sv(z)dz. Devido a Desigualdade de Hölder (veja em [16]),

∫

Ω

vdµ =

∫

Ω

1.vdµ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

1.vdµ

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|1.v|dµ ≤
(∫

Ω

12dµ

) 1
2
(∫

Ω

v2dµ

) 1
2

,

ou seja, (∫

Ω

vdµ

)2

≤
∫

Ω

dµ

∫

Ω

v2dµ.

Assim,
d2

ds2
f(s) ≥

∫
Ω
v2dµ

∫
Ω
dµ−

∫
Ω
dµ
∫

Ω
v2dµ

(∫
Ω
dµ
)2 ≥ 0.

Logo, a Afirmação 2.7 está provada. Assim, podemos concluir que

Iξ(u+ v) − Iξ(u) − I
′
ξ(u)v −

1

2
||v||2 = −ξ

∫ 1

0

∫ t

0

d2

ds2
f(s)dsdt ≤ 0.

Portanto, segue o resultado (i).

(ii) Primeiramente, observemos que

• Devido a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Teorema A.4 no Apêndice A),

||v||2 ≤
1√
4π2

||v|| =
1

2π
||v|| ≤ 1, ∀v ∈ E

tal que ||v|| ≤ 1;

• Como
2|u(z)|√π

||u|| ≥ 0,
||u||
2
√
π
≥ 0

e 1
2

+ 1
2

= 1, então, devido a Desigualdade de Young (veja em [16]),

(
2|u(z)|√π

||u||

)( ||u||
2
√
π

)
= |u(z)| ≤ 1

2

(
2|u(z)|√π

||u||

)2

+
1

2

( ||u||
2
√
π

)2

.
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Concluímos que

2|u(z)| ≤ 4π|u(z)|2
||u||2 +

M

4π
.

Agora, observemos que

I
′
τ (u)v − I

′
δ(u)v = 〈u, v〉 − τ

∫
Ω
eu(z)v(z) dz∫
Ω
eu(z) dz

−
(
〈u, v〉 − δ

∫
Ω
eu(z)v(z) dz∫
Ω
eu(z) dz

)

= (δ − τ)

∫
Ω
eu(z)v(z) dz∫
Ω
eu(z) dz

≤ |δ − τ |

∣∣∣∣
∫

Ω
eu(z)v(z) dz

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

Ω
eu(z) dz

∣∣∣∣

≤ |δ − τ |
∣∣∣∣
∫

Ω

eu(z)v(z) dz

∣∣∣∣

≤ |δ − τ |
∫

Ω

|eu(z)v(z)| dz

≤ |δ − τ |
(∫

Ω

e2u(z)dz

) 1
2

||v||2

≤ |δ − τ |
(
e

M
4π

∫

Ω

e
4π

u2(z)

||u||2 dz

) 1
2

≤ |δ − τ |eM
8π sup

u∈E

∫

Ω

e
4π

u2(z)

||u||2 dz

= L|δ − τ |

Esta última igualdade é justificada pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja em

[10]).

�

Sejam ε > 0 e vε, uε : Ω → R definidos por

vε(z) = ln

(
ε2

(ε2 + π|z|2)2

)
, ∀z ∈ Ω

uε(z) = vε(z) −
∫

Ω

vε(z) dz, ∀z ∈ Ω.

Lema 2.5 Iη(uε) = 2(8π − η) ln(1
ε
) +O(1), onde |O(1)| ≤ C quando ε→ 0.

Demonstração:

Afirmação 2.8

|∇uε(z)|2 =
16π2|z|2

(ε2 + π|z|2)2
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Basta observarmos que

∂vε

∂xi

(z) =
−4πε2xi(ε

2 + π|z|2)
(ε2 + π|z|2)4

(ε2 + π|z|2)2

ε2

=
−4πxi

ε2 + π|z|2 ,

para i = 1, 2. Assim,

|∇uε(z)|2 =

∣∣∣∣

(
∂vε

∂x1

(z),
∂vε

∂x2

(z)

) ∣∣∣∣
2

=
16π2|z|2

(ε2 + π|z|2)2
.

Portanto, segue a Afirmação 2.8.

Substituindo w = z
ε

na Afirmação 2.8, obtemos:

||uε(z)||2 = 16π2

∫

Ω

|z|2
(ε2 + π|z|2)2

dz

= 16π2

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

|w|2
(ε2 + π|w|2)2

dx1

ε

dx2

ε

= 16π2

∫ 1
2ε

− 1
2ε

∫ 1
2ε

− 1
2ε

|w|2
(ε2 + π|w|2)2

dy1dy2

= 16π2

∫

Ωε

|w|2
(ε2 + π|w|2)2

dw,

onde Ωε = [− 1
2ε
, 1

2ε
] × [− 1

2ε
, 1

2ε
].

Afirmação 2.9

||uε(z)||2 = 32π3

∫ 1
ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr +O(1) = 32π ln

(
1

ε

)
+O(1).

Para mostrarmos a Afirmação 2.9, vamos utilizar as coordenadas polares. Assim,

16π2

∫

Ωε

|w|2
(ε2 + π||w||2)2

dw = 16π2

∫ 2π

0

∫ √
2

2ε

0

r2

(1 + πr2)2
rdrdθ

= 16π2

∫ √
2

2ε

0

r2

(1 + πr2)2
2rπdr

= 16π2

∫ 1+ π
2ε2

1

s− 1

πs2
ds

= 16π

(∫ 1+ π
2ε2

1

1

s
ds+

∫ 1+ π
2ε2

1

(
− 1

s2

)
ds

)

= 16π

(
ln

(
2ε2 + π

2ε2

)
+

2ε2

2ε2 + π
− 1

)

= 32π ln

(
1

ε

√
2

)
+ 16π

(
ln(2ε2 + π) +

2ε2

2ε2 + π
− 1

)
.
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Como [0,
√

2
2ε

] ⊂ [0, 1
ε
], então

32π3

∫ 1
ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr ≥ 32π3

∫ √
2

2ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr.

Seja

D(ε) = 32π3

∫ 1
ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr − 32π3

∫ √
2

2ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr

= 32π ln

(
1

ε

)
+ 16π

(
ln(ε2 + π) +

ε2

ε2 + π
− 1

)
− 32π ln

(
1√
2ε

)

−16π

(
ln(2ε2 + π) +

2ε2

2ε2 + π
− 1

)
.

Assim,

D(ε) = −32π ln(ε) − (−32π ln(ε
√

2)) + 16π

(
ln

(
ε2 + π

2ε2 + π

)
+

ε2

ε2 + π
− 2ε2

2ε2 + π

)

= 32 ln(
√

2) + 16π

(
ln

(
ε2 + π

2ε2 + π

)
− πε2

(ε2 + π)(2ε2 + π)

)

= O(1)

Logo,

||uε(z)||2 = 32π3

∫ √
2

2ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr

= 32π3

∫ 1
ε

0

r3

(1 + πr2)2
dr +O(1)

= 32π ln

(
1

ε

)
+O(1).

Observemos que

ln

(∫

Ω

euε(z) dz

)
= ln

(∫

Ω

evε(z) dz

)
−
∫

Ω

vε(z) dz.

Com o auxílio desta igualdade basta mostrar as Afirmações seguintes

Afirmação 2.10

ln

(∫

Ω

evε(z) dz

)
= O(1).
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Basta observamos que:

∫

Ω

evε(z) dz =

∫

Ω

ε2

(ε2 + π|z|2)2
dz

=

∫

Ωε

1

(1 + π|w|2)2
dz

=

∫ 2π

0

∫ √
2

2ε

0

1

(1 + π|r|2)2
rdrdθ

=

∫ √
2

2ε

0

1

(1 + π|r|2)2
2πrdr

=

∫ π
2ε2

0

1

(1 + s2)2
ds

=
s

2(1 + s2)

∣∣∣∣

π
2ε2

0

+
1

2
arctan(s)

∣∣∣∣

π
2ε2

0

=
π

2ε2

2
(
1 +

(
π

2ε2

)2) +
1

2
arctan

( π

2ε2

)

=
ε2π2

4ε4 + π2
+

1

2
arctan

( π

2ε2

)

= O(1)

Afirmação 2.11 ∫

Ω

vεdz = 2 ln(ε) +O(1).

∫

Ω

vεdz =

∫

Ω

ln

(
ε2

(ε2 + π|z|2)2

)
dz

= 2 ln(ε) − 2

∫

Ω

ln(ε2 + π|z|2)

= 2 ln ε+O(1).

Assim,

Iη(uε) =
1

2
||uε||2 − η ln

(∫

Ω

euε(z)

)
dz = 2(8π − η) ln

(
1

ε

)
+O(1).

�

A partir do Lema 2.5 concluímos que:

• ||uε|| → ∞ quando ε→ 0;

• Para η ∈ (8π, 4π2) fixo, Iη(uε) → −∞ quando ε→ 0.
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Logo, o funcional Iη possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha e, para

η ∈ (8π, 4π2) fixo, existe ε0 > 0 tal que

Iη(u0) < 0, ||u0|| ≥ 1 e Iµ(u0) ≤ Iη(u0),

com µ ≥ η e u0 = uε0 .

Sejam P = {γ : [0, 1] → E; γ é contínuo e γ(0) = 0, γ(1) = u0} e

cµ = inf
γ∈P

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)),

com µ ≥ η. Observemos que o conjunto P independe de µ. Como a aplicação η → Iη(u)

é monótona decrescente para todo u ∈ E, então, a função g : (η, 4π2) → R, definida

por µ→ cµ é monótona decrescente e, pelo Teorema A.3 (Apêndice A), é diferenciável

em (η, 4π2) quase sempre.

A seguir, vamos mostrar algumas propriedades de cµ. Tais propriedades nos

ajudarão a entender as próximas etapas.

Afirmação 2.12 Existe uma constante c0 > 0 tal que

cµ ≥
(
1 − µ

4π2

)
c0.

Observemos que

Iµ(0 + u) = Iµ(0) + I
′
µ(0)u+

1

2
I

′′
µ(0)(u, u) + o(||u||2),∀u ∈ E,

com ||u|| ≤ δ, ou seja,

Iµ(u) ≥ 1

2
(1 − µ

4π2
)||u||2 + o(||u||2),∀u ∈ E,

com ||u|| ≤ δ. Notemos que, dado ε1 = 1
4

(
1 − µ

4π2

)
> 0, existe δ1 > 0 tal que

−ε1 ≤
o(||u||2)
||u||2 ≤ ε1,∀u ∈ E,

com ||u|| ≤ δ1, ou seja,

−ε1||u||2 ≤ o(||u||2) ≤ ||u||2ε1,∀u ∈ E,

com ||u|| ≤ δ1. Assim, para 0 < δ < δ1 e ||u|| ≤ δ, obtemos a seguinte desigualdade:

Iµ(u) ≥ 1

2

(
1 − µ

4π2

)
||u||2 + o(||u||2)

≥ 1

2

(
1 − µ

4π2

)
||u||2 − 1

4

(
1 − µ

4π2

)
||u||2

=
(
1 − µ

4π2

) ||u||2
4



68

Agora, observemos que, para todo γ ∈ P a função f : [0, 1] → R definida por f(t) =

||γ(t)|| é contínua em [0, 1]. Seja k ∈ (0, δ). Como ||γ(0)|| = 0 e ||γ(1)|| = ||u0|| = 1 >

δ1 > δ > k, ∀γ ∈ P , então existe tγ ∈ [0, 1] tal que ||γ(tγ)|| = k. Assim,

Iµ(γ(tγ)) ≥
(
1 − µ

4π2

) k2

4
.

Seja c0 > 0 tal que c0 = k2

4
. Logo,

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) ≥
(
1 − µ

4π2

)
c0 ⇒ cµ ≥

(
1 − µ

4π2

)
c0

Portanto, a Afirmação 2.12 está provada.

Afirmação 2.13 Se a função g é diferenciável em µ e (µn) é uma sequência monótona

decrescente tal que µn → µ, então, para n ∈ N, γn ∈ P e tn ∈ [0, 1], a sequência

un := γn(tn), com Iµn(un) ≥ cµn − 2(µn − µ), é limitada e existe n0 ∈ N tal que

|Iµ(un) − cµ| ≤ κ(µn − µ) para n > n0, onde κ = −ġ(µ) + 3.

De fato, como

g(µ) = cµ = inf
γ∈P

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)),

então, para todo ε > 0, existe γε ∈ P tal que

max
t∈[0,1]

Iµ(γε(t)) ≤ cµ + ε.

Para ε = (µn − µ) > 0, seja γn ∈ P tal que

max
t∈[0,1]

Iµ(γn(t)) ≤ cµ + (µn − µ). (2.2)

Assim, garantimos que existe t ∈ [0, 1] tal que

Iµn(γn(t)) ≥ cµn − 2(µn − µ),

pois

cµn − 2ε < cµn ≤ max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) ≤ cµ + ε,

para todo ε > 0. Sejam tn ∈ [0, 1] tal que Iµn(un) ≥ cµn − 2(µn − µ), onde un = γn(tn)

e κ = −ġ(µ) + 3. A seguir, vamos mostrar que existe n0 ∈ N tal que

cµ − κ(µn − µ) ≤ cµ + (µn − µ).

Notemos que

ġ(µ) = lim
h→0

g(µ+ h) − g(µ)

h
≤ 0,
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pois
g(µ+ h) − g(µ)

h
< 0,

quando h < 0 e
g(µ+ h) − g(µ)

h
> 0,

quando h < 0. Assim, podemos concluir que

κ ≥ 1. (2.3)

Já que dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

ġ(µ) − ε ≤ cµ+h − cµ
h

≤ ġ(µ) + ε,

com 0 < |h| < δ. Assim, para ε = 1 > 0 existem δ > 0 e n0 ∈ N tais que

ġ(µ) − 1 ≤ cµn − cµ
µn − µ

≤ ġ(µ) + 1,

com 0 < µn − µ < δ e n > n0. Logo,

(ġ(µ) − 1)(µn − µ) ≤ cµn − cµ,

donde

cµ − κ(µn − µ) ≤ cµn − 2(µn − µ)

com n > n0. Assim, pela desigualdade (2.2),

cµ − κ(µn − µ) ≤ cµn − 2(µn − µ)

≤ Iµn(un)

≤ Iµ(un)

≤ max
t∈[0,1]

Iµ(γn(t))

≤ cµ + (µn − µ),

com n > n0. Ao utilizarmos (2.3) e as desigualdades

cµ − κ(µn − µ) ≤ Iµ(un) ≤ cµ + (µn − µ),

obtemos

cµ − κ(µn − µ) ≤ Iµ(un) ≤ cµ + (µn − µ) ≤ cµ + κ(µn − µ),
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com n > n0. Assim,

|Iµ(un) − cµ| ≤ κ(µn − µ), (2.4)

com n > n0. Utilizando as desigualdades

cµ − κ(µn − µ) ≤ Iµn(un)

e

Iµ(un) ≤ cµ + (µn − µ),

obtemos as seguintes desigualdades

Iµ(un) − Iµn(un) ≤ Iµ(un) − (cµ − κ(µn − µ))

≤ cµ + (µn − µ) − cµ + κ(µn − µ)

≤ (1 + κ)(µn − µ).

Assim,

0 ≤ Iµ(un) − Iµn(un)

(µn − µ)
= ln

(∫

Ω

eun(x)dx

)
≤ (1 + κ)

e, finalmente, concluímos que

||un||2 = 2Iµ(un) + 2µ ln

(∫

Ω

eun(x)dx

)
≤ 2cµ + 2(µn − µ) + 2(1 + κ) ≤M, (2.5)

com n > n0. Portanto, a Afirmação 2.13 está provada.

Segunda Etapa: A Existência de uma Sequência de Palais-Smale limitada.

Lema 2.6 Existe uma sequência (un) em E tal que

(i) ||un||2 ≤M, ∀n ∈ N;

(ii) Iµ(un) → cµ e I
′
µ(un) → 0 quando n→ ∞.

Demonstração: Para cada δ > 0, seja

Aδ = {u ∈ E; ||u||2 ≤M, |Iµ(u) − cµ| < 2δ} ∩ {u ∈ E; ||I ′
µ(u)|| < 2δ}.

Então, a sequência que buscamos deve ter o seguinte comportamento, para cada δn > 0,

existe un ∈ Aδn . Suponhamos que tal sequência não existe. Logo, existe δ > 0 tal que
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u /∈ Aδ,∀u ∈ E. Seja (µn) em R a sequência da Afirmação 2.13. Como E é convexo,

então para cada u ∈ E, existem n ∈ N, γn ∈ P e tn ∈ [0, 1] tais que u = γn(tn) e

Iµn(u) ≥ cµn − 2(µn − µ).

Logo, pela Afirmação 2.13, existe M > 0 tal que ||u||2 ≤ M (desigualdade (2.5)) e

existe n1 ∈ N tal que

|Iµ(u) − cµ| ≤ κ(µn − µ)

para n > n1. Observemos que existe n2 ∈ N tal que

κ(µn − µ) < δ

para n > n2. Logo, existe n0 = max{n1, n2} tal que

|Iµ(u) − cµ| < 2δ

para n > n0. Como

• ||u||2 ≤M ;

• |Iµ(u) − cµ| < 2δ;

• u /∈ Aδ;

então

||I ′
µ(u)|| ≥ 2δ.

Afirmação 2.14 Existe n0 ∈ N tal que
〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉
≥ δ2 para n > n0.

〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉
=

1

2
||I ′

µ(u)||2 − 1

2
||I ′

µ(u)||2 +
〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉

≥ 1

2
||I ′

µ(u)||2 − 1

2
||I ′

µ(u)||2 +
〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉
− ||I ′

µn
(u)||2

=
1

2
||I ′

µ(u)||2 − 1

2
||I ′

µ(u) − I
′
µn

(u)||2

De acordo com o item (ii) do Lema 2.4, existe L > 0 tal que

||I ′
µ(u) − I

′
µn

(u)|| ≤ L|µ− µn|.
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Assim,
1

2
||I ′

µ(u)||2 − 1

2
||I ′

µ(u) − I
′
µn

(u)||2 ≥ 1

2
||I ′

µ(u)||2 − L2|µ− µn|2.

Como µn → µ, então existe n0 ∈ N tal que

1

2
||I ′

µ(u)||2 − L2|µ− µn|2 ≥
1

4
||I ′

µ(u)||2.

Logo, existe n0 ∈ N tal que

〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉
≥ 1

4
||I ′

µ(u)||2 ≥ (2δ)2

4
= δ2

para n > n0. Portanto, a Afirmação 2.14 está provada.

Seja ϕ : R → [0, 1] uma função (veja a Figura 2.1) tal que

• ϕ ∈ C∞(R);

• ϕ(s) = 1, para s ≥ −1;

• ϕ(s) = 0, para s ≤ −2.

Figura 2.1: Gráfico da função ϕ.

Para cada n ∈ N, seja a função ϕn : E → [0, 1] tal que

ϕn(u) = ϕ

(
Iµn(u) − cµn

(µn − µ)

)
,∀u ∈ E.

Para cada n ∈ N e γn ∈ P satisfazendo a desigualdade (2.2), seja γ̃n : [0, 1] → E tal

que

γ̃n(t) = γn(t) − (
√
µn − µ )ϕn(γn(t))

I
′
µ(γn(t))

||I ′
µ(γn(t))|| .

Para cada u = γn(tn) ∈ E, seja ũ = γ̃n(tn).
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Afirmação 2.15 Existe n0 ∈ N tal que Iµn(ũ) ≤ Iµn(u) para n > n0.

Seja

F (u) = (
√
µn − µ )ϕn(u)

I
′
µ(u)

||I ′
µ(u)|| .

Como

Iµn(ũ) = Iµn (u− F (u)) ,

então, pelo item (i) do Lema 2.4,

Iµn(ũ) ≤ Iµn(u) +
〈
I

′
µn

(u),−F (u)
〉

+
1

2
||F (u)||2

= Iµn(u) − (
√
µn − µ )ϕn(u)

〈
I

′
µn

(u),
I

′
µ(u)

||I ′
µ(u)||

〉
+

1

2
|µn − µ|ϕ2

n(u)

Como ||I ′
µ(u)|| ≥ δ2 e, devido a Afirmação 2.14, existe n1 ∈ N tal que

〈
I

′
µn

(u), I
′
µ(u)

〉
≥ δ2

para n > n1 então,
〈
I

′
µn
,
I

′
µ(u)

||I ′
µ(u)||

〉
≤ δ

2
.

Assim,

Iµn(ũ) ≤ Iµn(u) − (
√
µn − µ )ϕn(u)

(
δ

2
− 1

2
(
√
µn − µ )ϕn(u)

)

Como existe n2 ∈ N tal que
(
δ

2
− 1

2
(
√
µn − µ )ϕn(u)

)
≥ δ

4

para n > n2, então, existe n0 = max{n1, n2} ∈ N tal que

Iµn(ũ) ≤ Iµn(u) − δ

4
(
√
µn − µ )ϕn(u) ≤ Iµn(u)

para n > n0. Portanto, a Afirmação 2.15 está provada. Seja

A = {t ∈ [0, 1]; Iµn(γn(t)) ≥ cµn − (µn − µ)}.

Assim,

cµn ≤ max
t∈[0,1]

Iµn(γ̃n(t))

= max
t∈A

Iµn(γ̃n(t))

≤ max
t∈[0,1]

Iµn(γn(t)) − δ

4
(
√
µn − µ )
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≤ max
t∈[0,1]

Iµ(γn(t)) − δ

4
(
√
µn − µ )

≤ cµ + (µn − µ) − δ

4
(
√
µn − µ )

≤ cµn + κ(µn − µ) − δ

4
(
√
µn − µ )

< cµn

Contradição. Portanto, segue o resultado.

�

Lema 2.7 Suponha que a aplicação µ → cµ é diferenciável em µ > η. Então cµ é um

valor crítico para o funcional Iµ. Em particular, o problema (P1) com η = µ admite

solução não trivial quase sempre em (η, 4π2).

Demonstração: Seja (un) em E a sequência do Lema 2.6. Como

||un||2 ≤M, ∀n ∈ N

e H1(Ω) é reflexivo, então, pelo Teorema de Kakutani (veja [16]), existem uma sub-

sequência de (un) (vamos denotá-la por (un) para facilitar a notação) e u ∈ E tais

que

un ⇀ u em H1(Ω).

Já que H1(Ω) →֒ L2(Ω) é compacta, então

un → u em L2(Ω).

Assim, devido a continuidade da aplicação G : L2(Ω) → L2(Ω) definida por

G(v) = ev,∀v ∈ L2(Ω),

eun → eu em L2(Ω).

Assim,

I
′
µ(un)(un − u) =

∫

Ω

〈∇un(z),∇(un − u)(z)〉dz − η

(∫
Ω
eun(z)(un(z) − u(z))dz∫

Ω
eun(z)dz

)

= ||un − u||2 − o(1),

onde

o(1) =

∫

Ω

〈∇un(z),∇u(z)〉dz − ||u||2 − η

(∫
Ω
eun(z)(un(z) − u(z))dz∫

Ω
eun(z)dz

)
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e o(1) → 0 quando n→ ∞. Logo,

I
′
µ(un)(un − u) = o(1)

e cµ é valor crítico do funcional Iµ.

�

Terceira Etapa: O Lema do Completamento da Reta e o Teorema 2.1.

Primeiramente, é necessário termos em mente o Teorema A.5 (Apêndice A) para

mostrarmos o Lema 2.8, o Lema do Completamento da Reta. Após o Lema 2.8, estare-

mos aptos a demonstrar o Teorema 2.1.

A seguir, vamos definir o espaço de Hölder para X ⊂ R
n limitado. Informações

sobre os espaços de Hölder encontram-se em [15]. Nas definições 2.16, 2.17 e 2.18,

β ∈ (0, 1) e d = diamX (diâmetro de X).

Definição 2.16 Sejam z0 ∈ X e f : X → R. Dizemos que f é Hölder contínua com

expoente beta em z0 se

[f ]β,z0 = sup
X

|f(z) − f(z0)|
|z − z0|β

<∞.

Definição 2.17 Seja f : X → R. Dizemos que f é uniformemente Hölder contínua

com expoente β em X se

[f ]β,X = sup
z 6=w

|f(z) − f(w)|
|z − w|β <∞.

Definição 2.18 Seja k ∈ N. O espaço de Hölder Ck,β(X) é o conjunto formado por

funções do espaço Ck(X) tais que são uniformemente Hölder contínua com expoente β

em X.

O espaço de Hölder C1,β(X) é um espaço de Banach e a norma em C1,β(X) é

definida por

||f ||C1,β(X) = ||f ||∞ + ||∇f ||∞ + sup {[f ]β,X , [∇f ]β,X}

e a norma em Ck,β(X) é definida por

||u||Ck,β(X) =
k∑

i=0

d i sup
|γ|=k

(||Dγu||∞) + d k+β sup
|γ|=k

([Dγu]β,X) .
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Lema 2.8 Sejam λn → λ e un ∈ E soluções do problema (P1) com η = λn. Se

λ 6= 8πm, ∀m ∈ N, então a sequência (un) admite uma subsequência que converge

uniformemente para uma solução de (P1) com η = λ.

Demonstração: Como Ω é compacto, então para cada n ∈ N existe zn ∈ Ω tal que

un(zn) = sup
Ω
un. Para cada n ∈ N, seja vn(z) = un(z + zn),∀z ∈ Ω. Assim,

vn(0, 0) = sup
Ω
vn,

para cada n ∈ N. Logo, podemos considerar que

un(0, 0) = sup
Ω
un,

para cada n ∈ N. Seja

wn(z) = un(z) − ln

(∫

Ω

eun(z)dz

)
− λn

4
|z|2,

n ∈ N. Observemos que, para todo n ∈ N, wn satisfaz:

• −∆wn = −∆un + λn = λn
eun∫

Ω eundz
= λne

(λn/4)|z|2ewn ;

•
∫

Ω
ewndz ≤ 1.

Assim, as hipóteses do Teorema A.5 são cumpridas por wn com

Vn = λne
(λn/4)|z|2 ≤ λne

λn , d1 = 1.

Passando a uma subsequência se necessário, (wn) deve satisfazer um dos itens listados

no Teorema A.5.

Afirmação 2.19 A sequência (wn) não satisfaz o item (iii) do Teorema A.5.

Suponhamos, por absurdo, que a sequência (wn) satisfaz o item (iii) do Teorema A.5.

Como Vn → λe(λ/4)|z|2 , então

λn =

∫

Ω

Vne
wndz → λ = 8πm,

para algum m ∈ N. Mas λn → λ e λ ∈ (8π, 4π2). Portanto, segue a Afirmação 2.19.

Logo, existe C > 0 tal que

C ≥ sup
B1/2(0,0)

wn ≥ sup
B1/2(0,0)

un − ln

(∫

Ω

eundz

)
− λn

8
,
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ou seja,

sup
Ω
un − ln

(∫

Ω

eundz

)
= un(0, 0) − ln

(∫

Ω

eundz

)

= sup
B1/2(0,0)

un − ln

(∫

Ω

eundz

)

≤ C + λn8

≤ M1

Como

|∆un| =

∣∣∣∣λn

(
eun

∫
Ω
eundz

− 1

) ∣∣∣∣ ≤ λn

(
eun

∫
Ω
eundz

+ 1

)
,

então

sup
Ω

|∆un| ≤ λn sup
Ω

(
eun

∫
Ω
eundz

+ 1

)

≤ λn

(
sup

Ω

(
eun

∫
Ω
eundz

)
+ 1

)

≤ λn

(
eM1+ln(

∫
Ω eundz)

∫
Ω
eundz

+ 1

)

= λn(eM1 + 1)

Logo, ∆un ∈ L∞(Ω). Já que para cada n ∈ N a função un está definida em um toro

bidimensional, então cada função un é Ω-periódica e, desta maneira podemos extender

cada função un de maneira conveniente para aplicarmos o Teorema A.6, ou seja, que

Ω ⊂ B1. Assim, existe M2 > 0 tal que

||un||C1,β(Ω) ≤M2,∀n ∈ N,

com β ∈ (0, 1). Como C1,β(Ω) →֒ C1(Ω) é compacta, então existem (unj
) subsequência

de (un) e u ∈ E tais que (unj
) → u em C1(Ω). Portanto, segue o resultado.

�

Demonstração do Teorema 2.1

Seja λ ∈ (8π, 4π2) fixo. De acordo com os Lemas 2.7 e 2.8, existem (λn) em R e

(un) ∈ E sequências tais que

• un é solução do problema (P1) com η = λn,∀n ∈ N;
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• λn ≤ λ, ∀n ∈ N;

• Iλn(un) = cλn ,∀n ∈ N;

• λn → λ;

• un → u uniformemente, onde u é solução do problema (P1) com η = λ;

• cλ ≤ cλn ,∀n ∈ N.

Assim,

||u||2 ≥ Iλ(u)

= lim
n→∞

Iλn(un)

≥ cλ

≥
(

1 − λ

4π2

)
c0

> 0.

Logo, segue o resultado.

�

Segunda Parte: Comportamento do problema (P1) quando η > 0 está

próximo de zero.

Primeiramente, vamos mostrar o Lema 2.9. Tal lema nos ajudará a mostrar o

comportamento do problema (P1) quando η > 0 está próximo de zero.

Lema 2.9 Existe C > 0 tal que

||u||2 + sup
Ω

|u| ≤ C

(
η + (

η

4π − η
)2

)
,

onde u é solução do problema (P1) com η ∈ [0, 4π).

Demonstração:

Seja G a função de Green para laplaciano sobre Ω tal que

•
∫

Ω
G(z, w)dw,∀z ∈ Ω;
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• G(z, w) = 1
2π

ln
(

1
|z−w|

)
+ φ(z, w),

onde φ é uma função C1(Ω × Ω) e a parte regular de G. Assim,

u(w) = −
∫

Ω

∆uG(z, w)dz

= η

∫
Ω
euG(z, w)dz∫

Ω
eudz

≤ η

2π

∫
Ω

ln
(

1
|z−w|

)
eudz

∫
Ω
eudz

+ η||φ||∞

Como

ab ≤ ea + b(−1 + ln b), para b > 0 e a ∈ R,

então

sup
a
{ab− ea} = b(−1 + ln b).

Ao substituirmos

a = β ln

(
1

|z − w|

)
= ln

(
1

|z − w|β
)
, b =

eu

β
,

para β ∈ [1, 2), obtemos as seguintes desigualdades:

∫
Ω

ln
(

1
|z−w|

)
eudz

∫
Ω
eudz

≤
∫

Ω

(
1

|z−w|β

)
dz

∫
Ω
eudz

+

∫
Ω
euudz

β
∫

Ω
eudz

+ C

≤ C

2 − β
+

∫
Ω
euudz

β
∫

Ω
eudz

,

para β ∈ [1, 2). Como

||u||2 = η

∫
Ω
euudz∫

Ω
eudz

,

então

||u||2 ≤ η sup
Ω
u

≤ Cη2

2 − β
+
η2

2π

∫
Ω
euudz∫

Ω
eudz

=
Cη2

2 − β
+

η

2βπ
||u||2 (2.6)
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Como η < 4π, então

||u||2 ≤ inf
β∈[1,2)

Cη2

(2 − β)(2βπ − η)

≤ Cη2

(2βπ − η)

=
Cη2

(
2π − η

2

)
(
2π − η

2

)2

≤ 2πCη2

(
2π − η

2

)2

=
4Cη2

(4π − η)2

=
Cη2

(4π − η)2

Substituindo β = 1 em (2.6) obtemos,

sup
Ω

|u| ≤ Cη +
1

2π
||u||2

Assim,

sup
Ω

|u| + ||u||2 ≤ Cη +
1

2π
||u||2 + ||u||2

= Cη +

(
1 +

1

2π

)
||u||2

≤ Cη +

(
1 +

1

2π

)
Cη2

(4π − η)2

≤ Cη +
Cη2

(4π − η)2

Portanto, segue o resultado.

�

Teorema 2.20 Existe δ > 0 tal que a única solução do problema (P1), com η ∈ [0, δ),

é a solução identicamente nula.

Demonstração: Observemos que, para 0 ≤ η ≤ Λ < 4π e u solução do problema (P1)

• 4π − η ≥ 4π − Λ ⇒ η
(4π−η)2

≤ Λ
(4π−Λ)2

• sup
Ω

|u| ≤ C
(
1 + η

(4π−η)2

)
η, devido ao Lema 2.9.
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Assim,

sup
Ω

|u| ≤ C

(
1 +

η

(4π − η)2

)
η ≤ C

(
1 +

Λ

(4π − Λ)2

)
η = Mη,

onde M = C
(
1 + Λ

(4π−Λ)2

)
.

Como

• |eu−1| = |u+ u2

2!
+ u3

3!
+ . . . | = |u||1+ u

2!
+ u2

3!
+ u3

4!
+ . . . | ≤ |u||1+u+ u2

2!
+ u3

3!
+ . . . | =

|u|eu ≤ |u|eMη;

•
∫

Ω
u(z)dz = 0;

•
∫

Ω
eu(z)dz ≥ 1;

então

||u||2 = η

∫
Ω
eu(z)u(z)dz∫
Ω
eu(z)dz

= η

∫
Ω
(eu(z) − 1)u(z)dz∫

Ω
eu(z)dz

≤ ηeMη

∫

Ω

u2(z)dz

≤ ηeMη

4π2
||u||2.

Já que existe δ > 0 tal que η ∈ [0, δ) implica em

1 − ηeMη

4π2
> 0,

então

0 ≤
(

1 − ηeMη

4π2

)
||u||2 ≤ 0 ⇒ u = 0.

�



Apêndice A

Resultados de Análise

A seguir, enunciaremos alguns resultados que foram utilizados neste trabalho.

Teorema A.1 (Teorema de Ascoli) (Veja em [17]) Toda sequência equicontínua

limitada em C([a, b]) possui uma subsequência convergente.

Teorema A.2 (Desigualdade de Jensen) (Veja em [14]) Seja (X,X, µ) um espaço

de medida com µ(X) = 1. Se Φ é uma função convexa sobre (a, b), com a e b finitos,

e f uma função mensurável tal que f(x) ∈ (a, b),∀x ∈ X, então

∫
(Φ ◦ f)dµ ≥ Φ

(∫
fdµ

)
.

Teorema A.3 (Veja em [14]) Seja a função g : I → R, onde I ⊂ R é um intervalo.

Se g é uma função monótona decrescente então g é diferenciável quase sempre.

Sejam Ω ⊂ R
n, com n ∈ N, um domínio limitado de fronteira suave e

E = {u ∈ H1(Ω);

∫

Ω

u(z)dz = 0}.

Teorema A.4 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Existe c > 0, a saber

c =
1

4π2
,

tal que ∫

Ω

u2(z)dz ≤ c

∫

Ω

|∇u(z)|2dz,

para todo u ∈ E.
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Teorema A.5 (Brezis-Merle) (Veja em [2]) Sejam D um domínio limitado em R
2

e (wn) uma sequência em D tal que






−∆wn = Vn(z)ewn sobre D∫

D

ewn ≤ d1

com Vn(z) ∈ [0, d2],∀z ∈ D e ∀n ∈ N. Então, a sequência (wn) admite uma subsequên-

cia (wnk
) que satisfaz uma das seguintes propriedades:

(i) (wnk
) é localmente limitada uniformemente sobre D;

(ii) Para B ⊂ D compacto temos,

sup
B
wnk

→ −∞ quando k → ∞;

(iii) Existem A = {a1, . . . , ap} ⊂ D e uma sequência (zi
nk

) em D tais que

• zi
nk

→ ai, wnk
(zi

nk
) → ∞,∀i ∈ {1, 2, . . . , p} quando k → ∞;

• B ⊂ D\A compacto ⇒ sup
B
wnk

→ −∞ quando k → ∞;

• (Li-Shafrir): Se Vn → V em C0(Ω), então

Vnk
ewnk →

p∑

i=1

8πmiδz=ai

no sentido das medidas, com mi ∈ N e δx=ai
a distribuição de Dirac em

{ai},∀i ∈ {1, 2, . . . , p}.

Teorema A.6 (Veja em [15]) Sejam β ∈ (0, 1), Ω ∈ R
n, z0 ∈ Ω, r > 0 tal que as bolas

B1 = Br(z0) e B1 = B2r(z0) são subconjuntos próprios de Ω, u ∈ C2(Ω) e f ∈ C0,β(Ω)

tais que

∆u = f, em Ω.

Então, u ∈ C2,β(Ω) existe C > 0 (C depende de n e β) tal que

||u||C2,β(B1) ≤ C(||u||∞,B2 + r2||f ||C0,β(B2)).

Definição A.7 (Veja em [16]) Seja V um espaço topológico. Dizemos que uma função

ϕ : V → (−∞,∞] é semi-contínua inferiormente (s.c.i.) se o conjunto

Wλ = {x ∈ V ;ϕ(x) ≤ λ}

é fechado para todo λ ∈ R. Quando ϕ é s.c.i. em relação a topologia fraca dizemos que

ϕ é fracamente semi-contínua inferiormente (f.s.c.i.).
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Teorema A.8 (Veja em [16]) Sejam V um espaço topológico e ϕ : V → (−∞,∞]. Se

ϕ é s.c.i. e convexa, então φ é f.s.c.i.

Teorema A.9 (Veja em [16]) Sejam V um espaço topológico e ϕ : V → (−∞,∞]. Se

ϕ é f.s.c.i. e xn ⇀ x, então

ϕ(x) ≤ lim inf
n→∞

ϕ(xn).

Teorema A.10 (Desigualdade de Trudinger-Moser II) (Veja em [11]) Se a > 0

e u ∈ H1(R2), então ∫

R2

(
eau2 − 1

)
dz <∞.

Teorema A.11 (Veja em [11]) Seja Ω ∈ R
2 um domínio limitado. Se (un) converge

para u em H1(Ω), então existem h ∈ H1(Ω) e uma subsequência (uk) de (un) tais que:

(i) uk(x) → u(x) quase sempre em Ω;

(ii) |uk(x)| ≤ h(x) quase sempre em Ω.

Observação A.1 Observando a demonstração do Teorema A.11 em [11], podemos

substituir H1(Ω) pelo conjunto E = {w ∈ H1(Ω);
∫

Ω
w(z)dz = 0} na convergência da

sequência (un), porém h inH1 (devido a (ii) do Teorema A.11, h(x) ≥ 0 quase sempre

em Ω).

Daqui em diante, vamos considerar X um espaço de Banach, A ⊂ X aberto em

X, Φ : A→ R uma função diferenciável em A e J ∈ C1(X,R).

Teorema A.12 (Veja em [18]) Seja u ∈ A tal que Φ
′
(u) = 0. Se Φ é duas vezes

diferenciável em u e se existe k > 0 tal que

Φ′′(u)(v, v) ≥ k||v||2,

para todo v ∈ X, então u é ponto de mínimo local estrito para Φ.

Definição A.13 (Veja em [20]) J satisfaz a condição de Palais-Smale (PS) se qual-

quer sequência (un) em X tal que

J(un) → c

e

J
′
(un) → 0,

para todo c ∈ R, possui uma subsequência convergente.
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Teorema A.14 (Teorema do Passo da Montanha) (Veja em [20]) Se J satisfaz

a condição (PS), v ∈ X e r ∈ (0, ||v||) são tais que

max{J(0), J(v)} < inf
||u||=r

J(u) = b,

então

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t))

é um valor crítico de J com c ≥ b, onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, γ(1) = v}.

Teorema A.15 (Veja em [21]) Se o funcional J é limitado inferiormente, então existe

uma sequência minimizante (un) para J em uma bola B tal que

J(un) → inf
v∈X

J(v)

J
′
(un) → 0.



Apêndice B

Pertubação no Problema Linear

O objetivo deste Apêndice é mostrar o Teorema B.2.

Seja o seguinte problema:

(P )






−ü = λu

u̇(0) = u̇(1) = 0
∫ 1

0
udx = 0

Teorema B.1 Os autovalores do problema (P ) e suas autofunções correspondentes

são:

• λn = n2π2,∀n ∈ N;

• un(x) = cos(nπx).

Demonstração: Suponhamos que λ 6= 0 (para λ = 0 a única solução do problema (P )

é a trivial). Sejam as funções

u1 : [0, 1] → R

x 7→ ei
√

λ x

u2 : [0, 1] → R

x 7→ e−i
√

λ x

De acordo com a teoria de equações diferenciais ordinárias (veja em [12]), u1 e u2 são

soluções da equação

ü− λu = 0 (B.1)
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e toda solução u da equação (B.1) pode ser escrita unicamente como

u = c1u1 + c2u2,

com c1, c2 ∈ R. Assim,

u̇(x) = c1

[
−
√
λ sen

(√
λ x
)

+ i
√
λ cos

(√
λ x
)]

+

c2

[√
λ sen

(
−
√
λ x
)
− i

√
λ cos

(
−
√
λ x
)]
.

Uma das condições para a função u ser solução do problema (P ) é u̇(0) = 0. Logo,

0 = u̇(0) = i
√
λ(c1 − c2) ⇒ c1 = c2.

Desta maneira,

u(x) = 2c1 cos
(√

λ x
)
,

para todo x ∈ [0, 1]. Observemos que c1 = 1
2
, pois a função u satisfaz a equação (B.1).

Uma outra condição para a função u ser solução do problema (P ) é u̇(1) = 0. Assim,

0 = u̇(1) = −
√
λ sen

(√
λ
)
⇒ sen

(√
λ
)

= 0 ⇒
√
λ = nπ,

para algum n ∈ N. Logo, λ = n2π2 e u(x) = cos(nπ), para algum n ∈ N. A última

condição para a função u ser solução do problema (P ) é
∫ 1

0

udx = 0.

Tal condição é satisfeita pela função u. Portanto, segue o resultado.

�

Teorema B.2 Sejam λ > 0 e n o maior número natural tal que n2π2 < λ. Então,

existe δ > 0 tal que toda solução v do problema (2)λ, com ||v|| < δ, possui somente n

zeros.

Para demonstrá-lo, precisamos provar alguns resultados. Primeiramente, vimos

no Capítulo 1 que o problema (2)λ é equivalente a equação v = λK(v),∀v ∈ E. Tal

equação pode ser reescrita como:

v = λG(v) +H(λ, v),∀v ∈ E,

onde H(λ, v) = o(||v||) uniformemente em λ próximo de λn. Assim, concluímos que o

problema (2)λ é equivalente ao seguinte tipo de problema:
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(Pp)






−v̈ = λv + λg(v), 0 < x < 1

v̇(0) = v̇(1) = 0
∫ 1

0
vdx = 0

com g(s) = o(s) na origem.

Observação B.1 Dado L > 0, existe δ > 0 tal que sL+ g(s) possui o mesmo sinal de

s, para todo |s| < δ.

De fato. Seja ε = L
2
. Então existe δ > 0 tal que

∣∣∣∣
g(s)

s

∣∣∣∣ <
L

2
,

com |s| < δ. Para

• s < 0 ⇒ Ls+ g(s) < Ls+ L
2
|s| = (−s)

(
−L+ L

2

)
= −|s|L

2
< 0;

• s > 0 ⇒ Ls+ g(s) > Ls− L
2
s = s

(
L− L

2

)
= sL

2
> 0.

Assim, mostramos a Observação B.1. Seja u solução do problema (P ), ou seja,

u(x) = cos(nπx),

para algum n ∈ N. Logo,

d

dx
(v̇u− vu̇) = (n2π2 − λ)vu− λg(v)u

= λu

((
n2π2 − λ

λ

)
v − g(v)

)

Observação B.2 Para L = |n2π2−λ|
λ

> 0, existe δ > 0 tal que

Γ(v) =

(
n2π2 − λ

λ

)
v − g(v)

possui o mesmo sinal de (
n2π2 − λ

λ

)
v

quando ||v|| < δ.

A demonstração da Observação B.2 segue da Afirmação 1.6 no Capítulo 1 e da Obser-

vação B.1.

Vejamos alguns resultados quando λ < n2π2.
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Lema B.1 Para λ < n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp), r é o primeiro

zero de v em (0, 1) e ||v|| < δ, então

r >
1

2n
.

Demonstração: Consideremos v̇(r) < 0. Observemos que v > 0 em (0, r), pois r é o

primeiro zero de v em (0, 1) e v̇(r) < 0. Por contradição, vamos supor r ≤ 1
2n

. Então

u(x) = cos(nπx) > 0,∀x ∈ (0, r). Assim, pela Observação B.2,

0 < λ

∫ r

0

Γ(v)udx = v̇(r)u(r) − v(r)u̇(r) − v̇(0)u(0) + v(0)u̇(0) = v̇(r)u(r) ≤ 0.

Portanto, segue o resultado.

�

Corolário B.3 Para λ < n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp), r é o

último zero de v em (0, 1) e ||v|| < δ, então r < 1 − 1
2n

.

Demonstração: Consideremos v̇(r) > 0. Observemos que v > 0 em (r, 1), pois r é o

último zero de v em (0, 1) e v̇(r) > 0. Por contradição, vamos supor r ≥ 1− 1
2n

. Então

• u(x) = cos(nπx) > 0,∀x ∈ (1 − 1
2n
, 1], se n é par;

• u(x) = cos(nπx) < 0,∀x ∈ (1 − 1
2n
, 1], se n é ímpar.

Assim, pela Observação B.2,

• 0 < λ
∫ 1

r
Γ(v)udx = v̇(1)u(1) − v(1)u̇(1) − v̇(r)u(r) + v(r)u̇(r) = −v̇(r)u(r) < 0,

se n par;

• 0 > λ
∫ 1

r
Γ(v)udx = v̇(1)u(1) − v(1)u̇(1) − v̇(r)u(r) + v(r)u̇(r) = −v̇(r)u(r) > 0,

se n ímpar.

Portanto, segue o resultado.

�

Lema B.2 Para λ < n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp), a, b ∈ (0, 1)

são zeros consecutivos de v tais que a < b e ||v|| < δ, então u(x) = cos(nπx) possui

um zero em (a, b).
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Demonstração: Consideremos v̇(a) > 0, v̇(b) > 0. Observemos que v(x) < 0,∀x ∈
(a, b), pois a < b, a, b ∈ (0, 1) são zeros consecutivos de v, v̇(a) > 0 e v̇(b) > 0. Por

contradição, vamos supor u(x) > 0,∀x ∈ (a, b). Logo, pela Observação B.2,

0 ≥ v̇(b)u(b) − v̇(a)u(a) = λ

∫ b

a

Γ(v)udx > 0.

Portanto, segue o resultado.

�

Lema B.3 Para λ < n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp) e ||v|| < δ,

então v possui no máximo n− 1 zeros em (0, 1).

Demonstração: Por contradição, vamos supor que v possui n zeros. Então, devido ao

Lema A.2, a função u(x) = cos(nπx) possui n−1 zeros entre o primeiro e o último zero

de v. Como o primeiro zero de v é maior estrito do que 1
2n

(Lema B.1) e o último zero

de v é menor estrito do que 1− 1
2n

(Corolário B.3), então, com 1
2n

e 1− 1
2n

, a função u

tem pelo menos n+1 zeros em (0, 1). Isso contradiz o fato da função u possuir n zeros

em (0, 1). Portanto, segue o resultado.

�

Agora, vejamos os resultados para λ > n2π2.

Lema B.4 Para λ > n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp) e ||v|| < δ,

então v se anula no intervalo
(
0, 1

2n

)
.

Demonstração: Por contradição, vamos supor que v > 0 em
(
0, 1

2n

]
. Assim, pela

Observação B.2 e para u(x) = cos(nπx),

0 > λ

∫ 1
2n

0

Γ(v)udx = −v
(

1

2n

)
u̇

(
1

2n

)
> 0.

Portanto, segue o resultado.

�

Corolário B.4 Para λ > n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp) e ||v|| < δ,

então v se anula no intervalo
(
1 − 1

2n
, 1
)
.
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Demonstração: Por contradição, vamos supor que v > 0 em
[
1 − 1

2n
, 1
)
. Assim, pela

Observação B.2 e para u(x) = cos(nπx),

0 > λ

∫ 1

1− 1
2n

Γ(v)udx = v

(
1 − 1

2n

)
u̇

(
1 − 1

2n

)
> 0.

Portanto, segue o resultado.

�

Lema B.5 Para λ > n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp) e ||v|| < δ,

então v possui um zero em (
2j − 1

2n
,
2j + 1

2n

)
,

para todo j ∈ {1, 2, ..., n}.

Demonstração: Por contradição, vamos supor que existe j ∈ {1, 2, ..., n} tal que v > 0

em [x1, x2], com

x1 =
2j − 1

2n
e x2 =

2j + 1

2n
.

Observemos que x1 e x2 são zeros consecutivos da função u(x) = cos(nπx). Conside-

remos que u > 0 em (x1, x2). Logo, u̇(x2) < 0 e u̇(x1) > 0. Assim, pela Observação

B.2,

0 > λ

∫ x2

x1

Γ(v)udx = −v(x2)u̇(x2) + v(x1)u̇(x1) > 0.

Portanto, segue o resultado.

�

Lema B.6 Para λ > n2π2, existe δ > 0 tal que se v é solução de (Pp) e ||v|| < δ,

então v possui no mínimo n+ 1 zeros em (0, 1).

Demonstração: Devido ao Lema B.5, a função v possui n− 1 zeros entre o primeiro e o

último zero da função u(x) = cos(nπ). Como a função de v se anula em
(
0, 1

2n

)
(Lema

B.4) e em
(
1 − 1

2n
, 1
)

(Corolário B.4), então a função v tem pelo menos n+ 1 zeros em

(0, 1). Portanto, segue o resultado.

�
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Demonstração do Teorema B.2

Como λ < (n+1)2π2, então, pelo Lema B.3, existe δ1 > 0 tal que toda solução v do

problema (2)λ, com ||v|| < δ1, possui no máximo n zeros em (0, 1). Como (n−1)2π2 < λ,

então, pelo Lema B.6, existe δ2 > 0 tal que toda solução v do problema (2)λ, com

||v|| < δ2, possui no mínimo n zeros em (0, 1). Portanto, existe δ = min{δ1, δ2} tal que

toda solução v do problema (2)λ, com ||v|| < δ, possui somente n zeros.



Apêndice C

Resultados da Teoria de Bifurcação

Aqui enunciaremos alguns resultados da Teoria de Bifurcação utilizados neste

trabalho. Para entendermos a Teoria de Bifurcação é necessário termos em mente a

Teoria do Grau. Todos os resultados encontram-se em [19].

Definição C.1 Sejam X e Y espaços de Banach, I = (λ0 − δ, λ0 + δ) ⊂ R e U ⊂ X

uma vizinhança de u = 0, F : I × U → Y tal que F (λ, 0) = 0 sobre I. Então (λ0, 0) é

um Ponto de Bifurcação para F (λ, u) = 0 se

(λ0, 0) ∈ A,

onde A = {(λ, u) ∈ I × U ;F (λ, u) = 0 e u 6= 0}.

Daqui por diante, vamos considerar X como um espaço de Banach real, u como

elemento arbitrário deX, G ∈ L(X), Γ ⊂ R×X uma vizinhança de (λ0, 0) e F : Γ → Y ,

Y espaço de Banach, tal que F (λ, 0) = 0,∀(λ, 0) ∈ Γ.

Definição C.2 Sejam W e Y espaços de Banach e V ⊂ W . Um operador K : V → Y

é dito compacto quando K(B) é compacto para todo B ⊂ V limitado.

Teorema C.3 Seja H : Γ → X tal que Hλ, Hu Hλu são contínuas em Ω. Se

• H(λ, u) = o(||u||) quando u→ 0, uniformemente em λ próximo de λ0;

• G compacto;

• λ0 autovalor simples de G,

então (λ0, 0) é um Ponto de Bifurcação para F (λ, u) = u− λG(u) +H(λ, u) = 0.
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Teorema C.4 Consideremos

• H : Γ → X um operador compacto;

• H(λ, u) = o(||u||) quando u→ 0, uniformemente em λ próximo de λ0;

• λ0 autovalor de G com multiplicidade ímpar.

• F (λ, u) = u− λG(u) +H(λ, u);

• A = {(λ, u) ∈ Γ;F (λ, u) = 0 e u 6= 0}.

Então a componente C de A, com (λ0, 0) ∈ C, satisfaz pelo menos uma das seguintes

propriedades:

(i) C ∩ ∂Γ 6= ∅;

(ii) C possui um número ímpar de zeros triviais (λi, 0) 6= (λ0, 0), onde λi é autovalor

de G com multiplicidade ímpar.

Corolário C.5 Sob as mesmas hipóteses do Teorema C.4 com λ0 autovalor simples

de G. Então a componente C de A, com (λ0, 0) ∈ C, é composta por dois contínuos

C− e C+ tais que

• C− ∩ C+ ∩Bδ(λ0, 0) = {(λ0, 0)};

• C± ∩ ∂Bδ(λ0, 0) = ∅,

para todo δ > 0 suficientemente pequeno.
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