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Resumo

Neste trabalho, apresentamos condigoes necessarias e suficientes para existéncia

de solugoes nao triviais do seguinte problema de autovalor
e 1
—Au=n|+——7——1], 2€Q
! (fg evdz |Q|>

/udz-O,
Q

onde 2 = R?/(aZ x aZ) é um toro bidimensional, & > 0 e v € H'(2). Usamos os

(P1)

Métodos Variacionais e a Teoria de Bifurcacao para tal objetivo.



Abstract

In this work we present necessary and sufficient condition for existence of non-

trivial solutions of the next eigenvalue problem
e 1
—Au=n|+——7——1], 2€Q
K <fQ etdz |Q|>

/udz-O,
Q

where Q = R?/(aZ x oZ) is a two-dimensional torus, a > 0 and v € H*(2). We use

(P1)

the Variational Methods and Bifurcation Theory for such an objective.
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Notacao

|[a,b]|: Medida de Lebesgue do intervalo [a,b] C R;

Para u : [a,b] — R,
d
u(z) = %u(:ﬂ),

C(la,b]) = Espago das fungdes continuas definidas no intervalo [a, b];

Norma do espago C([a, b]):

|ulloo = sup |u(z)];
z€[a,b]

C*([a,b]) = {u € C([a,b]); i € C([a,b])};
|©2]: Medida de Lebesgue do conjunto © C R
L>*(Q) = {u: Q — R mensuravel; u é limitada quase sempre em 2};
Norma do espago L>(£2):
[|ulloo = sup |u(2)];
2€Q

Para p € [1, 00),

LP(Q) = {u : Q2 — R mensuravel; / |ulPdz < oco};
0

Norma do espago LP(€2):

lull, = ( / |u|pdz) ;
Q

HY(Q) = {u€ L*(Q); u’ € L*(Q)}



Para u,v € H* (),

Para u € H'(Q),
[lull = [[Vull2;

Para u : Q — R,
0? 0?

Para v € N*U (0,0, ...,0) e v = (71,72, -+, Vn),

i=1

oy,
52 Tn !
0x ' 0z?...0x)"

Dy =

L£(V,W): Espago das transformagoes lineares entre os espagos vetoriais V e W

X — Y: Imersao entre os espacos de Banach X e Y



Introducao

Neste trabalho, vamos estudar o problema

et 1
Au=n (- — — Q
! ”(fgeudz |sz|>’zE

/udz:(),
Q

onde Q = R?/(aZ x aZ) é um toro bidimensional (detalhes no Capitulo 1), a > 0 e

(P1)

u € H'(Q2). Este problema é um caso particular do problema

NP B Y 2 S ) B
fﬁ K(z)etdz 8]

/udz:O,
Q

onde K é uma func¢ao nao negativa, N é um nimero inteiro chamado Nimero de Vor-

tice, Q = R?/(aZ x BZ) é um toro bidimensional e u € H'(Q). De acordo com G.

()

Tarantello (em [5]), na Teoria do Calibre de Chern-Simons (Chern-Simons Gauge The-
ory), o comportamento assintotico de uma classe de solugoes é descrito pelo problema

(P,). Assim, comega uma investigagao para saber se o problema

e 1
—Au = ——1],2€Q
n(fﬁe“dz |Q|)

/udz—(),
Q

onde () = R? /(aZ x (BZ) é um toro bidimensional e u € H 1(Q), possui solu¢ao nao

(Ps)

trivial.
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O problema (P3) admite formulac¢do variacional. O funcional de Euler-Lagrange

para o problema (P3) é dado por

I,:E—R

1 1
Iy(u) = 5l[ull* = yn (ﬁ / d) ,

com E = {u € H'(Q): Jg udz = 0}. Para n <0, o funcional I, é estritamente convexo
e, assim, o problema (Ps) s6 admite a solugao trivial. Paran > 0, o estudo do problema
(Ps) torna-se mais complexo. Para n € (0,87), W. Ding, J. Jost, J. Li e G. Wang (em
[6]) e M. Nolasco e G. Tarantello (em [7]) mostraram que o funcional I, admite ponto
critico. C.C. Chen e C. S. Lin (em [8]) provaram que as solugoes do problema (P;) sao
uniformemente limitadas até mesmo quando n = 8. Isso nao garante que as solugoes
sdo nao triviais. Quando 71 esta proximo de zero, M. Struwe e G. Tarantello (em [2])

mostraram que o problema (P3) admite apenas a solugao trivial. Quando

1

<_7
-2

e e

X. Cabré, M. Lucia e M. Sanchén (em [9]) mostraram que o problema (P;) admite
apenas a solucgao trivial se, e 86 se, n < Al(ﬁ)\QL onde Al(ﬁ) ¢ o primeiro autovalor
do laplaciano sobre Q referente ao problema (Ps). Apesar de X. Cabré, M. Lucia e M.
Sanchon (em [9]), C. S. Lin e M. Lucia (em [4]) provarem 6timos resultados para uma
grande classe de toros, tais trabalhos nao abrangem todos os tipos de toros. Porém,
quando o = (3, o problema (P;) (ou seja, o problema (P;)) ja se encontra resolvido. O

problema (P;) tem o seguinte comportamento:

(i) Para n > 0 proximo de zero, M. Struwe e G. Tarantello (em [2]) mostraram que

o problema (P;) admite apenas a solugao trivial.

Teorema 2.20 Existe § > 0 tal que a tnica solu¢io do problema (Py), com

n € 10,0), € a solugao identicamente nula.

(ii) Para n € (0,87], C. S. Lin e M. Lucia (em [4]) provaram que o problema (P)

admite apenas a solugao trivial;

(iii) Paran € (87,47?%), M. Struwe e G. Tarantello (em [2]) provaram que o problema
1) admite solugdes ndo triviais somente bidimensionais, ou seja, as solugoes
P admite solucses nio triviai te bidi . : e

dependem simultaneamente das duas variaveis.
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Teorema 2.1 Para cada n € (8m,4w?), existe uma solugio nao trivial u, do

problema (Py) tal que

n
]n(un) > co(1 — H)J

onde ¢y > 0 e independe de n;

(iv) Paran € (472, 00), T. Ricciardi e G. Tarantello (em [1]) mostraram a Existéncia e
a Multiplicidade de solugoes nao triviais unidimensionais (as solugdes dependem
apenas de uma variavel) para o problema (P;). Neste trabalho, T. Ricciardi e G.

Tarantello observaram que o problema (P;) torna-se o problema (1),, onde

com u € H'([-1,1]), quando as solugdes sao unidimensionais e utilizaram a

definigao de fun¢oes Geometricamente Distintas (Capitulo 1, Definigao 1.2).

Teorema 1.3 O problema (1) possui solugoes nao triviais se, e s6 se, X > 72,
Mais ainda, se X > A\, = k*? para algum k € N, entdo (1) possui pelo menos k

solugcoes geometricamente distintas.

Nos vamos apresentar os itens (i),(iii) e (iv) neste trabalho. Este esta organizado

da seguinte maneira:

e Capitulo 1: Vamos apresentar a demonstragao do item (iv);
e Capitulo 2: Vamos apresentar a demonstragao dos itens (iii) e (i);

e Apéndice A: Vamos apresentar alguns resultados da Teoria de Anélise necessérios

para o entendimento deste trabalho;

e Apéndice B: Vamos apresentar alguns resultados da Pertubacao no Problema

Linear necessarios para o entendimento do Capitulo 1;

e Apéndice C: Vamos apresentar alguns resultados da Teoria da Bifurca¢ao necessarios

para o entendimento do Capitulo 1.



Capitulo 1

O Problema Unidimensional

Sejam o > 0 e = R?/(aZ x aZ) um toro bidimensional, ou seja,
Q= la,b] X [c,d],

com

|[a,bH = |[c,d]| = a,

a, b, ¢ e d nameros reais (veja a Figura 1.1). Uma func¢do u definida em 2 satisfaz as

seguintes propriedades:

e u(x,c) =u(x,d),Vz € [a,b];

o u(a,y) =u(b,y),Vy € [c,d].
Em outras palavras, para uma funcao

u: Q2 —R
e para os pontos
M = (a,d), N = (a,c), O = (b,c) e P = (b,d)

obtemos

e u(NO)=u(MP);,

o u(MN) = u(OP).
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Figura 1.1: Toro Bidimensional Q = R?/(aZ X oZ).

Observemos que uma funcao u definida em () pode ser estendida periodicamente em
todo R2.

O problema a ser estudado é:

e 1
—Au = I 9)
! ”(fgeudz |Q|>’Z6

/udz =0,
Q

onde u € H*(Q2) e n > 4n%. Devido aos estudos de Ricciardi-Tarantello [1], vamos

(P1)

supor n =4X e Q = [—1,1] x [-1,1], ou seja, a = 2.

Definicao 1.1 Dizemos que uma funcao definida em um subconjunto do R? é unidi-

mensional se tal funcao depende apenas de uma unica varidvel.

Definicao 1.2 Sejam wu,v funcgoes reais. Dizemos que u e v sio Geometricamente
Semelhantes se existe v € R tal que v(z) = u(z + 1), Yo € R e quando u e v nao sao

Geometricamente Semelhantes dizemos que u e v sao Geometricamente Distintas.

Para resolvermos o problema (P), vamos mostrar que o problema (P;) torna-se

()
3 ffl evdx

u(=1) =wu(l),a(-1) = u(l)
fjl udr =0

o problema

(1)x
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com A\ > 72, quando as solucoes sao unidimensionais. Assim, a Existéncia e a Mul-
tiplicidade de solugoes nao triviais unidimensionais do problema (P;) sao justificadas

pelo Teorema:

Teorema 1.3 O problema (1)y possui solug¢oes nao triviais se, e sé se, X > w2. Mais
ainda, se X\ > N\, = k*7? para algum k € N, entdio (1), possui pelo menos k solugoes

geometricamente distintas.

Vamos dividir a demonstragao do Teorema 1.3 da seguinte forma:

2

e Primeira Etapa: Se A > 7°, entao o problema (1), possui solugoes nao

triviais. Nesta etapa, vamos usar os Métodos Variacionais;

e Segunda Etapa: Se \ > )\, = k%7? para algum k € N, entao (1), possui
pelo menos k£ solugoes geometricamente distintas. Nesta etapa, vamos
mostrar a equivaléncia entre (1), e o problema (2), (definiremos posteriormente)

e utilizar a Teoria da Bifurcacao e alguns resultados de Analise;

e Terceira Etapa: Se o problema (1), possui solugoes nao triviais, entao
A > 2. Nesta etapa, vamos mostrar mais algumas equivaléncias com o problema
(1)) e mostraremos alguns lemas sobre o comportamento das solugdes dos pro-

blemas equivalentes ao problema (1),.

O Problema (P;) e o Problema (1),

Proposicao 1.4 O problema (Py) torna-se o problema (1)\ quando as solugdes sao

unidimensionais.

Demonstragao: Seja u uma solu¢ao unidimensional arbitraria do problema (P;). Entao,

11 1
/udz:0=>/ / u(:l:)da:dy:O:>/ udx =0,
Q —-1J-1 -1
1 1 1
/e“dz :/ / "D drdy = 2/ '@ dz,
Q -1J-1 -1
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e 1 ev 1
—Au = _— | = =4\ — — -
K (fQ eudz |Q|) <2 fjl cudy 4)

u(—1) = u(1), pois u esta definida sobre o toro bidimensional 2 = [—1,1] x [—1,1],

/1 —ii(z)dz = /1 A (L - 1) dr = —a(l) +a(—1) = 2\ — 2)

1 1 : f_ll et(®)dx

Logo, u é solugao do problema (1)y. J& que u é arbitraria, segue que toda solugao

unidimensional do problema (P;) é solugao do problema (1),.

A seguir, vamos iniciar a primeira etapa da demonstracao do Teorema 1.3
Primeira Etapa da Demonstragao do Teorema 1.3.

Observemos que as solugoes do problema (1), pertencem ao Espago Ambiente

E={uec H' ([-1,1]); u(-1) = u(1) e/ u(x)dxr = 0}.

-1

Teorema 1.5 Se A > 72, entdo o problema (1)y possui solu¢io nao trivial.

Demonstracao: Vamos usar os Métodos Variacionais para demonstrar este Teorema.
As solugoes fracas do problema (1), correspondem aos pontos criticos do seguinte
funcional de Euler-Lagrange:

I,:E—R

1 1 1
I\(u) = 5/1ﬂ2<$)d1’ —2\In (/le“(z)dx) :

O funcional I, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) I € C*(E);
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(ii) Iy é coercivo;

(iii) I, é limitado inferiormente;
(iv) I, atinge o infimo;

(v) O minimo de I, é negativo.

Logo, o minimo do funcional I, é uma solugao nao trivial para o problema (1),. Por-
tanto, basta mostrarmos as propriedades do funcional 1.
Prova do item (i):

Primeiramente, observemos algumas afirmagcoes.

Afirmagao 1.6 ||ul|o = max, lu(x)| < V2 ||ul|,Yu € E.
ze|—1,

Seja u € FE arbitrario. Entao f_ll u(z)dr = 0, ou seja, existe s € [—1,1] tal que
u(s) = 0. Como [—1,1] é compacto e u é continua, entao existe t € [—1,1] tal que

u(t)] = [[ul|oo- ||ulloo >0, pois [, u(z)dz = 0. Assim,
ulloe = [u(t) — uls)]

/tu(x)d:z:
|

< [ i)

_11 ;

([ ) (] o)

= V2 |y

Devido a arbitrariedade de u, segue a Afirmacao 1.6.

Afirmagao 1.7
I,: E— &E,R)

) v f_ll ey (z)dx
I (u)v = / (x)v(x)dr — 2\ T , Yu,v € E.
1 f—1 ev(@)dx

Observemos que o funcional de Euler-Lagrange pode ser escrito da seguinte maneira:
I\(u) = GoF (u) — 2A\ In(H (u)),

onde

F:E— EXE, F(u)=(u,u),
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G ExE—R, Gluv) = %(u,v) _ -/_ ()i () dz,

H:FE—R, Hu) :/ e“@dg.

Assim, Iy (u) = (GoF) (u) — %(H)/(u),‘v’u € E. Observemos que
(GoF) (u)v = G (F(u))(F (u)v) = %((u, )+, ) (v, 0) = /_1 w(x)o(z)dz

e, para a Transformagao Linear T7(u) : E — R definida por T} (u)v = fj1 e@y(z)dz,

1 u\x v T 1 u\x 1 u\x
|H(u+v) — H(u) — Ty(upv| ‘fqe @@ dy — [7 e"@dy — [ el )U(x)dx’
ol 12|
1 1
= Toll / '@ (@ dy — 1 — v(z))de

1

v

1 ! = vi(2)
R S Y

| e

1=2

Lo~ (V2 ]l
SR i / )
=2
0 )i i-1  pl
i=2 v -1
ﬁ

bl

quando ||v|| — 0. Logo, a derivada da funcao H é

H :E — £(E,R)

Assim,

I (u)v = (GoF) (u)v — 2\ (H) (u)v = /_ w(x)o(z)de — 221 -

Logo, segue a Afirmacao 1.7.

Afirmacgao 1.8
I, : E— £(E x E,R)

"

I (u) (v, w) =
/1 b)) dr — 22 f_ll @y (z)w(x)ds B f_ll @y (z)dx f_ll @ (z)dx
1 [ ev@dx (f—ll eu(x)dl.>2 7
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Seguindo com as defini¢oes das funcoes G, F' e H na demonstracao da Afirmacao 1.7,

Observemos que (GoF) (Buy + uz)v = (B(GoF) (u1) 4+ (GoF) (ug))v, Yv € E, ou seja,
(GoF) (Buy + ug) = B(GoF) (uy) + (GoF) (uy),Vuy,us € E e 8 € R. Logo, a funcio
derivada (GoF)' : E — £(E,R) é uma Transformacio Linear, donde

(GoF)" : E — £(E x E,R)
(GoF)" (u)(v,w) = (GoF) (v)w = / O(x)w(x)dx.

-1

Agora, seja a aplicacao S : £ — £(E,R) definida por S(u) = %,Vu S

A APLICAGAO S E GATEAU DIFERENCIAVEL EM E:

Como
[f_ll e“dx] [f_ll e“*“’wdaz} - [f_ll e“wda:} [f_lleuﬂvda:} =

1 1 1 20 i1y
t edx / e“wvdm—l—/ e w —dx| —
/1 —1 —1 z:; il

)

1 1 1 00 ti—lvi
e“wdx / e“vd:r;—i-/ e E —dx| |,
/—1 -1 -1 i—2 7!

(fll e owdr ﬁ1 e“wdx)

Lll evttvdy fjl etdx

f_ll e“da:] [f_ll e“*“’wdw} — [f_ll e“wdx} [f_ll e“””dx}
t f_ll evttvdy f_ll etdx

fjl e“vwdx fjl etwdx fil e“vdx

f—ll etdr (f_ll e“dx>2

Yu,v,w € E, entao:

(S(u+tv) — S(u))w 1
t t

I

quando t — 0 e para todo w,v € E. Para a Transformacao Linear Ty(u) : £ — £(F,R)

definida por,
f_ll @ y(z)w(x)ds f_ll ey (z)dx f_ll @ w(x)d

(T (w)v)w =
f_11 e!@dz (f_ll 6“(“)613:)2

Y
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obtemos
S(u+tv) — S(u)
t

— Ty(u)v, Yo € E
quando t — 0. Logo, a aplicacao S é Gateau diferenciavel em FE.
Vejamos a seguinte aplicagao:

T,: E — £(E,&(E,R)) = £(E x E,R)

u — To(u).

A APLICACAO T, E CONTINUA EM E:
Para mostrarmos que a aplicacao 75 é continua é suficiente mostrarmos que os

funcionais

K,:F—R
Kl(u) = GU(x)g<x)7

com g € C([-1,1]), e

sao continuos.

O funcional Ky € continuo em E:
Seja uy € E arbitrario. Devido a continuidade uniforme local da fungao ex-
ponencial e : R — R, dado ¢ > 0 existe 4; > 0 tal que, para todo u € E com

lu(z) — up(z)| < o1,

|e®) — euo@)| < S
191100
Assim, dado € > 0 existe 6 = \‘5/—15 > 0 tal que, para todo u € E com ||u(x) —up(z)|| < 9,

u(x) = uo(x)] < b
implica em

3

|GU(w) — ew(r)’ <—
191l

ou seja,

€ g(a) — e Og(@)] = [ — @] g(z)] < |6 — gl <.
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Logo, o funcional K; é continuo em wuy. Portanto, devido a arbitrariedade de wug, o

funcional K; é continuo.

O funcional Ky é continuo em C([-1,1]):
Como o funcional K5 é linear, entao basta mostrar que o funcional K5 é limitado.

Assim,

Kol = | [ st

IR

1
< Nfll / dz = 2||flm, Vf € C(I=1,1)).

-1

IA

Portanto, o funcional K5 é limitado.
Logo, a aplicagao 15 é continua.
Como a aplicagao S é Géateau diferenciavel em E e a aplicacao 15 é continua em

E, entao a aplicacao S é Fréchet diferenciavel em E com

’

S =1T.
Assim,
I, (u) = (GoF)" (u) — 2\S ' (u).
Portanto, segue a Afirmagao 1.8.

Afirmagao 1.9 A Aplicacio u — I, (u) € continua para todo u € E.

Seguindo com as defini¢oes das fungdes G, F' e H na demonstracao da Afir-
macao 1.7 e com a definicao da aplicagao S na demonstracao da Afirmagao 1.8, basta
observarmos que

I, (u) = (GoF)" (u) — 2\S ' (u).

Portanto,

I, € C*(E).
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Prova do item (ii):

De fato,

1 1 1
L(u) = —/ w?(z)dr — 2\ 1n (/ e“(“”)dx>
2J -1
1 1
- 5||u||2—2/\1n(/ “”’Cda:>

1
> §||u||2—2)\ln (/ el da:)
1
> §Hu\|2—2)\ln (e'“"x’/ daz)
> %HUW—QMH <e\/§“/ d:v)
_ Lo V2 |l
= Sllul ——2Ah1<2€ )
1
zémm—mﬁmwnmm (1.1)
— OO’

quando ||u|| — oo. Portanto, o funcional I, é coercivo.

Prova do item (iii):

Como o funcional I, é coercivo, entao existe C' > 0 tal que

]A(u) >1

quando ||u|| > C. Para ||u|]| < C, basta observarmos a desigualdade (1.1). Portanto,

o funcional I, é limitado inferiormente.

Prova do item (iv):

Seja (u,) uma sequéncia minimizante tal que

I(u,) — inf I)(u) = Io.

uek

Como o funcional I, é coercivo, entao existe C' > 0 tal que

lu|| > C = Li(u) > Iy + 1.
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Ja que a sequéncia (I)(u,)) converge para Iy, entdo existe ny € N tal que
I(u,) < Ip+1
com n > ng. Logo, existe § > 0 tal que para todo n € N com n > ng,
|un|| <6,

ou seja, podemos concluir que a sequéncia (u,) é limitada. Como H'([—1, 1]) é reflexivo,
entdo, pelo Teorema de Kakutani (em [16]), existem uma subsequéncia de (u,) (vamos

denoté-la por (u,) para facilitar a notacao) e ug € H*([—1,1]) tais que
u, — ug em H'([—1,1]).
Como H'([-1,1]) — C([-1,1]) é compacta, entdo

un — uo uniformemente em C([—1, 1]).

1 1
In (/ e””dq:) — In (/ e“%la:) )
-1 -1

Observemos que a fungao

Assim,

p:E — R

u o ul]?

¢ continua e convexa. Logo, ¢ é s.c.i. (veja a Definigdo A.7 no Apéndice A). Segue do
Teorema A.8 (Apéndice A) que ¢ ¢é f.s.c.i. Segue do Teorema A.9 (Apéndice A) e do

fato de que u,, — ug em H'([—1,1]) (em particular em E) que

o(up) < liminf @(u,).

n—oo

Assim,

Iy = lim I(un)

n—oo

= liminf I, (u,)

n—oo

1 1
= liminf (—||un||2 — 2\ In (/ e“”dm))
n—00 2 1
Lo !
> —|ug||* — 2\ In e“dx
2 .

= I)\(U()).
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Como

inf I)(u) = Iy,

uekE

entao
[0 = [,\ (UO)

Portanto, I, atinge o infimo.

Prova do item (v):
Vejamos a Formula de Taylor do funcional I em torno do funcional nulo (vamos
denoté-lo por 0).

Ly(v) = 1(0) = I,(0)v — %11(0)(%@) = o(|[v]]*), Vv € E.

Seja v € E definida por

v(x) = tcos(mx)

com t € R\{0}. Como

L, (0)(v,v) =

(t)? /_ : sen®(mz)dz — A <t2 /_ 1 cos?(nz)dz — [t /_ 1 cos2(m)dx1 2) + o(|[t cos(n)|]?)

1 1 1

e o funcional nulo é ponto critico do funcional I, entao

I)\(U) = I)\(U)—I)\(O)
1

= 5 L O)@.0) +of|o])
t? 9 2
= 5(7‘(’ —)\)+0(t )7

para todo t € R\{0}. Assim,

L) _ (2= o) _ (a2
= =Ty iy =5 <0
ou seja, dado
)\ — 2
( 27T)>€>0
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existe 6 > 0 tal que
2\
0 < |t| < d implica em I)(v) < §° (5 + M) < 0.

Portanto, o minimo de 7, é negativo.

Agora, vamos tratar da multiplicidade das solugbes do problema (1),.
Segunda Etapa da Demonstragcao do Teorema 1.3.

Primeiramente, vamos mostrar a equivaléncia entre o problema (1), e o problema

i =\ [ — 1
J, etdx

@) a(0) = (1) = 0 ’

fol udr =0

onde \ > 72.

Lema 1.1 A extensdao par 2-periddica de toda solugao do problema (2), € solugdo do

problema (1),.

Demonstra¢ao: Sejam u uma solugdo arbitraria do problema (2), e v a extensao par

2-periodica de u definida sobre [—1, 1], ou seja,

o(z) = u(—z), sex € [—1,0)

u(z), sex € [0,1]
Entao:

e v é C'[-1,1]). Como a fungao u é C'([—1,1]), entao basta apenas provarmos

que v é diferenciavel em 0 e v é continua em 0. Logo,

w(h)=v0) o (k) —v(0)
Jim == = —i(0) = 0 =0(0) = lim —————

)

lim 9(z) = —u(0) = 0 = u(0) = lim o(x);

z—0~ z—0t

o f_ll v(x)dx = 0;
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r €[0,1] =

eu(ac) ev(m)
—(z) =—i(z) =A| —— 1| =A| ——F—-1].
o e“@dx s ev@dx

Logo, v é solugao do problema (1),. Como u é arbitraria, entao segue o resultado.
|

Nao faremos distingao entre as solugoes do problema (2), e suas extensoes pares
2-periddica.
A seguir, mostraremos a existéncia de uma solu¢ao decrescente para o problema
_u
(2)) com A = e
Lema 1.2 Seja u # 0 solug¢ao do problema (1)y, A\ = p. Entao existem ty € [0,2),

ng € N e uma solugao decrescente ug do problema (2)x, A = L, tal que u(t +to) =
0

up(not). Em particular, u(t +ty) € solugao do problema (2)x, A = .

Demonstracao: O fato de u ser solugao do problema (1)), A = u, garante que u é pelo

menos 2-periddica e continua. Dai, u‘[ admite valor de maximo global. Tal valor de

0,2]
méximo global é o mesmo quando u|[0 2 Logo, existe zg € [0,2) tal que xy é ponto de
méaximo global. Seja T o menor periodo de u, ou seja, Ty ¢ um nimero positivo que

satisfaz as seguintes propriedades:
o u(x+1p) =u(x),Vo € R;

e Seu(x+T) =u(x),Vo € R entdo existe k € N tal que T' = kT
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u ndo é uma funcao constante, pois a tnica solugao constante do problema (1)y, A = p,
é a funcao nula. Logo, existe ng € N tal que
Ty = —.
No
Vejamos o grafico da fungao u.
y

:L{xD_J

[}
:..l

Figura 1.2: Gréafico da fungao v em [—1,2].

Graficamente, a idéia da demonstracao consiste em reescrever a funcao u de
maneira que a velocidade da variagao da funcao u seja reduzido para que esta nova
fungao (a funcdo u reescrita) seja solu¢ao do problema (2)y, A = p.

Seja

w:R — R
x
r = uo(x):u(xo—i——).

N

Afirmagao 1.10 O menor periodo de ug € 2 e 1o(0) = 0.

m—|—2)
To +

ul(z+2) = wu
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Seja T' > 0 tal que up(x +T') = up(x), Vo € R. Entao,

z+T T T T T
U\ xrg+ =ulrxg+— | =ulrg+—+— ) =ul20+— ).
o No o No o

Como Ty é o menor periodo de u, entao existe £ € N tal que

T
- = kTO
o

Logo, T' = k2. Portanto, o menor periodo de uy é 2. Ao observar
. 1. x
Uo(z) = —1 <xo + —)
o o
e xo ser um ponto de maximo global de u, concluimos que
. 1.
Up(0) = —a(xg) = 0.
L

Afirmacgao 1.11 wug € uma funcao par.

Trabalhando com a fungao uy obtemos:

1 1
/ @ dy = / eu<x°+%> dz
~1 —1

N U] N
1 . T
= dig(r) = =i (20 + — |,
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O mesmo ocorre com a fungao

wy: R — R

r — w(xr) = ug(—x)

1 1
/ e @) g = / @y,
-1 ~1

wo(z)
iy = (),
no %f—l ewo(‘v)dl‘

Agora, observando o seguinte Problema de Valor Inicial

(. 1 V(@)
@) =\ T e
0 \2 f71 € X

(PVI), . ,

v(0) = u(wo)
podemos concluir que as fungoes ug e wy sao solugoes. Logo, devido a unicidade do

(PV 1)y,

\

Ug = Wyp-
Portanto, uy é uma funcao par.
Observacao 1.1 O ponto de minimo de uy em [0, 2] pertence ao intervalo (0,2), pois:

e Caso zero fosse o ponto de minimo de uy em [0,2], entdo xy seria ponto de minimo
de u em [zg,xg + Tp|. Isso contradiz o fato de que xo € ponto de mdzimo global

de u;

e Caso 2 fosse o ponto de minimo de uy em [0,2], entdo xo + Ty seria ponto de
minimo de u em [xg,xg + Tp|. Isso contradiz o fato de que xo + Ty € ponto de

mdzximo global de u (u € Ty-periddica).
Afirmacao 1.12 u,(1) = 0.
Sejam 7 um ponto de minimo ug em (0, 2),

uy R — R

r — u(x) =up(x; + ),

u R — R

xr = us(x) =uo(x — ).
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Observando a fun¢ao u; obtemos:

1 1
/ e @ dy = / eto(1+2) o
-1 -1

Ul(ﬂf) = Uo(l'l + 37) = U,l(QT) = ao(ilfl + [L’)

= U,l([E) = uo(l'l + ZL’),

—U1<l’> = —UO(ZL’1—|—I)
_ ﬂ uo(z1+x) 1
n2 ! f—ll eto(@) o
L eul(x)
T\ e )
0 5]_16 @) dy

O mesmo ocorre com a fungao us:

1 1
/ 2@ g = / @z,
-1 -1

ua ()
. I e
—lg(r) =S| ——1]|.

2(2) n% (%fll ev2(2) )
Observando o seguinte Problema de Valor Inicial
( v(z)

. I e
()= |—"—-1
(x) n% (éf_ll e (@) d )
(PVI), ,
0(0) =0

\ v(0) = ug(z1)

podemos concluir que as func¢oes u; e uy sao solucoes. Logo, devido a unicidade do

(PV 1)y, u3 = ug, ou seja,

up(ry — ) = up(z1 + ), Vo € R.
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Assim,

2
wn(200) = 0a(0) = ) = (a0 + 22 ) = -+ 2,70
0

ou seja, g + 11y é ponto de maximo global de u. Seja

UgIR — R

r — uz(z) =up(2z, + x).

Ao trabalhar com a funcao uz obtemos:

1
/e“S(x)dx = /
-1
142z,
= / et dt
142z

eto(2z1+e) g

—14+22142
e ®qt

) ) 1.
u3(0) = 1p(221) = n—u(fﬂo +21Tp) =0,
0

u3(0) = up(2x1) = up(0) = u(xy).

Isso nos diz que a fungao ug ¢ solugao do (PV'I);. Dai, pela unicidade do (PV 1),
up(z) = us(z) = up(2x1 + ), Vo € R.

Logo, ug é 2zq-periédica. Como 2 é o menor periodo de ug, entao existe k € N tal que

2x1 = k2. Assim, x; € NN (0,2), ou seja, z; = 1. Portanto,

(1) = 0.
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Afirmagao 1.13 A funcdo uy € solu¢io do problema (2)y com A\ =

S

Trabalhando com a funcao uy obtemos:

o(0) = (1) = 0,

wo(—2) = uo(z), Vo € R = /11 wolz)de = 2/01 wo(z)dz,

1 1 .
/ up(z)de = / u (xo + —) dx
-1 —1 No

ZE0+%
_ / w(t)dt
. 1

0o——

PR,
:/ D ut)dt
X

-1
0" g

= /_l1 u(t)dt

= 0,

1
/ up(z)dr =0,
0

1 1
/ "0 @y = 2/ "0 @) g,
-1 0

i T ewo(@)
ng 3 ffl euo(m)dgj
euo(m)
ny \ [, ew@dz
Portanto, a fungao ug ¢ solugao do problema (2)y com A = 4.
0
Afirmacao 1.14 vy é uma fungio decrescente em [0, 1].

Observando a Afirmacao 1.12 concluimos que z; € (0,2) é o tnico ponto de
minimo da funcdo uy em (0,2), pois z1 é ponto critico e ug é simétrica em relagao a

z1. Como z; = 1, entdo a fungdo ug ¢ decrescente em [0, 1].
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:.;D{IJ 1

Figura 1.3: Grafico da funcao uy em [0, 2].

Ao observarmos o grafico da fungao uy em [0,2] na Figura 1.3, notamos que a
velocidade da funcao u foi reduzida de maneira que a fungao ug é solugao do problema
(2)x, A= nﬂg

O proximo Teorema a ser demonstrado é o principal Teorema desta etapa. Como

ja foi dito, vamos usar a Teoria da Bifurcagdo (Apéndice C) para demonstra-lo.

Teorema 1.15 Se A > )\, = k?7? para algum k € N, entdo o problema (1) tem pelo
menos k solucoes geometricamente distintas.

Demonstracao: Sejam
1
X ={v e C(]0,1]); / vdx = 0},
0

Y = {u € C?0,1]; u(0) =u(l) =0e /1udx =0}

espacos de Banach com a norma do maximo, G : X — Y o operador inverso de

G(v) = u = —/; (/Otv(s)ds) dt,Yv € X

e K : X — Y o operador tal que

—d?/dz?, ou seja,
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O operador K é importante nesta demonstracao, pois mostraremos que o problema
(2)x € equivalente a equagao

v=AK(v),Yv € FE
e, a partir do operador K, construiremos os operadores H e F' (serdo definidos poste-
riormente) que satisfazem as hipoteses de alguns Teoremas da Teoria da Bifurcagao.
Com esta ferramenta seremos capazes de demonstrar o Teorema 1.15.

Primeiramente, vamos mostrar que o problema (2), é equivalente a equagao
v=AK(v),Yv € E.
Afirmacgao 1.16 O operador G estda bem definido, € linear e continuo.
Seja v € X arbitrario tal que G(v) = u. Logo,

o u(z) = — [J v(t)dt,Vx € [0,1] = @ ¢ continua em [0, 1],
0 1
u(0) = —/ v(t)dt =0eu(l) = —/ v(t)dt = 0;
0 0
e i(x) = —v(zx),Vzx € [0,1] = i é continua em |0, 1];

e Gv) = u = u e C*0,1] e u(0) = (1) = 0. Mas w = u +c € C?0,1] e
w(0) = w(1l) = 0,¥e € R. Porém, a condigao fol u(x)dx = 0 nos diz que ¢ = 0

em w = u + c.
Logo, s6 existe um tunico u € Y tal que G(v) = u. Logo, devido a arbitrariedade de
v € X, segue que o operador GG esta bem definido.

A linearidade do operador G é clara. Agora, mostraremos a continuidade do

operador GG. Seja v € X arbitrario. Entao existe m € [0, 1] tal que

G- [ ( / tv(s)ds) it
Gl = /Om(/tv(s)ds)dt

Assim,

< /Om(/:tv(s)ds)dt
< ||v||oo/om (/Otds) dt
= Joll 2.

Portanto, segue a Afirmagao 1.16.
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Afirmagao 1.17 O problema (2)) € equivalente a equagio v = AK (v), Yv € E.

Primeiramente, observemos que F C X, pois H'([0,1]) — C([0,1]) é compacta. Seja

v € E uma solugao arbitraria do problema (2),. Entao,

ev(x) x t e'v(s)
(@) =A|—g——-1| = v=2A —/ / ———— —1]ds|dt
Jy e’@dx o [Jo \ [, e@dx
ev(s)
= v=AG|—F—— -1
fo ev@)dy

= v=AK(v).
Logo, devido a arbitrariedade de v, segue que o problema (2), implica na equagao
v=MAK(v), Yv € E. Agora, seja v € E arbitrario tal que v = AK(v). Entao,

v(s)
v=AK(v) = v=\G 16——1
fo ev(@)dx

ev(z)

= @)=\ 17— 1], Vo e[0,1];
@) <flev(w)dx ) 1]

0
Logo, v é uma solu¢do do problema (2),. Assim, devido a arbitrariedade de v € E,

segue que a equagao v = AK(v), Yv € E implica no problema (2),.
A seguir, vamos nos concentrar em mostrar que o operador K é compacto. Para

tal, vamos provar algumas afirmacoes.

Afirmacao 1.18 O operador G € compacto.

Sejam (v,) em X uma sequéncia limitada e u,, = G(v,),Vn € N. Logo, existe M > 0
tal que ||v,|| < M,V¥n € N. Como ii,(z) = —v,(z),¥n € N e Vz € [0, 1], entao, para

x,t € [0, 1], segue que

i) — i (t)] = \ [ intryar
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ou seja,

[t () — 0, ()| < M|z —t|,Va,t € [0,1] e Vn € N.
Ja que 4,(0) = 0,Vn € N, entao
[tn ()| = |t (z) — 0,(0)] < M|z — 0| = Mz < M,Vz €[0,1] e Vn € N.

Logo, a sequéncia (1,) é limitada. Assim, para x,t € [0, 1], segue que

/tx Uy, (1)dr
[ it
]\/[/tx dr

< Mlx —t,

|un(2) = un(t)] =

IN

ou seja,

|un(x) —un(t)| < M|z —t|,Va,t € [0,1] e Vn € N.

Como fol up(z)dxr = 0,Vn € N, entao, para cada n € N, existe s, € (0,1) tal que

Up(8n) = 0. Assim,

[un(2)] = |un(z) — up(sn)|

VAN

M|z — s,|

< M, Vxel0,1]eVneN,

ou seja, a sequéncia (u,) é limitada. Observemos que dado £ > 0, existe

19
d=—>0
M

tal que para todo x,t € [0,1], com |z —t| < 0, temos |u,(x) — u,(t)| < €. Isso nos
diz que a sequéncia (u,) é equicontinua. Logo, pelo Teorema de Ascoli (Teorema A.1
no Apéndice A), (u,) possui uma subsequéncia convergente. Portanto, o operador G é

compacto.

Afirmagao 1.19 A funcao S : C([0,1]) — R tal que S(v) = fol v(x)dx,Yv € C([0,1])

€ continua.
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Como a fungao S é um funcional linear, entao basta mostrarmos que S ¢é limitado.

Assim,

S()] = \/Olv@s)dm < / jo()|ds < ||v||/01 dz = |lo]], Yo € C((0,1)).

Afirmacao 1.20 A aplicagcaoT : C([0,1]) — C([0,1]) tal que T'(v) = e*,Yv € C(]0, 1])

é continua.

Seja vy € C([0,1]) arbitrario. Devido a continuidade uniforme local da fung¢do expo-

nencial exp : R — R,
Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo v € C([0, 1]), com ||v — v|| < J, temos
lu(z) — vo(z)] < 6 implica em |e(®) — @] < g, Va € [0,1],

donde

||€U _ evo” — max |6U($) — 6”0($)| < E < €.
x€[0,1] 2

Portanto, o operador T é continuo em vy € C([0,1]) e, devido a sua arbitrariedade, o

operador T' é continuo em C'(]0, 1]).

Observacao 1.2 Devido a Desigualdade de Jensen (Teorema A.2), seque a sequinte

destgualdade:
SoT(v) > 1, Yv € X.

Afirmacgao 1.21 O operador R : X — X definido por

R(v):e——l, Yo e X

fol e (@) dy

é continuo e limitado.

Devido as Afirmagdes 1.19 e 1.20, SoT : C(]0,1]) — R é uma funcdo continua e o

operador
<+ C(0,1)) = (0, 1)
é continuo. Assim,
T
=— -1
SoT |x

é um operador continuo. Agora, seja A C X limitado. Logo, existe £ > 0 tal que

llv|]| < k,Yv € A. Da Observagao 1.2,

<1 A.
SoT(v) — Vv €
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Assim,
v v(z) 1
IR = || oS =1 = o | =1l < () s et 1=
Jo e'@dzx zefo1] | [, ev(@d Jo €v(@)dz ) zefo.]
. max e’@ +1<ef+1=p=|RW)| <
SoT'(v) ) z€[0,1] = =

Logo, R(A) C X é um conjunto limitado. Portanto, o operador R ¢ limitado.

Afirmagao 1.22 O operador R pode ser escrito como R(v) = v + o(]|v]]).

Quando v ¢ a funcdo identicamente nula R(v) = 0. Para v # 0 precisamos mostrar

algumas sentencas. Sabemos que €® =1+ s + s?¢(s), Vs € R, onde

Assim,
(i) Se|s| < 3, entao |g(s)] < 1;
(ii) Se v € C([0,1]) e ||v|| — 0, entao v*g(v) = o(||v]|);
(ifi) Se v € X e [[v]| — 0, entdo [} "@da —1 = of|[v]]).

(i):

S’L

1 : 1 1
<- = s <|slf <=, VieNU{0} = < — , Vi e NU{0}.
slsg5 = s sl =g Vi O = 5o Saarar ™ {0}
Como )
; 1 1\ & 1
T —=14-= - -
° +2+(2) ;22(2'4—2)!’
entao
SR
= 2i(i+2) T
Logo,

lg(s)| < 1.

(ii):

1
o]l = 0= Ju(2)] < [jo]| < 5, Vo € [0,1] = [g(v(2))] = 1, V2 € [0,1] = [lg(v)]| < 1 =
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g (v)]]
[lol]

lo%g)I| < [l*|| = [[vl[* = < [[oll

Como |[v|| — 0, entao
2
(O,
[|v]]
Logo,
2

vig(v) = o(|[v]]).

(iii): v € X =

1 1 1
/ '@y — 1 = / v (2)g(v(z))de = ‘ / ' @dr — 1
0 0 0

| [ et @dy — 1
/ [0*(2)g(v(2))|dz < g ()] < [[0*|] < [Jo]* = = o] < |o]l.
Como ||v|| — 0, entao
—1
ey
HUH
Logo,
1
/ ez — 1 = of|[o]]).
0
Observemos que
R() = ———— —1=v+o(|[u]), Vv € X,
Jo e@dzx
se e so se,
1 1
- (vzg(v) + (1 - / e"@dg) (v + 1)) = o(||v|])- (1.2)
Jy e’@dx 0
Como
! v?g(v) + (1 /1 e”(w)dx) (v+ 1)‘ L
]fol e?@)dx| 0 o] —
1 1- ) dx !
- |'Ug + | fO ‘ +‘1_/ ev(ac)da7 ,
| Jo " ®dz] HUH v H 0
entao
! 2()+<1 /1 v<x>d>(+1)‘ L o
—vg(v — [ "W ) (v — —
| o ev)dal 0 o]l

quando ||v|| — 0. Portanto, segue a igualdade (1.2).

Afirmacgao 1.23 O operador K é compacto.
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Basta observamos que o operador K pode ser escrito como K = GoR.
A partir de agora, vamos utilizar a Teoria da Bifurcagdo (Apéndice C). Seja o

operador H : R x X — X definido por
H(\v)=—=XG(S(v)), V(A\,v) € R x X,

onde o operador S : X — X ¢é definida por

S(v) = W (vzg(v) + (1 — /01 e“@f)da:) (v+ 1)) Yo € X,

Afirmacao 1.24 O operador H ¢ compacto.

De fato, esta propriedade é garantida pela compacidade do operador G.

Afirmagao 1.25 Os operadores Hy(\,v), H,(A\,v), Hy,(A\v) : Rx X — X sdo
continuos Y(\,v) € R x X

Primeiramente, precisamos mostrar que os operadores G e S sao C1(X). Observemos

que G : X — £(X, X) é continua e para cada v € X

G'w:X — X

w e ) == [ ([ wtas) a

Observemos que R(v) = v+S(v) (veja (1.2)), para todo v € X . Logo, para provarmos
que S ¢ C'(X) basta provarmos que o operador R ¢ C'(X). Assim, para
R(v + tw) — R(v)

D(t) = ; , VL €R,
D) etwe? fol e’dr — e¥ fol eteldx
tfol etwtvdy fol evdx
v 1 4 - (tw)i 1 v 1 v 1 . (tw)i v
e | tw [y e'dr 4+ Y S [ evdr — [ twetdr — [ Y S-etdx
i—2 i=2

t fol evttwdy fol evdx
e’w fol e'dr — e’ fol e’wdx
1 2
X%
( fo e dx)
quando t — 0 e para todo v,w € X. Sejam v € X arbitrario e a transformacao linear

T(v) : X — X definida por

Y

1 1
v v v v
e'w [, e'dr — e’ [ e"wdx

<f01 e”da:>2

T(v)w =
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Entao ) .
R(v+tw) — R(v)  e'w [, e’dx —e" [, e'wdz
—

t <f01 e”dx) i

quando t — 0. Como v € X é arbitrario, entao o operador R é Gateau diferenciavel

, Yw e X,

em X. Observemos que os funcionais
R :X—R

Ry (v) = e"@h(z),
com h € C([0,1]), e
Ry : C([0,1]) = R
f

Ry(f) = (z)dx

0

sao continuos (basta observarmos a demonstracao da continuidade dos funcionais K

e K5 na demonstragao da Afirmacao 1.8). Assim, a aplicac¢ao

T:X — £X,X)

v — T(v)

& continua em X. Logo, R é Fréchet diferenciavel e C'(X) com R = T em E. Desta

maneira, o operador S ¢ C'(X) e sua derivada é dada por

ST X — £(X,X)
v — S'(v)

com
S'W): X — £X,X)

w — S (Vw=R(v)w—w
para cada v € X. Agora, basta observarmos que

o Hy(\v)=—-G(S(v));

!/

o Hy(\v)=—-\G'(S(v))oS";

’

o Hy,(\v)=—-G'(S(v))oS".
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Portanto, segue a Afirmacao 1.25.

Seja o operador

F:RxX — X
(A v) — F(\v)=v—AG)+ H(\v).

O operador F' satisfaz as seguintes propriedades:
e F(N\,0)=0,VX eR;

e F(A\v) =0 v—AGv)+HNv) =0 v—AGv) — AG(S(v) =0 &
v—=ANG+S))) =0 v—AGoR(v) =0< v=AK(v).

Observando o problema (P) no Apéndice B, sabemos que seus autovalores sao
A, = n?m? ¥n € N. De acordo com o Teorema C.3 (Apéndice C), os pontos (\,,0) sao
pontos de bifurcagao para F(\ v) = 0.

Sejam
Ar ={v € X;v(0) > 0 e v possui somente n zeros em (0,1)},
A7 = Ay,
Bf=Rx Af CRx X.
Observemos que
e BTN B =0,Yn,m €N, com n #m;
e B, NB, =0,Vn,m €N, com n #m;
e (\v) € Bf = (\wv,) € B;,, onde v.(z) =v(l —z),Vx € [0, 1].

Assim, concluimos que as solugoes de (1), geometricamente distintas sdo caracterizadas

pelas solugoes de

v=MAK(v), (\,v) € B}

O Corolario C.5 (Apéndice C) garante que nos pontos (A, 0) bifurcam dois con-

tinuos C* C BE U (\,,0) de solugoes de F'(A\,v) = 0. Os continuos C;F, com n € N

n’

nao se interceptam e, devido a isso, sao ilimitados em R x X (veja a Figura 1.4).
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Figura 1.4: Grafico das Bifurcagoes.
Afirmagao 1.26 Se a funcio v # 0 € solugao do problema (2)y, entdo
1
loll2 < [ d%(a)da =16l
0

Como v é solugao do problema (2),, entao fol v(x)dx = 0, ou seja, existe t € (0,1)

tal que v(t) = 0. Assim,

wmzmm—wwﬁlﬁ@@s[%@mslﬁmwﬁwwy

Devido a desigualdade de Holder (veja em [16]),
olly = [[1.(0) [l < [[]2ll0]]2 = [[o]]2-

Logo,

[1V]loe < [19]]2
e, portanto, segue a Afirmacao 1.26.

Afirmagao 1.27 Se a fungdo v # 0 € solugao do problema (2)y, entdo ||0]|3 < A||v]|s
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De fato,

)2 = / o(2)o(a)da

A
>
N

S
Q%
5| &
Y

g

v
=
S
—
Y
8

< Alvlfse

As Afirmagoes 1.26 e 1.27 nos dizem que se a fungao v # 0 é solugao do problema
(2)a, entdo [|[v||e < A. Isso nos diz que os continuos C;f C RT x X permanecem
limitados para valores finitos de A (veja a Figura 1.5). Assim, se A > \,, entdo o
problema (2), admite solugao em A, Vi € {1,2,...,n} (Teorema B.2 no Apéndice B).

Portanto, segue o resultado.

A Qg2 r

Figura 1.5: Grafico das Bifurcacoes para A > 472
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A Figura 1.5 trata o caso A > 472, Assim, obtemos pelo menos duas solucoes
geometricamente distintas, por exemplo, u; e us.

Terceira Etapa da Demonstragao do Teorema 1.3.
Neste momento, vamos completar a demonstracao do Teorema 1.3 mostrando a
seguinte sentenca:
Se o problema (1) possui solugoes ndo triviais, entao X > m2. (1.3)

Para tal, vamos mostrar que o problema (1), é equivalente ao problema:

—i(z) = A (e”(‘”) =)

(3)x v(—1) = v(1), (1) = (1)

%f_ll e’@dr =1

Proposicao 1.28 Seja u solugdo do problema (1)y. A funcdo v : R — R definida por

o(z) = ulz) — In (% /1 e“dx) VreR

1

¢ solugao do problema (3),.

Demonstracao: Trabalhando com a funcao v, obtemos:

Portanto, a fungao v é solugdo do problema (3),.
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Proposicao 1.29 Seja v solu¢ao do problema (3)x. A fung¢ao u: R — R definida por
v(z) = u(x) + ¢, Yr € R € solugao do problema (1), onde

1 [
c=—1In (—/ e“dx) .
2/
A seguir, vamos mostrar que o problema (3), é equivalente ao seguinte problema:

—i(z) = A (e”(x) —1)
(4)x #(0) = (1) =0
fol e’@dr =1

Lema 1.3 A extensao par 2-periddica de toda solu¢ao do problema (4)y € solugdo do
problema (3),.

Demonstra¢ao: Sejam v uma solugao arbitraria do problema (4), e w a extensao par

2-periodica de v definida sobre [-1,1], ou seja,

w(z) = v(—x),sex €[-1,0)
v(x), se x € [0,1]

o w(=1) = —o(=(=1)) = —0(1) = 0 =0(1) = w(1) = w(-1) = w(1);

%fjl @ dy = fol '@ dy = 1;

Logo, w é solu¢ao do problema (3),. Como v é arbitraria, entao segue o resultado.
|

Nao faremos distin¢ao entre as solu¢oes do problema (4), e suas extensoes pares 2-

periddica. Assim, podemos reescrever o Lema 1.2 da seguinte forma:
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Lema 1.4 Seja v # 0 solugdo do problema (3)x, A = p. Entdo existem ty € [0,2),
no € N e uma solugdo decrescente do problema (4)x, A = 45, tal que v(t+to) = vo(not).
0

Em particular, v(t + to) € solugao do problema (4)x, A = .
Para provar a sentenga (1.3), basta provarmos a seguinte sentenga:
Se A < 72, entio v =0 € a tnica solugio decrescente do problema (4),. (1.4)

Vamos provar por absurdo. Suponhamos que exista uma solucao nao trivial

decrescente v do problema (4),. Seja v, : R — R tal que
vi(z) =v(l —x),Vo € R.
Logo, as fungoes v e v, satisfazem as seguintes propriedades:
(i) v« € uma solugao crescente do problema (4)y;
(i) Se z € [0,3), entdo v(z) > v.(z);

(iii) Se z € (3,1], entdo v(z) < v.(x);

(v) Jy *(@)de = [ i2(x)de;
(vi) [y v(@)de = [ v.(@)d:
(vii)
%1}2(1,) + A (611(33) _ ?}(l’)) = C, VZL’ € [0, 1],

com

(viii)
%1)2@) + A (e”(x) —v(z)) = %Uf(x) + A (e —v,(2)), Vo € [0,1].

Para mostrar a propriedade (vii), basta observar que:

(30X o)) = i) + MG~ i(a)

= o(z) (B(x) + Me"™ - 1))
— () () — ()
— 0



Seja 1 : R — R tal que
U(x) = —0(x) — v.(z), Y € R.
A funcao 1 satisfaz as seguintes propriedades:

e ¥(0) =0;
e Y(z)=—y(1—2x),Vrel01]

° 1/}(%) =0.
Observacgao 1.3 :

e v(0) >0 > v(1). Como fol e’@dx = 1, entdo v(0) e v(1) possuem sinais con-

trarios. Logo, o resultado seque da monotonicidade de v,

e A={p>0; vv, <0em [0,p)} # 0. Como v(0)v(1) = v(0)v.(0) < 0, entao
existe 0 > 0 tal que v, < 0 em [0,6). Logo, § € A;

e O conjunto A ¢ limitado. Como v(3)v.(3) >0, entao A C (0, 3].

Lema 1.5 Seja py = sup A. Entao,
(Z) @ZJ(ZE) > 07 Vo € (OaPO);

(ii) v(po) = 0.

Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar mais algumas propriedades das fungoes
U, Uy € 1.

Afirmagao 1.30 v(z) > 0 > v.(x), Vz € [0, po).

Seja x € [0, pg) arbitrario. Suponhamos que z = 0. Entao, a Observagao 1.3 nos
garante que v(0) > 0 > v,(0). Agora, suponhamos que =z # 0. Entao, devido a
po = sup A, existe p € A tal que z € (0,p). Como A C (0, %], entao z € (0, %) Isso
nos diz que x < 1 — z, ou seja, v(z) > v(l —x) = vi(z). Como v(x)v.(z) < 0, entdo

v(z) > 0 > v,(z). Portanto, devido a arbitrariedade de = em [0, py), segue o resultado.
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Afirmagao 1.31 Se x € [0,p0) e ¥(z) = 0, entao gb(a:) > 0.
Vamos observar o que significa i(z) =0 e Y(x) >0

o Y(z) = 0= —0(z) = 0(z) = @ —ou(x) = @ — v, (x) (garantido pela

propriedade (viii)).
o @) = —la) = (@) = A (e = 1) + (e — 1);
o (z) > 0= ('@ — 1)+ (e% —1) > 0= '@ —1 > 1 — (),
Logo, para mostrarmos a Afirmagao 1.31 basta mostrarmos a seguinte sentenga:
Se x € [0,p0) e e’® —v(x) =e™® —u,(x), entdo e’™@ —1 > 1 — @), (1.5)

Suponhamos que v(x) > In(2). Entdo, e’® —1 > 1. Ja que 0 < ") < oo, entdo
1 —e"® < 1. Logo, *@ — 1 > 1 — e*@ . Agora, suponhamos que 0 < v(x) < In(2).
Entao, existe £ € (0, 1) tal que v(x) = In(1+¢). Como v,(x) < 0, entdo existe n € (0,1)
tal que v, (x) = In(1 — n). Assim,

o '@ _y(x) =@ —p,(2) & 1+E~In(1+E) = 1—n—In(1-7n) & E—In(1+E) =

=1 —In(1 —n);

e '@ _1>1-e*@W e l14+e-1>1-(1-n) &>

Dai, basta mostrarmos a seguinte sentenca:

E—In(1+&) =-—n—In(1—n)=E>n. (1.6)

Para tal, primeiramente precisamos garantir que

1+¢

m > 1,Vt € (O, 1) (17)

Observemos que

1+t of
——>1 & 1+4+t> 1—t¢
2 (1= 1) Ft>er(1-1)
t 2t 2t
= 6_25>6 te
=2
= et—62t+t62t>§:t—i
7!

=2
o)

& et(l—et—l—tet) >Z,—
i=2



48

o0

t o
< e Z_u f202;>>221
(2

=1
S Z . zl))>gz’_!
o o itll—l) i;

=2 =2

Logo, basta mostrarmos que

i —1) At
t
=2

=2

Seja t € (0,1) arbitrario. Como t3(2 — 1) =2 e t'(i — 1) > t',Vi € NN [3,0), entao

= ti(i—1 = ¢ —1 tt
> (li! )>Zﬁ A A ) ZZ—'

=2 i=2 =2 =2 =2

[e.o]

Logo, devido a arbitrariedade de ¢ € (0,1), segue (1.7).
Sejam f,g: (0,1) — R fungoes tais que

f@)=t—In(1+7¢)

g(t) = —t —1In(1 —1).

Assim,

. f() 1—1—+t>()VtE(O,l)eg'(t):—l—l—%_t>0,Vt€(O,1). Logo, f e g sao

estritamente crescentes;

o g(t)— f(t)=—2t—In(l1—t)+In(1+¢t) = —2t+1In (1 ) = —In(e*)+1n (H) =
In <62t1J{tt ) .Vt € (0,1). Como Qtlartt > 1,Vt € (0,1), entao g(t)— f(t) > 0,Vt €
(0,1)

Logo, para mostrarmos (1.6), basta mostrarmos:

f&) =9 =& >n. (1.9)
Suponha por contradigio que £ < 7. Entao,
o {=n=0=g(n) - f(§) =9 — f(§)>0;
o {<n=g(&) <gln) = g(&) = f(§) <gn)—f(§) =0
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Portanto, segue (1.9) e aqui terminamos a demonstragao da Afirmacao 1.31.

Prova do item (i):

Como 9(0) = —i(0) — 9,(0) = 0, entdo, devido a Afirmacao 1.31, ¥(0) > 0. Dai,
existe § > 0 tal que Yz € (0,6), ¢ (t) > (0) = 0. Logo, (i) ocorre para = € (0, po)
suficientemente pequeno. Agora, suponha por contradigdo que existe s € (0, pg) tal
que ¥(s) =0 e ¥(z) > 0,Vz € (0,s). Entao,

Y(s) = lim U(s+h)—¢(s) - d(s+h)

h—0— h h—0~ h

<0.

Isso contradiz a Afirmagao 1.31. Logo, ¢(s) > 0. Desta maneira, podemos concluir que
nao existe x € (0, pp) tal que (x) = 0 ou (x) < 0 (Caso ocorresse, existiria t € (0, z)
tal que ¥(t) = 0 devido a continuidade da funcdo ). Portanto, segue (7).

Agora, vamos mostrar algumas propriedades de py.
Afirmacgao 1.32 Pelo menos um dos sequintes casos ocorre:
 v(po) =0
® v.(po) =0
Como py = sup A, entdao Ve > 0 tal que (pg — €, po + €) € [0, 1] temos
o 0(po = )vu(po =€) <0 = limw(py —€)v.(po — &) <0 = v(po)v(po) < 0;
o v(py+e)vi(pp+e)>0= llil(l) v(po + €)ve(po +€) > 0 = v(po)vs(po) > 0.

Logo, v(po)v«(po) = 0, o que prova a Afirmagao 1.32. Suponhamos por contradigao
que v(pg) # 0 e vi(po) = 0. Como v(z) > 0,V € [0, py), entdo, devido a continuidade
de v, v(py) > 0.

Afirmacao 1.33 v.(py) > 0
Observemos que
e Devido a propriedade (viii),

1. ; 1.
5”2(%) + A (") —v(pg)) = 5“3(/)0) +A =

1, 1

59 (00) + A (7 — (14 v(p0))) = 592 (p0)-

Como ©2(pg) > 0, A > 0 e e'?0) — (1 +v(py)) > 0, entdo 12(py) > 0;
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o U.(py) = hli%l— M > 0, pois h — 0~ implica em (py + h) € (0, po), ou seja,

U*(po + h) < 0.

Logo, segue a Afirmacao 1.33.

Afirmacgao 1.34 py € o unico ponto de mdximo da fungdo v, sobre [0, 1].
Observemos que
o —ii,(pg) = A(e?®) —1) = \(1 —1) = 0 = py & ponto critico da fungdo v,;
o — i (p) = Ao (po)e™ ) = X (p) > 0 = ¥ (po) < 0.

Logo, po ¢ ponto de maximo local da fungao 0., ou seja, existe 6 > 0 tal que v.(py) >
0. (2),VZ € (po — 6, po + ). Como v,(z) < 0,Vz € [0, po) e —i,(x) = A(e*®) — 1),V €
[0, 1], entao U.(z) > 0,Vx € [0,po). Logo, a funcao v, é crescente em [0, pg). J&a que
V() > vi(po), YT € (po, 1], entdo .(x) < 0,Vx € (pg, 1]. Logo, a fungao o, é decres-
cente em (pg, 1]. Isso nos diz que 0.(pg) > u(x), Vo € [0,p0) € 0u(po) > Vu(x),Va €

(po, 1]. Portanto, segue a Afirmagao 1.34.

Prova do item (ii):

Observemos que —0(pg) = —0(1 — (1 — pg)) = v.(1 — po). Logo, o(po) > —0(po).
Assim, ¥ (po) = —0(po) — 0«(po) < 0 e, pela continuidade da fungao 1), existe 6 > 0 tal
que ¥(x) < 0,Vx € (pg — 0, po + ), em particular, ¢(x) < 0,Vz € (pg — 9, po). Isso

contradiz o item (7). Portanto, v(py) = 0.

Observagao 1.4 Observemos que:
o —0(1—2x)=10.(x),Vr €0,1];

e 0, crescente em [0, po], decrescente em [pg, 1] e 0,(0) = 0,(1) =0 = v, > 0 em
(0,1) = —o(z) = [o(z)] = [o(1 = (1 —2))| = [ = 0(1 =) = 0.(1 =),V € [0,1];

o Afirmagao 1.34 = po € o unico ponto de mdzximo da fungao |0| sobre [0, 1].
Observacao 1.5 :

e Devido a propriedade (viii),



2X (7@ — e @) — (v(z) — v.(x))) = 02(2) — ¥*(z),Vz € (0,1);

o 03(z) = 0*(x) = (bu(x) + 0(2))(0s(z) — 0(2)) = = (2)(0.(2) — B(x)), Va € (0,

e Devido a propriedade (i),
b, (x) — 9(x) > 0,z € (0,3).

Proposicao 1.35

v(z) _ ove(z) 1
0<S—°% —<1vre (0, =).
v(x) — vi(x) 2
Demonstragao: Ja sabemos que py € (0, ] Suponhamos que py < 5

Afirmagao 1.36 v(z) <0, v.(z) < 0,Vz € (po, 1).

Basta observarmos que:

o1

b

e v(po) > v(x),Vz € (po, ). Logo, devido ao item (ii) do Lema 1.5, v(z) < 0,Vz €

<p07%);

e Se x € (py,3), entdo 1 — z € (
v(1 —x) <v(p) =0,z € (po, 3

Devido a Observagao 1.4,
—0(po) = [0(po)| > [0(1 = po)| = —0(1 = po) = Vu(po).

Assim,
Y(po) = —0(po) — Vs(po) > 0.

Logo, pelo item (i) do Lema 1.5,

() > 0,Vz € (0, pol-

Afirmacao 1.37 ¢(z) > 0,Vz € (po, 3).

2,1 — py), ou seja, py < 1 —z. Logo, v.(z)
)-

Suponhamos que existe t € (pp, l) tal que ¥(t) = 0. Ja que @Z)(%) = 0, entao, pelo

Teorema de Rolle, existe s € (t, %) tal que w( ) = 0. Logo,

0 = 3(s)
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ou seja,

e 4 ev(8) = 2,

Mas, isso contradiz a Afirmagao 1.36, pois
U(S> < 07 U*(S) <0= ev(s) + ev*(s) <9

Logo, segue a Afirmacgao 1.37 e, devido a Observagao 1.5,
ev(:c) _ ev*(a:) 1

0< —— <1,V 0, =
<v(x)—v*(:v)< Vo el "2

).
Agora, suponhamos que po = 3. Seja x € (0, 1) arbitrario. Pelo item (i) do Lema
1.5 e pela Observacao 1.5,

ou seja,
ev(:v) _ ev*(:v)

O<m<1.

Logo, devido a arbitrariedade de x € (0, %), segue o resultado.

Finalizacao da Demonstracao da Sentenga (1.4).

1

Sejam as fungdes w, f : [0, 3] — R tais que w(z) = v(z) — vi(z),V2z € [0,5] e

f(z) = cos(mx),Vz € [0, 3]. Trabalhando com as fungdes w e f obtemos:

e A expressao da segunda derivada da fungao w
—ii(a) = —i(z) + (o)
= A (e”(w) -1) =2 (e”*(””) —1)
1
= A (e”(x) — e“*(x)) , Yz € [0, 5], (1.10)
e O valor da primeira derivada da func¢ao w no ponto zero

w(0) = 0(0) —0,(0)



Devido a propriedade (iv),

(@) () ()

Devido a propriedade (ii),

1);

w(x) > 0,Vz € [0, 3

Integrando por partes,

N |=

/0 w(z)sen(ra)de =

Integrando por partes,

[ J
(@
t+
=
N
®
=
o
o
—~
=
—_
(en)
W=~

1

ev (z)

= A /02(6”(75) — @) f(z)dx

23

3 1
+ 7T/ w(x) sen(mz)dz
0

(1.11)

] (s

NI

w(x) f(x)d;

<>\/
0

e Como w, f > 0 em (0, %), entao

SIS

/ w(z) f(x)dx > 0.
0
Da igualdade (1.11) e da desigualdade (1.12) obtemos

72 <\

A desigualdade 72

resultado.

< X contradiz a hipotese da sentenca (1.4).

(1.12)

Portanto, segue o



Capitulo 2

O Problema Bidimensional

Como no capitulo anterior, vamos estudar o problema

" )

udz =0
Q

onde u € H' () e n € (8m,47?%). Assim, as solugoes do problema (P;) residem no
conjunto £ = {w € H'(Q); |, w(z)dz = 0}. Devido aos estudos de Struwe-Tarantello

11

[2], vamos supor que Q = [—1, 1] x [-1 1] As solugdes fracas do problema (P;) sao

pontos criticos do funcional I, : £ — R definido por

I(u) = %||u|\2 _pln (/Q e“(z)dz> VueE,
o qual satisfaz as seguintes propriedades:
o [,e"®dz > 1, devido a Desigualdade de Jensen (Teorema A.2 no Apéndice A);
o |[ul]> > I,(u),Yu € E;
e A aplicacao n — I,(u) é mondtona decrescente, Vu € I

e O funcional [, possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha (Teorema

A.14 no Apéndice A).

A meta deste capitulo é mostrar que existe um ponto critico nao nulo para o
funcional I, e estudar o que acontece com o problema (P;) quando 1 > 0 esta proximo

de zero. Para tal, vamos dividir este Capitulo em duas partes:
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e Primeira Parte: A existéncia de uma solugao nao-trivial para o pro-

blema (P;);

e Segunda Parte: Comportamento do problema (P;) quando 1 > 0 esta

proximo de zero.

A Primeira Parte deste Capitulo resume-se a mostrar o seguinte Teorema:

Teorema 2.1 Para cada n € (87,4w?), existe uma solugio nao trivial u, do problema
(Py) tal que
Ui
Iy (uy) = co <1 - 4_7r2> )
onde cy > 0 e independe de 7.

Para tanto, a dividimos da seguinte maneira:

e Primeira Etapa: O funcional I, possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha e algumas propriedades;
e Segunda FEtapa: A FExisténcia de uma Sequéncia de Palais-Smale limitada;
e Terceira Etapa: O Lema do Completamento da Reta e o Teorema 2.1.

Primeira Parte: A existéncia de uma solugao nao-trivial para o pro-

blema (P;).

Primeira Etapa: O funcional I, possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha e algumas propriedades.

Primeiramente vamos mostrar algumas proposicoes.

Lema 2.1
I,: E— £(E,R)

) u(z) d
I (u)v = /QVu(z)Vv(z)dz — n%, Yu,v € E.

Demonstrac¢ao: Analogamente a demonstracao da derivada da aplicagdo GoF' na de-
monstra¢ao da Afirmagao 1.7 (Capitulo 1), a derivada da aplicacao
JF — R

1
w o= Sl 21)
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¢ dada por
J,: E— £(E,R),

onde

J(uw):E — R
v o /(Vu,Vv>dz
Q

para cada u € E. Seja a aplicagao

JQIE — R

U /e“dz
0

Afirmagao 2.2 A Aplicagao Jy é Gdteau diferencidvel em E.

Observemos que

Jo(u + tv) — Jo(u) Joe“tdz — [ e"dz
t t

o (e [ 3 )
- [

quando t — 0, para todo u,v € E. Logo, a aplicagao J, é Gateau diferenciavel em F.

Afirmacao 2.3 A aplicagio

Js: B — L*Q)

u — e

€ continua em E.

Seja u € E. Para a funcao w : R? — R definida por

u(z), se z € Q

w(z) =
0, se z € R*\Q

obtemos, pelo Teorema A.10 (Apéndice A),

eltw’ Ll(RQ)’
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ou seja,

et e LHQ).

Como

P2 = 2 < 214E) g, €

entao a aplicacao estd bem definida. Seja u, — uw em E. Devido a Observacao A.1
(Apéndice A), podemos aplicar o Teorema A.11 (Apéndice A). Assim, existe h € H*()

tal que, a menos de uma subsequéncia,
e u,(z) — u(z) quase sempre em 2;
e |u,(z)| < h(z) quase sempre em €.

Logo,

etn(2) < M2) < 61+h2(z), Vz € Q.

Pelo Teorema A.10 (Apéndice A), para a funcao f : R*> — R definida por

h(z), se z € Q
f(z) =
0, se z € R*\Q
obtemos
2(1+12) LY(R?),
ou seja,
o2(1+0?) o LY(Q)
donde

et e L2().

Como a continuidade da funcéo exponencial garante que e“»(¥) — ¢*(*) quase sempre

em (2, entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja em [13]),
e'r — e, em L*(Q).
Portanto, a Afirmacao 2.3 esta provada.

Afirmagao 2.4 A aplicagao

T,:E — £(E,R)
u — Ti(u)
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com
Ti(w): E — R

vo— T(u)v:/e“vdz
Q

€ continua em E.
Seja u,, — u em E. Assim, pela continuidade da aplicacao .J3 obtemos
e — e, em L*(Q).

Assim, pela desigualdade de Holder (veja em [16]) e pela desigualdade de Poincaré-
Wirtinger (Teorema A.4 no Apéndice A),

sup |11 (up)v —Ti(u)v| = sup / (" —e")vdz
|lvf|=1 lloll=11JQ
1 U u
S RH@ m et
— 0

quando n — oo. Portanto, segue a Afirmacao 2.4. Observemos que, devido a Afirmagao

Jo(u +tv) — Ja(u) . / ods
t 0

2.2,

quando t — 0, para todo u,v € E. Assim, pela Afirmacao 2.4, a aplicacao J é Fréchet

diferenciavel com

J2 == T1

Portanto,

I () =7, ) — 2 e B

77 JQ(U) ) )
ou seja,

I,: E— £(E,R)
) u(z) d
I (u)v = /QVu(z)Vv(z)dz - n%, Yu,v € E.
[

Lema 2.2

I, E— £(E x E,R)

"

I (u)(v,w) =

n
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o Jo € Pv(z)w(z)dz B [ " Pv(2)dz [, e"Pw(z)dz
/Q”(z)“’@)dz 1 ( I, e Odz (J, e"9)dz)? ) ’
V(v,w) € E x E.

Demonstracao: Usando a notagao da demonstragao da Proposigao 2.1, analogamente
a demonstracao da segunda derivada da aplicacao GoF na demonstracao da Afirmacao

1.8 (Capitulo 1) segue que a segunda derivada da aplicagao J; é dada por
J, : E— £(E,£(E,R)),
onde

J () E — £(E,R)
v o Ty (wv = Jy(0)

para cada v € E. Analogamente a demonstracao da diferenciabilidade Gateau da

aplicacao S na demonstracao da Afirmacao 1.8, a aplicacao

Jy: E — £(E,R)

T

é Gateau diferencidvel em E e para a Transformacgao Linear
Ty(u) : E — L£(E,R)

definida por,
Joe"Do(@)w(x)de [, e"Pv(x)de [, e Dw(x)ds

Talujeyw = Jo e dax (Jo 6"(3”)dl‘)2 ’

obtemos
Ja(u + tv) — Jy(u)
t

— Ty(u)v, Yo € E

quando t — 0. Segue da continuidade da aplicacao T} que a aplicacao

T,:E — £(E,£&E,R))

u — Th(u)
é continua em FE. Logo, a aplicacao J4 é Fréchet diferenciavel em E com

J:l - TQ.
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Logo,

1 1"

I'(u) = J; (u) —n J,(u), Yu € E.

n

Portanto, segue o Lema 2.2.

Lema 2.3 A funcdao u =0 € ponto de minimo local estrito do funcional I,.

Demonstracao: Observemos que o funcional I,l](u) : E — R ¢é dado por

Jo " Pv(2)dz
W, \V/U, vek

/

I (u)v = /Q<Vu(z), Vu(z))dz —n

e o funcional [;7/ (u) : E'x E — R na dire¢ao de v € E é dado por

];]/(u)(v,v) = /Q |Vu(2)|?dz —n [/Q fgziq;—(:)dzv(zfdz — (/Q L)iz—(:)dzv(z)dz> 2] :

. , . ., ’ - .
Como o funcional [, ¢ duas vezes diferenciavel e I, (0) = 0, entdo, devido ao Teorema

A.6 (Apéndice A), basta mostrarmos que existe k£ > 0 tal que

1"

2
I, (u)(v,v) > kl|[v]]*,Vv € E.

De fato, utilizando a desigualdade de de Poincaré-Wirtinger (Teorema A.4 no Apéndice

A),

1"

_ 2 2 2 Ui 2 _ n 2
1)) = [l =5 [ o(2de 2 ol = 1ol = (1 = )l Vo €

Logo, segue o resultado.

Lema 2.4 Sejam u,v € E e &, M > 0. Entao:
(i) Ie(u +v) < Ie(u) + T (w)v + 5[v]*;

(11) Existe L > 0 tal que
117 (u) = L (w)l| < L|r -4,

uniformemente em u € E com |[u||>* < M e1,§ € R.

Demonstracao:

(1) Primeiramente vamos mostrar algumas afirmagoes:



Afirmacgao 2.5

o Lt e [ (a0 et
Ie(u+v) = Ie(u) — I (w)v — §||U|| =< lln ( [es®@dz | [ en®dz

De fato.

2

(-U{[;WW—SM(Kf“%kH—%QMW—fLig¥£5g>+%WW}:

1 1
(3lha-+ ol = S0P + 20,0} + 1l ) +
u(z)+v(z u(z f eU(Z)U<Z>dZ -

¢|m Jo e @@ dz B Jo € Pv(z)dz
J,e“@dz Joe“@dz

Logo, a Afirmagao 2.5 esté provada.

/ 1 1
Ie(u +v) — Ie(u) — Ie(u)v — —|J]|* = [§||u +v||* = €ln (/Q e“(z)”(z)dz)] +

Afirmacgao 2.6

/ / det j‘Q u(z)+v( z)dz B fQ 6U(Z)U(Z)d2’
CheOE ) et

onde a funcao f :[0,1] — R € definida por

f eu(z)Jrsv(z)dz
f(s)=In ( Qf % Vs € [0,1].
Q

De fato. Como

if(s) _ fQ eu(z)dz fQ u(z) ( )dZ fQ 2)+sv(z) )dZ
ds fQ ew(z)+sv(2) fQ ew(®) dy fQ u(z)+sv z)dz ’
entao:

Ld ! Y(d Jo € Pv(z)dz
ol et
_ fQ eu(z)—&—v(z)d’Z fQ U Z),U
- JoePdz Jo e Z)dz

0 JoerPdz
Logo, a Afirmagao 2.6 esta provada.
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Afirmagao 2.7

Notemos que
I eul@)+su(2) g2 ( )dz [, e (2)+sv() ] _ I eul@)+su()y )z [, e ()50 (2)dz
(fQ eu(z)—i-sv(z)dz)
I eul@)+su(z) g2 ( )dz [, e (2)+sv() g5 _ (fg (D50 (4 )dz)
(fQ eu(#)+sv(z dz)
Jovdu Jo du— ([, Ud:“)

(Jo d,u)2

onde du = e"®*+(2)dz. Devido a Desigualdade de Holder (veja em [16]),

/Ud,u:/l.vdug ‘/1.1}du‘ §/|1.v\du§ (/ 12d,u) </ v2du> ,
Q ) Q Q Q Q
ou seja,

([ < fr [

d_2 (s) > JovPdu Jo dp — Jo dp [y vidp
2 — 2 -
ds (Jo )

Logo, a Afirmagao 2.7 esta provada. Assim, podemos concluir que

g(s) =

)

Assim,

Ie(u +v) — Ig(u) — IE( )v——HvH? —5// s)dsdt < 0.

Portanto, segue o resultado (7).

(11) Primeiramente, observemos que

e Devido a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Teorema A.4 no Apéndice A),

1]l2 < \/4—2\\ H——HUH<1 VveEE

tal que ||v|| < 1;

e Como
2
a7 o Ll
] 2y
es+ % = 1, entdo, devido a Desigualdade de Young (veja em [16]),

(™) o) =t =35 (2|u|(|u)|’\f) *%%)
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Concluimos que

Agora, observemos que

e"®u(z) dz e“@y(2) dz
I(w—I(wy = (u,v) —T‘fﬂ (2) d _ ((u,v> _5f9 () d >

Joen®) dz Joe“® dz
[, et®v(z) dz
e 2
Jo € Pv(z) dz
< |0 =]
Joe“® dz
< |0—T| / @u(2) dz

< |5—T|/|e 2)| dz
< pimrt ([ ) i
Q
(2) %
< |5—7| (@ﬁ/ Iquz)
Q
o Lu2(2)
< |6 —Tles Sup/ ull? dz
Q

uelR

= L|0—T|

Esta altima igualdade é justificada pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja em

[10]).

Sejam € > 0 e v,, u. : 2 — R definidos por

52

=ln|-———7-5 Q
) =1 () v
us(z) = ve(z) — / ve(z) dz, Yz € Q.
Q
Lema 2.5 I,(u.) = 2(8r —n)In(2) + O(1), onde |O(1)| < C' quando ¢ — 0.

Demonstracao:

Afirmacgao 2.8
1672|z|?

2 _
Vue(2)" = (22 + | 2]2)2



Basta observarmos que

O, —4re?z(e® + w|z[?) (2 + 7|2]?)?
8.7:1(2) (€2 + 7|2|?)* g2

B —4mx;

24 m|z]?’

para i = 1,2. Assim,
2

Puo) = | (Gt e 2)

Portanto, segue a Afirmagao 2.8.

1672 |?

Substituindo w = £ na Afirmagao 2.8, obtemos:

|2

)P = 16 2/—d
|[us(2)]] T o (2 + 7[2]2)2 &

(e24+mwl?)? e ¢

onde Q. = [—5, 5] X [—5, 52)-

Afirmacao 2.9

L 3

(ue(2)]|? = 3275 /0 (1:72)2 dr +0(1) = 3271 G) +0(1).

Para mostrarmos a Afirmacao 2.9, vamos utilizar as coordenadas polares. Assim,

V2
w|2 2 SR 742
1672 | d :162//—dd0
W/QE(E“r?THwHQ)Q v “hoh GEaeE
V2 2
2e T

= 1672 7—2 d
7T/0 (1+7TT'2)2 rmTar

1+% -1
— 1672 / AT s
1

4552 1 4o 1
= 167 / — dS +/ (——2
1 S 1 S

22 4+ 1 2e2
= 167 (1 -1
W(n( 22 )+2€2+7T )

1
= 327ln (—\/ﬁ) + 167 (ln(2€2 +7) +

3

T @+l

22+
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1).



Como [0, \2/—5] C [0, 1], entdo

: rs r
3273 ———dr > 32 3/ ——dr.
”/0 A+ " =2 Atme @

Seja

¥

7,3
D = 327° dr — 32 d
() 7r/0 (1—|—7T7“2 " 7T/O 1+7r7"2 "
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1
= 327ln (5) + 167 (ln(a +7T)+€2+7T—1) —327Tln(\/_€>

2¢?
—167 (1n(25 + )+ S 1) :

Assim,

D(e) = —32rln(e) — (=327 In(ev/2)) + 167 (m ( et ) L€

2e2 4+ 1 g2+
2

= 32In(V2) + 167 (1n(52+”)_< e )

22+ e2 +7)(2e2 4+ )
= 0(1)

V2
703

b
[[ue(2)|]> = 327r3/0 (—er

1+ 7r?)
- 327#”/5L dr + O(1)
o (1 2

+ 7r?)

~ 327 (1> + o).

Observemos que

In (/ ev=(?) dz) =In </ ev=(2) dz> - / ve(2) dz.
0 Q Q

Com o auxilio desta igualdade basta mostrar as Afirmacoes seguintes

Afirmacao 2.10

2¢?
2e2 4+ 1



Basta observamos que:

/ e%=(?) dz
Q

Afirmacgao 2.11

/ v.dz = 21In(e) + O(1).
Q

2

fyts = o ()
= 21n(5)—2/ln(52+7r|z|2)
= 21n6+0(1)s?

Assim,

I(u.) = %||ug||2 —nln (/Q e“e@) dz =2(87 —n)ln (é) +0(1).

A partir do Lema 2.5 concluimos que:
e ||u.|| = oo quando € — 0;

e Para n € (87, 47?) fixo, I,(u.) — —oo quando &€ — 0.
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Logo, o funcional I,, possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha e, para

n € (8w, 4m?) fixo, existe gy > 0 tal que
Ly(ug) <0, [|uol| = 1 e I(uo) < Iy(uo),

COIM [L 2 1) € Uy = Ug,-

Sejam P = {v:[0,1] — E;~ é continuo e v(0) = 0,7(1) = uo} e

¢u = Inf, max L(v()),

com ft > 1. Observemos que o conjunto P independe de p. Como a aplicacao n — I,,(u)
¢ mono6tona decrescente para todo u € F, entao, a funcgao g : (n,47%) — R, definida
por j — ¢, é mon6tona decrescente e, pelo Teorema A.3 (Apéndice A), é diferenciavel
em (7, 47%) quase sempre.

A seguir, vamos mostrar algumas propriedades de c,. Tais propriedades nos

ajudarao a entender as proximas etapas.

Afirmacgao 2.12 FEuxiste uma constante cy > 0 tal que

7!
w2 (1-15)

Observemos que

1,(0+u) =1,(0)+ I;(O)u + % ;(0)(u,u) +o(||ul]?),Vu € E,

com ||u]| < 4, ou seja,

1 I 2 2
L) 2 51 = LIl + of ful?), Vu € E,

com |[u|| < 4. Notemos que, dado e; = 1 (1 — ££) > 0, existe d; > 0 tal que

com ||u|| < 41, ou seja,
2 2 2
—&[ul[” < o([[ul]") < |ul["er, Vu € E,

com ||u|| < ;. Assim, para 0 < 0 < 0y e ||u]| < J, obtemos a seguinte desigualdade:

1 %
L = 5 (1= 25) llull? + ol )
1 v 1 Iz
> = 1——) 2——<1——> ?
> 5 (1= ) il = (1= 5 el
_ (1_L)|IUII2
A7) 4
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Agora, observemos que, para todo v € P a fungao f : [0,1] — R definida por f(t) =
[|7(t)|| é continua em [0, 1]. Seja k € (0,6). Como ||v(0)|| =0 e ||v(1)]| = ||uol| =1 >
91 >0 > k, Vv € P, entao existe ¢, € [0, 1] tal que ||v(¢,)|| = k. Assim,

L
Li(v(t)) = (1 - 4—7T2> T
Seja co > 0 tal que ¢y = %2. Logo,
u 1
%3}1{] L,(y(t) > (1 — H> Co = €y > (1 — m) Co

Portanto, a Afirmacao 2.12 esté provada.

Afirmagao 2.13 Se a fungao g € diferencidvel em e (p,) € uma sequéncia mondtona
decrescente tal que p, — u, entao, para n € N, ~, € P et, € [0,1], a sequéncia
Up = Yo(tn), com I, (uy,) > cu, — 2(pn — p1), € limitada e existe ng € N tal que
|1, (un) — cul < K(pn — ) para n > ng, onde kK = —g(p) + 3.

De fato, como
= =1 f
g(n) =c, = in tm[g)l(] I,(v(t)),

entao, para todo € > 0, existe 7. € P tal que

I 1)) < .
max p(1et) <cute

Para ¢ = (u, — p) > 0, seja vy, € P tal que

< — ). .
mess £,(3(0) < ¢ + (1, = 1) (2:2)

Assim, garantimos que existe ¢ € [0, 1] tal que

L (70 (1)) = ¢y — 2(pn — 1),

pois

-2 < 1 1) <
Cun = 26 <y < AX T, (Y(E)) < 0t &,
para todo € > 0. Sejam t,, € [0, 1] tal que 1, (u,) > ¢, — 2(pn — 1), onde u,, = v,(t,)

e k= —¢g(u) + 3. A seguir, vamos mostrar que existe ng € N tal que

cu = Kt — 1) <+ (tn — ).

Notemos que




pois
glu+h) = g(n) _ 0.
h
quando h <0 e
glut+h) =g 0

h

quando h < 0. Assim, podemos concluir que
k> 1.
J& que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

. Cyt+h — C .
g(u)—6§%<g(ﬂ)+8,

com 0 < |h| < §. Assim, para e =1 > 0 existem § > 0 e ng € N tais que

. Cp, — C .
Q(N)_lﬁﬁﬁg(ﬂ)'f'l,

com 0 < p, —p < en >ng. Logo,
(9(1) = 1) (pn = 1) < €, = s

donde
Cu = Kt — 1) <, — 2(ptn — 1)

com n > ng. Assim, pela desigualdade (2.2),

IN

cMn - 2(/’Ln - lu)

[u(un)

I,(v(t
ax w(m(1))

Cu + (:U'n - /J“)7

Cu — I{/(Mn - M)

INIAN A

IN

com n > ng. Ao utilizarmos (2.3) e as desigualdades

cp — K(pn — 1) < L(un) < cp+ (pn — ),

obtemos

Cu = Kt = 1) < Lu(un) < 6+ (o — ) < o+ Kpn — ),

69

(2.3)



70

com n > ng. Assim,
L) — el < Rljaa — 1), (2.4)

com n > ng. Utilizando as desigualdades

obtemos as seguintes desigualdades

Ly(un) = Ly, (un) < Lp(un) = (cu — K(pn — 1))
Cut (b — 1) = €+ K — 1)

< (148 — ).

IN

Assim,

0< I“WEIZL”__]‘:)(“”) =1In ( /Q e“"(g”)d:c) < (1+k)

e, finalmente, concluimos que

[[unl > = 21, (u,) + 21 1n (/Q e“"(x)dx> <2¢, +2(py —p) +2(1+ k) < M, (2.5)

com n > ny. Portanto, a Afirmagao 2.13 esté provada.

Segunda Etapa: A Ezxisténcia de uma Sequéncia de Palais-Smale limitada.

Lema 2.6 Euxiste uma sequéncia (u,) em E tal que
(i) ||un]|? < M,¥n € N;
(ii) 1,(up) —c, e I;(un) — 0 quando n — oo.
Demonstracao: Para cada § > 0, seja

As={u € E; ||[u|]* < M, |I,(u) —c,| <25} N{u€ E; ||I;(u)]| < 26},

Entao, a sequéncia que buscamos deve ter o seguinte comportamento, para cada d,, > 0,

existe u,, € As,. Suponhamos que tal sequéncia nao existe. Logo, existe > 0 tal que
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u ¢ As,Yu € E. Seja (u1,) em R a sequéncia da Afirmacao 2.13. Como E é convexo,

entao para cada u € E, existem n € N, v, € P e t, € [0, 1] tais que u = 7,(t,) e

I:U'n (U) 2 Cpn — 2(/’[/% - /’L)

Logo, pela Afirmagao 2.13, existe M > 0 tal que |ju||*> < M (desigualdade (2.5)) e

existe n; € N tal que
(L (w) = cul < Klpn — 1)
para n > n;. Observemos que existe ny € N tal que
K — 1) <6

para n > ny. Logo, existe ng = max{n;,ny} tal que

1 (u) = ] <20
para n > ng. Como

o |lull* < M;

o |[,(u)—c,l < 20;

o u¢ As;
entao
11, (w)]| = 20.
Afirmacgao 2.14 FEuwiste ng € N tal que <[;/m (u), Il;(u)> > 6% para n > ny.

’

(1, 0, 1) = ST IP = ST @I + (1, (), 7, 0)

> I IP = GNP+ (1, (), T(w) ~ 1, ()]

1 / 1 ! /
= SIL@IP =Sl w) = 1, @]

De acordo com o item (ii) do Lema 2.4, existe L > 0 tal que

M, (w) = L, (W] < Llp = pinl.
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Assim,

’

1 / 1 ! !
S @I = ST (w) = L, (I = S = L|u = g,

N |

Como u,, — i, entao existe ng € N tal que
Lo 2 2 2o Ly 2
ST = 22—l 2 ST, )
Logo, existe ng € N tal que
(20)* _

(I, (), 1)) = HlIT ) > 25 = 52

para n > ng. Portanto, a Afirmacao 2.14 esta provada.

Seja ¢ : R — [0, 1] uma fungao (veja a Figura 2.1) tal que
o ¢ € C*(R);
e ©(s) =1, para s > —1;

e ¢(s) =0, para s < —2.

P

Figura 2.1: Grafico da funcao .

Para cada n € N, seja a fungao ¢, : £ — [0, 1] tal que
I _
(n = 1)
Para cada n € N e 7, € P satisfazendo a desigualdade (2.2), seja 7, : [0,1] — E tal

que
R Lon(®)
An(t) = Yn(t) (\/m )n(1n(t)) ||I;;(7"(t))||

Para cada u = v,(t,) € E, seja i = ,,(tn).
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Afirmacgao 2.15 Euxiste ng € N tal que 1, () < 1, (u) para n > ny.

Seja
‘] )
Fu) = (Vi — 1 )%(U)m~
Como

Ly, (@) = Ly, (u = F(u)),

entdo, pelo item (i) do Lema 2.4,

(@) < T () (1, (), —F () + S|P )|
= 1) = Va0 (0 A + Ll

Como HIL(U)H > 62 e, devido a Afirmagao 2.14, existe n; € N tal que

(L, (u),I,(u)) > &

para n > ny entao,

Assim,

I,..(3) swawwWZTﬁmaw(é—sz?ﬁmam)

Como existe ny € N tal que

(5 30 =n)en) 2 §

para n > ng, entao, existe ng = max{ny,no} € N tal que
- )
L, (@) < L, (1) = 2 (Vi = p ) () < I, (u)

para n > ng. Portanto, a Afirmacao 2.15 esta provada. Seja

A={te (0,1 L () > ¢, — (n — w)}-

Assim,

< I, (&
Cun = trél[g)f] un('yn(t))

= max Iy, (a(t))

IN

max [}, (Y () = (Vb — 1)

t€[0,1]

YRS
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tel0,1] 4
5
< et (= 1) = 7 (Vin — 1)
b
< G H Rl — 1) = s (Vitn = 1)
< C,U'n

Contradicao. Portanto, segue o resultado.

Lema 2.7 Suponha que a aplicagcio pn — c,, € diferencidvel em p > n. Entao c, ¢ um
valor critico para o funcional 1,. Em particular, o problema (Py) com n = pu admite

solugdo nao trivial quase sempre em (n, 47?).
Demonstragao: Seja (u,) em E a sequéncia do Lema 2.6. Como
|unl|* < M, Vn € N

e H'(Q) é reflexivo, entao, pelo Teorema de Kakutani (veja [16]), existem uma sub-
sequéncia de (u,) (vamos denoté-la por (u,) para facilitar a notagao) e u € F tais
que

u, — uem H'(Q).
Ja que H'(Q2) — L*(Q) é compacta, entao
u, — uem L*(Q).
Assim, devido a continuidade da aplicagao G : L*(2) — L?(Q) definida por
G(v) = €', Vv € L*(Q),
e'r — e em L*(Q).

Assim,

I ()t — 1) = / (Vitn(2), ¥ (1 — u)(2))dz — 1 (

= lun — ul* = o(1),

Jo € (un(z) — u(z))dz)
fQ eun(2)dz

onde

en(®) (u,(2) — u(z))dz
o(l) = /Q<Vun(z),Vu(z))dz - <fQ f< ejn()z)dz (2))d )
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e o(1) — 0 quando n — oo. Logo,

/

Iu(un)(un —u) =o(1)

e ¢, ¢ valor critico do funcional I,,.

Terceira FEtapa: O Lema do Completamento da Reta e o Teorema 2.1.

Primeiramente, é necesséario termos em mente o Teorema A.5 (Apéndice A) para
mostrarmos o Lema 2.8, o Lema do Completamento da Reta. Apés o Lema 2.8, estare-
mos aptos a demonstrar o Teorema 2.1.

A seguir, vamos definir o espaco de Holder para X C R”™ limitado. Informagoes
sobre os espagos de Holder encontram-se em [15]. Nas definigoes 2.16, 2.17 e 2.18,
B€(0,1) e d=diamX (diametro de X).

Definicao 2.16 Sejam zp € X e f : X — R. Dizemos que f é Hélder continua com

expoente beta em zy se

£ (2) = f(20)]
[f1p.20 = S?{P |z——20|50 <0

Definigao 2.17 Seja f : X — R. Dizemos que f € uniformemente Hélder continua

com expoente 3 em X se

[flax = sup _‘f(fz)__ujjy(ﬁw)' < oo

Definigao 2.18 Seja k € N. O espaco de Holder C*P(X) ¢ o conjunto formado por
fungoes do espago C*(X) tais que sio uniformemente Hélder continua com expoente (3
em X.

O espago de Holder C1#(X) ¢ um espaco de Banach e a norma em C1#(X) é
definida por

sy = [1flloo + IV flloe +sup {[flsx, [Vflax}

e a norma em C*?(X) é definida por

k

Iullensc = 3 sup (11D ulle) + ¥ st (1D x).
i=0 = =
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Lema 2.8 Sejam A, — X\ e u, € E solugoes do problema (Py) com n = X\,. Se
A # 8mm,Vm € N, entao a sequéncia (u,) admite uma subsequéncia que converge

uniformemente para uma solug¢ao de (Py) comn = A.

Demonstracao: Como §2 é compacto, entao para cada n € N existe z, € ) tal que

Un(2y) = sup u,. Para cada n € N, seja v,(2) = u,(2 + 2,),Vz € . Assim,
Q
v,(0,0) = sup v,
Q
para cada n € N. Logo, podemos considerar que
u,(0,0) = sup uy,
Q
para cada n € N. Seja

A
wp(2) = up(2) — In (/ e""(z)dz) — 1 z)?,
Q 4

n € N. Observemos que, para todo n € N, w,, satisfaz:
Un 2
[ ] —Awn = —Aun + )\n = >\n m = )\ne(kn/4)‘Z| e’lﬂn;
° fQ erdz < 1.
Assim, as hipoteses do Teorema A.5 s@o cumpridas por w, com

Vi = ApeM/DEE <\ et gy = 1.

Passando a uma subsequéncia se necessério, (w,) deve satisfazer um dos itens listados

no Teorema A.5.

Afirmagao 2.19 A sequéncia (wy,) nao satisfaz o item (iii) do Teorema A.5.

Suponhamos, por absurdo, que a sequéncia (w,) satisfaz o item (iii) do Teorema A.5.

Como V,, — AeMDI= entdo
Ay, = / Ve dz — \ = 8mm,
Q

para algum m € N. Mas A\, — XA e A\ € (87,47?). Portanto, segue a Afirmacao 2.19.

Logo, existe C' > 0 tal que

An
C> sup w,> sup u,—In (/ e“”dz) - —,
By /2(0.0) By /2(0,0) Q 8
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ou seja,
sup u, — In (/ e“”dz) = u,(0,0) —1In (/ e“”dz>
Q Q Q
= sup u,—In (/ e"”dz)
By 2(0,0) Q
< C+ M8
< M
Como
eln eln
Ayl = M (o — 1) <, [ 1),
A (fge“ndz > ‘ - (fﬂe“"dz+ )
entao

sup |Au,| < A, sup <6— + 1)
Q Q fQ elndz

eln
< A\, _— 1
< (o (i) )

< 6Ml—l—ln(fQ eun dz) .
- Jetndz +

= MM+ 1)

Logo, Au,, € L*(Q2). Ja que para cada n € N a fung¢ao u, esta definida em um toro
bidimensional, entao cada funcao u,, é (2-periddica e, desta maneira podemos extender
cada fun¢ao u, de maneira conveniente para aplicarmos o Teorema A.6, ou seja, que

0 C Bj. Assim, existe My > 0 tal que
||Un||c1,g(ﬁ) S MQ,VTL 6 N,

com 3 € (0,1). Como C*#(Q) — C*(2) ¢ compacta, entdo existem (u,,) subsequéncia

de (u,) e u € F tais que (u,;) — uem C'(Q). Portanto, segue o resultado.

Demonstragao do Teorema 2.1

Seja A € (87, 47?) fixo. De acordo com os Lemas 2.7 e 2.8, existem ()\,) em R e

(un) € E sequéncias tais que

e u, é solugao do problema (P;) com n = \,,Vn € N;
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[ ]
e
IN
>
<
3
M
Z

e u, — u uniformemente, onde u é solugao do problema (P;) com 1 = \;

cx <cy,,Vn eN.

Assim,

lul® = Ii(u)

Il

=
>
3
—~

S
3
SN—

v
S

vV
VR
—_
|
i
5l
(&)
~~
o)
()

vV
o

Logo, segue o resultado.
|

Segunda Parte: Comportamento do problema (P;) quando n > 0 esta

préoximo de zero.

Primeiramente, vamos mostrar o Lema 2.9. Tal lema nos ajudari a mostrar o

comportamento do problema (P;) quando 7 > 0 esta proximo de zero.

Lema 2.9 FEuxiste C' > 0 tal que

lJul | + sup [u] < C (4 (——)?),
Q 4 —n

onde u € solu¢ao do problema (Py) com n € [0,4).

Demonstracao:

Seja GG a funcao de Green para laplaciano sobre {2 tal que

o [,G(z,w)dw,Vz € Q;



e G(z,w) =5-1In (ﬁ) + ¢(z,w),

onde ¢ ¢ uma funcao C1(Q x Q) e a parte regular de G. Assim,

u(w) = —/AuG(z,w)dz
Q
Jo €“G(z, w)dz
Jq etdz
0 JoIn <‘Z_1w‘> etdz

e fade ol

IA

Como

ab < e*+b(—1+1Inb), parab>0ea € R,

entao

sup{ab — e*} = b(—1 + Inb).

1 1 e
“:Bm<|z—w|> :ln(rz—ww)’ =7

para 3 € [1,2), obtemos as seguintes desigualdades:

Ao substituirmos

JoIn (|z—1w‘> evdz _ Ja <m> dz N o, € udz
etdz - etdz G, etdz
Q Q Q
- C N Jo e"udz’
- 2-0 ﬁfﬂ etdz

para 3 € [1,2). Como

Julf? = 5 202
er“dz’
entao
lul* < nsupu
Q

Cn? N n? J, e udz
2—0 27 fQ etdz
Cn?

_ 2

IN

+C
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Como 7 < 47, entao

Jul® <

Substituindo § = 1 em (2.6) obtemos,

inf

80

Cn?

pel12) (2 — 3)(28m — 1)

Cn?

(26 —n)
Cn? (27T — g)

(27 - 3)°

21Cn?

2~ 4)°

(

4Cn?

(4m —n)?

Cn?

(4m —n)?

1
suplul < O+ —|Jul
Q ™

Assim,

sup [u] + | [ul[*
Q

Portanto, segue o resultado.

IN

IN

1
C o 2 2
n+ 5l =+ ful

1
Cn + (1 + —) |l
2
1 Cn?
14 =) —"
C’”( * 2w> ()2
Cn?

i (47 —n)?

Teorema 2.20 Eriste 6 > 0 tal que a tnica solugao do problema (Py), com n € [0,4),

€ a solugao identicamente nula.

Demonstra¢ao: Observemos que, para 0 <7 < A < 47 e u solugao do problema (F;)

A

e dr—n>4r— A= (47TZ77)

2§(4ﬂ.

,A)Q

e suplul < C (1 + (4_7177_)2) n, devido ao Lema 2.9.
Q



Assim,

sup]u\§C<1+L>n§0<1+L)n:M%
Q (47T (

ondeM:C<1+m>.

Como

81

u2 u3 u u2 u3 u2 u3
o |e"—1| = |ut+5+ .| = [ul|l+5+5+5+ | < ul[ltut+G+5+ .| =

ule* < Jule™™;
o [u(z)dz=0;
e/, eDdz > 1;

entao
Joe“@u(z)dz
Joev@dz
Jo (€' — 1)u(z)dz
Joe“@dz

nen / u?(2)dz
Q

neMn
472

Jul* =

=N

IN

[Jul .

Ja que existe § > 0 tal que n € [0, ) implica em
ne

1
472

> 0,

entao

Mn
ne 2 _
Og(l— 47T2>Hu\| <0=u=0.



Apéndice A

Resultados de Analise

A seguir, enunciaremos alguns resultados que foram utilizados neste trabalho.

Teorema A.1 (Teorema de Ascoli) (Veja em [17]) Toda sequéncia equicontinua

limitada em C([a,b]) possui uma subsequéncia convergente.

Teorema A.2 (Desigualdade de Jensen) (Veja em [14]) Seja (X, X, 1) um espago
de medida com pu(X) =1. Se ® é uma fungdo convera sobre (a,b), com a e b finitos,

e fuma fungao mensurdvel tal que f(z) € (a,b),Vo € X, entdo

/(‘POf)duZCD(/fdu)-

Teorema A.3 (Veja em [14]) Seja a fungao g : I — R, onde I C R € um intervalo.

Se g € uma funcao mondtona decrescente entao g € diferencidvel quase sempre.

Sejam 2 C R", com n € N, um dominio limitado de fronteira suave e

E={ue H'(Q); / u(z)dz = 0}.

Q

Teorema A.4 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Euxiste ¢ > 0, a saber

tal que

/QuQ(z)dz < c/Q]Vu(z)Ide,

para todo u € E.
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Teorema A.5 (Brezis-Merle) (Veja em [2]) Sejam D um dominio limitado em R?

e (wy,) uma sequéncia em D tal que

—Aw,, = V,(z)e“" sobre D

/ e’ <d
D

com V,(z) € [0,ds],Vz € D e Vn € N. Entao, a sequéncia (w,) admite uma subsequén-

cia (wy, ) que satisfaz uma das sequintes propriedades:
(i) (wy,) € localmente limitada uniformemente sobre D;

(11) Para B C D compacto temos,

sup wy, — —oo quando k — oo;
B

iii) Existem A ={ai,...,a,} C D e uma sequéncia (2° ) em D tais que
P ng

°

= G wn, (2, ) —00,Vi € {1,2,...,p} quando k — oo;

Nk

e B C D\A compacto = sup w,, — —oo quando k — 0o;
B

e (Li-Shafrir): Se V,, — V em C°(Q), entdo

p
Vo, €' — E 8TM;0,—q,

i=1
no sentido das medidas, com m; € N e 0,—,, a distribuicao de Dirac em

{a;},Vie {1,2,...,p}.

Teorema A.6 (Veja em [15]) Sejam 5 € (0,1), Q € R", 25 € Q, r > 0 tal que as bolas
B1 = B,(20) e By = Ba,.(z) sdo subconjuntos proprios de Q, u € C*(Q) e f € COP(Q)
tais que

Au=f, em Q.

Entio, u € C*P(Q) existe C > 0 (C depende de n e 3) tal que

lullezss) < Clllulloe,p, + 7211 fllcosm2):

Definigao A.7 (Veja em [16]) Seja V' um espago topoldgico. Dizemos que uma fun¢ao

@V — (—o00,00] € semi-continua inferiormente (s.c.i.) se o conjunto
Wy = {r € Vigla) < A}

€ fechado para todo A € R. Quando ¢ € s.c.i. em relagao a topologia fraca dizemos que

@ € fracamente semi-continua inferiormente (f.s.c.i.).
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Teorema A.8 (Veja em [16]) Sejam V' um espago topoldgico e ¢ : V — (—o0,00]. Se

Y € s.c.i. e convexa, entdo ¢ € f.s.c.i.

Teorema A.9 (Veja em [16]) Sejam V' um espago topologico e ¢ : V — (—o0,00]. Se
p € f.s.ca. ex, — x, entao

o(z) < liminf ¢(x,).

n—oo

Teorema A.10 (Desigualdade de Trudinger-Moser II) (Veja em [11]) Se a >0
eu € H'(R?), entdo
/ (e‘“‘z — 1) dz < 0.
R2

Teorema A.11 (Veja em [11]) Seja 2 € R? um dominio limitado. Se (u,) converge

para u em H'(Q), entio existem h € H'(Q) e uma subsequéncia (uy) de (u,) tais que:
(i) ug(x) — u(z) quase sempre em $2;
(11) |uk(x)| < h(x) quase sempre em Q.

Observacao A.1 Observando a demonstragcao do Teorema A.11 em [11], podemos
substituir H'(Q) pelo conjunto E = {w € H'(Q); [, w(z)dz = 0} na convergéncia da
sequéncia (uy,), porém h inH' (devido a (1) do Teorema A.11, h(x) > 0 quase sempre

em ).

Daqui em diante, vamos considerar X um espaco de Banach, A C X aberto em

X, ®: A — R uma fungao diferencidvel em A e J € C*(X,R).

Teorema A.12 (Veja em [18]) Seja u € A tal que ® (u) = 0. Se ® ¢é duas vezes

diferencidvel em u e se existe k > 0 tal que
O (u)(v, v) > k][,
para todo v € X, entao u € ponto de minimo local estrito para P.

Definicao A.13 (Veja em [20]) J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS) se qual-

quer sequéncia (u,) em X tal que

J(up) — ¢

/

J (u,) — 0,

para todo ¢ € R, possui uma subsequéncia convergente.
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Teorema A.14 (Teorema do Passo da Montanha) (Veja em [20]) Se J satisfaz
a condi¢iao (PS),ve X er € (0,||v|]) sao tais que

max{J(0), J(v)} < inf J(u)=0",

[full=r

entao

¢ = inf sup J(y(t))
€L tel0,1]

¢ um valor critico de J com ¢ > b, onde I' = {y € C([0,1], X);(0) = 0,7(1) = v}.

Teorema A.15 (Veja em [21]) Se o funcional J € limitado inferiormente, entdo existe
uma sequéncia minimizante (u,) para J em uma bola B tal que
inf
J(up,) — inf J(v)

’

J (u,) — 0.



Apéndice B

Pertubacao no Problema Linear

O objetivo deste Apéndice é mostrar o Teorema B.2.
Seja o seguinte problema:
—i = \u
(P) u(0) = (1) =0
fol udxr =0
Teorema B.1 Os autovalores do problema (P) e suas autofungédes correspondentes
500:

o )\, =n’m?Vn €N;

e u,(x) = cos(nmx).

Demonstra¢ao: Suponhamos que A # 0 (para A = 0 a tnica solu¢ao do problema (P)

é a trivial). Sejam as fungoes

Uy [O, 1] — R
T = ei Ax
Ug [O, 1] — R

T — efz Ax

De acordo com a teoria de equagbes diferenciais ordinérias (veja em [12]), u; e uy s@o
solucoes da equagao

i — Au =0 (B.1)
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e toda solugao u da equagao (B.1) pode ser escrita unicamente como
U = C1U1 + CaU2,
com c1,co € R. Assim,

u(r) = o [_\/XSGD <\/X $> + v\ cos (\/X m)] +
C2 [\/Xsen (—\/X I) — 1V A cos (—\/X Jcﬂ .

Uma das condigoes para a fungao u ser solugdo do problema (P) é u(0) = 0. Logo,
0= U(O) = ’i\/X(Cl — Cg) = C1 = Ca.
Desta maneira,
u(x) = 2¢ cos (\/X ac) :

para todo x € [0, 1]. Observemos que ¢; = %, pois a funcao u satisfaz a equagao (B.1).

Uma outra condigao para a func¢do u ser solugao do problema (P) é 4(1) = 0. Assim,

Ozu(l):—\/Xsen(\/X>:>sen(\/X)=O:>\/X:mr,

para algum n € N. Logo, A = n?1? e u(z) = cos(nn), para algum n € N. A dltima

condigao para a funcdo u ser solugao do problema (P) é

1
/ udz = 0.
0

Tal condigao é satisfeita pela fungao u. Portanto, segue o resultado.

Teorema B.2 Sejam \ > 0 e n o maior nimero natural tal que n*m* < \. Entao,
existe § > 0 tal que toda solu¢do v do problema (2)y, com ||v|| < 0, possui somente n

ZETOS.

Para demonstra-lo, precisamos provar alguns resultados. Primeiramente, vimos
no Capitulo 1 que o problema (2), é equivalente a equacao v = MK (v),Vv € E. Tal

equagao pode ser reescrita como:
v=AG(v)+ H(\v),Yv € E,

onde H(A,v) = o(||v||) uniformemente em A proximo de A,. Assim, concluimos que o

problema (2), é equivalente ao seguinte tipo de problema:
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- =X+ Ag(v), 0 <z <1
(£p) 5(0) = o(1) =0
fol vdr =0
com ¢(s) = o(s) na origem.
Observagao B.1 Dado L > 0, existe § > 0 tal que sL + g(s) possui o mesmo sinal de

s, para todo |s| < 0.

De fato. Seja ¢ = % Entao existe 6 > 0 tal que

‘9(8) <£7

2

S

com |s| < 6. Para
e s<0=Ls+g(s) <Ls+Z|s|=(=s)(-L+%) =—]|s|5 <0;

)= s

Assim, mostramos a Observagao B.1. Seja u solugdo do problema (P), ou seja,

e s>0=Ls+g(s)>Ls—Ls=s(L- > 0.

2

s
Nl

u(z) = cos(nmz),
para algum n € N. Logo,

d 2,2

—(u—vi) = (nm — Novu — Ag(v)u

T ()

Observagao B.2 Para L = ‘"2”57’\‘ > 0, existe 6 > 0 tal que

ro) - (C52) o)

n?m? — \
3 v

A demonstragao da Observacao B.2 segue da Afirmacao 1.6 no Capitulo 1 e da Obser-

possut 0 mesmo sinal de

quando ||v|| < 9.

vacao B.1.

Vejamos alguns resultados quando A < n?72.
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Lema B.1 Para A\ < n?r?, existe § > 0 tal que se v € solugio de (P,), r é o primeiro

zero de v em (0,1) e ||v|| <6, entao

- 1
> —.
2n

Demonstragao: Consideremos v(r) < 0. Observemos que v > 0 em (0,7), pois r é o
primeiro zero de v em (0,1) e 0(r) < 0. Por contradi¢ao, vamos supor r < % Entao

u(x) = cos(nmx) > 0,Vx € (0,r). Assim, pela Observacao B.2,
0< )\/ L(v)udx = v(r)u(r) — v(r)a(r) — 0(0)u(0) + v(0)a(0) = o(r)u(r) < 0.
0
Portanto, segue o resultado.

2

Corolario B.3 Para A < n*n?, existe § > 0 tal que se v € solucio de (P,), r € o

1

iltimo zero de v em (0,1) e |jv|| <4, entdor <1 — 5-.

Demonstragao: Consideremos 0(r) > 0. Observemos que v > 0 em (r,1), pois r é o

ltimo zero de v em (0, 1) e 9(r) > 0. Por contradiao, vamos supor r > 1 — 5-. Entdo

_ 1
2n?

e u(x) = cos(nmx) > 0,Vr € (1 1], se n & par;

1

o u(r) = cos(nmx) < 0,Vr € (1 — 5-,1], se n & impar.

Assim, pela Observacao B.2,

o (< )\frl C(v)udr = 0(1)u(l) —v(1)u(l) — o(r)u(r) + v(r)u(r) = —o(r)u(r) <0,

se m par;

e 0> )\f: ['(v)udzr = 0(1)u(l) —v(1)a(1) — o(r)u(r) + v(r)iu(r) = —o(r)u(r) > 0,

se n fmpar.
Portanto, segue o resultado.

Lema B.2 Para A < n?m?, existe § > 0 tal que se v € solugdo de (P,), a,b € (0,1)
s@o zeros consecutivos de v tais que a < b e ||[v|| < §, entdo u(x) = cos(nmx) possui

um zero em (a,b).
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Demonstragao: Consideremos v(a) > 0, v(b) > 0. Observemos que v(z) < 0,Vz €
(a,b), pois a < b, a,b € (0,1) sdo zeros consecutivos de v, v(a) > 0 e 0(b) > 0. Por

contradigao, vamos supor u(z) > 0,Vx € (a,b). Logo, pela Observacao B.2,
b
0> v(b)u(b) — v(a)u(a) = )\/ ['(v)udx > 0.
Portanto, segue o resultado.

Lema B.3 Para A\ < n’n?, existe & > 0 tal que se v € solugao de (Bp) e |[v]] < 6,

entdo v possui no mdzimo n — 1 zeros em (0,1).

Demonstragao: Por contradi¢ao, vamos supor que v possui n zeros. Entao, devido ao
Lema A.2, a fungao u(x) = cos(nmwz) possui n— 1 zeros entre o primeiro e o tltimo zero
de v. Como o primeiro zero de v ¢ maior estrito do que 5~ (Lema B.1) ¢ o dltimo zero
de v é menor estrito do que 1 — % (Corolario B.3), entao, com % el— %, a funcao u
tem pelo menos n+ 1 zeros em (0, 1). Isso contradiz o fato da fungdo u possuir n zeros

em (0,1). Portanto, segue o resultado.

Agora, vejamos os resultados para A > n?r2.

Lema B.4 Para \ > n*n?, existe & > 0 tal que se v € solugio de (Bp) e |[v]] < 6,

entao v se anula no intervalo (O, %)

Demonstracao: Por contradicao, vamos supor que v > 0 em (0, %} Assim, pela

Observagao B.2 e para u(x) = cos(nmx),

1

2n 1 1
A Fwude =—-v | — |4 | — :
0> /o (v)udz U(Qn)u(2n)>o

Portanto, segue o resultado.

Corolario B.4 Para A > n*n?, existe § > 0 tal que se v € solugio de (P,) e ||v]| <4,

entao v se anula no intervalo (1 — %, 1).
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Demonstracao: Por contradi¢ao, vamos supor que v > 0 em [1 — %, 1). Assim, pela

Observagao B.2 e para u(x) = cos(nmx),

! 1 1
A r dr=v(l——|u|l—— .
0> /1_1 (v)udx U< 2n)u( Zn) >0

2n

Portanto, segue o resultado.

Lema B.5 Para A\ > n’n?, existe & > 0 tal que se v € solucio de (Bp) e |[v]] < 6,

2/ —1 2j+1
on = 2n ’

entao v possui um zero em

para todo j € {1,2,...,n}.

Demonstragao: Por contradi¢ao, vamos supor que existe j € {1,2,...,n} tal que v > 0

em [x1, T3], com

2j—1 27 +1
e Xy = )
2n 2 2n

Observemos que x; e xg sa0 zeros consecutivos da funcao u(z) = cos(nmwz). Conside-
remos que u > 0 em (z1,z3). Logo, u(xe) < 0 e u(xy) > 0. Assim, pela Observagao
B.2,

0> A/m [(v)ude = —v(as)i(zs) + (a1 )i(zr) > 0.

1

Portanto, segue o resultado.

Lema B.6 Para \ > n*n?, existe & > 0 tal que se v € solucio de (Bp) e |[v]] < 6,

entdo v possui no minimo n+ 1 zeros em (0,1).

Demonstracao: Devido ao Lema B.5, a fun¢ao v possui n — 1 zeros entre o primeiro e o

tltimo zero da funcdo u(x) = cos(nm). Como a fungdo de v se anula em (0, 5-) (Lema

B.4) e em (1 — %, 1) (Corolario B.4), entao a fungao v tem pelo menos n + 1 zeros em

(0,1). Portanto, segue o resultado.
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Demonstracao do Teorema B.2

Como A < (n+1)%7?, entao, pelo Lema B.3, existe §; > 0 tal que toda solugao v do
problema (2)y, com ||v|| < d;, possui no maximo n zeros em (0, 1). Como (n—1)?7% < A,
entao, pelo Lema B.6, existe do > 0 tal que toda solugdo v do problema (2),, com
[|v]| < d2, possui no minimo n zeros em (0, 1). Portanto, existe 6 = min{dy,d2} tal que

toda solucao v do problema (2),, com ||v|| < J, possui somente n zeros.



Apéndice C
Resultados da Teoria de Bifurcacao

Aqui enunciaremos alguns resultados da Teoria de Bifurcacao utilizados neste
trabalho. Para entendermos a Teoria de Bifurcacao é necessario termos em mente a

Teoria do Grau. Todos os resultados encontram-se em [19].

Definigao C.1 Sejam X e Y espacos de Banach, I = (A\g— 0, Ao +0) CReU C X
uma vizinhanga de u =0, F: I x U — Y tal que F(X,0) = 0 sobre I. Entao (X\o,0) é
um Ponto de Bifurcagdao para F(A u) =0 se

<>\07 0) € z?
onde A={(\u) € I xU;F(\u)=0eu+#0}.
Daqui por diante, vamos considerar X como um espago de Banach real, u como

elemento arbitrario de X, G € £(X), I' C Rx X uma vizinhanga de (\p,0) e F': T' = Y,
Y espago de Banach, tal que F(\,0) = 0,V(A,0) € T.

Definicao C.2 Sejam W e Y espacos de Banach e V. C W. Um operador K : V —'Y

é dito compacto quando K(B) é compacto para todo B C V' limitado.

Teorema C.3 Seja H : ' — X tal que Hy, H, Hy, sao continuas em €. Se
e H(\u)=o(||u]|]) quando w — 0, uniformemente em X\ prozimo de \o;
e (G compacto;

e \g autovalor simples de G,

entdo (Ao, 0) € um Ponto de Bifurcagao para F(\ u) =u— AG(u) + H(\ u) = 0.
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Teorema C.4 Consideremos
e H:T — X um operador compacto;
o H(\ u)=o(||lu]]) quando w — 0, uniformemente em X\ prozimo de \o;
e )\ autovalor de G com multiplicidade impar.
o F(\u)=u—\G(u)+ H(\u);
e A={(\u)eTl; F(A\u)=0eu#0}.

Entio a componente C de A, com (X\o,0) € C, satisfaz pelo menos uma das sequintes

propriedades:
(i) CNAT # 0,

(11) C possui um nimero impar de zeros triviais (X;,0) # (Ao, 0), onde \; € autovalor

de G com multiplicidade impar.

Corolario C.5 Sob as mesmas hipoteses do Teorema C.4 com Ny autovalor simples
de G. Entio a componente C de A, com (A\y,0) € C, é composta por dois continuos
C~ e C7 tais que

® Ci N CJF M B(S(A0,0) — {()‘070)}7
o CN8Bs(Xo,0) = 0,

para todo & > 0 suficientemente pequeno.



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

5]

(6]

7]

18]

9]

Ricciardi, T. e Tarantello, G. On periodic boundary value problem with exponential

nonlinearities, Differential Integral Equations 11, 745-753, (1998).

Struwe, M. e Tarantello, G. On multivortexr solutions in Chern-Simons Gauge

theory. Boll. Unione Mat. Ital, Sez. B, Artic B(8) 1, 109-121, (1998).

Lin, C. S. e Lucia, M. One-dimensional symmetry of periodic minimizers for a
mean field equation, Ann. Scuola. Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (5) VI, 269-290,
(2007).

Lin, C. S. e Lucia, M. Uniqueness of solutions for a mean field equation on the

torus, J. Differential Equations 229, 172-185, (2006).

Tarantello, G. Multiple condensate solutions for the Chern-Simons-Higgs theory,
J. Math. Phys. (8) 37, 3769-3796, (1996).

Ding, W., Jost, J., Li, J. e Wang, G. The differential equation Au = 81 — 8mwhe"
on a compact Riemann surface, Asia J. Math. 1, 230-248, (1997).

Nolasco, M. e Tarantello, G. On sharp Sobolev-type inequality on two-dimensional

compact manifolds, Arch. Ration. Mech. Anal. 145, 161-195, (1998).

Chen, C. C. e Lin, C. S. A sharp estimate for solutions of multi-bubbles in compact
Riemann surfaces, Comm. Pure Appl. Math. 55, 728-771, (2002).

Cabré, X., Lucia, M. e Sanchon, M. A mean field equation on a torus: one-

dimensional symmetry of solutions, Comm. Partial Differential Equations 30,

1315-1330, (2005).



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

20]

[21]

96

Moser, J. A sharp form of an inequality by N. Trudinger, Ind. Univ. Math. J. 20,
1077-1091, (1971).

Bezerra, F. D. M. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser e aplicagoes, Dissertacao

de Mestrado, UFCG, (2006).

Coddington, E. A., An introduction to ordinary differential equations, Prentice-

Hall, Englewood Cliffs (1963).

Bartle, R. G., The Elements of Integration and Lebesque Measure, John Wiley &
Sons, Inc., New York (1995).

De Barr, G., Measure Theory and Integration, Horwood Publishing Limited,
Chichester (2003).

Gilbarg, D. e Trudinger, D., Elliptic differential equations of second order,
Springer-Verlag, New York (1979).

Brezis, H., Analyse functionnelle-théorie et applications, Masson, Paris (1996).

Kreyszig, E., Introductory functional analysis with applications, John Wiley &
Sons, Inc., New York, (1989).

Kesavan, S., Nonlinear Functional Analysis: A First Course, Hindustan Book

Agency, New Delhi (2004).

Deimling, K., Nonlinear Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg
(1985).

Costa, D. G., Topicos em andlise nao-linear e aplicacoes as equagoes diferenciais,

CNPq-IMPA, Rio de Janeiro (1986).

Struwe, M., Variational Methods, Springer-Verlag, Berlin (1990).



