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Abstract

In this work we study polynomial identities and central polynomials for matrix
algebras. More precisely, we present the description of the identities and Z,-graded
and Z-graded central polynomials for the algebra M, (K) (the n x n matrices over
the field K') when the characteristic of K is zero. Afterwards we give the description
of the ordinary (nongraded) central polynomials for the algebra My(K), the 2 x 2
matrices over K, assuming the field of characteristic zero. Finally, we present two
classical constructions of central polynomials for M, (K). These appeared as an answer
to a problem posed by Kaplansky in 1956 about the existence of nontrivial central

polynomials for that algebra.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades e polinémios centrais
para a algebra das matrizes. Mais precisamente, apresentamos a descricao das
identidades e polindémios centrais Z,-graduados e Z-graduados para a algebra M, (K)
(matrizes n X n sobre um corpo K), quando caracteristica de K é zero. Depois,
apresentamos a descricao dos polindmios centrais ordinéarios para a algebra My(K)
(matrizes 2 x 2 sobre K), também para um corpo de caracteristica zero. Finalmente,
apresentamos duas construgoes classicas de polindmios centrais para M, (K), que
surgiram como resposta a um problema sugerido por Kaplansky em 1956 sobre a

existéncia de polinémios centrais nao triviais para esta algebra.
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Introducao

A teoria das algebras com identidades polinomiais é de grande importancia na
Teoria de Anéis. Uma identidade polinomial de uma &algebra A é um polindémio
f(x1,29,...,2,) em varidveis ndo comutativas que se anula quando avaliado em
quaisquer elementos de A. Dizemos que A é uma Pl-algebra quando existe um
polinémio nao nulo nestas condigoes. Podemos citar como exemplo de Pl-algebras
as algebras comutativas, as de dimensao finita e as nilpotentes. Uma vez que as
identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma algebra, seu estudo
passa a ser de grande relevancia.

A teoria das algebras com identidades polinomiais ou Pl-teoria teve inicio com
trabalhos de mateméticos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov
(podemos citar como exemplos [26], [27], [37], [14]), que tratavam da estrutura de anéis
(ou algebras) que satisfazem uma identidade polinomial, e comegou a se desenvolver
mais intensamente por volta de 1950 quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki
[10], o qual afirma que a algebra M, (K') das matrizes n X n sobre um corpo K satisfaz a
identidade "standard"de grau 2n. Ao longo dos anos a PI-teoria tem sido desenvolvida e
exposta através de excelentes trabalhos (artigos e livros) de mateméaticos como Nagata,
Higman, Posner, Amitsur, Herstein, Procesi, Rowen, Shirshov, Drensky (podemos citar
como exemplos [39], [25], [42], [3], [23], [24], [43], [49], [50], [51], [13]) entre outros.

Uma das questoes centrais na Pl-teoria estd relacionada a descricao das
identidades polinomiais de uma algebra, isto é, a determinacao de uma base para
o T-ideal (ideal das identidades) desta &lgebra. Em 1950, Specht levantou o seguinte
questionamento: ” Toda dlgebra associativa possui uma base finita para suas identidades
polinomiais?”. Esta pergunta ficou conhecida como Problema de Specht. Em 1987,
Kemer, em seu importante trabalho (|29],[30]) sobre a estrutura dos T-ideiais em

caracteristica zero, deu uma resposta afirmativa para este problema. Contudo, Kemer



nao mostra como determinar uma tal base finita e portanto nao resolve o problema da
descricao das identidades de uma algebra, problema este que continua em aberto até
hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas algebras em particular.

O trabalho de Kemer sobre T-ideais tornou-se importante nao somente por
responder afirmativamente ao famoso Problema de Specht, mas por ter tratado das
algebras T-primas, algebras cujos T-ideais sao T-primos. Kemer mostra em seu
trabalho que os tnicos T-ideais T-primos nao-triviais em caracteristica zero sao os
T-ideais das algebras M, (K), M,(E) e M,,(E), onde E & a algebra de Grassmann de
dimensao infinita e M, ,(E) é a subélgebra de M,,(F) que consiste das matrizes que
tém na diagonal principal um bloco a X a e outro b x b com entradas em Ej, o centro de
E, e na diagonal secundéria blocos com entradas em Ej, a parte anticomutativa de E.
A partir do trabalho de Kemer foi mostrado que em caracteristica zero vale as seguintes
igualdades T'(M, ,(E)QF) = T(My1p(E)), T(Map(E)RM.q(E)) = T(Mactbd.adibe(F))
eT(E®FE)=T(M(E)), onde T'(A) denota o T-ideal das identidades da algebra A.
Este resultado ¢ conhecido como o Teorema do Produto Tensorial de Kemer e do qual
segue que o produto tensorial A ® B de algebras T-primas é Pl-equivalente a uma
algebra T-prima.

Ainda se conhece pouco sobre as descricoes das identidades das algebras T-
primas. As identidades da &lgebra de Grassmann E foram descritas em caracteristica
zero por Latyshev [35] e por Krakowski e Regev [34] (veja também o artigo
[20] para as identidades de E sobre corpos infinitos de caracteristica diferente de
2). A descrigio das identidades de M, (K) é conhecida apenas no caso n =
2 e foi dada por Razmyslov [44] e Drensky [10], em caracteristica zero, e por
Koshlukov [31], para corpos infinitos de caracteristica diferente de 2. No caso
de K ser um corpo finito as identidades de M, (K) foram descritas por Maltsev
e Kuzmin [38] no caso n = 2 e por Genov e Siderov quando n = 3 ou 4
(|18] e [19]). Em caracteristica zero, se conhece a descricao das identidades de
E ® E, e consequentemente de M; 1(F), o qual foi feita por Popov [41]. Vale salientar
que em caracteristica positiva ainda nao se tem descricao para as identidades destas
dlgebras e nem ¢ valida a igualdade T(E ® E) = T(M,1(E)).

Uma das maiores ferramentas no trabalho de Kemer foi o uso de identidades

graduadas. Este tipo de identidade é uma generalizacao das identidades ordinarias



e tem uma estreita relacdo com elas. Dessa forma, as identidades graduadas tém
grande importancia na Pl-teoria e por essa razao se tornaram objetos de estudos
independentes.

As algebras E, My(K), My1(E) e E ® E possuem Zo-graduacOes naturais e
os geradores de suas identidades Zs-graduadas ja sao conhecidos. As identidades
Zo-graduadas de My(K) e de M (F) foram descritas por Di Vincenzo [9], em
caracteristica zero, e por Koshlukov e Azevedo [32], para corpos infinitos de
caracteristica diferente de 2. No caso das élgebras M, (K), as identidades Z-graduadas
e as Zp-graduadas foram descritas para n qualquer por Vasilovsky ([54] e [55]), em
caracteristica zero, e por Azevedo (|5] e [4]), para corpos infinitos. Apresentaremos
neste trabalho a descri¢ao das identidades Z-graduadas e as Z,-graduadas para M, (K),
no caso de K ser um corpo de caracteristica zero.

Além das identidades graduadas, existem outros tipos importantes de identidades:
identidades fracas, identidades traco e identidades com involucao. Neste trabalho
trataremos apenas de identidades fracas, os quais serao importantes para a construcao
de um polindmio central para a algebra M, (K) (veja [6]) que serda apresentada no
ultimo capitulo.

Um outro conceito também de grande importancia na Pl-teoria é o de polindmio
central. Um polinémio f(xy,xo,...,x,) é dito central para uma algebra A se resulta
em um elemento do centro de A quando avaliado em quaisquer elementos desta algebra.
Como exemplo de polindmios centrais podemos citar as identidades polinomiais,
conhecidas por polindmios centrais triviais. Em 1956, Kaplansky |[28] apresentou
uma lista de problemas em aberto que motivaram diversos pesquisadores nas décadas
seguintes. Um dos problemas era sobre a existéncia de polindmio central nao trivial
para a algebra das matrizes M, (K), onde n > 2 (no caso n = 2 o polinémio de Hall
(1, xo][x3, 4] + |23, 24][71, 2] j& era conhecido). A solugdo para este problema so6 foi
dada 1972-1973 independentemente por Formanek [15] e Razmyslov [45] (veja também
[47]). Mais tarde, outros polinomios centrais para M, (K) foram construidos, veja por
exemplo [22], [12] e [21].

Assim como na descricao de identidades, a descricao dos polindmios centrais de
uma algebra ¢ uma questao de grande importancia na PI-Teoria, embora ainda se

conhega pouco neste sentido. No caso das éalgebras M,,(K), geradores dos polindomios



centrais sao conhecidos apenas no caso n = 2, e foram determinados por Okhitin
[40], quando char K = 0, e por Colombo e Koshlukov [8], quando K ¢ infinito e de
caracteristica diferente de 2. Uma descricao detalhada da estrutura de modulo dos
polinomios centrais para My(K), quando charK = 0, pode ser vista em Formanek
[16]. No caso da &lgebra exterior, um estudo dos polinémios centrais ¢ feita em [1].
Também foram descritos os polindmios centrais graduados para a algebra M, (K), com
as graduacoes dadas pelos grupos Z e Z,. Nesta descricao as identidades Z-graduadas
e as Zy-graduadas de M, (K) representaram uma importante ferramenta.

A importancia dos conceitos de identidades polinomiais e polindémios centrais e
o fato de se saber pouco sobre as descricoes das identidades e dos polindmios centrais
da 4lgebra das matrizes sobre um corpo sao motivacoes importantes para o estudo de
tais polinomios. Neste trabalho nos propusemos a fazer este estudo.

O nosso trabalho esta organizado em quatro capitulos. No primeiro capitulo
sao apresentados conceitos e resultados bésicos necessarios para o desenvolvimento
do trabalho. No segundo apresentamos as descrigoes das identidades e polinémios
centrais Z-graduados e Z,-graduados para a &lgebra M, (K), onde K é um corpo
de caracteristica zero. Nestas descricoes consideramos as graduacoes naturais de
M, (K) pelos grupos Z, e Z. No terceiro capitulo é apresentada a descrigdo dos
polinémios centrais para a algebra Ms(K), quando char K = 0. Finalmente, no quarto
capitulo apresentamos as construcoes de polindmios centrais feitas por Formanek [15]
e Razmyslov [45] para a algebra M, (K), construgoes que surgiram como resposta ao
problema sugerido por Kaplansky e a construgdo dada por Latyshev e Shmelkin [36]
de um polinémio central em uma variavel para a algebra M, (K), onde K é um corpo

finito.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho. Vamos iniciar com uma discussao sobre &algebras,
nosso objeto de estudo. No texto K denotard um corpo e, a menos de alguma mencao

em contrario, todas as algebras e espacos vetoriais serao definidos sobre K.

1.1 Algebras

Definigao 1.1.1 Uma K-dlgebra (dlgebra sobre K ou simplesmente dlgebra) é um
par (A, x), onde A é um espago vetorial e x € uma opera¢ao bindria em A que € uma

aplicacao bilinear, ou seja, x : A x A — A satisfaz
(i) (a+b)*xc=a*xc+bxc

(i) ax(b+c)=axb+axc

(11i) (Aa)*xb=ax* (Ab) = A(axD).

para quaisquer a,b,c € A e A € K.

Na definicao acima, * é chamado de produto ou multiplicacao. Para simplificar a
notagao, vamos denotar uma K-algebra (A, ) por A, e escreveremos ab, ao invés de axb,
para a,b € A. Definimos ajasas como sendo (ajas)as e, indutivamente, ajas . . . a,a,11
como sendo (ajas...a,)a,+1 para a; € A. Um subconjunto 5 é uma base da algebra
A se [ é uma base de A como espaco vetorial. Neste caso, definimos a dimensao de A

como sendo a dimensao do espaco vetorial A.

Definicao 1.1.2 Uma dlgebra A € dita ser:

e associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A.



e comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A.

e unitdria(ou com unidade), se o produto possui elemento neutro, isto €, se eriste
um elemento 14 € A chamado de unidade de A tal que 140 = al s = a para todo
a € A.

e dlgebra de Lie se para quaisquer a,b,c € A walem a®> = aa = 0 e
(ab)c + (be)a + (ca)b = 0 (identidade de Jacobi).

o nil se para cada a € A, existe n € N tal que a" = 0. O elemento a é chamado
de nilpotente e o menor natural n com tal propriedade € denominado indice de
nilpoténcia de a. Quando existe n € N tal que a" = 0 para todo a € A, dizemos

que A € nil de indice limitado.

e nilpotente se existe n € N tal que o produto de quaisquer n + 1 elementos
de A com qualquer disposicao de parénteses € igual a zero (se A é de Lie
ou associativa, isto equivale a dizer que ajay...ana,+1 = 0 para quaisquer
a1,as,...,04y, ane1 € A). Neste caso, definimos o indice (ou classe) de nilpoténcia

de A como sendo o menor n que satisfaz esta condicado.

Observe que se A é uma algebra nilpotente, entao é nil de indice limitado.

Claramente, uma algebra nil nao pode ter unidade.

Observacao 1.1.3 Se A e B sao espacos vetoriais, 5 uma base de A e f : 3 — B
€ uma aplicacao qualquer, entdo existe uma unica aplicacao linear F : A — B
estendendo f. Além disso, se g : B X 3 — A € uma aplicacdo qualquer, entao
existe uma unica aplicacao bilinear G : Ax A — A estendendo g. Assim, para definir
uma estrutura de dlgebra em A, basta definir o produto para os elementos de uma base.
Uma vez definido o produto, verifica-se que A € uma dlgebra associativa se, e somente
se, (viva)vs = vy(vau3) para quaisquer vy, vy, v3 € (. Isto deve-se ao fato de que a
aplicagio h : A x A x A — A, definida por h(a,b,c) = (ab)c — a(bc), sendo trilinear,

€ nula se, e somente se, € nula em 3 x 3 X [3.

Em praticamente todo trabalho vamos tratar de &lgebras associativas com
unidade. De agora em diante, a menos que seja mencionado o contrario, o termo
algebra devera ser entendido como &lgebra associativa unitaria. Apresentaremos a

seguir alguns exemplos importantes de algebras.

Exemplo 1.1.4 O espaco vetorial M,(K) das matrizes n X n com entradas em K,
munido da multiplicacao usual de matrizes, € uma dlgebra associativa com unidade

a qual é exatamente a matriz identidade I,,. Nesta dlgebra ¢ importante destacar as



matrizes unitdrias L;;, para 1 < i,7 < n, onde E;; é a matriz cuja inica entrada
néo nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. E facil ver que elas formam uma
base para M,(K) e portanto a dimensio desta dlgebra é n®. Mais geralmente, se A é
uma dlgebra, consideremos o espaco vetorial M, (A) de todas as matrizes n X n com
entradas em A. O produto em M,(A) € andlogo ao produto em M,(K). Temos que

M, (A), munido deste produto, € uma dlgebra.

Exemplo 1.1.5 Seja V' um espaco vetorial com base {ey,es, es,...}. Definimos a
dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V, denotada por E, como sendo

a dlgebra com base
{1,ei,€iy...05 |11 <l <...<ixk>1}
e cujo produto € definido pelas relacoes
e2=0c¢e eie; = —eje; para quaisquer i,j € N.
Destacamos em E os sequintes subespacos vetoriais:
e FEy, gerado pelo conjunto {1,e;,e;,...€;, | m € par}
e F,, gerado pelo congunto {e; e, ...€; | k € impar}

Claramente, E = Ey © Ey como espago vetorial. Desde que e;e; = —eje; temos
(€iy . €i )€, - ej) = (=1)" (ej, ...ej )€ ... €i,) para quaiquer m,k € N, e assim
podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € Fy e x € E, e bc = —cb para
quaisquer b, c € E1. Observamos facilmente que se char K = 2, entao E € uma dlgebra
comutativa.

Considerando E' a dlgebra com base {e; €;,...€; | i1 < ig < ... < gk > 1},

temos que E' nao tem unidade e é chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Se A é uma algebra associativa e a,b € A, definimos o comutador [a,b] = ab—ba e
aob = ab+ba. Mais geralmente, definimos o comutador de comprimento n como sendo
lat,...,an_1,a,] = [[a1,...,an_1],a,], onde a; € A. A partir de um calculo direto,

podemos mostrar que

lab, ¢] = alb, ] + [a, c]b para quaisquer a,b,c € A. (1.1)

Seac AeT,: A— Aétal que T,(x) = [z,a], entdo por 1.1 segue que T, é uma

derivagao. Logo, usando induc¢ao sobre n pode-se mostrar que

n

l[aras . . .an, ] = Z ap...a;_1[a;, clai ... ay,. (1.2)

=1



Se A é uma algebra, V e W subespacos vetoriais de A, definimos o produto VW como

sendo o subespaco vetorial de A gerado pelo conjunto {zy | z € V,y € W}.

Definigao 1.1.6 Um subespaco vetorial B de uma dlgebra A serd denominado de
subdlgebra de A se BB C B el € B. Um subespaco vetorial I de A serd denominado
de tdeal de A se AI C I e IA C I, ou seja, se ax, ra € I para quaisquer a € A e
xel.

Exemplo 1.1.7 Considere a dlgebra exterior E (Exemplo 1.1.5). Dado n € N

consideremos o subespaco E, de E gerado pelo conjunto
{1,€i16i2...€ik ’Zl <lp < .. < g Sn}

O subespaco E, ¢ uma subdlgebra de E de dimensdo 2" e € a dlgebra exterior do espago

vetorial com base {eq,ea,...,€e,}.

Exemplo 1.1.8 (Centro de uma algebra) Seja A wma dlgebra. O conjunto
Z(A) = {a € A| ar = za,Vx € A} é uma subdlgebra de A denominada centro
de A. Um fato conhecido da Algebra Linear elementar é que dado n € N tem-se
Z(Mn(K)) = {Muxn | A € K} (matrizes escalares). Se A = E(dlgebra exterior),
entio Z(E) = Eqy (charK # 2).

Exemplo 1.1.9 (Subalgebra gerada) Sejam A uma dlgebra ¢ O # S C A.
Consideremos o subespaco Bs de A gerado por {1,s182...5; | k € Nys; € S}. Temos
que Bg € multiplicativamente fechado e 1 € Bg. Portanto, Bs € uma subdlgebra de A,
chamada de subdlgebra gerada por S. Além disso, toda subdlgebra de A que contém

S deve conter Bg e assim Bg € a menor subdlgebra de A contendo S.

Definigao 1.1.10 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacgao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras se p(zy) = p(x)p(y) para quaisquer
z,y € A e o(la) = 1g. Dizemos que ¢ é um mergulho(ou monomorfismo) se ¢
€ um homomorfismo injetivo, tsomorfismo se ¢ € bijetivo, endomorfismo se ¢
¢ um homomorfismo e A = B e automorfismo se ¢ é um endomorfismo bijetivo

(endomorfismo e isomorfismo ao mesmo tempo).

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos
que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Se ¢ : A — B ¢é um homomorfismo de algebras, o conjunto
Kerp = {a € A | p(a) = 0}, chamado de nicleo de ¢ é um ideal de A, e o conjunto
Imp ={p(a) | a € A}, chamado de imagem de ¢, ¢ uma subélgebra de B.

8



Sendo A uma algebra e [ um ideal de A, consideremos no espaco vetorial quociente
A/I o produto (a+1)(b+1) = ab+1I paraa,b € A. Este produto estd bem definido (ndo
depende da escolha dos representantes das classes laterais) e torna A/l uma algebra,
conhecida por dlgebra quociente de A por I. Denotaremos a+1 pora. Sejay : A — B

um homomorfismo de algebras. Se I é um ideal de A e I C Kerp, entao a aplicagao

P A/l — B
a +— p(a) = ¢(a)
é bem definida e ¢ um homomorfismo de algebras. Se [ = Keryp, entao p é injetora e

consequentemente A/Kerp ~ Imp = Imep.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomorfismos.

Exemplo 1.1.11 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagiom: A — AJI,

definida por w(a) = @, é um homomorfismo de dlgebras chamado de projecao canénica.

Exemplo 1.1.12 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um elemento a € A é invertivel

V'= a7 'a = 1. Vamos denotar por U(A) o conjunto

se existe a' € A tal que aa”
dos elementos invertiveis de A. Se r € U(A), a aplicacio & : A — A, definida
por &(z) = 17!

determinado por r.

xr, € um automorfismo de A, chamado de automorfismo interno

Exemplo 1.1.13 Seja A" uma dlgebra sem unidade. Consideremos o espaco vetorial
A=KaoA={(N\a) | Ne K,ac A’}

Definimos em A o sequinte produto (A, a1)(Ag,a2) = (M2, Ad1az + Aeay + ajas). O
conjunto A, munido deste produto, é uma dlgebra associativa com unidade (o elemento
(1,0)). A aplicacio ® : A" — A definida por ®(a) = (0,a) é um merqulho. Dizemos
que A € obtida de A’ por adjuncao da unidade.

Exemplo 1.1.14 As dlgebras E (dlgebra exterior) e K @& E' (Exemplo 1.1.13) sao

isomorfas, pois ¥ : K ® E' — E, definida por (A, x) = X+ z € um isomorfismo.

1.2 Identidades Polinomiais

Nesta secao introduziremos o conceito de Identidade Polinomial. Vamos iniciar
com a definicdo de algebras livres, cuja importancia estd no fato de ser o "ambiente"

onde as identidades polinomiais aparecem.



-

Definicao 1.2.1 Seja V uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F € V €
uma dalgebra livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F tal que para toda
dlgebra A € V e toda aplicacao h 1Y — A existe um inico homomorfismo de dlgebras
o F'— A estendendo h. F € entao dita ser livremente gerada por Y e a cardinalidade

Y| do conjunto Y é chamada de posto de F.

A seguir construiremos uma algebra livre na classe de todas as &lgebras
associativas unitarias. Seja X = {x1,29,...} um conjunto nio-vazio e enumeravel
de varidveis nao-comutativas. Uma palavra em X é uma sequéncia x;, x;, ... x;, onde
n € Ne z;; € X. Vamos denotar por 1 a palavra vazia. Dizemos que duas palavras
Ti\ Tiy - .. Tipy € TjTj, ... T4, SA0 1guals se n = m e i1 = Ji,l3 = Jo,...,lp = Jn.
Consideremos K (X) o espaco vetorial que tem por base o conjunto de todas as palavras
em X . Dessa forma, os elementos de K(X), que chamaremos de polindmios, sao somas

(formais) de termos (ou monoémios) que sao produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X. Consideremos em K (X) a seguinte multiplica¢ao
(ﬂfil c. xlk)(le c. le) =Ty - - Xy Tjy .- Ly, onde Liyy Xjg e X.

O espago vetorial K (X) munido deste produto ¢ uma algebra associativa (veja
a Observagdo 1.1.3) com unidade, que é a palavra vazia. Observe que X gera K(X)

como algebra.

Proposicao 1.2.2 A dlgebra K(X) ¢ livre na classe das dlgebras associativas com

unidade.

Demonstracao: Sejam A uma algebra e h : X — A uma aplicacao qualquer, com
h(z;) = a; para ¢ € N. Da Observacao 1.1.3 segue que existe uma aplicagao linear
on : K(X) — A tal que pp(1) = 14 e op(zi,miy ... T5,) = @304, - .. a;,. Temos que @y,

¢ um homomorfismo de élgebras e é o tnico satisfazendo ¢,|x = h. =

Definicao 1.2.3 Seja A uma dlgebra. Um polinomio f(z1,...,z,) € K(X) (ou a

expressao f(xy,...,x,) = 0) é dito ser uma identidade polinomial da dlgebra A, se
flay,...,a,) =0 para quaisquer ay, ..., a, € A.
Observemos que f = f(x1,...,x,) ¢ uma identidade polinomial de A se, e somente

se, f pertence aos nucleos de todos os homomorfismos de K (X) em A. Denotando por

T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que A é uma
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algebra com identidade polinomial ou PI-algebra® se T(A) # {0}. Se A; e A,
sao algebras tais que T'(A;) = T(As), dizemos que A; e A, sao PI-equivalentes.
Apresentaremos a seguir alguns exemplos de 4&lgebras com identidades

polinomiais.

Exemplo 1.2.4 Se A é uma dlgebra comutativa, entdo o polindmio comutador

f(z1,x0) = |21, 23] = 2129 — 221 € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.5 A dlgebra de Grassmann E € uma Pl-dlgebra, pois o polindmio
[x1, 29, 23] € uma identidade polinomial de E. Para ver isto, basta observar que
la,b] € By = Z(E) para quaisquer a,b € E.

Exemplo 1.2.6 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1,79,23) = [[x1,12]%, 23]
conhecida como a identidade de Hall. De fato, basta observar que:

(1) Se A, B € M, (K), entao tr([A, B]) = 0;

(2) Se A€ My(K) etr(A) =0, entao A*> = X\, onde I é a matriz identidade de
My(K).

Exemplo 1.2.7 Considere o polinémio

STy, .oy Tp) = Z (=)o) - - - Tony,
O'ESn
onde S, € o grupo simétrico das permutacéoes de {1,2,...,n} e (=1)7 € o sinal da
permutacao o. O polindmio s, € chamado de polinémio standard de grau n. Em
[2] foi provado que son(x1,...,x9,) € T(My(K)), fato conhecido por Teorema de

Amatsur-Levitzki. Posteriormente, foram apresentadas outras demonstracoes deste

teorema (veja [33], [53], [46] e [48], ).

Os conceitos que apresentaremos a seguir, assim como suas propriedades, sao de

fundamental importancia na Pl-teoria.

Definicao 1.2.8 Um ideal I de K(X) € dito ser um T-ideal se ¢(I) C I para todo
¢ € EndK(X), ou equivalentemente, se f(g1,...,9n) € I para quaisquer
flzr,...,xn) €L egr, ..., g0 € K(X).

Proposicao 1.2.9 O conjunto T(A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal
de K(X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra B
tal que T(B) = 1.

13 sigla vem do inglés - polinomial identity.
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Demonstragdo: E facil ver que T(A) é um ideal de K(X). Sejam
f(z1,...,2n) € T(A) e ¢ € EndK(X), arbitrarios. Se ¢ : K(X) — A é um
homomorfismo qualquer, entao ¥ (p(f)) = (Yop)(f) =0, pois Yoy : K(X) — Aéum
homomorfismo de algebras e f € T(A). Dai, ¢(f) € Ker(y) e portanto ¢(f) € T(A).

Seja [ um T-ideal de K(X). Tomemos a algebra quociente B = K(X)/I e
a projecao canonica m : K(X) — K(X)/I. Se f € T(B), entao f € Ker(n).
Como Ker(m) = I, temos T(B) C I. Por outro lado, se f(xy,...,x,) € [ e

g1y, 90 € K(X), entdo f(g1,...,9,) € I e dai f(g1,...,9n) = f(g1,---,9,) = 0.

Logo, f € T(B), o que conclui a demonstracdo. m
Nao ¢ dificil ver que a interseccao de uma familia qualquer de T-ideais é ainda

um T-ideal. Segue entao a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.2.10 Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado
por S, denotado por (S)T, como sendo a interse¢io de todos os T-ideais de K(X) que

contém S. Dessa forma, (S)T é o menor T-ideal contendo S.

Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaco

vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{hif(g1,-- - gn)ha | [ € S 0 oy gn,. .o gn € K(X)}.

Se A é uma algebra e S C T(A) ¢ tal que T(A) = (S)T dizemos que S ¢ uma
base das identidades de A. Se um polinomio f(zy,...,z,) € (S)T dizemos que f
segue de S, ou que f é uma consequéncia de S.

Um dos problemas centrais da Pl-teoria é encontrar, para uma dada algebra,
bases para suas identidades polinomiais. Sendo A uma algebra, caso T'(A) possua uma
base finita e todo T-ideal I com I O T(A) também tem base finita, dizemos que A
satisfaz a propriedade de Specht (W. Specht). A questdo da existéncia da base
finita para as identidades das &lgebras associativas sobre corpos de caracteristica zero
é conhecida como problema de Specht e, em [30], Kemer deu uma resposta positiva
para esta questao.

Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades de algumas algebras

importantes.
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Exemplo 1.2.11 Se A ¢ uma dlgebra comutativa com unidade e K € um corpo infinito,
entao T(A) = ([xy, 22))T. Dizemos entdo que todas as identidades de A sequem (ou
sGo consequéncias) do polinémio [xy, zs].

Exemplo 1.2.12 Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo
T(E) = {([x1, 22, x3])T (veja [34] e [20]). No caso de K ser finito Stojanova-Venkova
[52] descreveu as identidades da dlgebra exterior nao-unitdria e de dimensao finita e

Siderov [7] descreveu as identidades quando a dimensao € infinita.

Exemplo 1.2.13 Em 1973, Razmyslov [{4] provou que T(Ms(K)) € finitamente
gerado para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,
Drensky [10] mostrou que T(My(K)) = (s4(z1, 79,3, 14), [[T1, 22)?, 23])T, também
quando charK = 0. Em 2001, Koshlukov [31] generalizou este resultado de Drensky
para K infinito de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando char K = 3, uma terceira
identidade é necessdria para gerar o T-ideal (veja [8]). Para charK = 2, o problema
da descri¢ao de T(My(K)) ainda estd em aberto.

1.3 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Apresentaremos nesta secao um breve estudo sobre variedades de algebras e
algebras relativamente livres.
Definigao 1.3.1 Seja S um subconjunto de K(X). A classe B de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade (de dlgebras
associativas) definida por S. A variedade trivial é a classe de dlgebras que contém
apenas a dlgebra nula (isto €, € a variedade cujo conjunto de identidades que a definem
é K(X)).

Se B & uma classe de algebras, seja T'(B) a interse¢ao de todos os T-ideais T'(A)
com A € B. A variedade de élgebras definida por T'(B) é chamada de variedade
gerada por B e denotada por varB. Se B = { R}, entao denotamos varB simplesmente

por var R. Observe que a variedade definida por S ¢ igual & variedade definida por (S)7T.

Teorema 1.3.2 (Birkhoff) Uma classe nao-vazia de dlgebras B € uma variedade se,

e somente se, € fechada a produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Demonstracao: Veja [13], pagina 24. m

Definicao 1.3.3 Seja V uma variedade de dlgebras. Para um conjunto fixo Y, a
dlgebra F' € V € uma dlgebra relativamente livre de V, se F ¢ livre na classe
V (livremente gerada porY, veja definicao 1.2.1). A cardinalidade de'Y é chamada o
posto de F.
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Teorema 1.3.4 Toda variedade V (ndo-trivial) possui alguma dlgebra relativamente
livre.  Além disso, duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto em V sdo

1somorfas.

Demonstragao: Seja T'(V) = (pey T'(R) e considere 7 : K(X) — K(X)/T(V) a
projecao canonica. Sejam z; e x5 dois elementos distintos de X tais que 7(z1) = 7(x2).
Consideremos uma &algebra nao-nula A de V e um elemento nao-nulo a € A. Entao
existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A tal que ¥(z1) = a e ¥(z2) = 0. Como
T(V) C Kery, existe um homomorfismo ¢ : K(X)/T(V) — A tal que ¢ o = 1.
Mas, a = ¥(z1) = (pom)(x1) = (¢ o7m)(x3) = ¢¥(xg) = 0, 0 que é uma contradi¢io.
Logo, |x € injetora e portanto m(X) é enumeravel.

A &algebra K(X)/T(V) é gerada pelo conjunto m(X) e pertence a V), pois satisfaz
todas as identidades de T'(V). Vamos mostrar que esta algebra é livre em V, com
conjunto gerador livre 7(X). Sejam A € V e o uma aplicacio de 7(X) em A. Como
K (X) é a algebra livre com conjunto gerador X, a aplicacdo com : X — A estende-se
a um homomorfismo 6 : K(X) — A. Existe um homomorfismo p : K(X)/T(V) — A
para o qual porm = 6, pois T'(V) C Kerf. Se x € X, temos que p(m(x)) = (pom)(x) =
O(z) = (0 om)(x) = o(r(z)), ou seja, o homomorfismo p estende a aplicagdo o.
Portanto, K(X)/T(V) é uma élgebra livre na variedade V.

Suponhamos agora F) e F;, dlgebras relativamente livres de mesmo posto em V.
Sendo Fi e Fy livremente geradas por Y; e Ys respectivamente, tomemos uma bijecao
g :Y: — Y5, Temos entao que existem homomorfismos de algebras ¢, : F} — F,

! respectivamente. Logo, (p2 0 p1)(y) = y e

e py 1 Fy — F} estendendo g e g~
(p1 0 p2)(2) = 2, para quaisquer y € Y] e z € Y5, Segue entdo que ¢y 0 ¢ = Idp, e
10y = Idp,, e portanto ¢, e @9 sao isomorfismos. ®

As idéias de variedades e algebras livres s@o na verdade mais gerais do que

acabamos de apresentar. Para mais detalhes, veja [13], Se¢oes 1.2, 1.2 e 2.3.

1.4 Algebras envolventes

Seja A uma é&lgebra associativa. Considere em A o produto [a,b] = ab — ba,
para a,b € A. Com este produto temos em A uma nova estrutura de algebra, que

denotaremos por A7), Como [a,a] = 0 e [a,b,c] + [b,c,a] + [c,a,b] = 0 (identidade
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de Jacobi) para quaisquer a,b,c € A, segue que AG) & uma algebra de Lie. Se uma
algebra de Lie L ¢ isomorfa a uma subélgebra de A7), dizemos que A é uma dlgebra

envolvente de L.

Exemplo 1.4.1 Seja L uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A
dlgebra My(K) é uma dlgebra envolvente de L, pois o subespago vetorial V' de My(K)
gerado por {Eyy, E15} é uma subdlgebra de My(K) ™) e a aplicagio linear o - L — V

que satisfaz p(u) = By e p(v) = E19 € um isomorfismo de dlgebras.

Definicao 1.4.2 Seja L uma dlgebra de Lie. Diz-se que uma dlgebra associativa U é
uma dlgebra universal envolvente de L, e denotamos por U = U(L), se L é uma
subdlgebra de U™) e U satisfaz a sequinte propriedade universal: para qualquer dlgebra
associativa R e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — R\ existe um

unico homomorfismo de dlgebras associativas v : U — R que estende ¢, ou seja, tal

que Y| = p.

Os teoremas que serao apresentados a seguir nos ajudarao a determinar uma base

de K(X).

Teorema 1.4.3 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma
unica (a menos de isomorfismos) dlgebra universal envolvente U(L). Se L tem uma
base {e; | i € I} onde o conjunto de indices I é ordenado, entao U(L) tem uma base
dada por

€y Cipy 1< Sy, €1, p=0,1,2,...

onde p =0 nos dd a unidade de U(L).

Demonstracao: Veja [13], pagina 11. =

Sendo X = {x1, z, ...}, consideremos
ComX = {[zs, iy, ..., 23] | k>2, 7, € X}.

Sejam B(X) a subalgebra (com unidade) de K(X) gerada por ComX e L(X) o
subespago vetorial de K(X) gerado por X U ComX. Os polinémios de B(X) sao
chamados de polindmios proprios. Consideremos agora a algebra de Lie K (X)),
Mostra-se que se u,v € X U ComX, entdo [u,v] € L(X). Portanto, L(X) é uma
subélgebra de Lie de K (X)),

Teorema 1.4.4 (Witt) U(L(X)) = K(X).
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Demonstracao: Veja [13], pagina 14, teorema 1.3.5. =

Pode ser demonstrado que a édlgebra L(X) é livre na classe das élgebras de Lie.
De fato, sejam L uma algebra de Lie e h : X — L uma aplicacao qualquer. Por
K(X) ser livremente gerada por X, existe um homomorfismo ¢ : K(X) — U(L)
estendendo h. Temos que ©([z;,, Tiy, ..., T, ]) = [@(xi,), p(Tiy)s - - -, @(x;, )] para k > 2,
e assim p(L(X)) C L. além disso, é imediato ver que se fi,f, € L(X), entao
o([f1, fo]) = [e(f1), ¢(f2)]. Logo, ¢|r(x) : L(X) — L é um homomorfismo de algebras
de Lie que estende h. Dizemos entao que L(X) é uma dlgebra de Lie livre, livremente
gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos
L1,3T2y ooy Tpyyee ey UL, Uy ooy Uy - v e

onde {uy,us,...} € ComX éuma base de [L(X), L(X)], o subespaco vetorial de L(X)
gerado por ComX. Dos teoremas 1.4.3 e 1.4.4 segue que K(X) possui uma base

formada pelos elementos

ni ,.n2

ng
Ly Liy =+ 'rik Ujy Uy« - - Uggs k7 q,n; >0 (13)

onde i1 <9 < ... <1, J1 < j2 < ... < j, Note que os elementos com k£ = 0 formam

uma base para B(X) e que se f(xq,22,...,2,) € K(X), entao
flz, 2, ... 1) = Zaaxi“x%? TG, (1.4)

onde a = (ay,a9,...,a,), a; > 0, a, € K e g, € B(X). Além disso, pela independéncia

dos elementos em 1.3, temos esta maneira de se expressar f tnica.

1.5 Poliné6mios multi-homogéneos e multilineares

Defini¢ao 1.5.1 Sejam m € K(X) um monémio e v; € X. Definimos o grau de
x; em m, denotado por deg, m, como sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.
Um polinémio f € K(X) ¢é dito homogéneo em x; se todos os seus mondmios tém
0o mesmo grau em x;. [ € dito multi-homogéneo quando é homogéneo em todas as
varidveis e € multilinear se é multi-homogéneo em cada mondmio e cada varidvel tem

grau exatamente 1.
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Se m = m(xy,xs,...,x) € um monomio de K (X), o multigrau de m é a k-upla
(ay,aq,...,ax) onde a; = deg,,m. A soma de todos os monomios de f € K(X) com um
dado multigrau, é dito ser uma componente multi-homogénea de f. Notemos ainda
que f € K(X) ¢ multi-homogéneo se, e somente se, possui uma unica componente
multi-homogénea. Além disso, f(z1,x9,...,2x) € K(X) é multilinear se é multi-

homogéneo com multigrau (1,1,...,1). Neste caso, f tem a forma

Z AoTo(1)To(2) - - - To(k); Qo € K.
ocESk

Os proximos resultados nos darao uma importante ferramenta no trabalho de

determinar geradores para T-ideais sobre determinados tipos de corpos.

Proposigao 1.5.2 Sejam I um T-ideal de K(X) e f(x1,22,...,25) € [. Se K €
infinito entao cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente,

I ¢ gerado por seus polindmios multi-homogéneos.

Demonstracao: Seja n o maior grau em x; de algum monémio de f. Para cada
i=0,1,...,n, consideremos f;(x1, T, ..., x}) como sendo a soma de todos 0s monoémios
que tém grau i em x; (a componente de grau i em z7). Temos claramente que
f=1rfo+fi+...+ f.. Como K é infinito, podemos escolher n + 1 elementos
distintos ay,...,a, € K. Paracada j =0,1,2,...,n temos g; = f(a;z1,22,...,25) =

Jotajfi+...+a}f, eassim

1 Qo ... Oég fO go
1 [0 5 T O/f f1 B g1
1 ap ... o) fn In
Observe que ¢o,91,...,9, € I, pois I é um T-ideal. Além disso, a primeira

matriz na igualdade anterior é uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos
ter f07f17---7fn el

Agora, para cada i = 0,1,...,n e cada t = 0,1,2,..., tomemos f; como
sendo a componente homogénea em f; de grau t em x,. Usando entao os mesmos
argumentos anteriores, concluimos que f;, € I e assim, repetindo o processo para cada

varidvel, temos a primeira afirmacao. Finalmente, observando que f ¢ a soma de suas
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componentes multi-homogéneas, concluimos que I é gerado por seus polindmios multi-

homogéneos. m

Proposicao 1.5.3 Se I é um T-ideal de K(X) e charK = 0, entao I é gerado por

seus polindmios multilineares.

Demonstracao: Como charK = 0, temos que K ¢é infinito e portanto, pela
proposi¢ao 1.5.2, podemos assumir que f(xy,z2,...,2,) € I é um polindmio multi-
homogéneo. Seja n = deg,,f. Tomando y; e y» varidveis de X distintas de
T1, T2, ..., Ty, consideremos o polinomio h(yi,ys, To,...,Tn) = f(y1 + Y2, Ta, ..., Tp).
Sendo hy(y1,ys, 2, ..., xx) a componente homogénea de h(yi, ya, o, ..., x) de grau 1
em y;, temos que deg,hy = n — 1 e que hy(x1, 21,29, ...,2;) = nf(z1, 2o, ..., Tk).
Por charK = 0, segue que f é consequéncia de hi(y;,ys,...,xx). Notemos que
degy,hi = m — 1 e assim, caso seja necessirio, continuamos o processo para as
variaveis yo, Za, ..., x; em hy. Continuando com este processo (chamado de processo
de linearizagao), concluimos que f é consequéncia de algum polinémio multilinear de

I e assim segue o resultado. m

Proposicao 1.5.4 Se A ¢ uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito, entao todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas
em T(A) N B(X)). Se A ¢ uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica
0, entao todas as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias

multilineares.

Demonstracao: Seja f(z1,...,%,) uma identidade polinomial de A. Como K é
infinito, podemos assumir que f é multi-homogénea. Utilizando 1.4, vamos escrever f

da seguinte forma:

f= Zaax‘fl e W (T X)), g € K

onde wy(z1,...,%,) € B(X) e a soma é feita sobre todas as m-uplas a = (ay, ..., ay)

tais que a; < deg,, f, 1 <1 < m. Definimos entao o conjunto

M(f)y={My,....,M;} ={a1 | a=(a1,...,an) € agz # 0},

onde My > ... > M; > 0. A demonstragdo da proposi¢ao segue da seguinte afirmagao:
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Se f € T(A) e f é multi-homogénea, entao

g = Z Qs . T we (T, ..., Xy) € T(A)

(11:]\/[j
para j =1,2,...,1[.

Demonstremos esta afirmacgao. E facil ver que wy(x; + 1,29,...,2,) =
we(xy, 29y ..., Tp). Como f(xy + 1,29,...,2,) também é identidade polinomial de
A, concluimos que

S a1 i ,.02 a
fler+ 1,20, . xp) = E Qg E ) st we (T, o) € T(A).
i=0 1

Como f é multi-homogénea, ay + deg,,wq (1, T2, ..., 2,) = deg,, f e assim a
componente homogénea de f(x; +1,...,x,) com menor grau possivel em relagao a x;
se obtém quando a; = M; e é dada por

a Qy
E ATy . T we (T, .y T, (1.5)
a1:M1
onde o sub-indice do somatorio indica que a soma é feita sobre todos os a = (ay, .. ., a;)

onde a; = M;. Como o corpo é infinito, da proposicao 1.5.2, segue que o polinémio 1.5
pertence a T'(A). Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para j = 1,2,...k,
onde k é um ntimero natural menor que /. Subtraindo x{”lgl + xévhgg +...+ x,iw’“gk de
f(z1,...,2,) obtemos
h(xy,...,¢n) = Z Qe T we (X, . T) € T(A).
a1> M,
E claro que M(h) = {My,1,..., M;} e aplicando os mesmos argumentos anteriores a
este polinémio, concluimos que
> ap . atrwa(ny,. . w) € T(A)
a1=Mj 11

0 que prova a afirmacao. m

1.6 T-espacos e polin6mios centrais

Defini¢ao 1.6.1 Sejam A uma dlgebra e f(xy,...,2z,) € K(X). Dizemos que f € um
polinémio central para A se f tem termo constante nulo e f(aq,...,a,) € Z(A) para

quaisquer ai,...,a, € A
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Conforme esta definicao, dizer que f é um polindomio central para A significa
dizer que [f, g] € uma identidade de A para todo polinémio g € K(X). Logo, se duas

algebras sao Pl-equivalentes, entao elas tém os mesmos polinémios centrais.

Exemplo 1.6.2 Sendo A uma dlgebra, toda identidade de A € um polinémio central

para A. As identidades sao ditas polinémios centrais triviais.

Exemplo 1.6.3 O polinomio f(x1,xs, 3, x4) = [x1,22] 0 X3, 24] (polinémio de Hall) é
um polindmio central para a dlgebra My(K). Conforme veremos no capitulo 8, Okhitin
[40] descreveu os polinémios centrais para a dlgebra My(K), no caso de charK = 0.
Posteriormente, Colombo e Koshlukov [8] generalizaram esta descricdo para o caso
de K ser infinito e de caracteristica diferente de 2. Veremos também, no capitulo 4,

algumas construgoes de polindmios centrais para M, (K) as quais estao nos artigos [15],

[45] e [56].

Exemplo 1.6.4 Seja E a dlgebra exterior sobre um corpo K. Temos que
f(z1,20) = [x1,22] € um polinémio central para E. Caso charK = p, seque que
g(x) = aP € um polinémio central para E. Apresentaremos mais adiante a descri¢ao

dos polinémios centrais para E quando charK = 0.

Definigao 1.6.5 Um subespaco V' de K(X) é um T-espaco se (V) C V para todo
v € EndK(X)

Proposicao 1.6.6 Um subespaco V de K(X) é um T-espago se, e somente se,
flg1,---,9n) €V para quaisquer f(x1,...,x,) €V € g1,...,9, € K(X).

Demonstragdo: Sabemos que dado um subconjunto {f; | ¢« € N}, existe um unico
endomorfismo ¢ de K(X) tal que p(z;) = f; para todo i € N. Suponhamos que V
seja um T-espago de K(X). Dados g1,...,9, € K(X), existe um endomorfismo ¢
de K(X) tal que o(z;) = g;, para i = 1,...,n, e p(x;) = 0, caso contrario. Logo,
por V ser um T-epaco, o(f(x1,...,x,)) = flp(x1),...,0(xn)) = f(g1,.-.,92) €V,
para qualquer f(xy,...,z,) € V. Por outro lado, suponhamos que f(g1,...,g,) € V
para quaisquer f(z1,...,2,) € V e g1,...,9, € K(X). Se ¢ € EndK(X), entdo
o(f(z1,...,2)) = fle(z1),...,0(x,)) € V, pois p(x1),...,¢(z,) € K(X). =

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de T-espacos importantes.

Exemplo 1.6.7 Todo T-ideal de K(X) é um T-espaco.
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Exemplo 1.6.8 Sejam A uma dlgebra e W um subespaco de A. O conjunto
L={f(x1,...,2,) € K(X) | flar,...,a,) € W para a,...,a, € A}

¢ um T-espaco de K(X). Destacamos o caso particular W = Z(A), no qual estd nosso

mator interesse. Dai, temos o T-espaco
{f(z1,...,2,) € K(X) | fla,...,a,) € Z(A) para a4, ...,a, € A}

que € conhecido por espag¢o dos polindmios centrais de A e denotado por C(A).
Por Z(A) ser uma subdlgebra de A, temos que C(A) € multiplicativamente fechado,

condi¢cao que nem todo T-espaco satisfaz.

E importante observar que os elementos de C'(A) sdo da forma h+c, onde h é um
polinémio central (de acordo com a defini¢ao 1.6.1), e ¢ é uma constante. Além disso,
o conjunto dos polindbmios centrais de uma &lgebra pode nao ser um T-espago. De
acordo com o exemplo 1.6.4, no caso char K = p, vimos que g(x) = 2P é um polinémio
central para E. Entretanto, g(z 4+ 1) = 2P 4+ 1 tem termo constante ndo-nulo e nao é
central.

E facil ver que a intersecdo e a soma de uma familia de T-espacos ainda sao T-
espacos. De maneira analoga a definicao de T-ideal gerado por um conjunto, temos o de
T-espago gerado. Dado um subconjunto S de K(X), definimos o T-espago gerado por S
como sendo a intersecao de todos os T-espacos que contém S, ou seja, o menor T-espaco
de K(X) que contém S. O proximo resultado nos da uma importante caracterizagao
do T-espaco gerado por um conjunto.

Proposicao 1.6.9 Se S C K(X) eV é o T-espago de K(X) gerado por S, entio V
é o subespaco de K(X) gerado por

{f(gla"'>gn> | f€S7 glaagn€K<X>}

Demonstracao: Notemos inicialmente que este conjunto é exatamente igual a
(EndK (X))S = {p(f) | f €5, ¢ € EndK(X)}.

Consideremos V; como sendo o subespaco de K(X) gerado por (EndK(X))S. Como
S C VeV é&um T-espaco, temos que ¢(f) € V, onde f € S e p € EndK(X), ou
seja, (EndK(X))S C V. Logo, Vi C V. Observemos agora que ¥(g) € (EndK(X))S
quaisquer que sejam ¥ € EndK(X) e g € (EndK(X))S. Logo, V; é um T-espaco de
K(X). Além disso, S C Vj e por V ser o T-espaco gerado por S, segue que V C V.
Portanto, V =V;. =m
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Observacao 1.6.10 De acordo com as proposicoes 1.5.2 e 1.5.3 todo T-ideal é gerado
por seus polindémios multi-homogéneos caso o corpo base seja infinito e por seus
polindmios multilineares quando o corpo base tem caracteristica zero. Analogamente,
mostra-se que todo T-espago € gerado por seus polindmios multilineares no caso do
corpo base ter caracteristica zero e por seus polindmios multi-homogéneos no caso do

corpo base ser infinito.

A seguir veremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.6.11 Consideremos My(K) a dlgebra das matrizes de ordem sobre K,

onde K denota um corpo de caracteristica diferente de 2. Seja
V= {f(xlv"'yxk) € K<X> ’ tr(f<A177Ak)) =0 para Ala"'7Ak € M2(K)}

Notemos que V' é um T-espaco de K(X) e que V N C(Mz(K)) = T(M:(K)).
De fato, ¢ imediato que T(My(K)) C V e T(My(K)) C C(My(K)), de onde
seque que T(My(K)) C VN C(My(K)). Sejam f(z1,...,x5) € VN C(My(K)) e
Ay, .. A € My(K). Logo, por f(xy,...,zx) € C(My(K)), temos

f<A1,...,Ak>=<g g) Ne K.

Por outro lado, f(xy,...,zx) € V, isto é tr(f(Ay,...,Ar)) = 2\ = 0. Mas
charK # 2, de onde seque que A\ = 0. Portanto, f(x1,...,x,) € T(My(K)). Sendo
assim, VN C(My(K)) = T(My(K)).

O T-espago V' nao é multiplicativamente fechado, pois 1, z5)> € V. Basta

considerarmos x1 = Eig — Eo91 € 9 = Fo9s.

Exemplo 1.6.12 Seja V' o T-espaco de K(X) gerado por [xq,xs] e [x1, xs][23, 24]. Da
igualdade (1.1) temos

[[x1, o)wy, 3] = [21, 22| [T4, 3] + [21, T2, T3] 24

(21, T2, 34| = x3[T1, T, T4] + |21, T2, T34

Da primeira igualdade seque que |1, z2, x3]x4 € V e da seqgunda obtemos
T3(T1, T2, Ta]T5 = [T1, To, X3T4]T5 — [X1, Ta, T3] T4T5.

Sendo assim, w3[xy, 79, 24]x5 € V € portanto o T-ideal {[xy, 12, 23])T C V. Usando

agora a igualdade (1.2), concluimos que
[[ZB37 .T4] o [Ign_l, I2TL]7 JIQ] S <[I17 Zo, x3]>T
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para todo n > 3. Dessa forma, como

[961[903, $4] e [$2n—1> $2n]7 $2] = [901, $2] e [$2n—1, $2n] + $1[[$37 $4] cee [l‘2n—17 $2n], 902]
temos que [r1,xo][x3, x4 ..., [Ton_1,%0,] € V e portanto V ¢é multiplicativamente
fechado.

Mostraremos agora que, no caso de charK = 0, C(E) =V (E € a dlgebra de
Grasmann). Como [r1,xs] € [x1,25][xs,x4] sdo polindmios centrais para E, temos
V. C C(E). Além disso, T(E) C V, pois T(E) é exatamente igual ao T-ideal

([x1, w9, 23))T. Consideremos agora f(x1,...,x) € C(E) multilinear. Logo,
f(l‘l, ce ,:L’k) = Z A5To(1) -+ To(k), Qo € K.
€Sk

Para todo o € Sk, temos
To(1) -+ Lo(k) = 1o (i41) - - - To(k)Lo(1) - - - Lo(i—1) + [m(r(l) cLo(i—=1), L1To(i41) - - - xo‘(k)]?

onde o(i) = 1. Dessa forma, f(z1,...,21) = x19(x2,...,25) (mod V), onde g

é um polinomio multilinear.  Logo, x1g9(za,...,x;) € C(E) e consequentemente

-

g(xo,...,x) € C(E) (faga x1 = 1). Entretanto, g e x1g pertencentes a C(E) sd é
possivel caso g seja identidade de E. Dai, x19 € T(F) e portanto f(xy,...,xx) € V.

Observacao 1.6.13 No caso de charK = p > 0 temos V # C(FE). De fato,

consideremos a dlgebra Uy(K) (matrizes triangulares superiores) e o T-espago
W ={f(x1,...,2x) € K(X) | f(A1,...,Ar) tem diagonal nula e os Als € Uy(K)}.

E imediato ver que [x1,m3] e [v1,%0)[x3,24] pertencem a W, donde V. C W.
Considerando o polinomio h(x) = xP de C(E), verificamos que h nao pertence a W
(basta considerar xy = E11). Portanto, h(x) € C(E) = V.

Hoje se sabe que C(E) nao é finitamente gerado para charK = p > 0 (veja [1]).

No que foi tratado até agora sobre T-espacos e polindémios centrais, vimos que
o conjunto C'(A) é sempre um T-espago de K(X) qualquer que seja a algebra A.
Quando fala-se em descrever os polinomios centrais de A, entende-se por determinar
um subconjunto de C(A) que possa gera-lo como T-espago. Existem T-espagos que
nao sao multiplicativamente fechados (veja o exemplo 1.6.11) e também T-espagos
multiplicativamente fechados que nao sao espagos de polinomios centrais para nenhuma

algebra, conforme veremos a seguir.
Proposicao 1.6.14 Se charK = p > 2, entao nao existe dlgebra A tal que C(A) =V,
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Demonstragao: Suponhamos que C(A) = V para alguma &lgebra associativa A.
Entdo, [z1,22] € C(A) e consequentemente [x1,z2,x3] € T(A). Usando indugao é

possivel mostrar que

vz ool= i(—l)j (Z") wya"

n
para n > 1, em toda algebra associativa. Logo, para n = p, temos [y,z,...,z| =
yaP — zPy = [y, 2?]. Dai, concluimos que [z, 2]] € T(A) e portanto =} € C(A), o que

contradiz a hipotese de que C(A) =V (veja a observacdo 1.6.13). m

1.7 Identidades e polindmios centrais graduados

Nesta secao apresentaremos os conceitos de identidades e polinémios centrais para
algebras graduadas. Estas idéias serao fundamentais para o proximo capitulo. No que

segue, G denotard um grupo abeliano com notacao aditiva.

Definicao 1.7.1 Seja A uma dlgebra. Uma G-graduag¢ao em A é uma familia
{A, | g € G} de subespagos de A tais que

A=A, e AAL C Ay
geG

para quaisquer g,h € G. Definimos uma dlgebra G-graduada como sendo uma

algebra munida de uma G-graduacao.

Na definicao acima, o subespaco A, é chamado de componente homogénea de
grau g e os seus elementos de elementos homogéneos de grau g.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de dlgebras graduadas.

Exemplo 1.7.2 Toda dlgebra A admite uma G-graduacao. Basta considerar Ag = A
e A, = {0} para todo g € G —{0}. Esta graduagdo é chamada de graduagdo trivial.

Exemplo 1.7.3 A dlgebra exterior E possui uma Zs-graduacao natural dada por

E = FEy® Ey, onde Ey e Ey sao os subespacos definidos no exemplo 1.1.5.

Exemplo 1.7.4 Considere n um inteiro positivo e A = M,(K). Para cada vy € Zy,

tomemos o subespago M, = (E;; | j —i="). Para cada k € Z, consideremos

{0}, se |kl =n
M = o
(Eij | j—i=k), se [kl <n
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Observe que Mg = M, € exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do

conjunto {E;; | 1 <1i,j < n} ser uma base de A seque que
A=P M, ¢ A=PM,
NELy, keZ

Agora para ver que estas decomposicoes definem uma Z,,-graduacio e uma Z-graduacao,

respectivamente, em M, (K), basta notarmos que

BB — 0, se j#k
UM Eilv s€ ]:k

donde segue que M, M,, C M, i, para v1i,v2 € Zn ¢ My, My, C My i, para
kl, ko € 7.

Proposigao 1.7.5 Se A ¢é uma dlgebra G-graduada, entao 1 € A,.
Demonstragdo: Temos que existem gy, ..., g, € G — {0} tais que
l=ap+ag +...+ay,

com ap € Ay e a;, € Ay, para i = 1,...,n. Tomando agora h € G e ap, € Ay,
arbitrarios, temos

ap = apag + ApQg, + ...+ apQg,

Notando que apay € Ay, apay, € Apyg, € hyh+¢g1,...,h+ g, sao dois a dois distintos,
concluimos que apay, = 0 para ¢ = 1,...,n e portanto apap = ap. Multiplicando a
primeira igualdade por ag, obtemos ay = apag + ag,ao + ...+ ag,a9. Usando agora o
fato de anap = ap, temos ag = ap +ag, + ... +ay,, isto é, a, +...+a,, = 0 e portanto
ap=1 m

Definigao 1.7.6 Uma aplicacio i : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada

homomorfismo G-graduado, se 1 é um homomorfismo de dlgebras que satisfaz
Y(Ay) € By para todo g € G.

Vamos agora tratar de identidades e polinomios centrais G-graduados. Antes,
precisaremos do conceito de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo,
consideremos uma familia {X, | ¢ € G} de conjuntos enumeraveis e dois a dois
disjuntos. Tomemos entdo X = (J ., X, e consideremos a algebra associativa livre

unitaria K (X). Definimos agora
w(1)=0 e w(rizy...xy) =w(r) +w(z2) + ... + w(Tn)

25



onde w(x;) = g se z; € X,. Sendo entdo m um mondémio de K (X), dizemos que w(m)

é o G-grau de m. Tomando para cada g € GG
K(X), = (m | m é monomio de K(X), w(m) = g)

temos

K(X) = @ K(X), ¢ K(X),K(X), CK(X),

para quaisquer g, h € G, e assim K (X) é chamada dlgebra associativa livre G-graduada.

Se f € K(X),, dizemos que f é homogéneo de G-grau ¢ e usamos a notacao wg(f) = g.

Definigao 1.7.7 Seja A = @geG Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um
polinomio f = f(x1,...,z,) € K(X) €

i) uma identidade polinomial G-graduada para A, se f(ai,...,a,) = 0 para
quaisquer a; € Ay, comi=1,2,... n.

ii) um polinémio central G-graduado para A, se f(ai,...,a,) € Z(A) para
quaisquer a; € Ay, comi=1,2,... n.

Exemplo 1.7.8 Consideremos a dlgebra exterior E com sua Zo-graduacio natural
(conforme o Exemplo 1.7.3). Como ab = —ba para quaisquer a,b € Ei, temos que
f(x1,29) = x1029 € uma identidade Zs-graduada de E, onde K(X) € a dlgebra livre Zs-
graduada, e w(x,) = w(xy) = 1. Por Ey = Z(E), temos que todo polinomio f € K(X)o

€ um polinémio central Zs-graduada para E.

No estudo das identidades e polinomios centrais ordinarios (de acordo com as
defini¢oes 1.2.3 e 1.6.1), os conceitos de T-ideal e T-espago sao de extrema importancia.
Para o caso de identidades e polindmios centrais G-graduados temos conceitos analogos,
a saber, os de Tz-ideal e Tz-espaco.

Definicao 1.7.9 Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
K(X) € dito ser um Tg-ideal se p(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de

K(X). Um subespaco V de K(X) € dito ser um Tg-espaco se p(V)) C V' para todo
endomorfismo G-graduado ¢ de K({X).

Nao é dificil ver que I é um Tg-ideal se, e somente se, f(g1,...,9,) € I, para
quaisquer f(z1,...,x,) € I e g; € K(X)u(,)- Uma idéia analoga para Tg-espaco.

As idéias de Tiz-ideal e Tg-espagos gerados por um dado subconjunto S de K (X)
sdao analogas as idéias de T-ideal e T-espagos gerados. Denotamos por (S)7¢ o Tg-ideal

gerado por S.
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Se A é uma é&lgebra G-graduada, entdo o conjunto T;(A) das identidades G-
graduadas de A é um Tg-ideal de K(X) e o conjunto Cg(A) dos polindmios centrais
G-graduados de A é um Tg-espago de K(X). As proposicoes 1.5.2 e 1.5.3 também séao
véalidas no caso de Tg-ideal e Tir-espaco.

O proximo resultado mostra uma importante relacao entre os conceitos de

identidades ordinarias e graduadas.

Proposigao 1.7.10 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes
tais que Tg(A) C Te(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entdo
T(A)=T(B).

Demonstragao: Consideremos a algebra associativa livre K(Y), onde
Y = {y1,v2,...} e seja f(y1,92,...,yn) € T(A). Dados by,bs,...,b, € B, tomemos

bi, € Bg,parai=1,...,neg € G, taisque b; = ) _.b;,. Paracadab;, # 0, tomemos

geG
zi, € X, e consideremos o polinomio fi = f(3_ o T1,,- -5 D yeq Tn,) € K(X). Como
f € T(A), temos fi € Tg(A) e dai f; € Tg(B). Fazendo entdo as substituigoes

v, = b, parai=1,...,ne g€ G, temos

F(b1,bs, ..., by) :f<Zblg,Zbgg,...,ang) =0

geG geqG geq

g

e assim f € T(B).

Se Tg(A) = Te(B), entdao Tg(A) C Te(B) e Tg(B) C Tg(A), donde temos a
altima afirmacao. =

E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. Considere
na algebra exterior £ a Zs-graduagao natural £ = Ey @ E) e a Zs-graduagao trivial
E = E @ {0}. Temos que f(y1,%2) = [y1,¥y2], com w(y;) = w(y2) = 0, ¢ identidade
Zo-graduada de E com respeito a primeira graduacao, mas nao € identidade graduada

com respeito a graduagao trivial.
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Capitulo 2

Identidades e Polindmios Centrais
Graduados para a Algebra M, (K)

Neste capitulo vamos apresentar as descricoes das identidades e poliné6mios
centrais Z-graduados e Z,-graduados para a algebra M, (K), onde K é um corpo de
caracteristica zero. Nestas descricoes estaremos considerando as graduacoes naturais
de M, (K) pelos grupos Z,, e Z, as quais foram definidas na se¢do 1.7.

As identidades Z,-graduadas e as Z-graduadas de M, (K) foram descritas
primeiramente por Vasilovsky ([55] e [54]) em caracteristica zero. Posteriormente,
Azevedo (4] e |5]) generalizou esta descrigdo para corpos infinitos quaisquer.

Algumas idéias usadas na descricao dos polinémios centrais Z,-graduados e os
Z-graduados encontram-se em [6], onde a descrigao foi feita para corpos infinitos e com
uso de matrizes genéricas. Aqui apresentaremos a descricao apenas no caso de K ser
um corpo de caracteristica zero, onde utilizamos idéias sobre monoémios multilineares
contidas em [55] e [54].

Os conceitos e resultados bésicos necessarios sobre algebras graduadas podem ser
encontradas na secao 1.7.

Em todo este capitulo K denotard um corpo de caracteristica zero.

2.1 Identidades Polinomiais Z,-graduadas

Em toda esta secdo K(X) denotard a &lgebra associativa livre Z,-graduada,

onde X = X,, e M,(K) a algebra das matrizes com a Z,-graduagao dada no

YEZn,

Exemplo 1.7.4. Vamos considerar as notagoes introduzidas na secao 1.7 e denotar 17,
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simplesmente por 7T},.
A seguir apresentaremos os resultados necessirios para a demonstracao do

teorema que descreve as identidades Z,-graduadas para a algebra M, (K) (veja [55]).
Lema 2.1.1 A dlgebra M, (K) satisfaz as sequintes identidades Z,-graduadas

Ty — 2oy =0, w(zy) =w(wy) =0 (2.1)

T1ToT3 — T3y = 0, w(x)) = w(x3) = —w(xs). (2.2)

Demonstracao: Observe inicialmente que se A € Mg, entao A é uma matriz diagonal.
Desde que duas matrizes diagonais comutam, temos que M, (K) satisfaz a identidade
graduada 2.1. Por outro lado, as identidades 2.2 sao multilineares. Logo, precisamos

mostrar que as identidades em 2.2 sao satisfeitas para

€T = Eiljla To = Ei2j27 T3 = EiSjS’

onde Ej ;,, Eij € Mpe By, € My—, onde 0 <t < n — 1. Note que para o caso

373

t = 0, as matrizes L, ;,, Fi,j,, Eiyj, sa0 diagonais e portanto comutam entre si. Por

Ei ., i, € Mz e Ei,j, € M= segue que
. i1+t7 s€ /Ll+t§n7
= ‘
1w+t—m, se i1+t>n;
. j2+t7 S€ ]2+t§n7
19 =
Jot+t—mn, se jo+t>mn;
. j3_t7 se ]3_t217
13 =
J3—1t+n, se jg3—t<I1.
Notemos que Ej ;, Ei,j, Fi ;s 7 0 se, e somente se, j; = i3 e jo = i3. Mostraremos
que, neste caso, i, = jo = i3 € j;1 = 13 = 7J3. Observemos que se j; = 71 +t e

lo = Jo +1 — n, entao por j; = 19, segue que jo — 13 = N, 0 que é um absurdo. Entao
as igualdades j; = i1 + 1t e is = jo +t — n nao ocorrem simultaneamente. Da mesma
forma, as equacgoes jo = iy —t e i3 = j3 — t + n nao podem ocorrer simultaneamente.

Entao quando j; = 7; + t, devemos ter 15 = jo +t € 13 = j3 — t, 0 que nos da
iI3=Ja =1y —t=j; —t=1. (2.3)
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Usando 2.3, obtemos
22:j1:’l1+t:7,3+t:]3

Analogamente, quando j; = i; +t — n, teremos i, = jo +t —n e i3 = j3 —t +n, de
onde

i3=jo=tds—t+n=7j1 —t+n=i. (2.4)

Usando 2.4, obtemos
ig :jlzll—f-t—nzlg‘i‘t—n:jg,

Desta forma, E; ;, Ei,j, Ei,;, 7# 0 se, e somente se, I ;. F;,;,E;;, # 0. Neste caso,

i1 = J2 =13 € J; = iy = J3, e dai

Eirjy Eiyjy Bigjs = Eiyjs = Eigjy = Bigjs Biygy By, -

Caso contrario,

Eilleizszisjg =0= EiajsEizsziljl

o que conclui a demonstracao. m

Vamos denotar por I, o T,, ideal gerado pelas identidades graduadas 2.1 e 2.2.

Pelo Lema 2.1.1 temos I,, C T,,(M,(K)). Para x1,xs,...,2; € X e 0 € S, considere

Mo = Mg (L1, T2, .., Tk) = To(1)To(2) - - - To(k)-
O monoémio multilinear em x1, xs, . .., T correspondente a permutacao identidade sera
denotado por
m=m(xy,Ta, ..., L) = T1T2 ... Tk.

Obviamente, w(m) = w(m,) = w(xy)+w(z2)+...+w(x). Sabe-se que cada polinémio

graduado multilinear f(x1, s, ..., x)) pode ser escrito da forma
f = Z UMy,
og€ESy,
onde a, € K.

Uma substituicao S do tipo

I = Eiljlﬂ To = Eigjza e, T = Eiij (25)
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onde

Js —is =w(zs), s=1,2,... )k (2.6)
¢ conhecida como substituigcao Standard. Observe que E; ; € Myu,), s = 1,2,... k.
Para um polinomio graduado f(z1,xs,...,25) e uma substituicio Standard S,

denotaremos por f|s o valor de f correspondente a substituicao S. Claramente, se um
polinomio graduado multilinear f é tal que f|s = 0 para cada substituicao Standard S,

entdao f é uma identidade graduada de M,,(K). Notemos que quando uma substituigdo

S (veja 2.5) é feita, o valor do monoémio m,(x1, za, ..., xy) é diferente de zero, somente
se
Jo(1) = lo(2); Jo(1) = lo(2)s -5 Jo(k-1) = lo(k)- (2.7)
Neste caso, m,|s = Ei ot
Para um monoémio m,(xy,za,...,xx), 0 € Sk, e dois inteiros 1 < p < g < k,

denotaremos por m([f a5 subpalavra obtidada de m, descartando os p — 1 primeiros e

os ultimos k — ¢ fatores, ou seja,

m([f’q] = xa(p)xg(p+1) e xo'(q).

Lema 2.1.2 Para cada o € Sy, existe uma substituicio Standard S tal que

me(x1, Ta,y ..., Tk)|s # 0.
Demonstracao: A demonstragdao serd feita por inducgao sobre k. O caso k = 1
é trivial. Basta considerar zy = Ej; tal que j—i¢ = w(x;). Suponhamos que
para qualquer mondémio de comprimento k, my(z1, 29, ..., 25) = T2, ... 2, onde

li,la, ..., g € {1,2,... k}, existe uma substituicdo Standard S tal que
my(z1, xe, ..., Tx)|s # 0.
Seja my(T1, 71, ..., T, Thg1) = Ty, Ty - - - Ty Ty, , ODde
{t1,ta, . tp, ter} = {1,2,... k, k+ 1}

Suponhamos que w(xy,,,) = t, para algum 0 < ¢ < n. Para x;,xy, ...1;,, existe uma

substituicdo Standard S’

Tt = Eiljla Lty = Ei2j27 sy Ty = Eikjk? (2'8)
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tal que

Ty, Ty - Ty |g = Biyjy Bigjy - By, = By, # 0. (2.9)

Consideremos agora a substituicao Standard & formada pelos elementos 2.8 e

Lty = Ejkik+17 onde
. jk+t7 se ]k+t§n7
tpt1 = . )
Jett—m, se Jp+t>n.
Logo, por 2.9
m2($1, Loy .oy T, xk+1)’$ = Ei1jkEjkik+1 = Eilik+1 # 0.
|

Nos resultados enunciados a seguir & denotard uma substituicao Standard

(conforme 2.5).

Lema 2.1.3 Se m,|s #0, entdo para 1 <p<q<k
W(mPM) = Jotg) — iotp)-
Demonstragao: Por 2.6 e 2.7, temos

w(mPU) = w(@ag) + W(Togen) + - - - + W (To()) =

= Jo(q) — lolg) T Jo(g—1) = to(g—1) T -+ Jo@p) = lo(p) = Jo(q) — lo(p)-
||

Lema 2.1.4 Se para uma permutacao o € Sy, existir uma substituicao Standard S tal

que
My (T1, T, ..., Tg)|s = m(x1, T2, ..., x1)|s # 0,
entao
Mo (x1, Tay ..., Tx) = xn(xe, T3, . .., Tk) (Mod 1),
para algum monodmio (T2, Tz, ..., Tg) =TTy, . . . Ty, multilinear.

Demonstracao: Caso o(1) = 1, a demonstracao é trivial. Suponhamos que o(1) # 1.

Logo, 1 # o7 1(1), e assim 1 = 07 !(o(1)) < o~!(1). Além disso, existe um inteiro

positivo u tal que o(1) =1+ u. Dai, 1 =0 (c(1)) = o (1 +u) < o (1). Seja ug o
1

menor inteiro positivo tal que 07! (1 + ug) < o~*(1). Obviamente,
1<o M1 +u) <o (1) <o Hup). (2.10)
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Desde que m,|s = m|s # 0, temos

B

Ei1j1 E; ihje Eia(l)ja(l)Eio(Q)jU(Q) s Eia(k)ja(k) # 0,

2J2 *

e daf, i1 = ip(1), Jt = U1, t = 1,...,k — 1 e, para s > 1, jy(s—1) = lo(s). Considerando
p=ocuy+1), ¢ =0Y1)er =o0"u), por 210 temos 1 < p < g < re
ja(q,l) = ia(q) = il = ig(l), jg(r) = ig(p). Ademais, sep > 17 jg(p,l) = ia(p). Vamos

considerar inicialmente o caso p > 1. Das igualdades

Jo(r) = lo(p) = Jo(p-1) € Jo(g-1) = lo(g) = lo(1)
temos que
Jo(p-1) = lo(1) = lo(p) ~ Jo(g-1) = Jo(r) ~ to(g) = to

para algum t, € Z. Pelo Lema 2.1.3, temos
w(ml P = jo 00 — o) = to;
w(m[f’q_l]) = Jo(g-1) ~ lo(p) = —to;
w(ml) = Joo) = iag) = o

Consequentemente, usando 2.2, segue que

My = m‘[}’p_l]ma[z_)’q_l]m([)q’T]mg+l7k] =

— ,r q—1 1,p—1 r+1,k] __ _
= mgf ]mg’q ]mL P }mg = To(q)Tly - - - Tty = T1T4y - - - Ty, (Mod ).

Consideremos agora p = 1. Neste caso, js(g—1) = lo(q) = (1) = Jo(r), € Pelo Lema 2.1.3

w(ml ) = Joo1) = ieq) = 0;

w(ml[f’ﬂ) = jo(r) — ig(q) = 6
Portanto, por 2.1 segue que
My, = mg,q—l}m([g,r}mg’-&-l,k] =

_ T 1,q—1 r+1,k] __ —
= ml? ]mg 1 ]mg I = To(q)Tly - - - Tl = T1Tyy - .- Ty, (Mod I,).
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Lema 2.1.5 Se para uma permutacao o € Sy, existir uma substitui¢cao Standard S tal

que
ma<x17 Ta, ... 7xk)|8 - TI’L(.I'l, Lo, ... 7xk)|8 7£ 07
entao my(xy, To, ..., x) = m(xy1, T, ..., xx) (mod I,).
Demonstracao: Pelo Lema 2.1.4, m,(x1, za, ..., 2) = x1n(x2, x3,..., 1) (Mmod I,).

Seja r o maior inteiro positivo tal que
Mo (T1, T, ..., Tg) = X1To . .. L0 (Tpy1, - - -, ) (Mmod 1), (2.11)

para algum monémio n = n(x,y1,...,x;) multilinear. Mostraremos que r = k.
Suponhamos por contradicao que r < k. Entao, obviamente r < k — 2. Desde que

I, CT,(M,(K)), por 2.11 temos
BTy« o Tty ooy Tg)|s = Mo (X1, Tay .oy x)|s = M1, 22, . .., Tk)|s # 0.
Combinando a igualdade anterior com

1Ty ... pn|s = By By, - By jnls = Eiyjjonls

e
mls = Eij, Eigjy - - - Eij {1042 .. 21} s,
temos que
N Tpi1, - k)]s = Trp1Trpa - Tpls = B 5, # 0.
Pelo Lema 2.1.4, existe um monémio n' (z,,o, . .., z)) multilinear tal que
(Zrgts - k) = Tran (Tyga, -, x3) (mod 1,).
Logo,
My =21 .. T Tpy1, o oo, T) = X7 - .xrxr+1n/(xr+2, .., xx) (mod 1),

o que contradiz a escolha do nimero r. Portanto, r = k. m

Corolario 2.1.6 Se para duas permutacoes o,7 € S, existir uma substituicdo
Standard S tal que

mcr(xlux% s 7Ik)|$ - mT(x17‘,'U27 s ,.Tk>|,3 ?A 07

entao my (1, Ta, ..., xK) = my(x1, T2, ..., x1) (Mmod I,).
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- . ’ ’ .
Demonstracao: Consideremos z;, = (1), Ty = Tr(2), ..., T, = Tr(r). Sendo assim,

/ /

My (21, o, ... xx) = m(Ty, Ty, .., Ty).

1

Tomemos agora = 77" o o. Dali, temos

(T, Ty, - .o, Ty) = Mo (T1, Ta, . - ., Tp).
Por m,|s = m,|s # 0, temos que m,, (], Ty, ..., 7} )|s = m(z}, vy, ..., 2,)|s # 0. Pelo

Lema 2.1.5, segue que

/ ’ / /

mu (2], 2y, ... x)) = m(xy, 2y, ... xy) (mod I,)

e portanto,

Mo (T1, Ty ... Tg) = mp (21, Ta, ..., xx) (Mmod I,).

A seguir apresentaremos o resultado central desta secao.

Teorema 2.1.7 Todas as identidades polinomiais da dlgebra Z,-graduada M, (K)
sequem de
T1To — Towy =0, w(x)) = w(xs) = 0;

T1Tox3 — x3wary = 0, w(x1) = w(xz) = —w(xs),

ou seja, T,(M,(K)) = I,.

Demonstracao: Como a caracteristica do corpo base é zero, precisamos mostrar que
uma identidade polinomial Z,-graduada e multilinear arbitraria f(xy,zo,...,xy) de
M, (K) estd em I,. Seja r o menor inteiro ndo-negativo tal que f pode ser escrito,

modulo [, como uma combinagao linear de » mondémios multilineares, isto é,

f= Zaaqmgq (mod 1), (2.12)
q=1
onde 0 # a,, € K € 01,09,...,0, € S;. Mostraremos que r = 0. De fato, suponhamos

por contradicao que r > 0. Em virtude do Lema 2.1.2, existe uma substituicao

Standard S tal que my,|s # 0. Por I,, C T,,(M,(K)), temos que
fls — (Z agqmgq) = (f — Zagqmaq)
S q=1

q=1
35

=0
S




e dai

=0
S

T
E a5, Mg,
q=1

T

A5y Mgy |S - Z(_aaq)maq |S-

q=2

o que nos da

Combinando esta tltima igualdade com o fato que
Mo ls € {By | 1,7 =1,2,...,k}U{0}, ¢=1,2,....7,

concluimos que existe um menor inteiro p € {2,3,...,r} tal que my, |s = Mg |s.

Portanto, pelo Corolario 2.1.6, m,, = m,, (mod I,,) e dai, por 2.12

r p—1 r
f= g (o, Moy = Ugy Mgy + Ug, My, + g Uy, Mg, + g Ao, Mg, =

q=1 q=2 q=p+1
p—1 r

= (a0, + aq,) Mo, + E g, Mo, + E Uy, Mg, (mod I,),
q=2 q=p+1

ou seja, f pode ser escrito, modulo [,,, como uma combinagao de menos que r mondmios

multilineares, o que contradiz a escolha do nimero r. Logo,
f=0 (mod I,)

e assim T,,(M,(K)) =1,. =

2.2 Polinémios Centrais Z,-graduados

Apresentaremos nesta secao a descricao do espago dos polindmios centrais
Z,-graduados para a algebra M, (K).

Vamos considerar K(X) a éalgebra associativa livre Z,-graduada, onde
X = UveZn X,. Denotaremos 17, e Cy, simplesmente por 1), e C,,, respectivamente.

Nesta e nas préximas secoes consideremos, para cada inteiro positivo m, o m-ciclo
0 = (12 ... m)do grupo simétrico S,, e o subgrupo ciclico H,, = (0,,) de S,,.

Apresentaremos a seguir um tipo importante de polinomios centrais nao-triviais
para a algebra M, (K). Para isso, precisaremos do conceito de sequéncia completa em

Lo,

36



Defini¢ao 2.2.1 Sejam ay,a9,...,0a, € Zy. Dizemos que a n-upla (o, 9, ..., o)
é uma sequéncia completa se {og,0q4 + ag,...,00 + ag + ... + an} = Z, e
ar+ay+...+a, =0.

Exemplo 2.2.2 A sequéncia (1,2,3,2) € uma sequéncia completa em Z,. Dado
Yy € Zn, temos que (7,7,...,7) € uma sequéncia completa se, e somente se, ¥ € um

gerador do grupo Z,,.

Lema 2.2.3 Seja m(xq,x2,...,25) = X122 ...2 um monomio multilinear de K(X)

com w(m) = 0. Se uma substituicio Standard S (conforme 2.5)

xr| = Ei1j17 To = E’L’ng; ey T = Eikjk

é tal que m|s # 0, entdo my|s # 0 para todo o € Hy,.

Demonstracao: Sendo m|s # 0, temos j; = is, jo = i3, ..., jg—1 = ix. Como
m|s = Ei ;, e w(m) = 0, devemos ter iy = ji. Observemos que my, |s = Fi,j, Ei,j, =
Ei,i, # 0. O resultado segue entao indutivamente. m
Proposicao 2.2.4 O polinomio multilinear
f(l’l, Lo, ... ,l‘n) = Z wg(l)xg(g) .. .:L“a(n)
O'EHn
onde (w(xq),w(xa),...,w(r,)) € uma sequéncia completa em Z,, € um polindémio

central Z,-graduado, que nao € identidade para a dlgebra M, (K).

Demonstracao: Como f é multilinear , basta mostrar que f|s € Z(M,(K))
para toda substitui¢do Standard S. Observemos inicialmente que w(z1zs...x,) =
w(x))+w(xe)+...+w(x,) = 0. Vamos considerar m = m(xy, o, ..., Ty) = 21T . . . Tn.
Pelo Lema 2.2.3, se m|s = 0, entdo m,|s = 0 para todo 0 € H,, e dai f|ls = 0.

Suponhamos entao & uma substituicao Standard

I = Ei1j17 To — Ei2j27 vy Ty = Einjn

tal que m|s # 0. Claramente devemos ter j; = is, jo = i3, ..., jn_1 = i € também
Jn = 11, pois w(m) = w(z) + w(z2) + ... + w(z,) = 0. Logo,
fls = Eiyi, + Eigi, + ... + E;

nin*

Notando agora que

w(wl) = iQ — il, u)(xg) = ’i3 — ig, <y w(xn_l) = Zn — in—l; w(xn) = il — Z'n,
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temos

w(ry) +w(zr) =iz —i1, .., w(@)) + ... +w(xy_1) =iy — 11.
Como (w(z1),w(xs),...,w(x,)) é uma sequéncia completa, devemos ter is — 41,13 — i1,
.., 1, — 11 nao-nulos e dois a dois distintos, donde segue que iy, 1o, ...,%, devem ser
dois a dois incogruos modulo n. Mas, {iy,is,...,i,} C {1,2,...,n}. Logo, temos a

igualdade destes dois conjuntos e portanto f|s =1, € Z(M,(K)). =

Sejam I, o T,-ideal das identidades Z,-graduadas de M, (K) e C,(M,(K))
o T,-espaco dos polinémios centrais Z,-graduados de M, (K). Claramente, temos

I, € C,,(M,(K)). Tomemos agora V' como sendo o T,, espaco gerado pelos polindomios

z1]m1, w)20 w(xy) = w(xy) = 0;
Zl($1$2$3 - 33'3.7721'1)22 , u)(m’l) = w(l'g) — —Cd(l'Q); (213)
Z Lo(1)To(2) - - - La(n) > (w(z1),w(z2), ..., w(x,)) sequéncia completa,

O’GHn

onde z; e 29 sdo variavéis em X.

Do fato de todos os polinémios em 2.13 serem centrais segue que V' C C,, (M, (K)).
Observando agora que o T,-espaco gerado pelos dois primeiros polinomios em 2.13 é

exatamente [,, concluimos que I, C V.
Lema 2.2.5 Se o polinémio multilinear
flzy,xe, .o xg) = Mma (2, 20, ..oy xk) + o oo+ Apgmg (21, 22, .., 2x) (K > 1)

é tal que existe uma substituicao Standard S tal que f|s = A, para algum 0 # X € K,
entao f€V.

Demonstragao: Como f|s = A\, devemos ter \y = Ay = ... =\, = X e w(m;) =0
para cada i = 1,...,n. Vamos supor que mq(x1,Ts,...,T;) = T2 ...T. Seja S uma

substituicao Standard

Iy = Eiljl? T2 = Ei2j27 sy T = Eikjk

satisfazendo as hipoteses do Lema. Por f|s = AI,, para cada i = 1,...,n, existe

Jje{1,...,n} tal que mj|s = Ej;;. Logo, existem 1 =1; <ly < ... <, de modo que
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{it,, 1y i1, } = {1,2,...,n}. Sendo assim,

my(x1, To,y ..., Tp) = Ty, - .E.ixlzTilQ . .E.ga:lg?. ) h
Logo,
wt)) =i, — 11, wlta) =ty =ity ooy Wtno1) = i1, =11, € W(tn) =01 — dy,.
A sequéncia (w(t1),w(ts),...,w(t,)) é uma sequéncia completa em Z,. De fato,

wty) +wlte) + ... +w(ty) =d1, — i1+ 0y — gy + ...+ 18y, — i, 1 + i1 — 1z, = 0.

Além disso,

w(tl) = i12 — ill, w(tl) +w(t2) = il3 — ill, e w(tl) +w(t2) +4... +w(tn_1) = iln — ill.

Dai, sendo {iy,, i1, ...,%,} = {1,2,...,n}, devemos ter i;, — s, g5 — lyy, ..., b, — i

n

nao-nulos e dois a dois distintos.
Consideremos agora o mondmio

to tn t1
—l ——
Ly Lijg—1-+-Tl, -+ - LTy - Lly—1

e observemos que ty...t,t1|s = E; Por f|s = A, existe algum ¢ € {1,2,... n}

15y *

tal que my|ls = ta...tytils = E; e pelo Corolario 2.1.6, concluimos que

1oty
mg = ty .. tntl (mod ]n> Como {tg(l)tg(g) PN tg(n)|3; o € Hn} = {Ella EQQ, . 7Enn}
continuamos com este raciocinio, usando novamente o Corolario 2.1.6, e concluimos

que
f(Il, To, ... ,Ik) = /\(m1 +mo+ ...+ mn) = Z ta’(l)tU(Q) ce tg(n) (mod In),
G’GHn

e dai

f(xla Ty ... 71719) =\ Z ta(l)tU(Q) cee ta(n) (mOd V)7

O'EHn

pois I, C V. Além disso, Z toto@) - --tomy € V, donde segue que
O’GHTL
f(z1,29,...;26) EV. m

Teorema 2.2.6 Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao C,(M,(K)) =V.
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Demonstracao: Seja f(x1,2,...,x,) € Cp(M,(K)). Podemos supor f multilinear.
Suponhamos ainda que f nao é identidade Z,-graduada para M, (K ). Podemos escrever
f na forma

f:)\1m1+)\2m2+...+/\lml

onde mq,ma,...,m; sao0 monoémios multilineares em x1,xs,...,2,. Por f nao ser
identidade Z,-graduada para M, (K), existe uma substituicdo Standard S tal que
fls = Al,, para algum 0 # XA € K. Logo, | > n. Observemos ainda que para
cada i = 1,2,...,[, temos m;|s = 0 ou m;|s = Ej;. Temos também que para cada

i=1,...,n, existe j; € {1,2,...,1} tal que my,|s = Ej. Juntando os termos m’ s tais

que m;,|s = By e usando o Corolario 2.1.6, concluimos que
f(x1, 2o, ..., 2) = camy, + aomy, + ... + aymy, + iy, + ...+ Gmy, (mod V),
onde r <, ay,...,qn,01,...,0, € K. Pelo Lema 2.2.5, temos
aymj, +oomj, + ...+ aym;, €V,
donde segue que

flxy,zo, .. k) = Pimyy, + ...+ Brmy, (mod V).

Por f € C,(M,(K)), temos que Bymy, + ...+ Bmy, € Cp(M,(K)). Se r < n, entao
Bimy, +...+8-my,. € I, C V. Caso contrario, repetimos os mesmos argumentos usados

inicialmente. m

2.3 Identidades Polinomiais Z-graduadas

Nesta e na proxima se¢oes denotaremos por K(X) a algebra associativa livre
Z-graduada, onde X = (., Xim e M, (K) a algebra Z-graduada, definida na se¢ao
1.7.

Os resultados apresentados a seguir serao usados na demonstracao do teorema

que descreve as identidades Z-graduadas para a algebra M, (K).

Lema 2.3.1 A dlgebra M, (K) satisfaz as sequintes identidades

r=0, lw(x)| > n; (2.14)
T1Xo — Tk = 0 N w<;€1> = W<SE2) = O, (215)
T1Tox3 — T3xax1 = 0, w(ry) = w(zz) = —w(xe). (2.16)
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Demonstragao: Desde que M, = {0} quando |k| > n, temos que M, (K) satisfaz as
identidades graduadas 2.14. Por outro lado, M, ¢ o conjunto das matrizes diagonais .
Logo, 2.15 ¢ uma identidade graduada para M, (K).

As identidades 2.16 sao multilineares. Dessa forma, é suficiente mostrar que as

identidades 2.16 sao satisfeitas quando

€T, = Eiljla XTo = Ei2j27 T3 = Ei13j3’

onde E; j,, Eijy € My e Eiyj, € M_y e |k| < n—1. Notemos que E;,j, E,j, Ei s # 0
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se, e somente se,

J1 =12 € jo = i3. (2.17)
Mostraremos que neste caso, ¢; = jo = i3 € j; = %2 = j3. De fato, por E; ;,, Ei,j, € My,
Ei,j, € M_j e 2.17, temos

lo=71=11+k, (2.18)

por 2.18
i3 = Jo =iy — k =1y, (2.19)
e por 2.19
Js=ti3+ k=1 +k=j.

Similarmente, E;,;, Ei,;, E; ;, # 0, somente se j; = ia = j3 € i1 = jo = 3. Desta forma,

Ei i Eiyj Figjs # 0 se, e somente se, Fi,;,E;, i, Fi;, # 0. Neste caso, i1 = j = i3 e

J1 =12 = J3, e dai

Ei1j1 E; Eisjs = Eiljs = Ei3j1 = EisjsEi2j2Ei1j1'

272
Caso contrario,

Ei1j1Ei2j2Ei3j3 =0= EisjsEizsziljl

o que conclui a demonstracao. m
Denotaremos por J, o Ty-ideal gerado pelas identidades graduadas de 2.14 a
2.16 e SSt o conjunto de todas as substitui¢oes Standard (conforme Sec¢do 2.1). Aqui
w(zs) = js—is. Recordemos que dados um monémio mg,(x1, s, ..., xx), 0 € Sk, e dois
[p.d]

inteiros 1 < p < ¢ < k, denotamos por meg " a subpalavra obtidada de m, descartando

os p — 1 primeiros e os ultimos k — ¢ fatores, ou seja,

m([f’q] = Lo(p)Lo(p+1) - - - Lo(q)-
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Nos resultados enunciados a seguir S denotard uma substitui¢cao Standard.

Lema 2.3.2 Seja o € Sk. Se my|s # 0, entdo para 1 <p<q<k
w(m@Y) = jaq) = o).
Demonstracao: Por 2.6 e 2.7, temos
W(mPD) = (@) + W(To(g1) + - - + W(To(p) =

= (Jo(q) = olq) T (Jolg—1) = lo(g-1)) T -+ (Jolp) = lop)) = Jo(a) = to(p)-

Lema 2.3.3 Sejam o € S, ¢

vy =FE;j, 00 = Eiyjy, ..., = E;,j,, (2.20)
uma substituicdo Standard tal que max{iy, j1,i2,J2,. .. ik, Jx} = n —1t, onde t > 1
(respectivamente min{iq, j1, 42, J2, . - -, ik, Ju} = 1+ 71, onde r > 1).
(i) Se mg(x1,%2,...,0k)|(2.20) = 0, entao quando a substituicio Standard
x1=Eyj, wo=Eyg, ..., o= Eyy, (2.21)

comi, =is+tej.=ygs+1t (resp. I, =is—rej.=jgs—r)s=12...ké

s

feita, temos
Mo (T1, %2, - .., k)| (2.21) = 0.
(it) Semq (1,22, .. 2k)|(220) = By 1oy €160 Mg (X1, T2, - ., 1 )| (221) = E

v v .
oo (k)

Demonstracao: (i) Da igualdade
Me(2.20) = Eiyryiniy Biooyine - Biogiony = 0
noés temos que jy(5) 7 io(s+1) para algum s € {1,2,...,k —1}. Entao
Jots) = Jots) + 1 F lotst) + 1 = lgesry (FeSp. Joo) = Jo(s) =7 7 lo(st1) =T = l(orn):

Portanto, mg|(2.21) = 0.

(ii) Para s = 1,...,k — 1, a igualdade j,(s) = ig(s+1), NOs d& j;(s) = i;(sﬂ). Portanto,
ma|(2.21) =k

iir(l)jﬁr(l)Eifr(z)jé(z) e Ei?r(kﬂ&k) - Eifru)jé(k)’
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concluindo assim a demonstragao. m

Para um mondmio graduado n(zy,zs,...,2,) = ;X ... 7 ¢ 1 < p < q <,
denotaremos por |w(n4)| o valor absoluto do grau homogéneo da subpalavra nl»4,
Consideremos

&(n) = max{lw@” )| /1< p<g<r).

E claro que se ©(n) > n, entdo n € J, De fato, existe uma subpalavra

01 1 < pf < ¢ <, tal que B(n) = |w(@P o) > n. Daf,

n = plb?' U dlyld +1r] o T,

pois n?4 € J,.

Lema 2.3.4 Se
To (Z oMy (T1, T, . . . ,xk)> =0,
oEP
onde P C Sy, é uma identidade graduada de M,(K) tal que O(xom,) < n — 1, para
todo o € P, entao
Zagmg(xl,xg, oo xy) € Ty (M (K)).

oeP

Demonstracao: Suponhamos por contradicao que existe uma substituicao Standard

Podemos supor sem perda de generalidade que se w(xy) > 0, entdo

S tal que

S ij=1

max{z'l,jl, ig,jg, ce ,’ik,jk} =n,

pois se max{iy, ji, %2, jo, ..., ik, Jey = n — t com t > 1, entdo, pelo Lema 2.3.3, a
substituicdo & da forma x; = Ejj, com i, =i +te j.=js+1t,s=1,2,...,kétal

s

./ YAy -/ -/ -/ —
que maX{@17]17127]27 ce 7Zk7]k} =ne

(Zem)

Similarmente, nés podemos supor que se w(zy) < 0, entao

£0.

S

min{il,jl,iz,j27 Ce ;ikajk} =1.
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Nos podemos supor ainda que para qualquer coeficiente b;; # 0 em 2.22, 1 < i—w(zg) <
n. Para verificar isto, observemos que i € {i,1) | 0 € P, m,|s # 0}. Logo, é suficiente
provar que 1 < i,y — w(xp) < n, para cada 0 € P com me|s # 0.

Primeiro, consideremos o caso onde w(zg) > 0 e max{iy, ji, %2, j2, - - -, ig, Jp } = M-
Em decorréncia de 2.7, para o € P com m,|s # 0, se max{ji,J2,...,Jk} < n, entdo

io(1) = n. Logo,
w(xg) > 0, ou seja, n —w(xg) < n, de onde, iyq) — w(xo) < n.
Além disso,
w(wg) < |w(wo)| < W(wemy) <n—1, ouseja, 1 <n—w(xg), isto &, 1 < iy —w(xo).

Portanto, 1 < i,q) — w(zg) < n. Agora vamos supor que max{ji, jo,...,jk} = n.
Escolha um o € P arbitrario tal que m,|s # 0 e consideremos n = j,(), para algum

1 <r < k. Pelo Lema 2.3.2, temos

(L.r]

w(xomy ") = w(To) + Joir) — fo() = W(T0o) + 1 — in(1)-

Combinando isto com w(zgmb™) < |w(zemb™)| < B(xgmes) < n — 1, obtemos que

w(xg) +n —igny < n—1, isto &, w(xg) —i,q) < —1, de onde, 1 <ig) — w(wo).

Além disso, iy(1) < n < w(xg) +n, isto é, i,q) —w(r) < n . Dai, 1 < iyq)—w(zo) < n.

Consideremos agora o caso onde w(xg) < 0 e min{iy, j1, %2, j2, - - -, 0%, Jx} = 1. Em
virtude de 2.7, se min{jy, ja,...,jr} > 1, entdo i,q) = 1 para todo o € P tal que
Mmey|s # 0. Dali,

w(zg) <0, ou seja, 1 =11y < ixaq) — w(xo).

Além do mais, por —w(xg) < |w(xo)| < D(xgmy) < n — 1, temos que —w(zg) < n — 1,
ou seja, iy(1) — w(w) = 1 — w(xp) < n. Suponhamos agora que min{ji, jo,...,Ju} = 1.
Escolha um o € P arbitrario tal que my|s # 0 e tome r € {1,2,...,k} tal que 1 = j,(,).

Pelo Lema 2.3.2, temos

w(xom™) = w(xo) + Jo(r) = o) = w(To) + 1 — o).
Combinando isto com
[1’7"]) < |w(x0m[,1’ﬂ)| < O(xemy) <n—1,

—w(xomy
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obtemos que —w(xg) — 1 +ip(1) < n — 1, isto &, i,1) — w(xg) < n. Por outro lado,
w(xg) <0, isto &,1 <iig) < ig1) — w(To), ou seja, 1 < iya) — w(o).

Logo, 1 <'iy) — w(zg) < n.
Finalmente, escolha g, jo € {1,2,...,n} tal que b;;, # 0. Pelo que foi exposto
anteriormente, 1 < iy — w(xy) < n. Considerando a substituicdo Standard S’ formada

por S e xg = Ej;_i(x0),io» temMOs que

<$0 Z aama) = Eiy—w(wo).io (Z bz’jEij> = Z bioj Eig—w(zo).j # 0,
og€EP S’ 7j=1

ij=1
contradizendo a hipétese do Lema. m

Corolario 2.3.5 Para qualquer monémio graduado my(xy,To,...,2) com

W(my) <n—1, existe uma substituicao Standard S tal que my(xq, X2, ..., Tx)|s # 0.

Demonstragao: Para k = 1, m,(x;) = z;. Logo, por @(m,) < n — 1, segue que
lw(z1)| < n — 1. Basta entao escolher z1 = E; j, tal que j; —i; = w(xy).

Suponhamos que para qualquer mondémio multilinear m de tamanho k, onde
w(m) < n — 1, existe uma substituicio Standard S tal que m(zy,xo,...,2x)|s # 0.
Consideremos 0 monomio n(xy, Ta, . .., g, Tpt1) = iy Tiy - - - Tif Tip,,, COM 1, 0o, . . ., ik,

ikr1 €4{1,2,... .k, k+ 1}, tal que @(n) < n — 1. Observe que
0(T1, Ta,s - oo Ty Tpg1) = Ty (Tig, - - o Ti, Ty )-

Logo, W(n) = &(x;n') < n — 1. Portanto, pelo Lema 2.3.4 n = z;n’ ndo pode ser
identidade Z-graduada para M, (K), pois do contrario n’ também seria identidade.
Além disso, de &(z;,n") < n — 1 segue que ©(n') < n — 1, o que contradiz a hipotese de

inducao. m

Denotemos por Ay o conjunto de todos os monémios m,(xy1, za, ..., xx), 0 € S,

tal que W(m,) =n — 1.

Lema 2.3.6 Para qualquer mondémio my(x1,xs,...,x) € No, eziste uma tnica

substituicao Standard S tal que my|s # 0.
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Demonstragao: Sejam m?% uma subpalavra de my com |w(mP?)| =n—1e S uma

substituicao Standard tal que m,|s # 0. Se w(m®?) = —n + 1, entdo m??

Logo, F;

S = Enl-

oot = En1, OU S€JA, iy = N € Jo(q) = L. Suponhamos uma substituicao

Standard S’ tal que m,|sr # 0. Sendo assim, i;(p) =ne j;(q) = 1. Consequentemente,

. . ./ . . ./
lo(p) = ZO’(p) € Jo(q) = jo’(q)‘ (223)
Temos que
Mels = Eio<1>ja(1> e Eia(p—wa(p—l)Eia<p)ja<p) c Eia<q)jo<q> Eio<q+1>ja<q+1> T Eio(kﬂa(k)’
e
Molsr = Ei/v<1>jfr<1) T Ei@(p—l)jpr—l)Eifr(pﬂff(p) e Ei@(qﬂ;m E"’v(q+1>j3<q+1> e Ei?r(kﬂfr(k)'

Por 2.7 e 2.23, temos que jo(p-1) = lo(p) = i;(p) = jc’r(p_l). Logo, por 2.6 temos
ainda que W(To(p-1)) = Jop-1) — fo(p-1) = j;(p_l) — i;(p_l), de onde segue que

o . . .
lo(p—1) = ly(p1)- Continuando com este raciocinio, usando 2.6 e 2.7, concluimos que

= Elm

S = &'. Similarmente, se w(mg”q]) =n—1, entdo mlf’"ﬂ|3 = Ein. Logo, Ei_ i
isto €, ig(p) = 1 € jy(q = m. Usando os argumentos expostos anteriormente, concluimos
que os indices iz e j5, s = 1,2, ...,k sao determinados unicamente. m

Parai,j=1,...,neS € SSt, considere o conjunto
A(S,Z,j) = {mg(l’l,$27 ... ,J,’k) (- AO | TTLU|S = EZJ}

Claramente, A(S,14,j) = 0, se w(m,) # j —i. Em virtude do Lema 2.3.6, os conjuntos
A(S, i, 7) sao dois a dois disjuntos e a unido coincide com Ag, ou seja,

A= | AS. i), (2.24)

(8/.3)

onde (8,i,j) varia sobre todas as triplas ordenadas (S,7,j), com & € SSt e
i,j = 1,...,n. De fato, se A(S,i,7) NA(S',4',7") # (), entdo existe m, € Ag tal que
Me|ls = Eij e my|sr = Eyy. Mas em virtude do Lema 2.3.6, S = S’ e consequentemente
(i,7) = (¢,7"). E imediato que

L A(S.i.5) C Ao

(8,4,9)
Seja m, € Ag. Existe entdo uma tnica substituicdo S’ tal que m,|sr # 0, ou seja,

mg“g/ = Ez”j’- Dai, my € A(S,,i/,j/) g U(S,z’,j) A(87?/7j)
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Lema 2.3.7 Se para uma permutacao o € Sy, existir uma substitui¢cao Standard S tal

que
Mo (T1, Loy ..., Tk)|s = m(z1, 22, .., 2x)|s # 0,
entao
Mo (1, Tay ..., 2x) = xn(x0, T3, . .., T8) (Mod Jy,),
para algum monodmio n(xe, T3, ..., Tg) = TipTiy - - . Ty, -

Demonstracao: Caso o(1) = 1, a demonstragio é trivial. Suponhamos que o(1) # 1.

Logo, 1 # o7 1(1), e assim 1 = o7 !(0(1)) < o !(1). Além disso, existe um inteiro

positivo u tal que o(1) =1+ wu. Dai, 1 =071 (c(1)) =0 (1 +u) < o7(1). Seja uy o
-1

menor inteiro positivo tal que o' (1 + 1) < o~ !(1). Obviamente,

1<o M 1+u) <o (1) <o Hup). (2.25)
Desde que m,|s = m|s # 0, temos

Ei1j1 Eizjz s Eikjk = Eia(l)ja(l)Eia(z)ja(z) ce Eia(k)ja(k) 7é 0,

e dai, iy = ig1), Jt = lg41, t =1,...,k — 1 e, para s > 1, jy(s—1) = lo(s). Considerando
p=o0cYu+1), ¢ =011)er =0 (u), por 2.25 temos 1 < p < ¢ < r com
Jolg=1) = fo(q) = lo(1)y Jo(r) = lo@p) € S P > 1, Jop—1) = ig@p). Yamos considerar

inicialmente o caso p > 1. Das igualdades

Jo(r) = lo(p) = Jop-1) € Jo(g—1) = lo(q) = lo(1)

temos que
Jo(p=1) = lo(1) = lo(p) — Jo(g-1) = Jo(r) ~ lo(g) = Q0
para algum «, € Z. Pelo Lema 2.3.2, temos
w(my ™) = Jo(p-1) — iar) = a0;
W(mg’q_l]) = Jo(g-1) ~ lo(p) = —Q0;
w(mg]ﬂ) = Jo(r) — lo(g) = Q-

Consequentemente, usando 2.16, segue que

My = m([j»pfl]m[a?vqfl]m[o‘?vr]m[;“i’lvk] =
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— el pa—1], [Lp—1], [F+1,k] _ _
= mgl ]mg”q ]m[g P ]mL I = Lo(q)Tly - - - Tty = L1214y - .- 21, (Mod J).

Consideremos agora p = 1. Neste caso, jy(g—1) = lo(q) = (1) = Jo(r), € Pelo Lema 2.3.2
w(mP Y = G — .0 = 0;
w(ml™) = jo() — i = 0.
Portanto, por 2.15 segue que
my = mba- @,k —

[r+1,K]
g

_ T 1,q—1 _ —
= m@mba gy, = To(q) Ty - - - Tty = T1Ty, - .. Ty, (Mmod Jy).

Corolario 2.3.8 Se para duas permutacoes o,7 € Sg, existir uma substituicdo
Standard S tal que
Mo (T1, T, ..., Tk)|s = me(x1, 22, ..., xp)|s # 0,

entio My (T1,T2,. .., k) = Tr()D(Tr(2); Tr3),-- - Try) (mod Jy), para  algum
n(y27 Ysy o 7y1€) =YYz --- Y1,

/

~ . / !/
Demonstragao: Consideremos z;, = (1), Ty = Tr(2), ..., T, = Tr(k). LOgO,

M (21, Tgy . .., x) = m(Ty, Ty, .., T).

1

Tomemos agora t = 77" o ¢. Sendo assim,

(T, Ty, - .o, Ty) = Mo (T1, Ta, - - ., Tp).
Por my|s = m,|s # 0, temos que m,(z}, Ty, ..., 7})|ls = m(zy, Ty, ..., 7;)|s # 0. Do
Lema 2.3.7 segue que
! ! ! ! i !
M2y, Ty, ..., 2) = 217, ... 1y, (Mod Jy),

onde {lo,...,lx} ={2,...,k}, ou seja,

Mo (L1, T, ..., Tp) = xT(l)x22 .. x}k (mod J,),
o que nos da
Mo (T1, T2, - .., Tk) = Tr)D(Tr(2); Tr3), - - -5 Tr()) (mod Jy),
para algum monomio n(y2, Ys, .. ., Yk) = YiYis - - - Yi.- M

A seguir apresentaremos o principal resultado desta secao.
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Teorema 2.3.9 Todas as identidades polinomiais da dlgebra 7Z-graduada M, (K)

sequem de
r=0, lw(x)| > n;
21Ty — Towy =0, w(ry) = w(zy) = 0;
T1TaT3 — 3Ty =0, w(zy) = w(rs) = —w(za),
isto €, Ty (M, (K)) = I,.
Demonstracdo: Para provar que Tz(M,(K)) = J, nos usaremos inducgdo sobre

n. Seja n = 1. Neste caso, M(K) = My = K. Em virtude de 2.14, nés
precisamos considerar somente as identidades graduadas de M;(K') que sdo da forma
f(z1,29,...,25) =0, onde w(x1) = w(xe) = ... = w(xg) = 0. De fato, pois do contrario
existe i € {1,2,...,k} tal que |w(x;)| > 1. Logo, m,(x1,za,...,x,) € Jp, para todo
o € Sk e consequentemente f(xq,Zs,...,x;) € Ji1. Asidentidades f(zq,22,...,2x) =0,
onde w(z) = w(xz) = ... = w(zg) = 0 sdo na verdade identidades polinomiais
ordinarias de My = K. Desde que todas as identidades de um corpo infinito seguem
de [z1, x5] (veja [13], pagina 45), concluimos que T7(M;(K)) = J;.

Agora seja n > 1 e vamos supor que Tz(M,_1(K)) = J,—1. Desde que a ca-
racteristica do corpo base é zero, nos precisamos provar somente que cada identidade
polinomial Z-graduada multilinear de M, (K) estd em J,. Nos também usaremos
indugdo sobre k assumindo que cada polindmio multilinear g¢(yi,ya,...,ys-1) €
T7(M,(K)) em k — 1 variaveis esta em J,. Seja f(z1,x2,...,2) um polinomio Z-

graduado multilinear arbitrario em Tz(M, (K)). Note que

o M, 4 (K) — M, (K)
A0
A — P(A) =
0 0

¢ um mergulho natural Z-graduado de M, (K) em M,(K). Desde que
flz1,29,...;25) € Tz(Mp(K)) e ¢ & um mergulho Z-graduado, segue que
flz1, 29, ..., 2) € Ty(M,_1(K)) = J,—1. Logo, f é consequéncia de 2.14 a 2.16 e
das identidades

x =0, para |w(z)| =n — 1. (2.26)

Entao f pode ser escrito como
f=h+/l+/s
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para fi, fa, f3 polinomios Z-graduados multilineares, onde f; é consequéncia de 2.15,
fo & consequéncia de 2.16 e fs é consequéncia de 2.14 e 2.26. E facil ver que f; pode

ser escrito da forma

f3= Z AoMe(T1, T2y ..., Ty).

@W(mg)>n—1
De fato, por f3 ser consequéncia de 2.14 e 2.26, temos que Y a,9%g5gs, onde
g%, 95 € K(X) e g5 ¢ tal que |w(gy)| > n — 1. Por ¢ ser homogéneo com respeito ao

Z-grau, podemos escrever f3 da forma
_ Yo VoY
fs= E :a7m1m2m37

onde |w(my)| > n — 1 e mj,mJj,m} sdo multilineares e sem termos x,s em comum.

Como |w(mg)| > n—1, temos que &(mimgm3) > n—1, para todo 7. Vamos considerar

mimJgm3 = m,. Fazendo 7 variar, o também varia. Logo, podemos escrever ainda f3
da forma
3= Z Ao (T1, T2, ., ).
@W(meg)>n—1
Desde que mg(x1, 22, ...,zx) € J, quando W(m,) > n — 1, segue que

f=f3= Z oMy (21, T, ..., x)) = Z oMy (x1, To, ..., xx) (Mmod Jy,).

@W(mg)=n—1 mg€ANg
Entao por 2.24

n

f= Z Z Z oMy (T1, T2, ..., %) | (mod Jy,). (2.27)
Sesst

1,j=1 \mo€A(Si.5)

Se nos provarmos que cada polinémio graduado ) a,m, em 2.27 pertence a J,, entdo
a inclusao Tz(M,(K)) C J, estara demonstrada. Observe que pelo Lema 2.3.6, para
So, S € SStei,je{l,2,...,n} nés temos que

0, se S # S

(2.28)
So [ZmaeA(so,z‘,j) ao—] Eij, se §=3.

E aeMg

mo EA(S,’L,])

Logo, para qualquer § € SSt, por 2.27 e 2.28 teremos

n

f|S:Z Z % Eij:07

1,j=1 \ms€A(S,3,5)
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e portanto >, x5 % = 0,4, =1,2,...,n. Por2.28, temos que

Z aeMy (1, T, ... x1) € Ty(M,(K)), S € SSt, i,j=1,2,...,n.
meEA(Sirj)

Se A(S,i,j) # 0, escolha uma permutagdo T € S, de maneira que
m, € A(S,1i,7). Pelo Corolario 2.3.8, para cada m, € A(S,1,7), existe um mondémio
nll = n["](xT@),xT(g),...,xT(k)) tal que m, = a:T(l)n["] (mod J,). Notemos que
z,nl? & T7(M,(K)), pois do contrario m, € Tz(M,(K)), o que contradiz o fato
de m, € A(S,4,j). Logo, por z,1)nl” & Tz (M,(K)) segue que &(z.1)nl’l) < n — 1.
Considere P = {0 € S | m, € A(S,4,7)}. Sendo assim,

Z UMy = X:a(,m(7 = Zaaxf(l)n["] = T-(1) Zaan[g] (mod J,). (2.29)

mqE€N(S,i,5) ocP ocP oceP

a,nl’ € Ty (M, (K)).

Por ZmaeA(S,i,j) agMmy € Tz (M, (K)) e 2.29, temos que (1) ) cp

Logo, pelo Lema 2.3.4, > . a,nl?l € Ty (M, (K)) e por ser uma identidade graduada
multilinear de M, (K) em k — 1 variavéis, concluimos que ) __p a,nl € J,. Portanto,

por 2.29 para quaiquer S € SStei,j=1,2,...,n,

Z azmy =0 (mod J,),

Mo €A(S,4,5)

o que completa a demonstracao. m

2.4 Polindmios Centrais Z-graduados

Apresentaremos nesta secao a descricao do espago dos polindmios centrais
Z-graduados para a algebra M, (K).

Sejam J,, o Ty-ideal gerado pelas identidades graduadas de 2.14 a 2.16 e
Cz(M,(K)) o Tz-espago dos polindomios centrais Z-graduados de M, (K). Claramente,
temos J,, C Cz(M,(K)).

Lema 2.4.1 Seja m(xq,x2,...,2,) = T1Xs...x, um mondmio multilinear de K(X)

com w(m) = 0. Se uma substituicao Standard S

T = Ei1j17 To = Eigjga ey T = Eikjk

¢ tal que m|s # 0, entao m,|s # 0 para todo o € Hy.
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Demonstragao: Sendo m|s # 0, temos j; = da, jo = I3, ..., jr—1 = ix. Como
m|s = E;,j, e w(m) = 0, devemos ter i; = j;. Observemos que my,|s = Ei,j, Eij, =

Ei,i, # 0. O resultado segue entao indutivamente. m

Proposicao 2.4.2 O polinémio multilinear

f(xlu T2, . .. 7xn) = Z To(1)To(2) - - - Lo(n)s
oceH,

onde O(r1xo...xx) <n—1¢€ (w(xy),w(xs),...,w(x,)) € uma sequéncia completa em

L, € um polinémio central Z-graduado, que nao € identidade para a dlgebra M, (K).

Demonstragao: Como f é multilinear, é suficiente mostrar que f|s € Z(M,(K)) para
toda substituigdo Standard S. Pelo Lema 2.4.1, se m|s = 0, entao m,|s = 0 para todo

o € H,, edai f|s =0. Suponhamos entao S uma substituicdo Standard

I = Ei1j17 To — Ei2j27 vy Ty = Einjn

tal que m|s # 0. Observe que a existéncia de S é garantida pelo Corolario 2.3.5.
Claramente devemos ter j; = 4o, jo = 13, ..., Jn_1 = in € também 7, = iy, pois
w(m) =w(r1) + w(z2) + ... +w(z,) = 0. Logo,

fls = Eii, + Eigiy + ... + Ej i,
Notando agora que

W(l’l) = ig — il, W(ZL'Q) = ’L.3 — ’ig, ey LU(l'n_l) = Zn — in—la w(xn) = le — in,

temos

w(ry) tw(zs) =iz —i1, ..., wE)+...+w(Tp_1)=1in — 1.

Como (w(xy),w(xs),...,w(r,)) é uma sequéncia completa, devemos ter io — i1, i3 — 1,

..,1n, — 11 ndo-nulos e dois a dois distintos, donde segue que iy, 4o, ..., devem ser
dois a dois incogruos modulo n. Mas, {i,is,...,i,} C {1,2,...,n}. Logo, temos a
igualdade destes dois conjuntos, e portanto f|s =1, € Z(M,(K)). =

Lema 2.4.3 Se para uma permutacao o € Sy, existir uma substitui¢cao Standard S tal
que

ma<x17 Ty 7xk)|8 - TI’L(.I'l, Ty 7xk)|8 7£ 07
entao

Mo (T1, o, ..., Tx) = m(xy, o, ..., xx) (Mmod Jp).
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Demonstracao: Pelo Lema 2.3.7, m,(z1, 22, ..., 25) = x1n(x2, 23, ..., 2%) (Mmod Jy,).

Seja r o maior inteiro positivo tal que
Mo (T1, Lo, ..., Tk) = X129 ... To0(Tpy1, . .., k) (Mod Jp), (2.30)

para algum monémio n = n(x,y1,..., ;). Mostraremos que r = k. Suponhamos por
contradi¢ao que r < k. Entdo, obviamente r < k —2. Desde que J,, = 77 (M, (K)), por
2.30 temos

LT« o Tyt oy Tg)|s = Mo (X1, Tay -, xk)|s = M1, 22, . .., Tk)|s # 0.
Combinando a igualdade anterior com

1T ... x,«n|3 = EilleinQ c. Eirj7,n|3 = El‘ljrnlg

e
mls = Eij, Eigjy - - - Eij {1042 .. 21} s,
temos que
n(l’r+1, Ce ,xk)‘s = Tpyp1Tpy2- - l‘k‘g = Ejrjk 7& 0.
Pelo Lema 2.3.7, existe um monémio n' (z,o, . ..,zx) tal que
n(Tpi1, ..., T5) = me/(ng, ooy xg) (mod J,).
Logo,
My =1 TN (Tpi1, Ty oo, Tp) = X7 .. Tyl (Tpy, ..., xx) (Mmod Jy,),

o que contradiz a escolha do nimero r. Portanto, r = k. m

Corolario 2.4.4 Se para duas permutacoes o,7 € Sy, existir uma substituicdo
Standard S tal que

Mo (T1, T, .. Tk)|s = mr(x1, 22, ..., xp)|s # 0,
entao my(xy, To,. .., Tk) = me(T1,xe,...,x) (Mod I,).
Demonstragao: Consideremos :70/1 = Tr(1), x; = T7(2),- - - ,w}g = ZTrx). Logo,
M (1, Ty . .., x) = m(Ty, Ty, ..., T).
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Tomemos agora . = 7~ o 0. Sendo assim,

’ /

M (), Ty, - .., Ty) = Mo(T1, Ta, . - ., Tp).

Por m,|s = m,|s # 0, temos que m,, (], Ty, ..., 7} )|s = m(z}, vy, ..., 2,)|s # 0. Pelo

Lema 2.4.3, segue que

M@,y ) = M, ., 2) (mod Jy)
e portanto,

Mo (T1, T, ..., Tk) = me (21, Ta, ..., xx) (Mod Jy,).

Tomemos agora W como sendo o Ty-espaco gerado pelos polindmios

nxzy,  |w(@)| > n;
2]y, a2 w(zy) = w(zg) = 0;
(2.31)
21 (212203 — T3T2x1) 20 w(zy) = w(rs) = —w(z2);
Z To(1)To(2) - - - Lo(n) » (w(z1),w(z2),...,w(x,)) sequéncia completa,

onde O(z122...2,) <n—1e z ez sdo variavéis em X.
Do fato de todos os polinémios em 2.31 serem centrais segue que
W C Cyz(M,(K)). Observando agora que o Tyz-espaco gerado pelos trés primeiros

polindmios em 2.31 é exatamente J,,, concluimos que J,, C W.
Lema 2.4.5 Se o polindmio multilinear
flzy, @, .. xk) = Ayma (2, 20, ..o k) + . oo+ Agmy (21, 29, ..., k) (K >n)

é tal que existe uma substituicao Standard S tal que f|s = A, para agum 0 # X € K,
entao f e W.

Demonstracao: Como f|s = A, devemos ter Ay = Ay = ... =\, = Aew(m;) =0
para cada i = 1,2,...,n. Vamos supor que mq(xy,Zs,...,T) = T1Ty... 2. Seja S

uma substituicao Standard

xr, = Eiljl’ To = Ei2j2, ey T = Elkjk
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satisfazendo as hipoteses do Lema. Por f|s = AI,, para cada ¢ = 1,...,n existe
je{1,...,n} tal que mj|s = E;;. Logo, existem 1 =1; <l < ... <, de modo que

{it,, 1y -1, } = {1,2,...,n}. Sendo assim,

my(T1, T2, ..., 1) =T, - .i.ixZQ_leQ ) .E.%xlg_f. ) h
Logo,
wty) =iy, — 11, wts) =ty —ipy, oy Wtao1) =11, — i, -1 € W(ty) =11 — iy, -
A sequéncia (w(t1),w(t2),...,w(t,)) é uma sequéncia completa em Z,, pois

wlt)) +wts) +...+wty) =w(my) =0=1y, — g +ig, — i, +...+10, — iz, 1+ — i,

Além disso,

w(tl) = i12 — ill, w(tl) —|—u)(t2) = il3 — ill, ey W(tl) +W(t2) —+ ... +u)(tn_1) = iln — ’ill.

Dai, sendo {ilN iZQ, R ,iln} = {17 2, e ,n}, devemos ter il2 — ill, ilg — Z.ll’ ceey iln — ill
nao-nulos e dois a dois distintos.
Consideremos agora 0 mondmio

to tn t1

— —
Lig oo Llg—1++ L oo LTy« Tiy—1

n

e observemos que ts...t,t1|s = E; Por f|s = A, existe algum ¢ € {1,2,...,n}

lo ilg .

tal que myls = to...tulils = Ei i, e pelo Coroldrio 2.4.4, concluimos que
mg = to...tpyty (mod Jy). Além disso, ©W(tyty...t,) < n — 1. Como
{toyto) - - tom)ls; 0 € Hy} = {E, Eo, ..., Eyy} continuamos com este raciocinio

usando novamente o Corolario 2.4.4 e concluimos que

f(l’l,.iﬂg, e ,:L‘k) = )\(ml +me + ...+ mn) = Z tg(l)tg(g) . tg(n) (mod Jn),
O'EHn
e dai

flxy,zo, .. z) = A Z to()lo@) - - - tom) (mod W) (pois J, € W).

occH,

Além disso, Z to()to@) - - - to(n) € W, donde segue que f(z1,2s,...,2;) €W. ®
ocE€H,
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Teorema 2.4.6 Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo Cyz(M,(K)) = W.

Demonstracao: Seja f(xy,2,...,x,) € Cz(M,(K)). Podemos supor f multilinear.
Suponhamos ainda que f nao ¢é identidade Z-graduada para M, (K). Podemos escrever
f na forma

f:)\lml—i—)\gmg—i—...—i—)\lml,

onde mq, ma,...,my; s@o mondmios multilineares em x1,xs,...,7x,. Por f nao ser
identidade Z-graduada para M, (K), existe uma substituicdo Standard S tal que
fls = Al,, para algum 0 # XA € K. Logo, | > n. Observemos ainda que para

cada ¢ = 1,2,...,1, temos m;|s = 0 ou m;|s = E;;. Temos também que para cada

i=1,...,n,existe j; € {1,2,...,1} tal que my,|s = Ej;. Juntando os termos m/ s tais

que m;,|s = Ej; e usando o Corolario 2.4.4, concluimos que
flz1, 20, ..., 2) = axmy, + aomy, + ...+ aymy, + Bimy, + ...+ Bemy, (mod W),
onder <leay,...,an,[B1,...,0, € K. Pelo Lema 2.4.5, temos
aymy, + aemj, + ...+ aymy, € W,
donde segue que
flzy, 2, ... xk) = Bimyy, + ... + Bomy, (mod W).

Por f € Cz(M,(K)), temos que Bymy, + ...+ Bmy, € Cyz(M,(K)). Se r < n, entao
Bimy, + ...+ Brmy, € J, € W. Caso contrario, repetimos os mesmos argumentos

usados anteriormente. m
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Capitulo 3

Polinomios Centrais para a Algebra

das matrizes de segunda ordem

Um dos principais problemas na PI-Teoria é determinar se para uma dada algebra
A o T-espaco dos polindmios centrais de A é finitamente gerado. Neste capitulo
apresentaremos uma base finita construida por Okhitin [40] para o T-espago dos
polindémios centrais ordinarios da &lgebra My(K'), onde K denotard um corpo de
caracteristica zero. Colombo e Koshlukov [8] generalizaram esta descrigdo do T-espago

C(My(K)) para o caso de K ser infinito e de caracteristica diferente de 2.

3.1 O T-espago C(My(K))

Nesta secao denotaremos por K(X) a éalgebra associativa livre, onde
X = {zg,71,...} é um conjunto ndo-vazio e enumeravel (conforme Se¢do 1.2),
L =L(X)C K(X) (veja Secao 1.4) uma algebra de Lie livre com conjunto gerador X,
Ly =LNT(My(K)) e K denotara sempre um corpo de caracteristica zero.

Consideremos os polinomios H(xy, x9, 3,24, 75) = [h(z1, 29,23, 24),x5], onde
h(x1, g, x3,24) = [21, x2] 0 [23, 24] (polindmio de Hall) e s4(x1,x2, 3, 24) 0 polinémio

Standard de grau 4 (veja Exemplo 1.2.7).

Lema 3.1.1 Sao wvdlidas as seguintes igualdades:
(i) H(xy, 22,23, 24, 25) = [T1, Ta] © [T3, T4, T5] + [T1, Ta, T5] © [23, 24];

(11) sy(x1, T2, T3, 24) = [T1,T2] 0 [X3, T4 — [T1, 23] © [T2, 4] + 21, 4] © X2, X3].
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Demonstragao: (i) Usando a igualdade em 1.1, temos
H(xlv Lo, XT3, Ty, ./L'5) - Hxla IQ] o [.T37 x4]7 x5] - [[J;17 ZUQ] [fL’g, $4] + ['I37 .734] ['rla x2]7 I‘5] -

(21, 2], x5][ws, 2] + 21, 2[5, wa], 5] + [[w3, wa], 5] [0, To] + [3, w4 [[21, 2], 5] =
(1, X9, T5][x3, 24] + |21, T2|[T3, T4, T5] + [T3, T4, 5] [21, 2] + [73, 4] [21, T2, 5] =
(21, X9, 5] 0 [T3, 4] + [T1, 2] © [T3, T4, X5).

(ii) Temos também

84(I1,$2,l‘37$4) = Z(—1)0%(1)%(2)%—(3)%(4) =
gESy

T1X2X3T4 — T1X2T4L3 — T1X3T2Ly + T1X3T4T2 + T1X4T2L3 — T1X4T3T2—
LoX1T3X4 + ToX1L4X3 + ToX3X 1Ly — ToX3L4L1 — LoX4L1XL3 + ToXsX3T1+
T3X1ToXy — T3T1X4T2 — T3LoL1T4 + T3L2T4X] + L3T4TL 1Ly — T3L4L2T1—
T4T1T2X3 + T4X1X3T2 + TyToT1T3 — TyToT3T1 — T4T3T1T2 + T4X3T2X1 =
1o (324 — T4x3) + T103(T4Ty — TaTg) + X124 (Toxs — T3T2) — Tox1 (T34 — T4T3)+
Tow3(T1204 — T4T1) — Loy (T123 — T3T1) — 321 (T4To — ToXy) — T3T2 (X124 — T4x1)+
T34 (T1T9 — To@y) — 41 (o3 — T3T2) + T4To (X123 — T3T1) — T423(T 129 — Tox1) =
(2109 — 2221 ) (2374 — T473) + (1374 — T473) (L1272 — To1) + (V173 — 2371 ) (T4T2 — T2T4)+
(x40 — womg) (w123 — 371) + (X124 — 1421 ) (To3 — T3T2) + (Tos — X322 (X104 — Ty21) =
[1, o] 0 [w3, 4] + [x1, 23] © [y, T2] + [21, T4] 0 [T2, 23] =

[x1, 9] 0 [13, 4] — [m1, 3] © [X2, 4] + [21, 24] 0 X2, 23]

Uma base finita de identidades para a algebra Ms(K) foi construida inicialmente
por Razmyslov [44]. Posteriormente, Drensky [10] mostrou que as identidades de
M,y (K) seguem dos polinomios H(xy, za, 3, x4, T5) € S4(x1, Ta, T3, 24).

Observemos que zosy € V(h), onde V(h) é o T-espago gerado pelo polinémio
h(z1, xq, x3,24). De fato, basta observarmos que [h(xq, x2, 23, x4), x5 € identidade para
a algebra exterior F, visto que [z, 29, x3] é identidade para E (veja Exemplo 1.2.12).

Logo, se xgsy € V(h), entao [zgs4, x5] seria identidade para F e portanto zpsy seria
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um polindémio central para E. Sendo assim, para x1 = €1, o = €, T3 = €3, Ty = €4
e rg = es, teriamos que essy(eq, es, e3,e4) = 24ejesezeqes € Z(E) = Ey, o que é
uma contradicao. Além disso, h & V(zgs4), onde V(xgss) ¢ o T-espago gerado pelo
polinémio zys4. De fato, basta observarmos que zpsy € T(Ms(K)) e h & T(Ms(K)).
Vamos denotar por V = V' (h, z¢s4) 0 T-espago de K(X) gerado pelos polinémios
h e xgs4. Pelo que foi exposto anteriormente, V' nao pode ser gerado, como T-espaco,

por apenas um desses polinomios. Ademais, por h, zgss € C(Ms(K)), concluimos que

V C C(Ma(K)).

Lema 3.1.2 FEziste um polindomio de Lie | € L tal que ¢ = xoh + [ € um polinémio
central para My(K) ec € V.

Demonstragao: Notemos inicialmente que na algebra K(X) vale

zo([x1, T2] © [3, T4]) + 21 ([T0, 2] © [13, 14]) = €1 + 11, (3.1)
onde
1
c1 = [-’Jcoxl,xz]O[ws,x4]—[xo,xg,xl]O[x37:E4]—§([x3,-’m,xo]O[xl,a:z]Jr[a:g,m,xﬂO[wo,xz]),
I, = %([[zl,{lfg], (x5, x4, To|] + [[T0, 22|, [x3, T4, 21]]) € L.

Observe que pela expressao de ¢, podemos concluir que ¢; € V' (h). De fato, a igualdade

em 3.1 é verdadeira, pois por 1.1 temos que

c1 + 1 = ([, xo)w1 + To[T1, X2)]) © [T3, 4] — [X0, T2, T1] O [X3, T4]—

1 1 1

§[$37$4, 950] o [xh 1’2] - §[$3, Ty, fl] o [$0, 902] + 5[951,1‘2]@3, 5704,%]—
1 1 1
5[903, 934,%] [$1,$2] + §[$o,$2] [$3,$47$1] - §[I37 T4, 5101][%, 902] =

([, x2)x1 + T0[T1, X2)) © [X3, 4] — [T0, T2, 1] O [T3, 4] —
(23, T4, To[T1, Ta] — |13, 14, 11][T0, 2] =
(20, o] 21 (73, 24] + [23, T4][20, T2] 71 + T0[21, 2[5, T4] 4 [23, L]0 [1, 22—
(20, T2, T1][3, T4] — |13, T4][T0, T2, 1] — [23, T4, o) [0, T2 — [3, T4, T1][T0, T2] =

(1[0, 2] + [T0, T2, 21]) |3, 4] + |23, 4| (21 [T0, 2] + [T0, T2, T1])+
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xolz1, o] [X3, 4] + (Tolx3, 4] + [T3, T4, 0))[T1, 2] — [T0, 2, T1][T3, 4] —
[$3,$4H$0,$2,I1] - [$3,$4,I0][$1,I2} - [$37$4,$1H$07$2] =
x1 (X0, T2 (X3, 4] + [To, T2, T1][23, Ta] + 23, T4] X1 [0, T2] + (X3, T4][T0, T2, T1]+
xolr1, o] [X3, 4] + wolx3, T4][X1, T3] + X3, T4, 0] [T1, 2] — [T0, X2, T1][T3, 24| —
(3, 24][w0, T2, 1] — [23, T4, To[21, T2] — |3, T4, 1] [0, 2] =
r1[x0, To)[T3, T4] + (T1[23, 24] + [23, 24, 21])[20, T2]+
xolT1, o] [X3, 4] + wolX3, T4l[T1, T2| — [T3, T4, 1] [T0, 2] =
w1[20, To)[T3, T4] + 21 [T3, 4] [0, T2] + 0|71, 2|23, T4] + To[23, T4 [T1, T2] =
x1([zo, 2] © |3, 24]) + To([71, 2] 0 [T3, 24]).
Por 3.1, existem ¢y, c3 € V/(h) e ly,l3 € L tais que
xoh — xo([z1, 23] © [X9, 24]) = €2 + 1o} (3.2)
xoh — xo([z1, 4] 0 [0, 23]) = 3 + I5. (3.3)
Como zoh = x¢([z1, 2] © [x3, 24]), subtraimos 3.2 de 3.3 e obtemos
roh—xo([x1, x2|0[xs, 24]) — 0 (|21, 4]0 [T0, 23))+ 20 ([21, T3]0 [T0, 24]) = (c3—C2)+(I5—12)
o que nos da
xoh — 2084 = (c3 — ¢2) + (I3 — l2) e dai xoh + (o — I3) = (c3 — ¢2) + XS4,
ou seja,
roh+1l=c€eV,
ondel=Ily—Ils€Lec=cg—co+x954€V. m
Lema 3.1.3 T(M(K)) C V.
Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que s4,x9s4, H,xoH € V.
Claramente, sy, 2984 ¢ H € V, pois pelo Lema 3.1.1, s4 e H pertencem a V(h) C V.
Em [44] foi provado que Ly, C V. Do Lema 3.1.2, existe um polindémio de Lie [ tal que
xoH + 1 € V. De fato, existem [y, [y € L, tais que
2o([21, 2] 0 [23, 24, 25]) + 11 €V, (3.4)
zo([x1, T2, x5 0 [13,24]) + 12 € V. (3.5)
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Somando as igualdades 3.4 e 3.5, obtemos que xgH + 1 € V, onde | = [y + l5. Sendo
assim, zoH +1 = f € V. Por xoH ser identidade para My(K), segue que [ € C'(My(K)).
Por outro lado, [ ¢ um polinémio de Lie, logo tem traco zero em qualquer substituicao
e por 1.6.11 concluimos que [ é identidade para My(K). Logo, | € T(My(K))NL =
Ly C V. Portanto, xoH = f —1 € V. Observe que [xoSy, T5] = 20S4T5 — T52084. Por

outro lado, usando 1.1, segue que [xosy, T5] = [To, 5]S4 + To[S4, 25]. Dessa forma,
T0S4Ts — TyToSy = [Tg, T5|S4 + To[S4, T5).

Notemos que

xo[S4, T5] = xo[[1, w2] O[3, 4], 5] — w0 [[ 21, T3]0 [X2, T4], 5]+ X0 [[T1, T4] O[22, 23], 5] €V

pois é uma consequéncia de xoH. Dai, como x5x¢Sy4,|[To, 5|84, To[ss,25] € V,
concluimos que xgsuxs € V. Analogamente, mostra-se que zoHxg € V. Portanto,
T(My(K))CcV. m

Sejam A uma &algebra associativa e a,b,c € A. Apartir de um célculo direto,

podemos mostrar que
[aob,c] =ao b+ bola,c], (3.6)
(boc)oa—bo(coa)=/a,b,c. (3.7)

Lema 3.1.4 Se Ay, Ay, A3, Ay € Sly(K) (conjunto das matrizes de traco zero em
M,y(K)), entao

4[A17 AQ} <A3OA4) = [Ah A37 A47 AQ]_'_[AD A47 A37 AZ]_[A27 A3> Ala A4] _[A27 A47 A17 AS]
Consequentemente, se u e v sao comutadores em K(X), entdo

Az, yl(uowv) = [x,u,v,y] + [x,v,u,y] — [y, u, z,v] — [y, v, x,u] (mod T(Msy(K)).

Demonstracdo: Observemos inicialmente que A o B € Z(My(K)), para A,

B € Sly(K). Logo, usando as igualdades 3.6 e 3.7, temos que
[Ah A37 A47 AQ] + [A17 A47 A37 AQ] - [A27 A37 A17 A4] - [A27 A47 A17 A?)} -
[[Ala A37 A4]7 AQ] + [[Ala A47 A3}7 AQ] - [[A27 A37 A1]7 A4] - [[A27 A47 Al]? A3] =
[(A3 @) A4) o Al — Ag o (A4 @) Al); Ag} + [(A4 @) Ag) o Al — A4 o (A3 @) Al); AQ]—
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[(A30 Aj) o Ay — Az o (A0 Ag), Ayl — [(A40 A1) 0 Ay — Ayo (A1 0 Ay), As] =
[(A30 Ag) o Ay, Ag] — [As o (A0 Ay), Ag] + [(Ag 0 A3) 0 Ay, As] — [Ag 0 (A3 0 Ay), Ag]—
[(A30 Ay) o Ay, Ayl + [As0 (A1 0 Ay), Ayl — [(Ag0 Ay) 0 Ay, As] 4+ [Ag0 (Ag 0 Ay), A3] =

(A3 0 Ay) o[Ay, Ag] + A1 0 [A30 Ay, Ag] — A3 0 [Ag0 Ay, Ayl — (A0 Ay) o [As, As]+
(Ag0 A3) o [A1, Ayl + Ay o [Ay0 Az, Ag] — Ay o [Az0 Ay, Ag] — (Ag 0 Ay) o [Ay, Ad]—
(As o Ay) oAy, Ay] — Ay 0 [As 0 Ay, Ayl + Az 0 [A1 0 A, Ay] + (A1 0 Ay) o [As, Ay]—
(Ag0 Ay) o [Ay, As] — Ay o [Ayo0 Ay, A3 + Ay o [Ar 0 Ag, Ag] + (A 0 Ag) 0 [Ay, A3] =
(A3o0 Ay) oA, As] — (Ag0 Ay) o [As, Ag] + (Ag0 A3) 0 [A1, Ay] — (A3 0 Ay) o [Ay, As]—
(Azo Ay) o[Ag, Ayl + (A1 0 Ag) o [As, Ayl — (Ag0 Ay) 0 [Ag, A3] 4+ (A1 0 Ag) o [Ayg, A3] =
(Aso Ay) o [Ay, As] + (Ag 0 A3) o [Ay, Ag] = 2(A3 0 Ay)[A1, As] + 2(As 0 Ay)[AL, As] =
4[Ay, Ay](As 0 Ay).

Para mostrarmos a segunda afirmacao basta observarmos que
My(K) = Slh(K)® D,

onde D = {A, | A € K} = Z(My(K)) e que qualquer comutador resulta em uma
matriz de trago zero em My(K). =

A primeira afirmacao do Lema 3.1.4 nos diz que o polinémio g(xy, zo, x3,14) =
Alxy, ko) (w3 014) — [T1, X3, T4, 2] — [T1, T4, T3, To| + X2, T3, T1, T4] + [T2, T4, 1, 23] € uma
identidade fraca para Ms(K) (veja Segdo 4.3).

A préxima definicao serd de grande importancia na demonstracao do principal

resultado desta secao.

Definicao 3.1.5 Seja f(x1,22,...,2,) € K(X) um polinémio multilinear. Dizemos

que o posto de [ € igual a n e denotamos por r(f) =n > 0, se existem n variavéis no

polinomio f tal que f 2iy==wiy =1 £ 0 en € o mator numero que satisfaz tal propriedade.

Se f(x1,xe,...,x;) ¢ um polindémio central multilinear, entdo por 1.4 podemos

expressa-lo da forma

flzy, 2, ... 28) = Zx‘flx?...xzkwa, (3.8)
a
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onde w, € B(X), z{'z3?...z7*w, é multilinear e a = (ay,as,...,a;). Por
1 xs? .. at*w, ser multilinear temos 0 < a; < 1. Mostraremos que esta forma de
1 Lo k

representar f é inica. Suponhamos que
a a !/
flx1,29,... 2 g otag? . xpkwl, (3.9)

onde w! € B(X), a = (aj,as,...,a5) e 0 < a; < 1. Para cada a consideremos
M, = Zle a;e'={M, | a= (a1, a,...,a;)}. Tomemos M, = maxI'. Substituindo
em 3.8 e 3.9 as variaveis x; por 1, onde b; # 0, temos que wy, = w,. Logo, por 3.8 e 3.9

segue que
ai,,.a2 ag ai .az /
E o' wy’ . xrw, = E xtas? L apkw).
a
a#b a;éb

Continuando com este raciocinio, concluimos que w, = w/, para todo a e portanto
temos a unicidade da representacao de f em 3.8. Dessa forma, o posto do polinémio f

pode ser entendido como sendo o maximo do conjunto I', ou seja, r(f) = maxT.

Lema 3.1.6 Seja f um polindmio central multilinear de My(K'), onde r(f) = 0. Neste
caso, f=c+g, ondec=> 1l ols, I!I5 € L e g € T(My(K)).

Demonstracao: Para provar o Lema é suficiente representarmos f como uma
combinagao linear de um produto de comutadores e aplicar o nimero de vezes necessario
a igualdade

2uv =uo v+ [u, v (3.10)

e a identidade da algebra My(K) do Lema 3.1.4. Notemos que se u; e uy sdo
comutadores, entao por 3.10, ujuy = l(ul o uy) + l[ul,ug]. Por ui,us € L e L ser

uma subalgebra de K (X)), segue que [u1,us] € L. Suponhamos que
ULl .« . Uy = Zli ol +1 (mod T(My(K)), onde Il el € L. (3.11)

Observe que estamos inducao sobre n. Para n = 2 a afirmacao é verdadeira. Supondo

3.11 temos

ULUg . . UpUpy1 = (Z lio l;) Unt1 + sy (mod T(My(K)).

Além disso por 3.10, lupy1 = (1 0 upp1) + 5[l ups1] estd na forma > 04 oI5 + 1.

Analisaremos agora o termo (Y [¢ o %)u, 1. Notemos que
(I8 0 I tpyr = Upgr (11 0 18) + [12 0 I, sy
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Usando a identidade do Lema 3.1.4, com = = [y1,...,Ym-1] € ¥ = Ym, onde
Upy1 = [Y1,Y2- - Ym] € ¥i € X, concluimos que mod T(My(K)), tn1(lt o) esta
na forma Y i oI5+ [. Por 3.6, temos que

Ui o l;> UTH-I] = li o [léa un-l-l] + l% o [ZL un-l-l]‘

Como [I5, Upy1], [I, uni1] € L, segue que i o [I, uyy1] € 15 o [li, u,,1] estdo na forma
lioly, com I}l € L. Portanto, ujus ... upUpi1 = »_ 15 o ls +1 (mod T(My(K)), onde
tlbele L Logo, f=>lioli+1' ondel € L. Desde que f e [} ol} sao centrais,
segue que ' € C'(My(K)). Mas I’ é de Lie, logo resulta em uma matriz de trago zero,

donde I' € T(M5(K)). Sendo assim, f = > It oli+ g, onde g € T(My(K)). m

A seguir apresentaremos a descri¢ao do espaco dos polinomios centrais da dlgebra

My (K).

Teorema 3.1.7 C(My(K)) = V.

Demonstracao: Como V C C(M;y(K)), basta mostrarmos a inclusdo contraria. A
demonstracao serd feita por indugao com respeito ao posto do polindémio central f. Seja
f € C(My(K)) um polinémio multilinear (char K = 0) e suponhamos que r(f) = 0.
Pelo Lema 3.1.6, f = Y Il ol + g, onde I},l5 € L e g € T(My(K)). Além disso,
liol, € V(h) C V e pelo Lema 3.1.3 g € T(My(K)) C V. Portanto, f € V.
Suponhamos que se f é um polindémio central multilinear de posto menor que n, entao
f € V. Seja f um polinémio central multilinear de posto n > 1. Por 3.8, f pode ser

representado como uma combinacao linear de expressoes multilineares do tipo

Lig oo

onde 4; < ... <1 e o0s u;,’s sao comutadores. Nos podemos assumir que

f=x... 000+ an oz i+ (3.12)

onde ¢ # 0, () = r(p;) = 0 e r(f’) < n. Observe que ¢ = fl;—.—s,~1, Pois

Oiley=..=z,=1 = 0, uma vez que {1,...,n} # {i1,...,in}. Dai, ¢ é um polinémio

central. Analogamente, cada ¢; é um polindmio central, pois ¢; = flo; = s, =1-

Analisaremos agora o termo zj ... z,p. O termo > x;, ... x; ¢; é andlogo. Em virtude
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do Lema 3.1.6, por ¢ ser um polindbmio central de posto zero, temos que ¢ = ¢ + g,

onde g € T(My(K)) ec=> 1t ol e V(h), com i ;€ L. Logo,
T1... T =X1...ZpC+ T1...2Tp0.
Por zy...x,9 € T(My(K)) C V, temos que
T1...Tpp =21...0,¢ (Mmod V). (3.13)

Pelo Lema 3.1.2, para cada polinomio y(I o [%), onde y é uma varidvel, existe um

polinomio de Lie I € L tal que
ci=y(lioll) + 1, (3.14)

onde ¢; ¢ um polindémio central de V. Logo, substituindo y por zizs...x, em 3.14

temos

T1...TpC=21...2, Z lioll= Z Cily=zr9.zm — Z lily=z122. .00 s (3.15)
para algum [; € L e ¢; € V. Como ¢;ly—yp,zy..2, € V, temos
T1...TpC= — Z Lily=z129..0n (mod V).
Usando a igualdade 1.2 (p.7) sabe-se que 7(l;|y=z,25..2,) < n. Logo,
x1...xpc =1t (mod V),

onde t é um polindbmio de posto menor que n. Usando o mesmo raciocinio para todos
os ¢s, temos que f = F (mod V), com r(F) < n. Por f ser um polinémio central e
V C C(My(K)), segue que F' também é um polindbmio central e tem posto menor que
n. Logo, por hipotese de inducao F' € V', e por conseguinte f € V.
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Capitulo 4

Construcoes de Polindmios Centrais
para a Algebra M, (K)

Em 1956, Kaplansky [28] apresentou uma lista de problemas em aberto na Teoria
de Anéis, em particular na PI-Teoria, que motivaram muitos pesquisadores nas décadas
seguintes. Um destes problemas era sobre a existéncia de polinémio central nao-
trivial para a &lgebra M,(K), com n > 2 (no caso n = 2 o polinomio de Hall
[1, x9] 0 [x3, 4] j& era conhecido). A solucao para este problema foi dada em 1972-1973
independentemente por Formanek [15] e Razmyslov [45] que provaram a existéncia de
tais polindmios por construcao direta. Neste Capitulo apresentaremos as contrucoes de
polinomios centrais feitas por Formanek e Razmyslov. J4 na dltima secao, trataremos
da construgao por Latyshev e Shmelkin (veja [36]) de um polindémio central em uma

variavel para a algebra M, (K), onde K serd um corpo finito.

4.1 Matrizes Genéricas

Nesta secao vamos assumir K um corpo e, para um inteiro n > 2, fixaremos a

notacao €2, para a K-algebra dos polindmios em varidveis comutativas

Qn:K[yI(JZ) |pg=1,...,n, i=1,2,...].

Definicao 4.1.1 As matrizes de M,,(2,)

yi= Y Y i=12...

pyg=1
sao chamadas matrizes genéricas n X n. A dlgebra gerada pelas matrizes genéricas y;,

1 =1,2,..., denotada por R,, é chamada de dlgebra das matrizes genéricas de ordem
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n. Nos denotaremos por R, ., a subdlgebra de R, gerada pelas m primeiras matrizes

genéricas Y1, Ya, - - - Ym-

Exemplo 4.1.2 Para n = m = 2, trocando a notacao e assumindo que y}(,}]) = Tpq €

yﬁ,) = Ypqs 0 dlgebra Ry € gerada por

11 T12 Y11 Y12
T = ey = .
To1 T22 Y1 Y22

Sendo C' uma K-algebra comutativa, as matrizes n x n com entradas em C
. . . ~ . P . 3 n
podem ser obtidas por especializacoes das matrizes genéricas, isto é, a = Zp,q:1 VogEopgs
, . e (1) e (1)
Ypg € C éobtidade y1 =3/ | Ypg Epy trocando as variaveis ypg por Ypq.
Os resultados enunciados a seguir serdo de grande valia na demonstragdao do

Teorema 4.2.1 que serd tratado na préxima secao.

Lema 4.1.3 Os autovalores da matriz genérica y, sao dois a dois distintos.

Demonstracao: Consideremos y; uma matriz com entradas no corpo de fracoes da
algebra polinomial ,. Seja f(\) o polinémio caracteristico de y;. Suponhamos que
f(A) tem zeros multiplos. Entao o discriminante de f(\) é igual a zero. Desde que cada
matriz A de ordem n X n com entradas em K pode ser obtida por uma especializacao
de 11, o discriminante do polindémio caracteristico f4(A) também é igual a zero e isto
significa que A € M, (K) tem autovalores miltiplos. Para mostrar o Lema é suficiente
encontrarmos uma matriz A € M, (K) que nao possua autovalores multiplos. Se K é
um corpo infinito, entdao podemos considerar uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal sao todos distintos. Se K = F, ¢ um corpo de g elementos, entdao existe um
polinémio irredutivel sobre F;, de grau n e dessa forma podemos construir uma matriz
A € M,(F,) que tem como polindémio caracteristico este polinomio irredutivel (basta
tomar a matriz associada ou companheira do polinomio). Portanto, a matriz A ndo

tem autovalores multiplos em nenhuma extensao de F,. m

Corolario 4.1.4 Sejam

=Y Y Ep, yi=yi i > 1
pg=1

matrizes genéricas. A dlgebra R! gerada por yy, vy, ... € isomorfa a dlgebra genérica
R,.
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Demonstracao: Seja = o fecho algébrico do corpo de fracoes da algebra polinomial
2,,. Pelo Lema 4.1.3, a matriz genérica y; nao tem autovalores multiplos. Logo, existe

uma matriz z com entradas em Z tal que u; = 27 'y, 2z é diagonal. Seja
— 1 S
;=2 Yz, t=1,2,...

Denotemos por U, a K-subalgebra de M, (=) gerada por uj,us,.... As algebras U, e

R, sao isomorfas. De fato, consideremos o homomorfismo
v R, — U,
yi — i) = wi.
Nao ¢ dificil ver que ¢ é um isomorfismo. Sejam ¢ : R, — R, e ¢ : R, — U,
os homomorfismos de algebras satisfazendo ¢(y;) = yi e ¥(y)) = w;y, @ = 1,2,.... A

composicao
yi — (Vo)(yi) = wi.
é um isomorfismo, de onde segue que Ker¢ = {0}. Além disso, ¢ é sobrejetora, logo ¢

é um isomorfismo. m

4.2 Construcao de Formanek

Nesta se¢ao vamos considerar M, (K) a algebra das matrizes com entradas em
K, onde K serd um corpo qualquer.

Sejam x1,...,T,41 varidveis comutativas e X,Yj,...,Y, varidveis nao-
comutativas.  Consideremos a aplicagdo de K[zy,...,2,41] em K(X,Yy,...,Y,)

definida por
0 : K[xla'--axn—‘rl] — K<X,§/1,,Yn>
g(JJl,. .. ,anrl) —_— 9(g(a:1, .. 7x7l+1)) = G(X,}/l, S 7Yn)7

onde
g(T1, .. Tpyr) = Zaaxf“ captite
G(X.Y1,....Y,) =) aXMYiX*Y,. . XY, X,
Dados T = > L, Ug = Eiyj, € Mu(K), onde z, € K e g =1,...,n & facil ver
que
G@,U1,- - Un) = 9(xiy, - i, T ) Eiygy - B (4.1)
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Basta notarmos que TFE;; = x;E;; e E;;x = x;E;;.
O proximo resultado garante a existéncia de um polinémio central nao trivial

para algebra das matrizes M, (K).

Teorema 4.2.1 Seja

g1, Tpy1) = H (1 — 23) (T — 73) H (zj — 931:)2

2<i<n 2<j<k<n

um polinomio em K[xy,...,x,11]. O polinémio em K(X,Y1,...,Y,) dado por

F(X,Yy,....Y,) = G(X,Yq,...,Y ) +G(X, Ya, ..., Yo, YI)+. . 4G(X, Y, Ya, ..., Y1),

onde G(X, Y1, ...
dalgebra M, (K).

aYn) = 0(g(z1, ..

 Znt1)), € um polindémio central nao trivial para a

Demonstragao: Para mostrar que F(X,Y7,...,Y,) é um polinomio central para

M, (K) & suficiente mostrarmos que F(X,Y],...,Y,) é central quando X,Yq,...,Y,

sao matrizes genéricas. De fato, consideremos a aplicacao

h:{ygq) |pg=1,....,n,i=1,2,...} — K
hlysd) =1, se (p,q) = (1,1);
h(ysd) =0, se (p,q) # (1,1);
hiysd) =1, se (p,q) = (1,2);
h(ypg) =0, se (p,q) # (1,2);
hys ) =1, se (p.q) = (n,n);
hiysy ) =0, se (p,q) # (n,n)

Por €2, ser uma algebra associativa e comutativa livre gerada por

{y:l()i]) |pg=1,...,n, i=1,2,..

3,

concluimos que a aplicagao h se estende a um tnico homomorfismo

O homomorfismo ¢ induz um homomorfismo de M, (£2,) em M, (K) dado por

r

v :Q, — K.

: M,(Q,) —

M, (K)

(fij)nxn = T((fi)) = & (fij))nxn-
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Além disso, ¢ = I'|g, : R, — M,,(K) é um homomorfismo que satisfaz p(y1) = Fi1,
©(y2) = Era, ..., ¢p(yn2) = Enpn e portanto sobrejetivo. Logo, dados

X, Ya,..., Y, € My(K),
existem X,Y1,...,Y, € R, tais que p(X) = X, (Y1) =Y1, ..., ¢(Y,) = Y,. Logo,

F(X,Y1,...,Y,) = F(e(X), o(11), ..., 0(Ya)) = o(F(X, Y1, Ya)) € Z(M,(K)),

pois estamos supondo F(X, Y], ...,Y,) central para as matrizes genéricas X, Y], ..., Y,.
Por R, ~ R! (veja Corolario 4.1.4) podemos supor X diagonal, ou seja,

X =" x;E;, onde os z}s sdo varidveis comutativas. Verificaremos esta afirmagao.

Sejam X, Y7, ...,Y, matrizes genéricas em R,,. Usando o fato de R, ~ R/ tomemos
X,Y1,...,Y, € R, onde X & diagonal, e um isomorfismo ¢ : R, — R, tais que

F(X Y., Ya) = F6(X),6(%0), ..., 6(V) = 6(F(X, Vh,...,Vy)) € Z(Ry),

se F(X,Y1,...,Y,) € Z(R). Sendo assim, podemos supor X uma matriz genérica
diagonal. Desde que F(X,Y7,...,Y,) é um polindmio multilinear em Y3, ..., Y, basta

mostrarmos que é central para as matrizes Y7, ..., Y, unitarias. Observe que por 4.1

G(X,Eij,.. Eij) =9(@i,. .., w,05 ) Eyj .. By,

Mostraremos que g(z;,,...,%;,, %) ¢ ndo-nulo somente quando {iy,...,4,} é uma

permutacao de {1,...,n} e i; = j,. De fato,

9(Tiy, o, T) = H (@i, — x;)(, — x;) H (z; — a1) (4.2)

1€{i2,...,in} ) j<k

Se {i1,...,i,} nao é uma permutacao de {1,...,n}, entdo havera repeticao entre os
i%s. Logo, por 4.2 segue que g(v,...,%,,v;,) = 0. Caso j, # i1, e {i1,12,...,in} ¢
uma permutagao de {1,2,...,n} temos j, € {ia,...,i,} e por 4.2 também concluimos
que g(x;,, ..., %, ;) = 0. Dai, quando {i1,...,%,} é uma permutacdo de {1,...,n}

e i, = Jn, Obtemos que

g(xh?"'?xi'lﬂ'rjn): H (xz_xJ)QZD



Claramente E; j, Fj,j, ... I, j, 7 0 somente se j; = 12, jo =13, ..., Jn—1 = iy. Diremos

que E; ., Eiyjyy - .-, By j, formam um ciclo de matrizes unitdrias se {i1,...,i,} € uma
permutacao de {1,...,n} e j; =i, jo =13, ..., Jn_1 = in € jn = 1. Sendo assim,
— DE, ;, seas matrizes unitarias formam um ciclo;

G(Xv Ei1j17 sy Einjn) =

0, caso contrario,

onde D = [],.; <, (#: — x;)*. Analogamente, mostra-se que

— DE,

se as matrizes unitarias formam um ciclo;
G(X7 Ei2j27 SR Einjnv Ei1j1) =

2129

0, caso contrario.

Continuando com este raciocinio, concluimos que

_ DI,, se as matrizes unitarias formam um ciclo;
F(XaE -7Einjn7Ei1j1> =

i2j25 *
0, caso contrario.

Portanto, F(X,Y1,...,Y,) € Z(M,(K)) para qualquer substituicio em X, Y;,... Y.
Para concluir a demonstracdo resta-nos provar que F(X,Y7,...,Y,) ndo é identidade
polinomial para M, (K). Se K é um corpo infinito e X € M, (K) é uma matriz diagonal
com autovalores distintos py, ..., pn, entao
F(X, B, ..., Epap Ba) = [ (po— pa)’Ln #0. (4.3)
1<p<g<n
que é uma matriz ndo-nula em M, (K).

Suponhamos K = F, um corpo finito de ordem ¢. Dado n € N, existe um
polinémio {(x) moénico, irredutivel e de grau n em F,[z]. Sendo Fym o corpo de raizes
de I(z), temos que as n raizes de [(z) em F,m sao distintas. Consideremos entao
X € M,(F,) que tem por polinomio caracteristico [(x). Dessa forma, existe uma

matriz Z € M, (F,=) tal que Z~'XZ é diagonal. Portanto, por 4.3 segue que
F(Z'XZ,Fy, Eas,...,Ey) #0, ouseja, ZF(Z ' XZ, Eyy, Es, ..., En)Z 1 #0,

e dai

F(Z(Z'X2)Z Y ZE w2 ZEoZ ..., ZE 27 ) # 0, isto &,

F(Y, ZE12Z71, ZEQgZil, ey ZEanfl) 7é 0 em Mn(qu)
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Notemos que F(X,ZE2Z Y, ZFEy3Z7 Y, ..., ZE, 1 Z~t) é uma combinagao linear dos
termos F(77 Ei1j17 Ei2j27 ceey
F(X,ZE 227 ZEy»Z™",..., ZEnZ ") # 0, concluimos que algum

E;.;.), onde os coeficientes pertencem a Fym. Logo, por

F(X, Ei1j17 Ei2j27 ey Einjn) 7é 0.

Além disso, F(X, B, j,, F

injas - s Binin) € Myp(Fy), 0 que completa a demonstracdo. m

4.3 Construcao de Razmyslov

Nesta secio apresentaremos a construgdo dada por Razmyslov [45] de um
polinoémio central para a algebra M, (K ), onde K denota um corpo. Vamos introduzir
o conceito de identidade polinomial fraca que serd de grande valia no desenvolvimento

das idéias desta construcao.

Defini¢ao 4.3.1 O polinomio f(z1,...,x;) € K(X) serd dito uma identidade
polinomaial fraca para a dlgebra M, (K), se f(aq,...,ax) = 0 para quaisquer ay, . . . , ay
matrizes de trago zero em M,(K), ou seja, para quaisquer ay,...,a; € Sl,(K). Uma

wdentidade polinomial fraca € dita ser essencialmente fraca se nao é identidade para

M, (K).

Exemplo 4.3.2 O polinémio |22, z5] é uma identidade essencialmente fraca para
My(K). De fato, sejam Ay, Ay € Sly(K). Pelo Teorema de Cayley-Hamilton o
polinémio caracteristico de Ay é x* — (tr Ay)x + det(Ay). Logo, A} = —det(A;)Iy,
de onde seque que [A%, As] = 0. Por outro lado, [x3, 13 nao € identidade para My(K),

basta considerarmos x1 = E11 e x9 = F1s.

Lema 4.3.3 Considerando o polinomio de Capelli
(1, T Y1 YY) = D (1) Y)Yz - - YnTon)Ynr1,
O'ESTL

0 polindmio dp2(T1,...,Tp2;Y1, -« Yn2, Yn2z41) € uma identidade essencialmente fraca
para M,(K), o qual se anula quando os x's sao substituidos por elementos de SI,,(K)

e 0s y's sao matrizes arbitrdrias de M, (K).

Demonstracao: Como d,2 ¢ um polindémio multilinear nas variavéis z’s basta
mostrarmos a afirmagio para uma base de SI,(K). Desde que dim SI,,(K) = n? — 1,

dados Aj,...,A,2 € 3, onde 3 é uma base de SI,(K), existem i, jo € {1,...,n*} tais
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que A;, = Aj,, ip # jo- Tome 0 = (ig jo) € Sp2. Observemos que S,2 = A2 U 6A,z2,
uma vez que 0 € S,z — A,2. Sejam o € A,z e By, ..., B2, B2y € M,(K). Dai, por

B1As1)BaAs2)Bs . .. B2 Agn2yBr241 = B1A o)1) B2A90)(2) B3 - - - Bp2 Aoo)(n2) Br241,
temos

dn2 (Al, PN ,An2; Bh ey Bn27 Bn2+1) = Z BlAU(l)BQAO-(Q)Bg ce BnQAU(nQ)Bn2+1+

O'EAng

Z (=1)B1Aws)1)B2Awe)2)Bs - - - Bp2A(poy(n2) Bp241 = 0,

o€A o

n

e assim d,,2 ¢ uma identidade polinomial fraca para M, (K). Resta mostrarmos que d,,2
nao ¢ identidade para M, (K).
Considere Ey gy, Epygy, - -, Ep 4q, as distintas matrizes unitérias de M, (K).

Notemos que

dn2<Ep1!I1= Ep2q27 ce >Epn2qn2 ; E1P17 Ethm: ce >Eqn2,gpn2,17 Eqnz,lpnza Eqn21) =

e
Z (_1) Elpl Epf"(l)q“(l) EqIPZEpU(2)q“(2> U Eqn271pn2 EpU(TL2>qU(7L2)Eq’IL21.

o€S, 2
Além disso, By By, 0000 Eaps Epy oo - Eaoip,o Epa(n2)qa(n2)Eqn21 é igual a zero a
menos que
P1 = Po(1) € o(1) = 1, ou seja, o(l) =1
P2 = Ps(2) € ds(2) = 42, ou Seja7 0-(2) =2

Pn2—1 = Po(n2-1) € do(n2-1) = gn2-1, OU Se.ja7 0(n2 - 1) =n"—1
Pn2 = Po(n2) € Qo(n2) = qn?2, ou Seja7 U(nz) =n’.

Logo, este produto ¢ igual a zero a menos que o seja a permutacao identidade. Portanto,

dp2 (Eplqw Ep2q27 T Epnzqn2; Elmﬂ Eq1p27 T EPl‘]N Eqnz,lpn2 ) Eqn21) =

Elplqul Eq1p2Ep2q2 SR Eanlpnz Epnzqng Eqngl = FEn 7& 0.

A seguir apresentaremos o conceito da transformada de Razmyslov, cuja

importancia esta no fato da construcao de Razmyslov estd baseada neste conceito.
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Definicao 4.3.4 Seja f(x,y1,...,ym) € K(z,y1,...,Ym) um polindémio linear
(homogéneo e de grau 1) na variavél x. FEscrevendo f sob a forma f = Zle gixh;,

onde g;,h; € K{y1,...,Ym), a transformada de Razmyslov de f € o polinomio

k
f*<x7y17 R 7ym) = Zhlxgl
i=1

Lema 4.3.5 Sejam a;,b; € My(K), i = 1,....m, f(u) = > aub e
[H(u) = Y7, biua;, para uw € M,(K). Se f(u) = 0 para todo u € M,(K), entao
f*(u) = 0 para todo u € M, (K).

Demonstracao: Consideremos a forma bilinear em V' = M, (K) dada por (A, B) =
tr(AB). Notemos que esta forma bilinear ¢ nao-degenerada, ou seja, se (u,V) = 0,

entdao u = 0. Logo, dados u,v € M,,(K), visto que f(u) = 0, temos que tr(f(u)) =0e

=tr ((Z aiubi) U) =1tr <Z ambﬂ)) = Ztr[(azU)<bz-v)] =

Z tr{(bv)(a;u)] = Ztr(biva u) =tr [(Z b; val> u] = tr(f*(v)u),

i=1
e assim (f*(v),u) = 0. Como u foi tomado arbitrariarmente, concluimos que

(f*(v),V) = 0, e portanto f*(v) = 0. Mas v também foi tomado arbitrariarmente,

de onde segue que f*(v) =0, Yv € M, (K). =

Lema 4.3.6 Toda matriz de traco zero em M,(K) é uma combinacio linear de

comutadores.

Demonstragdo: Seja A € Sl,,(K). Entdo A=} " | ay Ly, onde apy+. .. +an, = 0.

Logo,
n
A= E QpgEpg + E :O‘pp pp = E QpgEpg + a1 By + E :O‘ppEpp =
p,g=1 p,q=1 p=2
p#q PF#q
§ Qpg Eipg + E , —app b + E :O‘pp pp § , QpgEpg + § —COpp (B — )
p,q=1 p,q=1
p#q P#q
Portanto, os elementos E;;, ¢ # j e Eyy — By, © = 2,...,n formam uma base

para Sln(K) Além CliSSO7 Eij = [E E } para 1 # j (& E11 — E“ = [E1i7Ei1] para

g5

1=2,...,n. A
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Lema 4.3.7 (Lema de Razmyslov) Sejam f(z,y1,...,Ym) € K{(x,y1,...,Ym) um
polinémio linear em x e f*(z,y1,...,Ym) 0 polindmio dado pela transformada de

Razmyslov de f. Entao

(i) f(x,y1,...,ym) € uma identidade polinomial para a dlgebra M, (K) se, e somente

se, fX(x,y1,...,Ym) € uma identidade polinomial para M, (K).

(i) f*(x,9y1,...,Ym) € um polinémio central nao trivial para a dlgebra M, (K)
se, e somente se, f(x,y1,...,ym) € uma identidade essencialmente fraca e

fz,vol,v1, -, Ym) € uma identidade polinomial para M, (K).

Demonstragao:
(i) Seja
k
@t tm) = 3 @ g) iy - )
i=1
e para ry,..., ym € M,(K) considere
k
flu) = flu,ry,...,rm) = Zai(rl, ey T )ubi (T, ).
i=1

Pelo Lema 4.3.5, f(u) = 0 para todo u € M, (K) se, e somente se, f*(u) = 0 para todo
u € M,(K). Observe que f*(u) = f*(u,ry,...,ry). Como r,...,r, foram tomados
arbitrariarmente, concluimos a demonstracao.

(ii) Considere
f(xvyb s aym) = Zai(yla s >ym>$bi<y17 s >ym)
=1

Aplicando a transformada de Razmyslov a

k
9@, 90, U1, - ym) = F(2,90) 915 ym) = Y ai(wyo — yow)bi,
=1

obtemos
k k
9 (2, Y0, Y15 -+ -5 Ym) = Z(Z/obil’az’ — bizaiyy) = [3/0, Zbﬂai] = Yo, [ (@, y1, - ym)]-
i=1 i=1
Claramente, f*(z,yi,...,Ymn) € um polindmio central para M,(K) se, e somente se,
9 (z,Y0,Y1, -, Ym) € uma identidade polinomial para M, (K) e pela primeira parte
do Lema, se, e somente se, g(z,vo,¥1,---,Ym) ¢ uma identidade polinomial para

M,(K). Obviamente, f*(x,y1,...,Yn) ndo se anula sobre M,(K) se, e somente
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se, f(x,y1,...,Ym) ndo é identidade polinomial para M, (K). Além disso, dados
A, By,...,B, € Sl,(K), pelo Lema 4.3.6, existem C;,D; € M,(K) tais que
A = Z:Zl ai[C’i, Dz] LOgO7

f(A, Bl, .. 7Bm) = f (Z CVZ‘[Ci,DZ'],Bl, e ,Bm) = Zaif([C’i,Di],Bl, .. ,Bm) = O,

=1 =1

pois f([z,yo],y1,---,Ym) € uma identidade polinomial para M,(K). =
Teorema 4.3.8 Considere o polindomio

f(.flf, Rlyev3”2n2-2,Y1, .- 7yn2—1) = an(.fE, [Zlv 22}7 sy [22n2—3722n2—2]; 17y17 e Yn2-1, 1)7

onde dp(T1,...,Tp;Y1y .y YnsYnt1) € 0 polindomio de Capelli. A transformada de

Razmyslov aplicada o f nos dd um polindémio central nao trivial para a dlgebra M, (K).

Demonstracao: Do lema 4.3.3 temos que f(z,21,...,2m2 9,Y1,---,Yp2_1) € Uuma
identidade polinomial fraca para M,(K). E também claro que a substituicio de
x por um comutador nos d4 uma identidade polinomial (veja Lema 4.3.3). Logo,
f([z, 90l 21, -, Yn2_1) € uma identidade polinomial para M,(K). Pelo lema de
Razmyslov 4.3.7 é suficiente mostrar que f(x, 21, ..., y,2_1) nao é identidade polinomial
para M,(K). Podemos escolher 2n* — 2 matrizes de trago zero z; € Sl,(K) tais
que o conjunto de comutadores [z 1, %), @ = 1,...,n? — 1 coincida com a base de
Sl,(K) dada no Lema 4.3.6. Para isso, basta notarmos que Ey; — E;; = [Ey;, Ej], onde
i=2,...,neparai#jel#1i,j, By =[Eiy, E;; — Ey]. Substituindo x por T = Ej; e

usando a anti-simetria da identidade de Capelli nas variaveis zs temos que

f(fa Z_la ce ey R2n2-3,2202-2, Y1, - - - 7yn271) = ian (El]7 17 Y1y -3 Yn2-1, 1)7

onde dp2(Eij;1,y1,...,Yn2-1,1) significa que estamos substituindo as variavéis anti-

2

simétricas por n® matrizes unitarias distintas. Além disso, usando a idéia da

demonstracao do Lema 4.3.3, nao é dificil ver que

dn2<Ep1q1’ Epzqz’ S >Epn2qn2; L, Eq1p2> R Eqnz_lpnzv 1) = Eplan 7& 0.

Portanto, pelo lema de Razmyslov, concluimos que f* é um polindmio central nao

trivial para M, (K). m
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4.4 Construcao de Latyshev e Shmelkin

Nesta se¢ao apresentaremos a construcao dada por Latyshev e Shmelkin [36] de
um polindémio central em uma variavel para a algebra M, (K), onde K denotara um
corpo finito. Comegaremos com alguns resultados necessarios para a demonstragao do

resultado central desta secao.

Lema 4.4.1 Sejam n € N, K um corpo finito de ordem q e L uma extensdao

algebricamente fechada de K. Entao L possui um unico subcorpo de ordem q".

Demonstragao: Considere f(r) = 29" — z € L[z]. Por f'(z) = ¢"27" ! -1 = —1,
temos que f(x) possui em L ¢" raizes distintas. FEstas raizes sdo exatamente os
elementos do conjunto F = {a € L | a? = a} que é um subcorpo de L. Assim,
|F| = ¢". Suponhamos que existam dois subcorpos distintos F} e Fy de L, ambos com
ordem ¢". Logo, a?" = a para todo a € F; UF;,. Sendo assim, todo elemento de F} U F,

é raiz de f(z) = 27" — x, o que é um absurdo, pois Fy U F} tem mais que ¢" elementos.

]
0 00 00
1 00 00
010 0 0
Lema 4.4.2 Sejam f(z) € K[z], A € K e N = 00 1 0o l€ M, (K).
000 - 10

Entao f(M, + N) = f(\)I, + Ny, onde N = 0.

Demonstracao: Basta usar o Binomio de Newton e o fato de N ser nilpotente de

indice n. =

Teorema 4.4.3 Sejam K = F, um corpo finito de q elementos e p(x) um polindmio

irredutivel de grau n em Fy[z]. O polindmio em uma variavél

P (¢"—1)n n—1
C(gj) = (ZL’ l‘) H (xqm _ Q;)(qnfl)n

p(x)

m=1

¢ central para M, (Fy).

Demonstracao:
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Mostraremos inicialmente que p(z) divide 27" — z. Sejam L uma extensao
algebricamente fechada de F, e a € L tal que p(a) = 0. Consideremos o ideal
I ={h(z) € F,[z] | h(a) = 0} de F,[z] e mq k(x) o polindmio minimal de a sobre K.
Sabe-se que o ideal I é gerado por m, k (), isto é, I = (mq g, (x)) € mq () é irredutivel
sobre F,. Além disso, por p(z) € I existe s(x) € Klz] tal que p(x) = mqy k(x)s(x).
Como p(x) é irredutivel em Fy[x], concluimos que Omg,r, (x) = dp(x) = n. Sendo assim,
[Fy(a) : K] = Omgp,(x) = n e consequentemente |Fy(a)| = ¢". Consideremos agora
f(z) = 29" — z. Dividindo f(x) por p(z) em F,[z] obtemos ¢(z),r(z) € F,[z] tais que

f(z) = p(x)q(x)+r(z), onde r(z) = 0 ou dr(x) < Ip(x). Logo, f(a) = p(a)q(a)+r(a) =
r(a). Além disso, por F( )* = F,(a) — {0} ser um grupo multiplicativo de ordem

q" — 1, segue que a? ~' = 1 e portanto a? = a. Logo, 7(a) = 0. Como 7(a) = 0 e

)=
)-

Op(z) = Omg k() = n segue que r(x) = 0. Portanto, p(x) divide f(x).

Sejam A € M, (F,) e pa(z) € Fy[z] o polinémio caracteristico de A. Considere
a € L um autovalor de A. Como ps(a) = 0 e dpa(x) = n, temos que [K(a) : K| =
m < n, ou seja, cada autovalor de A pertence a alguma extensao Fym de F, com
m < n. Existe uma extensao de F,, por exemplo o corpo de raizes de pa(x), onde A é
semelhante a uma matriz N na forma Canonica de Jordan. Se mostrarmos que ¢(N)=0,
segue claramente que c(A) = 0, pois existe uma matriz inversivel B € M,,(F'), onde F
é tal extensao, de modo que B™'AB = N. Logo, ¢(A) = ¢(BNB™) = Be(N)B~! = 0.

Podemos escrever N na forma

Ny, 0 0
v | Y N_AQ 0 ,
0 0 N,

onde Aj, Mg, - -+, A, sao os autovalores de A, N, = \; I, + B,

000 0 0
100 0 0
010 00

B, =
00 1 0 0
000 -~ 10

78



e s; ¢ a multiplicidade do autovalor \;. Logo,

c(Ny,) 0 e 0
| 0w
0 0 - ¢(Ny)
Mostraremos que se os autovalores de A nao sdo zeros de p(x), entdo ¢(N) = 0.
Suponhamos que \; estid em alguma extensao Fymo para algum mgy € {1,--- ,n —1}.

Consideremos h(z) = ”CZLSI el(x) = 27" —x. Por \; € Fymo, temos que [(\;) = 0.

Dai, usando o fato da matriz By, ser nilpotente de indice s; e o Lema 4.4.2, concluimos

que
n—1

C(N3,) = (NN, )0 TT (N = )7
m=1
m#mq

|
—

n

h(NM)(qn—l)"(l()\l)]sl + BSl)(q"—l)n (Ngin B N)\l)(qn_l)” _

e

m

*
3

0

|
—

n

A(Na) @ =B )@ =D T (NI = Ny) @ =D =0,

e

m

H*
3

‘0

Suponhamos agora que \; esta em alguma extensao Fyn de F, e A; ndo ¢é zero de p(z).

Logo, (x — A1) esté entre os fatores de h(z). Dali,

n—1
C(N/\l) = h(N)\l)(q"_l)n H (NAqI" . N)\l)(qn_l)n _
m=1
nl n—1
(h()\l)[sl + le>(q”,1)n H (N:\]? _ N)\l)(qnfl)n — (Bng)(qn*l) H (Ngln B N)\l)(qnil)n _ O
m=l m=1
Analogamente, mostramos que ¢(Ny,) =0 para ¢ = 2,---,r e portanto ¢(N) = 0.

Consideremos agora A € M, (F,) que tem um autovalor sendo zero de p(z). Seja
A este autovalor. Consideremos o ideal J = {h(z) € Fyfz] | h(A) = 0} e myp, ()
o polinémio minimal de X sobre F,. Nao ¢ dificil provar que J = (myf,(z)). Por
p(z) € J, existe g(x) € Fy[z] tal que p(x) = my p,(x)g(x). Mas p(z) é irredutivel, de
onde segue que J = (p(z)). Como py(z) € J, concluimos que pa(x) ¢ divisivel por p(z)
e por Opa(z) = Op(x), temos que p4(z) = yp(x) para algum vy € F, e dai os autovalores

de A sdo exatamente os zeros de p(x). A matriz A ndo tem autovalores miltiplos
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em [, pois polindomios irredutiveis sobre corpos finitos nao tem zeros multiplos em
nenhuma extensiao. Sendo assim, a forma canonica de Jordan de A em M, (F;»), onde
F,n & uma extensao de grau n de F, (F» é o corpo de raizes do polinémio p(z)), é uma

matriz diagonal que chamaremos de N. Logo,

o(N) = (h(N)" ﬂ(qu - N)") = g(N)",

onde h(r) = x;(x’)z e g(z) = h(z)" T (29" — z)*. Mostraremos que g(N) ¢ uma

matriz diagonal, cujos autovalores sao nao-nulos em Fy». A matriz N tem a forma

N O o 0
0 X 0
N = ,
0 0 - \,
onde A, A\g, - -+, A\, sao os autovalores de A. Notemos que:
(i) \; nao é raiz do polinémio z¢" — x para m € {1,---,n — 1}. Suponhamos,
por contradicdo, que ); é raiz do polinémio 29" — x para algum m = 1,--- ,n — 1.

Consideremos o subcorpo Fym = {a € L | a?" —a = 0} de L. Pelo Lema 4.4.1,
concluimos que |Fym| = ¢™. E possivel mostrar, usando um raciocinio analogo ao
que foi feito no inicio da demonstracao deste teorema, que [F,();) : K] = n, ou seja,
|F,(A\i)] = ¢". Por outo lado, por \; € Fym, temos que F,(\;) C Fym, 0 que é um
absurdo visto que m < n.

(ii) A; nao pode anular h(z), pois A; é zero de p(z) e sendo assim (x — \;) nao
aparece na fatoracao de h(z).

Sendo assim,

a;, 0 - 0 a‘lln—l 0 . 0
0 ay -+ 0 - 0 ag"—l .. 0

g(N) = e daf g(N)* " = :
0 0 a, 0 0 a1
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onde aq,az, -,y sdo todos ndo-nulos. Como Fyn — {0} é um grupo multiplicativo

de ordem ¢" — 1, segue que afnfl = 1 para todo ¢ = 1,--- ,n. Logo,
a7t 0 0 10 0
. 0 of! 0 01 0
c(N) = g(N)" " = , = = I,
0 0 ceod Tt 0 0 1

Por A ser semelhante a N, existe B € M,(F) tal que B"'AB = N. Dali,
¢(A)=¢(BNB™')=B¢(N)B~'=BI,B™ ' =1, € Z(M,(F,). =

Como no caso de identidades polinomiais pode-se perguntar qual o grau minimo
de um polinémio central para M, (K), quando char K = 0. O polindémio central de
Formanek (Segao 4.2) ¢ de grau n?. Do polinomio de Razmyslov (Secao 4.3), cujo grau
¢ maior, Halpin [22] deduziu um novo polinémio central de grau n?. Acreditou-se por
algum tempo que n? fosse a resposta para este problema no caso de n > 3. Entretanto,
Drensky e Kasparian [11] construiram um novo polindomio central de grau 8 para a
algebra das matrizes de ordem 3 e provaram que 8 é o grau minimo. Em [17] Formanek
conjecturou que quando char K = 0 o grau minimo de um polindmio central de M, (K)
é %(n2 +3n—2) se n > 3. Notou-se que esta é a tinica fungao quadratica que assumia os
valores 1, 4 e 8 para n = 1,2 e 3, respectivamente. Drensky [12] construiu polinémios
centrais de grau (n — 1) + 1 para n > 3 e estes sao os polinémios de menor grau até

entao construidos.
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