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Resumo

Neste trabalho fazemos uma abordagem sobre as identidades polinomiais da álge-

bra das matrizes Mn(K), onde K é um corpo. Inicialmente, apresentamos as provas de

Rosset e Swan para o Teorema de Amitsur-Levitzki. Em seguida, fazemos um estudo

sobre as identidades de Mn(K) de grau 2n+1 para n > 2 (considerando charK = 0) e

fechamos essa abordagem com a apresentação da resposta de Chang para a questão

sugerida por Formanek sobre minimalidade de um inteiro positivom tal que o polinômio

duplo de Capelli Dm é uma identidade para Mn(K).



Abstract

In this work we approach polinomial identities of the algebra of matrix Mn(K),

where K is a field. Initially, we present the Rosset’s and Swan’s proofs for the Theorem

of Amitsur-Levitzki. Afterward, we make a study on the identities of Mn(K) of 2n+1

degree (considering charK = 0). We end this approach with the presentation of the

minimality of a integer positive number m such that the Capelli double polinomial Dm

is an identity of Mn(K).
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Introdução

As álgebras são objetos de grande importância na Teoria dos Anéis. Dentre elas se

destacam as álgebras com identidades polinomiais, também chamadas de PI-álgebras.

Uma identidade polinomial para uma álgebra A é um polinômio f(x1, ..., xn) em

variáveis não comutativas que se anula sob qualquer substituição por elementos de A.

Quando existe um polinômio não nulo que é uma identidade polinomial para A, dizemos

que A é uma álgebra com identidade polinomial ou PI-álgebra. Como exemplos de PI-

álgebras podemos citar as álgebras comutativas e as de dimensão finita. O estudo das

identidades polinomiais de uma álgebra é um tema de grande interesse, à medida que

as identidades dizem muito a respeito da compreensão da estrutura de uma álgebra.

A teoria das álgebras com identidades polinomiais, também chamada de PI-teoria,

começou a ser abordada com mais profundidade a partir dos anos de 1945, sobretudo

com os trabalhos dos matemáticos N. Jacobson [11], J. Levitzki [18] e I. Kaplansky

[13], que tratavam da estrutura de anéis (ou álgebras) com identidades polinomiais.

Com o alvorecer dos anos de 1950, os estudos no campo da PI-teoria passaram a

se desenvolver de maneira mais intensa, impulsionados principalmente pela publicação

do trabalho de S. A. Amitsur e J. Levitzki [1] que, usando argumentos combinatórios,

demonstraram que o polinômio standard St2n é uma identidade polinomial para a

álgebra Mn(K), trabalho este que é chamado de Teorema de Amitsur-Levitzki. Pos-

teriormente, matemáticos como Higman, Nagata, Regev, Herstein, Formanek, Rosset,

Razmyslov, Swan, entre outros, apresentaram outras provas para este teorema, uti-

lizando técnicas diferentes. Neste trabalho, damos uma atenção especial ao Teorema

de Amitsur-Levitzki, apresentado as provas de Rosset (veja [10], página 18) e Swan

[22].
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Nessa mesma época, W. Specht levantou uma questão muito importante no campo

da PI-teoria sobre a existência de uma base finita para o T-ideal (ideal das identidades)

de uma álgebra associativa sobre um corpo de característica zero. Conhecida como

Problema de Specht, está questão ficou sem resposta por mais de duas décadas. Somente

no ano de 1987, Kemer [14, 15] respondeu afirmativamente à questão. A importância

do trabalho de Kemer é indiscutivel, porque assegura que toda álgebra associativa

sobre um corpo de característica zero, admite uma base finita para suas identidades

polinomiais. Todavia, não mostra como determinar tal base. Assim, Kemer em seu

trabalho, não resolve o problema da descrição das identidades polinomiais de uma

álgebra, problema que até hoje ainda continua em aberto, tendo sido resolvido apenas

para algumas álgebras em particular.

Essa problemática se torna ainda mais empolgante, quando trazemos para a dis-

cussão uma álgebra particular e de grande importância, a saber, a álgebra das matrizes

Mn(K).

A descrição das identidades polinomiais da álgebra das matrizes Mn(K) ainda é

uma questão sobre a qual se conhece pouco a respeito, mesmo quando o corpo K é de

característica zero. Os principais resultados nessa direção apareceram a partir de 1973,

com Razmyslov [21], que neste mesmo ano encontrou uma base para as identidades

de M2(K) formada por 9 identidades de graus 4, 5 e 6, quando K é um corpo de

característica zero. Vale dizer que a importância deste resultado está muito mais pelo

fato dessa base ser finita, do que propriamente a quantidade de identidades que a

compõe. Posteriormente, apoiado no trabalho de Razmyslov, Drensky [4], em 1981,

encontrou uma base mínima para as identidades de M2(K) com 2 identidades, a saber,

a identidade standard St4 e a identidade de Hall [[x1, x2]2, x1]. Quando o corpo K

é finito, o problema da descrição das identidades de Mn(K) já está solucionado para

n = 2, 3 e 4 (veja em [19], [7] e [9]). O resultado de Drensky foi generalizado em 2001,

por Koshlukov [16], para K infinito e de característica diferente de 2 e 3. Quando

charK = 3, é necessária uma terceira identidade para gerar o T-ideal das identidades

de M2(K) (ver [3]). No caso de charK = 2, a descrição das identidades de M2(K)

ainda é um problema em aberto. Quanto a álgebra M3(K), quase nada se conhece

sobre suas identidades, mesmo quando o corpo K é de característica zero e quanto as

identidades de Mn(K), para n ≥ 4, menos ainda se sabe a respeito.
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O trabalho de Drensky que encontrou uma base mínima para as identidades

polinomiais de M2(K) com 2 identidades criou uma expectativa entre os pesquisadores

que a identidade standard St2n e a identidade de algebricidade poderiam formar uma

base para o T-ideal das identidades de Mn(K), também para n > 2. Porém essa questão

teve uma resposta negativa em 1986, quando Okhitin [20] construiu uma identidade

para M3(K) de grau 9 e que não é consequência destas duas identidades.

O resultado obtido por Okhitin não somente eliminou as expectativas

dos pesquisadores, como também assegurou que 9 é o grau mínimo das identidades

de M3(K) que não são consequências da identidade standard St6. Nessa direção, já

se sabia que toda identidade de grau 2n + 1 de Mn(K), para n > 2, é consequência

do polinômio standard St2n, resultado obtido por U. Leron [17] em 1973, e que será

apresentado neste trabalho. Também já era sabido que as identidades de M3(K) de

grau 8 = 2.3+ 2 são consequências do polinômio standard St6, resultado demonstrado

por Drensky e Azniv Kasparian [5] em 1983.

Se é 9 o grau mínimo das identidades de M3(K) que não seguem do polinômio

standard St6, naturalmente nasce uma pergunta: quando n > 3, qual o grau mínimo

das identidades de Mn(K) que não seguem do polinômio standard St2n? Esta questão,

certamente já apreciada por muitos pesquisadores da PI-teoria, ainda é um problema

em aberto, mesmo quando a característica do corpo K é zero.

Nesse mesmo mote, um outro problema que atraiu a atenção dos pesquisadores da

PI-teoria foi colocado por Formanek. A questão é se m = 2n é o menor inteiro positivo

tal que o polinômio duplo de Capelli Dm é uma identidade para Mn(K), quando K

é de característica zero. Este problema foi respondido de maneira independente por

Giambruno e Sehgal [8] e Chang [2], e neste trabalho apresentamos a construção da

resposta dada por Chang.

A importância da álgebra Mn(K) e de suas identidades polinomiais, algo que se

sabe pouco a respeito, são motivações importantes para o estudo de alguns resultados

sobre tais identidades. Nesse sentido este trabalho objetiva fazer uma abordagem sobre

as identidades da álgebra das matrizes Mn(K), com entradas em um corpo K, e está

dividido em quatro capítulos.

No capítulo 1, são apresentados os conceitos e resultados básicos necessários para

o seu desenvolvimento.
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No capítulo 2, são apresentadas as provas de Rosset e Swan para Teorema de

Amitsur-Levitzki, sendo que a prova de Rosset envolve a álgebra exterior e a prova de

Swan se apóia num teorema da teoria dos grafos.

No capítulo 3, apresentamos um estudo das identidades polinomiais de

Mn(K) (charK = 0) de grau 2n+1, para n > 2, onde chegaremos que essas identidades

seguem do polinômio standard St2n+1 e também apresentamos uma base para o espaço

vetorial das identidades multilineares de Mn(K), aqui denotado por V2n+1. Tudo

isso, com suporte no artigo de U. Leron, já citado anteriormente.

Finalmente, no capítulo 4, apresentamos a construção da resposta elaborada por

Chang, para a questão proposta por Formanek sobre a minimalidade de um inteiro

positivo m tal que o polinômio duplo de Capelli Dm é uma identidade para Mn(K),

quando K é de característica zero.



Capítulo 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo vamos apresentar os conceitos e resultados básicos para o desen-

volvimento de nosso trabalho. Iniciaremos fazendo uma discussão sobre álgebras, as

quais serão nosso objeto de estudo. Ao longo do texto escrevemos K para denotar

um corpo e, a menos de menção em contrário, os espaços vetoriais e as álgebras serão

definidas sobre o corpo K.

1.1 Álgebras

Definição 1.1 Definimos uma K-álgebra como sendo um par (A, ∗), onde A é um

K-espaço vetorial e ∗ é uma operação em A que é bilinear, ou seja, ∗ : A × A −→ A

satisfaz:

(i) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c

(ii) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c

(iii) λ(a ∗ b) = (λa) ∗ b = a ∗ (λb)

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Na definição acima, a operação ∗ é chamada de produto ou multiplicação. Por

simplicidade de notação, vamos denotar (A, ∗) simplesmente por A e a ∗ b por ab para

a, b ∈ A. Definimos também a1a2a3 como sendo (a1a2)a3 e, indutivamente a1a2...anan+1

como sendo (a1a2...an)an+1 para ai ∈ A. Sendo A uma álgebra, vamos dizer que um

subconjunto β é uma base de A se β é uma base de A como espaço vetorial. Com isso,
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definimos a dimensão de uma álgebra A como sendo a dimensão de A como espaço

vetorial e que será denotada por dim A.

Definição 1.2 Seja A uma álgebra. Dizemos que:

(i) A é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c ∈ A.

(ii) A é comutativa se ab = ba para quaisquer a, b ∈ A.

(iii) A é unitária (ou com unidade) se existe 1 ∈ A tal que 1a = a1 = a para todo

a ∈ A.

(iv) A é uma álgebra de Lie se a2 = aa = 0 e (ab)c+(bc)a+(ca)b = 0 para quaisquer

a, b, c ∈ A.

Neste trabalho, a menos de menção em contrário, as álgebras consideradas serão

associativas com unidade. Dessa forma, quando uma álgebra for mencionada, entenda

que é associativa com unidade.

Sejam A uma álgebra associativa e a, b ∈ A. Definimos o comutador [a, b] como

sendo o elemento

[a, b] = ab− ba.

Definimos também o comutador de comprimento n como sendo

[a1, ..., an−1, an] = [[a1, ..., an−1], an]

para ai ∈ A, e o comutador de A, denotado por [A,A], como sendo o subespaço vetorial

de A gerado pelo conjunto {[a, b] | a, b ∈ A}. Através de um cálculo simples é possível

mostrar que

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b (1.1)

para quaisquer a, b, c ∈ A. Ademais, usando indução e (1.1), podemos mostrar que

[a1a2...an, c] =
n∑

i=1

a1...ai−1[ai, c]ai+1...an. (1.2)

É imediato que

[a, b] = −[b, a]

e que [A,A] = 0 se, e somente se, A é comutativa.
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Sendo A uma álgebra, U e W subespaços vetoriais de A, definimos o produto

de U por W , denotado por UW , como sendo o subespaço de A gerado pelo conjunto

{xy | x ∈ U, y ∈ W}.

Exemplo 1.3 Seja Mn(K) o espaço vetorial de todas as matrizes n× n com entradas

em K. Temos que Mn(K), munido do produto usual de matrizes, é uma álgebra asso-

ciativa com unidade. Nesta álgebra é importante destacar as matrizes unitárias

eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde eij é a matriz cuja única entrada não nula é 1 na i-ésima

linha e na j-ésima coluna. Vê-se facilmente que as matrizes unitárias formam uma

base para o espaço vetorial Mn(K). Portanto dim Mn(K) = n2.

De maneira geral, se A é uma álgebra, podemos considerar o espaço vetorial

Mn(A) de todas as matrizes n × n com entradas em A. O produto de matrizes em

Mn(A) é análogo ao produto em Mn(K). Ademais, este produto define em Mn(A) a

estrutura de uma álgebra.

Exemplo 1.4 Seja V um espaço vetorial com base {e1, e2, e3, ...}. Definimos a álgebra

de Grassmann (ou álgebra exterior) de V , denotada por E(V ) (ou simplesmente

E), como sendo a álgebra associativa com base

{1, ei1ei2 ...eik | i1 < i2 < ... < ik, k ≥ 1}

e cujo produto é definido pelas relações e2i = 0 e eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N.

Na álgebra E é importante destacar os seguintes subespaços:

• E0, gerado pelo conjunto {1, ei1ei2 . . . eim | m par}.

• E1, gerado pelo conjunto {ei1ei2 . . . eik | k ímpar}.

Observe que E = E0 ⊕E1, visto como espaço vetorial. Além disso, como eiej = −ejei

temos que

(ei1 ...eim)(ej1 ...ejk) = (−1)mk(ej1 ...ejk)(ei1 ...eim)

para quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que ax = xa para quaisquer a ∈ E0

e x ∈ E, e bc = −cb para quaisquer b, c ∈ E1. E mais, não é difícil ver que

se charK = 2, então a álgebra E é comutativa. Por outro lado, considerando E ′ como

sendo a álgebra com base {ei1ei2 ...eik | i1 < i2 < ... < ik, k ≥ 1}, temos que E ′ não

tem unidade e é chamada de álgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.5 O espaço vetorial K[x] dos polinômios na variável x com coeficientes

em K, munido do produto usual de polinômios, é uma álgebra associativa, comutativa e

com unidade. De maneira geral, considerando o conjunto X = {x1, x2, ..., xn}, podemos

definir a álgebra comutativa K[X] dos polinômios em n variáveis e denotamos por

K[x1, ..., xn].



13

Exemplo 1.6 Considere o espaço vetorial

K ⊕ A = {(λ, a) | λ ∈ K e a ∈ A},

onde A é uma álgebra e K é um corpo. Defina em K ⊕ A, o seguinte produto

(λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2).

Temos que K⊕A, munido deste produto, é uma álgebra com unidade (que é o elemento

(1,0)). Note que a álgebra K ⊕A é associativa se, e somente se, A é associativa. Esta

construção é chamada de adjunção formal da unidade à álgebra A.

Observação 1.7 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto gerador de A (como espaço

vetorial). Então não é difícil ver que:

(i) A é associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u, v, w ∈ S.

(ii) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u, v ∈ S.

(iii) A é unitária se, e somente se, existe 1 ∈ A tal que 1v = v1 = v para todo v ∈ S.

Proposição 1.8 Sejam A um espaço vetorial e β uma base de A. Então, dada uma

função f : β×β −→ A, existe uma única aplicação bilinear ∗ : A×A −→ A estendendo

f , ou seja, satisfazendo u ∗ v = f(u, v) para quaisquer u, v ∈ β.

Demonstração. Dado a ∈ A, a pode ser expresso na forma a =
∑

u∈β αuu, com o

conjunto {u ∈ β | αu 6= 0} finito. Sendo a =
∑

u∈β αuu e b =
∑

v∈β λvv com αu, λv ∈ K,

considere a aplicação ∗ : A× A −→ A definida da seguinte forma:

a ∗ b =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v).

Observe que ∗ está bem definida, pois se
∑

v∈β γvv =
∑

v∈β γ
′
vv com γv, γ

′
v ∈ K, então

γv = γ′v para todo v ∈ β. Tomando agora µ ∈ K e a =
∑

u∈β αuu, a1 =
∑

u∈β α
′
uu, b =

∑
v∈β λvv elementos de A, temos

(a+ a1) ∗ b =
∑

u∈β

(αu + α′
u)u ∗

∑

v∈β

λvv =
∑

u,v∈β

(αu + α′
u)λvf(u, v) =

∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) +
∑

u,v∈β

α′
uλvf(u, v) = (a ∗ b) + (a1 ∗ b)

e
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µ(a ∗ b) =
∑

u,v∈β

µαuλvf(u, v) =
∑

u∈β

(µαu)u ∗
∑

v∈β

λvv = (µa) ∗ b.

Analogamente se mostra que a ∗ (b1 + b2) = (a ∗ b1) + (a ∗ b2) e µ(a ∗ b) = a ∗ (µb)

para quaisquer b1, b2 ∈ A. Logo ∗ é bilinear. Dados u1, v1 ∈ β, podemos escrever

u1 =
∑

u∈β λuu e v1 =
∑

v∈β γvv, com

λu =





1, se u = u1

0, se u 6= u1
e γv =





1, se v = v1

0, se v 6= v1

Logo,

u1 ∗ v1 =
∑

u,v∈β

λuγvf(u, v) = λu1
λv1f(u1, v1) = f(u1, v1)

Observe que ∗ é única estendendo f . De fato, suponha ∗′ : A×A −→ A outra operação

bilinear estendendo f , então

a ∗′ b =
∑

u,v∈β

αuλv(u ∗
′ v) =

∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) = a ∗ b.

Logo ∗ é única. Portanto, temos o resultado. �

Exemplo 1.9 Seja S um conjunto não vazio. Consideremos KS o conjunto de todas

as somas formais do tipo
∑

s∈S αss, onde αs ∈ K e {s ∈ S | αs 6= 0} é finito. Aqui

o produto αss é um símbolo formal. Dizemos ainda que os elementos
∑

s∈S αss e∑
s∈S βss são iguais em KS se αs = βs para todo s ∈ S. Sendo {s ∈ S | αs 6= 0} =

{s1, ..., sn} podemos escrever o elemento
∑

s∈S αss ∈ KS como αs1s1+αs2s2+...+αsnsn.

Dado s1 ∈ S, podemos identificar naturalmente s1 com o elemento
∑

s∈S αss ∈ KS,

onde

αs =

{
1, se s = s1

0, se s 6= s1 .

Feita esta identificação, podemos ver S como um subconjunto de KS. Defina agora em

KS a soma ∑

s∈S

αss+
∑

s∈S

βss =
∑

s∈S

(αs + βs)s

e o produto por escalar

λ
∑

s∈S

αss =
∑

s∈S

(λαs)s

para λ ∈ K. Estas operações definem em KS uma estrutura de espaço vetorial. Observe

que S é uma base para o espaço vetorial KS, o qual chamamos de K-espaço vetorial

com base S.
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Seja ∗ : S × S −→ S uma operação em S. De acordo com a Proposição 1.8, a

operação ∗ se estende a uma única operação bilinear ∗ : KS×KS −→ KS, a qual define

em KS uma estrutura de álgebra. Pela Observação 1.7, segue que se a operação ∗ é

associativa (respec. comutativa) em S, então a álgebra (KS, ∗) é associativa (respec.

comutativa). Observe também que se ∗ possui elemento neutro em S, então este

funciona como unidade da álgebra (KS, ∗).

Neste tipo de construção, um caso particular e importante aparece quando ao

invés do conjunto S, consideramos um grupo G (adotando a notação multiplicativa

em G) e tomando no espaço vetorial KG a multiplicação induzida pela operação do

grupo G, resulta que KG é uma álgebra associativa com unidade, chamada de álgebra

de grupo. A álgebra KG é comutativa se, e somente se, G é abeliano.

Definição 1.10 Seja A uma álgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaço B de A é uma subálgebra de A se B é multiplicativamente

fechado, ou seja, BB ⊆ B.

(ii) Um subespaço I de A é um ideal (bilateral) de A se IA ⊆ I e AI ⊆ I.

Exemplo 1.11 Seja E a álgebra exterior definida no Exemplo 1.4. Dado n ∈ N,

tomemos o subespaço En de E gerado pelo conjunto

{1, ei1ei2 ...eik | i1 < i2 < ... < ik ≤ n}.

Temos que En é multiplicativamente fechado e portanto é uma subálgebra de E. Ade-

mais, temos que a dimensão de En é 2n.

Exemplo 1.12 (Centro de uma álgebra) Seja A uma álgebra. Definimos o centro

de A, denotado por Z(A), como sendo o conjunto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa para todo x ∈ A}.

Temos que Z(A) é um subespaço vetorial de A. Temos também que Z(A) é uma

subálgebra de A. Um fato conhecido da álgebra linear é que

Z(Mn(K)) = {λIn×n | λ ∈ K}

para todo n ∈ N. Por fim, considerando A = E, a álgebra de Grassmann, podemos ver

que, em charK 6= 2, Z(E) = E0.
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Exemplo 1.13 (Subálgebra gerada) Seja A uma álgebra e S um subconjunto

não vazio de A. Considere BS o subespaço de A gerado pelo conjunto

{1, s1s2...sk | k ∈ N, si ∈ S}. Observe que BS é multiplicativamente fechado e 1 ∈ BS,

donde concluímos que BS é uma subálgebra de A, chamada de subálgebra gerada por S.

Por outro lado, toda subálgebra de A que contém S, deve também conter a subálgebra

BS e assim BS é a menor subálgebra de A que contém S.

Definição 1.14 Sejam A e B duas álgebras. Dizemos que uma transformação linear

ϕ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras se ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para quaisquer

x, y ∈ A e ϕ(1A) = 1B.

Sendo ϕ um homomorfismo de álgebras, dizemos que ϕ é um mergulho (ou

monomorfismo, ou imersão) se ϕ é injetivo. É um epimorfismo, se ϕ é sobrejetivo.

É um isomorfismo, se ϕ é bijetivo. Quando existe um isomorfismo ϕ : A −→ B,

dizemos que as álgebras A e B são isomorfas e denotamos por A ≃ B.

Um endomorfismo de uma álgebra A, é um homomorfismo de A em A. Um

automorfismo de uma álgebra A é um endomorfismo bijetivo de A. Vamos denotar por

End A e Aut A os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos, respectivamente, da

álgebra A.

Sendo ϕ : A −→ B um homomorfismo de álgebras definimos o núcleo de ϕ

como sendo o conjunto Ker ϕ = {a ∈ A | ϕ(a) = 0} e a imagem de ϕ como sendo o

conjunto Im ϕ = {ϕ(a) | a ∈ A}. Observe que Ker ϕ é um ideal de A e que Im ϕ é

uma subálgebra de B.

Sendo A uma álgebra e I um ideal de A, considere o espaço vetorial quociente

A/I. Para cada a ∈ A, considere o elemento a + I = {a + x | x ∈ I} de A/I e defina

em A/I as seguintes operações de soma e produto por escalar

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I e λ(a+ I) = λa+ I

para a, b ∈ A e λ ∈ K. Defina também em A/I a multiplicação

(a+ I)(b+ I) = ab+ I.

Este produto é bem definido (pois não depende da escolha dos representantes das classes

laterais) e é bilinear. Assim, munido deste produto, A/I é uma álgebra, chamada de

álgebra quociente de A por I. Na álgebra quociente de A por I, vamos denotar a + I

por a.
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Se I é um ideal de A tal que I ⊆ Kerϕ, então a aplicação

ϕ : A/I −→ B

a 7−→ ϕ(a) = ϕ(a)

é bem definida e é um homomorfismo de álgebras. Ademais, se I = Kerϕ, então ϕ é

injetor, implicando que A/Kerϕ ≃ Imϕ = Imϕ.

Exemplo 1.15 Se A é uma álgebra e I é um ideal de A, então

π : A −→ A/I

a 7−→ π(a) = a = a+ I

é um homomorfismo de álgebras, chamado de projeção canônica.

Exemplo 1.16 Consideremos a álgebra exterior E e a álgebra K ⊕ E ′, definida

no Exemplo 1.6. A aplicação ψ : K ⊕ E ′ −→ E, dada por ψ(λ, a) = λ + a, é um

isomorfismo de álgebras e portanto K ⊕ E ′ ≃ E.

1.2 Identidades Polinomiais

Definição 1.17 Seja B uma classe de álgebras. Dizemos que uma álgebra F ∈ B é

livre na classe B se existe X ⊆ F tal que X gera F e para cada álgebra A ∈ B e

cada aplicação h : X −→ A existe um único homomorfismo ϕ : F −→ A estendendo

h. Nestas condições, dizemos que F é livremente gerada por X.

Vamos agora construir uma álgebra livre na classe de todas as álgebras asso-

ciativas com unidade. Seja X = {x1, x2, ...} um conjunto não vazio e enumerável de

variáveis . Definimos uma palavra emX como sendo uma sequência finita xi1xi2 ...xin ,

onde xij ∈ X e n ∈ N0 = N ∪ {0}. Vamos definir o tamanho da palavra xi1xi2 ...xin

como sendo n. Quando n = 0, vamos chamar esta palavra de palavra vazia que

denotaremos por 1. Dizemos que duas palavras xi1xi2 ...xin e xj1xj2 ...xjm são iguais se

n = m e i1 = j1, i2 = j2, ..., in = jm. Sendo as variáveis em X não comutativas, escreva

S(X) para denotar o conjunto de todas as palavras em X e considere o espaço vetorial

K〈X〉 com base S(X) (veja o Exemplo 1.9). Chamando de polinômios os elementos

de K〈X〉, temos que um polinômio em K〈X〉 é uma soma (formal) de monômios que

são produtos (formais) de um escalar em K por uma palavra em X.

Considere em K〈X〉 a seguinte multiplicação

(xi1xi2 ...xin)(xj1xj2 ...xjm) = xi1xi2 ...xinxj1xj2 ...xjm .
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Observe que esta multiplicação é associativa e possui elemento neutro (a palavra vazia).

Dessa forma, concluímos que K〈X〉, munido deste produto, é uma álgebra associativa

com unidade.

Proposição 1.18 A álgebra K〈X〉 é livre na classe de todas as álgebras associativas

com unidade.

Demonstração. Seja B a classe das álgebras associativas com unidade e seja A ∈ B

uma álgebra. Considere uma aplicação g : X −→ A dada por g(xi) = ai para i ∈ N.

Então existe uma única aplicação linear ϕg : K〈X〉 −→ A tal que ϕg(1) = 1A e

ϕg(xi1xi2 ...xin) = ai1ai2 ...ain . Temos que ϕg é um homomorfismo de álgebras e é o

único que satisfaz ϕg|X = g. Portanto, K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas

com unidade. �

Observação 1.19 Se f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉, denotamos por f(a1, a2, ..., an) a

imagem de f(x1, x2, ..., xn) por ϕg.

Definição 1.20 Sejam f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 e A uma álgebra associativa com

unidade. Dizemos que f é uma identidade polinomial para a álgebra A se

f(a1, a2, ..., an) = 0

para quaisquer a1, a2, ..., an ∈ A.

Se f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉, então f(x1, x2, ..., xn) é uma identidade polinomial

para a álgebra A se, e somente se, f ∈ Ker ϕ para todo homomorfismo de álgebras

ϕ : K〈X〉 −→ A. Denotando por T (A) o conjunto de todas as identidades polinomiais

da álgebra A, vamos dizer que A é uma PI-álgebra, se existe 0 6= f ∈ T (A). Noutras

palavras, uma álgebra A é uma PI-álgebra se ela satisfaz alguma identidade polinomial

não-nula.

Exemplo 1.21 Se A é uma álgebra comutativa, então o polinômio f(x1, x2) = [x1, x2] =

x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial para A. Portanto toda álgebra comutativa é

uma PI-álgebra.

Exemplo 1.22 Considere a álgebra M2(K). Temos que M2(K) satisfaz a identidade

polinomial f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3], chamada de identidade de Hall.
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Exemplo 1.23 O polinômio f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3] é uma identi-

dade polinomial para a álgebra exterior E.

Exemplo 1.24 Considere o polinômio

Stn(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2)...xσ(n)

onde Sn é o grupo simétrico das permutações e (−1)σ é o sinal da permutação σ,

chamado de polinômio standard de grau n. Sendo A uma álgebra associativa com

dim A < n, temos que a álgebra A satisfaz o polinômio standard Stn.

No Capítulo 2, provaremos que St2n(x1, x2, ..., x2n) é uma identidade polinomial para

Mn(K). Este resultado é conhecido como teorema de Amitsur-Levitzki .

Exemplo 1.25 Seja A uma álgebra associativa com dim A < n, então A satisfaz o

polinômio

dn(x1, ..., xn; y1, ..., yn+1) =
∑

σ∈Sn

(−1)σy1xσ(1)y2...ynxσ(n)yn+1

chamado de identidade de Capelli. Foi demonstrado por Razmyslov que dn2+1 é uma

identidade polinomial para Mn(K), mas dn2 não é identidade para Mn(K) (veja [12],

páginas 16-17). Por outro lado, considere o polinômio

Dn(x1, ..., xn; y1, ..., yn) =
∑

ρ,σ∈Sn

(−1)ρσxρ(1)yσ(1)...xρ(n)yσ(n)

chamado de duplo polinômio de Capelli. No Capítulo 4, mostraremos que D2n é

uma identidade polinomial para Mn(K).

1.3 T-ideais de K〈X〉

Definição 1.26 Seja I um ideal de K〈X〉. Dizemos que I é um T-ideal de K〈X〉 se

φ(I) ⊆ I para todo φ ∈ End K〈X〉.

Observe que um ideal I de K〈X〉 é um T-ideal se, e somente se, f(g1, ..., gn) ∈ I

para quaisquer f(x1, ..., xn) ∈ I e quaisquer g1, ..., gn ∈ K〈X〉.

Proposição 1.27 Sendo A uma álgebra, o conjunto T (A) de todas as identidades

polinomiais de A é um T-ideal de K〈X〉. Reciprocamente, se I é um T-ideal de K〈X〉,

então I = T (F ) para alguma álgebra F.
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Demonstração. Observe que T (A) é uma interseção de ideais, que são

exatamente os núcleos dos homomorfismos de K〈X〉 em A. Se f(x1, ..., xn) ∈ T (A) e

g1(x1, ..., xm), ..., gn(x1, ..., xm) ∈ K〈X〉, então

h(x1, ..., xm) = f(g1(x1, ..., xm), ..., gn(x1, ..., xm)) ∈ T (A),

pois dados a1, ..., am ∈ A, temos h(a1, ..., am) = f(g1(a1, ..., am), ..., gn(a1, ..., am)) = 0,

uma vez que gi(a1, ..., am) ∈ A. Agora, tomemos um T-ideal I de K〈X〉 e con-

sideremos a álgebra quociente F = K〈X〉/I. Dados f(x1, ..., xn) ∈ I e g1, ..., gn ∈ F,

f(g1, ..., gn) = f(g1, ..., gn) = 0, ou seja, I ⊆ T (F ). Por outro lado, se

f(x1, ..., xn) ∈ T (F ), então 0 = f(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn) e assim f(x1, ..., xn) ∈ I.

Logo, T (F ) ⊆ I e as duas inclusões garantem o resultado. �

Definição 1.28 Seja S um subconjunto de K〈X〉. Definimos o T-ideal gerado por S,

denotado por 〈S〉T , como sendo a intersecção de todos os T-ideais de K〈X〉 que contêm

S, ou seja,

〈S〉T =
⋂

I é T − ideal
S ⊆ I

I.

Sendo S = {f1, f2, ..., fn}, vamos dizer que f ∈ 〈f1, f2, ..., fn〉
T é consequência

(ou que f segue) de f1, f2, ..., fn. Além disso, se S = {fj(x1, ..., xnj
) | j ∈ I} ⊆ K〈X〉,

então 〈S〉T coincide com o subespaço de K〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1fj(g1, ..., gnj
)h2 | h1, h2, g1, g2, ..., gnj

∈ K〈X〉, j ∈ I}.

Sejam A uma álgebra e S ⊆ T (A) tal que 〈S〉T = T (A). Nestas condições,

dizemos que S é uma base das identidades de A. Um fato histórico sobre esta

questão é que em 1987, Kemer [14, 15] demonstrou que em característica zero, toda

álgebra associativa possui uma base finita para as suas identidades. Noutras palavras,

se A é uma álgebra associativa sobre um corpo de característica zero, então existe

S ⊆ T (A), S finito, tal que T (A) = 〈S〉T .

Exemplo 1.29 Sejam A uma álgebra comutativa e K um corpo infinito. Então T (A) =

〈[x1, x2]〉
T . Nestas condições, todas as identidades de A são consequências do polinômio

[x1, x2].
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Exemplo 1.30 Considere a álgebra M2(K). Em 1973, foi provado por Razmyslov

[21] que em charK = 0, T (M2(K)) é finitamente gerado. Razmyslov encontrou uma

base para as identidades polinomiais de M2(K) formada por 9 identidades. Pos-

teriormente, em 1981, Drensky [4] provou que em charK = 0, T (M2(K)) =

〈St4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]
2, x3]〉

T . O resultado de Drensky foi generalizado em 2001,

por Koshlukov [16], para K infinito e de característica diferente de 2 e 3. Quando

charK = 3, é necessária uma terceira identidade para gerar o T -ideal T (M2(K)) (ver

[3]). No caso de charK = 2, a descrição do T (M2(K)) ainda é um problema em aberto.

1.4 Polinômios multi-homogêneos e multilineares

Definição 1.31 Sejam m ∈ K〈X〉 um monômio e xi ∈ X uma variável. Definimos o

grau de xi em m, denotado por degxi
m, como sendo o número de vezes que xi aparece

no monômio m. Sendo f ∈ K〈X〉, dizemos que f é homogêneo em xi se todos os

monômios de f têm o mesmo grau em xi. Vamos dizer que f(x1, x2, ..., xn) é multi-

homogêneo se f é homogêneo nas variáveis x1, x2, ..., xn.

Seja m = m(x1, x2, ..., xn) um monômio em K〈X〉. Definimos o multigrau de

m como sendo a n-upla (a1, a2, ..., an) onde ai = degxi
m para i = 1, 2, ..., n. A soma

de todos os monômios de f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 com mesmo multigrau é chamada

de componente multi-homogênea. Observe que f(x1, x2, ..., xn) é a soma de suas

componentes multi-homogêneas.

Definição 1.32 Dizemos que um polinômio f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 é multilinear

se é multi-homogêneo com multigrau (1, 1, ..., 1).

Se f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 é multilinear nas variáveis x1, x2, ..., xn, então

f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n)

com ασ ∈ K. Sendo

Pn = Pn(x1, x2, ..., xn) = spanK{xσ(1)xσ(2)...xσ(n) | σ ∈ Sn} (1.3)

o espaço vetorial dos polinômios em K〈X〉 multilineares em x1, x2, ..., xn, temos que

dim Pn = n!.

Teorema 1.33 Sejam K um corpo infinito e I um T -ideal de K〈X〉.

Se f(x1, x2, ..., xn) ∈ I, então todas suas componentes multi-homogêneas também per-

tencem a I.
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Demonstração. Seja n o maior grau possível em x1 de algum monômio de f . Para

cada j = 0, 1, 2, ..., n, tomemos fj(x1, x2, ..., xn) a soma de todos os monômios de

f que tem grau j em x1 (componente homogênea de grau j em x1). Claramente

f = f0 + f1 + ... + fn. Como K é infinito, podemos tomar λ0, λ1, ..., λn ∈ K dois a

dois distintos. Para cada j = 1, 2, ..., n, temos gj(x1, x2, ..., xn) = f(λjx1, x2, ..., xn) =

f0(λjx1, x2, ..., xn)+f1(λjx1, x2, ..., xn)+ ...+fn(λjx1, x2, ..., xn) = f0+λjf1+ ...+λ
n
j fn.

E assim




1 λ0 · · · λn0

1 λ1 · · · λn1
...

...
. . .

...

1 λn · · · λnn







f0

f1
...

fn




=




g0

g1
...

gn




A primeira matriz acima é inversível (Vandermonde) e g0, g1, ..., gn ∈ I, pois I é um T -

ideal. Logo, devemos ter f0, f1, ..., fn ∈ I. Repetindo o mesmo processo para x2, ..., xn,

temos o resultado. �

Este teorema nos possibilita chegar a um importante resultado.

Corolário 1.34 Se K é um corpo infinito, então todo T -ideal de K〈X〉 é gerado por

seus polinômios multi-homogêneos.

Teorema 1.35 Se I é um T -ideal de K〈X〉 e charK = 0, então I é gerado por seus

polinômios multilineares.

Demonstração. Como charK = 0, temos que K é infinito e assim, pelo Corolário

1.34, podemos assumir que f(x1, x2, ..., xn) ∈ I é um polinômio multi-homogêneo.

Sejam n = degx1
f e h(y1, y2, x2, ..., xn) = f(y1 + y2, x2, ..., xn). Considerando agora

h1(y1, y2, x2, ..., xn) a componente homogênea de grau 1 em y1 de h, temos degy2h1 =

n − 1. Como h(y1, y2, x2, ..., xn) ∈ I, temos que h1(y1, y2, x2, ..., xn) ∈ I. Ademais

h1(x1, x1, x2, ..., xn) = nf(x1, x2, ..., xn) e assim f(x1, x2, ..., xn) =
1
n
h1(x1, x1, x2, ..., xn).

Logo, devemos ter 〈f〉T = 〈h1〉
T . Continuando com este processo (chamado de processo

de linearização), concluímos que f é consequência de algum polinômio multilinear de

I. �
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Proposição 1.36 Seja A uma PI-álgebra. Então A satisfaz uma identidade polino-

mial multilinear.

Demonstração. Sejam A uma álgebra e f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 uma identidade

polinomial não nula para A. Podemos supor que em cada monômio de f aparecem

todas as variáveis não necessariamente com o mesmo grau. Se cada variável xi aparece

em cada monônio de f com grau exatamente igual a 1, então f é uma identidade

polinomial multilinear como queremos. Suponha então que existe uma variável em f ,

digamos x1, cujo grau degx1
f = d > 1 e substitua x1 por y1 + y2 em f , obtendo

h(y1, y2, x2, ..., xn) = f(y1 + y2, x2, ..., xn)− f(y1, x2, ..., xn)− f(y2, x2, ..., xn).

Temos que h ainda é uma identidade polinomial não nula para A. Suponha agora que

h = 0. Desde que uma função de X em X pode ser estendida para um endomorfismo

de K〈X〉, substituindo y1 e y2 por x1 em h, temos que

h(x1, x1, x2, ..., xn) = f(2x1, x2, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn)

= f(2x1, x2, ..., xn)− 2f(x1, x2, ..., xn) = 0.

Se decompormos f numa soma f = f0+f1+ ...+fd, onde fk é uma soma de monômios

de grau k em x1, então temos a seguinte implicação

h(x1, x1, x2, ..., xn) = 20f0 + 21f1 + 22f2 + ...+ 2dfd − 2f0 − 2f1 − 2f2 − ...− 2fd

= −f0 + (22 − 2)f2 + ...+ (2d − 2)fd = 0,

contradizendo o fato de que d > 1.

Como degy1h = d−1 < degx1
f , usando argumento indutivo obtemos um polinômio

multilinear que é uma identidade polinomial para a álgebra A. �

1.5 Sn-Módulos

Nesta seção apresentaremos os conceitos de Sn-módulo e elementos simétrico e

anti-simétrico com respeito a uma transposição do grupo Sn, idéias que serão funda-

mentais para o desenvolvimento do Capítulo 3.
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Definição 1.37 Sejam A uma álgebra e M um espaço vetorial. Dizemos que M é um

módulo sobre A (ou A-módulo) se munido de um produto

· : A×M −→ M

(a,m) 7−→ a ·m

satisfaz:

(i) a · (m1 +m2) = (a ·m1) + (a ·m2)

(ii) (a1 + a2) ·m = (a1 ·m) + (a2 ·m)

(iii) (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m)

(iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m

(v) 1A ·m = m

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈M e λ ∈ K.

Na definição acima, observe que as condições (i),(ii) e (iii) significam que o pro-

duto ” · ” é uma operação bilinear.

Definição 1.38 Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Definimos um submódulo

(ou A-submódulo) de M como sendo um subespaço vetorial N de M tal que a ·n ∈ N

para quaisquer a ∈ A e n ∈ N . Se N 6= {0} e não existe nenhum submódulo N1 de

M tal que {0} 6= N1 ( N , dizemos que N é minimal. Se os únicos submódulos de M

são {0} e M , dizemos que M é um A-módulo irredutível (ou simples).

Exemplo 1.39 Se A é uma álgebra, então A é naturalmente um módulo sobre si

mesma, que vamos denotar por AA. Para ver isto, defina

· : A× A −→ A

(a, x) 7−→ a · x = ax .

Observe que os submódulos de AA são exatamente os ideais à esquerda de A.

Exemplo 1.40 Sejam M um A-módulo e m ∈ M . Temos que o conjunto A · m =

{a · m | a ∈ A} é um submódulo de M e que os submódulos minimais de M são

exatamente os irredutíveis. Ademais, observe que se dimensão de M é finita, então M

possui necessariamente submódulo minimal.
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Sejam G um grupo, V um espaço vetorial e

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕg

um homomorfismo de grupos. Considere a álgebra de grupo KG (veja Exemplo 1.9) e

o produto

· : KG× V −→ V(∑
g∈G λgg, v

)
7−→

(∑
g∈G λgg

)
·v =

∑
g∈G λg · ϕg(v).

Munido deste produto, V é um KG-módulo (ou simplesmente G-módulo).

Exemplo 1.41 Sejam Sn o grupo simétrico sobre {1, 2, ..., n} e

f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉

um polinômio multilinear em x1, x2, ..., xn. Temos que f é combinação linear

de monômios Mσ(x1, x2, ..., xn) = xσ(1)xσ(2)...xσ(n), com σ ∈ Sn. Considere o espaço

vetorial Pn de todos os polinômios em K〈X〉 multilineares em x1, x2, ..., xn, definido

em (1.3). Temos que o conjunto {xσ(1)xσ(2)...xσ(n) | σ ∈ Sn} é uma base para o espaço

vetorial Pn. Defina agora uma aplicação

φ : KSn −→ Pn

∑
σ∈Sn

ασσ 7−→ φ

(∑
σ∈Sn

ασσ

)
=
∑

σ∈Sn
ασxσ(1) ... xσ(n).

Identificando uma permutação σ ∈ Sn com o monômio Mσ(x1, x2, ..., xn) =

xσ(1)xσ(2)...xσ(n), obtemos um isomorfismo entre os espaços vetoriais KSn e Pn. Disto,

segue que Pn pode ser visto como um Sn-módulo. Dados ρ, σ ∈ Sn, temos que o

produto ρσ corresponde ao monômio Mρσ = Mρσ(x1, x2, ..., xn) = xρσ(1)xρσ(2)...xρσ(n).

Este produto pode ser visto como uma ação à esquerda do grupo Sn sobre o

monômio Mσ(x1, x2, ..., xn) descrita por ρMσ(x1, x2, ..., xn) = Mρσ(x1, x2, ..., xn).

Assim, ρMσ(x1, x2, ..., xn) = xρσ(1)xρσ(2)...xρσ(n) = Mσ(xρ(1), xρ(2), ..., xρ(n)). Agora,

usando linearidade, podemos estender esta ação à esquerda do grupo Sn, para um

polinômio f(x1, x2, ..., xn) ∈ Pn, descrita por ρf(x1, x2, ..., xn) = f(xρ(1), xρ(2), ..., xρ(n)).

Sejam A uma álgebra e T (A) o T -ideal de K〈X〉 de todas as identidades polino-

miais de A, onde charK = 0. Do Teorema 1.35, sabemos que T (A) é gerado por

seus polinômios multilineares. Do mais, como os T -ideais são invariantes sob toda

substituição de variáveis, e considerando f(x1, x2, ..., xn) ∈ Pn ∩ T (A), temos que

ρf(x1, x2, ..., xn) = f(xρ(1), xρ(2), ..., xσ(n)) ∈ Pn ∩ T (A), com σ ∈ Sn. Daí podemos

concluir que Pn ∩ T (A) é um submódulo (ou Sn-submódulo) de Pn.
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A seguir, vamos introduzir os conceitos de elemento simétrico e anti-simétrico

com relação a uma transposição do grupo Sn.

Definição 1.42 Seja V um Sn-módulo. Dados i, j ∈ {1, ..., n}, com i < j, considere a

transposição (i j) em Sn que permuta i e j e deixa o restante fixo. Se v ∈ V , dizemos

que v é (i j)-simétrico quando (i j)v = v e que v é (i j)-anti-simétrico quando

(i j)v = −v.

Observe que um polinômio f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn
ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn é

(i j)-simétrico se, e somente se, f(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn) = f(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn)

e é (i j)-anti-simétrico se, e somente se, f(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn) =

−f(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn). Temos que f é (i j)-simétrico se, e somente se, α(ij)σ = ασ

para toda σ ∈ Sn e f é (i j)-anti-simétrico se, e somente se, α(ij)σ = −ασ para toda

σ ∈ Sn.

Neste trabalho, vamos caracterizar a simetria e a anti-simetria dos elementos de

um Sn-módulo V , através do operador

Tij : V −→ V

v 7−→ Tij(v) = σijv,

onde σij = 1
2
(1 + (i j)) e (i j) é uma transposição no grupo Sn. Observe que σ2

ij = σij,

implicando que σij é um idempotente de KSn. Ademais, se v ∈ V , então v é (i j)-

simétrico se, e somente se, σijv = v e v é (i j)- anti-simétrico se, e somente se, σijv = 0.

Lema 1.43 Sejam V um Sn-módulo e v ∈ V . Se σpqv = 0, então σprσqrv = 1
2
σprv

para distintos números p, q, r ∈ {1, ..., n}.

Demonstração. Temos que

σprσqr −
1

2
σpr =

1

2
σpr(1 + (q r))−

1

2
σpr

=
1

2
σpr((1 + (q r))− 1) =

1

2
σpr(qr) =

1

4
(1 + (p r))(q r)

=
1

4
((q r) + (p r)(q r)) =

1

4
((q r) + (q r)(p q))

=
1

4
(q r)(1 + (p q)) =

1

2
(q r)(

1

2
(1 + (p q))) =

1

2
(q r)σpq.

Logo

(σprσqr −
1

2
σpr)v =

1

2
(q r)σpqv =

1

2
(q r)0 = 0

e assim σprσqrv = 1
2
σprv. �



27

Teorema 1.44 Sejam V um Sn-módulo e W um subespaço vetorial de V . Suponha

i1, ..., ir ∈ {1, ..., n} números distintos tais que σikil(W ) ⊆ W para todo 1 ≤ k < l ≤ r.

Então:

(a) Se v ∈ V satisfaz σikil(v) ∈ W para todo 1 ≤ k < l ≤ r, então existe v′ ∈ V tal

que v′ − v ∈ W e σikil(v
′) = 0 para todo 1 ≤ k < l ≤ r.

(b) Se v ∈ V é (i j)-simétrico com {i, j}∩{i1, ..., ir} = ∅, então v′ é (i j)-simétrico.

Demonstração.

(a) Vamos usar indução em r. Por conveniência assumimos que {i1, ..., ir} = {1, ..., r}.

Sendo r = 2, tomemos v′ = v − σ12v. Suponha agora que o resultado é válido para

r − 1, onde r ≥ 3, ou seja, dado v ∈ V satisfazendo σpqv ∈ W para 1 ≤ p < q ≤ r − 1,

existe v′′ ∈ V tal que v′′ − v ∈ W e σpqv′′ = 0 para 1 ≤ p < q ≤ r − 1. Mostremos que

o resultado vale para 1 ≤ p < q ≤ r. Para isso, suponha σpqv ∈ W para 1 ≤ p, q ≤ r,

e defina

v′ =

(
1−

2

r

r−1∑

p=1

σpr

)
v′′ = v′′ −

2

r

r−1∑

p=1

σprv
′′.

Por hipótese de indução, temos que v′′ − v ∈ W . Além disso, σpr(W ) ⊆ W , resultando

que σprv′′ − σprv ∈ W para p ∈ {1, ..., r − 1}. Logo, pela definição de v′, segue que

v′ − v′′, v′ − v ∈ W. Por outro lado, calculemos

σqrv
′ =

(
σqr −

2

r

r−1∑

p=1

σqrσpr

)
v′′.

Para isso, considere o somatório sobre p e suponha q < r. Se p = q, então temos

σqrσqr = σ2
qr = σqr. Se p 6= q, então segue da hipótese de indução que σpqv′′ = 0 e daí

σqrσprv
′′ = 1

2
σqrv

′′ (Lema 1.43). Daí,

σqrv
′ =

(
σqr −

2

r

r−1∑

p=1

σqrσpr

)
v′′ = σqrv

′′ −
2

r

( r−1∑

p=1

σqrσprv
′′

)

= σqrv
′′ −

2

r

(
σqrv

′′ +
r−1∑

p=1,p 6=q

σqrσprv
′′

)

=

(
σqr −

2

r
σqr −

1

r

r−1∑

p=1,p 6=q

σqr

)
v′′ =

(
1−

2

r
−
r − 2

r

)
σqrv

′′ = 0.
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Agora, escreva (p q) = (p r)(q r)(p r) para 1 ≤ p < q < r. Logo (p q)v′ =

(p r)(q r)(p r)v′ = (−1)(−1)(−1)v′ = (−1)3v′ = −v′. Portanto, σpqv′ = 0.

(b) Sejam {i, j} ∩ {1, ..., r} = ∅ e v′ =

(
1− 2

r

∑r−1
p=1 σpr

)
v′′, e suponha que v é (i j)-

simétrico. Por indução v′′ é (i j)-simétrico. Fazendo a = 1 − 2
r

∑r−1
p=1 σpr, então σij

comuta com a. Logo,

σijv
′ = σija v

′′ = a (σijv
′′) = av′′ = v′.

Assim, σijv′ = v′ e concluímos que v′ é (i j)- simétrico. �

Definição 1.45 Sejam V um Sn-módulo e r ∈ N0. Dizemos que v ∈ V é r−simétrico

se existem distintos i1, j1; i2, j2; ...; ir, jr ∈ {1, ..., n} tais que v é (ik jk)−simétrico para

todo k = 1, ..., r. Dizemos que v é r-perfeito, se, além disso, v é (p q)−anti-simétrico

para quaisquer 1 ≤ p < q ≤ n tais que {p, q} ∩ {i1, j1, ..., ir, jr} = ∅.

Sendo V um Sn-módulo, observe que todo v ∈ V é 0-simétrico e que v ∈ V é

0-perfeito se, e somente se, v é (p q)-anti-simétrico para quaisquer 1 ≤ p < q ≤ n.

Exemplo 1.46 Considere o Sn-módulo Pn e f(x1, ..., xn) ∈ Pn. Então f(x1, ..., xn)

é 0-perfeito se, e somente se, f(x1, ..., xn) = αStn(x1, ..., xn) para algum α ∈ K.

Realmente, sendo f 0-perfeito, então f é (p q)-anti-simétrico para quaisquer

1 ≤ p < q ≤ n, ou seja, f(x1, ..., xp, ..., xq, ..., xn) = −f(x1, ..., xq, ..., xp, ..., xn).

Agora, seja αxi1xi2 ...xin um monômio não nulo em f . Desde que toda permutação

em Sn pode ser escrita como produto de transposições, então para toda permu-

tação σ ∈ Sn, segue que para o monômio βxσ(i1)xσ(i2)...xσ(in) de f tem-se

β = (−1)σα. Assim, f(x1, ..., xn) = αStn(x1, ..., xn) para algum α ∈ K. Reciproca-

mente, sendo f(x1, ..., xn) = αStn(x1, ..., xn) e considerando que o polinômio standard

Stn é (p q)-anti-simétrico para quaisquer 1 ≤ p < q ≤ n, segue que f é 0-perfeito.

Exemplo 1.47 O polinômio standard Stn+1 é consequência do polinômio standard

Stn, isto é,

Stn+1(x1, ..., xn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i+1xiStn(x1, ..., x̂i, ..., xn+1).

Para ver isso, observe que Stn+1 pode ser escrito como Stn+1 = x1f1 + ...+ xn+1fn+1,

onde fi = fi(x1, ..., x̂i, ..., xn+1) é um polinômio anti-simétrico multilinear. Logo, fi =

αiStn(x1, ..., x̂i, ..., xn+1), onde αi = (−1)i+1.
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Sejam V um Sn-módulo e Ur o subespaço de V gerado pelos elementos

r-simétricos. Se u ∈ V é r-simétrico, então existem θ1, θ2, ..., θr transposições em Sn,

duas a duas disjuntas, tais que θi(u) = u para i = 1, 2, ..., r. Por outro lado, se σ ∈ Sn,

então σθ1σ−1, σθ2σ
−1, ..., σθrσ

−1 são também transposições duas a duas disjuntas, pois

sendo θi = (k l) com 1 ≤ k < l ≤ n, temos que σθiσ−1 = (σ(k) σ(l)) . Ademais,

(σθiσ
−1)(σ(u)) = σ(u),

significando que σ(u) é r-simétrico. Com isso, obtemos que Ur é um submódulo do

Sn-módulo V . Com isso, temos que σpq(v) ∈ Ur para qualquer v ∈ Ur, significando que

Ur é σpq-invariante. Por outro lado, seja Ur+1 o subespaço de V gerado pelos elementos

(r+1)-simétricos. Através de um argumento análogo ao desenvolvido para Ur, obtemos

que Ur+1 é um submódulo σpq-invariante.

Observação 1.48 Suponha que v é simétrico em r pares dois a dois disjuntos, digamos

em (1 2), (3 4),...,(2r − 1 2r). Para 2r < p < q ≤ n, mostremos que σpqv é r + 1-

simétrico. De fato, temos que (2i− 1 2i)σpq = σpq(2i− 1 2i), para 1 ≤ i ≤ r, e

(p q)σpq =
1

2
((p q) + 1) = σpq.

Então, (p q)σpqv = σpqv e (2i − 1 2i)σpqv = σpqv, significando que σpqv é (r + 1)-

simétrico.

Teorema 1.49 Sejam V um Sn-módulo e Wr o subespaço de V gerado pelos elementos

r-perfeitos. Então:

(a) Ur = Wr + Ur+1 para todo r ∈ N0.

(b) V = W0 +W1 + ...+Wr + Ur+1 para todo r ∈ N0.

(c) V = W0 +W1 + ...+Wr para algum r ∈ N0 e consequentemente V é gerado pelos

elementos perfeitos.

Demonstração.

(a) Não é difícil ver que Wr + Ur+1 ⊆ Ur. Mostremos a inclusão contrária.

Como Wr + Ur+1 é subespaço de V é suficiente provar a inclusão contrária apenas

para os elementos r-simétricos. Para isso, seja v ∈ V um elemento r-simétrico. Pela

Observação 1.48, temos que σpqv é (r + 1)-simétrico para quaisquer 2r < p < q ≤ n,

ou seja, σpqv ∈ Ur+1. Além disso, temos que σpq(Ur+1) ⊆ Ur+1. Com isso, chegamos
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na hipótese do Teorema 1.44. E, pelo item (a) do Teorema 1.44, existe v′ ∈ V tal que

v′ − v ∈ Ur+1 e σpq(v′) = 0 para quaisquer 2r < p < q ≤ n. Ademais, desde que v

é (i j)-simétrico para (i j) ∈ {(1 2), (3 4), ..., (2r − 1 2r)}, segue pelo item (b) do

mesmo Teorema que v′ é (i j)-simétrico, significando que v′ ∈ Wr. Como v− v′ ∈ Ur+1

e v = v′ + (v − v′), segue que v ∈ Wr + Ur+1 e temos a inclusão contrária.

(b) Desde que todo v ∈ V é 0-simétrico, temos que V = U0. Mas pelo item (a),

U0 = W0 + U1 e U1 = W1 + U2. Assim, U0 = W0 + W1 + U2. Aplicando o item

(a) sucessivamente chegamos que V = U0 = W0 + U1 = W0 + W1 + U2 = ... =

W0 +W1 + ...+Wn + Un+1.

(c) Existe t para o qual Ut+1 = {0V } e pelo item (b) temos que V = W0+W1+ ...+Wt.

�



Capítulo 2

O Teorema de Amitsur-Levitzki

No ano de 1950, S. A. Amitsur e J. Levitzki [1], usando argumentos combi-

natórios, demonstraram que o polinômio standard St2n é uma identidade polinomial

para a álgebra Mn(K). A demonstração deste resultado, chamado de teorema de

Amitsur-Levitzki é considerada um marco na história da PI-teoria.

Posteriormente, matemáticos como Higman, Nagata, Regev, Herstein, Formanek,

Rosset, Razmyslov, Swan, entre outros, apresentaram outras provas para este teorema,

utilizando técnicas diferentes. Dentre estas provas, vamos apresentar neste capítulo as

provas de Rosset (veja [10], página 18) e Swan [22].

2.1 Resultados preliminares

Proposição 2.1 A álgebra Mn(K) não possui identidade polinomial de grau menor

do que 2n.

Demonstração. Suponha, por contradição, que Mn(K) possui uma identidade não

nula de grau menor do que 2n. Pela Proposição 1.36, existe identidade multilinear de

Mn(K)

g(x1, x2, ..., xm) =
∑

σ∈Sm

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(m) = 0,

onde m < 2n e ασ ∈ K. Como g é um polinômio não nulo, temos que ασ 6= 0 para
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algum σ ∈ Sm. Agora, considere o polinômio

h(x1, x2, ..., xm) = σ−1g(x1, x2, ..., xm).

É claro que h é uma identidade para Mn(K) e o coeficiente de x1x2...xm em h é

ασ. Considere em h a substituição xσ(1) = e11, xσ(2) = e12, xσ(3) = e22, xσ(4) =

e23, ..., xσ(m) = epq, onde p = q ou p = q − 1 (dependendo da paridade de m). Temos

que

h(e11, e12, e22, e23, ..., epq) = ασe1q = 0

resultando que ασ = 0. Absurdo. �

Proposição 2.2 Se St2n é uma identidade para Mn(Q), então St2n é também uma

identidade para Mn(K), onde K é um corpo qualquer.

Demonstração. Desde que Mn(Z) ⊆ Mn(Q), segue que se St2n é uma identidade

para Mn(Q), então St2n também é uma identidade para Mn(Z). Considere agora o

corpo Zp (p primo) e a função canônica ϕp : Mn(Z) −→ Mn(Zp). Temos que ϕp é

sobrejetiva, resultando que St2n é também uma identidade para Mn(Zp). Como St2n

é um polinômio multilinear, então é suficiente provar que St2n se anula nos elementos

de uma base de Mn(K), digamos a base formada pelas matrizes unitárias eij. Sendo P

o corpo primo de K, temos que 1K e 0K pertencem a P e assim as matrizes unitárias

eij ∈ Mn(P ). Por outro lado, temos que P ≃ Q, se charK = 0 e que P ≃ Zp, se

charK = p. Ademais, como St2n é uma identidade para Mn(Q) e para Mn(Zp), segue

que St2n é também uma identidade para Mn(P ), e portanto é também identidade para

Mn(K). �

Um dos temas importantes na discussão das identidades polinomiais da álgebra

Mn(K) é a utilização do polinômio característico p(x) = det(xIn×n−a) de uma matriz

a ∈Mn(K), à medida que o Teorema de Cayley-Hamilton assegura que p(a) = 0. Nesse

sentido, usaremos a seguir o polinômio característico de uma matriz para demonstrar

alguns resultados importantes.

Definição 2.3 Definimos o polinômio elementar simétrico de grau m nas va-

riáveis comutativas t1, t2, ..., tn como sendo

em = em(t1, ..., tn) =
∑

1≤i1<... <im≤n

ti1 ...tim .
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Definimos o polinômio potência simétrico de grau k como sendo

pk = pk(t1, t2, ..., tn) = tk1 + tk2 + ...+ tkn.

Existem relações entre os polinômios elementares simétricos e potência simétricos,

dadas pelas seguintes fórmulas

mem =
m∑

k=1

(−1)k−1pkem−k

para m = 1, ..., n chamadas de fórmulas de Newton (veja demonstração em [10], página

15).

Proposição 2.4 Sejam ε1, ..., εn os autovalores de uma matriz a ∈ Mn(K) e em =

em(ε1, ..., εn) =
∑

1≤i1<... <im≤n εi1 ...εim o valor do polinômio elementar simétrico de

grau m e pm(ε1, ..., εn) o valor do polinômio potência simétrico de grau m em ε1, ..., εn.

Então
n∑

m=0

(−1)mem(ε1, ..., εn)a
n−m = 0 e tr(am) = pm(ε1, ..., εn) = εm1 + ...+ εmn .

Demonstração. Sejam a ∈ Mn(K) e ε1, ..., εn ∈ K1 os autovalores de a, onde K1 é

uma extensão de K. Como

p(x) =
n∑

m=0

(−1)mem(ε1, ..., εn)x
n−m

é o polinômio característico da matriz a, então o teorema de Cayley-Hamilton assegura

que p(a) = 0 e assim
n∑

m=0

(−1)mem(ε1, ..., εn)a
n−m = 0.

Por outro lado, como toda matriz a ∈Mn(K) é semelhante a uma matriz b ∈Mn(K1)

na forma de Jordan e considerando que os autovalores ε1, ..., εn aparecem na diagonal

principal dos blocos de Jordan, devemos ter tr(a) = tr(b) = ε1 + ... + εn. Ademais,

como εm1 , ..., ε
m
n são os autovalores de am, concluímos que tr(am) = εm1 + ...+ εmn . �

Sendo n ≥ 1 um número inteiro, dizemos que λ é uma partição de n se λ =

(λ1, ..., λr), onde λ1 ≥ ... ≥ λr > 0 são números inteiros tais que
∑r

i=1 λi = n e

escrevemos λ ⊢ n.

Usando as fórmulas de Newton e indução podemos mostrar que

em =
∑

λ=(λ1,...,λr)⊢m

qλpλ1
pλ2

...pλr

com qλ ∈ Q.
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Lema 2.5 Sejam C uma álgebra comutativa sobre Q e a ∈ Mn(C). Se p(x) =∑n

m=0 αmx
n−m é o polinômio característico de a, então

αm =
∑

λ=(λ1,...,λr)⊢m

qλtr(a
λ1)... tr(aλr),

onde m > 0 e qλ ∈ Q não depende da matriz a.

Demonstração. Primeiro suponha que C é um domínio de integridade. Se F é o

corpo de frações de C, então a ∈Mn(F ) e

p(x) = (x− ε1)...(x− εn) =
n∑

m=0

(−1)mem(ε1, ..., εn)x
n−m,

onde ε1, ..., εn são os autovalores da matriz a e em(ε1, ..., εn) é o polinômio elementar

simétrico. Como αm = (−1)mem(ε1, ..., εn) e pm(ε1, ..., εn) = tr(am) = εm1 + ... + εmn ,

temos o resultado neste caso, como consequência do que foi visto acima.

Em geral, sejam Q[Y ] uma álgebra polinomial e φ : Q[Y ] −→ C um homo-

morfismo. Temos que φ induz um homomorfismo φ :Mn(Q[Y ]) −→Mn(C), dado

por φ((aij)) = (φ(aij)) para aij ∈ Q[Y ]. Desde que

tr(φ(a)) = φ(tr(a))

para a ∈ Mn(Q[Y ]) e que Q[Y ] é um domínio de integridade, temos o resultado no

caso geral. �

Lema 2.6 Seja C uma álgebra comutativa sobre Q. Se a ∈ Mn(C) é tal que tr(a) =

tr(a2) = ... = tr(an) = 0, então an = 0.

Demonstração. Sendo p(x) = xn +
∑n

m=1 αmx
n−m o polinômio característico da ma-

triz a, temos p(a) = an +
∑n

m=1 αma
n−m = 0. Desde que os αm são dados como no

Lema 2.5 e por hipótese tr(a) = tr(a2) = ... = tr(an) = 0, segue que os coeficientes

αm = 0 para m = 1, 2, ..., n. Logo, p(a) = an, resultando que an = 0. �

Lema 2.7 Sejam E a álgebra de Grassmann (veja o Exemplo 1.4 no Capítulo 1) sobre

Q e E1 o subespaço da álgebra exterior E gerado pelo conjunto {ei1ei2 . . . eik | k ímpar}.

Então tr(ab) = −tr(ba) para quaisquer a, b ∈Mn(E1).
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Demonstração. Não é difícil ver que podemos escrever a =
∑

i aiwi e b =
∑

i biwi

com ai, bi ∈ Mn(Q), e para todo i os wi ∈ E1 são produtos dos elementos e1, e2, e3, ...

de E. Desde que wiwj = −wjwi para quaisquer wi, wj ∈ E1, e considerando que

tr(aibj) = tr(bjai), temos que

tr(ab) =
∑

i,j

tr(aibj)wiwj = −
∑

i,j

tr(bjai)wjwi = −tr(ba).

�

2.2 A prova de Rosset para o teorema de Amitsur-

Levitzki

Teorema 2.8 (Amitsur-Levitzki) O polinômio standard St2n é uma identidade poli-

nomial para a álgebra das matrizes Mn(K).

Demonstração. Pela Proposição 2.2 , podemos assumir K = Q. Considere a álgebra

de Grasmann E = E0 ⊕E1 sobre Q. Considere a = a1e1 + ...+ a2ne2n ∈Mn(E1), onde

a1, ..., a2n ∈Mn(Q). Desde que

eσ(1)...eσ(2n) = (−1)σe1...e2n

para toda σ ∈ S2n, temos que

a2n =
∑

σ∈S2n

(−1)σaσ(1)...aσ(2n)e1...e2n = St2n(a1, ..., a2n)e1...e2n. (2.1)

Desde que a, a2i−1 ∈Mn(E1) para todo i = 1, ..., n, então pelo Lema 2.7, temos que

tr(a2i) = tr(aa2i−1) = −tr(a2i−1a) = −tr(a2i),

resultando que tr(a2i) = 0. Sendo E0 uma subálgebra comutativa de E e observando

que a2 ∈ Mn(E0), temos que a2n = 0 pelo Lema 2.6. Substituindo a2n = 0 em (2.1),

resulta que St2n(a1, ..., a2n)e1...e2n = 0. Como e1...e2n é não nulo, concluímos que

St2n(a1, ..., a2n) = 0. �
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2.3 A prova de Swan para o teorema de Amitsur-

Levitzki

A prova do teorema de Amitsur-Levitzki desenvolvida por Swan [22] é baseada

num teorema da teoria dos grafos. Diante disso, julgamos ser importante fazer uma

abordagem sobre grafos antes de apresentar a prova do teorema.

Definição 2.9 Um grafo orientado Γ (finito) consiste em:

(i) um conjunto V finito de pontos chamados de vértices.

(ii) um conjunto E finito de segmentos orientados chamados de arestas.

Para e ∈ E, escreva i(e) para denotar o início da aresta e e f(e) para denotar o

final da aresta e. Temos então duas funções i, f : E −→ V .

Seja p ∈ V . Definimos s(p) = |{e ∈ E | i(e) = p}| como sendo o número de

arestas que saem do vértice p e t(p) = |{e ∈ E | f(e) = p}| como sendo o número

de arestas que chegam em p. Definimos também a ordem e o fluxo do vértice p como

sendo

ordem(p) = s(p) + t(p) e fluxo(p) = s(p)− t(p),

respectivamente.

Definição 2.10 Sejam Γ um grafo orientado e p e q vértices em Γ. Definimos um

caminho orientado C, como sendo uma sequência de arestas e1, e2, ..., ek em Γ tais

que f(ei) = i(ei+1) para i = 1, 2, ..., k − 1. Quando i(e1) = p e f(ek) = q, vamos dizer

que C é um caminho orientado de p para q.

Definição 2.11 Seja Γ um grafo orientado. Dizemos que Γ é conexo, se para todo

par de vértices p, q em Γ, existe um caminho orientado ligando p e q.

Se p e q são vértices em Γ, vamos admitir que p e q podem ser ligados por vários

caminhos orientados e que p pode ser ligado a ele próprio por uma aresta (este tipo

de aresta é chamada de laço). Ademais, vamos supor que em Γ não existe vértice cuja

ordem é 0. Podemos supor isto, pois aqui vamos trabalhar somente com grafos conexos.

Definição 2.12 Sejam Γ um grafo orientado e C um caminho orientado de p para q

em Γ. Vamos dizer que C é um caminho unicursal se cada aresta de Γ aparece uma

única vez em C.
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Considere o conjunto S = {1, 2, ..., k} e um caminho unicursal C = (e1, e2, ..., ek)

em Γ. Desde que cada aresta ei aparece uma única vez em C, temos que existe uma

bijeção entre S e E. Assim, enumerando as arestas de E, observamos que a cada

caminho unicursal C fica associada uma permutação do conjunto S. Com isso, vamos

dizer que um caminho unicursal C é par se o sinal da permutação associada a ele é

par, e que um caminho unicursal C é ímpar se o sinal da permutação associada a ele é

ímpar. Ademais, sendo Γ um grafo orientado e p e q vértices em Γ, vamos chamar de

n1(p, q) e n2(p, q) os números de caminhos unicursais pares e ímpares, respectivamente,

de p para q.

Exemplo 2.13 Seja Γ o grafo orientado representado na Figura 2.1. Temos que E =

{e1, e2, e3, e4, e5} e V = {p, q, r, s}. Além disso, i(e1) = s e f(e1) = p, i(e2) = p e

f(e2) = r, i(e3) = p e f(e3) = q, i(e4) = q e f(e4) = s, i(e5) = r e f(e5) = q.

Observe que existem em Γ exatamente dois caminhos unicursais de p para q, a saber,

C1 = (e2, e5, e4, e1, e3) e C2 = (e3, e4, e1, e2, e5). Associados aos caminhos C1 e C2 estão

as permutações pares σC1 = (12534) = (14)(13)(15)(12) e σC2 = (13)(24). Portanto,

são pares os dois únicos caminhos unicursais de p para q em Γ.

Figura 2.1: Desenho do grafo do Exemplo 2.1

Proposição 2.14 Sejam p e q vértices em Γ e C um caminho unicursal ligando p e q,

então valem:

(a) Γ é conexo.

(b) Todos os outros vértices em Γ diferentes de p e q tem fluxo igual a zero(0).
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(c) Se p = q, então fluxo(p) = 0.

(d) Se p 6= q, então fluxo(p) = +1 e fluxo(q) = −1.

Demonstração.

(a) Suponha que o grafo Γ não é conexo, então para algum par de vértices, digamos

p1, q1 em Γ, não existe um caminho orientado ligando p1 e q1, implicando que não pode

haver nenhum caminho orientado C conectando todos os vértices de Γ e que cada aresta

de Γ apareça um única vez em C. Noutras palavras, sob estas condições não pode

existir nenhum caminho unicursal em Γ. Portanto, para que em Γ haja um caminho

unicursal, Γ deve ser necessariamente conexo.

(b) Sejam (e1, e2, ..., ek) um caminho unicursal de p para q em Γ e pj um vértice tal que

pj 6= p e pj 6= q. Como i(ei+1) = f(ei) para i = 1, 2, ..., k − 1, então para cada aresta

que sai de pj outra chega em pj. Logo, s(pj) = t(pj), resultando que fluxo(pj) = 0.

(c) Seja (e1, e2, ..., ek) um caminho unicursal de p para q em Γ. Como p = q, segue que

para cada aresta que sai de p, outra chega em p, implicando que s(p) = t(p). Logo,

fluxo(p) = 0.

(d) Seja (e1, e2, ..., ek) um caminho unicursal de p para q em Γ. Como p 6= q e

i(e1) = p, e para cada aresta intermediária que sai de p outra chega em p, segue

que o número de arestas que saem do vértice p, excede em um o número de arestas

que chegam em p, ou seja, s(p) = |{e ∈ E | i(e) = p}| tem uma aresta a mais do que

t(p) = |{e ∈ E | f(e) = p}|, resultando que fluxo(p) = +1. Por outro lado, como

f(ek) = q e p 6= q, e para cada aresta intermediária que chega em q outra sai de q,

segue que o número de arestas que chegam no vértice q excede em um o número de

arestas que saem de q, ou seja, t(q) = |{e ∈ E | f(e) = q}| tem uma aresta a mais do

que s(q) = |{e ∈ E | i(e) = q}|, resultando que fluxo(q) = −1. �

Teorema 2.15 Seja Γ um grafo orientado tal que |E| ≥ 2|V |. Se p e q são vértices

em Γ, então n1(p, q) = n2(p, q).

Demonstração. Vamos fazer algumas reduções iniciais.

(1) Suponha que o teorema é válido para |E| = 2|V |. Afirmamos que o teorema também

vale se Γ é um grafo com |E| > 2|V |. De fato, se |E| > 2|V |, tomemos k = |E|−2|V | e
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modifiquemos o grafo Γ, introduzindo k novos vértices e k novas arestas. Agora temos

um novo grafo orientado Γ′, representado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Desenho de parte do grafo Γ′ da primeira redução

O novo grafo Γ′ tem a seguinte configuração: E ′ = E ∪ {e1, ..., ek} e

V ′ = V ∪ {p1, ..., pk}. Assim, em Γ′ temos que |E ′| = |E| + k e |V ′| = |V | + k.

Mas,|E ′| = |E|+ (|E| − 2|V |) = 2|E| − 2|V | = 2(|E| − |V |) e |V ′| = |V |+ |E| − 2|V | =

(|E| − |V |). Logo, |E ′| = 2|V ′|. Desta última igualdade temos que o teorema é válido

para Γ′. Mostremos que o teorema também vale para Γ. De fato, sendo C um caminho

unicursal em Γ com início em p e final em q, temos que e1e2...ekC é um caminho

unicursal em Γ′ com início em p1 e final q. Dessa forma, a aplicação C −→ e1e2...ekC é

bijetora e preserva a paridade dos caminhos. Desde que o resultado vale para o grafo

Γ′, também vale para Γ.

(2) Suponha que o teorema é válido para o grafo Γ com |E| = 2|V | e que fluxo(x) = 0

para todo x ∈ V . Mostremos que o teorema é válido no caso geral. Suponha que

nem todo vértice em Γ tem fluxo zero e que existe caminho unicursal em Γ. Então

este caminho deve começar em p e terminar em q, com p 6= q. Pela Proposição 2.14,

temos que fluxo(p) = 1 e fluxo(q) = −1. Agora, defina um novo grafo orientado Γ′,

adicionando duas arestas e′1 e e′2 e um vértice v, representado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Desenho de parte do grafo Γ′ da segunda redução

O novo grafo Γ′ tem a seguinte configuração E ′ = E ∪ {e′1, e
′
2} e V ′ = V ∪ {v}.

Desse modo, |E ′| = |E|+2 e |V ′| = |V |+1. Mas, |E ′| = 2|V ′| − 2|V |+ |E|. Desde que
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|E| = 2|V |, concluímos que |E ′| = 2|V ′|. Sendo C um caminho unicursal de p para q

em Γ, então e′1Ce
′
2 é um caminho unicursal de v para v em Γ′. Temos que a aplicação

C −→ e′1Ce
′
2 é bijetora e preserva a paridade. Como o resultado é válido para Γ′, pois

|E ′| = 2|V ′|, segue que também vale para o grafo Γ. Ademais, observe que todo vértice

tem fluxo zero em Γ′.

Pelo que fizemos nas reduções acima, podemos provar o teorema para um grafo

orientado Γ, sob as seguintes hipóteses: |E| = 2|V | e fluxo (x) = 0 para todo vértice

x em Γ. Assim, pela Proposição 2.14, podemos dizer que todo caminho unicursal em Γ

começa e termina num mesmo vértice. Para demonstrar o teorema vamos considerar

três casos.

Caso 1. Suponha que o grafo orientado Γ tem a configuração representada na Figura

2.4.

Figura 2.4: Desenho de parte do grafo Γ do Caso 1

Se p = b, observe que qualquer caminho unicursal (com extremos iguais a p)

começa ou termina em e2, ou seja, com a notação usada escrevemos e2C ou Ce2, respec-

tivamente. Quando e2 é aresta inicial (respec. final), passe a vê-la como aresta final

(respec. inicial) e temos uma correspondência biunívoca entre os caminhos unicursais

pares e ímpares. Se p 6= b, modifique o grafo Γ substituindo as arestas e1, e2, e3 pela

aresta e e retirando o vértice b, para formar um novo grafo Γ′ representado na Figura

2.5.

Figura 2.5: Desenho de parte do grafo Γ′ do Caso 1
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O grafo Γ′ tem a seguinte configuração: E ′ = (E−{e1, e2, e3})∪{e} e V ′ = V−{b}.

Observe que um caminho unicursal em Γ′, é um caminho unicursal em Γ, substituindo

e1e2e3 por e. Note também que em Γ′, temos |E ′| = |E| − 1 arestas e |V ′| = |V | − 2

vértices. Através de um cálculo análogo ao feito em (2), obtemos que |E ′| = 2|V ′|,

ou seja, o grafo Γ′ satisfaz as hipóteses. Seja um caminho unicursal C1e1e2e3C2 em Γ

com base p, então C1eC2 é um caminho unicursal em Γ′ com base p. Ademais, existe

uma correspondência biunívoca entre os caminhos unicursais C1e1e2e3C2 −→ C1eC2,

preservando a paridade. Desde que Γ′ satisfaz as hipóteses e tem menos vértices do

que Γ, concluímos por indução que o teorema vale para o grafo Γ.

Caso 2. Suponha que o grafo orientado Γ possui um vértice de ordem 2.

Como |E| > |V |, segue que nem todo vértice em Γ tem ordem 2. Então temos duas

possibilidades para o grafo Γ, representadas na Figura 2.6.

Figura 2.6: Desenhos de partes das duas possibilidades do grafo Γ do Caso 2

Consideremos primeiramente os caminhos unicursais com base p 6= a, b. Para cada

i = 1, 2, ..., k, defina um novo grafo Γi, com as transformações representadas na Figura

2.7. Observe que se tivermos a possibilidade (II), teremos c = a no grafo Γi.

Os caminhos unicursais em Γ com base p e que contêm eie, estão

em correspondência biunívoca (preservando a paridade) com os caminhos unicursais

em Γi com base p. Desde que o teorema vale para o grafo Γi, pois este satisfaz as

hipóteses e se enquadra no caso anterior (para o qual o teorema é válido), e existe uma

correspondência biunívoca preservando a paridade, segue que o teorema também vale

para o grafo Γ.

Vamos agora considerar os caminhos unicursais com base p = a ou

p = b. Consideremos a possibilidade (II) e suponhamos primeiramente que ordem(c) =
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Figura 2.7: Desenho de parte do grafo Γi

2 e denotemos por e′′ a aresta que sai de c. A aplicação e′′Cee′ −→ e′e′′Ce é uma

correspondência biunívoca que muda a paridade entre os caminhos unicursais de Γ

com base c e b. Desde que já vimos que o resultado vale para c, deve valer também

para b.

Observe agora que ee′C −→ e′Ce é uma correspondência biunívoca (mudando

paridade) entre os caminhos unicursais com base b e os caminhos unicursais com base

a começando com e. Para os caminhos unicursais com base a que não começam com

e, usamos os grafos Γi.

Suponha agora que ordem(c) > 2, então Γ tem a configuração representada na

Figura 2.8.

Figura 2.8: Desenho de parte do grafo Γ do Caso 2

Para cada i = 1, ..., k, defina um novo grafo Γi com as transformações represen-

tadas na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Desenho de parte do grafo Γi do Caso 2

Temos uma correspondência biunívoca preservando a paridade, entre os caminhos

unicursais com base a em Γ que contêm e′ei e os caminhos unicursais com base a em Γi.

Desde que o teorema é válido para Γi, também vale para os caminhos unicursais com

base a em Γ. Desde que o teorema vale em Γ para caminhos unicursais com base a e

que não têm início em e, deve valer também para os caminhos com base a e com início

em e. Observe que os caminhos unicursais com base b em Γ estão em correspondência

biunívoca com os caminhos unicursais de Γ com base a e começando com e. Esta

correspondência é dada por e′Ce −→ ee′C e muda a paridade. Logo, o resultado vale

para os caminhos unicursais com base b em Γ.

Na possibilidade (II), defina um novo grafo Γ′ obtido de Γ eliminando-se as arestas

e, e′ e o vértice b. Por indução, temos que o teorema é valido para o grafo Γ′. Observe

que sendo e′Ce um caminho unicursal em Γ com base b e C um caminho unicursal em Γ′

com base a, temos que a correspondência e′Ce −→ C é biunívoca e preserva a paridade.

Por outro lado, sendo ee′C um caminho unicursal em Γ com base a, com início em

e, temos que a correspondência ee′C −→ C é biunívoca (e preserva a paridade). Os

caminhos unicursais em Γ que não começam em e, devem conter eiee′ para algum

i = 1, 2, ..., k. Então pelo grafo Γi, onde o teorema vale, podemos concluir que em Γ, o

número de caminhos unicursais pares é igual ao número de caminhos unicursal ímpares

para algum i fixado.

Caso 3. Suponha que o Caso 1 e o Caso 2 não se aplicam ao grafo orientado

Γ. Então Γ não possui vértice de ordem 2. Disto segue que ordem(v) ≥ 4 para todo

vértice v em Γ. Mas,
∑

v∈V ordem(v) = 2|E| = 2(2|V |) = 4|V | e daí devemos ter

que todo vértice em Γ tem ordem exatamente igual a 4. Portanto, o grafo Γ tem a
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configuração representada na Figura 2.10.

Figura 2.10: Desenho de parte do grafo Γ do Caso 3

Para i = 1, 2, considere o grafo orientado Γi representado na Figura 2.11.

Figura 2.11: Desenho de parte do grafo Γi do Caso 3

Se i′ = 2 e i = 1, então o grafo Γ1 tem a configuração da Figura 2.12.

Se i′ = 1 e i = 2, então o grafo Γ2 tem a configuração da Figura 2.13.

Como no Caso 2, todo caminho unicursal em Γ gera um caminho unicursal em

Γ1 ou em Γ2, embora nem todo caminho unicursal em Γ1 ou em Γ2 seja proveniente

de algum caminho unicursal de Γ. Por exemplo, os caminhos unicursais que contêm

e1e6 ou e1e7 no grafo Γ2 e os caminhos unicursais que contêm e2e6 ou e2e7 no grafo

Γ1 (sem passar por e4 imediatamente por e1 ou e2). Observe que tanto um quanto o

outro contém os subcaminhos e5e4e6 ou e5e4e7. Logo, esses caminhos em Γ1 e Γ2, que

não são unicursais em Γ, são unicursais nos grafos Γ′
j, para j = 6, 7, representados na

Figura 2.14.

Se j′ = 7 e j = 6, então o grafo Γ′
6 tem a configuração da Figura 2.15.

Se j′ = 6 e j = 7, então o grafo Γ′
7 tem a configuração da Figura 2.16.
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Figura 2.12: Desenho de parte do grafo Γ1 do Caso 3

Figura 2.13: Desenho do grafo Γ2 do Caso 3

Figura 2.14: Desenho do grafo Γ′
j do Caso 3

Figura 2.15: Desenho do grafo Γ′
7 do Caso 3
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Figura 2.16: Desenho do grafo Γ′
6 do Caso 3

Observe que os caminhos unicursais sobre Γ1 e Γ2, ou são unicursais em Γ, ou

são unicursais em Γ′
6 e Γ′

7, preservando a paridade. Como o teorema vale pelo Caso

2 para Γ1 e Γ2 e vale pelo Caso 1 para Γ′
6 e Γ′

7, segue que também vale para o grafo Γ. �

Teorema 2.16 (Amitsur-Levitzki) O polinômio standard St2n é uma identidade

polinomial para a álgebra das matrizes Mn(K).

Demonstração. Desde que St2n é um polinômio multilinear, é suficiente provar que

St2n se anula nos elementos de uma base da álgebra Mn(K). Então consideremos as

matrizes unitárias eij, as quais formam uma base paraMn(K). Tomemos (a1, a2, ..., a2n)

uma sequência 2n-upla qualquer de matrizes unitárias e defina um grafo orientado Γ

com n vértices p1, p2, ..., pn e uma aresta ei para cada matriz unitária ai. Além disso, no

grafo orientado Γ, se ai = ejk, então i(ei) = pj e f(ei) = pk. Observe que no grafo Γ se

verifica a igualdade |E| = 2|V |. Temos que um produto aσ(1)aσ(2)...aσ(2n) é uma matriz

unitária eij não nula se, e somente se, a sequência de arestas eσ(1), eσ(2), ..., eσ(2n) forma

um caminho unicursal de pi para pj no grafo Γ. Em St2n(a1, a2, ..., a2n) o produto

aσ(1)aσ(2)...aσ(2n) aparece com o sinal da permutação σ. Fixados i, j ∈ {1, 2, ..., n},

segue do Teorema 2.15 que o número de permutações pares σ é igual ao número de

permutações ímpares σ tais que aσ(1)aσ(2)...aσ(2n) = eij. Segue então que os termos da

soma
∑

σ∈S2n
(−1)σaσ(1)aσ(2)...aσ(2n) nos quais aparece eij se anulam dois a dois. Logo,

St2n(a1, a2, ..., a2n) = 0. �



Capítulo 3

Identidades multilineares da álgebra

das matrizes Mn(K)

Uma maneira didática de fazer uma abordagem sobre as identidades polinomiais

da álgebra Mn(K), sobre um corpo K de característica zero, é dividí-las em três casos.

Primeiro, as identidades multilineares de grau menor do que 2n − 1. Neste caso,

temos somente a identidade nula. Segundo, as identidades multilineares de grau 2n,

as quais são múltiplas escalares do polinômio standard St2n. Terceiro, as identidades

multilineares de grau maior ou igual a 2n+1. Neste capítulo abordaremos as identidades

multilineares de grau 2n+1. Nesse sentido, nossos objetivos aqui consistirão em provar,

para n > 2, que o espaço vetorial das identidades multilineares deMn(K) de grau 2n+1,

denotado por V2n+1, é gerado pelas identidades multilineares que seguem do polinômio

standard St2n+1 e encontrar uma base para V2n+1.

Antes, porém, de partirmos para a construção da prova, é importante chamar

atenção para uma pergunta natural, mas recorrente. E as identidades multilineares de

Mn(K) de grau 2n+2 ? Esta pergunta foi respondida por Drensky e Azniv Kasparian

[5], em 1983, para o caso n = 3. Eles provaram que as identidades multilineares de grau

8 = 2.3 + 2 de M3(K), sobre o corpo K de característica zero, seguem do polinômio

standard St6.

Em todo este capítulo, K denotará um corpo de característica zero.



48

3.1 Sequência rígida

Sejam a1, ..., ak matrizes em Mn(K) e seja u = (a1, ..., ak) uma sequência.

Definimos o comprimento da sequência u, denotado por l(u), como sendo o número

k. Definimos também o valor da sequência u, denotado por v(u), como sendo o

produto das k matrizes, ou seja, v(u) = a1a2...ak. Dizemos que u é n-simples se toda

at é alguma matriz unitária eij e o conjunto de índices dessas matrizes unitárias contém

no máximo n números distintos. Vamos dizer que uma sequência u é anti-anulação

se v(u) é uma matriz não nula.

Exemplo 3.1 Considere a sequência u = (e11, e12, e22, e23, e33). Temos que o compri-

mento é l(u) = 2.3− 1 = 5 e o valor de u é v(u) = e11e12e22e23e33 = e13. Além disso,

a sequência u é 3-simples e anti-anulação, pois v(u) é uma matriz não nula.

Definição 3.2 Seja u uma sequência anti-anulação n-simples. Dizemos que u é n-

rígida se nenhuma sequência obtida de u por permutação não trivial assume o mesmo

valor de u.

Exemplo 3.3 As sequências u = (e11, e12, e22, e23, e33) e u0 = (e12, e23, e33, e32, e21) são

ambas 3-rígidas. Realmente, tanto a sequência u, quanto a sequência u0 são 3-simples

e anti-anulação, pois v(u) = e13 e v(u0) = e11. Ademais, a permutação identidade é a

única que preserva os valores de u e u0.

Seja u uma sequência anti-anulação n-simples. Então u tem a forma

u = (ei1i2 , ei2i3 , ei3i4 , ..., eikik+1
), onde {i1, i2, ..., ik+1} possui, no máximo, n elementos

distintos. Vamos definir a sequência derivada de u, denotada por u′, como sendo a

sequência de números u′ = (i1, i2, i3, ..., ik+1). Observe que toda u′ = (i1, i2, i3, ..., ik+1)

tal que o conjunto {i1, i2, i3, ..., ik+1} tem no máximo n, define uma sequência n-simples

u tal que l(u′) = l(u) + 1. A sequência u′ derivada de u é dita n-rígida se u é n-rígida.

Sejam u uma sequência anti-anulação n-simples e u′ = (i1, i2, ..., ik+1) a sequência

derivada de u. Se r é um número tal que r = iρ para algum 1 ≤ ρ ≤ k+1, vamos dizer

que r ocorre em u′ na posição ρ. Vamos dizer que r é externo em u′ quando ρ = 1

ou ρ = k + 1. Caso contrário, dizemos que r é interno em u′.

Teorema 3.4 Sejam u uma sequência anti-anulação n-simples com comprimento

l(u) = 2n − 1 e u′ a sequência derivada de u. Então u é n-rígida se, e somente se,

valem as seguintes condições:
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(i) Todo número r que ocorre em u′, ocorre exatamente duas vezes.

(ii) Se ρ1(r) denota a posição da primeira ocorrência de r e ρ2(r) denota a posição

da segunda ocorrência de r em u′, então a relação ρ1(r) < ρ1(s) < ρ2(r) < ρ2(s)

não vale para nenhum par de números r e s.

Demonstração. Suponha que u é uma sequência n-rígida. Mostremos que todo

número r que ocorre na sequência derivada u′, ocorre exatamente duas vezes. Supondo,

por contradição, que isto não vale, desde que l(u′) = l(u)+1 = (2n−1)+1 = 2n e que

no máximo n números distintos aparecem em u′, deve existir r que aparece ao menos

três vezes em u′. A sequência original u pode então ser decomposta em quatro blocos,

u = (u1, u2, u3, u4), tais que l(u1), l(u4) ≥ 0, l(u2), l(u3) ≥ 1 e v(u2) = v(u3) = err.

Como os blocos u2 e u3 têm o mesmo valor, então podem ser transpostos na sequência

original u sem afetar o valor de u, o que é uma contradição, pois a identidade é a única

permutação que preserva o valor da sequência u. Logo, r ocorre exatamente duas

vezes em u′. Agora, vamos supor por contradição que existem r e s tais que a relação

ρ1(r) < ρ1(s) < ρ2(r) < ρ2(s) vale, ou seja, r e s ocorrem em u′ na seguinte ordem

(..., r, ..., s, ..., r, ..., s, ...). Então a sequência u pode ser decomposta em cinco blocos u =

(u1, u2, u3, u4, u5), tal que l(u1), l(u5) ≥ 0, l(u2), l(u3), l(u4) ≥ 1 e v(u2) = v(u4) = ers.

Desde que os blocos u2 e u4 têm o mesmo valor, então podem ser transpostos em u′

sem afetar o valor de u′. Novamente, chegamos a uma contradição.

Suponha que uma sequência u satisfaz às condições (i) e (ii). Mostremos que

nessas condições u é n-rígida. Vamos proceder por indução em n. Se n = 1 temos o caso

trivial. Se n = 2, então são duas possibilidades para a sequência derivada u′ satisfazer

às condições (i) e (ii), a saber, (1, 2, 2, 1) e (1, 1, 2, 2) que são derivadas das sequências

2-rígidas com as seguintes configurações (e12, e22, e21) e (e11, e12, e22), respectivamente.

Se n ≥ 3, existe r cuja segunda ocorrência em u′ sucede imediatamente a primeira

e ambas são internas. Para ver isso, escolha um número r ocorrendo em u′ somente

internamente, o que é possível pois n ≥ 3. Pela condição (i) pelo menos três números

distintos devem ocorrer em u′, pois cada número ocorre exatamente duas vezes. Se

tivermos ρ2(r) = ρ1(r) + 1, então está feito. Caso contrário, sejam s1, ..., st os

números que ocorrem entre as posições ρ1(r) e ρ2(r). Pela condição (ii),

devemos ter ρ1(r) < ρ1(sj) < ρ2(sj) < ρ2(r) para qualquer j = 1, 2, ..., t. Assim,
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ρ1(r) < ρ1(s1) < ρ1(s2) < ... < ρ1(st) < ρ2(r) e daí ρ1(r) < ρ1(st) < ρ2(st) < ρ2(r),

e pela condição (ii), não pode haver nada entre ρ1(st) e ρ2(st). Assim, escolha r tal

que ρ2(r) = ρ1(r) + 1 e observe que o número r ocorre na sequência original u no

interior de um bloco com forma elr, err, erk e em nenhum outro lugar. Considere a

sequência u0, obtida de u substituindo o bloco elr, err, erk pelo termo elk (observe que

elk = elrerrerk). Temos que u0 é uma sequência (n − 1)-simples (observe que r

não ocorre na sequência u0) cujo comprimento é l(u0) = 2(n − 1) − 1 e satisfaz (i) e

(ii). Por hipótese de indução, a sequência u0 é (n− 1)-rígida, donde concluímos que u

é n-rígida. �

Teorema 3.5 Sejam r1, ..., rk números distintos, com k ≤ n, e para cada ri considere

um par ρ1(ri), ρ2(ri) ∈ {1, ..., 2n} tais que todos os ρj(ri) são distintos e ρ1(ri) < ρ2(ri).

Para que exista uma sequência n-rígida u de comprimento l(u) = 2n − 1, onde os

números ρ1(ri), ρ2(ri) são as posições de ocorrência de ri em u′, é necessário e suficiente

que as seguintes condições sejam satisfeitas:

(a) O número ρ2(ri)− ρ1(ri) é ímpar para i = 1, ..., k.

(b) A relação ρ1(ri) < ρ1(rj) < ρ2(ri) < ρ2(rj) não é satisfeita para nenhum

par i e j.

Demonstração. Provemos a condição necessária. Para isso, suponha que existe uma

tal sequência n-rígida u de comprimento l(u) = 2n − 1 e usemos as condições do

Teorema 3.4. Fixe i ∈ {1, 2, ..., k}. Dado r ∈ {r1, r2, ..., rk} − {ri} qualquer, temos

ρ1(ri) < ρ1(r) < ρ2(r) < ρ2(ri) ou ρ1(r) e ρ2(r) ambos fora do intervalo ρ1(ri) a

ρ2(ri). Assim, o número ρ2(ri)− ρ1(ri)− 1 de posições entre as duas ocorrências de ri

é par, resultando que ρ2(ri) − ρ1(ri) é um número ímpar para i = 1, ..., k. Isto prova

a necessidade da condição (a). A necessidade de (b) é imediata da condição (ii) do

Teorema 3.4.

Provemos a condição suficiente. Para isso, vamos supor por conveniência que

{r1, ..., rk} = {1, ..., k} e escreva

Λ = {ρj(r) | r = 1, ..., k, j = 1, 2}.

Vamos chamar os números 1, ..., 2n de posições e vamos dizer que uma posição está

ocupada (respec. está vaga) em u′, se tal posição pertence (respec. não pertence)
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a Λ. O nosso objetivo é preencher as posições vagas para obter uma sequência n-rígida

u′. Isto concluirá a demonstração, pois a sequência u′ derivada de u é n-rígida se, e

somente se, a sequência u é n-rígida.

Se todas as posições pertencem Λ (ou seja, n = k), então a sequência u′ definida

pelas posições ρj(r) satisfaz às condições (i) e (ii) do Teorema 3.4, e chegamos que u′

é n-rígida. Suponha agora que alguma posição não pertence a Λ (ou seja, k < n) e

observe que os números de posições vagas e ocupadas entre ρ1(r) e ρ2(r) são sempre

números pares, para que seja par o número total de posições entre ρ1(r) e ρ2(r). De

fato, se fosse ímpar o número total de posições entre ρ1(r) e ρ2(r), então a condição

(a) não seria satisfeita, pois ρ2(r) − ρ1(r) seria um número par. Também não valeria

a condição (b), pois existiria algum ri tal que ρ1(ri) < ρ1(r) < ρ2(ri) < ρ2(r) ou

ρ1(r) < ρ1(ri) < ρ2(r) < ρ2(ri).

Vamos começar a construir a sequência u′ supondo que existem duas posições

vagas, relativas a não ocorrência de k+1 em u′. Nesse sentido, defina a posição ρ1(k+1)

como sendo a primeira posição que não pertence a Λ. Se a posição ρ1(k + 1) + 1 não

está ocupada, tome ρ2(k + 1) = ρ1(k + 1) + 1. Por outro lado, supondo que a posição

ρ1(k + 1) + 1 está ocupada, existe uma sequência s1, ..., st, com 1 ≤ si ≤ k tal que

(1) ρ1(s1) = ρ1(k + 1) + 1.

(2) ρ1(si) = ρ2(si−1) + 1 para i = 2, ..., t.

(3) ρ2(st) + 1 é vaga.

De fato, como a posição ρ1(k+1)+1 está ocupada, devemos ter ρ1(k+1)+1 = ρj(s1)

para algum 1 ≤ s1 ≤ k. Observe que j não pode ser 2, pois isto implicaria que entre

ρ1(s1) e ρ2(s1), teríamos somente uma posição vaga (ou seja, a posição ρ1(k + 1)) e

daí ρ2(s1)− ρ1(s1) seria um número par, o que é uma contradição com a condição (a).

Logo j = 1 e daí ρ1(s1) = ρ1(k + 1) + 1. Isto prova a afirmação (1).

Se a posição ρ2(s1)+1 não está ocupada, então a afirmação (3) é provada com t =

1. Suponha que a posição ρ2(s1)+1 está ocupada. Então temos que ρj(s2) = ρ2(s1)+1

para algum 1 ≤ s2 ≤ k. Novamente, j não pode ser 2. Realmente, suponha j = 2

e considere ρ1(s2). Então temos duas possibilidade para ρ1(s2). A primeira é

ρ1(s2) está entre ρ1(s1) e ρ2(s1), e daí teremos ρ1(s1) < ρ1(s2) < ρ2(s1) < ρ2(s2).
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Mas isso não pode acontecer pela condição (b) do Teorema. A segunda é ρ1(s2) ocupar

uma posição anterior a ρ1(k + 1) e assim teríamos

..., ρ1(s2), ..., ρ1(k + 1), ρ1(s1), ..., ρ2(s1), ρ2(s2), ....

Como o número de posições entre ρ1(s1) e ρ2(s1) é par, e considerando a posição

ρ1(k + 1), teríamos que o número total de posições entre ρ1(s2) e ρ2(s2) seria ímpar, o

que não pode acontecer. Assim, ρ1(s2) = ρ2(s1) + 1 e a condição (2) está provada para

i = 2. Continuando com este procedimento, devemos chegar que ρ2(st) = 2n ou que

ρ2(st) + 1 é vaga para algum 1 ≤ st ≤ k. Mas, a possibilidade ρ2(st) = 2n não pode

acontecer. De fato, supondo ρ2(st) = 2n e denotando por nvi o número de posições

vagas entre ρ1(si) e ρ2(si) para 1 ≤ i ≤ t, temos que o número total de posições vagas

é exatamente 1 + nv1 + nv2 + ... + nvt, observando que ρ1(k + 1) = ρ1(s1) − 1 é a

primeira posição vaga. Por outro lado, sabemos que o número total de posições vagas é

2n−2k, o que nos dá uma contradição, pois nvi é par, para 1 ≤ i ≤ t. Assim, podemos

concluir que ρ2(st) + 1 é vaga, provando com isso a afirmação (3). Com isso, vamos

definir ρ2(k + 1) = ρ2(st) + 1.

Neste momento a sequência u′ está parcialmente preenchida e tem a seguinte

forma: u′ = (..., k + 1, s1, ..., s1, s2, ..., s2, ..., st, ..., st, k + 1, ...). Seja agora

Λ = {ρj(r) | r = 1, ..., k + 1, j = 1, 2}

o conjunto de posições ocupadas, incluindo ρ1(k + 1) e ρ2(k + 1). Afirmamos que com

essa configuração, Λ satisfaz às condições (a) e (b) do Teorema. Realmente, se a

posição ρ1(k + 1) + 1 não está ocupada, então tomemos ρ2(k + 1) = ρ1(k + 1) + 1. Se

a posição ρ1(k + 1) + 1 está ocupada, as posições entre ρ1(k + 1) e ρ2(k + 1) são

ρ1(s1), ..., ρ2(s1), ρ1(s2), ..., ρ2(s2), ..., ρ1(st), ..., ρ2(st).

Como é par o número de posições entre ρ1(si) e ρ2(si), com i = 1, 2, ..., t, segue que

também é par o número de posições entre ρ1(k + 1) e ρ2(k + 1), significando que

ρ2(k + 1) − ρ1(k + 1) é ímpar. Isto prova a condição (a) para k + 1. Para

1 ≤ r ≤ k, a condição (a) é preservada. Para provar a condição (b), suponha que

ρ1(k + 1) < ρ1(r) < ρ2(k + 1), para algum 1 ≤ r ≤ k. Pela construção de ρj(k + 1),

temos que ρ1(si) < ρ1(r) < ρ2(si) para algum 1 ≤ i ≤ t. Como a condição (b)
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é válida em Λ, então não podemos ter ρ1(si) < ρ1(r) < ρ2(si) < ρ2(r). Assim,

ρ1(si) < ρ1(r) < ρ2(r) < ρ2(si) e daí ρ1(si) < ρ2(r) < ρ2(si). Logo,

ρ1(k + 1) < ρ2(r) < ρ2(k + 1).

Semelhantemente, supondo que ρ1(k + 1) < ρ2(r) < ρ2(k + 1), podemos provar que

ρ1(k+1) < ρ1(r) < ρ2(k+1). Como a condição (b) é válida para Λ, então vale também

em Λ. Logo, as condições (a) e (b) do teorema são válidas em Λ.

Ademais, observe que no conjunto Λ o número de posições vagas em u′ é reduzido

em 2. Então, induzindo sobre o número de posições vagas, concluímos a demonstração

do teorema. �

A seguir vamos apresentar um exemplo que ilustra a construção realizada no

Teorema 3.5.

Exemplo 3.6 Seja u′ = (1, 2, 2, ·, 3, ·, 4, 4, ·, 3, 5, ·, ·, 5, ·, 1). Vamos completar as

posições de u′ para obter uma sequência 8-rígida. Observe que as posições ocupadas

(ou seja, os elementos do conjunto Λ definido na demonstração do Teorema 3.5) são

ρ1(1) = 1, ρ2(1) = 16; ρ1(2) = 2, ρ2(2) = 3; ρ1(3) = 5, ρ2(3) = 10; ρ1(4) = 7, ρ2(4) =

8; ρ1(5) = 11, ρ2(5) = 14 e que as posições vagas são 4, 6, 9, 12, 13 e 15. Então

procuremos ρ1(5 + 1) e ρ2(5 + 1), relativas a k = 5. Tomemos ρ1(5 + 1) = ρ1(6) = 4.

Como a posição ρ1(5 + 1) + 1 esta ocupada em u′, existem s1, ..., st, com 1 ≤ si ≤ 5,

tais que

(1) ρ1(s1) = ρ1(5 + 1) + 1.

(2) ρ1(si) = ρ2(si−1) + 1 para i = 2, ..., t.

(3) ρ2(st) + 1 é vaga.

Neste caso, temos que t = 2 e s1 = 3 e s2 = 5. Como ρ2(s2) + 1 está vaga, tome

ρ2(5 + 1) = ρ2(s2) + 1, isto é, ρ2(6) = ρ2(5) + 1 = 14 + 1 = 15. Agora, vamos

procurar ρ1(6 + 1) e ρ2(6 + 1), relativas a k = 6. Recomeçando o processo, tomemos

ρ1(6 + 1) = ρ1(7) = 6 e procedendo da mesma maneira do preenchimento anterior

para s1 = 4, encontraremos que ρ2(6 + 1) = ρ2(s1) + 1, isto é, ρ2(7) = 9. Por fim

encontremos ρ1(7 + 1) e ρ2(7 + 1), relativas a k = 7. Neste último caso, basta tomar

ρ1(7 + 1) = ρ1(8) = 12 e daí que ρ2(7 + 1) = ρ2(8) = 13 pois ρ1(8) + 1 é vaga. Logo a

sequência completa tem a seguinte configuração

u′ = (1, 2, 2, 6, 3, 7, 4, 4, 7, 3, 5, 8, 8, 5, 6, 1).
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Observe que se ao invés de ρ2(5) = 14, tivéssemos ρ2(5) = 13, então a sequência u′

não seria rígida, pois ρ2(5)− ρ1(5) = 13− 11 = 2 que é um número par, contradizendo

a condição (a) do Teorema 3.5.

Corolário 3.7 Sejam 1 ≤ s1 < s2 < ... < st ≤ 2n− 1 números tais que si − si−1 > 1

para i = 2, ..., t. Então existe uma sequência n-rígida u com comprimento l(u) =

2n− 1,onde as posições si são ocupados por idempotentes para todo 1 ≤ i ≤ t.

Demonstração. Suponha 1 ≤ r1, ..., rt ≤ n números distintos arbitrários e defina uma

sequência u′ = (i1, i2, ..., i2n), onde is1 = is1+1 = r1, ..., ist = ist+1 = rt. Pelo Teorema

3.5, esta definição parcial de u′ pode ser completada rigidamente e a sequência u

definida por u′ satisfaz todos os requisitos. �

Definição 3.8 Seja u uma sequência anti-anulação n-simples. Dizemos que u é n-

semi-rígida se eliminando um certo número de elementos idempotentes, obtemos uma

sequência n-rígida de comprimento l(u) = 2n− 1.

Exemplo 3.9 Considere a sequência 2-simples u = (e12, e22, e22, e21, e11). Eliminando

os idempotentes e22 (apenas um) e e11 em u, obtemos a sequência u0 = (e12, e22, e21)

que é 2-rígida de comprimento l(u0) = 2.2− 1 = 3, ou seja, u é 2-semi-rígida.

As sequências semi-rígidas têm uma grande importância para a determinação das

permutações que preservam o valor original de uma sequência. De fato, sejam u uma

sequência semi-rígida e u0 uma sequência de comprimento l(u0) = 2n−1 obtida quando

eliminamos um certo número de idempotentes em u. Suponha que a permutação

σ =


 a1 ... ak

ai1 ... aik




preserva o valor original da sequência u. Então ignorando os idempotentes de u, a

permutação σ induz uma permutação que preserva o valor de u0, a qual deve ser a

identidade, desde que u0 é rígida (pois a identidade é a única permutação que preserva

o valor de uma sequência rígida). Analisando isto, observamos que a ação da σ sobre

u pode importar somente em permutar algum idempotente eii extra.

Exemplo 3.10 Considere uma sequência n-semi-rígida u0 de comprimento l(u0) =

2n, onde u0 é obtida de uma sequência n-rígida u adicionando-se somente um idem-

potente eii, ou seja, l(u) = 2n − 1. Desde que u tem exatamente um bloco com valor
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eii (correspondendo às duas ocorrências do i na sequência u′ derivada de u), então é

somente uma permutação não trivial que preserva o valor original da sequência u0, ou

seja, a permutação que permuta eii com o bloco de valor eii. Ademais, o número de

permutações que preserva o valor original de uma sequência n-semi-rígida u0 de com-

primento l(u0) = 2n + 1, incluindo a permutação identidade, é 4 ou 6, dependendo se

a sequência u0 é obtida de u por acréscimo de dois idempotentes distintos ou iguais.

3.2 Teorema principal: o caso perfeito

Seja V2n+1 o espaço vetorial de todas identidades multilineares de Mn(K) nas

variáveis x1, ..., x2n+1. Pelo Teorema de Amitsur- Levitzki o polinômio standard St2n é

uma identidade polinomial para Mn(K). Consequentemente, são também identidades

polinomiais para Mn(K) nas variáveis x1, ..., x2n+1 os seguintes polinômios:

φi = xiSt2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., x2n+1), i = 1, ..., 2n+ 1.

ψi = St2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., x2n+1)xi, i = 1, ..., 2n+ 1.

χij = St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1),

i, j = 1, ..., 2n+ 1, i 6= j,

os quais seguem do polinômio standard St2n e pertencem ao espaço vetorial V2n+1.

Seja B o subespaço vetorial de V2n+1 gerado pelas identidades polinomiais φi, ψi

e χij. Objetivamos mostrar que V2n+1 = B, para n > 2, ou seja, que toda identidade

polinomial em V2n+1 segue do polinômio standard St2n. Nesse sentido, já sabemos que

B é um subespaço vetorial de V2n+1, implicando que B ⊆ V2n+1. Resta então mostrar

a inclusão contrária, ou seja, V2n+1 ⊆ B.

Antes de apresentar o próximo resultado, vamos relembrar os conceitos de ele-

mentos r-simétrico e r-perfeito. Um elemento v num Sn-módulo V é dito r-simétrico

se existem distintos i1, j1; ...; ir, jr ∈ {1, ..., n} tais que v é (ik jk)-simétrico para todo

k = 1, ..., r, com r ∈ N0. Se além disso, v é (p q)-anti-simétrico para quaisquer

1 ≤ p < q ≤ n tais que {p, q} ∩ {i1, j1, ..., ir, jr} = ∅, dizemos que v é r-perfeito.

Teorema 3.11 V2n+1 é gerado por S, onde S é o conjunto de todas as identidades 1-

perfeitas de V2n+1, de todas as identidades 2-simétricas de V2n+1 e o polinômio standard

St2n+1.
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Demonstração. Pelo Teorema de Amitsur-Levitzki, o polinômio St2n+1 ∈ V2n+1, pois

considerando

φ1 = x1St2n(x2, x3, ..., x2n+1)

φ2 = x2St2n(x1, x3, ..., x2n+1)

...
...

...
...

φ2n+1 = x2n+1St2n(x1, x2, ..., x2n),

temos que St2n+1 = φ1−φ2+φ3−φ4+ ...+φ2n+1 (veja Exemplo 1.47). Disto também

segue que St2n+1 ∈ B, pois φ1, φ2, φ3, φ4, ..., φ2n+1 ∈ B. Além disso, V2n+1 é um

KS2n+1-módulo e W0 definido no Teorema 1.49 é gerado por St2n+1. Logo, pelo item

(b) do Teorema 1.49, temos que V2n+1 = W0 +W1 + U2, onde W1 é o subespaço de

V2n+1 gerado pelos polinômios 1-perfeitos e U2 é o subespaço de V2n+1 gerado pelos

polinômios 2-simétricos. �

De posse do Teorema 3.11, que acabamos de demonstrar, é suficiente mostrar

que o conjunto gerador S do espaço V2n+1 está contido no subespaço B, para termos a

prova da inclusão V2n+1 ⊆ B. Desde que já temos St2n+1 ∈ B, devemos nos preocupar

somente em provar que o conjunto de todos os polinômios 1-perfeitos de V2n+1 e de

todos os polinômios 2-simétricos de V2n+1 estão contidos em B. Antes, porém, de

partirmos para esta prova, vamos apresentar um lema e um corolário que serão muito

úteis para nossa pretensão.

Lema 3.12 Sejam i, j, k, l números distintos. Então (k l)φi = −φi, (i k)φi =

(−1)k−i+1φk, (k l)χij = −χij, (i k)χij = −χkj, (k j)χij = (−1)k−j+1χik e (i j)χij =

(−1)i−j+1χji.

Demonstração. Temos

(k l)φi = (k l)xiSt2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xk−1, xk, xk+1, ..., xl−1, xl, xl+1, ..., x2n+1)

= −xiSt2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xk−1, xl, xk+1, ..., xl−1, xk, xl+1, ..., x2n+1) = −φi,

pois St2n é anti-simétrico. Logo, (k l)φi = −φi.

Observando que

(i k)φi = (i k)xiSt2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xk−1, xk, xk+1, ..., x2n+1)
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= xkSt2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xk−1, xi︸︷︷︸
posição k−1

, xk+1, ..., x2n+1)

= (−1)k−1−iSt2n(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xk−1, xk+1, ..., x2n+1) = (−1)k−1−iφk

e que (k − i) − 1 ≡ (k − i) + 1 (mod 2), podemos concluir a igualdade (i k)φi =

(−1)k−i+1φk.

Temos

(k l)χij = (k l)St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xk, ..., xl, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1)

= −St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xk−1, xl, xk+1, ..., xl−1, xk, xl+1, ..., x2n+1)

= −χij,

pois St2n é anti-simétrico. Logo, (k l)χij = −χij.

Observe que

(i k)χij = (i k)St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xk−1, xk, xk+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1)

= St2n(x1, ..., xi−1, xkxj, xi+1, ..., xk−1, xi, xk+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1)

= −St2n(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xk−1, xkxj, xk+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1) = −χkj,

pois St2n é anti-simétrico. Logo, (i k)χij = −χkj.

Temos

(k j)χij = (k j)St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., xk−1, xk, xk+1, ..., x2n+1)

= St2n(x1, ..., xi−1, xixk, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., xk−1, xj︸︷︷︸
posição k−1

, xk+1, ..., x2n+1)

= (−1)k−j+1St2n(x1, ..., xi−1, xixk, xi+1, ..., xj−1, xj, xj+1, ..., xk−1, xk+1, ..., x2n+1)

= (−1)k−j+1χik.

Logo, (k j)χij = (−1)k−j+1χik.

Por fim, temos

(i j)χij = (i j)St2n(x1, ..., xi−1, xixj, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1)

= St2n(x1, ..., xi−1, xjxi︸︷︷︸
posição i

, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., x2n+1)
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= (−1)i−j+1St2n(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xj−1, xjxi, xj+1, ..., x2n+1) = (−1)i−j+1χji

e daí (i j)χij = (−1)i−j+1χji. �

Corolário 3.13 Sejam i, j, k, l números distintos. Então:

(a) σklφi = 0, 2σikφi = φi − (−1)k−iφk.

(b) σklχij = 0, 2σikχij = χij − χkj, 2σkjχij = χij − (−1)k−jχik, 2σijχij =

χij − (−1)i−jχji.

(c) σkl(χkj − χlj) = χkj − χlj, σkl(χil − (−1)k−lχik) = χil − (−1)k−lχik e

σkl(χkl − (−1)k−lχlk) = χkl − (−1)k−lχlk, ou seja, estes polinômios são (k l)-

simétricos.

(d) σklχij = 0, σkl(χkj+χlj) = 0, σkl(χik+(−1)k−lχil) = 0 e σkl(χkl+(−1)k−lχlk) = 0,

ou seja, estes são (k l)-anti-simétricos.

Demonstração.

(a) Seja σij = 1
2
(1 + (i j)). Se (k l)φi = −φi, então (k l)φi + φi = 0 implicando que

(1+(k l))φi = 0. Daí, 2(1
2
(1+(k l)))φi = 0, disto segue que 2σklφi = 0. Logo σklφi = 0.

Como 2σikφi = φi + (i k)φi e (i k)φi = (−1)k−i+1φk, temos 2σikφi = φi +

(−1)k−i+1φk. Mas, (−1)k−i−1 = −(−1)k−i, resultando que 2σik = φi − (−1)k−iφk.

(b) Seja σkl =
1
2
(1 + (k l)). Aplicando χij a ambos os lados da igualdade, obtemos

σklχij = 1
2
(χij + (k l)χij). Como (k l)χij = −χij, então σklχij = 1

2
(χij − χij) = 0.

Donde concluímos que σklχij = 0.

Observe que 2σikχij = χij +(i k)χij. Como (i k)χij = −χkj, segue que 2σikχij =

χij − χkj.

Observando as igualdades 2σkjχij = χij + (k j)χij e (k j)χij = (−1)k−j+1χik,

concluímos que 2σkjχij = χij + (−1)k−j+1χik. Logo, 2σkjχij = χij − (−1)k−jχik.

Por fim, temos que 2σijχij = χij + (i j)χij. Como (i j)χij = (−1)i−j+1χji, segue

que 2σijχij = χij + (−1)i−j+1χji, e daí 2σijχij = χij − (−1)i−jχji.

(c) Pelos itens (a) e (b), χkj − χlj = 2σklχkj, χil − (−1)k−lχik = 2σklχil e

χkl − (−1)k−lχlk = 2σklχkl. Aplicando σkl a ambos os lados dessas igualdades e

usando o fato de que σkl é idempotente, obtemos σkl(χkj − χlj) = 2σklχkj = χkj − χlj,
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σkl(χil − (−1)k−lχik) = 2σklχil = χil − (−1)k−lχik e σkl(χkl − (−1)k−lχlk) = 2σklχkl =

χkl − (−1)k−lχlk, respectivamente.

(d) Pelo item (b), σklχij = 0. Além disso,

σkl(χkj + χlj) =
1

2
(χkj + (k l)χkj + χlj + (k l)χlj).

Pelo Lema 3.12, (k l)χkj = −χlj e (k l)χlj = −χkj, resultando que, σkl(χkj − χlj) =

1
2
(χkj − χlj + χlj − χkj) = 0.

Temos que σkl(χik + (−1)k−lχil) =
1
2
((1 + (k l))χik + (−1)k−l2σklχil). Novamente

pelo item (b), 2σklχil = χil − (−1)k−lχik e (k l)χik = (−1)l−k+1χil, resultando que

σkl(χik + (−1)k−lχil) =
1
2
(χik + (−1)l−k+1χil + (−1)k−lχil − χik) = 0.

Por fim, observe que σkl(χkl + (−1)k−lχlk) =
1
2
((1 + (k l))χkl + (−1)k−l2σklχlk).

Pelo mesmo item (b), 2σklχlk = χlk − (−1)k−lχlk e (k l)χkl = (−1)k−lχlk. Portanto,

σkl(χkl + (−1)k−lχlk) =
1
2
(χkl + (−1)k−lχlk + (−1)k−l(χlk − (−1)k−lχlk)) = 0. �

A partir de agora, iniciaremos o trabalho de provar que toda identidade polinomial

1-perfeita em V2n+1 pertence ao subespaço vetorial B. Para isso, é suficiente considerar

apenas as identidades (1 2)-perfeitas.

Lema 3.14 O subespaço B contêm quatro identidades (1 2)-perfeitas linearmente in-

dependentes.

Demonstração. Defina

p1 = φ1 + φ2 = x1St2n(x2, x3, ..., x2n+1) + x2St2n(x1, x3, ..., x2n+1)

p2 = ψ1 + ψ2 = St2n(x2, x3, ..., x2n+1)x1 + St2n(x1, x3, ..., x2n+1)x2

p3 = χ12 + χ21 = St2n(x1x2, x3, ..., x2n+1) + St2n(x2x1, x3, ..., x2n+1)

p4 =
2n+1∑

i=3

(χi1 + χi2) = (χ31 + χ32) + (χ41 + χ42) + ...+ (χ2n+1,1 + χ2n+1,2).

Como o polinômio standard St2n é (i j)-anti-simétrico para todo i 6= j, segue da

definição de φi, ψi, χij que as identidades p1, p2 e p3 são (1 2)-perfeitas e que p4 é (1 2)-

simétrica. Além disso, p4 é uma identidade (k l)-anti-simétrica para todo 2 < k < l,

pois

σklp4 = σkl

2n+1∑

i=3

(χi1 + χi2) =
2n+1∑

i=3

σklχi1 +
2n+1∑

i=3

σklχi2 = 0,
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pelo Corolário 3.13. Logo, p4 é uma identidade (1 2)-perfeita. Suponha agora que

α1p1 + α2p2 + α3p3 + α4p4 = 0,

com αi ∈ K. Mostremos que os αi′s são necessariamente nulos. Igualando a zero

os coeficientes dos monômios x1x2... x2n+1, x1x3x2x4... x2n+1, x1x3x4x2x5... x2n+1 e

x1x3x4... x2n+1x2, obtemos as seguintes equações α1+α3 = 0, −α1+α4 = 0, α1+α4 =

0 e −α1 + α2 + α4 = 0. Disto resulta que α1 = α2 = α3 = α4 = 0. Portanto, as

identidades (1 2)-perfeitas p1, p2, p3 e p4 são linearmente independentes. �

Seja f = f(x1, ..., x2n+1) =
∑

σ∈S2n+1
ασxσ(1)...xσ(2n+1). Dada uma permutação

σ =


 1 2 ... 2n+ 1

i1 i2 ... i2n+1




em S2n+1, vamos escrever ασ = αi1i2...i2n+1
para denotar o coeficiente da permutação

σ. Além disso, para uma equação particular envolvendo os coeficientes de f , vamos

escrever somente os índices que variam suas posições ao longo da equação. Por exemplo

na equação α12345+α32145+α12435+α42315 = 0, os índices 2 e 5 se repetem nas mesmas

posições em todos os coeficientes, então escrevemos simplesmente α134 + α314 + α143 +

α431 = 0.

Lema 3.15 Se f(x1, x2, ..., x2n+1) =
∑

σ∈S2n+1
ασxσ(1)xσ(2)...xσ(2n+1) ∈ V2n+1 é uma

identidade (1 2)-perfeita, onde os monômios x1x2...x2n+1, x1x3x2x4...x2n+1,

x1x3x4x2x5...x2n+1 e x1x3x4...x2n+1x2 ocorrem com coeficiente zero, então f é a iden-

tidade nula.

Demonstração. Como estamos supondo que f é uma identidade (1 2)-perfeita, então

f é (1 2)-simétrica e (i j)-anti-simétrica para 2 < i < j. Com isso, se algum monômio

em f ocorre com coeficiente zero, o mesmo acontece com todos os monômios obtidos por

transposição de {1, 2}, pois f é (1 2)-perfeita. Da mesma forma, todos os monômios

obtidos por transposição de {3, ..., 2n + 1}, terão também coeficientes zero, mesmo

f sendo (i j)-anti-simétrica para i, j ∈ {3, ..., 2n + 1}. Portanto para provar que

todos os outros monômios em f têm coeficiente zero, podemos somente considerar as

possibilidades de posições das variáveis x1 e x2 nos monômios em f, já que permutando

as variáveis x1 e x2 o coeficiente do monômio não se altera. Para isso, vamos considerar
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alguns casos.

(a) Monômios em f nos quais a variável x2 sucede imediatamente a variável x1 e que

ocorrem com coeficiente zero. Por hipótese, temos que α123...2n+1 = 0. Provemos que

α3124...2n+1 = 0. Para isso, façamos em f a substituição pela sequência n-semi-rígida

x1 x2 x3 x4 x5 ...,

u : (e11) (e11) e11 e12 e22 ....

Eliminando-se os idempotentes (e11) e (e11), obtemos uma sequência rígida de com-

primento 2n − 1 e com mesmo valor da sequência u. Avaliando a sequência u em f ,

obtemos um polinômio da forma

f(u) =
n∑

i,j=1

tijeij ,

onde tij são escalares em K e eij são matrizes unitárias. Desde que f é uma iden-

tidade para Mn(K), segue que tij = 0 para todo i, j. Em particular, se v(u) = ers,

então trs = 0. Desde que foram eliminados dois idempotentes iguais em u, temos

que são seis as permutações que preservam o valor da sequência u, as quais corre-

spondem aos monômios x1x2x3...x2n+1, x2x1x3...x2n+1, x1x3x2...x2n+1, x2x3x1...x2n+1,

x3x1x2...x2n+1 e x3x2x1...x2n+1. Daí, temos que

trs = (α123 + α213) + (α132 + α231) + (α312 + α321) = 0.

Mas f é (1 2)-simétrica e assim α213 = α123, α231 = α132 e α321 = α312, resultando que

(α123+α213)+(α132+α231)+(α312+α321) = 2α123+2α132+2α312 = 0, implicando que

2(α123 + α132 + α312) = 0. Como charK = 0, temos que α123 + α132 + α312 = 0. Além

disso, temos por hipótese que α123 = α132 = 0, resultando que α312 = 0. A conclusão

deste item segue por indução nas posições do bloco x1x2 nos monômios. Suponha

agora que α3...i 12 i+1...2n+1 = 0 para i ≥ 2. Se i < 2n, então façamos a substituição

pela seguinte sequência n-semi-rígida

x3 ... xi x1 x2 xi+1 ... x2n x2n+1

e12 ... ekk (ekk) ... e21 (e11).

Mas f é uma identidade (1 2)-simétrica, daí α3...i 12 i+1...2n2n+1+α2n+1 3...i 12 i+1...2n = 0.

Por hipótese, temos que α3...i 12 i+1...2n2n+1 = 0, donde segue que α2n+1 3...i 12 i+1...2n = 0.
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Ademais, trabalhando na mesma hipótese α3...i 12 i+1...2n2n+1 = 0, chegaremos que

α3...i i+1 12 i+2...2n2n+1 = 0 e isto completa a indução para i < 2n. Para provar que

α3...2n+1 12 = 0, façamos a substituição pela sequência n-semi-rígida

x3 ... x2n+1 x1 x2

e12 ... e21 (e11) (e11)

e concluímos que α3...2n+1 12 + α12 3...2n+1 + α13...2n+1 2 = 0. Desde que α12 3...2n+1 =

α13...2n+1 2 = 0 (por hipótese), segue que α3...2n+1 12 = 0. E a prova deste item está

completa.

(b) Monômios em f nos quais as variáveis x1 e x2 são separadas por uma única

variável, digamos x3. Neste caso, substitua

... x1 x3 x2 ...

... e11 (e11) (e11) ...

para termos α132 + α123 + α312 = 0. Por (a) temos que α123 = α312 = 0, donde segue

que α132 = 0.

(c) Monômios em f nos quais as variáveis x1 e x2 são separadas por três variáveis,

digamos x3, x4, x5. Neste caso, substitua

... x1 x3 x4 x5 x2 ...

... (e11) e12 e22 e21 (e11) ...

e temos α13452 + α12345 + α34512 = 0. Por hipótese α12345 = 0 e por (a) temos que

α34512 = 0, resultando que α13452 = 0.

(d) Monômios em f nos quais as variáveis x1 e x2 são separados por duas variáveis,

digamos x3, x4. Neste caso, provemos que são nulos os coeficientes dos monômios que

contêm o bloco x1x3x4x2. Para isso, usemos indução na posição do bloco nos monômios.

Se o bloco vem à esquerda do monômio, ou seja, x1x3x4x2... x2n+1, então por hipótese

α1342...2n+1 = 0. Para os monômios que têm a forma ...x5x1x3x4x2..., substitua

... x5 x1 x3 x4 x2 ...

... (e11) e11 e12 e22 (e22) ... ,

daí obtemos α51342 + α51324 + α15342 + α15324 = 0. Pelo item (b), temos que α51324 = 0

e, pelo item (c), temos que α15342 = 0 e por hipótese de indução (o bloco anda uma
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posição para a esquerda) α15324 = 0. Disto resulta que α51342 = 0.

(e) Monômios em f nos quais o número de variáveis entre x1 e x2 é maior do que

três. Neste caso, os monômios têm a forma ... x1x3x4...x5x2... . Substitua

... x1 x3 ... x5 x2 ...

... e11 (e11) ... e22 (e22) ... .

Tal substituição por sequência semi-rígida existe pelo Corolário 3.7, pois x3 e x5 são

separados por no mínimo uma variável. A completa anulação do polinômio f se dá

pela substituição acima, pois α1352 + α1325 + α3152 + α3125 = 0. Como α1325 = α3152 =

α3125 = 0 por hipótese de indução (indução sobre número de variáveis entre x1 e x2),

segue que α1352 = 0. Portanto, f é a identidade nula. �

Teorema 3.16 Seja f ∈ V2n+1 uma identidade (1 2)-perfeita, então f ∈ B.

Demonstração. Suponha que os monômios x1x2...x2n+1, x1x3x2x4...x2n+1,

x1x3x4x2x5...x2n+1 e x1x3...x2n+1x2 do Lema 3.15, aqui chamados de monômios es-

peciais, ocorrem em f com coeficientes, β1, β2, β3 e β4, respectivamente, ou seja,

β1x1x2...x2n+1, β2x1x3x2x4...x2n+1, β3x1x3x4x2x5...x2n+1 e β4x1x3...x2n+1x2. Que-

remos escrever f como combinação linear das identidades (1 2)-perfeitas p1, p2, p3 e

p4, definidas no Lema 3.14, as quais estão no subespaço vetorial B. Nesse sentido,

observe que se existem α1, α2, α3, α4 ∈ K, tais que f = α1p1 + α2p2 + α3p3 + α4p4,

então podemos igualar os coeficientes dos monômios especiais dados acima e obtermos

α1 + α3 = β1, −α1 + α4 = β2, α1 + α4 = β3 e −α1 + α2 + α4 = β4, (compare com a

demonstração do Lema 3.14). Resolvendo o sistema, obtemos α1 = 1
2
(β3 − β2), α2 =

β4 − β2, α3 = β1 −
1
2
(β3 − β2) e α4 =

1
2
(β2 + β3). Agora, defina α1, α2, α3, α4 por estas

fórmulas e considere g = α1p1 + α2p2 + α3p3 + α4p4. Então, f e g são identidades

(1 2)-perfeitas com os mesmos coeficientes nos monômios especiais. Considerando a

identidade f − g, temos que f − g é uma identidade (1 2)-perfeita e são nulos os co-

eficientes dos monômios especiais em f − g. Donde concluímos, pelo Lema 3.15, que

f − g = 0, ou seja, f = g. Como g ∈ B, pois é combinação linear das identidades

(1 2)-perfeitas p1, p2, p3 e p4, segue que f ∈ B. �

Nesse instante é importante que chamemos a atenção para um importante fato.
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Na demonstração do Teorema 3.16, tomamos uma identidade (1 2)-perfeita f em V2n+1

e escrevemos como combinação linear das identidades (1 2)-perfeitas p1, p2, p3 e

p4. E, estas quatro identidades são linearmente independentes pelo que fizemos no

Lema 3.14. Logo, as identidades (1 2)-perfeitas p1, p2, p3 e p4 formam uma base para o

subespaço vetorial das identidades (1 2)-perfeitas de V2n+1.

É importante também que sintetizemos o que foi feito nesta seção até o momento.

Em síntese, nesta seção, mostramos que o polinômio standard St2n+1 e que todas as

identidades 1-perfeitas de V2n+1, estão no subespaço vetorial B. Então, para alcançar

nosso objetivo, ou seja, demonstrar a inclusão V2n+1 ⊆ B, resta mostrar que todas

identidades 2-simétricas de V2n+1 estão em B. Feito isso, teremos demonstrado que os

geradores do espaço vetorial V2n+1 estão contidos em B, e consequentemente o espaço

V2n+1 está contido em B. É o que faremos na próxima seção.

3.3 Teorema principal: o caso 2-simétrico

Como foi anunciado no final da seção anterior, vamos dedicar esta seção para

provar que toda identidade polinomial 2-simétrica em V2n+1 pertence ao subespaço ve-

torial B. Para isto é suficiente considerarmos as identidades polinomiais (1 2) e (3 4)-

simétricas. Antes porém de iniciar propriamente esta tarefa, vamos fazer uma simplifi-

cação de notação. Durante toda esta seção, vamos chamar as identidades (1 2) e (3 4)-

simétricas simplesmente de identidades 2-simétricas.

Primeiramente observe que as seguintes identidades são linearmente indepen-

dentes 2-simétricas e pertencem ao subespaço vetorial B :

q1 = St2n(x1x3, x2, x4, ..., x2n+1) + St2n(x2x3, x1, x4, ..., x2n+1)+

St2n(x1x4, x2, x3, ..., x2n+1) + St2n(x2x4, x1, x3, ..., x2n+1)

q2 = St2n(x3x1, x2, x4, ..., x2n+1) + St2n(x3x2, x1, x4, ..., x2n+1)+

St2n(x4x1, x2, x3, ..., x2n+1) + St2n(x4x2, x1, x3, ..., x2n+1).

Realmente, suponha que α1q1+α2q2 = 0, com α1, α2 ∈ K. Mostremos que α1 = α2 = 0.

Igualando a zero os coeficientes dos monômios x1x3x2x4...x2n+1 e x2x3x4x1...x2n+1,
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em que o primeiro aparece em St2n(x1x3, x2, x4, ..., x2n+1), St2n(x2x4, x1, x3, ..., x2n+1)

e St2n(x3x2, x1, x4, ..., x2n+1) e o segundo aparece em St2n(x2x3, x1, x4, ..., x2n+1) e

St2n(x4x1, x2, x3, ..., x2n+1). Então, temos as seguintes equações 2α1 − α2 = 0 e

−α1 + α2 = 0, implicando que α1 = α2 = 0

Objetivamos mostrar que toda identidade 2-simétrica em V2n+1 é combinação

linear de q1 e q2.

Lema 3.17 Sejam Mσ = Mσ(x1, ..., x2n+1) = xσ(1)...xσ(2n+1), com σ ∈ S2n+1,

e f(x1, ..., x2n+1) =
∑

σ∈S2n+1
ασMσ(x1, ..., x2n+1) uma identidade (1 2)-simétrica em

V2n+1. Supondo que Mσ′ é obtido de Mσ por uma transposição que não move nenhum

vizinho de x1 ou x2, então ασ′ = −ασ.

Demonstração. Suponha que a transposição é (3 4) (para as outras o raciocínio

é análogo). Vamos distinguir quatro casos envolvendo as posições das variáveis

x1, x2, x3, x4 no monômio Mσ(x1, ..., x2n+1).

(a) Quando no monômio Mσ nenhuma das variáveis do par x1, x2 separa o par x3,

x4 e vice-versa. Neste caso, não podemos ter, por exemplo, Mσ = ...x1...x3...x2...x4....

Devemos ter Mσ = ...x1...x2...x3...x4.... (Se o par x3, x4 ocorrer no lado esquerdo do

par x1, x2 ou se x4 vier do lado esquerdo de x3 o tratamento é o mesmo). Suponha

primeiro que x4 sucede x3 imediatamente. Vamos usar indução na distância entre x1 e

x2. Quando a distância entre x1 e x2 é zero, significa que x2 sucede x1 imediatamente

e Mσ tem a forma Mσ = ... x1x2...x3x4..., onde x2 e x3 não são vizinhos imediatos pelo

que estamos supondo. Pelo Corolário 3.7, existe uma substituição por uma sequência

n-semi-rígida da forma

... x1 x2 ... x3 x4 ...

... e11 (e11) ... e22 (e22) ... ,

da qual obtemos a equação α1234+α2134+α1243+α2143 = 0. Como f é uma identidade

(1 2)-simétrica, temos que α1234 = α2134 e α1243 = α2143, ou seja, 2α1234 + 2α1243 =

2(α1234+α1243) = 0. Como charK = 0, então α1234+α1243 = 0. Assim, α1234 = −α1243

e obtemos a conclusão desejada. Quando a distância entre x1 e x2 é positiva, então o

monômio Mσ tem a forma Mσ = ...x1x5...x2...x3x4..., e fazemos a substituição

... x1 x5 ... x2 ... x3 x4 ...

... e11 (e11) ... e22 (e22) ... ,
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obtendo a equação α15234 + α51234 + α15243 + α51243 = 0. Por hipótese de indução,

α51234 + α51243 = 0, resultando que α15234 + α15243 = 0, ou seja, α15234 = −α15243

e obtemos a conclusão desejada. Assim o caso (a) está resolvido quando a distância

entre x3 e x4 é zero. Vamos proceder por indução sobre a distância de x3 e x4. Suponha

agora que a distância entre x3 e x4 é positiva, ou seja, o monômio Mσ tem a forma

Mσ = ...x1...x2...x3x5...x4.... Por hipótese de indução e pelo que já provamos, podemos

escrever α12354 = −α12534 = α12543 = −α12453. Isto completa a prova do caso (a).

(b) Quando no monômio Mσ o par x1, x2 separa o par x3, x4, digamos Mσ =

...x3...x1...x2...x4.... Neste caso, suponha primeiro que o número de variáveis entre x3

e x4 é ímpar. Pelo Teorema 3.5, podemos substituir por uma sequência semi-rígida da

seguinte forma

... x3 ... x1 ... x2 ... x4 ...

... (e11) ... (e11) ... .

Denotando por [1 2] o bloco completo de índices entre x3 e x4, temos

que (α3[12]4 + α4[12]3) + (α34[12] + α43[12]) + (α[12]34 + α[12]43) = 0. Pelo caso (a) o se-

gundo e o terceiro parênteses são anulados, resultando que α3124 + α4123 = 0, ou seja,

α3124 = −α4123 e obtemos a conclusão desejada. Se o número de variáveis entre x3 e

x4 é par, então deve ocorrer alguma variável em Mσ exterior ao bloco x3...x4, já que

são 2n + 1 variáveis e não podemos ter 2n − 1 (número ímpar) variáveis entre x3 e

x4. Podemos supor então Mσ = ...x3...x1...x2...x4x5.... Usando o caso (a) e parte do

que já provamos no caso (b), obtemos que α31245 = −α31254 = α41253 = −α41235, como

desejamos.

(c) Quando no monômio Mσ o par x3, x4 separa o par x1, x2, digamos Mσ =

...x1...x3...x4...x2.... Neste caso, é suficiente tratar o caso em que x4 sucede x3 ime-

diatamente, pois podemos transpor x3 e x4 através de sucessivas transposições deles

com seus vizinhos. Observe que nenhuma destas transposições envolve nenhum vizinho

imediato de x1 ou x2. O número de transposições neste processo deve ser ímpar, logo

se a conclusão é verdadeira para elas é também verdadeira para a transposição (3 4).

Se o número de varáveis entre x1 e x2 é ímpar, faça a substituição

... x1 ... x3x4 ... x2 ...

... (e11) ... (e11) ... .

Desde que f é uma identidade (1 2)-simétrica, obtemos 2(α1[34]2 +α12[34] +α[34]12) = 0,
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resultando que α1[34]2 + α12[34] + α[34]12 = 0. Permutando nesta substituição x4 e x3,

obtemos α1[43]2 + α12[43] + α[43]12 = 0. Agora, somando as duas últimas igualdades e

aplicando o caso (a), obtemos α1[34]2+α12[34]+α[34]12+α1[43]2−α12[34]−α[34]12 = 0 e assim

α1[34]2 +α1[43]2 = 0, resultando que α1[34]2 = −α1[43]2, como desejamos. Se o número de

variáveis entre x1 e x2 é par, então o monômio tem a forma Mσ = ...x1...x3x4...x2x5....

Fazendo a substituição

... x1 ... x3 x4 ... x2 x5 ...

... e11 (e11) ... e22 (e22) ... ,

obtemos a equação α13425 + α14325 + α13452 + α14352 = 0. Pelo que já provamos neste

item para caso em que o número de variáveis entre x1 e x2 é ímpar, podemos dizer que

α13452 + α14352 = 0, resultando que α13425 + α14325 = 0, ou seja, α13425 = −α14325.

(d) Quando no monômio Mσ os dois pares x1, x2 e x3, x4 estão alternados, ou seja, o

monômio tem a forma Mσ = ...x3...x1...x4...x2.... Se o número de variáveis entre x3 e

x4 é ímpar, substituímos

... x3 ... x1 ... x4 ... x2 ...

... (e11) ... (e11) ... ,

e reduzimos aos casos (a) e (c). Suponha agora que x3 e x4 são separados por um

número par de variáveis. Além disso, por hipótese, há pelo menos uma variável entre

x1 e x3, e pelo menos uma entre x1 e x4. Como não pode haver exatamente 3 variáveis

entre x3 e x4, pelo menos um dos pares, x1 e x3 ou x3 e x4, deve ser separado por

pelo menos duas variáveis. Assim, podemos supor que o monômio Mσ tem a forma

Mσ = ...x3x5x6...x1...x4...x2.... Pelo caso (a) e por parte já provada do caso (d), temos

que α35142 = −α53142 = α5413 = −α45132, observando que x5 não é vizinho imediato de

x1. Isto conclui a prova do caso (d) e assim completamos a prova do Lema. �

Definição 3.18 Dizemos que um par (xi1 , xi2) toca o par (xj1 , xj2) no monômio Mσ,

se uma das variáveis do primeiro par é vizinha imediata de uma das variáveis do

segundo par.

Corolário 3.19 Sejam f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 uma identidade 2-simétrica e Mσ um

monômio de f , onde o par (x1, x2) não toca o par (x3, x4). Então ασ = 0.
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Demonstração. Como f é uma identidade (3 4)-simétrica, então α(34)σ = ασ. Por

outro lado, como (x1, x2) não toca (x3, x4), então pelo Lema 3.17, temos que α(34)σ =

−ασ, resultando que ασ = −ασ, ou seja, 2ασ = 0. Como charK = 0, segue que ασ = 0.

�

Lema 3.20 Se f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 é uma identidade 3-simétrica, então f é a

identidade nula.

Demonstração. Seja f uma identidade 3-simétrica em três pares disjuntos, digamos

(x1, x2), (y1, y2) e (z1, z2). Suponha que f 6= 0. Então existe em f algum monômio

Mσ com coeficiente ασ 6= 0. Pelo Lema 3.17, podemos passar do monômio Mσ para o

monômio Mσ′ em f , transpondo um par de variáveis que não toca um dos três pares

(x1, x2), (y1, y2) e (z1, z2) e ainda temos o coeficiente ασ′ 6= 0. Pelo Corolário 3.19,

quaisquer dois dos pares em que f é simétrico devem se tocar em Mσ e em algum outro

monômio com coeficiente não nulo. Seja agora uma nova variável t diferente das

variáveis xi, yi e zi que ocorra em Mσ. Podemos considerar esta nova variável, pois o

número 2n + 1 é ímpar. Para o restante da prova, vamos sempre nos referir a estas

sete variáveis x1, x2, y1, y2, z1, z2 e t. Ainda sobre a prova, se o par (x1, x2) não toca

o par (y1, y2), vamos dizer que não temos (x, y)-contato. Do mesmo modo, se o par

(x1, x2) não toca o par (z1, z2), vamos dizer que não temos (x, z)-contato. Por fim,

se o par (y1, y2) não toca o par (z1, z2), vamos dizer que não temos (y, z)-contato.

No desenvolvimento da prova distinguiremos alguns casos para a posição relativa da

variável t no monômio Mσ. Em cada caso, vamos procurar contradizer o Corolário 3.19.

(a) Quando temos em Mσ uma única variável num lado de t e as outras cinco restantes

do outro lado de t. Digamos que x1 está do lado direito de t e as outras cinco variáveis

x2, y1, y2, z1, z2 do lado esquerdo de t. Neste caso, como todo par simétrico deve tocar

cada um dos outros, a variável x2 deve ocorrer entre yi e zj, digamos da forma y1x2z1.

Quanto às posições de y2 e z2 no monômio Mσ, note primeiro que y2 e z2 não tocam

o par (x1, x2) e assim podem ser permutadas. Desde que o bloco y2y1x2z1z2 não pode

ocorrer em Mσ (se ocorresse não teríamos (y, z)-contato), segue também que z2y1x2z1y2

não pode ocorrer em Mσ. Assim, permutando y2 e z2 (se necessário), podemos supor

queMσ tem uma das formasMσ = y1x2z1z2y2tx1 ouMσ = z2y2y1x2z1tx1. Considerando
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o monômio Mσ = y1x2z1z2y2tx1 podemos permutar x1 e y1, pois eles não tocam o par

(z1, z2) e concluir pelo Lema 3.17 que o monômio Mσ′ = x1x2z1z2y2ty1 tem coeficiente

não nulo. Mas no monômio Mσ′ não temos (x, y)-contato e pelo Corolário 3.19, o coefi-

ciente ασ′ deve ser nulo, o que é uma contradição. Já no monômio Mσ = z2y2y1x2z1tx1

podemos permutar x1 e z1, pois eles não tocam o par (y1, y2), obtendo o monômio

Mσ′ = z2y2y1x2x1tz1 e novamente pelo Lema 3.17, o monômio Mσ′ tem coeficiente não

nulo. Mas em Mσ′ não temos (x, z)-contato e pelo Corolário 3.19 o coeficiente ασ′ deve

ser nulo. Novamente chegamos a uma contradição.

(b) Quando as seis variáveis x1, x2, y1, y2, z1, z2 estão de um mesmo lado da variável t,

digamos do lado esquerdo. Neste caso, observe que um dos três pares (x1, x2), (y1, y2)

e (z1, z2) nos quais f é simétrica, não toca os dois vizinhos mais próximos do lado

esquerdo de t. Assim, a variável t e o seu vizinho mais próximo pela esquerda não

tocam este par simétrico. Então pelo Lema 3.17, permutando-se t e a sua vizinha mais

próxima à esquerda o coeficiente do monômio obtido não se anula. Usando esta idéia

recaímos no caso (a).

(c) Quando temos em Mσ duas variáveis de um lado de t e as outras quatro do outro

lado de t. Neste caso, as duas que estão de um lado de t não podem pertencer a um

mesmo par simétrico, pois senão este par não tocaria outro par simétrico. Assim, pode-

mos supor que o mônomio Mσ tem a forma Mσ = ...t...x1y1. Se t não é vizinho imediato

à direita de nenhum zi, então t e x1 não tocam o par (z1, z2) e podemos permutar t

e x1 obtendo Mσ′ = ...x1ty1. Mas isto nos conduz ao caso (b). Podemos supor então

que Mσ = ...z1tx1y1. Observe que a variável z1 não pode ser vizinha imediata de z2,

pois se assim fosse, o par (z1, z2) teria somente contato com apenas um dos outros dois

pares. Então digamos que y2 é a vizinha imediata de z1 e o monômio Mσ tem a forma

Mσ = ...y2z1tx1y1. Observe que a última variável à esquerda de Mσ não toca y2, a qual

pode ser permutada com t, pois elas não tocam o par (y1, y2). Mas isto nos leva para

o caso (a), ou seja, que todas as seis variáveis ficam num mesmo lado da variável t.

(d) Quando temos em Mσ exatamente três das 6 variáveis {x1, x2, y1, y2, z1, z2} de cada

lado de t. Neste caso, observe que duas variáveis de um mesmo par simétrico não

pode ocorrer num mesmo lado de t, pois então teríamos somente um contato com os

outros pares. Suponha que Mσ tem a forma Mσ = ...tx1y1z1. Se t não é vizinha

imediata à direita de z2, então podemos permutar t e x1, pois elas não tocam o par
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(z1, z2) e obtemos Mσ′ = ...x1ty1z1. Mas isto nos conduz ao caso (c). Sendo assim,

vamos supor que Mσ tem a forma Mσ = ...z2tx1y1z1, ou seja, a variável t é vizinha

imediata à direita de z2. Então para existir um (x, z)-contato é necessário que Mσ

tenha a forma Mσ = y2x2z2tx1y1z1. Observe que x1 e y2 podem ser permutadas, pois

elas não tocam o par (z1, z2) e obtemos Mσ′ = x1x2z2ty2y1z1, o qual tem coeficiente

não nulo pelo Lema 3.17. Mas em Mσ′ não temos (x, y)-contato e pelo Corolário 3.19,

o coeficiente ασ′ , deveria ser nulo, ou seja, chegamos a uma contradição.

Portanto, supondo que f 6= 0 e analisando todas as possibilidades para os

monômios de f , chegamos sempre a uma contradição, o que nos leva a concluir que f

é a identidade nula. �

Corolário 3.21 Seja f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 uma identidade 2-simétrica. Então f

é anti-simétrica em todo par de variáveis diferentes de x1, x2, x3, x4, ou seja, f é 2-

perfeita.

Demonstração. Suponha um par de variáveis (xi, xj), onde {i, j} ∩ {1, 2, 3, 4} = ∅ e

considere o operador σij = 1
2
(1 + (i j)). Então σijf ainda é uma identidade em V2n+1

e σijf é 3-simétrica (pois (i j)σij = σij, (1 2)σij = σij(1 2), (3 4)σij = σij(3 4)), donde

concluímos pelo Lema 3.20 que σijf = 0, ou seja, f ∈ Ker σij. Logo, f é (i j)-anti-

simétrica. Como f é 2-simétrica por hipótese e anti-simétrica num par de variáveis

diferente de x1, x2, x3, x4, podemos concluir que f é 2-perfeita. �

Definição 3.22 Dizemos que f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 é uma identidade simétrica em

três variáveis (x1, x2, x3) se f é invariante por uma permutação do conjunto {1, 2, 3}.

Equivalentemente, f é simétrica em (x1, x2, x3), se f é (1 2) e (2 3)- simétrica.

Corolário 3.23 Seja Mn(K), com n > 2. Se f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 é uma identidade

de Mn(K), simétrica em (x1, x2) e (x3, x4, x5), então f é a identidade nula.

Demonstração. Temos que 2n + 1 ≥ 7. Como f é (1 2), (3 4), (4 5) e (3 5)-

simétrica, segue que (1 2)f = (3 4)f = (4 5)f = (3 5)f = f . Como f é simétrica

em (x1, x2) e (x3, x4), então pelo Corolário 3.21, f é anti-simétrica no par (5 6), ou

seja, (5 6)f = −f . Semelhantemente, como f é simétrica em (x1, x2) e (x3, x5), então

novamente pelo Corolário 3.21, f é anti-simétrica no par (4 6), ou seja, (4 6)f = −f .
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Assim, (4 5)f = (5 6)(4 6)(5 6)f = (−1)3f = −f , ou seja, (4 5)f = −f . Mas, por

hipótese, (4 5)f = f , resultando que f = −f , ou seja, 2f = 0. Desde que charK = 0,

concluímos que f = 0. �

Corolário 3.24 Seja f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 uma identidade 2-simétrica, então g =

f + (4 5)f + (3 5)f = 0.

Demonstração. Observando que (1 2) comuta com (4 5) e com (3 5) e que (1 2)f = f ,

segue que

(1 2)g = (1 2)f + (1 2)(4 5)f + (1 2)(3 5)f

= f + (4 5)f + (3 5)f = g,

ou seja, (1 2)g = g. Além disso, observando que (3 5)(4 5) = (4 5)(3 4), temos que

(3 5)g = (3 5)f + (3 5)(4 5)f + (3 5)2f

= (3 5)f + (4 5)(3 4)f + f

= (3 5)f + (4 5)f + f = g,

ou seja, (3 5)g = g. Analogamente, podemos mostrar que (4 5)g = g. Assim, g é

simétrica em (x1, x2) e (x3, x4, x5). Logo, pelo Corolário 3.24, temos que g = 0. �

Lema 3.25 Seja Mn(K), com n > 2. Se f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 é uma identidade 2-

simétrica de Mn(K), onde os monômios x1x2x3x4x5...x2n+1 e x4x3x2x1x5...x2n+1 ocor-

rem com coeficiente zero, então f é a identidade nula.

Demonstração. Suponha que f 6= 0. Então em f deve ocorrer algum monômio Mσ

com coeficiente ασ 6= 0.

A prova do Lema será dividida em duas partes.

Parte (1): Seja Mσ um monômio em f com coeficiente não nulo. Note que os pares

(x1, x2) e (x3, x4) se tocam em Mσ. Caso contrário, o coeficiente de Mσ seria nulo

pelo Corolário 3.19. Suponha que é igual a dois o número de contatos entre (x1, x2) e

(x3, x4) em Mσ. Então em um dos dois pares, ambos os membros deve tomar parte nos

contatos. Digamos que este par é (x1, x2) (observe que os dois contatos podem ocorrer
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de várias formas, tal como x1x3x2, x1x3...x2x4, x1x3x4x2, etc.). Além disso, deve existir

em Mσ alguma variável que não toca o par (x3, x4), pois x3 e x4 têm 4 lados e assim

devem ter no máximo 4 contatos com outras variáveis. Mas dois desses contatos são

com as variáveis x1 e x2. Assim, x3 e x4 devem ter no máximo 2 contatos com outras

variáveis diferentes de x1 e x2. Como n > 2, resulta que 2n+1 ≥ 7, e isto significa que

em Mσ, além de x1, x2, x3, x4, existem no mínimo 3 outras variáveis. Assim, seja x5 a

variável que não toca (x3, x4) em Mσ. Pelo Corolário 3.24, temos que

g = f + (1 5)f + (2 5)f = 0.

Além disso, o monômio Mσ aqui considerado está em g. Desse modo, igualando a zero

o coeficiente de Mσ em g, obtemos a equação

ασ + α(15)σ + α(25)σ = 0.

Mas por hipótese o coeficiente ασ é não nulo, resultando que um dos dois coeficientes

α(15)σ, α(25)σ, deve ser não nulo. Suponha que α(15)σ é não nulo. Mas, o coeficiente

α(15)σ é obtido do monômio Mσ por permutação de x1 e x5, significando que temos

somente um contato entre (x1, x2) e (x3, x4). Suponha finalmente que em Mσ tenha

mais de dois contatos entre os pares (x1, x2) e (x3, x4). Então uma variável, digamos

x2 deve tocar ambas as variáveis x3 e x4 e o monômio Mσ contém um bloco da forma

x3x2x4. Desde que em Mσ, são mais de dois contatos entre os pares (x1, x2) e (x3, x4),

a variável x1 deve tocar o bloco x3x2x4. Com isso podemos supor que Mσ tem a forma

Mσ = ...x1x3x2x4... . Substituindo em f a sequência semi-rígida da forma

... x1 x3 x2 ...

... e11 (e11) (e11) ...

obtemos a equação α1324+α1234+α3124 = 0. Na equação, o primeiro termo é não nulo,

pois α1324 = ασ 6= 0. Logo, o mesmo acontece com o segundo ou com o terceiro termo.

O segundo é o coeficiente de um monômio que tem somente um contato entre os pares

(x1, x2) e (x3, x4). O terceiro é o coeficiente de um monômio com dois contatos entre

os pares (x1, x2) e (x3, x4). Portanto este caso se reduz a um dos casos anteriores.

Parte (2): Como f é (1 2) e (3 4)-simétrico, então permutando-se x1, x2 ou x3, x4,

não muda os coeficientes dos monômios em f . Com o auxílio da Parte (1), podemos
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dizer que existe um monômio Mσ em f com coeficiente não nulo, em que o único

contato entre (x1, x2) e (x3, x4) é x2x3 ou x3x2. Suponha por enquanto que o contato

em Mσ é x2x3. Mostremos que o coeficiente do monômio x1x2x3...x2n+1 é não nulo,

contradizendo a condição do Lema (quando em Mσ o contato for x3x2 o tratamento é o

mesmo e a contradição aparece mostrando que o coeficiente do x4x3x2x1x5...x2n+1 é não

nulo). Pelo Corolário 3.21, uma permutação das variáveis x5, ..., x2n+1 não influencia

na anulação do monômio, pois f é anti-simétrica num par diferente de x1, x2, x3, x4.

Dessa forma, não importa a ordem das variáveis nesta última sequência. Vamos agora

distinguir alguns casos para a posição relativa de x1, x2, x3, x4 nos monômios.

Caso (1): Quando o monômio Mσ contém um bloco da forma x1x2x3x4. Mostremos

que este bloco pode sempre ser mudado uma posição para a esquerda em Mσ sem que

o monômio se anule, resultando que após um número finito de mudanças obtemos uma

contradição (pois chegaremos a um monômio da forma x1x2x3x4... x2n+1, o qual tem

coeficiente nulo pela condição do Lema). Se no mínimo duas variáveis vêm à esquerda

do bloco x1x2x3x4, então o monômioMσ tem a formaMσ = ...x5x6x1x2x3x4... e fazemos

a substituição pela seguinte sequência semi-rígida:

... x5 x6 x1 x2 x3 x4 ...

... (e11) e12 e22 (e22) e21 e13 ... .

Como f é uma identidade (1 2)-simétrica, segue que α561234 + α612354 = 0 e daí

α612354 6= 0, pois α561234 6= 0. Como x4, x5 não toca (x1, x2), podemos permutar x4, x5

e obtemos α612345 6= 0, ou seja, movemos o bloco x1x2x3x4 uma posição para esquerda

em Mσ e o coeficiente do monômio correspondente não foi anulado. Se são menos que

duas variáveis do lado esquerdo do bloco x1x2x3x4, então temos duas possibilidades.

A primeira é que nenhuma variável esteja no lado esquerdo do bloco x1x2x3x4, e neste

caso nada temos a provar. A segunda possibilidade é que uma variável esteja do lado

esquerdo do bloco x1x2x3x4. Desde que o monômio Mσ tem no mínimo sete variáveis,

devemos ter no mínimo duas variáveis do lado direito do bloco x1x2x3x4, ou seja, o

monômio Mσ tem a forma Mσ = x5x1x2x3x4x6x7.... Observe que x5 e x1 não tocam o

par (x3, x4) e podemos permutar x1 e x5, obtendo que α1523467 6= 0. Substitua

x1 x5 x2 x3 x4 x6 x7 ...

(e11) e12 e22 (e22) e21 ... .
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Como f é uma identidade (3 4)-simétrica, segue que α1523467 + α1234657 = 0 e daí

α1234657 6= 0, pois α1523467 6= 0. Portanto, neste caso em todas análises feitas, chegamos

que o monômio Mσ = x1x2x3x4...x2n+1 tem coeficiente nulo, contradizendo a condição

do Lema.

Caso (2): Quando o monômio Mσ tem a forma Mσ = ... x1... x2x3... x4.... Então

pelo Lema 3.17 permutando x1 com o vizinho imediato de x2 pela esquerda e x4 com

o vizinho imediato de x3 pela direita, temos que o coeficiente do monômio Mσ′ é não

nulo. Fazendo isso, obtemos que Mσ′ = ...x1x2x3x4.... Então procedendo como no Caso

(1), chegaremos à mesma contradição.

Caso (3): Quando o monômio Mσ tem a forma Mσ = ...x4...x2x3...x1.... Então pelo

Lema 3.17, permutando x4 com a primeira variável à esquerda de Mσ e permutando

x1 com a última variável à direita de Mσ, obtemos o monômio Mσ′ = x4...x2x3...x1,

que tem coeficiente não nulo. Como são no mínimo sete variáveis, então um dos casos

deve ocorrer: x4 e x2, ou x3 e x1 devem ser separadas por no mínimo duas variáveis.

Digamos que o monômio Mσ′ tem a forma Mσ′ = x4...x2x3x5x6...x1. Como x4 e x5 não

tocam o par (x1, x2), podemos passar para x5...x2x3x4x6...x1. Neste último monômio

o vizinho imediato de x2 pela esquerda e x1 não tocam o par (x3, x4), e daí podemos

passar para x5... x1x2x3x4x6..., obtendo com isso uma redução ao Caso (1). Procedendo

da mesma maneira, a contradição aparecerá.

Caso (4): Quando o monômio Mσ tem a forma Mσ = ...x2x3...x4...x1.... Então pelo

Lema 3.17, permutando x4 com a primeira variável que sucede x3, obtemos Mσ′ =

...x2x3x4...x1..., que tem coeficiente não nulo. Se x2 não é primeira variável à esquerda,

então passemos para ...x1x2x3x4... e temos uma redução ao Caso (1). Se x2 é a primeira

variável a esquerda, ou seja, x2x3x4...x1..., então substitua

x2 x3 x4 ... x1 ...

e12 e22 (e22) ... (e11) ... ,

e concluímos que α1234... 6= 0. Mas isto contradiz a condição do Lema.

Caso (5): Quando o monômio Mσ tem a forma Mσ = ...x2x3...x1...x4.... Então pelo

Lema 3.17, permutando x4 com a última variável à direita em Mσ, obtemos que

Mσ′ = ... x2x3... x1... x4, que tem coeficiente não nulo. Se x2 não é a primeira

variável à esquerda, então passemos para ...x1x2x3...x4. Pelo Lema 3.17, nesta última

configuração, podemos permutar x4 com a primeira variável que sucede x3, obtendo
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...x1x2x3x4... . Mas isto nos conduz para o Caso (1). Se x2 é a primeira variável

à esquerda, então permute x1 com a variável na (2n − 1)-ésima posição. Como são

no mínimo sete variáveis, o monômio obtido tem a forma x2x3x6x7... x1x5x4. Como

x4 e x6 não tocam o par (x1, x2), então permutando x4 e x6 obtemos o monômio

x2x3x4x7...x1x5x6 e reduzimos ao Caso (4), ou seja, obtemos que α1234... 6= 0, o que

contradiz a condição do Lema.

Quando Mσ tem a forma Mσ = ...x4...x1...x2x3..., tratamos exatamente como o

Caso (3) pela esquerda, e quando Mσ tem a forma Mσ = ...x1...x4...x2x3..., tratamos

como o Caso (4) pela direita.

Portanto, supondo que f 6= 0 e analisando todas as possibilidades para os

monômios de f , chegamos sempre a uma contradição, o que nos leva a concluir que f

é a identidade nula. �

Corolário 3.26 Seja n > 2. Então toda identidade polinomial 2-simétrica em V2n+1

pertence ao subespaço B.

Demonstração. Seja f(x1, ..., x2n+1) ∈ V2n+1 uma identidade 2-simétrica e denote

por α1 e α2 os coeficientes de x1x2x3x4x5...x2n+1 e x4x3x2x1x5...x2n+1 em f . Sendo

q1 e q2 os dois polinômios definidos no início desta seção, defina um polinômio h da

forma h = α2q2−α1q1 e observe que h pertence ao subespaço B. Observe também que

os monômios x1x2x3x4x5...x2n+1 e x4x3x2x1x5...x2n+1 em h têm os mesmos coeficientes

que em f . Portanto, f − h está em V2n+1 e é uma identidade 2-simétrica. Ademais, os

coeficientes em f − h dos monômios x1x2x3x4x5...x2n+1 e x4x3x2x1x5...x2n+1 são nulos.

Isto faz com que a identidade f−h satisfaça as hipóteses do Lema 3.25, donde podemos

concluir que f − h = 0, ou seja, f = h. Mas h ∈ B, resultando que f ∈ B. �

Vamos agora rememorar os pontos mais importantes discutidos até aqui na busca

de mostrar a inclusão V2n+1 ⊆ B.

No Teorema 3.11, mostramos que o espaço vetorial V2n+1 de todas as identidades

polinomiais multilineares de Mn(K) de grau 2n+ 1, com n > 2, é gerado por S, onde

S é o conjunto de todas as identidades 1-perfeitas de V2n+1, todas as identidades 2-

simétricas de V2n+1 e o polinômio standard St2n+1. Então para mostrar que V2n+1 ⊆
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B, precisamos apenas mostrar que o conjunto gerador S está contido em B. Nesse

sentido, na demonstração do Teorema 3.11, mostramos que o polinômio standard St2n+1

pertence a B. Além disso, no Teorema 3.16, mostramos que todas as identidades 1-

perfeitas de V2n+1 pertencem a B. Por fim, mostramos no Corolário 3.26 que toda

identidade 2-simétrica de V2n+1 pertence a B. Portanto, mostramos que o conjunto

gerador S do espaço vetorial V2n+1 está contido em B e consequentemente V2n+1 ⊆ B.

Com isso, podemos escrever o Teorema seguinte.

Teorema 3.27 Se n > 2, então V2n+1 = B, ou seja, toda identidade multilinear de

Mn(K) de grau 2n+ 1 segue do polinômio standard St2n. �

Observação 3.28 A hipótese n > 2 no Teorema 3.27 é realmente necessária, pois para

n = 2 o Teorema 3.27 não é valido. Basta tomar a identidade Hall f(x1, x2, x3, x4, x5) =

[[x1, x2][x3, x4] + [x3, x4][x1, x2], x5] de M2(K), a qual não segue do polinômio stan-

dard St4.

3.4 A dimensão do espaço vetorial V2n+1 das identi-

dades multilineares de Mn(K)

Nesta seção, vamos calcular a dimensão do espaço vetorial V2n+1 das identidades

polinomiais multilineares de Mn(K) nas variáveis x1, x2, x3, ..., x2n+1, com n > 2. Nesse

sentido, já sabemos pelo Teorema 3.27 que o espaço vetorial V2n+1 é gerado por todas

identidades polinomiais φi, ψi, χij, definidas na Seção 3.2.

Também já sabemos do Lema 3.14 que os polinômios

p1 = φ1 + φ2, p2 = ψ1 + ψ2, p3 = χ12 + χ21 e p4 =
2n+1∑

i=3

(χi1 + χi2),

formam uma base para o subespaço das identidades (1 2)-perfeitas de V2n+1 e, no início

da Seção 3.3, vimos que os polinômios

q1 = χ13 + (1 2)χ13 + χ14 + (1 2)χ14

e

q2 = (1 3)χ13 + (1 3)χ12 + (1 4)χ14 + (1 3)(1 4)χ12

são identidades linearmente independentes 2-simétricas de V2n+1.
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Agora, considere o polinômio

f =
2n+1∑

i=1

αiφi +
2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

λijχij

e o operador σk,k+1 =
1
2
(1+(k k+1)). Usando as operações apresentadas no Corolário

3.13, podemos ver que se {i, j} ∩ {k, k+1} = ∅, então σk,k+1φi = σk,k+1χij = 0. Agora

aplicando o operador σk,k+1 no polinômio f e usando a última igualdade, obtemos:

σk,k+1f = σk,k+1

(2n+1∑

i=1

αiφi +
2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

λijχij

)

= αi

2n+1∑

i=1

σk,k+1φi + λij

2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

σk,k+1χij

= σk,k+1

[
αkφk + αk+1φk+1 +

2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

(λikχik + λi,k+1χi,k+1)+

2n+1∑

j=1;

j 6=k,k+1

(λkjχkj + λk+1,jχk+1,j + (λk,k+1χk,k+1 + λk+1,kχk+1,k)

]
.

Usando o Corolário 3.13, obtemos:

σk,k+1f =
1

2
(1 + (k k + 1))

[
αkφk + αk+1φk+1 +

2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

(λikχik + λi,k+1χi,k+1)+

2n+1∑

j=1;

j 6=k,k+1

(λkjχkj + λk+1,jχk+1,j) + (λk,k+1χk,k+1 + λk+1,kχk+1,k)

]
,

implicando que

2σk,k+1f = (1 + (k k + 1))

[
αkφk + αk+1φk+1 +

2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

(λikχik + λi,k+1χi,k+1)+

2n+1∑

j=1;

j 6=k,k+1

(λkjχkj + λk+1,jχk+1,j) + (λk,k+1χk,k+1 + λk+1,kχk+1,k)

]

= αk(φk + φk+1) + αk+1(φk + φk+1)+

∑

i 6=k,k+1

(λik(χik + χi,k+1) + λi,k+1(χi,k+1 + χik))+
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∑

j 6=k,k+1

(λkj(χkj − χk+1,j) + λk+1,j(χk+1,j − χkj))+

λk,k+1(χk,k+1 + χk+1,k) + λk+1,k(χk+1,k + χk,k+1)

= (αk + αk+1)(φk + φk+1) +
∑

i 6=k,k+1

(λik + λi,k+1)(χik + χi,k+1)+

∑

j 6=k,k+1

(λkj − λk+1,j)(χkj − χk+1,j) + (λk,k+1 + λk+1,k)(χk,k+1 + χk+1,k).

Portanto,

2σk,k+1f = (αk + αk+1)(φk + φk+1) +
∑

i 6=k,k+1

(λik + λi,k+1)(χik + χi,k+1)+

∑

j 6=k,k+1

(λkj − λk+1,j)(χkj − χk+1,j) + (λk,k+1 + λk+1,k)(χk,k+1 + χk+1,k).

Lema 3.29 Seja

g = a(φk + φk+1) + e(χk,k+1 + χk+1,k)+

2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

di(χik − χi,k+1) +
2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

ci(χki − χk+1,i).

Se g = 0, então a = ci = di = e = 0 para i = 1, ..., k − 1, k + 2, ..., 2n+ 1.

Demonstração. Nesta prova vamos usar x̂k para denotar a omissão da variável xk

num monômio. Na equação g = 0, vamos igualar a zero os coeficientes dos monômios

x1...x̂kx̂k+1...x2n+1xkxk+1 e x1...x̂kx̂k+1...x̂i...x2n+1xkxk+1xi

para obtermos as equações ±(d2n+1 + e) = 0 e ±(d2n+1 + e ± ci) = 0. Disto segue

que ci = 0 para i = 1, ..., k − 1, k + 2, ..., 2n + 1. Semelhantemente, igualando a

zero o coeficiente do monômio x1...xk−1xkxixk+1...x̂i...x2n+1 (i 6= k − 1, k, k + 1),

obtemos que ±(dk−1 − di) = 0, ou seja, di = dk−1, noutras palavras os di para

i 6= k, k + 1 são todos iguais. Assumiremos aqui que k > 1. Para k = 1, temos

o mesmo resultado trabalhando com x2n+1x1xix2...x̂i...x2n, e esta observação é tam-

bém aplicada nos próximos dois casos. O monômio xkx1...xk−1xk+1...x2n+1 produz

a+ (−1)k−1dk−1 = 0, mas se permutarmos o bloco xk−1xk+1 neste monômio com seu
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vizinho da direita (ou da esquerda, se xk+1 estiver no extremo direito do monômio)

temos a + (−1)(−1)k−1dk−1 = a + (−1)kdk−1 = 0. Assim, a = dk−1 = 0 e daí di = 0

para todo i 6= k, k + 1. Da primeira equação d2n+1 + e = 0, temos que e = 0. �

Corolário 3.30 Tomando p5 =
∑2n+1

i=3 (−1)i(χ1i − χ2i), os polinômios p1, p3, p4 e p5

são linearmente independentes.

Demonstração. Pelo Lema 3.14, temos que p1, p3, p4 são identidades (1 2)-perfeitas.

Além disso, p5 é (1 2)-simétrica. Para mostrar que p5 é (1 2)-perfeita, devemos mostrar

que p5 é (k l)-anti-simétrica para todo 2 < k < l. Usando o Corolário 3.13 temos que

σklp5 =
2n+1∑

i=3

(−1)iσkl(χ1i − χ2i)

= (−1)kσkl(χ1k − χ2k) + (−1)lσkl(χ1l − χ2l)

= (−1)kσkl(χ1k + (−1)k−lχ1l)− (−1)kσkl(χ2k + (−1)k−lχ2l) = 0.

Logo, p5 é (1 2)-perfeita.

Suponha agora α1p1+α3p3+α4p4+α5p5 = 0. Igualando a zero os coeficientes dos

monômios x1x2x3x4...x2n+1, x1x3x2x4...x2n+1 e x1x3x4x2x5...x2n+1, obtemos as respecti-

vas equações α1+α3 = 0, −α1+α4 = 0 e α1+α4 = 0, resultando que α1 = α3 = α4 = 0.

Donde segue que α5p5 = 0. Logo, α5 = 0. Portanto, p1, p3, p4 e p5 são linearmente

independentes. �

Vamos agora construir uma base para o espaço vetorial das identidades V2n+1.

Lema 3.31 Os polinômios φi para i = 1, ..., 2n+1, e χij para i, j = 1, ..., 2n+1, i 6= j,

(i j) 6= (1 2), geram o espaço vetorial V2n+1.

Demonstração. No Teorema 3.11, mostramos que o polinômio standard St2n+1, todas

as identidades 1-perfeitas e todas as identidades 2-simétricas geram o espaço vetorial

V2n+1. Com isso, a demonstração desse teorema, consiste em apresentar esses geradores

do espaço vetorial V2n+1 como combinação linear dos polinômios φi e χij. Primeira-

mente, observe que o polinômio standard St2n+1 é gerado pelos φi, pois

St2n+1 =
2n+1∑

i=1

(−1)i+1φi.
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Também temos que as identidades 2-simétricas estão em B e assim são geradas pelos

χij. Portanto é suficiente tratarmos o caso das identidades 1-perfeitas, digamos (1 2)-

perfeitas. Nesse sentido, relembremos que na Seção 3.2 verificamos que os polinômios

p1, p2, p3 e p4, formam uma base para o espaço vetorial das identidades (1 2)-perfeitas.

Por outro lado, no Corolário 3.30, vimos que as identidades p1, p3, p4 e p5 são (1 2)-

perfeitas e linearmente independentes, ou seja, elas formam outra base para o espaço

das identidades (1 2)-perfeitas. Mas, estas quatro identidades p1, p3, p4 e p5, são

geradas por φi e χij.

Para concluir a demonstração do Teorema, precisamos mostrar que χ12 é combi-

nação linear do restante dos χij. Nesse sentido, considere o polinômio

h =
2n+1∑

j=1

(−1)j
2n+1∑

i=1;

i 6=j

χij =
2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

(−1)jχij.

Para um j fixo, considere o termo

2n+1∑

i=1;

i 6=j

χij

em h. Aplicando o operador σkl neste termo, com k, l 6= j, e utilizando as relações do

Corolário 3.13, obtemos que

σkl

(2n+1∑

i=1;

i 6=j

χij

)
= σklχkj + σklχlj = σkl(χkj + χlj).

Também pelo Corolário 3.13, temos que χkj+χlj é (k l)-anti-simétrico, implicando que

χkj + χlj ∈ Ker σkl. Logo,

σkl

(2n+1∑

i=1;

i 6=j

χij

)
= σkl(χkj + χlj) = 0.

Agora, aplicando o operador σkl sobre o polinômio h e novamente usando as relações

da Corolário 3.13, obtemos que σkl anula os termos do somatório sobre j, exceto aqueles

em que j = k ou j = l. Assim,

σklh = σkl

(2n+1∑

j=1

(−1)j
2n+1∑

i=1;

i 6=j

χij

)
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= σkl

(
(−1)k

2n+1∑

i=1;

i 6=k

χik + (−1)l
2n+1∑

i=1;

i 6=l

χil

)

= (−1)k
( 2n+1∑

i=1;

i 6=k

σklχik + (−1)l−k

2n+1∑

i=1;

i 6=l

σklχil

)

= (−1)k
(
σklχlk +

2n+1∑

i=1;

i 6=k,l

σklχik + (−1)l−kσklχkl + (−1)l−k

2n+1∑

i=1;

i 6=l,k

σklχil

)

= (−1)k
(
σkl(χlk + (−1)l−kχkl) +

2n+1∑

i=1;

i 6=k,l

σkl(χik + (−1)l−kχil)

)
.

Pelo Corolário 3.13, temos que χlk + (−1)l−kχkl e χik + (−1)l−kχil são (k l)-anti-

simétricos, significando que

χlk + (−1)l−kχkl, χik + (−1)l−kχil ∈ Ker σkl.

Disto segue que σklh = 0, significando que h é anti-simétrico em todos os pares. Com

isso, podemos dizer que h é múltiplo escalar do polinômio standard St2n+1, ou seja,

h = aSt2n+1 para algum a ∈ K. Considere agora o monômio x1x2x3...x2n+1, o qual está

em h e em St2n+1. Observe que este monômio sendo visto em h, faz parte exatamente

dos termos

χ12, χ23, χ34, ..., χ2n,2n+1.

Note também que o coeficiente do monômio x1x2x3...x2n+1 em χi,i+1 é 1, para i =

1, 2, ..., 2n. Logo, o coeficiente de x1x2x3...x2n+1 em h é
∑2n

i=1(−1)i+1 = 0, donde a = 0,

uma vez que a é o coeficiente de x1x2x3...x2n+1 em aSt2n+1. Disto concluímos que

h =
2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

(−1)jχij = 0. (3.1)

Como todos os χij, inclusive χ12, estão em h, isolamos χ12 de um lado da igualdade

3.1 e concluímos que χ12 é combinação linear do restante dos χij. Isto conclui a

demonstração do Lema. �

Teorema 3.32 Os polinômios φi para i = 1, ..., 2n + 1, e χij para i, j = 1, ..., 2n + 1,

i 6= j, (i j) 6= (1 2), formam uma base para o espaço vetorial V2n+1.
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Demonstração. Pelo Lema 3.31, para que os polinômios φi e χij formem uma base

para V2n+1, precisamos somente mostrar que eles são linearmente independentes. Para

isso, suponha

f =
2n+1∑

i=1

αiφi +
2n+1∑

i,j=1;

i 6=j

λijχij = 0,

com λ12 = 0. Pelo que fizemos no Lema 3.29, podemos escrever

2σk,k+1f = (αk + αk+1)(φk + φk+1)+

(λk,k+1 + λk+1,k)(χk,k+1 + χk+1,k)+

2n+1∑

j=1;

j 6=k,k+1

(λkj − λk+1,j)(χkj − χk+1,j)+

2n+1∑

i=1;

i 6=k,k+1

(λik + λi,k+1)(χik + χi,k+1) = 0.

Ainda pelo mesmo Lema 3.29 segue que λik + λi,k+1 = λkj − λk+1,j = 0, ou seja,

λik = −λi,k+1 e λkj = λk+1,j. Destas igualdades e do fato que χ12 é combinação linear

do restante dos χij, segue que λrs = ±λ12 = 0 para todo r, s. Agora, a igualdade f = 0,

se reduz a
2n+1∑

i=1

αiφi = 0,

implicando que αi = 0 para i = 1, 2, ..., 2n + 1. Portanto os polinômios φi para

i = 1, ..., 2n + 1 e χij para i, j = 1, ..., 2n + 1, i 6= j, (i j) 6= (1 2) são linearmente

independentes. �

Corolário 3.33 dim V2n+1 = (2n+ 1)2 − 1 = 4n(n+ 1). �



Capítulo 4

Algumas consequências do polinômio

standard

A identidade standard Stn e a identidade de Capelli dn são duas das mais im-

portantes identidades polinomiais das álgebras com dimensão finita, à medida que

importantes resultados nascem a partir destas identidades. Como é o caso do Teo-

rema de Amitsur-Levitzki, o qual assegura que St2n é uma identidade polinomial para

a álgebra Mn(K). Todavia St2n−1 não é identidade para Mn(K) (veja [10], Teorema

1.72, páginas 16-17). Com relação ao polinômio de Cappeli dn, Razmyslov mostrou

que dn2+1 é uma identidade polinomial para Mn(K), mas dn2 não é identidade para

Mn(K) (veja [12], páginas 16-17).

Estes resultados motivaram Formanek a elaborar o seguinte problema: será

m = 2n o menor inteiro positivo tal que a álgebra Mn(K) (charK = 0) satisfaz o

polinômio duplo de Cappeli Dm? Esta questão foi respondida de maneira indepen-

dente por Giambruno e Sehgal [8] e Chang [2]. E é justamente a resposta elaborada

por Chang que será abordada neste capítulo.

Seja f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) em K〈X〉, onde w1, w2, ..., wu são

monômios nas variáveis y1, y2, ..., yt tais que w1w2...wu é uma reordenação de y1y2...yt,

o polinômio definido por
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f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) =
∑

(−1)µxρ(1)... xρ(n1)wσ(1)xρ(n1+1)...

... xρ(n1+n2)wσ(2)xρ(n1+n2+1)... xρ(n1+...+nu)wσ(u)xρ(n1+...+nu+1)...xρ(n1+...+nu+1),

onde o somatório é sobre todos os ρ ∈ Sm, σ ∈ Su e todas as escolhas dos inteiros

n1, ..., nu ≥ 1, nu+1 ≥ 0 tais que n1 + n2 + ...+ nu+1 = m e o sinal para cada monômio

é o sinal da permutação µ sobre as variáveis x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt.

Exemplo 4.1 Considere f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) com m = 2, t = 3

e u = 2, sendo w1 = y1y3 e w2 = y2. Temos que

f(x1, x2, y1, y2, y3 | w1 = y1y3, w2 = y2) =
∑

(−1)µxρ(1)wσ(1)xρ(2)wσ(2),

onde o somatório é sobre todas as ρ, σ ∈ S2, e n1 = n2 = 1 e n3 = 0. Assim,

f(x1, x2, y1, y2, y3 | w1 = y1y3, w2 = y2) = −x1w1x2w2 + x1w2x2w1+

x2w1x1w2 − x2w2x1w1 = −x1y1y3x2y2 + x1y2x2y1y3 + x2y1y3x1y2 − x2y2x1y1y3.

Exemplo 4.2 Considere f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) com t = 1 e u =

1, sendo w1 = y1. Temos que

f(x1, ..., xm, y1 | w1 = y1) =
∑

(−1)µxρ(1)...xρ(n1)y1xρ(n1+1)...xρ(m−1)xρ(m), (4.1)

com ρ ∈ Sm e n1 ∈ {1, ...,m}. Assim,

µ =

(
x1 x2 ... xn1

xn1+1 xn1+2 ... xm y1

xρ(1) xρ(2) ... xρ(n1) y1 xρ(n1+1) ... x(m−1) xρ(m)

)

sendo µ = θ1 ◦ θ2, onde

θ1 =

(
x1 x2 ... xn1

xn1+1 xn1+2 ... xm y1

xρ(1) xρ(2) ... xρ(n1) xρ(n1+1) xρ(n1+2) ... xρ(m) y1

)

e

θ2 =

(
x1 ... xn1

xn1+1 xn1+2 ... xm−1 xm y1

x1 ... xn1
y1 xn1+1 ... xm−2 xm−1 xm

)
.

Observe que θ1 e ρ têm o mesmo sinal e que θ2 = (y1 xm xm−1 ... xn1+2 xn1+1). Logo,

(−1)θ2 = (−1)m−n1 e daí (−1)µ = (−1)m−n1(−1)ρ.

Por outro lado, considere o polinômio standard

Stm+1(x1, ..., xm, xm+1) =
∑

σ∈Sm+1

(−1)σxσ(1)...xσ(m)xσ(m+1)
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= (−1)m
∑

π∈Sm

(−1)πxm+1xπ(1)...xπ(m)+

∑

τ∈Sm
n1∈{1,...,m}

(−1)m−n1(−1)τxτ(1)...xτ(n1)xm+1xτ(n1+1)...xτ(m).

No último membro desta igualdade, observe que os termos do primeiro somatório

correspondem às permutações σ ∈ Sm+1 tais que σ(x1) = xm+1, e que os termos do

segundo somatório correspondem às demais permutações de Sm+1.

Temos que

σ =

(
x1 x2 ... xm xm+1

xm+1 xπ(1) ... xπ(m−1) xπ(m)

)
.

Mas, σ = τ1 ◦ τ2, onde

τ1 =

(
x1 x2 ... xm−1 xm xm+1

xπ(1) xπ(2) ... xπ(m−1) xπ(m) xm+1

)

e

τ2 =

(
x1 x2 ... xm xm+1

xm+1 x1 ... xm−1 xm

)
.

Além disso, τ2 = (xm+1 xm xm−1 ... x3 x2 x1). Logo, (−1)τ2 = (−1)m e daí

(−1)σ = (−1)m(−1)τ1.

Agora, identificando a variável xm+1 com a variável y1, temos que

nesse primeiro somatório estão todos os monômios em Stm+1, nos quais a variável

y1 precede todos os xj, ou seja, exatamente os monômios que não caem na definição

de f(x1, ..., xm, y1 | w1 = y1). Ademais, considerando novamente a identificação xm+1

com y1, temos que o segundo somatório da igualdade acima coincide exatamente com

o segundo membro da igualdade 4.1. Nestas condições, podemos escrever

Stm+1(x1, ..., xm, y1) = (−1)m
∑

π∈Sm

(−1)πy1xπ(1)...xπ(m) +

∑
(−1)µxρ(1)...xρ(n1)y1xρ(n1+1)...xρ(m−1)xρ(m),

ou seja,

Stm+1(x1, ..., xm, y1) = (−1)my1Stm(x1, ...xm) + f(x1, ..., xm, y1 | w1 = y1).

A seguir vamos apresentar um caso particular do exemplo acima.
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Exemplo 4.3 Considere f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) com m = 3, t = 1

e u = 1, sendo w1 = y1. Temos que

f(x1, x2, x3, y1 | w1 = y1) =
∑

(−1)µxρ(1)...xρ(n1)w1xρ(n1+1)...xρ(n1+n2)

onde o somatório é sobre todos os termos ρ ∈ S3 e o sinal de cada monômio é o sinal

da permutação µ sobre as variáveis x1, x2, x3, y1. Assim,

f(x1, x2, x3, y1 | w1 = y1) = x1x2x3y1 − x1x2y1x3 − x1x3x2y1+

x1x3y1x2 + x1y1x2x3 − x1y1x3x2 − x2x1x3y1 + x2x1y1x3 + x1x3x2y1−

x2x3y1x1 − x2y1x1x3 + x2y1x3x1 + x3x1x2y1 − x3x1y1x2−

x3x2x1y1 + x3x2y1x1 + x3y1x1x2 − x3y1x2x1.

Observe que f(x1, x2, x3, y1 | w1 = y1) é um somatório de monômios

em St3+1(x1, x2, x3, y1), excluindo os monômios −y1x1x2x3+ y1x1x3x2+ y1x2x1x3−

y1x2x3x1 − y1x3x1x2 + y1x3x2x1, ou seja, aqueles em que y1 antecede todos os xi. Ob-

serve ainda que −y1x1x2x3 + y1x1x3x2 + y1x2x1x3 − y1x2x3x1 − y1x3x1x2 + y1x3x2x1 =

(−1)3y1St3(x1, x2, x3). Assim, podemos escrever

f(x1, x2, x3, y1 | w1 = y1) = St4(x1, x2, x3, y1)− (−1)3y1St3(x1, x2, x3).

De outra maneira,

St4(x1, x2, x3, y1) = (−1)3y1St3(x1, x2, x3) + f(x1, x2, x3, y1 | w1 = y1).

Observação 4.4 1) O polinômio f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) é multi-

linear nas variáveis x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt e pode ser escrito como

fπ(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt), onde π = (w1, w2, ..., wu) é uma partição de uma reorde-

nação do produto y1y2...yt.

2) Temos f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) =
∑

ρ∈Q(−1)ρzρ(1)...zρ(m+t),

onde {x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt} = {z1, z2, ..., zm+t} e Q ⊆ Sm+t, ou seja,

f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) é o somatório de alguns dos monômios do

polinômio standard Stm+t(x1, ..., xm, y1, ..., yt). A condição sobre n1, ..., nu+1, significa

que em todos os monômios de f , cada wi é imediatamente precedido por algum xj.

Teorema 4.5 f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yt | w1, w2, ..., wu) é uma consequência do

polinômio standard Stm.

Demonstração. A prova é por indução sobre o par (t, u) associado a f , onde

(t1, u1) < (t, u) se t1 < t ou t1 = t e u1 < u (ordem lexicográfica).
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Seja o par (1, 1) o passo inicial da indução. Temos w1 = y1, pois t = 1 e u = 1, e

assim pelo Exemplo 4.2,

Stm+1(x1, ..., xm, y1) = (−1)my1Stm(x1, ..., xm) + f(x1, ..., xm, y1 | w1 = y1).

Desde que o polinômio standard Stm+1 é consequência de Stm (veja o Exemplo 1.47),

temos que f(x1, ..., xm, y1 | w1) é também consequência do polinômio standard Stm

para o par (1, 1).

Fixado (t, u) > (1, 1), suponha que f(x1, ..., xm, y1, ..., yt1 | w1, ..., wu1
) é conse-

quência do polinômio standard Stm para todo par (t1, u1) < (t, u). Para prosseguir a

demonstração, vamos considerar três casos, onde qualquer um exclui os outros.

Caso 1. Algum monômio wi nas variáveis y1, y2, ..., yt tem comprimento ≥ 3. Para

simplificar a notação, vamos supor neste caso que o monômio de comprimento ≥ 3 é

wu = w′ yt−2yt−1yt. Temos que

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt−3, yt−2, yt−1, yt | w1, ..., wu)

= f(x1, ..., xm, y1, ..., yt−3, (yt−2yt−1yt) | w1, ..., wu), (4.2)

pois ambos os lados são somas dos mesmos monômios e com os mesmos sinais (usando

procedimento análogo ao Exemplo 4.2, constataremos que os monômios que compõem

estes polinômios têm os mesmos sinais). Além disso, o polinômio do lado esquerdo

dessa igualdade está associado ao par (t, u) e o polinômio do lado

direito da mesma igualdade está associado ao par (t − 2, u). Como

t − 2 < t, segue que (t − 2, u) < (t, u) e, por hipótese de indução temos que o

polinômio do lado esquerdo da igualdade 4.2 é consequência do polinômio standard

Stm. Logo, o polinômio do lado direito é também consequência de Stm, ou seja,

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt−3, yt−2, yt−1, yt | w1, ..., wu) é consequência de Stm, quando algum

monômio wi tem comprimento ≥ 3.

Caso 2. Algum monômio wi, nas variáveis y1, y2, ..., yt, tem comprimento exatamente

igual a 2, e nenhum tem comprimento maior que 2. Para simplificar a notação, vamos

supor neste caso que o monômio de comprimento 2 é wu = yt−1yt. Observe que

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, ..., wu) =
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= f(x1wu, x2, ..., xm, y1, ..., yt−2 | w1, ..., wu−1)+

f(x1, x2wu, x3, ..., xm, y1, ..., yt−2 | w1, ..., wu−1)+

...+ f(x1, ..., xm−1, xmwu, y1, ..., yt−2 | w1, ..., wu−1)−

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | wuw1, w2..., wu−1)−

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, wuw2, w3..., wu−1)−

...− f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, ..., wuwu−1)

=
∑

1≤i≤m

f(x1, ..., xi−1, xiwu, xi+1, ..., xm, y1, ..., yt−2 | w1, ..., wu−1)

−
∑

1≤j≤u

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, ..., wj−1, wuwj, wj+1, ..., wu−1).

Essa igualdade é realmente válida. Para ver isso, observe que o polinômio

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, ..., wu) é escrita como uma soma alternada de monômios, onde

wu é imediatamente precedido em cada monômio por alguma xi e essa soma ocorre,

exatamente, com o mesmo sinal (usando procedimento análogo ao usado no Exemplo

4.2, chegaremos a essa constatação) no primeiro somatório do lado direito da equação.

Com isso, todo monômio neste primeiro somatório ocorre com o mesmo sinal com o

qual ocorre no polinômio f , exceto os monômios em que xiwu precede imediatamente

algum wj, e estes monômios são eliminados no somatório final, verificando então a

igualdade acima.

Temos que os f ′s no primeiro somatório são associados ao par (t−2, u−1). Como

t−2 < t, segue que (t−2, u−1) < (t, u) e, por hipótese de indução, os f ′s no primeiro so-

matório são consequências do polinômio standard Stm. Já os f ′s no segundo somatório

são associados ao par (t, u− 1). Como t = t e u− 1 < u, segue que (t, u− 1) < (t, u)

e, novamente por hipótese de indução, os f ′s no segundo somatório são consequên-

cias do polinômio standard Stm. Disto segue que f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1, ..., wu) é

consequência do polinômio standard Stm, quando algum monômio wi em f tem com-

primento exatamente igual a 2.

Caso 3. Todos os monômios wi nas variáveis y1, ..., yt têm comprimento igual a 1.

Neste caso temos u = t. Suponha que w1 = y1, ..., wt = yt e considere o polinômio
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standard Stm+t(x1, ..., xm, y1, ..., yt). Expandindo Stm+t, obtemos que todo monômio

dessa expansão é da forma

µ0(y)η1(x)µ1(y)η2(x)µ3(y)...ηr(x)µr(y)ηr+1(x),

onde r ≥ 0, µ0(y), ..., µr(y) são monômios em y1, ..., yt, não triviais, exceto possivel-

mente µ0(y), e η1(x), ..., ηr+1(x) são monômios em x1, ..., xm, não triviais, exceto pos-

sivelmente ηr+1(x). Considere na expansão de Stm+t todos os monômios que começam

com o mesmo µ0(y) e onde aparecem µ1(y), ..., µr(y) (não necessariamente nesta ordem)

alternados com monômios ηi(x). Então, a soma destes monômios resulta em

±µ0(y)f(x1, ..., xm, yi1 , ..., yis | µ1(y), ..., µr(y))

que é consequência de Stm por hipótese de indução, pois (s, r) < (t, t) uma vez que

s ≤ t e r < t. Os termos da expansão nos quais r = t, e consequentemente µ0(y) = 1,

constituem o polinômio

f(x1, ..., xm, y1, ..., yt | w1 = y1, ..., wt = yt).

Assim, Stm+1 é uma soma deste último com consequências de Stm. Como Stm+t é

também consequência de Stm, completamos a indução. �

Exemplo 4.6 Sejam Dm(x1, ..., xm; y1, ..., ym) =
∑

ρ,σ∈Sm
(−1)ρσxρ(1)yσ(1)... xρ(m)yσ(m)

o polinômio duplo de Capelli e f(x1, ..., xm; y1, ..., yt | w1, ..., wu) o polinômio definido

acima. Então

D2n(x1, ..., x2n; y1, ..., y2n) = ±f(x1, ..., x2n, y1, ..., y2n | w1 = y1, ..., w2n = y2n).

Para ver isso, observe que da definição de f , com m = t = u = 2n, devemos ter

necessariamente os inteiros n1, n2, ..., n2n todos iguais a 1 e n2n+1 = 0 para que

n1 + n2 + ...+ n2n = 2n. Nestas condição, temos que

f(x1, ..., x2n, y1, ..., y2n | w1 = y1, ..., w2n = y2n) =
∑

(−1)µxρ(1)yσ(1)...xρ(2n)yσ(2n),

onde ρ, σ ∈ S2n. Assim,

µ =

(
x1 x2 ... x2n−1 x2n y1 y2 ... y2n−1 y2n

xρ(1) yσ(1) ... xρ(n) yσ(n) xρ(n+1) yσ(n+1) ... xρ(2n) yσ(2n)

)
,
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sendo µ = θ1 ◦ θ2, onde

θ1 =

(
x1 x2 ... x2n−1 x2n y1 y2 ... y2n−1 y2n

xρ(1) xρ(2) ... xρ(2n−1) xρ(2n) yσ(1) yσ(2) ... yσ(2n−1) yσ(2n)

)

e

θ2 =

(
x1 x2 ... x2n−1 x2n y1 y2 ... y2n−1 y2n

x1 y1 ... xn yn xn+1 yn+1 ... x2n y2n

)
.

Observe que o sinal de θ2 só depende de n. Como n é fixado, segue

que (−1)µ = ±(−1)θ1. Ademais, como θ1 e ρ ◦ σ têm o mesmo sinal, segue que

(−1)µ = ±(−1)ρσ. Portanto,

D2n(x1, ..., x2n; y1, ..., y2n) = ±f(x1, ..., x2n, y1, ..., y2n | w1 = y1, ..., w2n = y2n).

Teorema 4.7 Seja Dm(x1, ..., xm; y1, ..., ym) =
∑

ρ,σ∈Sm
(−1)ρσxρ(1)yσ(1)... xρ(m)yσ(m) o

polinômio duplo de Capelli. Então D2n(x1, ..., x2n; y1, ..., y2n) é uma identidade polino-

mial para a álgebra Mn(K). Entretanto, D2n−1(x1, ..., x2n−1; y1, ..., y2n−1) não é identi-

dade polinomial para a álgebra Mn(K).

Demonstração. Pelo Exemplo 4.6, temos que D2n(x1, ..., x2n; y1, ..., y2n) =

±f(x1, ..., x2n, y1, ..., y2n | y1, ..., y2n). Do Teorema 4.5, temos que f é consequência do

polinômio standard St2n e St2n é uma identidade polinomial para a álgebra Mn(K)

(pelo Teorema de Amitsur-Levitzki). Disto concluímos que D2n(x1, ..., x2n, y1, ..., y2n)

é uma identidade polinomial para a álgebra Mn(K).

Mostremos agora queD2n−1(x1, ..., x2n−1; y1, ..., y2n−1) não é identidade polinomial

para a álgebra Mn(K). Para isso, considere o argumento escada duplo :

u1 = e11, u2 = e22, ..., un = enn, ..., un+1 = en,n−1, ..., u2n−1 = e21

e

v1 = e12, v2 = e23, ..., vn = enn, ..., vn+1 = en−1,n−1, ..., u2n−1 = e11,

onde eij são matrizes unitárias. Fazendo D2n−1(u1, u2, ..., u2n−1; v1, v2, ..., v2n−1), temos

que são não nulos os monômios correspondentes à permutação identidade e aos ciclos

de tamanho 2n− 1, os quais têm sinal +1. Logo,

D2n−1(u1, ..., u2n−1; v1, ..., v2n−1) =
∑

ρ,σ∈S2n−1

(−1)ρσuρ(1)vσ(1)... uρ(2n−1)vσ(2n−1) =
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= u1v1u2v2...u2n−1v2n−1 + u2v2...u2n−1v2n−1u1v1 +

u3v3u4v4...u2n−1v2n−1u1v1u2v2 + ...+ u2n−1v2n−1u1v1u2v2...u2n−2v2n−2 =

e11+ e22+ ...+ enn+ enn+ ...+ e22 = (−e11+ e11)+ e11+ e22+ ...+ enn+ enn+ ...+ e22 =

2e11 + 2e22 + ...+ 2enn − e11 = 2(e11 + e22 + ...+ enn)− e11 = 2In×n − e11 6= 0.

Portanto, D2n−1(x1, ..., x2n−1; y1, ..., y2n−1) não é identidade polinomial para a álgebra

Mn(K). �
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