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Resumo

Sendo G um grupo abeliano e R uma algebra G-graduada, consideramos no pro-
duto tensorial R ® F (sendo E a éalgebra exterior de dimensao infinita) a (G x Zg)-
graduacao natural, obtida a partir da G-graduacao de R. Neste trabalho apresentamos
resultados que relacionam as identidades graduadas e resultados que relacionam os
polinémios centrais graduados das édlgebras R e R ® E. Como aplicagao obtemos a
Pl-equivaléncia entre as algebras M; 1(E) ® E e My(E), resultado que é parte do clas-
sico Teorema do Produto Tensorial de Kemer. Também apresentamos descri¢oes das
identidades e dos polinémios centrais (Z, X Zs)-graduados da algebra M, (F), e das
identidades e dos polindmios centrais Zs-graduados da algebra F ® E, considerando

para esta tltima uma graduacao diferente da usual.

Palavras-chave: Identidades graduadas, Polinémios centrais graduados, Alge-

bra exterior, Produto tensorial.



Abstract

Let G be an abelian group and R a G-graded algebra. We consider in the tensor
product R ® F, where FE is the exterior algebra of infinite dimension, the natural
(G X Zs)-grading, obtained from G-grading of R. In this work, we present results
that relates the graded identities and also relates the graded central polynomials of
the algebras R and R ® E. As an application we obtain the Pl-equivalence between
the algebras M, 1(F) ® E and M,(FE), which is a part of the Tensor Product Theorem
of Kemer. We also present descriptions of the (Z,, x Zs)-graded identities and central
polynomials of the algebra M, (E), as well as of the Zs-graded identities and central
polynomials of the algebra E' ® F. In the last case, we consider a different grading

from the usual one.

Keywords: Graded identities, Graded central polynomials, Exterior algebra,

Tensor product.
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Introducao

Algumas algebras, como por exemplo as comutativas e todas as dlgebras de di-
mensao finita, fazem parte de uma classe de algebras que sao muito interessantes e
possuem boas propriedades, a saber, a classe das dlgebras com identidades polinomiais
ou Pl-dlgebras. Um polindémio f(z1,...,z,) em variaveis ndo comutativas é uma iden-
tidade para uma algebra A se f se anula quando avaliado em quaisquer elementos de
A. Se existe um polinémio nao nulo f que é uma identidade para a algebra A, dizemos
que A é uma algebra com identidade polinomial.

A Pl-teoria (ou teoria das algebras com identidades polinomiais) comegou a se
desenvolver mais intensamente por volta de 1950, quando foi demonstrado o Teorema
de Amitsur-Levitzki (veja [17]), o qual afirma que a algebra M, (K) das matrizes n x n
sobre um corpo K satisfaz a identidade standard de grau 2n. Antes disso, alguns
matematicos, tais como Albert, Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Malcev, Dubnov e
Ivanov (veja [1], [28], [29], [36], [37], [22]), estudaram a estrutura de anéis (ou algebras)
que satisfazem alguma identidade polinomial.

Aplicacoes da Pl-teoria aparecem em outros ramos da matematica, como por
exemplo, as estruturas e teoria combinatoria de anéis, projecoes geométricas, a teoria
das algebras com divisao de dimensao infinita, etc.

Em Pl-teoria, descrever as identidades polinomiais para uma certa algebra ¢ uma
questao central. Sendo A uma algebra, o conjunto T'(A) de todas as identidades polino-
miais de A é normalmente chamado de T-ideal da dlgebra A. Descrever as identidades
de A significa encontrar um conjunto gerador (num certo sentido) para 7'(A). Um
tal conjunto gerador é normalmente chamado de base das identidades de A. Em 1950,

Specht levantou o seguinte questionamento: Toda dlgebra associativa sobre um corpo
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de caracteristica zero possui uma base finita para suas identidades polinomiais?. Este
questionamento ficou conhecido como Problema de Specht, e em 1987 Kemer deu uma
resposta positiva para este problema (veja [30], [31]). Por outro lado, Kemer nao
mostra como encontrar tal base finita e o problema continua em aberto até hoje. A-
tualmente, a descri¢ao das identidades é conhecida apenas para algumas algebras (veja,
por exemplo, [17], [33], [35], [39]).

O que hoje é conhecido como Problema de Specht é algo mais geral e questiona
sobre a existéncia de base finita para as identidades de algebras de Lie ou algebras
associativas. Sabe-se que a resposta para esta questao é negativa para algebras de Lie
em caracteristica positiva, sendo os primeiros contra-exemplos dados por Vaughan-Lee
[46] para algebras de Lie sobre um corpo de caracteristica 2, e por Drensky [16] para
algebras de Lie sobre um corpo de caracteristica positiva qualquer.

Em seus trabalhos, Kemer estudou as importantes algebras T-primas, que sao as
algebras cujos T-ideais sao T-primos. Dizemos que um 7T-ideal I é T-primo se a inclusao
1,1, C I, sendo I e I, T-ideais, implicar em I; C I ou I, C I. Kemer mostrou em seus
trabalhos que os Unicos T-ideais T-primos nao-triviais em caracteristica zero sao os
T-ideais das algebras M,,(K), M,(E) e M,,(E), onde E ¢é a algebra de Grassmann de
dimensao infinita e M, ,(E) é a subalgebra de M,4,(E) que consiste das matrizes que
tém na diagonal principal um bloco a X a e outro b X b com entradas em FEj, o centro
de E, e na diagonal secundaria blocos com entradas em Fj, a parte anticomutativa
de E. Também foi mostrado por Kemer que em caracteristica zero valem as seguintes
igualdades

T(Myy(E) ® E) = T(Mys(E)),

T(Map(E) @ Mea(E)) = T(Mactbdadroc(E)) e
T(E®E)=T(M(F)).

Este resultado é conhecido como o Teorema do Produto Tensorial de Kemer e do qual
segue que o produto tensorial A ® B de élgebras T-primas é Pl-equivalente a uma
algebra T-prima. Apesar de muitos trabalhos publicados, ainda pouco se sabe sobre a
descricao das identidades das algebras T-primas.

Um conceito muito importante em Pl-teoria é o de identidades polinomiais gra-

duadas. A principio, as identidades graduadas foram usadas como uma forte ferramenta
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nos trabalhos de Kemer. Por sua importancia, elas se tornaram objeto de estudos
independentes.

Ao longo das tultimas décadas, surgiram varios trabalhos importantes no sentido
de descrever as identidades de algumas algebras T-primas. Por exemplo, Di Vincenzo
[21] descreveu as identidades Zs-graduadas para My(K) e My 1(FE), em caracteristica
zero, e Koshlukov e Azevedo, em [7], generalizaram esta descri¢ao para corpos infinitos
e de caracteristica diferente de 2. Em [47] e [48] Vasilovsky determinou uma base das
identidades Z-graduadas e Z,-graduadas para a élgebra M, (K), considerando K um
corpo de caracteristica zero. Estes resultados de Vasilovsky foram generalizados por
Azevedo nos artigos [5] e [4] para um corpo K infinito.

Um outro conceito de grande importancia, e de estreita relagao com o de identi-
dade polinomial, e o de polindmio central. Dizemos que f(z1,...,x,) ¢ um polindémio
central para uma algebra A, se f avaliado em quaisquer elementos de A resulta em um
elemento do centro da algebra A. Sabe-se que o espago C'(A) de todos os polindémios
centrais da algebra A é um T-espago (conceito que sera apresentado no texto). As-
sim como a descrigao das identidades polinomiais de uma algebra, a descrigao de seus
polinémios centrais, ou seja, a determinacao de um conjunto gerador para o T-espago
C(A), é uma questao importante na Pl-teoria.

Assim como temos o conceito de identidade polinomial graduada, temos natural-
mente o de polindmio central graduado. A tarefa de descrever os polindmios centrais
para as algebras T-primas nao ¢é simples, e é conhecida apenas para Ms(K) (veja
Okhitin [38] e Colombo e Koshlukov [15]) e para E (veja [12]). Dai a motivac¢do de
se estudar polinémios centrais graduados, cuja descrigao é mais facil de ser feita. Por
exemplo, algebras M, (K), M;1(E) e E® E tém seus polindmios centrais graduados
descritos em [10] e [11].

Além dos trabalhos de descricao das identidades e dos polindmios centrais gra-
duados de algebras T-primas, outros trabalhos merecem destaque, como por exemplo
o artigo [20] de Di Vincenzo, onde ¢é feito um estudo sobre codimensoes e cocaracteres
de algebras graduadas. Vale também citar os artigos [21], de Di Vincenzo e Nardozza,
e [2], de Alves, Brandao e Koshlukov, nos quais temos especial interesse. No primeiro,
foram desenvolvidas técnicas que relacionam as identidades polinomiais e codimensoes

graduadas de uma algebra com as identidades polinomiais e codimensoes graduadas de
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seu produto tensorial pela algebra exterior. No segundo, foi estabelecida um relacao
analoga para polindmios centrais graduados.

Este trabalho esta organizado em 3 capitulos, sendo que no primeiro capitulo sao
apresentados os resultados e os conceitos béasicos necessarios ao seu desenvolvimento.
No segundo capitulo obtemos as identidades (G X Z,)-graduadas da algebra R ® E a
partir das identidades G-graduadas da algebra R, onde F ¢é a édlgebra de Grassmann,
e como aplicacdo obtemos a Pl-equivaléncia das algebras M; ;(F) @ E e My(E) em
caracteristica zero, resultado que é parte do classico Teorema do Produto Tensorial de
Kemer. No terceiro capitulo, apresentamos um resultado para obter polinémios centrais
(G X Zs)-graduados da algebra R ® E apartir de polindmios centrais da algebra G-
graduada R. O método é analogo ao desenvolvido no segundo capitulo para a obtengao
de identidades (G X Zs)-graduadas da algebra R® E. Como consequéncia, obtemos os
polindmios centrais (Zy X Zs)-graduados para a algebra Ms(FE), quando K é infinito
e charK # 2, e os polindmios centrais (Z, X Zsy)-graduados para a algebra M, (FE),
quando charK = 0. Determinamos também as identidades e polindbmios centrais Zo-

graduadas para F ® E, considerando uma Zs-graduagao diferente da usual.



Capitulo 1

Conceltos basicos

Neste capitulo sao dados os principais conceitos e resultados necessérios ao desen-
volvimento e compreensao de nosso trabalho. Primeiramente, falaremos de algebras,
como por exemplo a algebra de Grassmann (ou algebra exterior) e de Lie, como tam-
bém as algebras associativas livres. Falaremos também sobre identidades polinomiais,
T-ideais, polinomios centrais, T-espacos, algebras graduadas e identidades e polindémios
centrais graduados.

A menos de alguma meng¢ao em contrario, K sempre denotard um corpo e todas

as algebras e espagos vetoriais serao sobre K.

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1.1 Dado um corpo K, uma K-dlgebra é um par (A,x*), onde A é um

7

espaco vetorial e” x” € uwma operacao em A que € bilinear, ou seja, * : A X A — A

satisfaz:
(i) ax (b+c)=axb+axc
(1)) (a+b)xc=axc+bxc
(iii) (Ma)*b=ax (\b) = A(a *b)

para quaisquer a,b,c € A e X € K.
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7

Na defini¢ao acima, ” *” é chamada de produto ou multiplica¢ao. Para simplificar
a notagao, vamos denotar a K-algebra (A, x) por A, ficando o produto subentendido,
e para a,b € A, vamos denotar a * b simplesmente por ab. Também por simplicidade,
vamos usar a expressao dlgebra ao invés de K -dlgebra.

Dizemos que um subconjunto S é uma base da algebra A se $ é uma base de A

como espaco vetorial e definimos a dimensdo de A como sendo a dimensao de A como

espago vetorial.

Definicao 1.1.2 Dizemos que uma dlgebra A é:

(i) Associativa se o produto de A € associativo, ou seja, se (ab)c = a(bc) para

quaisquer a,b,c € A.

(1) Comutativa se o produto é comutativo, ou seja se ab = ba para quaisquer a,b €

A.

(117) Unitaria (ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, ou seja,

se existe 1 € A tal que 1a = al = a para todo a € A.

Observacao 1.1.3 (i) Se A € uma dlgebra com unidade, identificamos naturalmente

o elemento A\1 de A com X, para A € K, e o conjunto {1 | A € K} com K.

7 N

(i1) Se A € uma dlgebra associativa, note que (A,+,.), onde” +7 e”.” sao a soma
e o produto da dlgebra A, respectivamente, € um anel. Se a dlgebra A possui
unidade, entao (A,+,.) € um anel com unidade.

Vejamos agora alguns exemplos importantes de algebras.

Exemplo 1.1.4 Paran € N, o espago M, (K) de todas as matrizes nxn com entradas
em K, munido do produto usual de matrizes, € uma dlgebra associativa com unidade
de dimensao n*. Nesta dlgebra € importante destacar as matrizes unitarias E;;, para
1 <i4,7 <n, onde E;; € matriz cuja inica entrada nao nula € 1 na i-ésima linha e
j-€sima coluna. E fdcil ver que essas matrizes formam uma base para M, (I).

Mais geralmente, se A € uma dlgebra, consideremos o espago vetorial M,(A) de
todas matrizes n X n com entradas em A. Considerando o produto em M, (A), andlogo

ao produto de matrizes com entradas em K, temos entao uma estrutura de dlgebra em

M, (A).
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Exemplo 1.1.5 Seja V' um espago vetorial com base {ey, s, €3, ...}. Definimos a dlge-

bra de Grassmann (ou algebra exterior) de V', denotada por E(V') (ou simplesmente

por E), como sendo a dlgebra  associativa e  wunitdria com  base
{1, ejepeiy.. € | 11 <io < ... <y, k > 1} e cujo produto é definido pelas re-
lacoes:

=0 e ee;=—eje (1.1)

para quaisquer i, € N. Destacamos em E os subespagos vetoriais Fy, gerado pelo
conjunto

{1,e;, €4, ...€;, | comm par}
e Fy, gerado pelo conjunto
{e€iy...€; | com k impar}

Claramente, E = Ey @ E; como espago vetorial. De (1.1) seque que

mk(

(eheiz s eim)(ejlejz s ejk) = (_1) €4, Cjy - ejk)(eileiz s eim)

para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que ax = xa, para quaisquer a € Fy
ex € E, e bc = —cb para quaisquer b,c € E,. Sendo char K = 2, vé-se facilmente que
E ¢é uma dlgebra comutativa.

Tomando agora E'como sendo a dlgebra com base
{€i1€i2€i3...€ik | 1 <tg < ...<tip, k> 1}
temos que E' nao tem unidade e é chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Definicao 1.1.6 Dizemos que uma dlgebra A € uma algebra de Lie se valem:
(i) x* = zz = 0 (anticomutatividade)
(it) (zy)z + (yz)x + (z2)y = 0 (identidade de Jacobi)

Para quaisquer x,y,z € A. Note que (i) implica em xy = —yz para quaisquer x,y € A.
De fato,

0= (z+y)?=a+ay+yr+y* =y +ys
e dai obtemos xy + yx = 0.

Dizemos que uma dlgebra de Lie € abeliana se xy = 0 para quaisquer x,y € A.
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Exemplo 1.1.7 Seja Sl,,(K) = {X € M,(K) | trX = 0}. Temos que Sl,,(K) € um

subespago de dimensao n* — 1 de M, (K). Considerando agora o produto

] + SL(K)xSlL(K) — Sl,(K)
(X,Y) — [X,Y]=XY —YX

temos que (Sl,,(K),|,]) € uma dlgebra de Lie. De fato, veja que [X,X]| =0 e
(X, Y], 2] +[[Y, 2], X] + [[2, X].Y] =

= [X,Y]Z - Z[X,Y]+ [V, Z]X = X[Y, Z] + |2, X]Y = Y[Z,X] =
—XYZ-YXZ—-ZXY+ZYX+YZX - 2YX - XY+

+XZY +ZXY - XZY - YZX+YXZ =0
Proposicao 1.1.8 Sejam A uma dlgebra, a,b € A e Ay, \s € K. Entao:
(i) 0a = a0 = 0.
(i1) (—a)b=a(—b) = —ab e (—a)(—b) = ab.
(111) (A1a)(A2b) = A Aaab.
(iv) Se A # {0} e A possui unidade, entao 1 # 0.

Prova. Os itens (i), (ii) e (ii7), provam-se facilmente usando a Definigao 1.1.1.
Provaremos apenas o item (iv). Como A # {0}, existe a € A tal que a # 0. Supo-
nhamos por contradi¢ao que 1=0. Entao 0 = 0a = la = a, contradicao! Portanto

140, m

Dados uma certa algebra A e os subespacgos vetoriais V e W de A, defini-
mos o produto VW como sendo o subespago vetorial de A gerado pelo conjunto
{zy |z €V, y € W}. Sea € A— {0}, dizemos que a é um divisor de zero em
A se existe algum elemento nao nulo b € A tal que ab = 0 ou ba = 0. Dizemos que um
elemento x € A é idempotente se x> = x. Note que se A possui unidade e z € A—{0, 1}
¢ um elemento idempotente, entdo z ¢ um divisor de zero em A, pois 22 = z implica

em z(z — 1) =0.
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Sendo A uma éalgebra associativa e a,b € A, definimos o comutador [a,b] e o

produto de Jordan a o b como sendo
la,b] =ab—ba e aob=ab+ ba.

Definimos também o comutador de comprimento n como sendo [ai,...,an_1,a,] =

ai,...,an_1],a,| para a; € A. Para quaisquer a,b,c € A vale
I |, an
[ab, c] = a[b, ] + [a, c|b (1.2)
De fato,
[ab, c] = (ab)c — c(ab) =
= (ab)c — a(cb) + (ac)b — c(ab) =
= a(bc — ¢b) + (ac — ca)b = alb, c] + [a, c]b

Mais geralmente usando indugao e (1.2), é possivel mostrar que

n

la1ay . . . ay, ] = Z ai...a;_1la;, clag ... ay (1.3)

=1

De fato, segue de (1.2) que para n = 2 é valido. Supondo verdade para n, temos
[(a1az ... an)ants,c] =
=10y ... 0p[an11, ]+ [a10g . .. Ay, Cani1 =

= 103 .. an—i—l; + E ay ...0a;—1 CL“ ]ai—l-l-"an =

n+1
- Zal -5 CL“ ]ai-l-l‘-'anan-i-l-
Portanto vale para todo n € N.
Agora definimos o comutador de A, denotado por [A, A], como sendo o subespago
vetorial de A gerado pelo conjunto {[z,y| | z,y € A}. Observe que A é comutativa se,

e somente se, [A, A] = 0.
Definigao 1.1.9 Seja A uma dlgebra associativa. Dizemos que:

(1) Um elemento a € A € nilpotente se existe n € N tal que a” = 0. O menorn € N

que satisfaz a” = 0 é chamado de indice de nilpoténcia de a.
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(11) A é uma dlgebra nil se todo elemento de A € nilpotente.
(iii) A é uma dlgebra nilpotente se existe n € N tal que A" = 0, ou seja,

1T ... Tpry = 0 para quaisquer xi,%a,...,Tnr1 € A. O menor n € N que

satisfaz A"t =0 € chamado de indice de nilpoténcia de A.

Observe que se A é uma algebra nilpotente, entdao A é nil. A reciproca, porém,
nao é verdadeira, e para ver isto basta observar a algebra exterior sem unidade £’ (Veja

o Exemplo 1.1.5). Claramente uma &lgebra nil ndao pode ter unidade.

Exemplo 1.1.10 Considere a K-dlgebra

0 a b
N3(K) = 0 0 c a,b,ce K
0 00

Nao é dificil ver que esta dlgebra € nilpotente de indice 2. Em geral, a dlgebra Ny,,(K)
de todas as matrizes m x m triangulares superiores com diagonal nula é nilpotente de

indice m — 1.
Definicao 1.1.11 Seja A uma dlgebra . Dizemos que:

(i) Um subespago vetorial B de A é uma subalgebra de A se 1 € B e B € multi-

plicativamente fechado, ou seja, se biby € B para quaisquer by, by € B .

(11) Um subespago vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A se ax,za € I para

quaisquer x € I e a € A.

Observagao 1.1.12 Sendo A uma dlgebra, temos que uma subdlgebra B de A € por si
uma dlgebra, cuja multiplicacao € a restricao da multiplicacao de A a B.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.1.13 Considere a dlgebra exterior E (Exemplo 1.1.5). Dado n € N,
tomemos o subespago E, de E gerado pelo conjunto {1, eje;,...e; | i1 <ip <...<
ir. < n}. Temos que E, € uma subdlgebra de E chamada algebra exterior do espago

vetorial com base {e1, e, ... ,e,}. Observe que dim E, = 2".
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Exemplo 1.1.14 Dada uma dlgebra A, considere o conjunto
Z(A)={a€ A | ax =za, Yz € A}.

Z(A) é chamado de centro de A e é um subespago vetorial de A. Quando A € asso-
ciativa temos que Z(A) € uma subdlgebra de A. E sabido que para todo n € N wale
Z(My(K)) ={Mxn | A € K} (matrizes escalares).

Quanto a dlgebra de Grassmann (ver Exemplo 1.1.5) podemos dizer que se

charK # 2, tem-se Z(FE) = Ej.

Vamos definir agora dlgebra quociente. Sejam A uma élgebra e I um ideal de A.
Consideremos o espago vetorial quociente A/I. Temos A/l = {a+ 1 | a € A}, sendo
a+1={a+x|x €I} Paracada a € A, vamos denotar o elemento a + I por a.

Temos que as operagoes de soma e produto por escalar sao definidas por

a+b=a+b e \a = \a

para a,b € A e A € K. Consideremos agora o produto

AT x AT — Al
(@b) +—— a-b= ab
Este produto esta bem definido e ¢ bilinear. Portanto A/I, munido dele, é uma algebra
chamada de algebra quociente de A por [.

Daremos agora a defini¢cao de subalgebra gerada.

Definigao 1.1.15 Seja A uma dlgebra associativa com unidade e S um subconjunto

de A. Definimos:

(i) A subdlgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a intersec¢ao
de todas as subdlgebras de A que contém S U {1}.

(11) O ideal de A gerado por S como sendo a intersec¢ao de todos os ideais de A que

contém S

Se A = K(S), entao dizemos que S gera A como élgebra ou que S é um conjunto
gerador de A como algebra. Uma caracterizagao de subalgebra gerada e ideal gerado

por um conjunto de uma algebra associativa com unidade é dada a seguir.
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Observacgao 1.1.16 Sejam A uma dlgebra associativa com unidade e S um subcon-

gunto nao vazio de A. Entao:

(i) A subdlgebra de A gerada por S coincide com o subespago de A gerado pelo

conjunto {1, s1,89,...,8: | k €N, s; € S}.

(1)) O ideal de A gerado por S coincide com o subespago de A gerado por
{asb | s €S, a,be A}.

Exemplo 1.1.17 Considere a subdlgebra E, (veja o Exemplo 1.1.18), da dlgebra ex-

terior E. Temos que E, = K{eq,es, ..., e,).
Vamos definir agora homomorfismo de dlgebras.

Definicao 1.1.18 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B

¢ um homomorfismo de algebras se

p(ry) = o(@)p(y)

para todo x,y € A. Quando A e B possuirem unidade, vamos exigir também que

p(1a) = 15.
Se p: A — B ¢ um homomorfismo de algebras, dizemos que ¢ é:
e Um mergulho ( ou imersao, ou ainda monomorfismo), se ¢ ¢ injetora.
e Um epimorfismo, se ¢ é sobrejetiva.

e Um isomorfismo, se p é biunivoca. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B,
dizemos que A e B s@o algebras isomorfas e denotamos por A ~ B. Observe

também que ¢! : B — A também é um isomorfismo.
e Um endomorfismo de A, se ¢ é um homomorfismo de A em A.
e Um automorfismo de A, se ¢ é um endomorfismo bijetivo de A.
E ainda, denotamos por:

(i) End A o conjunto de todos os endomorfismos de A.
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(ii) Aut A o conjunto de todos os automorfismos de A.
(iii) kery o nucleo de ¢, ou seja, kerp ={a € A | p(a) = 0}.
(iv) Img a imagem de ¢, ou seja, Imep = {p(a) | a € A} .
Nao é dificil ver que kery é um ideal de A e que I'my é uma subélgebra de B.

Exemplo 1.1.19 Sendo A uma dlgebra com unidade, consideremos a aplicag¢ao

v: K — A
A — Y(N) = Mg
Temos que ¥ € um mergulho de K em A e assim K € isomorfo a
Imiyp ={Al4 | A € K}, donde Imi) € um corpo. Dai, a identificacao natural entre K
e {4 | Ne K}

Exemplo 1.1.20 Seja A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagcao
v A — A/l
a — a= a+1

que € chamada de projegao candnica, € um epimorfismo de dlgebras.

Exemplo 1.1.21 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos) Sejam A e B dl-
gebras e ¢ : A — B um homomorfismo, entao a aplicagao

p: A/Kerp — Imyp
a o @)= )

€ bem definida e € um isomorfismo de dlgebras.

Exemplo 1.1.22 Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita n e o espaco
L(V) de todos os operadores lineares de V- em V. O espago vetorial L(V'), munido da
composi¢ao, € uma dlgebra associativa e unitdria sobre K. Fizada um base ordenada

B de V', temos que a aplica¢ao

¢52 E(V) — Mn(K)
T — ()= [Tlp
¢ um isomorfismo de dlgebras. Sabe-se que todo isomorfismo de L(V) em M, (K)
¢ desta forma, sendo este fato consequéncia do Teorema Skolem-Noether (ver [27],

Teorema 4.5.1).
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Sejam V' e W K-espagos vetoriais. Definimos o produto tensorial de V e W, de-
notado por V ® W, como sendo o espago vetorial gerado pelo conjunto
{ve@w|v eV, we W}, onde os elementos v ® w sdo chamados de tensores e

satisfazem

(v1 +v2) @w = (v @ W) + (V2 @ W)
v® (wy +ws) = (v w) + (v ws)
(M) @ w = Av®w)

V@ (Aw) = Av® w)

para quaisquer vy, v9,v € V,wy,we,w € W e A € K. Concluimos entao que todos os

elementos de V' ® W sao da forma > (v; @ w;), com v; € V e w; € W.

Teorema 1.1.23 (Propriedade universal) Sejam V', W e U espagos vetoriais sobre
ocorpo K e f:VxW — U uma aplicagao bilinear. FEntdao existe uma tunica
transformagao linear Ty : V@ W — U tal que Tf(v ® w) = f(v,w) para quaisquer
veVeweW.

Observagao 1.1.24 Sendo V,W e U espagos vetoriais sobre o corpo K, valem:
(i) KV ~V.

(i) K"®@V ~ V",

(i) VoW WV,

(iv) SeveV eweW, entao: v@w #0<=v#0 e w#0.
(v) VeoW)oU~V e (WeU,).

(vi) Se Sy = {v; | i € I} e Sy = {w; | j € J} sao subconjuntos LI de V e W,
respectivamente, entao S = {v;Qw; | i € I, j € J} é um conjunto LI de VR W.

(vii) Sejam Xy = {v; | i € I} e Xo = {w; | i € I} subconjuntos de vetores nao nulos
de Ve W, respectivamente. Se X; ou Xy € LI, entao X = {v;@w; | i € I} ¢
um subconjunto LI de V@ W.
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(viii) Se By ={v; | i € I} e By = {w; | j € J} sdao bases de V e W, respectivamente,
entio f={v;Qw; | i€ l,je J} é uma base de V& W.

(ix) se dimV =n e dim W =m, entao dim (V @ W) = nm.

Estas propriedades sao cldssicas e podem ser demonstradas com o uso da propriedade
universal.

Sejam A e B K-algebras e considere o produto bilinear definido por

(A By x (A® B) — A®DB

((a1 ®@b1), (a2 ®@b2)) — (a1 @by1) - (a2 ®by) = aras @ bibs
Segue da propriedade universal que esse produto é bem definido. O espago vetorial
A ® B, munido deste produto, é uma &lgebra chamada de produto tensorial das
algebras A e B. Para maiores detalhes sobre o estudo de produto tensorial de espagos

vetoriais e de algebras, veja [14], Capitulo 2.

Exemplo 1.1.25 Sendo A  uma  K-dlgebra, a  transformagao  linear
T: M/(K)®A — M,(A) tal que T(E;; ® a) = Ej;(a), onde E;j(a) € a matriz
de M,(A) que tem a na entrada ij e 0 nas demais, € um isomorfismo de dlgebras. De
fato, primeiramente note que {E;j(a) | 1 <i,5 <n, a € 8}, onde B é uma base de A,

¢ uma base de M,(A) como espago vetorial. Considere agora a transformagao linear
S: My(A) — My(K)® A
Eij(a) +— S(Ej(a)) = Ej®a
Note que

T(S(Eij(a)) = T(E;; @ a) = Ejj(a).

Dai, S =T e assim T € bijetiva.
Mostremos agora que T € um homomorfismo de dlgebras. Primeiramente note

que

0, se j#s
Ei(ab), se j=s

Ez' (a)Est(b) =
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Se j # s temos
T((Ei; ® a)(By ® b)) = T(E; Ey ® ab) = T(0® ab) = 0 =
= Eij(a)Eq(b) = T(Eij(a))T(Eq(b))
Se j = s tem-se que,
T((Ei; @ a)(EBy ® b)) = T(E; Ey ® ab) = T(Ey ® ab) =

= Ei(ab) = Eij(a)Eq(b) = T(Ei;(a))T(Eq(b))

Portanto M, (K)® A ~ M,(A) como dlgebras .

Teorema 1.1.26 Se A e B sao duas dlgebras com unidade, entdo

Z(A® B) = Z(A) ® Z(B).

Prova. E imediato que Z(A) ® Z(B) C Z(A® B), pois, dado a € Z(A) ® Z(B)
com a = a; ® ag, temos a; € Z(A) e ay € Z(B). Considerando agora w € A ® B tal

que w =Y " | ; @ Y;, temos

n

aw = (a1 ® CLQ)(Z T @ Y;) = Z(al ® az)(w; ® y;) =

i=1 i=1

= Z a1 T; ® agy; = Z a1 ® Yiay = (Z z; @ y;) (a1 ® az) = wa.
i1 i=1

i=1

Assim Z(A) ® Z(B) C Z(A® B).

Seja a € Z(A® B), com a # 0. Existem ay,...,a, € A nao nulos e
bi,...,b, € B linearmente independentes, tais que o = X' ;a; ® b;. Dado a € A,
temos que (a ® lp)a =ala® 1p), edai (a ® 15)(X1,a; ®b;) = (X 1a0; ® b;)(a @ 1p).
Logo, X' jaa; ® b; = X ja;a ® b;. Portanto, X" [a,a;] ® b; = 0. Pela Observagao
1.1.24 (item-(vii)), temos [a, a;) = 0 parai = 1,...,n. Dai, temos a; € Z(A) e portanto
a € Z(A)®B. Analogamente tomando z1, ...,z € Z(A), linearmente independentes,

eYyi,...,Ynm € B, nao nulos, tais que v = X' ;x; ® y;, concluimos o resultado. W

1.2 Identidades polinomiais

De agora em diante, a menos de mencao em contrério, as algebras consideradas

sao todas associativas e unitérias.
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Seja X = {x1, 29, ..., Ty, ...} um conjunto enumeravel de variaveis. Uma palavra
em X é uma sequéncia x;, x;,...x;,, comn > 0, sendo n o tamanho da palavra. Dizemos
que T; T, - . - T4, = TjTjy - - - Ty, quando n=medx,=Tj,Ti = Tjyy---,Ti, = Lj,-

n

Denote por 1 a palavra vazia (palavra de tamanho zero) e por S(X) o conjunto de
todas as palavras em X e considere So(X) = S(X) — {1}.

Vamos considerar agora K (X) como sendo o K-espago vetorial com base X.
Assim, os elementos de K (X) que sdao chamados de polindmios, sao somas (formais)
de monémios, que sdo produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.

Consideremos agora em K (X) a multiplica¢ao definida por

(i @iy o i) ) (T X4y o Tj,) = Tiy Ty o L Ty Ty - - . T

Jm*

Munido deste produto, K (X) é uma algebra associativa, pois este produto é associativo
e com elemento neutro, que é a palavra vazia 1.

Sejam A uma algebra e h : X — A uma aplicagdo arbitraria, de modo que
h(z;) = a; para i € N. Considerando a aplica¢ao linear ¢, : K(X) — A tal que
on(1) = 14 e @(xj x4y ... ;) = aj,a4, ... a;,, temos que @, é um homomorfismo de
algebras e é o tnico satisfazendo ¢,|x = h. Dizemos entdao que K(X) é a algebra
associativa livre com unidade, livremente gerada por X.

Dado f = f(x1,...,2,) € K(X), denotemos por f(ai,...,a,) a imagem de f
por ¢,. Note que f(ay,...,a,) é um elemento de A, obtido substituindo-se z; por «;

em f.

Definicao 1.2.1 Seja A uma dlgebra. Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) (ou a
expressao f(xy,...,x,) = 0) € dito ser uma identidade polinomial (ou simplesmente

identidade) de A se, f(aq,...,a,) =0 para todo a4, ..., a, € A.

Observamos entao que f = f(xy,...,x,) ¢ uma identidade de A se, e somente se,
f pertence ao nicleo de todos os homomorfismos de K(X) em A. De fato, primeira-
mente suponha que f pertence aos nicleos de todos os homomorfismo de K(X) em
A. Entao dados ay,...,a, € A e uma aplicagao h : X — A tal que h(z;) = a;, para
i =1,...,n, como K(X) é livremente gerada por X, existe um tnico homomorfismo

¢ K(X) — A tal que ¢|x = h, e dai temos

flar,..san) = f@(x1), .o o(wn)) = o(f (21, 20)) = 0.
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Logo f = f(z1,...,2,) ¢ uma identidade de A. Reciprocamente, suponha que
f = f(z1,...,2,) é uma identidade de A. Entao dado um homomorfismo arbitréario

¢: K(X) — A, temos

o(f(zy, ..., xn)) = flo(x1), ... p(xn)) =0

pois p(z;) € A, parai =1,...,n, e assim, como ¢ foi tomado arbitréario, temos que f
pertence aos nucleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Denotando por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos
que A é uma algebra com identidade polinomial ou PI-algebra se T'(A) # {0}.
Considerando as algebras A; e As, dizemos que A; e A; sao Pl-equivalentes se

T(A;) = T(As).

Exemplo 1.2.2 Considerando A uma dlgebra comutativa, nao € dificil ver que o

polinomio f(x1,xs) = [x1,x2] = 129 — 2221 € uma identidade de A.

Exemplo 1.2.3 O polinomio [z, z2, 3] € uma identidade polinomial da dlgebra de
Grassmann E. Para verificar isso, basta observar que |a,b] € Ey = Z(E), para quais-

quer a,b € F.

Exemplo 1.2.4 Considere o polinomio

Sn(.iEl, c. ,an) = Z ngg(l) .. .afg(n)

o€Sy
onde S, € o grupo simétrico sobre n elementos, e, = 1 se o0 € par, e e, = —1 se
o € impar. S,(z1,...,x,) € chamado de polindmio standard de grau n. Em [3]
foi provado que s9, = (x1,...,29,) € T(M,(K)), fato conhecido como teorema de

Amitsur-Levitzki. Posteriormente, foram apresentadas outras demonstracoes deste

teorema, ver [34], [45], [40], [41].

O conceito que apresentaremos agora e suas propriedades sao de extrema im-

portancia na Pl-teoria.

Defini¢ao 1.2.5 Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se p(I) C I para todo
v € EndK(X), ou equivalentemente, se f(g1,...,9n) € I para quaisquer f(xq,...,x,) €
Iegy,...,9n € K(X)
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Proposicao 1.2.6 Se A é uma dlgebra, entiao T(A) € um T-ideal de K(X). Recipro-

camente, se I € um T-ideal de K(X), entao existe alguma dlgebra B tal que T(B) = 1.

Prova. Primeiramente, é facil ver que T'(A) é um ideal K(X). Agora, sejam
f=flz1,...,2,) € T(A) e p € EndK(X), arbitrarios. Provemos que ¢(f) € T(A).
De fato, se ¢ : K(X) — A é um homomorfismo qualquer de algebras, entao 1 (p(f)) =
(Wop)(f)=0,poispop: K(X)— A éum homomorfismo de algebras e f € T(A).
Assim, o(f) € kery e dai p(f) € T(A).

Reciprocamente, sendo I um T-ideal de K(X) tomemos a &lgebra quociente
B = K(X)/I e a projecdo candnica 7 : K(X) — K(X)/I (n(f) = f). Se f € T(B),
entdao f deve pertencer a ker m. Como kerm = I, devemos ter T(B) C I. Por
outro lado, se f(xy,...,z,) € I € g1,...,9, € K(X), entao f(g1,...,9,) € I e dai
f@ -3 = f(gi,-..,gn) = 0. Logo, f(x1,...,2,) € T(B), o que conclui a demon-

stracao. W

Nao é dificil ver que a interse¢ao de uma familia qualquer de T-ideais de K(X) é
ainda um T-ideal. Logo, dado um subconjunto S qualquer de K (X), podemos definir
o T-ideal de K(X) gerado por S, denotado por (S)T, como sendo a intersegao
de todos os T-ideais de K(X) que contém S. Assim, (S)” ¢ o menor T-ideal de
K(X) contendo S.

Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaco

vetorial de K (X) gerado pelo conjunto

{hlf(gla"'agn>h2 ’ f € Sa h17h2>g17"'7gn € K<X>}

Se A & uma algebra e S C T(A) ¢é tal que T(A) = (S)T, dizemos que S é uma
base das identidades de A. Se existe S finito nestas condi¢oes, dizemos que A
possui a propriedade da base finita. A questao da existéncia de base finita para
as identidades das algebras associativas sobre corpos de caracteristica zero é conhecida
como problema de Specht (W. Specht), e em [30] Kemer deu uma resposta positiva
para esta questao. Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades de algumas

algebras importantes.

Exemplo 1.2.7 Se A € uma dlgebra associativa comutativa e unitdria qualquer e K
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¢ um corpo infinito, entio € um fato bem conhecido que T(A) = ([x1,2s])T. Dize-
mos entao que todas as identidades de A sequem (ou sao consequéncias) do polinémio

[ZEl, CL’Q] .

Exemplo 1.2.8 Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo
T(E) = {[z1, 72, 23])T (veja em [35] e [26]). No caso de K ser finito Stojanova- Venkova
em [44], descreveu as identidades da dlgebra exterior nao-unitdria e de dimensao finita,

e Chiripov e Siderov [13] descreveram as identidades quando a dimensdo é infinita.

Exemplo 1.2.9 Em 1973 Razmyslov [39] provou que T(My(K)) € finitamente ger-
ado quando charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,
Drensky [17] mostrou que T(My(K)) = (s4(x1, T2, 3, 24),[[21, 22)%, 3)T, também para
charK = 0. Em 2001 Koshlukov [33] generalizou este resultado de Drensky para K
infinito de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, uma terceira identi-
dade € necessdria para gerar o T-ideal (veja em [15]). Para charK = 2, o problema da

descri¢ao de T(Msy(K)) ainda estd em aberto.

1.3 Polin6mios multihomogéneos e multilineares

Encontrar geradores para T-ideais de K (X') nao é uma tarefa simples, pois muitos
fatores influenciam na determinacao desses geradores, como por exemplo o corpo base
K da algebra K(X), onde sua cardinalidade e sua caracteristica sao de grande relevan-
cia. Nesta secao apresentaremos dois resultados importantes na determinacao desses

geradores.

Defini¢ao 1.3.1 Sejam m € K(X) um monémio e x; € X. Definimos o grau de m
em x;, denotado por deg,,m ou O0,(m) como sendo o nimero de ocorréncias de x; em

m.

Exemplo 1.3.2 Considerado o monémio m(xy,xe,x3) = x12321 de K(X), temos que

Oy (M) =2, 03,(m) =0 e Oyy(m) = 1.

Definigao 1.3.3 Um polinémio f € K(X) é dito homogéneo em x; se todos 0s seus
monomios tém o mesmo grau em x;. f € dito multi-homogéneo quando é homogéneo

em todas as varidveis.
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Exemplo 1.3.4 Considere os polinémios f(x1,Te,13) = 22235 + Towzry + T375 €
g(z1,20) = 222? + 212901 de K(X). Note que f € homogéneo em xy mas nio é

multi-homogéneo. Por outro lado, g ¢ multi-homogéneo.

Se m = m(xy, g, ..., x;) € um monémio de K (X), definimos o multigrau de m
como sendo a k-upla (a1, as, ..., a;) onde a; = deg,,m. Dado um polinémio f € K(X),
uma componente multi-homogénea de f é a soma de todos os mondémios de f
com o mesmo multigrau . Observe entao que f é multi-homogéneo se, e somente se,

possui uma tnica componente multi-homogénea.

Exemplo 1.3.5 Considere o polinomio f(z1, T2, x3) = 1323+ To2379 + 3735 do Exem-
plo 1.8.4. Tem-se que 223 e Tox379+ 13732 560 as duas componentes multi-homogéneas
de f. Note que a primeira componente tem multigrau (2,2,0) e a sequnda tem multigrau

(0,2,1).

Teorema 1.3.6 Sejam I um T-ideal de K(X) e f(x1,22,...,xx) € I. Se K € infinito,
entao cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente, I €

gerado por seus polindmios multi-homogéneos.

Prova. Seja n o maior grau em z; de algum monoémio de f. Para cada
i = 0,1,...,n, tomemos f; = fi(x1,z2,...,2,) como sendo a soma de todos os
monomios que tém grau i em x; (a componente de grau i em x1). Temos claramente
f=fot+tfit+...+f.. Como K éinfinito, podemos escolher \g, \1, ..., A\, € K todos dis-
tintos. Paracada j =0,1,...,n, temos g; = f(\jz1, 22, ..., 25) = fo+ A fit+.. AAT f

e estas igualdades juntas equivalem a seguinte igualdade matricial

1 )\0 e )\g fO do

L\ AT i B g1

I A oo A2 fn Jn
Observe que go, g1,...,9n € I, pois I é T-ideal. Ademais, a primeira matriz na igual-
dade acima é uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos ter fy, fi,..., fm €

1.
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Agora, para cada i =0,1,...,necadat=0,1,2,..., tomemos f; como sendo a
componente homogénea em f; de grau ¢t em x5. Usando entao os mesmos argumentos
acima, concluimos que f;; € I e assim, repetindo o processo para cada variavel, temos
a primeira afirmacao. Finalmente, observando que f ¢ a soma de suas componentes
multi-homogéneas, concluimos que I é gerado por seus polinémios multi-homogéneos.
|

Dizemos que um polinémio f(z1,xs,...,2,) € K(X) é multilinear se é multi-
homogéneo com multigrau (1, 1,...,1), ou seja, se em cada monomio cada variavel tem

grau exatamente 1. Assim, podemos escrever

flxy, ... x,) = Z Qoo Ta(2) - - - To(n), COM Ay € K.
g€Sn

Observagao 1.3.7 Se f é um polindmio multilinear e g, . .., g, € K(X) sao tais que
gi = Z;n:l w;;, sendo w;; monomios, temos que f(gi1,...,9,) € uma soma de termos

da forma f(wi, ,we, ..., wn, ).

Seja f(x1,xa,...,75) € K(X) um polindmio multihomogéneo de grau n em z;.
Considere também as variaveis y; e yo de X, distintas de x5, ..., xg. Substituindo a

variavel z; de f por y; + y2, obtemos o polinémio

h(yhva'”?xk) = f(yl +y2,$2,...,1’]§)-

Desenvolvendo o polinémio da direita, encontramos uma componente homogénea de
grau 1 em y;. Chamando essa componente homogénea de hy, tem-se que Jy, (h1) = n—1
e que

hl(l’l,l‘l,xQ, L ,Ik) - nf(m17x27 .. axk‘)'

Para melhor entender as ultimas afirmagoes, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.8 Considere o polinomio f(x1,xs) = xox3+x2x9m1. Note que f € multi-

homogéneo de grau 3 em x1. Sendo yi,y> € X, obtemos

Fyr 4 yo,22) = 2(y1 + 42)® + (y1 + o) 22(y1 + v2) =

= @y? + $2y%y2 + Toy1Y2y1 + x2y1y§ + !E2y2y% + ZoY211Yo + xzy§y1 + $2y3+
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TP Toys + Y1yaToys + YoyiTays + YETay1 + Yiays + Y1YaTays + Yay1 2y + YaTays

Logo, hy(y1,ya, T2) = Tay1ya + ToYol1Ya + ToYsys + YaToys + Yixays + Y1YaToys € dai
hl(l’l, Zy, [Eg) - Sf(x17 x?)-

De posse dessas idéias obtemos a seguinte proposicao, a qual é tecnicamente muito

importante no caso de charK = 0.

Proposicao 1.3.9 Se I é um T-ideal de K(X) e charK = 0, entao I é gerado por

seus polindémios multilineares.

Prova. Como charK = 0, temos que K ¢ infinito e portanto I ¢é gerado por
seus polindomios multi-homogéneos. Seja entao f(xy,za,...,x;) € I multi-homogeéneo.
Como [ é T-ideal temos h(y1, ya, o, ..., k) = f(y1+y2, T2, ..., x) € I e dai, como K é
infinito, hy(y1, Yo, T2, ..., xx) € I, onde hy é a componente homogénea (do polinémio h)
de grau 1 em g,. Da igualdade hy(xy, 21, 22, ..., 2%) = nf(x1,x9,...,2x) e da hipotese
de charK = 0 segue que f é consequéncia de hi(yi, Yo, X2, ..., Tx). Tomemos agora
ho(y1, Y2, Y3, Ya, T3, - .., ) como sendo a componente de grau 1 em y3 de
hi(y1, Y2, Y3 + Y, T3, ..., xx). Seguindo com essas idéias, concluimos que deg,,hy =
deg.,hi — 1 € I e hy é consequéncia de hy. Continuando com este processo (chamado
de processo de linearizagao), concluimos que f é consequéncia de algum polinémio

multilinear de /. ®

Seja X = {x1,29,...,2,,...} um conjunto enumeravel de variaveis e para n €
N, consideremos o espago V,, dos polindémios multilineares de K(X) nas variaveis

X1, %2, ...,T,. Note que o conjunto
{xg(l)xg(g) c - To(n) | o c Sn}
¢ uma base para V,,, e assim podemos dizer que dim(V},) = n!.

Definigao 1.3.10 Seja A uma dlgebra associativa. Definimos, para cada n € N a

n-ésima codimensao de A, denotada por c,(A), como sendo

oty - aim (Y.
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Observacao 1.3.11 (i) ¢,(A) =n!—dim(V,NT(A)) < nl. Entdo, se A nao possui

nenhuma identidade multilinear, temos ¢,(A) = n! para todo n € N.

(11)) A € uma Pl-dlgebra se, e somente se, c¢,(A) < nl, para algum n € N. De
fato, se A € uma Pl-dlgebra, existe f € T(A) tal que f # 0. Dai, existe uma
identidade polinomial multilinear para A de grau n para algum n natural. Assim,
dim(V,NT(A)) > 1 e portanto ¢,(A) < n!. Reciprocamente, dizer que c,(A) < n!
implica dizer que A possui alguma identidade de grau n. Com efeito, se ¢,(A) <

nl, entao dim(V,, N T(A)) > 1.

(iii) E interessante observar que se A ¢ uma Pl-dlgebra, entio existe uma melhor
estimativa para as codimensoes de A. Mais precisamente, existe k € N tal que
cn(A) < K" para todo n € N. Regev, em [42], foi o primeiro a demonstrar esse

resultado

Exemplo 1.3.12 Se A é uma dlgebra comutativa e unitaria, entio c,(A) = 1 para
todo n € N. De fato, para todo o € S,, temos ay(1)...0g(n) = G1...0,, OU Se€ja,
Ao(1) - - Ag(n) — A1 - .-G = 0. Dat, oy ... Tom) — 21 ..., € Vo, NT(A) e consequente-

mente

:L‘U(l) .. .ZL’U(n) =T1...Tp

. Logo, 1 ., gera como espago vetorial, donde concluimos

em VY _

V. NT(A) Vo, NT(A)
que c,(A) = dim (VnﬂL;(A)) < 1. Ademais, x1...x, & T(A) ji que A possui
unidade. Logo, c¢,(A) = 1.

1.4 T-espacos e polindmios centrais

Definigao 1.4.1 Sejam A uma dlgebra e f(z1,...,z,) € K(X). Dizemos que f é um
polinémio central para A se f tem termo constante nulo e f(ai,...,a,) € Z(A) para
quaisquer ai, . ..,a, € A. Dizemos que um polindmio central f € essencial se f nao é

identidade para A.

De acordo com esta afirmagao, dizer que f é um polinémio central para A significa

dizer que [f, g] é uma identidade de A para todo polinémio g € K(X). Segue que se
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duas algebras sao Pl-equivalentes, entao elas tém exatamente os mesmos polinémios

centrais. Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.4.2 O polinémio f(xy,xq,x3,x4) = [T1,22] 0 [x3,24] (polindomio de Hall)
¢ um polindmio central essencial para a dlgebra My(K). Okhitin [38] descreveu os
polinémios centrais para a dlgebra My(K), no caso de charK = 0, e Colombo e
Koshlukov [15] generalizaram esta descrigao para o caso de K ser um corpo infinito
de caracteristica diferente de 2. Uma outra descri¢ao, dada por Formanek, pode ser

encontrada em [24).

Definicao 1.4.3 Um subespaco V de K(X) ¢é dito ser um T-espago se (V) C V
para todo ¢ € EndK(X), ou equivalentemente, se f(g1,...,gn) € V para quaisquer
flzr,...,xn) €V oegr,...,gn € K(X).

Exemplo 1.4.4 Todos os T-ideais de K{(X) sao exemplos de T-espagos. O subespago
K ={al | a€ K} étambém um exemplo de T-espago de K(X).

Exemplo 1.4.5 Seja A uma dlgebra. O conjunto
{f(xla'”axn) € K<X> | f(a’h‘"aan) € Z(A),V ai,...,0an € A}

¢ um T-espago de K(X), chamado de espago dos polindémios centrais de A e normal-
mente denotado por C(A). Como Z(A) é uma subdlgebra de A, temos que C(A) é

multiplicativamente fechado, condi¢cao que nem todo T-espago satisfaz.

Observagao 1.4.6 E importante observar que os elementos de C(A) sao na verdade
da forma g+C', onde g € um polindémio central (de acordo com a defini¢io 1.4.1), e C é
uma constante. E também importante observar que o conjunto dos polinémios centrais
propriamente ditos de alguma dlgebra pode nao ser um T-espaco. No Exemplo 1.4.9,
considerando char K = p, vimos que g(x) = aP € um polinémio central para E. No

entanto, g(x + 1) = 2P + 1 possui termo constante nao nulo.

E fécil ver que a intersecdo e a soma de uma familia qualquer de T-espacos K (X)
ainda sao T-espagos. Dado entdo um subconjunto S de K(X), podemos definir o
T-espaco de K(X) gerado por S como sendo a intersegao de todos os T-espagos que

contém S. Em outras palavras, estamos tomando o menor T-espago de K(X) que
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contem S. A préxima proposi¢do nos da uma caracterizagao (mais interessante do

ponto de vista pratico) do T-espago gerado por um conjunto.

Proposicao 1.4.7 Se S C K(X) eV € o T-espago de K(X) gerado por S, entio V

¢ exatamente o subespaco de K(X) gerado por

{flgr,son) | FES, g1,-.., 90 € K(X)}

Prova. Comecemos observando que este conjunto é exatamente igual a
(End K(X))S ={¢(f) | f €S, ¢ € End K(X)}

e tomemos V; como sendo o subespago de K (X) gerado por (End K(X))S. Como
S C VeV éum T-espago, temos que ¢(f) € V para quaisquer f € Sep € End K(X),
ou seja, (End K(X))S C V. Logo, V; C V.

Observando agora que (g) € (End K(X))S para quaisquer ¢ € End K(X)
e g € (End K(X))S, concluimos que V; é um T-espaco de K(X). Ademais, temos

S C Vi. Logo, V C Vi, o que conclui a demonstracao. M

Exemplo 1.4.8 Sejam S C K(X) e J o T-ideal de K(X) gerado por S. Tomando

Sl = {[L’n+1f<l'1, Ce >$n)xn+2 ’ f c S}

temos que J € exatamente o T-espaco de K(X) gerado por Si. Assim, apartir de uma

base de um T-ideal, € possivel construir um conjunto capaz de gerd-lo como T-espaco.

Exemplo 1.4.9 Sejam K um corpo qualquer e E a dlgebra exterior sobre K. Temos
que f(x1,x9) = [x1, 23] € um exemplo de polindmio central para E. Seja K um corpo

mfinito tal que charK = p > 2, e considere os polindmios

q(z1,20) = le’_l[xl, xQ]a:g_l e

Gn = Qu(T1, .-, 02,) = q(x1,22)q(73,74) . . . ¢(T2n—1, T2n),
para cada n > 1. Em [12], foi mostrado que se K € infinito e charK > 2, entao C(E)
é gerado (como T-espago em K(X)) pelos polinomios
x1[xe, T3, 4], X, Thar, ..., 2hqn, ..

Também foi mostrado que C(E) nao € finitamente gerado. No caso charK = 0, os

polindmios x1[xq, x3,x4) € [x1,x2] geram C(E) como T-espago.
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Observacao 1.4.10 Vimos na secao anterior que todo T-ideal € gerado por seus
polinémios multilineares quando o corpo base tem caracteristica zero, e por seus
polindomios multi-homogéneos quando o corpo base € infinito. FEssas técnicas de re-
dugao sao extremamente importantes quando trabalhamos com identidades polinomiais
e conforme veremos, também no estudo de polindmios centrais. Através dos mesmos
processos usados para T-ideais € possivel mostrar que todo T-espaco € gerado por seus
polindomios multilineares no caso de caracteristica zero, e por seus polindmios multi-

homogéneos no caso de corpo base infinito.

1.5 Identidades e polindmios centrais graduados

Estudaremos aqui os conceitos de édlgebras graduadas, identidades e polinomios
centrais graduados e ainda veremos o conceito de codimensao graduada. Em toda esta

secao, G denotarda um grupo abeliano com notacao aditiva.

Definigao 1.5.1 Dizemos que uma dlgebra A é G-graduada, se existe uma familia de

subespagos {AY | g € G} de A tais que

A= @A(g) e AW AR < Algth)

geqG

para quaisquer g, h € G.

Na definicio acima, dizemos que a familia {AY | ¢ € G} ¢ uma G-graduagao
em A e que AY ¢ a componente homogénea de grau ¢g. Se a € AY, dizemos que

a & homogéneo de grau g e escrevemos dg(a) =g .

Exemplo 1.5.2 Toda dlgebra A admite uma G-graduacdo. Basta tomar A©) = A e
AW = {0} para todo g € G —{0}. Esta graduacdo é chamada de trivial.

Exemplo 1.5.3 A dlgebra exterior E possui uma Zs-graduagao natural: E = Ey® Ey,
onde Ey € o subespaco dos elementos pares e Fy dos elementos impares. Considerando
agora a dlgebra exterior E, de dimensao 2™ (veja o Exemplo 1.1.18) e tomando (E,,) =
E.NEy e (E,) = E,NE;, temos E,, = (E,)o® (E,)1 € esta decomposi¢io define uma

Zo-graduacao em E,,.
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Exemplo 1.5.4 Considere n um inteiro positivo e M = M, (K). Para cada v € Zy,
tomemos o subespago M) = (Ej; | j—i = 7). Observe que M© ¢ exatamente o
conjunto das matrizes diagonais. Do fato do conjunto {E;; | 1 < i,57 < n} ser uma
base de M seque que
M= M.
YEZn

Agora, para ver que esta decomposicao define uma Z,-graduac¢ao em M, (K), basta
observar que

0, se j#k
EijEw =
Ey, se 3=k ,

donde MOVMO2) C MM*2) parg vy, vy € Zy,.

Exemplo 1.5.5 Considere a dlgebra A = My(E) e os subespagos

A(0,0) _ Ep 0 A0 _ Ey 0
0 Ey 0 E;
410 0 Ep 4D _ 0 B
Ey O E, 0

Note que A =@ A®Y com s,t € Zy. Agora observe que AGvH) Als2t2) C Alsittusatta)
Assim, {AQ0 AODAQD) ALY ¢ yma (Zy x Zo)-graduagio em A = My(E).

a
Exemplo 1.5.6 Considere a dlgebra My ,(E) = a,d € Ey; b,c € Ey
c d
A dlgebra My 1(E) € munida da Zs-graduagio
(MLl(E))(O) = a, d c EO
0 d
) 0 b
(M (E)D = bce k,
c 0

Exemplo 1.5.7 Dados uma dlgebra G-graduada R e a dlgebra exterior E, munida com
a Zso-graduagdo natural (ver Exemplo 1.5.3), temos que a dlgebra R ® E € (G X Zs)-
graduada com componentes homogéneas (R ® E)9) = RY @ E;, para (¢,i) € G X Zy.
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Primeiramente mostremos que R @ F = @(g,i)GGXZQ(R(g) ® E;). Para isso, tomemos
a®be R®E. Logo,
acR=ERY ¢ beE=E
geG 1E€72

e dai temos

geG 1€72
Assim,
a®b=2a(g)®2b(i): Z a@ @ b,
geG i1€72 (9,3)EGXZo2

Usando propriedade (vi) de produto tensorial vista na Observagao 1.1.24 podemos
mostrar que soma dos subespacos RY) @ E; (com i € Zy e g € G) € direta.

Assim

RoE=HRY e E,

Agora mostremos que (R® E)9))(R® E)")) C (R® E)9+hi+d), Dados z = a®b €
(R® E)9) (coma € RY ebe€ E)ey=c®d € (R® E)") (comc € RY e
d € E;), temos vy = ab®cd, com ab € RY™M e cd € E;y ;. Logo, vy € (R® E)9Hhi+i),
Portanto {(R® E)99) | g € G, i € Zy} é uma (G x Zy)-graduagio para R ® E.

Proposigao 1.5.8 Se A ¢ uma dlgebra G-graduada, entdo 1 € A©).
Prova. Temos que existem g1, ..., g, € G tais que
1= CL(O) + a(gl) + ...+ a(g")

com a® € A® e ql9) € A9) parai=1,...,n. Tomando agora h € G e a® € AW,
arbitrarios, temos
o = q®a® | a®a@) 4 4 gl

Observando que aMa® € A ¢MWqle) ¢ A+9) o b b+ gi,... . h + g, sdo dois a

0) h)

dois distintos, podemos concluir que a™a¥9) = 0 para 1,...,n, donde aWa® = o,
De modo inteiramente analogo, mostramos que a(¥a™ = ¢ e assim concluimos que

ad® =1 m

Definigao 1.5.9 Sejam A e B dlgebras G-graduadas com componentes homogéneas
Ay e By, respectivamente. Dizemos que um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B

¢ G-graduado se p(A9) C BY para todo g € G.
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Vamos agora tratar de identidades e polinomios centrais G-graduados. Para isso,
precisamos do conceito de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo, come-
cemos considerando para cada g € G um conjunto enumeravel X9 = {xgg) |i e N}, e
suponhamos X e X2 disjuntos para ¢ #  go. Tomemos entao
X =U,ee X0 = {:1:59) | i € N, g € G} e consideremos a élgebra associativa livre

unitaria K (X | G). Definimos agora
a(l) =0 e &(xggl)xgm) a9 =g b g G

Sendo entdo m um mondémio de K(X | G), dizemos que a(m) é o G-grau de m.

Tomando para cada g € G
K(X | )9 = (m | m monémio de K(X | G), a(m)=g),
temos
KX |G =KX |G ¢ K(X|GWK(X |G CK(X |G,
geG
para quaisquer g,h € G. Assim K(X | G) é chamada de algebra associativa livre
G-graduada. Se f € K(X | G)9), dizemos que f ¢ homogéneo de G-grau g e usamos a

notacao a(f) = g. Agora estamos prontos para definir identidade e polinémio central

G-graduados.

Definigao 1.5.10 Seja A = @geG AY uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um
polinomio f(z\%, ... 29 e K(X | G) ¢

(i) Uma identidade G-graduada de A se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer a; € A9

comi=1,...,n.

(11) Um polinémio central G-graduado para A se f possui termo constante nulo e

flay,...,a,) € Z(A) para quaisquer a; € A9, comi=1,... n.

Exemplo 1.5.11 Consideremos a dlgebra exterior E com sua Zsg-graduagao natural,
(veja o Exemplo 1.5.8). Sendo K(X | Zs) a dlgebra associativa livre Zo-graduada,
temos X = XO U XM, Como ab = —ba para quaisquer a,b € Ey, temos que
f(a;gl),xgl)) = a:gl) o xél) ¢ identidade Zo-graduada de E. Como Ey = Z(FE), temos

que todo polinémio f € K(X)© ¢é um polinémio central Zo-graduado para E.
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Defini¢ao 1.5.12 Sejam A uma dlgebra G-graduada e f(xggl), . ,xﬁlg”)) € K(X | G).
Dizemos que (ay,. .., a,) € uma substituigdo G-admissivel para f se a; € A9, para

todoi=1,...,n.

Observe que fi(z\%), ... 2¥") € T4(A) se, e somente se, f(ai, ..., a,) = 0 para

cada substituicdo G-admissivel de elementos em A. Do mesmo modo,
fg(x§h1)7 . ,:Bﬁlh")) € Cg(A) se, e somente se, f(ai,...,a,) € Z(A) para cada sub-
stituicao G-admissivel de elementos em A.

Apresentaremos agora os conceitos de Tg-ideal e Tr-espaco. Tais conceitos sao
analogos aos de T-ideal e T-espago vistos anteriormente, e também de fundamental

importancia.

Definicao 1.5.13 Seja K(X | G) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I
de K(X | G) € dito ser um Tg-ideal se p(I) C I para todo endomorfismo G-graduado
¢ de K(X | G). Um subespago V de K(X | G) € dito ser o Tg-espago se p(V) CV
para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K(X | G).

De acordo com esta defini¢ao, dizer que I é um Tg-ideal é equivalente a dizer
que f(q1,-..,q,) € I para quaisquer f(xggl),...,x%g")) cleq e K(X |G com
¢t =1,...,n. Analogamente, para Tg-espacos.

As idéias de Tg-ideal e Ti-espago gerados por um subconjunto S de K(X | G)
sao analogas as idéias de T-ideal e T-espaco gerados. Denotamos por (S)7¢ o Tg-ideal
gerado por S.

Agora observe que f é uma identidade para a algebra G-graduada A se, e somente
se, f pertence aos niucleos de todos os homomorfismos G-graduados de K (X | G) em A
(A verificagao disso é analoga ao que foi feito para identidades polinomiais ordinérias).

Sendo A uma algebra G-graduada, denotamos por Tz(A) o conjunto de todas as

identidades G-graduadas para A. Assim, podemos escrever
Ta(A) =) Keré (1.4)
¢

onde a intersecao corre sobre todos o0s homomorfismos G-graduados
¢: K(X | G) — A. Primeiramente, mostremos que 7 (A) é um Ti-ideal de K(X | G).
Claramente, T(A) é um ideal de K(X | G). Resta mostrar que Ti(A) é invariante

por todos os endomorfismos graduados de K(X | G).
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Seja ¢ : K(X | G) — K(X | G) um endomorfismo graduado arbitrario.
Dado f € Tg(A), basta mostrar que ¥(f) € Tg(A), o que equivale a mostrar que
Y(f) € Kerg, para todo homomorfismo G-graduado ¢ de K(X | G) em A. Note
que o : K(X | G) — A é um homomorfismo G-graduado de &lgebras. Logo,
se f € Tg(A), entdao f € Ker(p o) e dai (¢po)(f) = 0, ou seja, ¢(¢(f)) = 0.
Segue entao que Y(f) € Ker¢. Como ¢ foi tomado arbitrario, temos por (1.4) que
U(f) € Ta(A), e como ¢ foi tomado arbitrario, por definigao, Tz(A) é um T-ideal de
K(X | G).

Observagao 1.5.14 (i) Note que o conjunto Cg(A) dos polindmios centrais

G-graduados para A é um Tg-espago de K(X | G).

(ii) Se S C Ta(A) € tal que (S)Te = Tg(A), dizemos que S gera o Tg-ideal, ou que

S € uma base das identidades G-graduadas de A.

(11i) Se S C Cu(A) € tal que o Tg-espago gerado por S € igual a Cg(A), dizemos que
S gera Cg(A) (como Tg-espago).

Observacao 1.5.15 E importante notar que todo Tg-ideal e todo Tg-espago € gerado
por seus polindmios multi-homogéneos no caso do corpo base ser infinito, e por seus
polinémios multilineares no caso do corpo base ter caracteristica zero (as demonstragoes

sao as mesmas feitas para T-ideais).

Definicao 1.5.16 Sejam G um grupo abeliano finito e A uma dlgebra G-graduada.
Dizemos que um polinémio f de K(X | G) é um polinémio central essencial G-
graduado para A se f € Cg(A) — Tg(A) (denotaremos o conjunto Cg(A) — Tg(A)
por Ca(A)).

Exemplo 1.5.17 As identidades polinomiais Za-graduadas das dlgebras Moy(K) e
M, 1(E) foram descritas em [19] para caracteristica de K igual a zero. Neste artigo, Di
Vincenzo mostrou que Tz,(My(K)) e Ty, (My1(E)) sao gerados, respectivamente pelos

conjuntos

0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
{12, aiVaay) — 222V} e {[e)”, o], aiVaylay? + aglayay.

A mesma descri¢ao foi obtida por Azevedo e Koshlukov em [7], quando K é infinito e

de caracteristica diferente de 2.



38

Exemplo 1.5.18 Considere M,(K) munida de sua Z,-graduagio (veja o Exemplo
1.5.4). Em [48], Vasilovsky descreveu as identidades Z,,-graduadas de M, (K), quando

char K = 0. Mais precisamente ele mostrou que Ty, (M, (K)) € gerado pelo conjunto
(0.50), a0 5) 020 | i€ 2,)
O resultado continua vdlido para K infinito e foi demonstrado por Azevedo em [4].

Exemplo 1.5.19 Os polinomios centrais Zs-graduadas para My(K) e My1(E), com
K infinito e charK # 2, foram descritos por Brandao e Koshlukov em [11]. Mais
precisamente, foi mostrado neste artigo que os Ty, -espagos Cz,(M2(K)) e Cz, (M1 1(E))

sao gerados pelos conjuntos

(0) ,.(0)

A0 2z, x( (1,1 1) (1) (1) (1))Z2 : :Bgl)xél)+x§1)x§1)

1\ Ty T3 T3 Ty Xq

(0) .(0)

Zl[% y Lo ]22 ) Zl(l’gl)

) 4 D000 0 af)

respectivamente, onde z1 e zo sao varidveis em X.

O préximo resultado mostra uma importante relagao entre os conceitos de iden-

tidades polinomiais ordinarias e graduadas.

Proposigao 1.5.20 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes
tais que Tg(A) C Tg(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entdo
T(A)=T(B).

Prova. Consideremos a algebra associativa livre K(Y), onde Y = {y1,,...}
e seja f(y1,Y2,-.-,yn) € T(A). Dados by,by,...,b, € B, tomemos bgg) € BY, para
1=1,....,neg € G, tais que b; = Egegbgg). Para cada bgg) # (0, tomemos :El(-g) € X e
consideremos o polindémio f; = f(EQGG:UZ(»g), . ,degw%g)) € K(X|@G). Como f € T(A),

temos f; € T(A) e dai fi € Tg(B). Fazendo entdo as substituicoes 29 = b\, para

1=1,...neg€ G, temos

fbi, by, b)) = f (Zblg,Zb%,...,ang> =0

geG geG geG
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eassim f € T(B). Se Tg(A) = Tg(B), entao T(A) C Tg(B) e Tg(B) € Ti(A), donde

temos a ultima afirmagao. W

Definiremos agora codimensoes graduadas. Mas, faremos antes algumas con-

sideragoes sobre polindmios multilineares graduados.
Definicao 1.5.21 Definimos

Ve = (50 Toim | 9 € G0 € 5y)

o(n

como sendo o espago dos polindmios multilineares graduados de grau n de

K(X | G).

Observagao 1.5.22 Note que os ¢.;s nao sao fizos em cada varidvel x; com i =

. o 0) (1) (0
1,...,n. Por exemplo, sendo G = Zs, considere os mondmios m; = xé )xg )xﬁ) €

0)_(2) (1 . o
my = xé )mé )x§ ). Ambos sio mondmios geradores de Vi e no entanto os G-graus

em cada varidvel sao diferentes.
Considerando charK = 0, o Ti-ideal de uma algebra G-graduada A é determi-
nado por seus polindmios multilineares, ou seja, por V¢ N T (A) para n € N (veja a

Observagao 1.5.15).

Definicao 1.5.23 A n-ésima codimensao (G-graduada de A ¢ definida como sendo

Definicao 1.5.24 Dizemos que uma familia
S={S,C{l,....n} | g€ G}
¢ uma G-partigao de n = {1,...,n} se satisfaz:
(i) UpeasSa = {11}
(ii) S, NSy =0 para g # h.

Neste caso escrevemos S g n para representar a G-particao S de n.
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Cada monémio m € V¢ define uma tinica G-particao de n, a saber I(m), dada
por

Sy(m) = {j € {1,...,n} | x aparece em m}
para g € GG. Para uma G-particao & de n, definimos
VES) = (m € V¢ | m é um monémio, I(m) = I).
Exemplo 1.5.25 Dado o grupo Zs = {0,1,2} e o monémio

m(xy, Te, T3, Ty4) = xgo)x?)xg)xil) c Ve

note que
%0<m) = {3}’ %1(m> = {4}’ %2(m> = {1’ 2}
e que
So(m) U1 (m) USSe(m) ={1,2,3,4},
e ainda

SoNS =0,J0N S =0, NS = 0.

Portanto & é uma G-particao de {1,2,3,4}.

Seja G um grupo abeliano finito, com |G| = r, e fixemos uma ordem em G,
digamos G = {¢1, g2, ..., g }. Fixados ny,ns,...,n,. € Z, comn; > 0eni+ng+...4+n, =
n, definimos V¢ como sendo o subespago de V.¢ dos polindmios multilineares

n1,Mn2,..., Ny

nas variaveis

(g1) (g1) ,.(92) (92) (gr) (gr)
A e R TN ot U e AT A

Considerando agora a G-parti¢cao P de {1,...,n} dada por
Py =A{1,....m}, Py ={m+1,..,n+n}, ..., Py, ={ma+...+n,1+1,...,n}

temos que V¢ =VE(P).

n1,n2,...,N

Sendo A uma algebra G-graduada, definimos

Ve Vi (P)
G A :d MY yeeeyNp :d n 1
e (A) = it “S ) = PVEP) 0 To(A) )
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Sendo ¥ uma G-partigao qualquer de n tal que |S,,| = n; para todo ¢ =1, ..., 7,

Di Vincenzo mostrou em [20], Lema 3, que

. V2163> _ Gq
dsznG(%> A To(A) =Cp,..., nT(A).

Também foi mostrado em [20] que

B N ve VO(S)
Vi=@WIE) e VGAT(A) D VE(S) N Te(A)

Stagn Stgn

e que as G-codimensoes de A sao relacionadas pela férmula

onde



Capitulo 2

Identidades polinomiais graduadas de
produtos tensoriais pela algebra de

(Grassmann

Neste capitulo vamos considerar G um grupo abeliano e R uma &lgebra
G-graduada. Também vamos considerar a algebra R ® E com a graduacao natural
pelo grupo G x Zsy. Vamos estudar e comparar as identidades polinomiais G' X Zo-
graduadas de R® F com as identidades polinomiais G-graduadas de R. Descreveremos
um conjunto de geradores das identidades (G x Zz)-graduadas de R ® E em termos de
geradores das identidades G-graduadas de R. Essa descrigao foi obtida por Di Vincenzo
e Nardozza [21].

Em todo este capitulo o corpo base K sera sempre de caracteristica zero.

2.1 A aplicagao (;

Seja £ = Ey @ E; a élgebra exterior. A partir da algebra G-graduada R, apre-
sentaremos a algebra R ® E, que é uma &lgebra GG x Zs-graduada com componentes

homogéneas dadas por

(R® E)(gvi) — R ® E;,
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para i € Zs e g € G (veja o Exemplo 1.5.7).
Vamos relacionar as identidades G-graduadas de R com as identidades (G x Zs)-
graduadas de R ® F.

Fazendo K(X | G x Zy)W = @P._, K(X | G x Z3)9) para cada g € G, temos

1E€EZ2
que a algebra livie K(X | G x Zy) é uma é&lgebra G-graduada. Fazendo também
K(X | G xZy)" = @, K(X | G x L)), para cada i € Zj, observamos que
K(X | G x Z3)9 é também Z,-graduada.

Sejam m um monoémio multilinear em K(X | G X Zs) e i1 < ... < i; os indices

das variaveis de m com Zs-grau impar. Entdo para o € Sym({ii,...,ix}) , onde

Sym({i1,...,ix}) € o grupo das permutagoes de {i1, ..., 7}, podemos escrever
m = Mozg (i) - - - k1206 (i),) Mk,

onde mqg, mq, ..., mg sao mondmios multilineares em varias variaveis com Zs-grau par

e Zo(i;) € X sao varidveis com Zp-grau impar. Entao, como em [31], definimos

¢(m) = (=1)%m (2.1)

Note que
¢(¢(m)) = (=1)7(=1)7m = m.

Como K(X | G X Zy) e K(X|G) sao algebras livres, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.1 Dado J C N, definimos:
a) oy K(X | G) — K(X | G X Zy) como sendo o homomorfismo de dlgebras dado

por

9D se je

(

€T:

1(9)) _ ? (2.2)
x|

'g,0)7 se i ¢ J
b) ¢y VE — VE2 como sendo a transformagao linear tal que C;(m) = ((ps(m))

para todo monémio m € V.¢.

Conforme veremos, a aplicacao (; tera um papel fundamental neste e no proximo

capitulo.
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Exemplo 2.1.2 Seja G = Zs3, m = xé )a:(l)xgl)xgo)xéo)x @) o= {1,3,4,9}. Entao:

1 1 0 0 2
o) = (o DD 0 =

_ Ig’o)134(1171)ZL‘§171)ZE§071)JI§070)ZL‘§2’0).

2,0 1,1 1,1 0,1 0,0 2,0
Cr(m) = C(ps(m)) = (V2 Da eV P03y =

_ (—1)(t 4 95RO (D) 01, 00) 20) _

B J:((SZO):Efll,l)xgl,l)xz())[),l)zéo,o)x?,o)‘
Note que o = (1 4 3) € Sym(J) e que (—1)1 43 =1,

Fixado J C n, uma G-particdo & de n induz uma (G x Zs)-particao I’ de n

assim:

Reciprocamente, a partir de uma (G x Z,)-partigdo S’ de 1 pode-se obter um G-partigao
de n, tomando-se
%g - %/(970) U %/(971) (24)

/

para g € (G. Claramente a correspondéncia & = &/, para um .J fixo, é biunivoca.

Lema 2.1.3 Sejam J C {1,...,n} e (,¢s e {5 como acima. Seja y o homomorfismo
G-graduado de K(X | G x Zy) em K(X | G) que suprime o Za-grau das (G X Zs)-

varidves livres, isto €,

vzl 29 vr e X (2.5)

Entao:
(i) voys=1Idgix | 6.
(it) Se ' Foxzy n, J =Uyeq S, € f € VEXL2(Y) | temos (pr09)(f) = f
Prova. De (2.5) temos que

yop(a”) = y(a"”) =z

para i = 0, 1. Logo temos o item (i).
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Para demonstrar o item (ii), considere J = {i,...,i,}. Observando que os

(gipl) (g' ’1)
0 M My

Tr

monomios de f € VE*22(J) sao da forma m = mox m,., onde o0s

m;s sao mondmios nas variaveis de Zs-grau zero, temos

iq 51 i
(s 07)(m) = (ps(v(mezt® Vmy .m0 Vm,)) =

(9i1)

ml...mT_lxir m,) =

(gilvl) (g' »1)
a My e xy

= MoT L my =m

onde m; = y(m;). Assim, obtemos o item (i7). W

Lema 2.1.4 Sejam R uma dlgebra G-graduada, f(.rggl),...,x%g")) € K(X | G) um
polinémio multilinear G-graduado, J C {1,...,n} e (a1 ®dy,...,a, @ d,) uma substi-
tuicao (G X Zsy)-admissivel para (;(f) com a; ® d; € R® E, parai=1,...,n. Entdo
C(f)ar®dy, ... a0, @dy) = flar,...,a,) @dy...d,.

Prova.

Seja (a1 ®dy, ..., a, ®d,,) uma substitui¢ao (G X Zs)-admissivel para (;(f) (ou seja,
que respeita os (G x Zs)-graus das variaveis de (;(f), conforme a Definigao 1.5.12).
Sendo J = {iy, i3, ...,4;} com iy < is < ... < iy, cada mondmio de f pode ser escrito da

forma

(g1) (gt)

) = MOy - Ty M

onde os m.s (com i=0,1,...,t), sAo mondémios nas variaveis restantes e gy, ..., g; S840

elementos de (G, nao necessariamente distintos. Entao

Ca(m) = (=1) s (mo)als) . 2V (my)

o - 1 1) =
(—1)7mozl) 2l Vm,,

onde my, ..., m; sao mondmios de Z, grau 0. Consequentemente,
Cr(m)(a; ®@dy,...a, @dy) = (—=1)m(a; @dy, ..., a, @ dp,),
observando que R ® E pode ser vista como algebra G- graduada. Assim,

(=1)m(a1 @ dy, ...,an @ dy) = (=1)°m(ay, ..., an) @ Vodo(i)V1 - - - Ao,y Ve =
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(=D)7(=1)m(as,...,a,) @dy...dy =m(ay,...,a,) @dy...dp,

com v, € Ey ed; € Ey parai € J, e d; € Fy para i € J pois a substituigao (G X Zs)-

admissivel. Consequentemente,

Q(f)(al & dl, vy Qg X dn) = f(al, ...,an) & dldn

Teorema 2.1.5 Sejam f uma uma identidade polinomial multilinear G-graduada para

R de graun, e J C{1,....,n}. Entio (;(f) € Toxz,(R® F).

Prova. Como char K = 0,temos que T (R) é multihomogéneo. Assim, podemos tomar
F@9 29y € VE(S) para alguma G-particio S de {1,...,n}.
Seja (a1 ®dy, ..., a, ®d,) uma substituigdo (G x Zs)-admissivel para (;(f). Como

f é multilinear, é suficiente provar apenas que
C(f)ar ®@dyy.ya, ®d,) =0
com as @ty € RY) ® E;,. Pelo Lema 2.1.4 temos
C(f)ar ®@dy,...ia, ®dy) = flag,...,a,) @dy...d,
e consequentemente
C(f)a @dy,..cia, @dy) = flay,...,a,) @ dy...d, =0®d;...d, =0,
pois, por hipotese, f € Ti(R). Portanto

Ci(f) € Taxz,(R® E).

Provaremos agora que polinomios obtidos dessa forma, sao suficientes para des-

crever as identidades polinomiais (G x Zs)-graduadas de R ® FE.

Lema 2.1.6 Considere &' uma (G x Zy)-parti¢io de n, f € Taxz,(R® E)NV.E*22(F)

e o conjunto
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J = U Sg)-

geG
Entao f = C;(h) para algum h € Te(R) NV.E(S), onde S € a G-partigio de n corre-

spondente a ' (considerando o subconjunto J de n).

Prova. Seja J = {iy,...,4,} com i; < ... < i,. Entao qualquer monémio de f

pode ser escrito na forma

onde os mls (com i = 1,..,r) sdo mondmios com varidveis de Zs grau par em

1
K(X | G X Z3) e 0 € Sym(J) uma permutagao dos elementos de J. Assim,
f= Z ammoxgg(li’ll))mlxggé’:)) . xgg(’;rl))mr

onde o depende de m. Tome h = (yo()(f) € V.9(S). Pelo Lema 2.1.3 (0 07)(¢(f)) =

C(f) e dai
Cr(h) = Ci(vo¢(f)) = Clps(vod(f))) =

= (o (psom)(C(f) = () = [

Alem disso,
1 1 r,1
h=~0C(f)=(y0() <Z ammoxggél))mlxgg&)) .. .x((fg(ir))mr> ;

e assim

h="" an(=1)7mexly) iz 2l m, € VE(S)

o (i1 o(iz) o(ir)
onde m; = y(m;) (i =1,...,r) e o depende de m.

Queremos mostrar agora que h é uma identidade G-graduada para R. Para isso,
considere (a1, ..., a,) uma substituicio G-admissivel para h em R. Temos que a; € R\
se, e somente se, ¢ € F,. Desde que E ¢ a algebra de Grassmann de dimensao infinita,
podemos escolher elementos homogéneos dy, ...,d, € E tais que dy...d, # 0 e d; € F;
se, e somente se, i € J. Observe entdo que (a3 ® dy, ..., a, ® d,) é uma substituigdo

(G X Zs)-admissivel para f, pelo Lema 2.1.4, temos

0= f(a1 X dl, vy Ay X dn) == CJ(al X dl, vy X dn) == h(al, ...,(ln) & d1 e dn
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Como d;...d,, # 0 temos h(ay,...,a,) = 0 e assim, temos h € T(R). W

Seja J C N. Se & é uma G-particao de n e ' é a correspondente (G X Zs)-parti¢ao

de 7, temos pelo Teorema 2.1.5 que se f € V() NTg(R), entao
Cr(f) € Vi (S) N Tawn,(R® E)
ou seja,
¢ (VES)NTe(R)) C V() N Taxz,(R® E).
Agora pelo Lema 2.1.6, se f € V.922(S') N Tgxz,(R ® E), entdo f = (;(h), com
h € VE*22(Y') N Tgwz, (R @ E), ou seja,

fe¢ (VEQ)NTa(R))
Assim, temos que

V() N Taxz,(R® E) = ¢ (VE(S) NTe(R)) . (2.6)

2.2 Codimensoes graduadas de Re RQ® E

Sejam J C N, S kg neQ a (G x Zy)-particao correspondente a & com respeito
a J. Fixando-se uma ordem em G, isto é, g3 < ... < g¢,, consideremos a ordem

lexicogréfica a esquerda em G X Zs,, induzida pela ordem de G, ou seja,

(91,0) < (91,1) < (92,0) < (g2,1) < ... < (9r,0) < (g, 1).

Para cadat=1,2,...,r, sejam
‘%l(gi,o)| =bi € }%,(gul)’ =4 (27)
De (2.4) temos |y, | = p; + ¢;. Note que p; é exatamente o niimero de varidveis com

(G x Zsg)-grau (g;,0), g; ¢ exatamente o nimero de variaveis com (G x Zs)-grau (g;, 1)
nos monomios de VE*22(3') e (p; + ¢;) representa exatamente o niimero de variaveis
com G-grau g; nos mondmios de V.%(S), com i = 1,....,7. Assim, é evidente que
> i_1(pi + ¢;) = n. Considerando agora a igualdade (2.6) (no final da segao anterior),

obtemos que

dim(VExE NTaxz,(R® E)) = dim(VE

P1,q15--+5Pr,q P1+q1,--,Pr+qr

NTe(R)  (28)

pois (; é injetiva. Para um melhor entendimento veja o exemplo seguinte.
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Exemplo 2.2.1 Considere o monémio m = xé )x(l)x(l)x(o)x(o)x(2) e o grupo Zs com a

ordem {0,1,2}. Sendo & a Zs-partigao induzida pelo mondémio m, temos

S2<m) - {576}7%1(7’1) = {174}7 go(m) = {273}
Note que
|%2| — 2, |%1’ - 2, ‘%0| - 2

Assim, m € VE(S).

Agora, considerando J = {1,3,4} temos

Cj(m) _ $é2,0)x511,1)xgl,l)xgﬂ,l)xgo,o)xglﬂ)

De (2.3) e (2.4) temos
%/(2,0)(7”) = {5,6}, %/(2,1)(7”) =0, %/(1,0) (m) =10,

%/(11( m) = {1,4}, \301( )= {3}, \9(00( m) = {2}
e dat
|%,(2,0)| =2, |%,(2,1)| =0, |%,(1,0)| =0, |%/(1,1)| =2,
’%/(071)‘ =1, ’%/(0,0)‘ =1

Logo, fizando a ordem {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)} em Zs x Zs, temos
Cr(m) € VE*E(Y). Observe ainda que

[S2] =[S0 + 1Syl =2+0=2
S| =[Sl o) + Syl =0+2=2
S| = ’%/(0,0)‘ + ‘%/(0,1)| =14+1=2.

Provaremos a seguir um resultado que relaciona as codimensoes (G'x Zs)-graduadas

de R ® F com as codimensoes G-graduadas de R.

Proposigao 2.2.2 Seja R uma Pl-dlgebra G-graduada. Entao

&2 (R® E) = 2" (R).
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Prova. Primeiramente, pela formula (1.7) temos

n
GBROE)= ) oot g (ROE).  (29)
p1+qi+...+prt+qr=n b1,41, -+, Dr, 4y
Ja pela equagao (2.8), temos que
GXZ G
Cplfqﬁ--,pmqr (R®E) = Cp1+qu,....prt+ar (R) (2.10)

is di GXZ — i G _ , .

pois dimV; 22 o =dimVy, . =mnl Além disso,
n o n! _ n! _(]91 +a)! (o +aq)!
P1,4q1, -, Pr, 4r pl'pQ' p"" (p1+QI)| (pT+qT)' D1 DPr
B n P+ Dr+qr
P+ Qs Prt G D1 Pr
Consequentemente,
n
GxZ OxZ
CTL - 2(R ® E) - Z CPITQI?-MPWQT (R ® E) =

pi+q1+...+prt+qr=n P1,4q1, -, Dry 4y

-y ¥ .. ¥ ! ) NG
N1y ey Ny

ni+...4nr=n p1+q1=n1 Prt+qr=nr

= Z Z . Z " : " " 651,...,7%(R) =

ni+...+nr=n p1=0 pr=0 niy, ..., Ny P1 Dbr
ni Ny
_ n CG (R) n1 n, .
= Ry Tl Ce =
ni+...4+nr=n n17 “eey n,« p1:0 pT‘:O pl pr

:cS(R)ii...i A R I R [

p1=0p2=0 pr=0 P1 D2 Dr
ni no Ny
ny o Ny
_ G _
= ¢ (R) E E E =
p1=0 b1 p2=0 b2 pr=0 Pr

= ¢ (R) 2m 2" | 2 = gmitnatetne (H(R) — 2" ¢(R).

n
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2.3 Identidades graduadas para R® E

Seja J = {iy,...,ir.} € N, com i; < ... < ix. Dada o € Sym(J), o pode ser
representada pela palavra «(i1) ... a(i;) em J. Dado m € N e inteiros positivos
t1, ..., ty, tais que t; + ... +t,, = k, podemos dividir a palavra a(iy)... a(ix) em produto

de m subpalavras de comprimento t4, ..., t,, € escrevemos

a=4ayy ... Q1 Q21 - A2ty o A1 - Ay, -

N

—~ N —~

t1 to tm
Seja m € Sym(m), podemos permutar as m subpalavras de a segundo 7. Desta

maneira, definimos a seguinte permutacao de Sym/(.J)

™ —
o = aﬂ-(l)vl aﬂ(l)vtﬂ(l) a’ﬂ(?),l aﬂ-(Q)vtﬂ'(Q) aﬂ(m)>1 aﬂ(m)zt‘n(m)
~~ ~~ ~~
tﬂ(l) t7r(2) t‘rr(m)

Queremos comparar o sinal de o com o sinal de o”. Para isso consideremos
D = {i € m| t; é¢ impar}

Suponha D # (), digamos D = {ly, ..., I}, com [; < ... < l5. Suprimindo de 7(1)...7(m)
as letras que nao estao em D, denotemos por 7 a permutacao em Sym(D) definida
pela palavra obtida dessa forma. Além disso, essa palavra define uma tnica permutagao

™ € Sym(s), a qual satisfaz
T = 7T(l1) .. .71'(15) = lﬂ*(l) ce lﬂ*(s).
Observe que 7* permuta as letras de 7, e assim 7* e T tém o mesmo sinal.

Exemplo 2.3.1 Considere J = {3,5,7,9,12,15} C N. Seja o € Sym(J) a permu-
tacao definida pela palavra

a=9 715 5 12 13 (2.11)

Para uma melhor compreensao, podemos escrever o em uma notacao habitual

ou seja,
35 7 9 12 15
a = =(39 5 7 15).
9 7 15 5 12 3
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Sejam t; = 3, to = 1 e t3 = 2. Dividindo o em m = 3 subpalavras de compri-

mentos 3, 1 e 2, temos

azg(?)) a£5) oz(?l Ei(?l a(12) a(15) (2.12)

Sendo 7 € Sym(3) tal que 7 = (1 3 2), temos

a"=12 3 9 7 15 5
K S =~
ts t1 to

Notemos que D = {1,2}, 11 =1 e ly = 2. Logo, ™ =id € Sym{1,2}. Assim,

ﬁ' 1 2 :ll lgzlﬂ*(l) lw*(Q)

Dai, 7 =id € Sym{1,2}. Note que (—1)* =1 e (—=1)*" = 1. Por outro lado

Esse exemplo pode ser generalizado pelo lema a seguir.
Lema 2.3.2 (i) Se D =0, entio (—1)*" = (=1)*, para toda © € Sym(m).
(ii) D # 0, entio (—1)*" = (—=1)*(=1)™", para toda ™ € Sym(m).

Prova.

Cada permutacao em Sym(m) pode ser escrita com um produto de transposi¢oes
e cada transposi¢ao (a b) € Sym(m), com b = a +t et € N, pode ser escrita
como produto de transposigao da forma (r r 4+ 1). Para ver isso, basta observar que
(@ b+1)= (b b+1)(a b)(b b+ 1) e usar indugdo. Assim, ¢é suficiente mostrar o
resultado apenas para 7 da forma (r 7+ 1).

Considerando entdao 7 = (r r + 1), temos

T

a =ay1..-Q1¢ - -Apry11--- ar+1,tr+1 Ar1 .. -Qrt,. - - Qmp1-...Amy,,
NS ~~ v A - NS ~~ v ~~
t1 tr+l tr tm
onde ty,...,t., tyy1,...,t, sa0 os tamanhos das subpalavras. Consequentemente, o™

pode ser obtida a partir de a realizando-se t,.t,,; trocas de duas letras. Observe que

cada troca de duas letras implica em multiplicar o sinal da permutagao « por (—1).
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Como as duas palavras possuem tamanhos ¢, e t,.1, obtemos o sinal de o™ multiplicando

28

o sinal de « por (—1)"'+1 isto &,

(1) = (=11

Se D = (), entéo t, e t,,1 sao ambos pares. Logo, t,t,,1 € par e dai (—1)'+ = 1.
Assim (—1)°" = (=1)* e portanto temos o item (i).

Se D # (), suponhamos D = {ly ... I;} e observe que 7* e T tém o mesmo sinal,
se t, é par ou t,,1 € par, note que t,.t,,1 é par. Suponhamos por exemplo que ¢, é par
e t.yq € impar, temos r € Dedai @ =1 ... r+ 1 ... ls, logo T = Id. Analogamente

para t, impar e t,.,1 par. Dai
(D) = (=) (=) = (=1)* - 1= (=1)*(=1)7 = (=) (-1
e (i1) segue. E por fim, sendo t, e t,,1 ambos impares, temos T = (r 7+ 1) e assim

(=D = (=1)*(=D"" = (=1)*(=1) = (-1)*(=1)7 = (=D (=D)"".

Exemplo 2.3.3 Seja
1 2 3 4 5

31 2 5 4
Nas notacoes do Lema 2.3.2 temos = 3 1 2 5 4. Considere entao as subpalavras
b =3, 0o =1 2, B3 =5, B4 =4 de tamanhos t; = 1, to = 2, t3 =1, t, = 1
respectivamente. Dado m = (1 2), temos " =1 2 3 5 4. Note que (—1)° = —1
e (—=1)%" = —1. Agora usando o Lema 2.3.2, temos que D # (), pois, D = {1,3,4},

sendo =1 3 4, temos n* = Id, logo
(- = (=) (-D)" =—-1-1=-1

Exemplo 2.3.4 Agora vamos considerar as subpalavras na permutacao

24 5 7 12 14 18
o 7 12 4 18 2 14

Considere também as subpalavras aqy = 5, as =7 12 4, a3 = 18 2 e ay = 14 de

tamanhos t1 = 1, toy = 3, t3 = 2, ty = 1, respectivamente, note que (—1)* = —1.
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Considerando agora a permuta¢io m = (2 3) € Sy, obtemos a permutacao

2 4 5 7 12 14 18
5 18 2 7 12 4 14

observe que (—1)*" = —1. Por outro lado D = {1,2,4} sendom =1 3 2 4, temos
7=1 2 4 edai, 7* = Id e assim (—1)" = 1. Entdo vamos verificar o sinal de o™,

pelo Lema (2.3.2) temos,
(- = (=1)%(-1)" =—-1-1=—1.
Antes de enunciar o proximo lema, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.5 Seja w = wjwyws € V/§ tal que

w, = xigl)xém)xé%)x(ﬁ@, Wy = Iggs)xéga)l,gm)xggs)xgg) e ws = xég10)$§%11)xé912)

Definimos
Supp{w;} ={j € N: mg.g) aparece em w; para algum g € G}
comi=1,2,3. Dado J ={2,3,4,6,7,9,10,11,12} e fazendo
|J N Supp{w}|=3=1;
|J N Supp{ws}| =4 = t,

|J 0 Supp{ws}| =2 =ts.

Considere a palavra nos indices 2,3,4,6,7,9,10,11,12 de varidveis de w, com a mesma

ordem em que elas aparecem em w, ou seja,

4611 32712 910
—— = <~

t1=3 to=4 t3=2

Entao podemos definir a permuta¢io o € Sym{J} como sendo

23 4 6 79 10 11 12
4 6 11 3 2 7 12 9 10

Agora, fazendo b; = ¢ (w;), comi=1,2,3, temos,

by = gy (wy) = gD 020 Lo 1) g lasl)
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1 1 ,0 1 ,1
b Z@J(wg) :xégs ):Eg‘% )Igm )x(798 )l,gg )

bg = @J(wS) — $é§10,1)$g%11,1)$é912,0)'

Observe que 0z,(b1) =1, 0z,(b2) = 0 € 0g,(bs) = 0.

Diante disso, note que o Zs-grau de b; é 1 se, e somente se, i € D = {i | t; ¢ impar}.
De fato, se o Zo-grau de b; é 1, entao existe um namero fmpar de varidveis em b;
com Zso-grau 1 e isto implica t; tem ordem impar, ou seja, t; é impar. Logo, ¢ € D.
Reciprocamente, se 7 € D, entao t; é¢ impar e assim existe um ntimero impar de variaveis
em b; com Zso-grau 1, ou seja, o Zo-grau de b; ¢ 1. Note que esse exemplo pode ser

generalizado.

Lema 2.3.6 Seja f(zf',...,29") € VC e wy,...,w,, monomios em K(X | G) tais que
Oc(w;) = gi e f(wy,..,wy) € VE. Sendo J C n, exvistem D C {1,....,m} e elementos
homogéneos by, ...,b,, € K(X | G X Zsy) tais que
(1) Ocxz,(bi) = Oaxz, (Pp(2])).
(ii) Co(f(wr, .., wm)) = £g(b1, ... bm), onde g = (p(f)
Prova. Seja f(z{',..., 29r) = > oo cwxi’g(ll)) . xfr’z;g”)) e Wi, ..., Wy, MONomMios
tais que w = wy ... w,, ¢ multilinear. Escrevemos

Supp(w;) := {j € N| 2 aparece em w; para algum g € G}

De acordo com a notagao do Lema (2.3.2), seja J = {i1,..., 0}, com iy < ... < iy.

Escrevendo
| N Supp(w;)| =t;
temos .
S ti=k
i=1

Entao consideremos

ayi1...a1¢ A21...42.¢5 -+ Ay 1--- A t,,
- o v
VvV VvV TV

t1 to tm

a palavra nos indices iy, ...,17; de variaveis de w, com a mesma ordem em que elas
ocorrem em w, da esquerda para a direita. Definimos a permutagao
... g

ar1 .. Am,



e o conjunto D = {i| t;¢ impar}. Note que (j(w) = (=1)%¢p,s(w).

Sym(m), pelo Lema (2.3.2), temos

Cr(Wr(1) e W) = (= 1) (=)™ 0 (W (1) We(m))

quando D # ) e
Cj(wﬂ'(l)"'wﬂ'(m)) = (_1)0690J(wﬂ'(1)“'w7f(m))

quando D = ().

Considere agora o polinomio

g(xggl’hl), s xﬁf{m’hm)) = (p(f(f, ..., z9m)).
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Para todo n €

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Tomemos b; = ¢ ;(w;). Observe que, para todo i = 1,...,m, os G-graus de b; e w; sdo

iguais, pois ¢  acrescenta apenas o Zso-grau em w; mantendo o mesmo G-grau. Note

também que pelo Exemplo (2.3.4) o Zs-grau de b; é impar se, e somente se, i € D.

Assim, temos o item (7).

Se D # (), de (2.15) temos

7h myhm
g(atotm) oy = (F(a, L, al)) =

(9 (1)) (Gr(m))
=(p (Z ) ) =

7T€Sm
Gr)  (mm)
(X ool o8 -
ﬂ'ES'm

™ (9r(1)) (9 (m))
= Z cr(—1) ng(xW(l()l) xﬂ(n(l)) ).

7T€Sm

Z(Qz)) _ x(gi’h’i) com Z — 17 ...,ne dai

- M

De (2.15), temos que ¢p(z

™ (9r(1)) (Gr(m))
Z cr(—1) goD(xW(l()l) xw(rﬁb)) ) =

7T€Sm
_ * (gﬂ’(l)7hﬂ'(1)) (gﬂ'(m)vhﬂ'(m))
= 5 (=17 e Ty :
WESm

Note que o motivo de aparecer o sinal de 7* acima, é porque 7* € Sym{s} pode ser

vista como uma permutacao dos elementos de D.

Agora, avaliando g em by, ..., b,, obtemos
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e dai

TESm
= (=1)" Z Cw(—l)w*<ﬂJ(ww(1)) @J(ww(m)) =
TESm
=) (D)D) s (Waqy) - - Waimy) =
TESm
de(2.13)
= Z CTI'CJ(wTI'(].) wﬂ'(m)) =
TESm
= (s <Z Crlln(1) - - - ww(m)) =
TESm

=G (f(wy, ...y wy)).

Por outro lado, se D = {), note que (—1)™ = 1. Assim de (2.15) podemos escrever,

(g1,h1) (gmshm)y _
g(xg R I
o (gw(l)7h7r(1)) (gﬂ'(m)vhﬂ'(m))
= E Crio () S )
TESm

Avaliando ¢ em by, ..., b,, obtemos,

g(bl, ceey bm) = Z Cwbﬁ(l) R bﬂ(m)

7T€Sm

e daf

(=1)%g(br- .. bm) = (=1)* > Cabaqt) .- bam) =

TESH

= (=1 D expa(Wan) -+ p(wegm) =

TI'GSm

= Z CW(—l)QQOJ(wﬂ(l) Ce wﬂ-(m)) =
WGSW
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= CJ ( Z CrWr(1) - - - wﬂ'(m)) =

TI'GSm

= Cf(f(wla sy wm))
e assim obtemos (ii).

Teorema 2.3.7 Seja € C K(X | G) um sistema de geradores multilineares para

Te(R). Entao o sistema
{G(N) e K(X | GxZs) | fe& JCN}
€ um congunto de geradores multilineares para Tgxz,(R® E).
Prova. Seja U o Txz,-ideal de K(X | G) gerado por
{C(f) e K(X | GxZy) | fe& JCN}.

Como f € &£ é multilinear, pelo Teorema 2.1.5, temos que (;(f) € Texz,(R® E), e
assim U C Tz, (R® E).

Agora, tomando h € Tgyz, (R ® E), como charK = 0 podemos considerar
h € VE*22(J') para alguma (G X Zy)-particio S’ de 7, onde n é o grau de f. Pelo
Lema 2.1.6, existem J C N e um polinomio multilinear h € T (R) tal que h = (;(h).
Como h pertence ao Tg-ideal gerado por &, temos

h = Zozfuff(wl, ey Wiy )UF
fe€

para algum f € £, monodmios uy, vy, w; e escalares ay. Consequentemente,

h=Co(h) = apl(usf(w,. .. ,wn)vp)

fee&

Por outro lado, para cada f € £ temos

Crlupfw, ...y wm)vg) = Crlup)Cr(f(wi, .oy wm))Cr(vp)

e pelo Lema 2.3.6 existem algum D = D(f) C {1,...,m} e elementos homogéneos

bi = bi(f) tais que Ogxz,(bi) = Oaxz,(pp(2])) €

Cr(flwr, ... wp)) = £g(by, ..., by)
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para g = (p(f). Sendo f(xggl), . ,a:q(;‘{m)) € V¢, com dg(w;) = g;, temos

Co(f (@™, 2 9)) = C(fen(@™), ..., op(@))

e dai (by,...,bn) é (G X Zy)-admissivel para (p(f). Observe que g = (p(f) € U e assim,
g(b1,...,b,) € U. Isto quer dizer que cada termo de h = (;(h) pertence a U, e assim
h € U. Portanto Tz, (RO E)CU. W

Observagao 2.3.8 Na prova do teorema acima usamos o Lema 2.3.6 item (i), porque
dado J C{1,...,n}, nao sabemos se ((;(wy), ..., ;(wy)) € (G X Zs)-admissivel para

7.

Observagao 2.3.9 Sejam J C N e 1,...,k os indices das varidveis de um mondmio
m, temos (;(m) = Cinq,..k3(m). Dai, precisamos trabalhar apenas com subconjuntos

J de{l,... k}.

.....

2.4 Aplicacoes

Vamos determinar agora a (Z, X Zs)-graduacao da algebra M, (E), utilizando o

isomorfismo
T: M\,(K)®@ E — M,(F)

Eij X a — T(Ezj X CL) = Ez(a)
Para isso, considere a Z,-graduagio M) = (E;; | i — j =) com v € Z, de M,(K).

Assim, temos
M,(E)7) =T(MY @ Ey) e My(E)") =T(MY @ E).
Logo, para v € Z,, temos que
M (E)00 = (Ey(a) | T—J =7, a € E)

Mo (B)"Y = (Ey(a) | T=j =", a € By

¢ uma (Z, X Zs)-graduagao da algebra M, (£). Em particular, considere o exemplo a

seguir.
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Exemplo 2.4.1 Considere o isomorfismo T : My(K) @ E — Msy(E) tal que

Al Ao Ala Aaa
T ®Ral| =
Az A Asa  A\a
Observe que
A O 0 A
My(K)© = ' AMERY e My(K)W = 1l eR
0 M\ Az 0

¢ uma Zo-graduacao para My(K). Usando o isomorfismo T obtemos

Ey 0O

T((Ma(K)"”) ® Ey) = = My(E)*
0 Ey
E 0
T(My(K)) @ By = — My(E)©®D
0 E;
0 E
T((My(K)V) @ Ey) = " = My(B)
Ey, O
0 FE
T(My(K)V) @ Ey) = F = My(B)Y
E, 0

E assim obtemos a (Zy % Zy)-graduagio { My (E) 0 My(E)OD My (E)10 ) My(E)1D}
da dlgebra Ms(E).

Uma aplica¢ao do Teorema 2.3.7 descreve as identidades (Z,, X Z3)-graduadas da
algebra de matrizes M, (E) ~ M,(K) ® E. Vasilovsky [48] descobriu um sistema de
geradores para a algebra M, (K) munida de sua Z,-graduacao natural (veja o Exem-

plo 1.5.4). Usando este fato e o Teorema 2.3.7, temos o corolario abaixo.

Corolario 2.4.2 O ideal Ty, «7,(M,(E)) € gerado pelas sequintes identidades multi-

lineares:
0,0) (0,0
o, 2]
0,0) (0,1
(20 2]

(O,l)xgo,l) +

! m(O,l)xgo,l)

2

$§i,0)xé—i,o)x§i,0) . xgi,o)xg—i,o)xgi,())



xgi’o)xé_i’o)xgi’l) B $g¢,1)x§—i,o)x§i,o)

xgi,o)x;—i,l)xéi,o) _ xéi,o)xg—i,l)$§i,0)

xgm)mgfm)xgi,o) +x§’i,o)ngi,1)$gi,1)

Igi,nxg—i,o)xém) +x§i’1)x§_i’0)x§i’l)

xgi,l)x;—i,l)x:(;,l) +x§i,1)xé—i,1)xgi,1)
para i € Luy,.
Prova.

Pelo que vimos acima, temos que M, (K) ® E ~ M,(F) como Aalgebras
(Zy, x Zs)-graduadas. FEntao é suficiente mostrar que esse conjunto gera o 1%, «z,-

ideal Tz, «7,(M,(K) ® E). Pelo Exemplo 1.5.18, o Ty, -ideal de M, (K) é gerado pelos

polinémios

0 0 7 —1 1 1 —1 1 .
([, 2P, 202502 — 22520 | i e 2.}

Entao usando o Teorema 2.3.7 e variando J em {1, 2,3}, ou seja, fazendo
J=0,J={2}, J={3}, J={1,2}, J ={1,3}, = {1,2,3},
J ={1}, J ={2,3}, temos

(i) J=0:

o Go([et”,2]) = Clpoa(aa)) — C(po(adat?)) =

aq .(0,0) (0,0 as (0,0) (0,0 0,0 0,0
= (D = (e = [, )

Y
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onde o e ap sao as permutagoes dos indices nas variaveis de Zs- grau impar.

Como neste caso nao existem essas variaveis, temos (—1)* = (—1)** = 1.

o Galaf ) ) =

= (e ey = Clpo(a 2l V) =

_ (_1)a1x§i,0)xg—i,0)x§i,0) B (_l)a%g,())xg—ip)mgi,m

_ xgi,o)ngi,o)xgi,o) N mgi,o)ngi,0)$§i,0).

(i) J = {2}:
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0 0 0 0 0 0
o Cioy([21”,2]) = Clopay (2172) — C(ppay (2 2\?)) =
_ (—1)0‘1:E§0’0)$g)’1) ( 1)042:[( 1) (0 0) _

0,0) (0,1 0,1) (0,0 0,0 0,1
_ 200,00 _ 01 00) ()7365 1,

x? - .1'2 :Cl = [xl
onde (—1)™ = (=1)° = (=1)" = 1.
o (ol Vel — 2l 2l =
= ety al) = (o (af) 2y Val)) =

_ (_1)a1x§i70)$é—i,l)xz())i,0) B (_1)a2$éi,0)x§—i,l)x§i,0) _

_ xgi,o)ngi,l)xgi,o) B xi()’i,o)ngi,l)xgi,o)’

onde (—1) = (=1)22 = (=1) = 1.

(iii) J = {3}:
o (21, 2)) = ¢y (2V2) — Clpy () =
_(_1)a1x§070)$5070) ( 1)0421.( )(00)

0,0) (0,0 0,0) (0,0 0,0 0,0
_ 200,00 _ 00,00 _ ¢ )7365 )

Lo = — Ty 1 )

novamente a; e g sao as permutacoes dos indices nas variaveis de Zo-
grau impar. Como neste caso ndo existem essas varidveis, temos (—1)* =

(=1)*> = 1. Note que obtemos o mesmo polindbmio quando fizemos

Go([x”, 23))) .

o G2l ) — D20t =

= (pgay (225 720)) — (g (@Y al?y) =
_ (_1)0{13051‘,0)93&—1‘,0)90?,1) B (_1)a2$éi,1)x;—i,0)x§i,0) _

_ xgi,o)ngi,o)xz(;,l) o x({(}i,l)ngi,ﬂ)xgi,o).

onde (—1)* = (=1)*2 = (—1)" =1,
(iv) J ={1,2}:

0 0 0 0 0 0
o Cuay (2, 20) = (oo (@) — (e P el?)) =
a1 0,1 0,1 as 0,1 0,1 -
= (1) ( ) ( ) _ (-1) xé ):Eg ) _

:x§01) (01)+ ( 1) (01)

onde oy =id e ag = (1 2).

¢ Comlel?ea) — allaf V) -

= ((ppay (@2 2)) = (oo (a2 V2?)) =
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_ (_1)a1x(i,1) g—i,mxgi,o) B (_1)a2xéi,o)xg—i,1)x§i,1) _

_xgz 1) ( i,1) :())i,O)_l_xi())i,())xé—i,l)mgi,l)

Y

onde também oy =id e ap = (1 2).

(v) J ={1,3}:
0 0 0 0 0 0
o Cg ([, 2) = Clopa (" ad) — Clepa (@) =
(1)L (—1)e2g P07 =

0,1) (0,0 0,0) (0,1 0,0) (0,1 0,1) (0,0 0,00 (0,1
= 02O 0NN = (000N _ (00 00) - 00 400

)

onde oy = ay = id. Note que o polindbmio encontrado é consequéncia do

polindmio ({2}([:55), (0)]) [:L’(OO) é )]-

o ooyt n) — a0 =

= ((pps (@252 = Clppsy (a2l 2?)) =

_ (—1)“1x(i’1) (4,0)1,(1',1) B (_1)a2xéi,1)$gfi,0)$§i,l) _

(R0 60 | ) (50) i)

onde a; =id e as = (1 3).

(vi) J = {1,2,3}:

0 0 0
o Caaa (2, 20]) = Clopam @ Vz)) — C(ppas @) =

_ (—1)“1x§0’1)x§0’1) B (—1)a2x(0’1) ©1) _

:x§01) O 4 ( 1) (01) _x§01) (0, )—l—azé 1) 501)7
onde oy = id e ap = (1 2). Note que esse polindémio é o mesmo polindémio

obtido por .z ([, 7).

* ({123} (ﬁgi)xéfi)x;(f) — x;(»,i)xéfi)mgi)) _

= C(90{1,2,3}(xgl)xéﬂ)xg))) — Clep2s) (2§ 2)) =

_ (_1)a1x5¢,1)xg—i,1)xg,1) B (_1>a2xé¢,1)xg_i,1)x§i,1) _

_ $§i71)l'g_i7l)l':())i’l) + $i())i,1)x§—i,l)$§i,l)’

onde a; =id e ay = (1 3).
(vii) J = {1}:

0 0 0 0 0 0
o (a2, 2Y]) = Clopy (22)) — Clppy (e al?)) =
(_1)a1x50,1)x5070) _ (_1)0623?&0’0)1‘30’1) —
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00) xé0,0)ng,l)

0,0) (0,1 0,1 0,0
: RN — a0 00)

0,1

_ (0,0) _(0,1)
- —[%2 » L1 ]’
onde oy = ay = id. Note que o polindbmio encontrado é consequéncia do

e .. 0 0 0,0 0,1
polinomio Cpay ([, 20]) = [, 21

o Gy — 2P al?) =

= (o (@25 29)) = Clppy (2l 2y =
_ (—1)“1x§i’1)x§_i’0)x§’0) o (_1)a2x§i,o)$g—i,o)x§i,1) _

_ xgi,l)xg—i,O)wéi,O) _ Igi,O)xg—i,O)xgm)
i,0) (—i,0) (3,1 1) (—i,0) (3,0
= (@) — gl 60

onde a; = ap = id. Observe que o polinémio encontrado é consequéncia do

polinomio (ys (xgi)ngi)x{(f)—:Ug):vgfi)xgi)) = xgi’o)ngi’o)xg’l)—wg’l)ngi’o)xgi’o).

(vii) J = {2,3}:

0 0 0 0 0 0
o Coan(e”,2d]) = C(pps (2) = ((ppan (Y 2") =

= (DY — (1 Ve

0,0) (0,1 0,1 0,0 0,0 0,1
= PP 000 — (500 o)

onde oy = s = id. Note que o polindémio encontrado é o mesmo polinémio

obtido por C{g}([xgo), :L’go)]) :

() ) 50

L C{2,3}(I1 Lo (_i)xgi))

- xéi)xz

= ((ppasy @V 2520)) = ooy (a2l 21)) =

_ (_1)%1:51,0)%%4,1)1,?,1) B (_1)”%?,1)@4,1)%5@0) _
B xgi,o)xg_m)x:(;,n n xgm)xg_m)xgi,o) _

_ $§i71)l‘g_i71)$§i70) + xgi’o)xg_i’l)xg’l),

onde a; = id e ap = (2 3). Observe que o polinémio encontrado é con-
sequéncia do polinémio xgi’l)xé_i’l)xg’o) + xgi’o)xg_i’l)x(f’l), obtido fazendo

J = {1,2}.

E assim obtemos identidades geradoras de 17, x7,(M,(K)® E). &

Observacao 2.4.3 Para o caso particular n = 2, temos que 0s polinémios

(0,27, a2 )
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geram o Ty, -ideal Ty,(Ms(K)) (veja o Exemplo 1.5.17). Logo, no resultado anterior,
podemos considerar apenas i = 1. Assim, Ty, xz,(Ms(K) ® E) € gerado pelos sequintes

polinémios (Za X Zs)-graduados

[I(O,U) xé0,0)]

(0.0), [x(0,0) x(OJ)]

Y )

x](LO,l) 0.1 4 0:1),.0.1)

Ly g Ty
{10710, (10) _ 1 (1.0) (1.0) (1.0
xg 0) é )xél’l)—xgl 1) §10) (1,0)
PN L0 10 (D) 10) (2.16)
(LD, (LD, 010 4 (0,01, (L)
IR0, 0D 4 (D (10, ()
(LD (LD 01) | (D) (1.0 (L)

Agora, daremos um pouco mais de atenc¢do para a algebra My(F). Um teorema
bem conhecido de Kemer [32|, chamado Teorema do produto tensorial, diz que,
em caracteristica zero, as algebras M, ;(E) ® E e My, (E) sao Pl-equivalentes, ou seja,
essas algebras possuem as mesmas identidades polinomiais (veja também em Regev
[43]). Usando os resultados demonstrados na segao anterior, vamos mostrar um caso

parcial deste teorema.

Teorema 2.4.4 As dlgebras M;1(F)® E e My(E) sao Pl-equivalentes em caracteris-

tica zero.

Prova. Conforme o Exemplo 1.5.17, as identidades polinomiais Z,-graduadas de

M, 1(E) sao geradas pelo conjunto
{[x(10)7xg0)]’ xgl) (1) (1) + Isl) (21) 1)}
Entao, variando J C {1,2,3} e usando o Teorema 2.3.7, obtemos:
(i) J=0:

0 0 0 0
o ([, 2) = Clpo(xa)) — C(pp(a) ")) =
aq .(0,0) (0,0 as (0,0) (0,0 0,0 0,0
= (=D = (21l = o, )

)
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onde « e s sao as permutacoes dos indices nas variaveis de Zs- grau impar.

Como neste caso nao existem essas variaveis, temos (—1)* = (—1)** = 1.
o QWP 4 2000

= C(po(xV 2V as))) + C(pp (Mg 2 V) =

= (ORI (1O O

(L0510, (00 | 1 0.0) (10),(10)

(ii) J = {2}:
0 0 0 0 0
o ([, 2) = Clpey (@ 2)) = Clppy(a8)2l”)) =
= (~1)ma" Ve — (~1)eeay ™ =

0,0),.(0,1 0,1), (0,0 0,0) (0,1
= o) — 2V = (0, 25"

)

onde (—1) = (=1)*2 = (=1) = 1.

o Coy(@WaVz® + 2Nl V) =

1 1
= (oo (22N + C(ppay (a2 zD)) =

= (—1)“1135 ’ )xgl’l)xél’o) + (—1)a2xgl’0)x§1’1):(:(11’0) =

o $§170)1’§171)l’é170) + xgl,l))xgl,l)xgl,o)’

onde (—1)* = (=1)*2 = (=1) = 1.

(iii) J = {1}:

o Cy([#1”,2]) = Clepy (2 a)) — Clppy (2 2l”)) =

= (=D = (1 =

0,1 0,0 0,0 0,1 0,0 0,1 0,1 0,0
0,0 0,1
== —[.Té ),.Ig )],

onde oy = ay = id. Note que o polindbmio encontrado é consequéncia do

polinémio C{Q}([xg ), xéo)]).

1
o Guplataaf) 1 oalaf) =

1
= (o (M) + ¢y (228 2(V)) =
_ (_1)%%51,1)%‘21,0) (1, )+ (_l)a2x§1,0)xgl,0)xgl,l) _

_l'ng)ZL‘gl’O) (1, 0)+ (1() (1, O)xgl,l)

b

onde a; = oy = 1d.
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(iv) J ={1,2}:

0 0 0 0 0 0
o Cgy ([, 29) = C(opgy (e ad) — Clppay (@Y 2)) =
_ (_1)a1 (0,1) (071) B (—1)0‘2x§0’1)x§0’1) _

:x§01) (01)_|_ ( 1 (01)

)

onde ay =id e ag = (1 2).

1 1 1 1 1 1
o o otsa) + afaell) =

1 1 1 1 1
= (oo (@M + gy (M2 a)) =

_ (—1)“1x§1’1)x§1’1)x§1’0) n (—1)a2x§1’0)x§1’1)x§1’1) _

_ xgl,l)a:gl,l)xél,O) . I:(}I’O)l’gl’l)l’ng),

onde também oy =id e ap = (1 2).

(v) J=1{1,3}:

0 0 0 0 0 0
o Cua ([, 20) = C(pps (@V2) = Clpp s EPel?)) =

= (—1)@r (00500 _ (_1ya2y 00,01 _

0,1 0,0 0,0) (0,1 0,0 , 0,1 0,0 0,0 0,1
= P00 000 = (IO p000) = [p00 00

onde oy = ap = id. Note que o polinémio encontrado é consequéncia do

polinémio C{Q}([xg ), (0)]).

o Cuay(aValVal) + 2fafl i) =

1 1 1 1 1 1
= (o (a8 + Cppa (P aNaV)) =

_ (—1)“1x§1’1)x§1’0)x§1’1) " (—1)a2x§1’1)x§1’0)x§1’1) _

_ xgl,l)xél,o)xél,l) o xz())l,l)xgl,o)mgl,l)’

onde a; =id e as = (1 3).

(vi) J={1,2,3}:

0 0
o Croa ([, 29) = (o (@V2) — C(ppas (@y2") =

— (_1)041 (071) (071) _ (_1)0&2 (0’1) (0’1) —

20500 | <>mn_w$n()+xg>mn

onde oy = id e ag = (1 2). Note que esse polindémio é 0 mesmo polindémio

obtido por (f1, 2}([x§ ) 2).
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d C{l,z,g}(xgl)xg) (1)+x(1) (21)x§1)) _
(1) (1) (1) TR

:C(90{1,2,3}(m1 Ty T3 ))+C(90{1,2,3}($3 Ty 'wy’)) =
_ (_1)a1x§1,1)$§1,1)x§1,1) n (—1)0‘21’:(;)1’1).1'&1’1)1‘51’1) _

_ xgl,l)xgl,l)xgl,l) . I:(}I’l)l’gl’l)l’ng),

onde ay =id e ag = (1 3).
(vii) J = {3}:

0 0 0 0
o Ciay ([, 2]) = Clopa (21729)) = C(ppay (2 27)) =
_ (_1>a1x§0,0)xg)70) ( 1)0421,( 0) (0 0) _

0,0) (0,0 0,0) (0,0 0,0) (0,0
= 20200 — 2P0 = [af ),xé d

7
novamente «; e as sao as permutacgoes dos indices nas variaveis de Zo-
grau impar. Como neste caso nao existem essas variaveis, temos (—1)* =

(=1)* = 1. Note que obtivemos o mesmo polinémio quando fizemos

0
G ([, 29)) .
o Cray(aVaial) +aMaPalV) =

1 1 1 1 1
= (o (@22 + Clppay (25252 V)) =

_ (—1)“1x§1’0)x§1’0)x§1’1) n (—1)“23:&1’1)37&1’0)1-51’0) _

_ Igl,())‘rgl,o)xél,l) + xél,l)xgl,o)xgl,o)'

onde (—1) = (—1)2 = (—1)" = 1.
Observe que o polinémio encontrado é consequéncia do polindémio

xgl’l)xgl’o)a:g’o) + :Egl’o) (L0 obtido para J = {1}.

(viii) J = {2,3}:

0 0 0 0 0 0
o Coan(fe”, 2d]) = C(pps (22) = ((ppan () 2") =

= (-1mai™a) — (~1)ay V™ =

o I(O,O)x((],l) _ x(O,l)ng,O) _ [$§0,0)’ Ig(),l)]

-1 2 2 )

onde a; = ap = 1d. Note que o polindomio encontrado é o mesmo polinémio
obtido por C{g}([:cgo), a:go)]).
G2 )
_ (1),.(1) (1),.(1) (1)
= ((ppeay (21 23 9‘73 )) + (P (T3 oy "2y 7)) =
= () ¢ (e 00
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_ xgl,o)xgl,l)x:(zl,l) . C(]ngngl)l’gl’O) _

1,1 (1,1) (1,0 1,0) (1,1) (1,1
= a0

onde ay = id e ap = (2 3). Observe que o polinémio encontrado ¢
consequéncia do polinémio xgl Dmél’l)xél’o) — xgl’o)xgl’l)xgl’l), obtido para
J =1{1,2}.

E assim obtemos o seguinte sistema de geradores para 17z,xz,(M;1(F) ® E):

0,0) (0,0
B

1 , [l‘(ovo), x(ovl)]

Y

l’(o’l)l’go 1)+ é 1) 50,1)
xgl,o)x(lo) (10)+xé 0) é 0) 51,0)
(1010, (D) 4 (D), (10),010)
DN 4 00 217
PN L0 10 (D) ()
B0 (1) (1.0) (1)
N N

Vamos obter agora uma (Zs X Zy)-graduagao para My(FE) com respeito & qual as
identidades sao geradas pelos polindmios em (2.17).

Considere agora o automorfismo ¢ : Zy X Zy — Zo X Zsy tal que t(0,1) = (0,1) e
t(1,0) = (1,1) (Observe que t(1,1) = (1,0)). Tomando agora M) = My(E)¢ D),
para (i,) € Zo X Zy, temos que {M9) | (i,j) € Zy x Zy} ¢ uma nova (Zy X Zs)-
graduagao para Ms(FE).

Sejam Tz,xz,(M2(E)) e Ty, .5, (M2(E)) os ideais das identidades (Z; x Zs)-
graduadas de My(F) com respeito a primeira e a nova graduagao, respectivamente.
Temos que f(2\9, ..., 2i%)) € Ty, 7, Mo(E) se, e somente se, f(z\"“@, .. 2y ¢
17, .z,M2(E). Observando que os polinémios de (2.17) sdo obtidos a partir dos
polinémios (2.16) trocando-se os graus das variaveis pelas suas imagens por ¢, conclui-
(My(E)) & gerado por (2.16). Logo, T7,.z,(My(E)) =
Ty,x2,(M11(FE) ® E) e dai, pela Proposigao 1.5.20, temos o resultado. W

mos que Ty, .7,



Capitulo 3

Polin6émios centrais graduados para

R®FE

Neste capitulo estudaremos os polindmios centrais graduados para R® E a partir
dos polinémios centrais da algebra graduada R. Como consequéncia, obteremos os
polinémios centrais (Zy X Zs)-graduados para a algebra My(F), quando K ¢é infinito
e charK # 2, e os polindmios centrais (Z, X Z)-graduados para a algebra M, (E),
quando charK = 0. Determinaremos também as identidades e polindmios centrais
Zo-graduadas para F ® E, considerando uma Zs-graduagao diferente da usual. Nos
basearemos nas idéias desenvolvidas no capitulo 2 de como relacionar as identidades
graduadas das dlgebras R e R ® E. Os principais resultados que serao apresentados

neste capitulo foram obtidos por Alves, Brandao e Koshlukov [2]

3.1 Polindbmios centrais de R para RQ F

Seja {RY | g € G} um G-graduacdo para R. Lembremos que uma (G x Zs)-
graduacao para R ® E induzida a partir da G-graduacao de R é definida como sendo
(R® E)9) = RY @ FE;. Assim, deduziremos nesta secdo um método para a obtencao
de polindmios centrais (G x Zy)-graduados para a élgebra R® E a partir de polinomios

centrais G-graduados da algebra R. O método é andlogo ao desenvolvido no capitulo
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2. Recordando o Teorema 2.1.5, daremos aqui um resultado analogo para polinémios
centrais. Lembramos que C'¢(R) denota o conjunto dos polindmios centrais essenciais

G-graduados para R (veja a Definigao 1.5.16).

Lema 3.1.1 Se f € Cg(R)NVE e se J C {1,...n}, com |J| par, entio (;(f) €
Coxz, (R E).
Prova. Como f é multilinear temos que
f(xggl), . ,xﬁlg”)) = Z aaa:((jg(‘;()”) .. .x((jg(if;)).
7€Sn

Seja J = {iy,...,i:} C{l,...,n}, comi; <...<i; et par.

Seja agora (a; ®by, ..., a, ®b,) uma substituigao (G X Zy) — admissivel para (;(f).
Pelo Lema 2.1.4 temos (;(f)(a1®by, ..., a,&b,) = f(a1,...,a,)Rb;..b, € Z(R)QZ(E) =
Z(R®E), pois, como |J| & par, temos que b;...b,, € Ey = Z(E), e além disso, (ay, ..., ay)
¢ uma substituigdo G — admissivel para f. Logo, (;(f) € Coxz,(R® E).

Por outro lado, como f & Tg(R) e dimE = 0o, podemos tomar by, ..., b, € E tais
que by...b, # 0, e ay,...,a, € R tais que f(ay,...,a,) # 0. Logo (;(f)(a1 ® by, ...,a, ®
bn) # 0. Assim, temos que f & Tgxz,(R® E) edai f € Caxz,(RQ E). R

Observagao 3.1.2 Note que o lema anterior € vdlido para char K # 2.

Usando o que foi visto no Exemplo 1.5.19, vejamos algumas aplicagoes do lema

anterior.

Exemplo 3.1.3 Sabemos que f = [xgl),azgl)] € Cz,(M,1(E)). Portanto, para J = (),
obtemos

G(f) = [, 25" € Cryrzy (M1 1 (B) @ E)

Também

Cay(f) = $§1,1)xé1,1) + $gl71)$§1’1) € Cryxz,(M11(E) ® E).

Exemplo 3.1.4 O polinémio f = xixd+zlzl pertence a Cy,(My(K)). Portanto, para
J=0,
Go(f) = " 0af + ) 0alt € Copn, (Ma(K) © )
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Do mesmo modo,
Caap(f) = af e — e Vel = 2D, 2] € Oz, (Ma(K) © E)

Exemplo 3.1.5 Seja G = {0}. Considerando a graduagao pelo grupo G, temos apenas
uma componente, a saber, (My(K))g = My(K). Se f € C(My(K)), podemos ver f
como polinémio G-graduado, e como {0} X Zg =~ Zs, para algum J C N, temos que
Ci(f) € Zs-graduado.

Tomando f = [x1, xs]o|x3, 24, sabemos que f (ver Exemplo 1.4.2) é um polinémio
central essencial para My(K). Considerando f graduado pelo grupo trivial e tomando
J C{1,2,3,4} obtemos polinomios centrais essenciais (;(f) para a dlgebra Zs-graduada

My(K)® E =~ My(E). Quando J =0, obtemos
Go(f) = 2", 2] 0 [, 2] € T, (Ma(K) ® E)

Agora, para J ={1,2,3,4}, obtemos

() =4y 0 af) o (2t 0 al)
Ja quando J = {1,2}, obtemos

G =201 o 25", 24”)

Quando J = {1,3}, obtemos

C() = Gl o) 1) )

Vamos relembrar o conceito de (G x Zs)-parti¢ao obtida a partir de uma G-
partigdo de {1,...,n}. Sejam J C 1 e & kg n uma G-parti¢ao. Entao definimos uma
(G x Zsy)-particao &’ de n fixando %’(gvl) =3,NJe %’(970) = & — J. Analogamente,
se S’ Fgxz, N temos uma G-partigao & de 7 fixando Iy = %’(970) U %,(g,l)' Note que

para cada J C n fixado, entdo a correspondéncia & «— &’ é biunivoca.

Lema 3.1.6 Sejam S’ Faxz, 7t uma (G X Zy)-particio e J = U, S, ). Se f €
V&L entio f = (5(h) para algum h € VE(S), onde S € a G-particio de n

correspondente a .
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Prova. Considere J = {iy,...,4;}, com i1 < ... < i, e seja m um mondmio de f.
Entao

(g1,1) (g2,1) (gt,1)

M= MOT ;Y T i) - - 1T () T

onde o ¢é uma permutacdo de J e os mis sdo mondmios nas variaveis de
K(X | GxZy) com Zy-grau zero. Escrevendo f = > a,,,m, considere as aplicagoes ¢ e
(s (Defini¢ao 2.1.1) e a aplicagao ¢ também definida na Se¢ao 2.1. Considerando agora o
homomorfismo de &lgebras v : K(X | G x Zy) — K(X | G) tal que y(29V) = 29 para
cada g € G e i € Z,, temos pela Proposi¢ao 2.1.3 que (py07)(p) =pe (yops)(q) =q
para cada p € VE*22(F) e ¢ € VY(J). Portanto se h = y((f) € VE(S) temos,

Cs(h) = Cr(v¢(f) = Clps oy o C(f) = CC(f) = f.
Resta agora mostrar que h = v((f) € V.¢(3). De fato,

e dai

h = ’yz ammgxg(ul)) My 11:57(“1))77%:

- Z ammoxgg(z)) m _1x(g())mt e VE(Q),

n

onde m; =v(m;), 0<i<t. N

3.2 Polinémios centrais (Zy X Z,)-graduados
para a algebra My(K)® FE

A descrigao das identidades Zs-graduadas para Ms(K), com K infinito e
char K # 2 foi apresentada no Exemplo 1.5.17. A descrigao dos polindémios centrais
Zo-graduadas para esta mesma &algebra foi apresentada no Exemplo 1.5.19.

Recordemos que a (Zy X Zy)-graduagdo em My(E) ¢ dada por
(My(K) ®@ E)@f) = My(K)® ® Eg, para a,3 € Zy. Recordemos ainda que uma
base das identidades (Zy X Zy)-graduadas de Ms(E) foi descrita no Capitulo 2 em
char K = 0. No caso em que K ¢ infinito e char K = p > 2, o mesmo resultado foi

provado em [6]. Em charK = 0, tal base pode ser obtida aplicando (; nos geradores
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das identidades Zs-graduadas para My(K) (veja a Observagao 2.4.3), obtendo-se os

seguintes polinomios:

0,0 0,0
g1 = [0 2P0
0,0 0,1

g = [0 2PV

g3 = x(0,1)$go71) + :Uéo’l)xgo’l)

(1’0)x(1’0)x§1’0) B xél,@)x(zl,o)xgl,o

g4 = T4 2

(1,1) (1,1)

) (1,1) .(1,1)

)

)

)

g5 = xgl,l)xél,())x:(gl,o) . xél,O)xgl,O)a;gl,l (31)
g5 = xgl,O)xgl,l)xi()’l,O) _ xgl,O)xgl,l)xgl,O)
g7 = $§171)xgl,1)xé1,0) + x:())LO)xél,l)xgl,l)
gs = xgl,l)xgl,o)xgl,l) + xél,l)xgl,o)xgl,l)
:(31,1 a:gl,l

g9 =1 Ty T

Os polindmios z1g;22, com zi, 2o

17, %7,-€Spaco.

+ x5 Ty

(1,0) (1,0

Considerando agora os polinémios hy = z; "’ o x5

)ehgz[x

€ X, geram Ty,.7,(M3(K) ® E) como um

,25Y] de

K(X | Zy X Zs) e lembrando que a (Zy X Zs)-graduagao para My(FE), induzida pela de

My (K) ® E, é dada por

Ey O E, 0
(MQ(E))(O’O) = ) (M2(E))(0’1) =

0 E 0 E

0 E 0 £
(My(E))H0) = , (My(E))Y =

Ey 0 Ey 0

temos o seguinte resultado.

Lema 3.2.1 Os polinémios hy, ha € Cyyxz,(Ma(E)).

Prova. Para mostrar que os polinomios hy e hy sdo polinémios centrais (Zg X Zs)-

- o 1 1)
graduados essenciais para Ms(FE), observemos primeiramente que f3 = acg )o xé ) 6 um

polinémio central essencial Zy-graduado para My(K). De fato, sejam A, B € My(K)W,
ou seja,

0&1 0a2

A= e B =
by 0 ba 0
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com ay, by, as,by € K. Tem-se que

f3(A,B) = AB+ BA =

0 aq 0 as 4 0 ao 0 a
by 0 by 0 by 0 by O
o a1b2 0 n a2b1 0 o a1b2 + bl(lg 0 o
0 blag 0 bgdl 0 61&2 + bgdl
1 0
= (albg —|—b1a2) 0 1 S Z(MQ(K))

Agora observe que podemos tomar aj,as,b; e by tais que ajby + biaz # 0 e dai
fs & To(My(K)). Assim f3 € Co(My(K)).

Pelo Lema 3.1.1, para J; = 0 e J, = {1,2} temos que (s, (f3) = z{"Vz{"? +
xél’o)xgl’o) e (n(fs) = xgl’l)xgl’l) - xgl’l)argl’l) pertencem a C7,xz,(My(K) ® E). Como

My(K)® E e M,(E) sao isomorfas como algebras H-graduadas, temos o resultado. W

Nos proximos resultados, vamos descrever geradores para o T-espago (Zs X Zs)-
graduado C7z,wz,(M>(E)). Seja H = Zy X Zsg e denote por V' o Ty-espago gerado pelos

polinémios 21g;22, 1 <i <9, e por hy e hs.
Lema 3.2.2 Ty (My(E)) CV C Cy(My(E)).

Prova. Como o Ty-espaco Ty (My(E)) é gerado por z1g;20 € V', para 1 < i <9,
temos a primeira inclusdo. Além disso, 21,20 € Ty(M2(E)) C Cy(My(E)), e pelo
Lema 3.2.1, hy, hy € Cp(My(H)). Assim V C Cy(My(E)). m

Teorema 3.2.3 Seja K infinito, com charK # 2. Entao V = Cy(My(E)).

Prova. Pelo Lema 3.2.2, V C Cy(My(FE)). Entao, basta provar que
V D Cy(My(E)). Seja f € Cy(Mz(E)) um polindmio multihomogéneo. Observe

que

a 0
Z(My(E)) = coma € Fyp C (]\/[Q(E))(O,o)'
0 a
Logo, como f € Cy(My(FE)), se Ou(f) # (0,0) entao f é identidade, e assim nos resta

apenas trabalhar com 0y (f) = (0,0).
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Vamos supor que f depende apenas de variaveis de graus (0, j), com j € Zy, ou

seja,
f= f(ﬂo,o)’ ”'7%(10,0)7%0,1)7 ...,xgg’l))_
Os polinomios [xgo,())’ 955070)]7 [xﬁo’o), $§0’1)]7 :Ego’l) o Ié@l) sao identidades H-graduadas

para My(E). Como f é multihomogéneo e

2(0:0).(0.0) _ .(0,0),.(0,0) (mod Ty (M2(E))),

7 7 7 A

20000 = 0D OO 4 6d Ty (Mo (E))),

K3 J J 7

x(O,l)x(O,l) = _l‘(ovl)xgo’l) (mOd TH(MQ(E)))y

i J J

temos

F= A0 (OO (ODYE (OO0 (mod Ty (M (E))),

n m

com \ € K.
Note (0:1)y2 i v 0 (0,1)
que (z77')? € Ty(My(E)), pois, dado € (My(E)\"Y, com
x,y € Ep, temos

2
x 0 x2 0 00

0y 0 o2 0 0

Entdo, se k; > 2 para algum j = 1,...,m, temos (335-0’1))’“1 € Ty(Ms(E)) e consequente-

mente f € Ty(My(E)) C V. Assim, podemos considerar k; = 1, para j = 1,...,m, e
dai
F= M @00 (D) (@0D) (mod Tu(Ma(E)))

n m

0) (0,1)

Entao substituindo :1:@(0’ por Eyi(1g) e ;" por Ey(e;), parai=1,...,nej=1,.,m,

temos

f — )\(EH(]-E) e Eu(lE))(EH(em) e En(ej)) = 0

onde f é o polinémio f avaliado nesta substituicdo. Assim, temos
?— /\E11(61 .. .€m) =0

e dai

)\En(el . Gm) == 7 S Z(MQ(E))



7

Isso implica em A = 0. e portanto f € Ty(Mgx(FE)) C V.
Agora vamos considerar f dependendo de variaveis de H-grau (1,7), com j € Zg
(possivelmente podera aparecer algumas variaveis de H-grau (0,7)). Note entao que

qualquer mondémio m de f pode ser escrito da forma

onde os H-graus de u e de v sdo ambos (1,0) ou ambos (1,1). De fato, primeiramente,
lembrando que o H-grau de f ¢ (0,0), considere o H-grau de u igual a (1,0). Dai

podemos escrever
(0,0) = d(uv) = d(u) + d(v) = (1,0) + I(v)

supondo 9(v) = (s,t), com s,t € Zy, temos (1,0) + (s,t) = (0,0). Logo, d(v) = (1,0).
Supondo agora que d(u) = (1,1) e d(v) = (s,t) temos

(0,0) = 0(uv) = (1 +s,1+1)

e dai d(v) = (1,1).

1
Observe ainda que uv = §[u,v] +wuowv. Se u e v forem ambos de H-grau

(1,0), entdao uowv € V, pois hy = :rgl’o) o xél’o) € V, enquanto que [u,v] nos da uma

matriz de traco zero em My(E). De fato, observe que dados A, B € (My(E))™? com

0 d 0 b
A= e B= , sendo a, b, c,d € Ey, temos
c 0 a 0
0 a 0 a 0 d
[AaB]: - =
c 0 b 0 b 0 c 0
db 0 ac 0 db — ac 0
0 ca 0 bd 0 ca — bd
bd — ac 0
0 ac — bd

Veja que o trago da tultima matriz é zero.

Por outro lado, quando u e v forem ambos de H-grau (1, 1), entao [u,v] € V, pois

hy = [xgl’l), xél’l)] € V, e ainda temos que u o v nos d4 uma matriz de trago zero em
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0 =z
M;(E). De fato, sejam A, B € (My(E))™V tais que A = ,com x,y € Ey, e
y 0
0 b
B = , com a,b € E;. Entao temos
a
0 =z 0 b 0 b 0 z
AB + BA = + _
y 0 a 0 a 0 y O
xa 0 by 0 xa 0 —yb 0
0 yb 0 azx 0 yb 0 —xa
xa —yb 0
0 yb — xa

Note que a ultima matriz tem traco nulo.

Assim, podemos escrever f = f; + f, onde f; € V e fy nos d4 uma matriz de
trago nulo em My(E) . Observe ainda que f € Cy(My(E)) e V. C Cy(M2(E)), e
dai fi € Cy(Ms(FE)). Logo, fo € Cy(My(E)). Mas, o centro de My(E) ndo contem
matrizes de trago zero, com exce¢ao da matriz nula. Assim, fo € Ty(My(E)) C V.

Como f; € V, temos portanto f € V. R

Proposigao 3.2.4 T;(A) =T¢(B) = Cq(A) = Cq(B).

Prova. Seja f € Cg(A), com f = f(af',..29). Dados a; € AY), temos
flay,...,a,) € Z(A), ou seja, [f(ai,...,a,),b] = 0 para todo b € A, e em particular,
se b € AW para qualquer ¢ € G. Assim, g = [f(xi“,...,x%"),xﬁlgll] € Ti(A) e dai
g € Te(B), donde f € Cg(B). A outra inclusao é analoga. H

Corolario 3.2.5 Seja charK = 0. Entao Cy(M1(E)®@ E) =V.

Prova. Pelo teorema 2.4.4 as algebras M 1(E) ® E e My(FE) satisfazem as mes-

mas identidades H-graduadas. Logo, pela Proposicao 3.2.4 e o Teorema 3.2.3, temos

Ca(Mi1(E)®FE)=Cyg(My(E)=V. 1
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3.3 Polinémios centrais (Z, x Z,)-graduados
para a algebra M, (F)

Nesta se¢ao vamos considerar char K = 0. Tomando n > 2, denote G = Z, ¢
H =7Z,Xx7Zsy. Sejam hq = [wgo), xéo)] efi= xgi)x(_i)xg) —xgi)x;_i)argi) com i € G. Denote
por B, o subgrupo ciclico gerado pelo n-ciclo (1 2 ... n) do grupo simétrico S,. Seja
a = (aq,ag, ..., a,) uma n-upla de elementos de G. Entao « é chamada uma sequéncia

completa se oy +as+...+a, = 0em G e {a1, 1 +az, a1 tas+as, ..., +...+a,} = G.

Defina entao

_ (a1) (a2) (an)
Yo = Z Lo)To2) = To(n)
O'EBn

para toda sequéncia completa «.
Asidentidades e os polindémios centrais Z,-graduados para M, (K) foram descritos
por Vasilovsky (veja o Exemplo 1.5.18) e por Brandao, respectivamente. A descri¢ao

dos polinémios centrais Z,-graduados para M, (K) é dada no seguinte resultado.

Teorema 3.3.1 ([10]) Seja charK =0, entdo o Tg-espago Ca(M,(K)) € gerado por
o, 21hoza € 21 fizo com z1,29 € X, com i € Z,, e a correndo sobre todas as sequéncias

completas.

Observacgao 3.3.2 Como um Tg-espago, Ta(M,(K)) € gerado por z1hoza 21 fiz2, onde

21,29 € X et € Ly,

Recordemos que M, (K) ® E = M,(E) ¢ H-graduada, com (M, (K) ® E)7%) =
(M, (K))" ® Eg, paray € G =Z, e s € Zy. Seja S = {ho, f; | i € Z,}. Note que os
polindmios em S sdo multilineares. Temos que {(;(w) | w € S,J C 2} é um conjunto

gerador multilinear de Ty (M, (K)® E) (veja o Teorema 2.3.7 e o Teorema 3.3.1). Além
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disso, pelo Corolario 2.4.2, o Ty-ideal Ty (M, (E)) é gerado pelos polinémios:

by = 2", 20

hy = [z 0’0),x§0’1)]

hy = 2000 4 40D 0

—1
K3

f{ _ wgi,o)ngi,o)wgi,o) _ x:())i,o)ngi,o)xgi,o)

i i,0) (=i,0) (i,1 i,1) (—i,0) (i,0
L N N 32)
fé _ xgz,O)mg—z,l)xgi,O) . Igi,O)x ’,l)xgi,O)

(
2
fi _ Qjgi,l)ngi,l):L,:(Sz',O) + x:(;,o)ng l)l’gi’l)
fé _ xgi,l)xéfi,(])xgi,l) + x{(}i,l)ngi,o)xgi,l)

- xgi’l)xé_i’l)xéi’l) n xgi’l)xé_i’l)mgi’l)

para i € Z,. Entao, como Ty-espago, Ty (M,(E)) é gerado pelos polindmios
ZlhjZQ, j = ].,2,3, € Zlf]i227 1 < k < 6, 1€ Zn,

onde z1,z, € X. Por outro lado, go € Cg(M,(K)), se a é uma sequéncia com-
pleta (Ver Teorema 3.3.1), e assim temos que se J C n e |J| é par, pelo Lema 3.1.1
C1(9a) € Cu(My(K) ® E).

Seja W o Ty-espago gerado pelos polindmios z1h;20, com j = 1,2,3, e z; fizo,
1 <k <6, comi € Z,, e também por (;(g,) para toda sequéncia completa a e todo

J CA{l,...,n}, com |J| par. Temos o seguinte lema.
Lema 3.3.3 Sdo vdlidas as inclusoes Ty (M, (K)® E) CW C Cy(M,(K)® E).

Prova. A primeira inclusao é imediata pois z1h;z9, 21f522 € W, com j = 1,2,3
el <k <6, egeram Ty(M,(K)® E) como Ty-espago. Como Ty(M,(K)® E) C
Cu(M(K)®E), temos que z1hjz2, 21 fiz0 € Cy(M,(K)QFE), paraj =1,2,3,1 <k <6
e i € Ly, e além disso (j(g,) € Cy(M(K) ® E) para quaisquer sequéncia completa «
e J C{l,..,n}, com |J| par. Assim, W C Cy(M,(K)® E). &

Teorema 3.3.4 Se charK =0, entao Cy(M,(K)® E) =W.

Prova. Como charK = 0, vamos considerar somente polindmios multilineares.

Seja f = f(z1,...,x1) € V! um tal polindmio. Entao, pelo Lema 3.1.6 existe J C ki
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e h € V¥ tal que f = ¢;(h). Denotando por d(f) = (a(f),B(f)) o H-grau de f,
com a(f) € Zy, e B(f) € Zsy, observemos que o G-grau de h ¢ o(f) = a(h). Supondo
feCy(M,(K)®E), seja (a; ®dy, ..., ar @ di) uma substituicdo H-admissivel para f,
com di...d; # 0. Logo, pelo Lema 2.1.4,

h(al, ...,ak) X dldk = Q(h)(al X dl, ey Ag X dk) =

= flay ®@dy,...;ar, @ dy) € Z(M,(K) ® E) = Z(M,(K)) ® Ej.

Aqui J é o conjunto dos i € k tal que d; € E;. Primeiramente considere /3 (f)=1em
Zs. Neste caso devemos ter di...dy € Fy — {0}, e assim h(ay, ...,a;) = 0, uma vez que
EyN E; = {0} e h(ay,...ax) ® dy...dy, € Z(M,(K)) ® Ey. Portanto, h € Tz(M,(K)) e
consequentemente f = (;(h) € Ty(M,(K)® E) C W.

Note que Z (M, (K)) = {Axn | A € K}. Como h(ay, ...,ax) € Z(M,(K)), temos

A0 ... 0

0 A ... 0 .
h(ay, ..., a,) = T (M, (K))

00 ... A

e dai, a(h) = 0. Assumindo agora 3(f) = 0, entdo |J| deve ser par. Se a(f) # 0,
temos que a(h) = a(f) # 0, e dai h(ay,...,a,) € (M,(K))° N (M,(K))T = 0, com
7 # 0, e assim h(ay,...a,) = 0. Portanto h € Tg(M,(K)). Assim, pelo Lema 2.1.5,
feTu(M,(K)®E)CW.

O ultimo caso a considerar agora é d(f) = (0,0). Neste caso a(h) = 0. Pelo que

foi visto acima, temos h € C(M,(K)). Observando que

Ca(My(K)) = Ta(Ma(K)) + U,
onde U é o Tg-espago gerado por polindmios da forma g,, temos que h = hy + hsy, com
hy € Tg(M,(K)) e he € U. Notemos ainda que (;(hy) € Ty(M,(K)® E) C W. Além

disso, pelo Lema 2.3.6, (;(h2) € (;(U) C W. Assim, f = (;(h) = (s(h1)+{s(h1) € W.
|

Sendo a + b = n, definimos a subalgebra M, ,(E) de M,(E) como sendo

A B
My p(E) = oD A e M,(Ey); De My(Ey), B € Mysp(Er), C € Myxa(En)
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Agora consideremos os conjuntos
DNo=A{(1,)) |1 <i,j<aoua+1<ij<a+b} e

N ={0,j)]1<i<aea+1<j<a+boul<j<aea+1<i<a+b}

Sendo (o, B8) € Z,, X Zs, definimos o subespaco M, ,(E)®?) da &lgebra M, ,(E)

como sendo o espago das matrizes de M, ,(E) tendo na entrada (7, ), com j —i =« €
Ly € (1,7) € Ag, um elemento de Ej3, e 0 nas demais.
Considerando agora a algebra P = M, ,(E) ® E, observamos que P possui uma

H-graduagao, cuja componente («, 3) é definida por
pleB) — Mmb(E)(O"B) ® Eo + Ma,b(E)(a’B+1) ® Fj.
Considerando esta graduagao, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.3.5 Seja charK =0 ea+b=n. Entio Cy(M,,(E) @ E) =W

Prova. Em [4] foi mostrado que Ty (M, ,(E)®F) = Ty (M, (E)). Pela Proposi¢ao
3.24, M,,(E)® E e M,(E) terdo os mesmos polindémios centrais H-graduados. Segue
do Teorema 3.3.4 que

Cit(May(E) @ B) = Cyy(My(E)) = W.

3.4 Polindbmios centrais Zso-graduados para £ ® E

Considere a algebra E® E. A Zs-graduagao usual de F® E é definida da seguinte
maneira:

(E®E) = (Ey® Ey) @ (£ ® E)
(E®E) = (Ey® Ey) & (B ® Ey).

As identidades Zs-graduadas de E ® E, com respeito a esta graduacao estao descritas
para K infinito em [19], no caso charK = 0, e em [7] quando char K = p # 2. Nestes

artigos é mostrado que o Ty, ideal Ty, (E ® E) é gerado pelos polindmios

0 0 1 1 1 1 1 1 0 1
21, 23"), 2iVay ay) +aylay e, (@), ),
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onde o tltimo s6 aparece quando charK =p # 0, 2.
Fixemos agora char K = 0. Podemos considerar outra Zs-graduagao em F ® F|
induzida pela graduagao trivial na primeira componente do produto tensorial e pela

Zo-graduacao natural na segunda componente, ou seja,

Lembrando que sendo G = {0}, podemos considerar um polinémio ordinéario f como

sendo um polindémio G-graduado, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4.1 Seja charK = 0 e considere a dlgebra Zo-graduada F ® E =
(E® Ey) @ (E® Ey). Entao os polinomios

0 0 0 1 1 1
R A e o N R N T R s e ey

formam uma base das identidades Zo-graduadas de F ® E.

Prova.

Vamos descrever as identidades Z,-graduadas de E ® E com respeito a graduagao
considerada no enunciado. As identidades (ordinarias) para E seguem do polindmio
[1, 22, 23], (veja o Exemplo 1.2.8). Entao vamos aplicar o Lema 2.1.5 neste polinomio
e variar o conjunto J C {1,2,3}. Quando J = () obtemos a identidade graduada
[x§0)7:z:g ),xgo)] para £ ® E. Quando J = {1}, temos [xgl),xg ), (0)]. Se {J} = {2}

temos o polindémio

0 0 0 1 0 0
1o, ") = o), 25") a") = [=[ed”, o], 5] =
1 0 0
= —[28", 2" 2] € (2, 2, 29T
Analogamente, quando J = {3} segue da identidade de Jacobi que
o 2] = 20,20, 20) — 18, 2", 28] e assim [21”, 23", 25"] ¢ consequeén-

cia de C{l}([xg ) 20 ),x3 ) . Agora se J = {1, 2}, temos

Gy ([, 72, 73]) = 2 VP2 4 2 WO _ 0 W) 0w @) _

1 1) (1 1) (1 1) (1 1 0
(xg)xg)ijg)xg))xg r3 () (1) ()—I—x() ()) [x ()oxg),xg)]
Quando J = {1, 3},

ol 22, ) = o) — oOeaf) 1 oDaVof®) — o0 =
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0 1 1 0 1
:[() ()]()—i—x()[() ()]_[xg),xg)]oxé).

SRR Ty 5Ty

Para J = {2, 3}

Colln way]) = ol — o al?al? o ofVal¥all) — alallal” =

0 1 1 0 1 1 0 1 0
= [, 2l [, 2] = () )l el ) =
= —l25”, 010 23" € ([, 2" o 0t}

Se J ={1,2,3} temos

Coll way]) = Vool o alVal? — ofVallal) — alVallal) =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= (212 + )y — ) @y + V) = [0 0 ) )

O resultado segue entao do Teorema 2.3.7. W

Consideremos agora o T-espago Zs-graduado V' gerado pelos polinémios

<1 [J}g )7 Ig»? Ié )]Z27 Zl[‘rgl)7 I§O)$i(’>0)]227 Zl([xgl)a $50)] © x§1)>22,

Al ozl afz, [, 28], @it oall). (3.3)

Lema 3.4.2 TH(FQ FE) CV CCL(E® E).

Prova. Do Teorema 3.4.1 a primeira inclusao ¢ clara. O polindémio [z1,z2]
¢ central essencial para E, e aplicando o Lema 3.1.1 para este polindmio, obtemos
[xgo),xg )] e xﬁ” o xgl) para J = () e J = {1,2}, respectivamente. Como TH(E ® E) C
Co(F ® E), os quatro primeiros polinomios em (3.3) estao em Co(F @ E). Assim,
VCO(ERE) 1

Teorema 3.4.3 Se charK =0, entio Co(E Q@ E) = V.

Prova. Pelo lema 3.4.2 ¢ suficiente provar que Cz,(F ® E) C V. Seja
f(azgo),... 2, a:gl),..., x%)) € Cz,(E ® E). Como charK = 0, podemos supor f
um polinémio multilinear. Se m ¢é fmpar, temos que f € K(X | Z;)!) e consequente-
mente, f avaliado em uma substituicao Zs-admissivel resulta num elemento de £ ® Ej.
Mas, Z(E® E) = Z(E) ® Z(F) = Ey® Ey, e como f € Cz,(E ® E) devemos ter
f €Tz, (E®FE). Segue entdao do Lema 3.4.2 que f € V.
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Suponhamos agora m par. Note que m par inclui o caso m = 0, ou seja, f
dependendo apenas de variaveis de Zy-grau par.

Vamos supor primeiramente n > 1. Cada mondémio w de f pode ser escrito como

0 , ~ ~ . ~
w = U,fg )’U. Como m é par, u € v sao ambos pares ou ambos sao lmpares. Se u e v sao

(0) (0) _.(0)
1

pares temos w = 7 vu (mod V') visto que [z} ', x5 '] € V. Quando u e v s@o ambos

impares temos w = —(xgo)v)u (mod V') devido a xgl) o xgl) € V. Portanto,
f(x:(lO)7 M ‘/ES’LO)I:([:L)? Tt 'r1(’Y1L)) = xg())g(xg())’ M x7(’LO)7 ‘/L':(Ll)7 M 'rg))(mOd v)

onde g é multilinear. Note que
f—a"geV CCy(E®E)
e daf existe h € Cz,(E ® E) tal que

Wg=f—heCy(E®E).

) por 1 temos g(ag, ..., @y, b1, ..., by) € Z(E ® E), para qualquer

Logo, substituindo x§°
substituigao Zs-admissivel (as, ..., ap, b1, ..., by) em g, donde g € Cy,(E ® E). Se g &

T7,(F ® F), entao existem elementos ag, ..., o, € E® Ey e by, ..., B € E® E) tais que

g(ala "'aan7617 a/Bm) 7é 0

e dai, como dim E = oo, deve existir d € F; tal que

Y= (d® 1)9(@1, --wanaﬁla 7ﬂm) 7é 0.

Como g, xgo)g € Cz,(E® E), temos g(as, ..., 0, B1, ..., Bm) € By @ Ey, v € Eg @ Ey e
v € E1 ® Ey— {0}

pois F1Ey = E;. Assim, temos uma contradi¢ao e portanto g deve ser uma identidade

Zo-graduada. Logo xgo)g também ¢ um identidade Zs-graduada e assim

xgo)g €Ty, (F®FE)CV;ecomo f— atgo)g €V, tem-se que f € V.

Agora suponhamos que f depende s6 de variaveis de grau 1. Como acima, pode-

P 1 , ~
mos escrever cada monémio w de f como w = uazg Ju e observe que se u ¢ par, entao v

L. L. ~ , . 0) (0
¢é impar, e se u é impar, entao v é par. Supondo u par e v impar, como [x(l ), xé )] eV,
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temos uxgl)v = argl)vu (mod V). Agora, se u é impar e v é par, como xgl) o xgl) eV,
temos
u:cgl)'u = —xgl)vu + xgl)vu + uxgl)v
= —2WMou+ (@) o
e entao u:pgl)v = —zMou (mod V). Portanto f(z\V, ..., a5 = 2V gV, .., 2)) (mod V)

onde g é multilinear.

Se g ¢ Ty7,(E® E), entao existem [; = u; @ v;, com 2 < i < m e u; e v; elementos
bésicos de E, tais que g(f2, ..., Bm) = u ® v # 0, onde u e v sdo elementos basicos de
E. Seja d; € E; tal que dyu,div # 0. Como f — xgl)g =heV C(Cy(E®FE), temos
dVg=f-heCu(E®E)edafu®dv=(10d)(u®v)=1®d)g(Bs, ..., Bn) €
Z(E® E) = Ey® Ey. Logo u € Ey. Além disso,

diu ® dyv = (dy ® d1)g(Ba, ..., Bm) € Eo @ Ey.

Diante disto temos que u € Ey e dyu € Ey, com diu # 0 e d; € Eq, o que é uma
contradicao. Concluimos entao que g deve ser uma identidade Zs-graduada para F Q@ E

e assim xgl)g €Ty, (F®FE). Logo, feV.
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