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You tell me we can start the rain
You tell me that we all can change
You tell me we can find something

to wash the tears away.
Iron maiden



Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre existência e unicidade de soluções
do tipo onda viajante para duas classes de equações diferenciais. A primeira delas
consiste de um sistema que modela a propagação de uma frente de temperatura em
meios porosos. Tal modelo é utilizado em métodos térmicos aplicados à recuperação
de óleo em engenharia de petróleo. Para este modelo são provados a existência e
unicidade de uma solução do tipo onda viajante para uma faixa de velocidades de
propagação a partir de um valor crítico. A existência é provada usando técnicas de
perturbação singular geométrica e a unicidade usando a integral de Melnikov. A se-
gunda classe consiste de uma equação do tipo reação-difusão conhecida na literatura
como a equação KPP. Esta equação aparece em problemas de reações químicas auto-
catalíticas isotérmicas. Usando técnicas similares às da primeira classe são obtemos
resultados análogos de existência e unicidade de soluções do tipo onda viajante. O
trabalho termina com o estudo da estabilidade espectral daquelas ondas viajantes
com velocidades não críticas da equação KPP sob perturbações em um espaço de
Banach com peso.

Palavras-chave: Ondas Viajantes, Modelo de Combustão, Equação KPP, Es-
tabilidade.
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Abstract

In this work is presented a study about the existence and uniqueness of traveling
waves solutions for two classes of differential equations. The first of them is a
system modeling a temperature front propagation in a porous media. This model
come from a thermal method applied to oil recovery in petroleum engineering. For
this model it is proved the existence and uniqueness of a traveling wave solution for
a range of propagation velocities above a critical value. The existence is proved by
the geometric singular perturbation technique and the uniqueness by the Melnikov
Integral. The second class is a reaction-diffusion equation known in literature as
the KPP equation. This equation come from isothermal autocatalytic chemical
reactions problems. By analogous techniques used in the first class are obtained
analogous results on the existence and uniqueness of traveling wave solutions. The
work finishes with the spectral stability study of the traveling waves with non critical
velocities of the KPP equation under perturbations in a weighted Banach space.

Key-words: Traveling Waves, Combustion Model, KPP Equation, Stability.
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Capítulo 1

Introdução

Reservatórios petrolíferos com óleos de alta viscosidade são comuns no Nordeste
brasileiro e em outras partes do mundo. Essa alta viscosidade do óleo gera muitas
dificuldades para a produção. Em primeiro lugar, óleos viscosos se deslocam pelo
reservatório com maior dificuldade, retardando a produção. Por outro lado, nos pro-
jetos de recuperação secundária convencionais, a água injetada no reservatório, por
ter uma viscosidade bem menor que a do óleo, se desloca por caminhos preferenciais
deixando grandes áreas do reservatório não varridas.

A combustão in-situ é um método térmico de recuperação que consiste em pro-
vocar uma frente de temperatura no reservatório com o objetivo de diminuir a vis-
cosidade do óleo, favorecendo o seu deslocamento. No entanto, a utilização desse
método pode trazer altos riscos ao meio ambiente e às vidas envolvidas. Portanto,
um planejamento cuidadoso, baseado em simulações numéricas e análise dos modelos
matemáticos envolvidos, é necessário antes da aplicação desse método.

O modelo matemático do método térmico, aqui estudado, consiste, à princípio,
de um sistema de equações diferenciais provenientes das leis de balanço de massa
das fases, do balanço de energia e da lei de Arrhenius, que fornece a taxa de reação
entre o oxigênio injetado e o combustível presente no reservatório. A metodologia
para estudar este sistema é supor que o mesmo possua solução do tipo onda viajante,
ou seja, uma onda que não muda de forma com a evolução do tempo. Com isto,
uma mudança de variáveis transforma o sistema de equações diferenciais (que inclui
equações diferenciais parciais e ordinárias), em um sistema de equações diferenciais
ordinárias, o qual passa a ser o objeto de estudo. A existência de uma onda viajante,
é equivalente à existência de uma órbita do sistema de EDO’s, conectando dois pon-
tos de equilíbrio, que representam, respectivamente, a configuração do reservatório
petrolífero, antes e depois da passagem da frente de temperatura.

Foi provado em [Da Mota] que a existência de uma tal onda viajante depende
de sua velocidade de propagação. Mais precisamente, existe um valor crítico de
velocidade σ∗ > 0, tal que o sistema possui solução do tipo onda viajante se, e
somente se, a velocidade de propagação da onda for maior ou igual à σ∗. Além
disso, a única onda que é forte, ou seja, que corresponde à uma órbita do sistema
de EDO’s associado que se estabiliza de forma exponencial, tanto no menos infinito
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como no mais infinito, é a onda de velocidade σ∗.

Na literatura existem alguns resultados de estabilidade para a onda viajante forte
(de velocidade σ∗), mas pouco se sabe à este respeito das demais ondas. Nesta dis-
sertação, além de estudarmos o modelo de propagação de uma frente de temperatura
no método da combustão in-situ, estudaremos também a equação de Kolmogorov-
Petrovskii-Piscounov, conhecida na literatura como equação KPP. Esta equação
possui propriedades semelhantes às do modelo de combustão em meios porosos,
sendo que para esta equação, existem estudos de estabilidade para as ondas que
não são fortes [Wu]. Com isto, esperamos no futuro, utilizar as técnicas de [Wu],
para estudar a estabilidade das ondas não fortes do modelo da combustão in-situ
em meios porosos.

1.1 Organização da Dissertação

O Capítulo 2 é um apurado das ferramentas utilizadas para provarmos a existência
de ondas viajantes, tanto para o modelo da combustão in-situ, quanto para a equação
KPP. As Seções 2.1 e 2.2, consistem de uma breve revisão da teoria básica das EDO’s
segundo [Doering] e [Sotomayor]. Na Seção 2.3, estudamos aproximações assintóticas
e suas aplicações em equações diferenciais ordinárias segundo [Holmes], [Bender]
e [Coppel]. Na Seção 2.4, elementos mais específicos da teoria são apresentados,
como os conjuntos invariantes e os importantes teoremas das variedades estáveis,
instáveis e centrais. Em [Chicone] o leitor pode aprender mais sobre conjuntos
invariantes e em [Carr] e [Phongi] encontrará uma boa quantidade de informações
sobre variedades centrais. Na Seção 2.5, temos uma breve introdução da teoria
da perturbação singular geométrica. Aqui apresentamos os principais resultados
para provar a existência das ondas viajantes para as equações estudadas. O leitor
interessado neste ramo da matemática pode começar por [Jones], mas a prova dos
resultados são encontradas em [Fenichel]. A Seção 2.6 trata da integral de Melnikov,
ferramenta utilizada para provar a unicidade das ondas viajantes fortes. Detalhes
sobre esse assunto encontram-se em [Chicone] e [Schecter].

O Capítulo 3, trata de ondas viajantes e de resultados de estabilidade. Inicial-
mente definimos o conceito de forma mais geral segundo [Sandstade] e depois nos
focamos na classe de equações parabólicas segundo [Volpert], [Smoler] e [Gardner].

O modelo da Combustão in-situ é estudado no Capítulo 4 segundo [Da Mota].
Na Seção 4.1, obtemos o sistema de equações diferenciais que governa a propagação
da frente de temperatura no meio poroso e o equivalente sistema de EDO’s. Na
Seção 4.2, construímos o retrato de fase desse sistema e na Seção 4.3, provamos
que a existência de uma órbita do sistema de EDO’s, correpondendo à uma onda
viajante do modelo, depende de sua velocidade de propagação.

A equação KPP é estudada no Capítulo 5. Na Seção 5.1, provamos a existência
de ondas viajantes e obtemos algumas propriedades. Os autores [Billingham] e
[Barnes], utilizam técnicas de análise numérica para garantir a existência da onda
viajantes. Apesar de utilizarmos algumas idéias destes autores, nossa demonstração
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é baseada na teoria da perturbação singular geométrica, assim como no Capítulo 4.
Na Seção 5.2, estudamos a estabilidade das ondas viajantes não fortes, obtidas na
Seção 5.1, utilizando as técnicas de [Wu].

Por fim, o Capítulo 6, traz as considerações finais deste trabalho.
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Capítulo 2

Equações Diferenciais Ordinárias

Para apresentar as ferramentas que utilizaremos ao longo desta dissertação,
faremos, neste capítulo, uma breve revisão bibliográfica de vários tópicos da teoria
das equações diferenciais ordinárias. Para não perder o foco, enunciamos todos os
resultados a serem utilizados sem prová-los, mas suas demonstrações podem ser
encontradas na literatura indicada na Seção 1.1.

2.1 Conceitos Iniciais

Dado um campo vetorial f ∈ C1(Ω,Rn), onde Ω ⊂ R
n é um aberto, o teorema

de Picard, garante que o Problema de Cauchy
{

x′ = f(x)
x(0) = x0

(2.1)

possui uma única solução local definida em um intervalo máximo I(x0) contendo 0.
Tal solução é chamada de trajetória de f por x0 do problema (2.1).

Quando o campo f é linear, ou seja, uma matriz n× n, temos que

I(x0) = R, ∀x0 ∈ Ω = R
n.

O conjunto imagem de cada trajetória passando por x é denominado de órbita
de f por x. Como cada solução de (2.1) é de classe C2, cada órbita é um conjunto
conexo, constituindo uma curva parametrizada de classe C2 e sem auto-interseções.
Uma órbita orientada é uma órbita munida da orientação do tempo crescente da
trajetória associada. O retrato de fase do campo f é a partição do conjunto Ω em
órbitas orientadas.

Analisando as propriedades do retrato de fase, podemos inferir algumas proprie-
dades das soluções do problema (2.1), sem necessariamente, conhecer estas soluções.

Se t0 ∈ I(x), ∀x ∈ Ω, definimos o fluxo de x no tempo t0, como sendo a aplicação
φt0 : Ω −→ R

n dada por φt0(x0) = x(t0), onde x é a trajetória de f por x0. Apesar de
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induzir a uma confusão inicial, costumamos escrever φt(x) = x(t), deixando implícito
que o "x" no argumento do fluxo é um ponto (a condição inicial do problema de
Cauchy) e o x(t) é a trajetória pelo ponto x no tempo t. Assim, enquanto a trajetória
diz respeito ao comportamento da solução em função do tempo, o fluxo no tempo t,
diz respeito à posição da solução no tempo t, em função da condição inicial. Sendo
Ω0 = {(t, x) ∈ R × R

n; x ∈ Ω e t ∈ I(x)}, definimos o fluxo de f , como sendo a
aplicação φ : Ω0 −→ R

n dada por φ(t, x) = φt(x).

O fluxo de f satisfaz as seguintes propriedades:

• ∂φ

∂t
(t, x) = f(φ(t, x));

• φ(t, φ(s, x)) = φ(t+ s, x), ∀t, t+ s ∈ I(x).

Exemplo 1: Considere o sistema x′ = f1(x), onde o campo de vetores é dado por

f1(x1, x2, ..., xn) = (1, 0, ..., 0) = e1,

com condição inicial x(0) = (x1, x2, ..., xn).

A trajetória deste problema é

x(t) = (x1 + t, x2, ..., xn).

O fluxo desta equação é dado por

φ(t, x1, x2, ..., xn) = (x1 + t, x2, ..., xn).

O fluxo do campo dado no Exemplo 1 é chamado de fluxo tubular. O retrato de
fase deste sistema, para n = 2, está ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Retrato de fase do campo f1 do Exemplo 1.

Sejam f1 : Ω1 −→ R
n e f2 : Ω2 −→ R

n dois campos de vetores com respectivos
fluxos φ1

t e φ2
t . Dizemos que os campos f1 e f2 (ou os fluxos φ1

t e φ2
t ) são topologi-

camente conjugados, quando existe um homeomorfismo g : Ω1 −→ Ω2, denominado
conjugação topológica, tal que

φ2
t ◦ g = g ◦ φ1

t , ∀t ∈ R.
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Quando g for um difeomorfismo, dizemos que os campos são diferencialmente
conjugados.

Dois sistemas diferenciavelmente conjugados tem propriedades dinâmicas
semelhantes. Em particular seus retratos de fase diferem por uma mudança de
coordenadas diferenciável. As conjugações diferenciáveis estão para os sistemas di-
nâmicos, assim como os isomorfismos estão para a álgebra, ou os homeomorfismos
estão para a topologia.

2.2 Singularidades

Dizemos que x ∈ Ω é uma singularidade, ou ponto de equilíbrio, do campo f ,
quando f(x) = 0. Um ponto que não é de equilíbrio é chamado de ponto regular.

A trajetória do sistema (2.1) por um ponto singular x0 é sempre trivial, isto é,
x(t) = x0, ∀ t ∈ I(x0) = R.

O teorema a seguir estabelece que, localmente, o fluxo de qualquer campo de
classe C1, em torno de pontos regulares, é diferenciavelmente conjugado ao fluxo do
campo f1 dado no exemplo 1. Portanto, o retrato de fase de qualquer campo da classe
C1, em torno de pontos regulares, difere apenas de uma mudança de coordenadas
diferenciável.

Teorema 2.1 (Teorema do Fluxo Tubular) Seja x0 ∈ Ω um ponto regular para
o campo f ∈ C1(Ω,Rn). Então existem uma vizinhança V ⊂ Ω de x0, um aberto
U ⊂ R

n−1, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : V −→ (−r, r) × U , que
conjuga o campo f com o campo f1 do Exemplo 1.

O retrato de fase nas vizinhanças de pontos de equilíbrio, não é tão simples
assim, podendo haver uma grande variedade de comportamentos distintos.

Dizemos que uma singularidade x0 de um campo f : Ω −→ R
n é estável quando

dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que x ∈ Ω e |x−x0| < δ implica |φ(t, x)−x0| < ǫ, ∀t > 0.
Ou seja, x0 é uma singularidade estável quando as órbitas que começam suficien-
temente próximas de x0, permanecem próximas de x0. Uma singularidade estável,
é dita assintoticamente estável, quando dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que x ∈ Ω e
|x− x0| < δ implicam |φ(t, x) − x0| < ǫ, ∀t > 0 e limt→∞ φ(t, x) = x0. Uma singu-
laridade assintoticamente estável, é dita exponencialmente assintoticamente estável,
quando dado ǫ > 0, existem δ, c, µ > 0, tal que x ∈ Ω e |x − x0| < δ implica
|φt(x) − x0| ≤ ceµt, ∀t ≥ 0. Uma singularidade estável que não é assintoticamente
estável é chamada de indiferente. Uma singularidade que não é estável é chamada
de instável.

O próximo teorema nos permite analisar a estabilidade de um ponto de equilíbrio
através dos autovalores da matriz jacobiana do campo.
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Teorema 2.2 (Liapunov-Perron) Considere um campo f ∈ C1(Ω,Rn) e x0 uma
singularidade de f .

1. Se todos os autovalores da matriz jacobiana f ′(x0) tem parte real negativa,
então x0 é assintoticamente estável;

2. Se algum autovalor de f ′(x0) tem parte real positiva, então x0 é instável.

Dada uma singularidade x0 para um campo f , dizemos que x0 é hiperbólica,
quando todos os autovalores de f ′(x0) são não nulos.

O próximo teorema fortalece a conclusão do teorema de Liapunov-Perron, acres-
centando a hipótese da singularidade ser hiperbólica.

Teorema 2.3 (Hartman-Grobman) Seja x0 uma singularidade hiperbólica do
campo f ∈ C1(Ω,Rn). Então existe uma vizinhança V ⊂ Ω de x0, um aberto
U ⊂ R

n−1, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : V −→ (−r, r) × U , que
conjuga o campo f com o campo linear f ′(x0).

2.3 Comportamento Assintótico

Sejam g, θ : I −→ R funções definidas em um intervalo I e t0 ∈ Ī. Dizemos
que a função g é "o" pequeno (lê-se: ó pequeno) de θ quando t→ t0 , e escrevemos
g(t) = o(θ(t)) quando t → t0, se, e somente se, θ não se anular em uma vizinhança
de t0 e

lim
t→t0

g(t)

θ(t)
= 0.

Dizemos que g é "o" grande (lê-se: ó grande) de θ quando t→ t0 , e escrevemos
g(t) = O(θ(t)) quando t→ t0, se, e somente se, θ não se anular em uma vizinhança
de t0 e a fração g(t)/θ(t) for limitada nesta vizinhança de t0, isto é, se existem δ > 0
e M > 0 tais que

|g(t)| ≤M |θ(t)|, ∀t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ I.

Note que se g(t) = o(θ(t)) quando t −→ t0, então g(t) = O(θ(t)) quando t −→ t0.

Algumas propriedades úteis são:

1. Seja c > 0. Se g(t) = O(tc) quando t −→ 0, então g(t) = o(tb) quando t −→ 0,
∀b ∈ (0, c);

2. Se g(t) = O(θ(t)) quando t −→ 0, então |g(t)|c = O(|θ(t)|c) quando t −→ 0,
∀c > 0;
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3. Se g1(t) = O(θ1(t)) e g2(t) = O(θ2(t)) quando t −→ 0, então

g1(t) + g2(t) = O(|θ1(t)|+ |θ2(t)|) quando t −→ 0

g1(t)g2(t) = O(θ1(t)θ2(t)) quando t −→ 0;

4. Se g(t) = o(θ(t)) quando t −→ 0, com g e θ contínuas, então

∫ t

0

g(x)dx = o

(
∫ t

0

|θ(x)|dx
)

quando t −→ 0.

As propriedades (2) e (3) também são válidas com "o" no lugar de "O".

Ocorrendo g(t)−θ(t) = o(θ(t)) quando t→ t0, dizemos que θ é uma aproximação
assintótica de g quando t −→ t0. Neste caso escrevemos g(t) ∼ θ(t) quando t → t0.
Note que, g(t) ∼ θ(t) quando t −→ t0 é equivalente à

lim
t→t0

g(t)/θ(t) = 1.

Sejam g : (−∞, a] −→ R uma função e x ∈ R. Dizemos que g(t) tende à x
exponencialmente, quando t −→ −∞, quando existem constantes a, b > 0 e t0 ≤ a
tais que |f(t)−x| ≤ aebt, ∀t ≤ t0. Sendo g : [a,∞) −→ R, dizemos que g(t) tende à
x exponencialmente, quando t −→ ∞, quando existem constantes a, b > 0 e t0 ∈ R

tais que |f(t)− x| ≤ ae−bt, ∀t ≥ t0.

Note que, se f(t) − x ∼ aebt quando t −→ −∞, então f(t) −→ x exponenci-
almente quando t −→ −∞. Analogamente, se f(t) − x ∼ ae−bt quando t −→ ∞,
então f(t) −→ x exponencialmente quando t −→ ∞.

Outra propriedade interessante, é que se g : I −→ R é lipschitziana, a ∈ I e
f(t) −→ a exponencialmente quando t −→ ±∞, então g(f(t)) −→ g(a) exponen-
cialmente quando t −→ ±∞. De fato, se |g(x) − g(y)| ≤ K|x − y|, ∀x, y ∈ I e
|f(t) − a| ≤ Ae−Bt, ∀t ≥ t0, temos |g(f(t)) − g(a)| ≤ KAe−Bt, ∀t ≥ t0, donde
g(f(t)) −→ g(a) exponencialmente quando t −→ ∞. Analogamente se mostra para
t −→ −∞.

Séries de Potências Assintóticas

Dados um intervalo I, t0 ∈ Ī e uma função f : I −→ R, escrevemos

f(t) ∼
∞
∑

n=0

an(t− t0)
n quando t −→ t0,

se, e somente se,

f(t)−
k
∑

n=0

an(t− t0)
n = o((t− t0)

k) quando t −→ t0, ∀k ∈ N.
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Suponha que f(t) ∼
∞
∑

n=0

an(t − t0)
n quando t −→ t0 e g(t) ∼

∞
∑

n=0

bn(t − t0)
n

quando t −→ t0. Temos as seguintes propriedades:

1. Se α, β ∈ R, então

αf(t) + βg(t) ∼
∞
∑

n=0

(αan + βbn)(t− t0)
n quando t −→ t0;

2. Se cn =
∑n

i=0 aibn−i, então

f(t)g(t) ∼
∞
∑

n=0

cn(t− t0)
n quando t −→ t0;

3. Se b0 6= 0, d0 = a0/b0 e dn = [an −
∑n−1

i=0 dibn−1]/b0, ∀n ≥ 1, então

f(t)

g(t)
∼

∞
∑

n=0

dn(t− t0)
n quando t −→ t0;

4. Se f é integrável em uma vizinhança de t0, então

∫ t

t0

f(x)dx ∼
∞
∑

n=0

an
n+ 1

(t− t0)
n+1 quando t −→ t0;

5. Se f é derivável em uma vizinhança de t0 com derivada integrável nesta
vizinhança, então

f ′(t) ∼
∞
∑

n=1

nan(t− t0)
n−1 quando t −→ t0.

Outros resultados úteis são:

1. Se p ≥ 1, f ′′(t) é positiva para t suficientemente grande e f(t) ∼ tp quando
t −→ ∞, então f ′(t) ∼ ptp−1 quando t −→ ∞;

2. Se f(t) ∼ g(t) quando t −→ t0 e g não muda de sinal em alguma vizinhança
de t0, então existe uma constante de integração c tal que

∫ t

t1

f(x)dx ∼
∫ t

t1

g(x)dx+ c quando t −→ t0.
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2.3.1 Soluções Assintóticas para EDOs

Através de um exemplo, vamos ilustrar como obter aproximações assintóticas de
soluções de uma EDO.

Exemplo 2: Para cada p > 1 e c > 0, seja f(x, y) = −1
c
(x+y)p(1−x−y). Considere

o problema de Cauchy
{

f(x, y(x))[y′(x) + 1] = −cy(x), x ∈ R,
y(0) = 0.

Vamos procurar uma expansão assintótica para uma solução desse problema na
forma y(x) = axα + o(xα), quando x −→ 0, onde a ∈ R e α ≥ 1 devem ser
determinados. Substituindo na equação, obtemos

−1

c
[x+ axα + o(xα)]p[1− x− axα + o(xα)][αaxα−1 + 1 + o(xα−1)] = −caxα + o(xα),

isto é,

[x+ axα + o(xα)]p[1− x− axα + o(xα)][αaxα−1 + 1 + o(xα−1)] = c2axα + o(xα).

Como a menor potência possível no lado esquerdo dessa equação é xp e o coeficiente
deste termo é 1, temos que α = p e c2a = 1, isto é, a = 1/c2. Logo y(x) = xp

c2
+o(xp),

quando x −→ 0, ou seja, y(x) ∼ xp

c2
, quando x −→ 0.

Agora apresentaremos um resultado sobre o comportamento assintótico de certas
soluções de sistemas lineares.

Teorema 2.4 Sejam λ1, ..., λn os autovalores, todos simples, de uma matriz qua-
drada A ∈ Mn(C), (aqui, Mn(K) indica o conjunto de todas as matrizes quadradas
n × n com entradas no corpo K) com respectivos autovetores v1, ..., vn. Considere
um caminho contínuo B : [t0,∞) −→Mn(C) satisfazendo

∫ ∞

t0

|B(t)|dt <∞.

Então existem x1, ..., xn, soluções linearmente independentes do sistema

x′ = [A+B(t)]x,

tais que
xi(t) ∼ eλitvi, quando t −→ ∞ (i = 1, ..., n).

2.4 Variedades Invariantes

Seja Ω ⊂ R
n aberto. Dizemos que um conjunto E ⊂ Ω é invariante pelo fluxo

de um campo f : Ω −→ R
n, quando dado x ∈ E, a órbita que passa por x está

13



totalmente contida em E. Em outras palavras, E é invariante pelo fluxo quando a
seguinte implicação for verdaddeira

x ∈ E ⇒ φt(x) ∈ E, ∀t ∈ I(x).

Se tivermos apenas

x ∈ E ⇒ φt(x) ∈ E, ∀t ∈ I(x) ∩ [0,∞),

dizemos que E é positivamente invariante. Se tivermos apenas

x ∈ E ⇒ φt(x) ∈ E, ∀t ∈ I(x) ∩ (−∞, 0],

dizemos que E é negativamente invariante.

Dizemos que E é localmente invariante pelo fluxo de um campo f ∈ C1(Ω,Rn),
quando existe uma vizinhança V ⊃ E tal que, para todo t ∈ R vale

• x ∈ E, t ≥ 0 e φ([0, t], x) ⊂ V ⇒ φ([0, t], x) ⊂ E;

• x ∈ E, t < 0 e φ([t, 0], x) ⊂ V ⇒ φ([t, 0], x) ⊂ E.

Ou seja, nenhuma trajetória por um ponto x ∈ E, pode escapar E sem escapar de
V . Isto significa que se algum "pedaço" de trajetória por um ponto x ∈ E, estiver
contido em V , deverá necessariamente, estar contido em E. Como V é um conjunto
aberto, uma trajetória só pode escapar de E pela fronteira de V .

Se pensarmos no conjunto localmente invariante E como um arco de uma curva,
então as trajetórias passando por um ponto x ∈ E só podem escapar de E pelas
suas extremidades e desde que estas extremidades não pertençam à E, ou seja, que
E não seja um conjunto fechado, veja a Figura 2.2. Caso E seja fechado, então não
há como uma trajetória escapar de E sem deixar um pedaço fora de E e dentro de
V , pois V é um aberto que contém E. Logo uma curva localmente invariante que
inclui suas extremidades é um conjunto invariante.

Figura 2.2: Curva localmente invariante.

Toda superfície unidimensional (curva) invariante pelo fluxo é um prolongamento
de uma órbita, ou mais precisamente, uma união de órbitas interligadas.

Uma variedade n-dimensional é um espaço métrico M , cujos pontos possuem
vizinhanças homeomorfas à abertos do R

n.
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Pontos, linhas, planos, arcos de curvas, esferas e toros são exemplos de variedades.
Em particular, uma órbita é uma variedade 1-dimensional e esta será a principal
variedade que trabalharemos neste texto.

Dizemos que S ⊂ R
n é uma subvariedade k−dimensional se, para cada x ∈ S,

existem W ⊂ R
k e U ⊂ R

n abertos com x ∈ U ∩ S e G : W −→ R
n suave, tal que

U ∩ S = G(W ) e :

• Se k = n, então G é a aplicação identidade;

• Se k < n, então existem uma matriz inversível A ∈ GLn(R) e uma função
suave g : W −→ R

n−k tais que G(w) = A(w, g(w))t, ∀w ∈ W .

Neste caso, a aplicação G : W −→ S, é chamada de carta de S em x e é possível
mostrar que esta aplicação é sempre inversível.

Subespaços de R
n e superfícies de nível de uma aplicação diferenciável são exem-

plos de subvariedades.

Uma variedade diferenciável n-dimensional é um espaço métrico conexo M , que
possui uma cobertura aberta

⋃

αAα =M satisfazendo:

• Cada Aα é homeomorfo à bola unitária B = B1(0) ⊂ R
n, ou seja, existe um

homeomorfismo hα : Aα −→ B;

• Se Aα ∩ Aβ 6= ∅, então hαβ = hα ◦ h−1
β : hβ(Aα ∩ Aβ) −→ hα(Aα ∩ Aβ) é

diferenciável e o determinante jacobiano detDhαβ(x) 6= 0, ∀x ∈ hβ(Aα ∩Aβ).

Quando hαβ for de classe Ck (respectivamente analítica), dizemos que M é uma
variedade de classe Ck (respectivamente analítica).

Um conjunto invariante pelo fluxo de um campo f , que tem estrutura de uma
variedade de classe Ck, é chamado de variedade invariante de classe Ck.

2.4.1 Variedades Estáveis, Instáveis e Centrais

No que segue, assumiremos que I(x) = R, ∀x ∈ Ω. Dado um ponto de equilíbrio
x0 de um campo f ∈ C1(Ω,Rn), definimos os conjuntos estável e instável de x0
respectivamente por

W e(x0) = {y : lim
t→∞

φt(y) = x0} e W i(x0) = {y : lim
t→−∞

φt(y) = x0}.

Os conjuntos estáveis e instáveis são sempre não-vazios, pois x0 ∈ W e(x0) ∩
W i(x0). Além disso, são também invariantes pelo fluxo. Quando os conjuntos
W e(x0) ou W i(x0) forem variedades, são denominados variedades estável e instável
de x0 respectivamente.
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Dado um conjunto localmente invariante E, generalizamos o conceito de conjunto
estável e instável de E da seguinte maneira:

W e(E) = {y : lim
t→∞

d(φ(t, y), E) = 0} e W i(E) = {y : lim
t→−∞

d(φ(t, y), E) = 0}.

Dado um campo linear f = A ∈ Mn(R), o espaço R
n pode ser decomposto em

soma direta de três subespaços invariantes:

R
n = F e ⊕ F i ⊕ F c,

onde todos os autovalores de A|F e , A|F i e A|F c têm parte real, negativa, positiva
e nula respectivamente. Observemos que o subespaço Ee gerado pelos autovetores
associados aos autovalores de parte real negativa, (também conhecido como espaço
estável de A) está contido em F e. Analogamente, Ei ⊂ F i e Ec ⊂ F c.

O teorema a seguir, revela muitas informações sobre os conjuntos estáveis e
instáveis de uma singularidade hiperbólica.

Teorema 2.5 (Adamar-Perron) Seja x0 uma singularidade hiperbólica do campo
f ∈ Ck(Ω,Rn). Então W e(x0) e W i(x0) são variedades invariantes de classe Ck,
tangentes e com dimensões iguais à Ee e Ei (relativamente ao campo linear f ′(x0)),
respectivamente. Além disso, existem constantes c, λ > 0 tais que, para quaisquer
soluções ϕ em W e(x0) e ψ em W i(x0)), temos as estimativas

‖ϕ(t)− x0‖ ≤ ce−λt, ∀t ≥ 0 e ‖ψ(t)− x0‖ ≤ ceλt, ∀t ≤ 0.

Uma propriedade das variedades estáveis e instáveis que faremos uso é que as
órbitas contidas nestas tendem, assintóticamente, ao ponto de equilíbrio x0, pelo
espaço tangente.

Caso a singularidade não seja hiperbólica, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.6 (Teorema da Variedade Central) Seja x0 uma singularidade não
hiperbólica do campo f ∈ Ck(Ω,Rn). Então existe uma variedade invariante de classe
Ck−1, denotada por W c(x0), tangente à Ec (relativamente ao campo linear f ′(x0))
em x0.

Em geral, uma variedade central é uma variedade invariante diferenciável que é
tangente à Ec em x0. Assim, o teorema da variedade central garante a existência
de variedades centrais. Existem exemplos que mostram que um campo pode, até
mesmo, ter infinitas variedades centrais, veja [Carr].

O comportamento destas variedades invariantes e subespaços está esquematizado
na figura 2.3.
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Figura 2.3: Variedades estável, instável e central de um campo linear (a) e um campo
não-linear (b). Fonte: [Magnitskii].

Figura 2.4: Comportamento das órbitas que começam próximas de W c(x0).

Seja x0 ∈ R
2 um ponto de equilíbrio com uma variedade estável e outra central.

Uma propriedade interessante das variedades centrais é que as órbitas, em uma
vizinhança de x0, que começam próximas da variedade central são atraídas pela
variedade central, veja a Figura 2.4.

Em geral, a dificuldade de se calcular as variedades centrais, estáveis ou instáveis
equivalem a resolver a EDO. Não obstante, aproximações assintóticas das variedades
estáveis e instáveis nos pontos de equilíbrio são obtidas sem tanta dificuldade pelos
espaços tangentes. Já para as variedades centrais, as aproximações assintóticas são
obtidas da seguinte maneira.

Suponha que x0 = 0 seja uma singularidade não hiperbólica do sistema (2.1).
Em uma base de autovetores, o sistema (2.1) pode ser reescrito na forma

{

u′ = Au+ f1(u, v)
v′ = Bv + f2(u, v),

(2.2)
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onde f1 : Ω ⊂ R
n −→ R

n1 e f2 : Ω ⊂ R
n −→ R

n2 são de classe C1 satisfazendo
f1(0, 0) = f2(0, 0) = 0 e f ′

1(0, 0) = f ′
2(0, 0) = 0, a matriz A ∈ Mn1

(R) tem todos
os autovalores no eixo imaginário e a matriz B ∈ Mn2

(R) tem todos os autovalores
fora do eixo imaginário. Aqui, n1 + n2 = n.

Teorema 2.7 Sendo h : W ⊂ R
n1 −→ R

n2 uma carta para a variedade central do
sistema (2.2), temos que h satisfaz o problema de Cauchy

{

h′(x)[Ax+ f1(x, h(x))] = Bh(x) + f2(x, h(x))
h(0) = 0.

(2.3)

Exemplo 3: Para c > 0 e p > 1, considere o sistema
{

u′ = v
v′ = −cv − up(1− u).

(2.4)

Sendo z = (u, v), este sistema pode ser escrito na forma autônoma

z′ = F (z),

onde F (z) = F (u, v) = (v,−cv − up(1− u)). A matriz jacobiana desse sistema é

JF (z) =

(

0 1
up−1((p+ 1)u− p) −c

)

.

O ponto Q = (1, 0) é uma sela, pois os autovalores de JF (Q) são λ1 = [−c+(c2+
4)1/2]/2 > 0 e λ2 = [−c−(c2+4)1/2]/2 < 0, com respectivos autovetores u1 = (1, λ1)
e u2 = (1, λ2). A variedade estável W e(Q) tem dimensão 1 (portanto é uma curva)
e é tangente à (1, λ2) e a variedade instável W i(Q) também tem dimensão 1 e é
tangente à (1, λ1). Daí, sobre a órbita contida em W i(Q), temos v ∼ λ1(u − 1),
quando u −→ 1−, ou seja, v(ξ) ∼ λ1(u(ξ)− 1), quando ξ −→ −∞. Por outro lado,
sobre a órbita contida em W e(Q), temos v ∼ λ2(u − 1), quando u −→ 1+, ou seja,
v(ξ) ∼ λ2(u(ξ)− 1), quando ξ −→ ∞.

Quanto à origem P = (0, 0), esta é uma singularidade não hiperbólica, pois 0 e
−c < 0 são os autovalores da matriz JF (P ) com respectivos autovetores v1 = (1, 0)
e v2 = (1 − c). Este sistema possui uma variedade estável W e(P ), de dimensão
1 tangente ao vetor (1,−c) e variedades centrais W c(P ) tangentes ao vetor (1, 0).
Daí, sobre a variedade estável W e(P ), temos que v ∼ −cu quando u −→ 0, ou seja,
v(ξ) ∼ −cu(ξ) quando ξ −→ ∞.

A fim de obtermos uma aproximação assintótica para a variedade central, vamos
usar os autovetores (1,−c) e (1, 0) para transformar o sistema (2.4) na forma (2.2).
Basta fazer a mudança de variáveis z =Mw, onde

M =

(

1 1
0 −c

)

.
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Daí, sendo w = (x, y), o sistema (2.4) toma a forma






x′ = −1
c
(x+ y)p(1− x− y) = f1(x, y)

y′ = −cy + 1
c
(x+ y)p(1− x− y) = −cy − f1(x, y).

(2.5)

Pelo Teorema 2.7, sendo h uma carta para uma variedade central W c(P ), temos
que h é solução do problema de Cauchy

h′(x)[f1(x, h(x))] = −ch(x)− f1(x, h(x))

h(0) = 0.

Este problema é equivalente ao problema
{

f(x, h(x))[h′(x) + 1] = −ch(x)
h(0) = 0,

que já foi estudado no Exemplo 2 e portanto, temos que h(x) ∼ xp/c2 quando
x −→ 0. Voltando para as variáveis (u, v), temos que v = h(u) ∼ −up/c quando
u −→ 0.

2.5 Teoria da Perturbação Singular Geométrica

Nesta seção introduziremos uma ferramenta poderosa desenvolvida por Fenichel
no final dos anos 70. Trata-se da teoria da perturbação singular geométrica, cuja
motivação surgiu na relação de um sistema parametrizado por duas escalas de tempo.
As ferramentas desenvolvidas nesta seção serão úteis para provar a existência de
soluções do sistema proposto no Capítulo 3. O leitor interessado em mais detalhes
sobre o assunto pode consultar [Jones]

2.5.1 Teoremas de Fenichel

Considere os sistemas
{

x′ = f(x, y, ǫ)
y′ = ǫg(x, y, ǫ)

(2.6)

{

ǫẋ = f(x, y, ǫ)
ẏ = g(x, y, ǫ),

(2.7)

onde ′ = d
dt

, ˙ = d
dτ

, x ∈ R
n, y ∈ R

m, ǫ é um parâmetro real, Ω1,Ω2 ⊂ R
n+m+1

são abertos e f : Ω1 −→ R
n e g : Ω2 −→ R

m são de classe C∞. Suponhamos que
f(x, y, 0) = 0, ∀ (x, y, 0) ∈ Ω1.

O sistema (2.7) é obtido do (2.6) via a mudança de variáveis τ = ǫt. Para ǫ > 0
pequeno, a diferença entre as soluções destes sistemas é que a solução de (2.6) se
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desloca mais rapidamente que a do sistema (2.7). Não por menos, o sistema (2.6) é
chamado de sistema rápido e o (2.7) de sistema lento.

Fazendo ǫ = 0, estes sistemas se tornam
{

x′ = f(x, y, 0)
y′ = 0

(2.8)

{

0 = f(x, y, 0)
ẏ = g(x, y, 0).

(2.9)

A variedade diferenciável M0 = {(x, y); f(x, y, 0) = 0}, é chamada de variedade
lenta do sistema (2.9).

Seja (x0, y0) uma singularidade para o sistema (2.8), isto é f(x0, y0, 0) = 0. A
matriz jacobiana do sistema (2.8) em (x0, y0) é

[

Dxf(x0, y0, 0) Dyf(x0, y0, 0)
0 0

]

.

Dizemos que a singularidade (x0, y0) do sistema (2.8) é normalmente hiperbólica,
se Dxf(x0, y0) não possuir autovalores com parte real nula.

Teorema 2.8 (1o Teorema da Variedade Invariante de Fenichel) Considere
E ⊂ M0 uma variedade compacta e composta por singularidades normalmente hi-
perbólicas para o sistema (2.8). Se ǫ > 0 é suficientemente pequeno, então existe
uma variedade de classe C∞, Eǫ, difeomorfa à E, localmente invariante pelo fluxo
(do sistema (2.6)) e tal que

sup{|a− b|; a ∈ E, b ∈ Eǫ} = O(ǫ) quando ǫ −→ 0.

O próximo teorema relaciona as variedades estáveis e instáveis dos sistemas (2.8)
e (2.6).

Teorema 2.9 (2o Teorema da Variedade Invariante de Fenichel) Seja M0

um conjunto compacto composto por singularidades normalmente hiperbólicas para
o sistema (2.8). Suponha que M0 seja gráfico de uma função de classe C∞, cujo
domínio é compacto, simplesmente conexo e com fronteira sendo uma subvariedade
de classe C∞ de dimensão m−1. Se ǫ > 0 é suficientemente pequeno, então existem
variedades diferenciáveis de classe C∞, W e(Mǫ) e W i(Mǫ), localmente invariantes
pelo fluxo (do sistema (2.6)), difeomorfas à W e(M0) e W i(M0) respectivamente e
tais que

sup{|a− b|; a ∈ W e(Mǫ), b ∈ W e(M0)} = O(ǫ) quando ǫ −→ 0

sup{|a− b|; a ∈ W i(Mǫ), b ∈ W i(M0)} = O(ǫ) quando ǫ −→ 0.
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2.6 Integral de Melnikov

Considere o sistema planar

x′ = f(x, λ), (2.10)

onde λ ∈ R
n é um parâmetro e f : R2+n −→ R

2 é de classe C1, donde x : R −→ R
2

é de classe C2.

Seja ξ0 ∈ R
2 um ponto regular para o sistema não perturbado

x′ = f(x, 0) (2.11)

Para cada ξ ∈ R
2, denotemos por ϕ( . , ξ, λ) : R −→ R

2, a solução de (2.10) tal
que ϕ(0, ξ, λ) = ξ. Defina f⊥(x) = Rf(x, 0), onde

R =

[

0 −1
1 0

]

e seja ψ o fluxo do sistema "ortogonal" x′ = f⊥(x) em R
2.

Note que ψ( . , ξ0) é transversal à φ( . , ξ0, 0) e considere a seção transversal

Σ = {ψ(t, ξ0); t ∈ R}.

Suponha que tenhamos duas famílias F1 = {xλ;λ ∈ R
n} e F2 = {yλ;λ ∈ R

n},
de soluções de (2.10), parametrizadas por λ, cujos membros são transversais à Σ e
tais que, em λ = 0, as soluções correspondentes coincidam com ϕ( . , ξ0, 0), isto é,
x0 = y0 = ϕ( . , ξ0, 0). Uma maneira de obtermos famílias com estas propriedades é
fixar dois pontos ξ1 e ξ2 na órbita correspondente à solução não perturbada e, para
cada λ, a i-ésima família consistindo das soluções de (2.10), parametrizadas por λ,
que passam por ξi, ou seja, Fi = {ϕ( . , ξi, λ);λ ∈ R

n}, i = 1, 2.

A integral de Melnikov é uma ferramenta para obter informações sobre a taxa
de separação entre essas duas famílias de soluções. Sejam ρ1, ρ2 : Rn −→ R funções
suaves com ρi(0) = 0 e ρi(λ0) sendo o tempo gasto por ψ, para sair de ξ0 e inter-
ceptar a órbita da i-ésima família, correspondente a solução de (2.10) com λ = λ0.
Denotemos por

γi( . , λ) = ϕ( . , ψ(ρi(λ), ξ0), λ), i = 1, 2,

tais famílias e observemos que γi( . , 0) = ϕ( . , ξ0, 0). Logo a solução não perturbada
(em λ = 0) faz parte das duas famílias. Além disso, γi(0, λ) = ψ(ρi(λ), ξ0), donde
cada γi tem valor inicial na seção transversal Σ.

Definimos a função separadora sep : Rn −→ R por

sep(λ) = 〈ψ(ρ1(λ), ξ0)− ψ(ρ2(λ), ξ0), f
⊥(ξ0)〉

= f(ξ0, 0) ∧ [ψ(ρ1(λ), ξ0)− ψ(ρ2(λ), ξ0)],

= f(ξ0, 0) ∧ [γ1(0, λ)− γ2(0, λ)]

onde 〈.〉 denota o produto interno usual e (a, b) ∧ (c, d) = 〈(−d, c), (a, b)〉.
Observemos que sep(0) = 0. Além disso, pela unicidade das soluções do problema

de valor inicial, temos que, sep(λ) = 0 se, e somente se, γ1( . , λ) = γ2( . , λ).
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2.6.1 Conexões Entre Selas

Sejam p0, q0 ∈ R
2 duas selas hiperbólicas para o sistema (2.11). Suponha que

exista uma órbita para o sistema (2.11) conectando p0 à q0, isto é, uma órbita cujo
conjunto α-limite é {p0} e o conjunto Ω-limite é {q0}. Neste caso dizemos que a
órbita sai de p0 e chega em q0. Observemos que a única maneira de isto acontecer
é quando a variedade instável de p0 intercepta a variedade estável de q0 (ou vice-
versa). Seja ξ0 um ponto regular dessa órbita. Pelo Teorema da Função Implícita,
para |λ| suficientemente pequena, existem selas hiperbólicas para o sistema (2.10),
denotadas por pλ, qλ ∈ R

2, satisfazendo |pλ−p0|, |qλ− q0| = O(λ), quando |λ| −→ 0.

Uma questão importante é saber se ainda existe uma órbita do sistema (2.10)
conectando a variedade instável de pλ à variedade estável de qλ, ou se pelo menos
estas variedades estão próximas.

Sejam γ1( . , λ) e γ2( . , λ) as soluções de (2.10) contidas em W i(pλ) e W e(qλ)
respectivamente.

Como antes, temos duas famílias de soluções parametrizadas por λ. Observemos
que existe uma órbita conectando pλ à qλ se, e somente se, sep(λ) = 0.

O resultado a seguir fornece uma expressão para calcular a taxa de separação
entre γ1( . , λ) e γ2( . , λ). A integral que aparece na expressão é conhecida na
literatura como integral de Melnikov. A demonstração deste resultado pode ser
conferida em [Chicone].

Teorema 2.10 Sob as hipóteses consideradas nesta seção, temos que

∂sep

∂λj
(0) =

∫ ∞

−∞
exp

[

−
∫ t

0

div f(ϕ(s, ξ0))ds

]

f(ϕ(t, ξ0)) ∧
∂f

∂λj
(ϕ(t, ξ0))dt,

(2.12)

onde f(ϕ(s, ξ0)) = f(ϕ(s, ξ0, 0), 0).

Um problema análogo ocorre quando q0 deixa de ser um ponto de equilíbrio
hiperbólico. Por exemplo, suponha que a matriz jacobiana do campo em q0 tenha
dois autovalores, um com parte real nula e outro com parte real negativa. Neste
caso ainda temos uma variedade estável tangente à q0 e novamente podemos ter uma
órbita conectando p0 à q0. Novamente uma tal órbita só existe quando a variedade
estável de q0 intercepta a variedade instável de p0. A expressão para calcular a taxa
de separação entre as órbitas, neste caso, tem um termo adicional, como afirma o
próximo resultado provado em [Schecter].

Teorema 2.11 Sob as hipóteses consideradas nesta seção, temos que

∂sep

∂λj
(0) =

∂q0
∂λj

(0) ∧ lim
r→∞

f(ϕ(r, ξ0)) exp

[

−
∫ r

0

div f(ϕ(s, ξ0))ds

]

+

∫ ∞

−∞
exp

[

−
∫ t

0

div f(ϕ(s, ξ0))ds

]

f(ϕ(t, ξ0)) ∧
∂f

∂λj
(ϕ(t, ξ0))dt,
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onde f(ϕ(s, ξ0)) = f(ϕ(s, ξ0, 0), 0).

Observemos que se o ponto de equilíbrio q0 independe da variação do parâmetro
λj, então a expressão do Teorema 2.11 se reduz a do Teorema 2.10.
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Capítulo 3

Ondas Viajantes

Neste capítulo, estudaremos um tipo especial de solução de equações diferenciais
parciais. Trata-se das soluções do tipo onda viajante, que aparecem em diversos
problemas da matemática aplicada. Geometricamente, ondas viajantes são ondas
que se movem à uma velocidade constante e mantendo o perfil. A Figura 3.1 ilustra
alguns tipos de ondas viajantes. Neste trabalho estaremos particularmente interes-
sados em ondas viajantes do tipo (c), que são chamadas de frentes e ocorrem em
problemas de combustão.

Figura 3.1: Alguns perfis de ondas viajantes.

Assim como no Capítulo 2, este capítulo tem o objetivo de apresentar mais
ferramentas que serão usadas ao longo da dissertação. Assim, os resultados não
serão demonstrados, todavia, podem ser conferidos na literatura. Para este fim,
sugerimos [Sandstade], [Volpert] ou [Smoler].

3.1 Conceitos Iniciais

Sejam Ω ⊂ R
2 um aberto, X um espaço de Banach de funções u : Ω −→ R

de classe Ck, D ⊂ X denso em X e P um polinômio de grau menor ou igual à k.
Sendo ∂x : D −→ X o operador diferencial na variável espacial e N : Y ⊂ X −→ X
uma função qualquer, consideraremos neste capítulo, equações diferenciais parciais
da forma

ut = P (∂x)u+N(u). (3.1)

Seja φ : R −→ R uma função de classe Cl, onde l ≤ k é o grau de P . Uma
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solução de (3.1) da forma u(x, t) = φ(x− ct) se chama onda viajante de velocidade
de propagação c e de perfil φ.

A mudança de coordenadas ξ = x− ct, chamada de coordenadas móveis, trans-
forma a equação (3.1) em

ut = P (∂ξ)u+ c∂ξu+N(u). (3.2)

Assim, uma onda viajante φ é uma solução da EDO de ordem l

0 = P (∂ξ)u+ c∂ξu+N(u),

a qual é equivalente a um sistema de EDOs de primeira ordem de l equações da
forma

w′ = F (w, c), (3.3)

onde ′ = d
dξ

, w = (u, u′, u′′, ..., ul−1) e F : Rl −→ R
l.

Em geral, estamos a procura de uma onda viajante sujeita a certas condições de
contorno em ±∞, representando os estados de equilíbrio do sistema proveniente do
modelo matemático. Assim, a onda viajante da EDP (3.1) corresponde à uma órbita
do sistema de EDO’s (3.3) conectando os dois estados de equilíbrio em questão.

3.2 Estabilidade de Ondas Viajantes

A estabilidade de uma onda viajante é a propriedade que fornece informações
sobre o comportamento assintótico de soluções cujo dado inicial seja uma pequena
perturbação da mesma.

Em equações homogeneas, translações de ondas viajantes ainda são ondas via-
jantes, ou seja, sendo u(x, t) = φ(x− ct) uma onda viajante, para qualquer x0 ∈ R

fixado, a função w(x, t) = φ(x + x0 − ct) é uma onda viajante para a mesma EDP.
Dada uma onda viajante φ, denotamos por φ̄ o conjunto de todas as ondas viajantes
que são translações de φ.

Linearizando a equação (3.2) em torno de uma onda viajante φ, obtemos

ut = P (∂ξ)u+ c∂ξu+N ′(φ)u = Lu,

onde L : D −→ X é um operador linear fechado, densamente definido e dado por

Lu = P (∂ξ)u+ c∂ξu+N ′(φ)u. (3.4)

Definição: Sejam X um espaço de normado complexo, D(T ) ⊂ X um subespaço
de X e T : D(T ) −→ X um operador linear. Dado λ ∈ C seja Tλ = T − λI, onde
I : X −→ X é o operador identidade. Dizemos que λ ∈ C é um valor regular de T
quando T−1

λ : Tλ(D(T )) −→ X existir, for limitado e densamente definido, isto é,
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Tλ(D(T )) = X. O conjunto ρ(T ) de todos os valores regulares de T é chamado de
conjunto resolvente de T . O conjunto σ(T ) = C − ρ(T ) é chamado de espectro do
operador T .

Dados φ ∈ (π
2
, π) e a ∈ R, considere a seção de números complexos

S(a, φ) = {λ ∈ C;φ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ 6= a}.

Figura 3.2: Seção S(a, φ).

Seja X um espaço normado complexo. Dizemos que um operador linear, fechado
e densamente definido T : D(T ) −→ X é setorial, quando existem φ ∈ (0, π/2),
a ∈ R e M ≥ 1 tais que σ(T ) ⊂ S(a, φ) e

‖(T − λI)−1‖ ≤ M

|λ− a| ∀λ ∈ C− S(a, φ).

Todo operador linear limitado T : X −→ X é setorial. Também é setorial o
operador linear L dado no Exemplo 1 deste Capítulo.

O leitor interessado em exemplos de operadores setoriais e propriedades destes
pode consultar [Henry]. Para um aprofundamento em teoria espectral, sugerimos
[Edmunds].

Neste trabalho, estaremos interessados na estabilidade de ondas viajantes sob
perturbações em um espaço de Banach específico.

Considere o espaço de Banach Cunif (R) = {u ∈ C0(R); limξ→±∞ u(ξ) = 0},
munido da norma

‖u‖ = sup
x∈R

|u(x)|.

Observe que toda função u ∈ Cunif (R), é uniformemente contínua e limitada.

Dado um espaço de Banach de funções reais (X, ‖.‖), podemos introduzir um
peso na norma do espaço e obter um novo espaço de Banach. Por exemplo, con-
siderando uma função peso positiva q ∈ C2(R), podemos definir um novo espaço
de Banach, (Xq, ‖.‖q), por Xq = {v; qv ∈ X} com a norma ‖v‖q = ‖qv‖. De fato,
seja (yn) ⊂ Xq de Cauchy, isto é, dado ǫ > 0 existe n0 tal que n,m > n0 implica
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‖yn − ym‖q < ǫ. Daí n,m > n0 implica ‖qyn − qym‖ < ǫ, donde (qyn) ⊂ X é de
Cauchy. Como X é um espaço de Banach, existe y ∈ X tal que qyn −→ y em X,
ou seja, dado ǫ > 0, existe n0 tal que n > n0 implica ‖qyn − y‖ < ǫ. É claro que
y/q ∈ Xq e n > n0 implica ‖yn − y/q‖q = ‖(qyn − y)/q‖q = ‖qyn − y‖ < ǫ. Logo
yn −→ y/q em Xq e assim Xq é um espaço de Banach.

Para cada α ≥ 0, considere o espaço de Banach Cα, obtido a partir de Cunif (R),
via a função peso qα(ξ) = 1 + eαξ. Considere também os subespaços

C2
unif (R) = {u ∈ C2(R); u, u′, u′′ ∈ Cunif (R)

e
C2

α = {u ∈ C2(R); u, u′, u′′ ∈ Cα}.

Definição: Dizemos que uma onda viajante u(x, t) = φ(x − ct) é estável com
translação na norma ‖.‖α, quando dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que, se θ ∈ Cunif (R),
θ−φ ∈ Cα e ‖θ−φ‖α < δ, então a solução v da EDP, com condição inicial θ, existe
para todo t > 0, é única, e satisfaz v(., t) ∈ {w ∈ Cunif (R);w−φ ∈ Cα e ‖w−ϕ‖α <
ǫ para algum ϕ ∈ φ̄}, ∀t > 0. Quando, além disso, existir ϕ∗ ∈ φ̄ tal que
limt→∞ v = ϕ∗, dizemos que φ é assintoticamente estável com translação. Quando,
além disso, existirem constantes a, b > 0, tais que ‖v(., t) − ϕ∗‖α ≤ ae−bt, ∀t > 0,
dizemos que φ é exponencialmente assintoticamente estável com translação. O termo
"com translação" é removido dessas definições de estabilidade, quando pudermos
tomar a própria φ, em vez de translações dela.

3.2.1 Equações Parabólicas

Passemos agora do caso mais geral para o de nosso interesse e considerando o
sistema parabólico

ut = Auxx + f(u, ux), (3.5)

onde x ∈ R, t ≥ 0, u : R × [0,∞) −→ R
n, A é uma matriz diagonal n × n com

entradas reais e f : Rn × R
n −→ R

n é uma função contínua dada.

Suponha u(x, t) = φ(ξ) uma onda viajante para a equação (3.5), onde ξ = x− ct
e suponha que existam os limites

lim
ξ→±∞

φ(ξ) = φ±.

Agora considere o operador Lα : C2
α −→ Cα obtido pela linearização da equação

(3.5):
Lαu = Auξξ + (cI +D2f(φ, φ

′))uξ +D1f(φ, φ
′)u,

onde D1f(w1, w2) = f ′(w1, w2)|Rn×{0} e D2f(w1, w2) = f ′(w1, w2)|{0}×Rn .

Neste contexto, temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.1 Se Lα é um operador setorial e existe δ > 0 tal que o espectro
σ(Lα) ⊂ {λ ∈ C;Re(λ) ≤ −δ}, então a onda viajante φ é exponencialmente as-
sintoticamente estável com translação na norma ‖.‖α.

Exemplo 1: Neste trabalho estudaremos a equação KPP

ut = uxx + up(1− u), p > 1.

No Capítulo 5, provaremos a existência de ondas viajante para esta equação.
Além disso, nas coordenadas móveis ξ = x− ct, esta equação pode ser reescrita na
forma

ut = Lu+ f(φc, u),

onde
L : C2

unif (R) −→ Cunif (R)
u 7−→ Lu = uξξ + cuξ + [pφp−1

c − (p+ 1)φp
c ]u

e

f(φc, u) = F (φc + u)− F (φc)− F ′(φc)u,

F (u) = un(1− u).

e φc é a onda viajante de velocidade c.

Como o operador L é setorial (ver [Henry]), Pelo Teorema 3.1, basta analisarmos
onde se encontra o espectro do operador Lα : Cα −→ Cα dado por Lαv = Lv, para
obtermos resultados de estabilidade para a onda viajante φc.

3.2.2 Espectro de Operadores Diferenciais Parabólicos

O Teorema 3.1 revela a importância de determinar onde se encontra o espectro
de certos operadores diferenciais. Esta seção é devotada ao estudo da localização do
espectro de operadores diferenciais parabólicos.

Seja X um espaço de Banach. Dado um operador linear fechado e densamente
definido T : D ⊂ X −→ X. Dizemos que um autovalor λ ∈ C de T , tem multiplici-
dade algébrica finita quando

dim
∞
⋃

k=1

ker(T − λI)k <∞.

Neste caso, este número, é por definição a multiplicidade algébrica de λ. Caso
contrário, dizemos que λ tem multiplicidade algébrica infinita.

Denotamos por σn(T ), o conjunto de todos os autovalores de T , de multiplicidade
algébrica finita. O conjunto σess(T ) = σ(T )−σn(T ) é chamado de espectro essencial
de T .
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Novamente, seja φ uma onda viajante para a equação (3.5) e consideremos o
operador linear fechado e densamente definido L : C2

unif (R) −→ Cunif (R) dado por

Lu = Auξξ + (c+D2f(φ, φ
′))uξ + d1f(φ, φ

′)u.

Supondo que existam a± = limξ→±∞D2f(φ(ξ), φ
′(ξ)) e b± = limξ→±∞D1f(φ(ξ), φ

′(ξ)),
definimos os operadores L± : C2

unif (R) −→ Cunif (R) por

L±u = Auξξ + (c+ a±)uξ + b±u.

Com respeito ao espectro dos operadores L± temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam a, b, c ∈ R e L : C2
unif (R) −→ Cunif (R) dado por

Lu = au′′ + bu′ + cu.

Então o espectro σ(L) de L consiste no gráfico da função

λ(t) = −at2 + ibt+ c, t ∈ R.

Exemplo 2: Para cada p > 1 voltemos a considerar a equação KPP

ut = uxx + up(1− u).

Provaremos no Capítulo 5 que existe c∗ > 0, tal que esta equação possui solução
do tipo onda viajante u(x, t) = φ(x− ct) se, e somente se, c ≥ c∗. Além disso, neste
caso, temos limξ→∞ φ(ξ) = 0 e limξ→−∞ φ(ξ) = 1.

Defina L : C2
unif (R) −→ Cunif (R) por

Lv = vξξ + cvξ + [pφp−1 − (p+ 1)φp]v.

Neste caso, temos L+v = vξξ + cvξ e L−v = vξξ + cvξ − v. Pelo Teorema 3.2,
temos que o espectro dos operadores L± são exatamente as imagens das funções
λ+(t) = −t2+ ict e λ−(t) = −t2+ ict−1. A imagem destas funções são as parábolas
S± ilustradas na Figura 3.3.

A importância de se calcular o espectro dos operadores L± reside no seguinte
resultado.

Teorema 3.3 (Lema de Weyl) O conjunto σ(L+) ∪ σ(L−) divide C em compo-
nentes, sendo que uma destas componentes, digamos Ω, satisfaz

{λ ∈ C;Re λ > 0} ⊂ Ω e σess ∩ Ω = ∅.

Exemplo 3: Voltando ao Exemplo 2, pelo Teorema 3.3, temos que

sup{Re λ;λ ∈ σess(L)} ≤ 0.

Uma vez que o Teorema 3.3 informa a localização de σess(L), resta-nos analisar
a localização dos autovalores de multiplicidade algébrica finita.
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Figura 3.3: Parábolas S+ e S−.

30



Capítulo 4

Ondas Viajantes na Combustão

In-situ

O método da combustão in-situ consiste em injetar oxigênio no reservatório
fazendo com que parte do combustível presente entre em ignição. Uma pequena
parte do óleo é queimada, gerando uma frente de temperatura, que se propaga pelo
reservatório, aquecendo o óleo e promovendo seu deslocamento. Uma vez aquecido,
o óleo tem sua viscosidade reduzida, o que favorece seu deslocamento e aumenta a
eficiência dos métodos convencionais de recuperação secundária, como a injeção de
água.

Neste capítulo, estudaremos um modelo matemático que governa a temperatura
e concentração de óleo, em uma camada do reservatório, no processo da reação
provocada pela combustão in-situ.

4.1 Modelagem Matemática

Nesta seção vamos trabalhar com equações de balanço de massa e de energia
ambientadas em um meio poroso representando um reservatório petrolífero. Faremos
algumas hipóteses, obtendo certas simplificações nas equações e, como resultado, um
modelo matemático que descreve a temperatura e a concentração de óleo ao longo
do reservatório.

Consideremos um meio poroso unidimensional, de comprimento l, saturado por
óleo. Assim, sendo x a variável espacial e t a temporal, temos 0 < x < l e t ≥ 0. A
reação química nesta camada tem a seguinte forma:

[reagente sólido]+[reagente gasoso] → [produto gasoso] + [calor].

Para obtermos as equações de balanço, assumiremos que o gás, a rocha e o
óleo estão, localmente e durante todo tempo, em equilíbrio térmico. Além disso,
a porosidade será constante e independente da concentração do óleo em toda a
camada. Desconsideraremos a perda de calor para a formação.
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Os subscritos g, r e c se referem respectivamente ao oxigênio injetado, a rocha e
ao óleo no reservatório.

Denotaremos por:

• T = T (x, t): a temperatura no ponto x ∈ (0, l) no instante t > 0 (parametri-
zada de forma que T = 0 seja a temperatura de ignição);

• ηc = ηc(x, t): a concentração de combustível;

• Y = Y (x, t): fração mássica de oxigênio no estado gasoso;

• vg = vg(x, t): velocidade do gás;

• p = p(x, t): pressão;

• ρg = ρg(T, p): densidade do gás;

• ρr: densidade da rocha;

• φ: porosidade;

• λ: condutividade térmica;

• cg: capacidade calorífica do gás a pressão constante;

• cr e cc: calor específico da rocha e do óleo respectivamente;

• r: taxa de óleo consumido na reação química;

• m e mg: coeficientes estequiométricos massa-peso do oxigênio e do gás respec-
tivamente;

• Qc: calor da reação;

• K: resistência de fluxo aparente na lei de Darcy.

Consideremos as seguintes equações:

Balanço de energia:

∂

∂t
[φρgcgT + (1− φ)ρrcrT + ηcccT ] = − ∂

∂x
[ρgcgvgT ] +Qcr + λ

∂2T

∂x2
; (4.1)

Balanço de massa de combustível:

∂ηc
∂t

= −r; (4.2)

Balanço de massa do oxigênio:

∂

∂t
[φρgY ] +

∂

∂x
[ρgvgY ] = −mr; (4.3)
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Balanço de massa total de gás:

∂

∂t
[φρg] +

∂

∂x
[ρgvg] = mgr; (4.4)

Lei de Darcy:

vg = −K ∂p

∂x
. (4.5)

Uma versão da lei de Arrhenius nos dá

r =

{

Ac(Y p)
αηce

−E/RT , se T > 0
0 , se T ≤ 0,

onde Ac é a constante de Arrhenius, E é a energia de ativação, α é a ordem de taxa
de reação gasosa e R é a constante universal dos gases.

Com o objetivo de trabalharmos com variáveis adimensionais, fazemos o seguinte
ajuste:

x =
x

x∗
, t =

t

t∗
, vi =

t∗vg
x∗

, T =
T

T ∗ , p =
p

p∗
, ρ =

ρg
ρ∗g
, η =

ηc
ηoc
,

onde o "∗" indica um valor de referência para a respectiva variável e ηoc é a con-
centração de combustível inicial. Assim, 0 ≤ η ≤ 1 é a fração de óleo queimado
remanescente.

Com esses ajustes o sistema (4.1)-(4.5) se torna

∂

∂t
[(φρ∗gρcg + (1− φ)ρrcr + ηocηcc)T ] = − ∂

∂x
[ρ∗gρcgvT ] +

t∗λ

(x∗)2
∂2T

∂x2
+

+
t∗ηocAcQc(p

∗)α

T ∗ h(T, η, Y, p) (4.6)

∂η

∂t
= −t∗Ac(p

∗)αh(T, η, Y, p) (4.7)

∂

∂t
[φρ∗gρY ] +

∂

∂x
[ρ∗gρvY ] = −t∗mηocAc(p

∗)αh(T, η, Y, p) (4.8)

∂

∂t
[φρ∗gρ] +

∂

∂x
[ρ∗gρv] = t∗mgη

o
cAc(p

∗)αh(T, η, Y, p) (4.9)

v = −t
∗p∗K

(x∗)2
∂p

∂x
, (4.10)

onde

h(T, η, Y, p) =

{

(Y p)αηe−E/RT ∗T , se T > 0
0 , se T ≤ 0.
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Dividindo (4.6) por (1− φ)ρrcr, (4.8) e (4.9) por ρ∗g, obtemos

∂

∂t
[(a+ bη)T ] +

∂

∂x
[cvT ] = dh(T, η, Y, p) + λ

∂2T

∂x2

∂η

∂t
= −Ah(T, η, Y, p)

∂

∂t
[φρY ] +

∂

∂x
[ρvY ] = −Bh(T, η, Y, p)

∂

∂t
[φρ] +

∂

∂x
[ρv] = Dh(T, η, Y, p)

v = −K ∂p

∂x
, (4.11)

onde

a =
φρ∗gρcg + (1− φ)ρrcr

(1− φ)ρrcr
, b =

ηoccc
(1− φ)ρrcr

, c =
ρ∗gρcg

(1− φ)ρrcr
,

A = t∗Ac(p
∗)α, d =

AηocQc

T ∗(1− φ)ρrcr
, λ =

t∗λ

(x∗)2(1− φ)ρrcr
,

B =
mAηoc
ρ∗g

, D =
mgAη

o
c

ρog
, K =

t∗p∗K

(x∗)2
.

(4.12)

As quantidades em (4.12) dependem das propriedades físicas do reservatório e,
salvo D, são todas não-negativas.

Neste trabalho estudaremos uma versão simplificada do sistema (4.11). Para
obtermos um sistema mais simples, vamos supor que os fluidos são incompressíveis
e negligenciar as variações de volume e pressão durante as reações químicas. Além
disso, vamos supor que ρ e (Y p)α são constantes e mg = 0, donde D = 0. Com a
injeção de oxigênio em x = 0, vamos supor que todo o combustível é queimado e a
frente de reação se propaga para a direita.

Como D = 0, e φ e ρ são constantes, segue que ∂v/∂x = 0, isto é, v depende
apenas de t.

Com estas simplificações, denotando por u a temperatura e y a concentração
de combustível no reservatório, obtemos um modelo que governa a temperatura e a
concentração de óleo em uma camada do reservatório:

{

∂
∂t
[(a+ by)u] + ∂

∂x
(cu) = df(u, y) + λ∂2u

∂x2

∂y
∂t

= −Af(u, y), (4.13)

onde

f(v, z) =

{

ze−E/RT ∗v se v > 0
0 se v ≤ 0,

A = t∗Ac(p
∗Y p)α

e os demais parâmetros estão definidos em (4.12).
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4.1.1 Ondas Viajantes

Considere o conjunto

G =

{

f ∈ C1(R); existe lim
ξ→±∞

f(ξ) e lim
ξ→±∞

f ′(ξ) = 0.

}

Uma onda viajante para o sistema (4.13) com velocidade σ, conectando o es-
tado w0 = (u0, y0) (à esquerda) ao estado w1 = (u1, y1) (à direita) é uma solução
w = (u, y), onde u(x, t) = v(x− σt), y(x, t) = z(x− σt) e (v, z) ∈ G2, satisfazendo

lim
ξ→−∞

z(ξ) = z0 e lim
ξ→∞

z(ξ) = z1 (4.14)

lim
ξ→−∞

v(ξ) = v0 e lim
ξ→∞

v(ξ) = v1 (4.15)

Para o nosso problema específico, desejamos que a onda viajante, conecte um
estado queimado à um estado não queimado. Logo tomamos z0 = 0 e z1 = 1.
Além disso, estamos supondo que o reservatório esteja em equilíbrio termodinâmico
e que sua temperatura inicial seja igual a temperatura de ignição T = 0. Portanto
adicionamos a condição u(x, t) = 0, ∀t ≤ 0, fazendo com que v1 = 0.

O problema de encontrar uma onda viajante para o sistema (4.13) conectando
w0 à w1 pode ser transferido, via uma mudança de variáveis, ao problema de resolver
um sistema de equações diferenciais ordinárias.

Teorema 4.1 A função w(ξ) = (v(ξ), z(ξ)), onde ξ = x− ct, é uma onda viajante
para o sistema (4.13) com velocidade σ, conectando we = (v0, 0) à wd = (0, 1) se, e
somente se, w é uma solução em G2 do seguinte sistema de EDO’s

{

v′ = 1
λ

[

−σ
(

av + bvz + d
A
z − d

A

)

+ cv
]

z′ = A
σ
f(v, z)

, (4.16)

sujeito às seguintes condições de contorno

lim
ξ→−∞

w(ξ) = we e lim
ξ→∞

w(ξ) = wd. (4.17)

Prova: Suponha que w seja uma onda viajante de (4.13) conectando we e wd. A
condição de contorno (4.17) é automaticamente satisfeita. Resta-nos mostrar que w
é solução do sistema (4.16). Com efeito, substituindo w em (4.13), obtemos

−σ d
dξ

[(a+ bz)v] +
d

dξ
[cv] = df(v, z) + λ

d2v

dξ2
(4.18)

σ
dz

dξ
= Af(v, z). (4.19)
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Integrando (4.19) de ξ à ∞, obtemos

σ − σz(ξ) = σ[ lim
ξ→∞

z(ξ)− z(ξ)] = σ

∫ ∞

ξ

z′(r)dr = A

∫ ∞

ξ

f(v(r), z(r))dr.

Daí a integral
∫ ∞

ξ

f(v(r), z(r))dr =
σ

A
(1− z(ξ)),

converge.

Analogamente, integrando (4.18) de ξ à ∞, obtemos

λv′ = −σ(a+ bz)v + cv + d

∫ ∞

ξ

f(v(r), z(r))dr = −σ(a+ bz)v + cv + d
σ

A
(1− z(ξ))

Daí e de (4.19), concluímos que w é solução do sistema (4.16).

A recíproca é obtida simplesmente derivando as funções u(x, t) = v(x − σt) e
y(x, t) = z(x− σt). �

Portanto, se resolvermos o problema (4.16)-(4.17), basta tomar u(x, t) = v(x−σt)
e y(x, t) = z(x− σt), que w = (u, y) será uma solução do tipo onda viajante para o
problema (4.13). Consequentemente, a questão da existência de uma onda viajante
de velocidade σ é equivalente à questão da existência de uma órbita do sistema de
EDO’s (4.16) conectando we à wd de forma assintótica.

4.2 Retrato de Fase

Nesta seção concentraremos nossos esforços em estudar o retrato de fase do
sistema (4.16), o qual podemos reescrever na forma

w′ = (v′, z′) = F (w, σ) = (f1(w, σ), f2(w, σ)).

A quantidade z só tem significado físico, no intervalo [0, 1]. No entanto, con-
sideraremos todas as soluções com z ≥ 0 para obtermos um retrato de fase mais
claro.

Se v, z > 0, então de (4.16), segue que z′ > 0. Se z = 0, então z′ = 0, isto nos
leva a inferir que o eixo v seja invariante pelo fluxo. Com efeito, note que definindo
α = (c−σa)/λ, β = σd/(λA) e v(ξ) = keαξ, temos que w(ξ) = (v(ξ), 0) é solução de
(4.16) para qualquer constante k. Por unicidade de soluções, concluímos que o eixo
v é invariante pelo fluxo. Por outro lado, se v ≤ 0, então z′ = 0, donde as órbitas
nesta região são horizontais.

Como a densidade da rocha é muito maior que a do gás e a porosidade de
uma rocha reservatório, em geral, não supera 20%, segue que c/a é um número
estritamente positivo e próximo de zero. De agora em diante vamos supor σ > c/a,

36



donde, para z ≥ 0, v′ é positivo, nulo, ou negativo, conforme w está abaixo, sobre,
ou acima da curva

v =
σd(1− z)

A(σa+ σbz − c)
, (4.20)

respectivamente. Observemos que esta curva é invariante pelo fluxo para v ≤ 0,
pois neste caso todos os pontos são singularidades. Além disso, a curva corta o
eixo v no ponto ve(σ) = σd

A(σa−c)
> 0. Portanto, as singularidades do campo F são

{(ve(σ), 0)} ∪ {(v, z) : z ≥ 1 e v = σd(1−z)
A(σa+σbz−c)

}.

Para resolver o sistema (4.16), precisamos determinar o valor de v1 em (4.15).
Ora, o único ponto de equilíbrio deste sistema no eixo v é (ve(σ), 0) que, como
veremos adiante, é uma sela, cuja variedade estável é o eixo v e a variedade instável
uma curva transversal ao eixo v. Consequentemente a única órbita do retrato de
fase que pode sair de algum ponto do eixo v (no sentido de tender a algum ponto
do eixo v quando t → −∞) e tem chance de chegar à wd (no sentido de tender wd

quando t→ ∞), e assim corresponder a uma solução do problema (4.16)-(4.17), é a
órbita contida na variedade instável de (ve(σ), 0). Portanto, estaremos interessados
em soluções em G2 do sistema de EDO’s

{

v′ = 1
λ

[

−σ
(

av + bvz + d
A
z − d

A

)

+ cv
]

z′ = A
σ
f(v, z)

, (4.21)

sujeito às condições de contorno

lim
ξ→−∞

w(ξ) = we = (ve(σ), 0) e lim
ξ→∞

w(ξ) = wd = (0, 1).

Reiterando: soluções de (4.21), correspondem a ondas viajantes conectando o
estado queimado we (à esquerda) ao estado não queimado wd (à direita). Órbitas
com este comportamento, conectando dois pontos de equilíbrio, são conhecidas na
literatura como órbitas heteroclínicas.

É importante notar que se σ ≤ c/a, então ve ≤ 0, donde z′ = 0, isto é, as órbitas
são horizontais, tornando a igualdade limξ→∞ z(ξ) = 0 impossível. Logo não existem
ondas viajantes conectando we à wd neste caso.

O cálculo da derivada do campo F nos pontos de equilíbrio nos dá

F ′(we) =

(

a11 a12
0 a22

)

e F ′(wd) =

(

b11 b12
0 0

)

,

onde

a11 = −σa− c

λ
, a22 =

A
σ
fy(we), a12 =

σ

λ
(bve(σ) + d/A),

b11 = −σ(a+ b)− c

λ
e b12 = − σd

λA

Os autovalores de F ′(we) são a11 < 0 e a22 > 0, com respectivos autovetores
e1 = (1, 0) e C = (a12, a22 − a11). Portanto we é um ponto de equilíbrio hiperbólico
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que consiste de uma sela. A variedade estável W e
e desta singularidade é tangente,

em we, ao eixo v. Como o eixo v é invariante pelo fluxo, para que não haja uma
órbita no eixo v perturbando o comportamento das órbitas próximas da sela we, o
eixo v deve, necessariamente, coincidir com W e

e . Quanto a variedade instável, W i
e ,

esta é tangente, em we, ao vetor C = (a12, a22 − a11).

Os autovalores de F ′(wd) são b11 < 0 e 0, com respectivos autovetores e1 = (1, 0) e
B = (−b12, b11). Portanto wd é um ponto de equilíbrio não-hiperbólico. Aqui, o eixo
v é tangente, em wd, à sua variedade estável W e

d , enquanto o vetor B = (−b12, b11)
é tangente, em wd, à sua variedade central W c

d . Para v ≤ 0, a curva de equilíbrio
(4.20) é invariante pelo fluxo. Como W c

d passa por wd, tangente à um vetor com
direção B, se W c

d escapasse da curva (4.20), como as órbitas no semi-plano v ≤ 0 são
horizontais, W c

d deixaria de ser suave. Portanto, para v ≤ 0, a variedade central W c
d

é exatamente a curva (4.20). Para v > 0, a variedade central consiste de uma órbita,
pois se esta escapar de uma órbita, deverá conter todas as órbitas que interceptar
fazendo com que deixe de ser uma curva. Numa vizinhança de wd as órbitas por
pontos no eixo z, acima de wd, são "quase" horizontais. Logo, nesta vizinhança, a
órbita W c

d deve estar abaixo de wd. Como z′ > 0 para v > 0, esta órbita se dirige à
wd. Pelo comportamento da variedade central, as órbitas por pontos (v, z) próximos
de wd, abaixo da variedade estável e tais que v > 0, se dirigem à wd tangentes à B.

Analogamente, podemos ver que a matriz jacobiana calculada sobre os demais
pontos de equilíbrio tem um autovalor nulo e outro negativo. Sendo a variedade
estável uma reta horizontal para v ≤ 0 e a variedade central a mesma de anteri-
ormente. Daí, as órbitas por pontos próximos de wd e acima da variedade estável,
incidirão sobre as órbitas (que são variedades estáveis) de algum ponto de equilíbrio
da curva (4.20) com v < 0. Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de Fase do sistema (4.21).
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4.3 Existência de Soluções

Uma órbita de uma EDO conectando um ponto de equilíbrio hiperbólico we à
um ponto de equilíbrio não-hiperbólico wd é chamada forte, quando está totalmente
contida na variedade estável de wd. Se esta órbita corresponde a uma onda viajante
de uma EDP dizemos que a onda viajante também é forte.

Como we é uma sela, W i
e é a única órbita do retrato de fase que sai de we e tem

chance de chegar à wd. Se a variedade instável W i
e interceptar a variedade estável

W e
d , a união destes conjuntos deve constituir uma única órbita forte que conecta

we à wd. Se W i
e se aproximar de wd pela região acima de W e

d , então interceptará
uma órbita (e portanto será esta órbita) que não passa por wd. Portanto, neste
caso, o sistema (4.21) não possui solução. Se W i

e se aproximar de wd pela região
abaixo de W e

d , então interceptará uma órbita (que não é W e
d ) que tende à wd pela

variedade central W c
d e assim será uma órbita, não forte, conectando we à wd. A

seguir provaremos que isto ocorre conforme σ é pequeno ou grande respectivamente.

Imaginemos que σ seja suficientemente grande, digamos σ = 1/ǫ, com ǫ pequeno.
A mudança de variáveis ξ = ǫη, transforma o sistema (4.21) em

{

v′ = 1
λ

[

−
(

av + bvz + d
A
z − d

A

)

+ ǫcv
]

z′ = ǫ2Af(v, z)
. (4.22)

Para ǫ = 0 o sistema (4.22) tem uma curva de equilíbrio v = d(1−z)
A(a+bz)

, que inclui

um segmento no primeiro quadrante ligando ( d
aA
, 0) à (0, 1). Seja M0 este segmento.

Observemos que (d/(aA), 0) corresponde exatamente ao ponto de equilíbrio we, com
σ = ∞. Neste caso os autovalores da derivada do campo em qualquer ponto (v, z)
são 0 e −(a + bz)/λ. Portanto M0 é constituído por singularidades normalmente
hiperbólicas (os autovalores não-nulos são negativos). Pelo Primeiro Teorema da
Variedade Invariante de Fenichel (Teorema 2.8), para ǫ suficientemente pequeno,
existe uma variedade Mǫ difeomorfa à M0 (portanto uma curva que é um conjunto
fechado) suficientemente próxima de M0 e que é localmente invariante pelo fluxo.
Sendo um conjunto fechado e localmente invariante segue que Mǫ é um conjunto
invariante pelo fluxo. Note que para ǫ suficientemente pequeno, o ponto de equilí-
brio we está suficientemente próximo de (d/(aA), 0), portanto podemos considerar
que uma das extremidades da curva Mǫ está próxima de we. Assim, levando em
consideração o comportamento das órbitas em torno de uma sela, concluímos que
Mǫ deverá coincidir com a variedade instável W i

e , pois caso contrário interceptará
órbitas que escaparão de Mǫ, o que contradiz o fato de M0 ser invariante. Analo-
gamente, a outra extremidade da curva Mǫ deve estar próxima de wd. Como Mǫ

está suficientemente próxima de M0, deve se aproximar de wd, por baixo de W e
d e

acima de W c
d , pois caso contrário novamente chegaríamos a contradições com o fato

de Mǫ ser invariante. Como W i
e não pode escapar de Mǫ, segue que W i

e é uma órbita
conectando we à wd. Portanto, para σ grande, o sistema (4.21) possui solução do
tipo onda viajante que não é forte. Além disso, neste caso a órbita correspondente
a esta solução se encontra na região abaixo da variedade estável W e

e .

Analisemos agora o que acontece se σ for pequeno, digamos σ = c
a
+τ , com τ > 0
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pequeno.

A mudança de variáveis v = 1/s transforma o sistema (4.21), na região v > 0,
em

{

s′ = s
λ

[(

c
a
+ τ
)

.
(

a+ bz + d
A
(z − 1)s

)

− c
]

z′ = Aa
c+aτ

zeEs/(RT ∗) . (4.23)

Os pontos de equilíbrio de (4.21) com v ≤ 0, não são visíveis neste sistema, em
particular, wd é deslocado para s = ∞.

Pondo τ = 0 o sistema (4.23) toma a forma

s′ =
c

aλ
s

(

bz +
d

A
(z − 1)s

)

z′ =
Aa

c
ze−Es/(RT ∗). (4.24)

O único ponto de equilíbrio deste sistema é a origem P0 = (0, 0). Os autovalores
da matriz jacobiana deste campo são 0 e Aa/c > 0 com respectivos autovetores (1,0)
e (0,1). Daí a variedade central de P0 é tangente ao eixo s e a variedade instável
tangente ao eixo z. Se z = 0, então z′ = 0 e novamente podemos concluir que o
eixo s é invariante pelo fluxo e assim a variedade central de P0 é o próprio eixo s.
Analogamente, se s = 0, então s′ = 0, donde o eixo z é invariante pelo fluxo e assim
a variedade instável de P0 é o eixo z.

Se τ > 0 o sistema (4.23) tem dois pontos de equilíbrio, P = (0, 0) e Q = (q, 0) =
(1/ve(σ), 0). Neste caso, os autovalores da matriz jacobiana em P são aτ/λ > 0 e
Aa2/(c + aτ) > 0, logo P é uma fonte. Os autovalores da matriz jacobiana em Q
são −aτ/λ < 0 e aAe−Eq/RT ∗

/σ > 0, donde Q é uma sela. Observemos que esta
sela é exatamente a mesma sela do sistema (4.21). Além disso, a variedade estável
desta sela continua sendo tangente ao eixo s (pois (0,1) é um autovetor associado
ao autovalor negativo) e portanto consiste no próprio eixo s.

O conjunto M0 = {P0} satisfaz as hipóteses do Segundo Teorema da Variedade
Invariante de Fenichel (Teorema 2.9). Neste caso, necessariamente Mτ = {Q}, pois a
outra possibilidade, Mτ = {P}, é descartada já que P é uma fonte, donde W i

e(Mτ ) =
R

2 teria dimensão 2. Logo, W i
e(Q) está suficientemente próxima de qualquer parte

compacta do eixo z (ou seja, W i(P0)), desde que τ > 0 seja suficientemente pequeno.
Assim, (s, z) ∈ W i(Q) implica s suficientemente pequeno. Logo (v, z) ∈ W i

e implica
v suficientemente grande. Portanto, neste caso, W i

e não conecta we à wd e assim o
problema não possui solução.

Concluímos que, W i
e está abaixo ou acima de W e

d conforme σ > c/a é sufi-
cientemente grande ou pequeno. Pela continuidade das soluções em relação aos
parâmetros, deve existir um valor de σ = σ∗ para o qual W i

e intercepta (e portanto
coincide com) W e

d provando a existência de uma órbita correspondendo a uma onda
viajante forte, de velocidade σ∗, conectando we à wd.

Concluiremos nossa discussão sobre existência de soluções para o sistema (4.21),
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provando a unicidade do valor de σ∗ para o qual a órbita é forte. Para tanto,
utilizaremos as ferramentas apresentadas na Seção 2.6.

Seja S : R −→ R uma função separadora entre W e
d e W i

e , que é positiva quando
W e

d estiver abaixo de W i
e e que é negativa quando W e

d estiver acima de W i
e . Temos

que S(σ∗) = 0 e desejamos mostrar que existe apenas um σ∗ que anula S.

Seja w0(ξ) = (v0(ξ), z0(ξ)) uma solução do sistema (4.21) correspondendo à uma
onda viajante forte de velocidade σ0. Temos S(σ0) = 0. Defina

H(ξ) = exp

(

−
∫ ξ

0

div F (w0(s))ds

)

.

Como a singularidade não-hiperbólica wd é sempre constante quando σ varia (na
notação do Teorema 2.11, temos ∂q0

∂λj
(0) = 0), podemos usar o Teorema 2.11, obtendo

que

∂S

∂σ
(σ0) =

∫ ∞

−∞
H(ξ)[(v′0(ξ), z

′
0(ξ)) ∧

∂F

∂σ
(w0(ξ))dξ]. (4.25)

Qualquer conexão w = (v, z) de we à wd, permanece no primeiro quadrante do
plano v × z e acima da curva (4.20). Logo z′ < 0 e v′ < 0 sobre qualquer conexão
w = (v, z) de we à wd. Além disso,

v >
σd(1− z)

A(σa+ σbz − c)
>

σd(1− z)

A(σa+ σbz)
=

d(1− z)

A(a+ bz)
.

Daí

(v′0(ξ), z
′
0(ξ)) ∧

∂F

∂σ
(w0(ξ))dξ = 〈(−z′(ξ), v′(ξ)), ∂F

∂σ
(w(ξ))〉

=
1

λ

[

av + bvz +
d

A
(z − 1)

]

− v′
A

σ2
f(v, z) > 0.

Daí e de (4.25), sendo a função exponencial sempre positiva, concluímos que
∂S
∂σ
(σ0) > 0. Assim, em cada σ0 tal que S(σ0) = 0, a função separadora é crescente

em uma vizinhança de σ0. Como S é contínua, só pode haver, no máximo, um ponto
σ tal que S(σ) = 0. Portanto σ0 = σ∗ é o único valor de velocidade para o qual a
onda viajante é forte.

Assim, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Existe um único σ∗ ∈ ( c
a
,∞) tal que o sistema (4.21) possui órbita

conectando we à wd se, e somente se, σ ∈ [σ∗,∞). Além disso a órbita é forte se, e
somente se, σ = σ∗.
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Capítulo 5

A Equação KPP

Neste capítulo estudaremos uma equação do tipo reação-difusão conhecida na
literatura como equação KPP:

ut = uxx + up(1− u), p > 1, x ∈ R e t > 0. (5.1)

Esta equação aparece nos problemas de reações químicas autocatalíticas isotérmi-
cas. Como veremos neste Capítulo, esta equação tem propriedades muito próximas
das do sistema (4.13), proviniente do modelo de combustão em meios porosos. Em
particular veremos que existem soluções do tipo onda viajante para uma faixa de
valores de velocidades, sendo que somente a solução correspondente ao menor destes
valores é forte. Encerramos o Capítulo com um estudo da estabilidade das ondas
viajantes não fortes, sob perturbações em certos espaço de Banach com peso. Espe-
ramos que as técnicas aqui estudadas sejam úteis para o estudo da estabilidade das
ondas não fortes do sistema (4.13).

5.1 Existência de Soluções

Nesta seção estaremos interessados em provar a existência de soluções do tipo
onda viajante para a equação (5.1), conectando os estados de equilíbrio u = 1 à
u = 0.

Inicialmente note que a mudança de variáveis ξ = x− ct, com c > 0, transforma
a equação (5.1) em

uξξ + cuξ + up(1− u) = 0.

A fim de transformar esta equação em um sistema de EDO de 1a ordem, fazemos
v = uξ, obtendo

{

uξ = v
vξ = −cv − up(1− u).

(5.2)
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Sendo z = (u, v), este sistema pode ser escrito na forma autônoma

zξ = F (z, c),

onde F (z, c) = (v,−cv − up(1− u)). A matriz jacobiana desse sistema é

JF (z) =

(

0 1
up−1((p+ 1)u− p) −c

)

.

O sistema (5.2) tem dois pontos de equilíbrio, P = (0, 0) e Q = (1, 0). Os
autovalores de JF (P ) são 0 e −c, com respectivos autovetores (1, 0) e (1,−c).
Portanto P é um ponto de equilíbrio não-hiperbólico com uma variedade estável
W e(P ) tangente ao vetor (1,−c) e com variedades centrais W c(P ) tangentes ao ve-
tor (1, 0). Por outro lado, os autovalores de JF (Q) são λ1 = [−c + (c2 + 4)1/2]/2 e
λ2 = [−c− (c2+4)1/2]/2, com respectivos autovetores (1, λ1) e (1, λ2). Como λ1 > 0
e λ2 < 0 segue que Q é uma sela, cuja variedade estável W e(Q) é tangente à (1, λ2)
e a variedade instável W i(Q) é tangente à (1, λ1).

Uma solução do tipo onda viajante de (5.1) conectando u = 1 à u = 0 deve ser
uma solução de (5.2) conectando os pontos de equilíbrio Q à P . Como Q é uma
sela, a única órbita candidata a solução é a contida na variedade instável W i(Q).

Como vimos no Exemplo 3, do Capítulo 2, sendo h uma carta para W c(P )
em uma vizinhança de P , temos que h(u) ∼ −up/c2 quando u −→ 0. Portanto,
dependendo do valor de p > 1, temos duas possíveis configurações para W c(P ),
ilustradas na Figura 5.1. Se v > 0 e u < 0, então uξ > 0 e assim nenhuma órbita
que tenda à P pelo 2o quadrante do plano u× v pode vir de Q. Se v, u < 0, então
uξ < 0 e assim nenhuma órbita que tenda à P pelo 3o quadrante do plano u × v
pode vir de Q. Concluímos que a diferença entre as configurações A e B para W c(P )
é irrelevante para analisarmos a existência de soluções do sistema (5.2). Portanto,
podemos supor sem perda de generalidade, que W c(P ) tem a configuração A.

Figura 5.1: Possíveis configurações para W c(P ).

Como vimos, se v < 0, então uξ < 0 e assim as órbitas no semi-plano v < 0 tem
orientação no sentido negativo do eixo u. Com estas informações, podemos esboçar
o retrato de fase do sistema (5.2) nas vizinhanças de seus pontos de equilíbrio. Veja
a Figura 5.2.
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Figura 5.2: Retrato de Fase do sistema (5.2).

Seja C a curva dada por

h(u) = −up(1− u)/c, u ≥ 0 (veja a Figura 5.3).

Note que h(1) = h(0) = 0 e como up+1 < up, ∀u ∈ (0, 1), segue que a curva
C permanece no 4o quadrante do plano u × v para u ∈ (0, 1). Para u > 1 temos
up+1 > up e assim a curva C permanece no 1o quadrante do plano u× v para u > 1.

Considere agora as regiões (ver Figura 5.3):

• R1 = {(u, v); u, v < 0} (terceiro quadrante do plano u× v);

• R2 é a região tal que u ≥ 1, v > 0, limitada superiormente por C;

• R3 é a região tal que v > 0, limitada inferiormente por C;

• R4 é a união da faixa {(u, v); 0 < u < 2/3, v < −2p/(3p+1c)} com a região do
semi-plano u > 2/3, v < 0 limitada superiormente por C;

• R5 é a região do semi-plano u > 0, v < 0, limitada inferiormente pela fronteira
de R4.

Figura 5.3: Regiões R1, R2, R3, R4 e R5.

Vejamos algumas propriedades destas regiões:
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R1: Se alguma órbita interceptar a fronteira {(0, v); v < 0}, então uξ < 0 e assim a
órbita entrará em R1.

R2: Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, 0); u > 1}, então vξ > 0 e assim a
órbita entrará em R2. Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, h(u)); u > 1},
então uξ > 0 e vξ = 0. Logo, as órbitas em R2 não podem deixar esta região.

R3: Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, 0); 0 < u < 1}, então vξ < 0 e assim
a órbita entrará em R5. Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, h(u)); u > 1},
então uξ > 0 e vξ = 0. Logo uma órbita em R3 que interceptar esta fronteira entrará
em R2.

R4: Se alguma órbita interceptar a fronteira {(0, v); v < −2p/3p+1c}, então, como
vimos na análise de R1, a órbita entrará em R1. Se alguma órbita interceptar a
fronteira {(u,−2p/(3p+1c)); 0 < u ≤ 2/3}, então vξ = 2p/3p+1−up(1−u) > 0 e assim
a órbita entrará em R5. Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, h(u); 2/3 <
u < 1}, então vξ = −ch(u) − up(1 − u) = 0 e uξ < 0, donde a órbita entrará em
R5. Se alguma órbita interceptar a fronteira {(u, 0); u > 1}, então vξ > 0 e assim a
órbita entrará em R2.

R5: A fronteira de R5 já foi estudada nas regiões anteriores.

Seja S0 a órbita contida em W e(P ) que chega em P , pelo quadrante u > 0, v < 0.
Diante das propriedades das regiões Ri, i = 1, ..., 5, podemos concluir que existem
apenas três alternativas para S0 (acompanhe com as Figuras 5.4 - 5.6):

Figura 5.4: Alternativa A1.

A1: S0 vem de R3, entra em R5 e tende à P ;

A2 : S0 conecta Q à P ;

A3 : S0 vem de R4 sem conectar Q, entra em R5 e tende à P .

Seja S1 a órbita contida em W i(Q) que sai de Q pelo semi-plano v < 0. Vamos
analisar o que acontece com S1 em cada alternativa Ai, i = 1, 2, 3:

A1 : Neste caso, a órbita S0 forma uma barreira, impedindo as órbitas que chegam
em P (observe a Figura 5.2 e note que estas órbitas estão acima de S0) de sair de
Q. Logo W i(Q) não pode interceptar nenhuma órbita que chegue em P . Portanto,
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Figura 5.5: Alternativa A2.

Figura 5.6: Alternativa A3.

neste caso, o problema não possui solução.

A2 : Neste caso S0 = S1 é a única solução do problema, que consiste de uma
órbita forte, correspondendo à uma onda viajante forte.

A3 : Se v > 0 e 0 < u < 1, então de (5.2) temos vξ < 0 e assim S1 não pode
entrar em R3. Note que S1 não pode sair de Q por R4, pois para 2/3 < u < 1 e
v < −up(1 − u)/c, temos vξ = −cv − up(u − 1) > 0. Logo S1 sai de Q por R5,
e como não pode deixar esta região pela fronteira de R4 nem pela fronteira de R3

(veja as propriedades de R3 e de R4), segue que S1 deve chegar em P , pois não pode
interceptar S0, se mantendo acima de S0 e em R5. Portanto, S1 é a única solução
do problema que, neste caso, não é forte.

Agora vamos buscar determinar uma relação entre o valor de c > 0 e as alter-
nativas A1, A2 e A3. Para isto vamos definir uma função f : (0,∞) −→ (0,∞) da
seguinte forma: Para cada c > 0, se ocorrer a alternativa A1, seja f(c) ∈ (0, 1) o valor
de u para o qual S0 intercepta o eixo u. Se ocorrer A2, seja f(c) = 1. Se ocorrer A3,
seja f(c) = 1−v1, onde v1 é o valor de v para o qual S0 intercepta a reta u = 1. Note
que a única maneira de S0 não interceptar a reta vertical u = 1, seria existir uma as-
síntota entre 0 e 1 para S0. Mas isto só ocorreria se vξ/uξ = −c−up(1−u)/v −→ −∞
quando v −→ −∞, o que não é verdade. Portanto f esta bem definida e como as
soluções da equação (5.2) dependem continuamente do parâmetro c, segue que f é
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uma função contínua.

Pela construção da função f , temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 O problema (5.2) possui solução se, e somente se, f(c) ≥ 1. Além
disso, a solução é forte se, e somente se, f(c) = 1.

O Teorema 5.1 ainda não é um resultado satisfatório devido a natureza abstrata
da função f . Sequer sabemos se existe um valor de c para o qual tenhamos f(c) ≥ 1!
Portanto, a partir de agora nos dediquemos a estudar a função f .

Lema 1: A função f é crescente.

Prova: Dado c > 0, denotemos por S0(c) a órbita S0 do sistema (5.2) correspon-
dente ao parâmetro c.

Por (5.2), quando c > 0 cresce, a inclinação das retas tangentes à S0(c) decrescem
e tendem monotonicamente a uma reta vertical.

Dado c0 > 0, seja R(c0) a região contida na faixa 0 ≤ u ≤ 1, v ≤ 0 limitada
inferiormente por S0(c0) (veja a Figura 5.7).

Figura 5.7: Região R(c0) para as alternativas A1, A2 e A3.

Seja c1 > c0 (acompanhe na Figura 5.8). Se S0(c1) interceptar S0(c0) em um
ponto (u0, v0), dada a monotonicidade das inclinações das retas tangentes à S0(c)
em função de c, a reta tangente a órbita S0(c1) no ponto (u0, v0) tem inclinação
menor que a reta tangente à S0(c0) em (u0, v0). Logo S0(c1) entra em R(c0).

Por outro lado, para u suficientemente pequeno, a órbita S0(ci), i = 0, 1, chega
em P tangente ao vetor (1,−ci). Portanto S0(c1) deve estar abaixo de S0(c0) para
u suficientemente pequeno. Se S0(c1) interceptar S0(c0), como vimos, S0(c1) entrará
em R(c0), contrariando o que acabamos de ver. Portanto S0(c1) não deve interceptar
S0(c0) e assim permanecerá abaixo de S0(c0). Pela definição de f , devemos ter
f(c1) > f(c0). Logo f é crescente. �

Lema 2: Se c > 0 é suficientemente grande, então f(c) > 1.

Prova: Sendo c > 0 suficientemente grande, podemos escrever c = 1/ǫ, onde
ǫ > 0 é suficientemente pequeno. A mudança de variáveis η = cξ, transforma o
sistema (5.2) em

{

u′ = ǫv
v′ = −v − ǫup(1− u).

(5.3)
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Figura 5.8: S0(c1) entra na região R(c0) quando interceptar S0(c0).

Para ǫ = 0, o sistema (5.3) tem o eixo u como seu conjunto de pontos de equilí-
brio. Considere o conjunto compacto M0 = {(u, 0); 0 ≤ u ≤ 1}. Note que o conjunto
M0 é composto por singularidades normalmente hiperbólicas. Pelo Primeiro Teo-
rema da Variedade Invariante de Fenichel (Teorema 2.8), para ǫ suficientemente
pequeno, existe uma curva fechada Mǫ, difeomorfa à M0, suficientemente próxima
de M0 e localmente invariante pelo fluxo. Analisando o retrato de fase do sistema
(5.2), sendo Mǫ localmente invariante pelo fluxo, podemos concluir que, próximo de
Q, Mǫ deve coincidir com W i(Q). Consequentemente W i(Q) conecta Q à P , donde
f(c) ≥ 1. Como f é crescente, devemos ter f(c) > 1 para c suficientemente grande.
�

A combinação dos Lemas 1 e 2, nos garante que, sendo c∗(p) = inf f−1([1,∞)) ≥
0, temos f(c) ≥ 1, ∀c ≥ c∗(p), ou seja, a equação (5.1) possui uma solução do tipo
onda viajante se, e somente se, c ≥ c∗(p). Além disso, neste caso, a solução é única.
Resta-nos saber se existem c > 0 tais que a equação (5.1) não possua solução. Esta
questão é respondida no próximo lema.

Lema 3: Se c > 0 é suficientemente pequeno, então f(c) < 1.

Prova: Qualquer órbita que conecte Q à P , permanece no quarto quadrante do
plano u × v. Portanto, vamos nos restringir ao quarto quadrante do plano u × v.
Nesta região, podemos fazer a mudança de variáveis s = 1/u que transforma o
sistema (5.2) em

{

s′ = −s2v
v′ = −cv − s−p−1(s− 1).

(5.4)

O sistema (5.4) possui apenas um ponto de equilíbrio, Q′ = (1, 0). Observe
que Q′ = Q, onde estamos usando o ′ para indicar que a singularidade (1, 0) é
relativa ao sistema (5.4). Os autovalores da matriz jacobiana no ponto Q′ são
λ1 = (−c + (c2 + 4)1/2)/2 > 0 e λ2 = (−c − (c2 + 4)1/2)/2 < 0, com respectivos
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autovetores V1 = (1,−λ1) e V2 = (1,−λ2). Logo Q′ é uma sela com variedade
instável tangente ao vetor V1 e variedade estável tangente ao vetor V2. Note que
esta sela é o ponto de equilíbrio correspondente à sela Q do sistema (5.2).

Sendo c = 0, o sistema (5.4) se torna
{

s′ = −s2v
v′ = −s−p−1(s− 1).

(5.5)

A única singularidade do sistema (5.5) é exatamente a mesma do sistema (5.4).
Por isto vamos denotá-la por Q”, para indicar que é relativa ao sistema (5.5). Os
autovalores da matriz jacobiana no ponto Q” são 1 e −1, com respectivos autovetores
U1 = (1,−1) e U2 = (1, 1). Logo Q” é uma sela com variedade instável tangente ao
vetor U1 e variedade estável tangente ao vetor U2.

Para v < 0, de (5.5), temos que s′ = −s2v > 0 e para s > 1, temos
v′ = −s−p−1(s − 1) < 0. Daí, sendo S1” a órbita contida em W i(Q”) que está
no quarto quadrante do plano s×v, podemos garantir que existe um v0 < 0, tal que
S1” fica abaixo da reta horizontal v = v0 a partir de um certo ponto (veja a Figura
5.9).

Figura 5.9: S1” permanece abaixo de v0 a partir de um certo ponto.

Aplicando o Segundo Teorema da Variedade Invariante de Fenichel
(Teorema 2.9) ao compacto M0 = {Q”}, concluímos que, para c > 0 suficiente-
mente pequeno, W i(Q′) está suficientemente próxima de W i(Q”). Logo, sendo S ′

1 a
órbita contida em W i(Q′) que está no quarto quadrante do plano s× v, temos que
S ′
1 fica abaixo da reta v = v0 a partir de um certo ponto.

Seja g : (0, 1) −→ R uma carta para a órbita S1. Suponha que ocorra a alterna-
tiva A2 ou A3, isto é, S1 conecta Q = (0, 1) à P = (0, 0), donde

lim
u→0

g(u) = lim
u→1−

g(u) = 0.

Seja g1 : (1,∞) −→ R dada por g1(s) = g(1/s) e note que o gráfico de g1
permanece no quarto quadrante do plano s × v, pois g(u) < 0, ∀u ∈ (0, 1). Por
propriedade de mudança de variáveis, sendo g uma carta de uma órbita da equação
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(5.2), segue que g1 é uma carta de alguma órbita da equação (5.4). Como

lim
s→1+

g1(s) = lim
u→1−

g(u) = 0,

segue que g1 é uma carta da órbita S ′
1. Daí

0 = lim
u→0

g(u) = lim
s→∞

g1(s) ≤ v0 < 0,

um absurdo. Logo as alternativas A2 e A3 não podem ocorrer, isto é, ocorre a
alternativa A1. Portanto, para c > 0 suficientemente pequeno, temos f(c) < 1. �

Da combinação dos Lemas 1, 2 e 3, segue o seguinte resultado para a equação
KPP:

Teorema 5.2 Para cada p > 1, existe c∗(p) > 0 tal que a equação (5.1) possui uma
solução do tipo onda viajante u(t, x) = φc(x − ct) conectando u = 1 à u = 0 se, e
somente se, c ≥ c∗(p). Neste caso a solução é única. Além disso, a onda viajante é
forte se, e somente se, c = c∗(p).

Em [Barnes] o leitor pode encontrar estimativas numéricas para o valor de c∗(p)
para alguns valores de p.

5.1.1 Propriedades das Soluções

Agora vamos nos dedicar a estudar o comportamento assintótico das soluções da
equação (5.1).

Para cada c ≥ c∗(p), a solução (u, v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilíbrio
Q, quando ξ −→ −∞, pela variedade instável W i(Q). Como W i(Q) é tangente, em
Q, à (1, λ1), onde λ1 = [−c +

√
c2 + 4]/2, temos que u′ = v ∼ λ1(u − 1), quando

u −→ 1−. Multiplicando por e−λ1ξ e integrando, existe uma constante A > 0 tal
que

u(ξ) ∼ 1 + Aeλ1ξ quando ξ −→ −∞.

Se c = c∗(p), então a solução (u, v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilíbrio
P , quando ξ −→ ∞, pela variedade estável W e(P ). Como W e(P ) é tangente, em
P , à (1,−c), temos que u′ = v ∼ −cu, quando u −→ 0+. Integrando, obtemos uma
constante B > 0 tal que

u(ξ) ∼ Be−cξ quando ξ −→ ∞.

Se c > c∗(p), então a solução (u, v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilíbrio
P quando ξ −→ ∞ pela variedade central W e(P ). Pelo Exemplo 3 do Capítulo 2,
temos que u′(ξ) = v(ξ) = h(u(ξ)) ∼ −u(ξ)p/c quando ξ −→ ∞. Daí, u′(ξ)u(ξ)−p ∼
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−1/c quando ξ −→ ∞ e integrando através da mudança de variáveis U = u(ξ),
obtemos

−ξ
c

∼
∫

u′(ξ)u(ξ)−pdξ =

∫

u′(ξ)u(ξ)−pdξ =

∫

U−pdU =
U−p+1

−p+ 1
=

u(ξ)

−p+ 1
.

Logo

u(ξ) ∼
[

c

(p− 1)ξ

]1/(p−1)

quando ξ −→ ∞.

A síntese dos resultados obtidos nesta seção nos dá o

Teorema 5.3 Para cada p > 1, existe c∗(p) > 0 tal que a equação (5.1) possui
solução do tipo onda viajante u(t, x) = φc(x − ct) conectando u = 1 à u = 0 se, e
somente se, c ≥ c∗(p). Ademais, para ξ = x− ct, existem constantes A,B > 0, tais
que

φc(ξ) ∼
{

Be−cξ se c = c∗(p)
[

c
(p−1)ξ

]1/(p−1)

se c > c∗(p)
quando ξ −→ ∞

(1− φc(ξ)) ∼ Ae
−c+

√
c2+4

2
ξ quando ξ −→ −∞.

Observemos as semelhanças das soluções do tipo onda viajante da equação KPP
com as do sistema (4.13) para o modelo de combustão. Temos existência destas
soluções para uma faixa de valores de velocidades c, sendo que existe um único
valor crítico c∗(p), onde as soluções correspondentes a valores acima de c∗(p) não
são fortes. Novamente, para valores abaixo de c∗(p) a equação não possui solução
do tipo onda viajante.

Finalizemos esta Seção, destacando mais algumas propriedades da onda viajante
φc da equação KPP (5.1). Para isto, seja c ≥ c∗(p) e seja φc a correspondente solução
do tipo onda viajante da equação (5.1).

(P1) φ′
c(ξ) < 0, ∀ξ ∈ R.

Prova: Isto decorre do fato da órbita S1 do sistema (5.2) permanecer no quarto
quadrante do plano u× v. �

(P2) Se c > c∗(p), então
φ′′
c (ξ)

φ′
c(ξ)

∼ Dξ−1, quando ξ −→ ∞, onde D = −p/(p− 1)p−1.

Prova: Para c > c∗(p), pelo Teorema 5.3 temos que

φc(ξ) ∼ [c/(p− 1)]1/(p−1)ξ−1/(p−1) quando ξ −→ ∞.

Daí
φ′
c(ξ) ∼ −c1/(p−1)/(p− 1)2/(p−1)ξ−p/(p−1) quando ξ −→ ∞
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e assim

φ′′
c (ξ) ∼ pc1/(p−1)/(p− 1)3/p−1ξ(−2p+1)/(p−1) quando ξ −→ ∞.

Portanto
φ′′
c (ξ)

φ′
c(ξ)

∼ Dξ−1, quando ξ −→ ∞.

�

(P3)
(

2φ′′

c (ξ)
φ′

c(ξ)
+ c
)

−→
√
c2 + 4, quando ξ −→ −∞.

Prova: Como

1− φc(ξ) ∼ A exp

(

−c+
√
c2 + 4

2
ξ

)

quando ξ −→ −∞,

segue que

−φ′
c(ξ) ∼ A

(

−c+
√
c2 + 4

2

)

exp

(

−c+
√
c2 + 4

2
ξ

)

quando ξ −→ −∞.

Daí

−φ′′
c (ξ) ∼ A

(

−c+
√
c2 + 4

2

)2

exp

(

−c+
√
c2 + 4

2
ξ

)

quando ξ −→ −∞.

Logo
φ′′
c (ξ)

φ′
c(ξ)

∼
(

−c+
√
c2 + 4

2

)

quando ξ −→ −∞.

Daí segue o resultado. �

5.2 Estabilidade

Nesta Seção, vamos analisar a estabilidade das soluções, do tipo onda viajante,
que não são fortes, obtidas no Teorema 5.3. O objetivo deste estudo é tomar fa-
miliaridade com as técnicas desenvolvidas por [Wu] para a equação KPP, para que
num próximo trabalho, possamos utilizá-las no estudo da estabilidade das ondas
viajantes não fortes do modelo de combustão em meios porosos.

Considere os espaços de Banach Cunif (R), C2
unif (R), Cα e C2

α definidos no Capí-
tulo 3.

Para cada c > c∗(p), seja u(x, t) = φc(x − ct) a solução do tipo onda viajante
obtida no Teorema 5.3. Linearizando a equação (5.1) em torno de tal onda viajante,
obtemos

ut = Lu+ f(φc, u),
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onde

L : C2
unif (R) −→ Cunif (R)
u 7−→ Lu = uξξ + cuξ + [pφp−1

c − (p+ 1)φp
c ]u

e

f(φc, u) = F (φc + u)− F (φc)− F ′(φc)u,

F (u) = up(1− u).

Como vimos no Exemplo 2 do Capítulo 3, vale a seguinte limitação para o es-
pectro essencial do operador L : C2

unif (R) −→ Cunif (R):

sup{Re λ;λ ∈ σess(L)} ≤ 0.

Observemos que esta limitação não garante que o espectro essencial do operador
L esteja no semi-plano esquerdo do plano complexo, pois este ainda pode intercep-
tar o eixo imaginário. Além disso, adiante veremos que zero é um autovalor de
L. Portanto não podemos esperar estabilidade assintótica da onda viajante φc sob
perturbações no espaço C2

unif (R). Não obstante, inserindo um peso na norma do
espaço C2

unif (R), isto é, trabalhando com o espaço Cα, podemos deslocar o espectro
do operador L para o semi-plano esquerdo do plano complexo.

A fim de obtermos estabilidade da onda viajante φc, na norma de Cα, deve-
mos mostrar que o espectro do operador Lα : Cα −→ Cα dado por Lαu = Lu se
mantêm no semi-plano esquerdo do plano complexo. Inicialmente provaremos esta
propriedade para o espectro essencial.

Teorema 5.4 Se 0 < α < c, então existe δα > 0 tal que

sup{Re λ;λ ∈ σess(Lα)} ≤ −δα < 0.

Prova: Considere o operador M : Cα −→ Cunif (R) dado por Mu = qαu,
onde qα(ξ) = 1 + eαξ. Sendo B = MLαM

−1 : C2
unif (R) −→ Cunif (R), temos que

σn(B) = σn(Lα) e σess(B) = σess(Lα). Além disso

Bu = u′′ +

[

c− 2q′α
qα

]

u′ +

[

2(q′α)
2

q2α
− q′′α
qα

− cq′α
qα

+ (pφp−1
c − (p+ 1)φp

c)

]

u

e lembrando que limξ→∞ φc(ξ) = 0 e limξ→−∞ φc(ξ) = 1, temos que

B+u = u′′ + (c− 2α)u′ + (α2 − cα)u,

B−u = u′′ + cu′ − u.

Seja δα = max{αc − α2, 1} > 0. Pelo Teorema 3.2, o espectro dos B± são
exatamente os gráficos das curvas λ+(t) = −t2 + i(c − 2α)t + (α2 − cα) e λ−(t) =
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Figura 5.10: Gráficos das parábolas λ+ e λ−.

−t2 + ict − 1, t ∈ R, respectivamente. Os gráficos destas funções são as parábolas
ilustradas na Figura 5.10.

Pelo Lema de Weyl (Teorema 3.3), segue que

sup{Re λ;λ ∈ σess(Lα)} ≤ −δα < 0.

�

Agora, nosso próximo passo será provar que os autovalores do operador Lα tem
parte real negativa.

Consideremos o problema de autovalor

Ly = λy,

o qual pode ser reescrito na forma de sistema de EDO’s (não autônomo) dependendo
de um parâmetro λ ∈ C:

Y ′ = A(ξ, λ)Y, (5.6)

onde ′ = d
dξ

, Y = (y, y′) e

A(ξ, λ) =

[

0 1
λ− pφp−1

c (ξ) + (p+ 1)φp
c(ξ) −c

]

.

Sejam A±(λ) = limξ→±∞A(ξ, λ), isto é,

A+(λ) =

[

0 1
λ −c

]

e A−(λ) =

[

0 1
λ+ 1 −c

]

.

Considere agora, as curvas

S± = {λ ∈ C : det(iµI − A±(λ)) = 0 para algum µ ∈ R}.

Seja λ = a+ bi. Se a = −b2/c2, então λ ∈ S+, basta tomar µ = b/c. Reciproca-
mente, se λ ∈ S+, então existe µ ∈ R, tal que −µ2+ icµ−λ = det(iµI−A+(λ)) = 0,
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donde −µ2 = a + i(b − cµ) e assim a = −b2/c2. Com um calculo semelhante para
S−, obtemos

S− =

{

λ ∈ C : Reλ = −(Im λ)2

c2
− 1

}

e S+ =

{

λ ∈ C : Reλ = −(Im λ)2

c2

}

.

Sejam Ω+,Ω− ⊂ C os conjuntos abertos, contendo o semi-plano direito do plano
complexo, cujas fronteiras são S+ e S− respectivamente, veja a Figura 5.11. É claro
que Ω+ ⊂ Ω−.

Figura 5.11: Curvas S+ e S− no plano complexo λ.

Os polinômios característicos das matrizes A±(λ) são p+(z) = z2 + cz − λ e
p−(z) = z2 + cz − λ− 1. Daí, os autovalores de A+(λ) são

µ+
1 (λ) = [−c−

√
c2 + 4λ]/2 e µ+

2 (λ) = [−c+
√
c2 + 4λ]/2

e os autovalores de A−(λ) são

µ−
1 (λ) = [−c−

√

c2 + 4(λ+ 1)]/2 e µ−
2 (λ) = [−c+

√

c2 + 4(λ+ 1)]/2.

Denotemos por v±i (λ) os autovetores associados aos autovalores µ±
i (λ).

Por outro lado, sabemos que a raiz quadrada é uma função complexa bivalente,
isto é,

√
a+ bi pode resultar em dois números complexos distintos, digamos, x+ iy

e −(x+ iy). Não obstante, as raízes de p+(z) são [−c±
√
c2 + 4λ]/2. Sendo

√
c2 − 4λ = ±(x+ iy),

temos que as raízes de p+(z) são [−c± [±(x+ iy)]]/2 = [−c± (x+ iy)]/2. Portanto,
independente do valor escolhido para

√
c2 + 4λ = ±(x + iy), os autovalores de A+

são µ+
1 (λ) = [−c− x− iy]/2 e µ+

2 (λ) = [−c+ x+ iy]/2. Fixemos
√
c2 + 4λ = x+ iy,

com x ≥ 0.

Para λ = a+ib ∈ Ω+, isto é, a > −b2/c2, temos c2+4a+(4b)i = (x2−y2)+(2xy)i,
donde x2 − y2 = c2 + 4a e xy = 2b.
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Se x = 0, então b = 0 e assim a > 0, donde 0 ≥ −y2 = c2 + 4a > 0, um absurdo.
Logo x > 0.

Portanto y = 2b/x e assim, substituindo y por 2b/x em x2−y2 = c2+4a, obtemos

x4 − (c2 + 4a)x2 − 4b = 0.

Sendo t = x2 > 0, temos t2 − (c2 + 4a)t− 4b = 0, donde

t = [c2 + 4a+
√

(c2 + 4a)2 + 16b2]/2

e assim

x =

√

[c2 + 4a+
√

(c2 + 4a)2 + 16b2]/2.

Como a > −b2/c2, segue que

(c2 + 4a)2 + 16b2 > (c2 − 4a)2,

donde
√

(c2 + 4a)2 + 16b2 > |c2 − 4a| ≥ c2 − 4a

e assim
[c2 + 4a+

√

(c2 + 4a)2 + 16b2]/2 > c2.

Logo x > c e portanto temos que

Re µ+
1 (λ) < − c

2
< 0 e Re µ+

2 (λ) > 0, ∀λ ∈ Ω+.

Analogamente se conclui que µ−
1 (λ) tem parte real negativa e µ−

2 (λ) tem parte
real positiva quandoλ ∈ Ω−, mais precisamente

Re µ−
1 (λ) < − c

2
< 0 e Re µ−

2 (λ) > 0, ∀λ ∈ Ω−.

Em particular, os autovalores de A± são todos distintos e portanto, simples.

A estratégia para provar que os autovalores de Lα tem parte real negativa, é
estudar o comportamento assintótico de certas auto-funções.

Teorema 5.5 Dados c > c∗(p) e λ ∈ Ω−, existem duas soluções linearmente inde-
pendentes Y −

i (λ) do sistema (5.6) tais que

lim
ξ→−∞

e−µ−

i
(λ)ξY −

i (ξ, λ) = v−i (λ), i = 1, 2,

onde v−i (λ) são os autovetores de A−(λ) associados à µ−
i (λ), i = 1, 2.
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Prova: Seja B(ξ, λ) = −A(−ξ, λ) + A−(λ). Temos que |B(ξ, λ)| = |(p +
1)φc(−ξ)p − pφc(−ξ)p−1 − 1| ≤ p|φc(−ξ)p − 1| + p|φc(−ξ)p−1 − 1| + |φc(−ξ)p − 1|.
Pelo Teorema 5.3, φc(ξ) −→ 1 exponencialmente quando ξ −→ −∞.

Como g : [1
2
, 2] −→ R, dada por g(t) = tk, é lipschitiziana ∀k > 0, segue que

φc(ξ)
p, φc(ξ)

p−1 −→ 1 exponencialmente quando ξ −→ −∞. Logo

φc(−ξ)p, φc(−ξ)p−1 −→ 1 exponencialmente quando ξ −→ ∞.

Portanto, existem constantes a, b > 0, tais que |B(ξ, λ)| ≤ ae−bξ, ∀ξ ≥ ξ0, donde
∫ ∞

ξ0

|B(ξ, λ)|dξ ≤ a

∫ ∞

ξ0

e−bξdξ <∞.

Como os autovalores da matriz −A−(λ) são todos simples e

−A(−ξ, λ) = B(ξ, λ) + [−A−(λ)],

pelo Teorema 2.4 existem Z−
1 (λ), Z

−
2 (λ) soluções L.I. de Z ′ = −A(−ξ, λ)Z, satisfa-

zendo

lim
ξ→∞

eµ
−

i
(λ)ξZ−

i (ξ, λ) = v−i (λ), i = 1, 2.

Agora basta definir Y −
i (ξ, λ) = Z−

i (−ξ, λ), que o resultado segue por verificação
imediata. �

Já mencionamos que Re µ+
1 (λ) < −c/2 e Re µ+

2 (λ) > 0, ∀λ ∈ Ω+. Como µ+
i (λ)

depende continuamente de λ, concluímos que Re µ+
1 (λ) ≤ −c/2 e Re µ+

2 (λ) ≥
0 ∀λ ∈ S+. Portanto, podemos escolher uma vizinhança N(Ω+), de Ω+, contendo
S+, tal que

Re µ+
1 (λ) ≤ −2α0 e Re µ+

2 (λ) ≥ −α0, ∀λ ∈ N(Ω+), (5.7)

para algum α0 > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 5.6 Sejam c > c∗(p) e v+i (λ) o autovetor de A+(λ) associado à µ+
i (λ),

i = 1, 2. Existe ξ0 > 0, tal que, para todo λ ∈ N(Ω+), o sistema (5.6) possui duas
soluções linearmente independentes, Y +

i (ξ, λ), satisfazendo

lim
ξ→∞

[

φ′
c(ξ)

−1 exp

(

−
∫ ξ

ξ0

µ̃i(s, λ)ds

)

Y +
i (ξ, λ)

]

= v+i (λ), i = 1, 2, (5.8)

onde

µ̃1(s, λ) = −
[

c

2
+
φ′′
c (s)

φ′
c(s)

]

−
√

[

c

2
+
φ′′
c (s)

φ′
c(s)

]2

+ λ e

µ̃2(s, λ) = −
[

c

2
+
φ′′
c (s)

φ′
c(s)

]

+

√

[

c

2
+
φ′′
c (s)

φ′
c(s)

]2

+ λ.
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Prova: Por (P1), φ′(ξ) < 0, ∀ξ ∈ R, donde podemos fazer a mudança de
variáveis w(ξ) = φ′

c(ξ)
−1y(ξ) no sistema (5.6), obtendo

W ′ = Ã(ξ, λ)W (5.9)

onde

Ã(ξ, λ) =

[

0 1

λ −2φ′′

c (ξ)
φ′

c(ξ)
− c

]

e W = (w,w′).

Um cálculo rotineiro mostra que os autovalores de Ã(ξ, λ) são precisamente
µ̃i(ξ, λ), i = 1, 2.

Por outro lado, por (P2) temos que

lim
ξ→∞

Ã(ξ, λ) = A+(λ)

e
lim
ξ→∞

µ̃i(ξ, λ) = µ+
i (λ), i = 1, 2.

Daí e de (5.7), existe ξ0 suficientemente grande, tal que

Re µ̃1(ξ, λ) < −2α1 < −α1 < Re µ̃2(ξ, λ), ∀ξ ≥ ξ0, (5.10)

onde α1 = α0/2 > 0. Em particular, Ã(ξ, λ) tem dois autovalores distintos e assim
é diagonalizável para ξ ≥ ξ0. Como ṽ1 = (1, µ̃1(ξ, λ)) e ṽ2 = (1, µ̃2(ξ, λ) são au-
tovetores associados ao autovalores µ̃1(ξ, λ) e µ̃2(ξ, λ) respectivamente, temos que
Λ(ξ, λ) = diag [µ̃1(ξ, λ), µ̃2(ξ, λ)] = T (ξ, λ)−1Ã(ξ, λ)T (ξ, λ), onde

T (ξ, λ) =

[

1 1
µ̃1(ξ, λ) µ̃2(ξ, λ)

]

.

Sendo Z = T (ξ, λ)−1W o sistema (5.9), se torna

Z ′ = [Λ(ξ, λ) + C(ξ, λ)]Z, (5.11)

onde C = −T−1T ′.

Agora, fazendo as mudanças de variáveis Vi(ξ, λ) = exp
[

−
∫ ξ

ξ0
µ̃i(s, λ)ds

]

Z(ξ, λ),

i = 1, 2, o sistema (5.11) se torna

V ′
i = [Bi(ξ, λ) + C(ξ, λ]Vi, (5.12)

onde Bi(ξ, λ) = Λ(ξ, λ)− µ̃i(ξ, λ)I, para i = 1, 2.

Por (P2), temos
d

dξ

[

φ′′
c

φ′
c

]

(ξ) ∼ −Dξ−2 quando ξ −→ ∞. Daí,

lim
ξ→∞

d
dξ

[

φ′′

c

φ′

c

]

(ξ)

ξ−2
= −D,
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donde existe K > 0, tal que
∣

∣

∣

∣

d

dξ

[

φ′′
c

φ′
c

]

(ξ)

∣

∣

∣

∣

≤ K
1

ξ2
, ∀ξ ≥ ξ0.

Logo
∫ ∞

ξ0

|Ã′(s, λ)ds <∞.

Analogamente temos
∫ ∞

ξ0

|T ′(s, λ)ds <∞.

Por (5.10), temos que a matriz

T (ξ, λ)−1 =
1

µ̃2(ξ, λ)− µ̃1(ξ, λ)

[

µ̃2(ξ, λ) 1
µ̃1(ξ, λ) 1

]

é limitada para ξ ≥ ξ0, donde segue da definição da matriz C, que
∫ ∞

ξ0

|C(s, λ)|ds < ∞. (5.13)

Considere as matrizes diagonais P1 = diag [0, 0], P2 = diag [1, 0] e

Si(ξ, λ) = exp

(
∫ ξ

ξ0

Bi(s, λ)ds

)

, i = 1, 2.

Seja CB([ξ0,∞)) o espaço das funções contínuas e limitadas definidas em [ξ0,∞)
munido da norma do sup, denotada por ‖.‖∞.

Defina os operadores Fi(λ) : CB([ξ0,∞)) −→ CB([ξ0,∞)) por

Fi(λ)V (z) = ei +

∫ ξ

ξ0

Si(ξ, λ)PiSi(s, λ)C(s, λ)V (s)ds

−
∫ ∞

ξ

Si(ξ, λ)(I − Pi)Si(s, λC(s, λ)V (s)ds, i = 1, 2,

onde e1 e e2 são os vetores da base canônica do R
2.

Por (5.10), temos que −[Re µ̃2(ξ, λ) − Re µ̃1(ξ, λ)] ≤ −α1, ∀ ξ ∈ [ξ0,∞). Daí,
para ξ0 ≤ ξ ≤ s, temos

|S1(ξ, λ)S1(s, λ)
−1| =

∣

∣

∣

∣

∣

(

1 0

0 exp
(

−
∫ s

ξ
[µ̃2(r, λ)− µ̃1(r, λ)]dr

)

)
∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1 +

∣

∣

∣

∣

exp

(

−
∫ s

ξ

[µ̃2(r, λ)− µ̃1(r, λ)]dr

)∣

∣

∣

∣

= 1 + exp

(

−Re
∫ s

ξ

[µ̃2(r, λ)− µ̃1(r, λ)]dr

)

≤ 1 + exp(−α1|ξ − s|) ≤ 2. (5.14)
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Daí,

|F1(λ)V (ξ)− F1(λ)U(ξ)| =

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

ξ

S1(ξ, λ)S1(s, λ)C(s, λ)[U(s)− V (s)]ds

∣

∣

∣

∣

≤
[

2

∫ ∞

ξ0

|C(s, λ)|ds
]

‖V − U‖∞, ∀ ξ ∈ [ξ0,∞),

e assim

‖F1(λ)V − F1(λ)U‖∞ ≤
[

2

∫ ∞

ξ0

|C(s, λ)|ds
]

‖V − U‖∞.

Por (5.13), podemos tomar ξ0 suficientemente grande de tal maneira que

2

∫ ∞

ξ0

|C(s, λ)|ds < 1.

Logo, escolhendo ξ0 nestas condições, o operador F1(λ) é uma contração.

Analogamente, para ξ0 ≤ s ≤ ξ, temos

|S2(ξ, λ)P2S2(ξ, λ)
−1| =

∣

∣

∣

∣

∣

(

exp
(

∫ ξ

s
[µ̃1(r, λ)− µ̃2(r, λ)]dr

)

0

0 0

)∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

exp

(

−
∫ ξ

s

[µ̃2(r, λ)− µ̃1(r, λ)]dr

)∣

∣

∣

∣

= exp

(

−
∫ ξ

s

Re [µ̃2(r, λ)− µ̃1(r, λ)]dr

)

≤ exp(−α1|ξ − s|) ≤ 1.

Por outro lado,

|S2(ξ, λ)(I − P2)S2(ξ, λ)| =
∣

∣

∣

∣

(

0 0
0 1

)∣

∣

∣

∣

≤ 1.

Logo,

|F2(λ)V (ξ)− F2(λ)U(ξ)| ≤
[
∫ ξ

ξ0

|C(s, λ)|ds
]

‖V − U‖∞ +

[
∫ ∞

ξ

|C(s, λ)|ds
]

‖V − U‖∞

≤
[
∫ ∞

ξ0

|C(s, λ)|ds
]

‖V − U‖∞, ∀ ξ ∈ [ξ0,∞),

e analogamente concluímos que F2(λ) também é uma contração.
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Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach existem V +
i (., λ) ∈ CB([ξ0,∞)), i = 1, 2,

tais que

V +
i (ξ, λ) = Fi(λ)V

+
i (ξ, λ)

= ei +

∫ ξ

ξ0

Si(ξ, λ)PiSi(s, λ)
−1C(s, λ)V +

i (s)ds

−
∫ ∞

ξ

Si(ξ, λ)(I − Pi)Si(s, λ)
−1C(s, λ)V +

i (s)ds.

Agora, note que

d

dξ
S1(ξ, λ) =

[

0 0

0 [µ̃2(ξ, λ)− µ̃1(ξ, λ)] exp
(

∫ ξ

ξ0
[µ̃2(s, λ)− µ̃1(s, λ)]ds

)

]

= B1(ξ, λ)S1(ξ, λ)

e

d

dξ

∫ ∞

ξ

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds = lim
h→0

1

h

∫ ξ

ξ+h

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds

= −S1(ξ, λ)
−1C(ξ, λ)V +

1 (ξ).

Daí

d

dξ
V +
1 (ξ, λ) =

d

dξ
Fi(λ)V

+
i (ξ, λ) = − d

dξ
S1(ξ, λ)

∫ ∞

ξ

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds

= −
[

d

dξ
S1(ξ, λ)

]
∫ ∞

ξ

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds

−S1(ξ, λ)
d

dξ

∫ ∞

ξ

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds

= −B1(ξ, λ)S1(ξ, λ)

∫ ∞

ξ

S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds

+S1(ξ, λ)S1(ξ, λ)
−1C(ξ, λ)V +

1 (ξ, λ)

= B1(ξ, λ)
[

V +
1 (ξ, λ)− e1

]

+ C(ξ, λ)V +
1 (ξ, λ)

= [B1(ξ, λ) + C(ξ, λ)]V +
1 (ξ, λ).

Logo V +
1 (., λ) é uma solução do sistema (5.12) para i = 1. Analogamente, se

mostra que V +
2 (., λ) é uma solução de (5.12) para i = 2.

Ademais, de (5.14) temos que |S1(ξ, λ)S1(sλ)
−1| ≤ 2 para ξ0 ≤ ξ ≤ s e assim,

da definição de F1(λ) temos que

lim
ξ→∞

V +
1 (ξ, λ) = lim

ξ→∞
F1(λ)(λ)V

+
1 (ξ, λ)

= e1 − lim
ξ→∞

∫ ∞

ξ

S1(ξ, λ)S1(s, λ)
−1C(s, λ)V +

1 (s)ds = e1.
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Analogamente,

lim
ξ→∞

V +
2 (ξ, λ) = e2.

Daí, segue que V +
1 (., λ) e V +

2 (., λ) são soluções dos sistemas (5.12) linearmente
independentes. De fato, caso contrário, existiria θ ∈ R tal que V +

1 (., λ) = θV +
2 (., λ)

e assim e1 = limξ→∞ V +
1 (ξ, λ) = θ limξ→∞ V +

2 (ξ, λ) = θe2, o que geraria um absurdo.

Logo, voltando à variável Z, temos que

Z+
i (ξ, λ) = exp

(
∫ z

z0

µ̃i(s, λ)ds

)

V +
i (ξ, λ)

são soluções linearmente independentes do sistema (5.11).

Voltando à variável W , temos que

W (ξ, λ) = exp

(
∫ z

z0

µ̃i(s, λ)ds

)

T (ξ, λ)V +
i (ξ, λ)

são soluções linearmente independentes do sistema (5.9). Finalmente, voltando à
variável Y , obtemos que

Y +
i (ξ, λ) = φ′

c(ξ) exp

(
∫ z

z0

µ̃i(s, λ)ds

)

T (ξ, λ)V +
i (ξ, λ)

são soluções linearmente independentes do sistema (5.6) satisfazendo

lim
ξ→∞

φ′
c(ξ)

−1 exp

(

−
∫ ξ

ξ0

µ̃i(s, λ)ds

)

Y +
i (ξ, λ) = lim

ξ→∞
T (ξ, λ)V +

i (ξ, λ)

=

[

1 1
µ1(λ) µ2(λ)

]

ei = v+i ,

o que conclui a prova do Teorema 5.6. �

Como consequência dos Teoremas 5.5 e 5.6, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.7 Sejam c > c∗(p) e 0 < α < c. Se λ ∈ N(Ω+) é um autovalor de L
com correspondente autofunção yλ, então existem constantes a1, a2, a3 ∈ C e ξ0 ∈ R,
tais que

yλ(ξ) ∼ a1 exp

(

−c+
√

c2 + 4(λ+ 1)

2
ξ

)

, quando ξ −→ −∞

y′λ(ξ) ∼ a2 exp

(

−c+
√

c2 + 4(λ+ 1)

2
ξ

)

, quando ξ −→ −∞

yλ(ξ) ∼ a3φ
′
c(ξ) exp

(
∫ ξ

ξ0

µ̃1(s, λ)ds

)

, quando ξ −→ ∞.
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Prova: Como (yλ, y
′
λ) é solução do (5.6), pelo Teorema 5.5, existem constantes

a, b ∈ R tais que (yλ, y
′
λ) = aY −

1 (λ) + bY −
2 (λ).

Como

lim
ξ→−∞

e−µ−

i
(λ)ξY −

i (ξ, λ) = v−i (λ) = (1, µ−
i (λ)), i = 1, 2,

temos que

yλ(ξ)e
−µ−

2
(λ)(ξ) ∼ aeµ

−

1
(λ)ξ + beµ

−

2
(λ)ξ quando ξ −→ −∞.

Daí
yλ(ξ)e

−µ−

2
(λ)ξ ∼ ae−2

√
c2+4(λ+1)ξ + b ∼ b quando ξ −→ −∞.

Logo, basta tomar a1 = b.

Analogamente, de y′λ = aµ−
1 (λ)Y

−
1 (λ) + bµ−

2 (λ)Y
−
2 (λ), concluímos que

y′λ(ξ) ∼ a2 exp

(

−c+
√

c2 + 4(λ+ 1)

2
ξ

)

quando ξ −→ −∞,

onde a2 = µ−
2 (λ)b.

Agora pelo Teorema 5.6, existem constantes a, b ∈ R, tais que

(yλ, y
′
λ) = aY +

1 (λ) + bY +
2 (λ).

O resto do resultado segue de forma análoga ao caso anterior.

�

Para cada y ∈ C2
unif (R), seja ỹ(ξ) = exp(cξ/2)y(ξ) e defina o operador

L : C2
unif (R) −→ Cunif (R) por

Lỹ = ỹ′′ + [pφp−1
c − (p+ 1)φp

c − c4/4]ỹ.

Teorema 5.8 Sejam c > c∗(p) e λ ∈ Ω+. Então λ é um autovalor de L se, e
somente se, é um autovalor de L.

Prova: Suponha que λ ∈ Ω+ seja um autovalor de L e seja y ∈ C2
unif a autofunção

associada dada pelo Teorema 5.7. Temos que limξ→−∞ ỹ(ξ) = 0.

Por outro lado
∣

∣

∣

∣

φ′
c(ξ)e

cξ/2 exp

(
∫ ξ

ξ0

µ̃1(s, λ)ds

)∣

∣

∣

∣

= −φ′
c(ξ)e

cξ/2 exp

(
∫ ξ

ξ0

Re µ̃1(s, λ)ds

)

= −ecξ0/2φ′
c(ξ) exp

(
∫ ξ

ξ0

[Re µ̃1(s, λ)]− c/2ds

)

.

(5.15)
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Por (P2) temos que φ′′
c (ξ)/φ

′
c(ξ) é positivo para ξ suficientemente grande. Daí,

sendo µ̃i(s, λ), i = 1, 2, dados no Teorema 5.6, temos que

Re µ̃1(s, λ) < Reµ+
1 (λ) < c/2

e assim

lim
ξ→∞

−ecξ0/2φ′
c(ξ) exp

(
∫ ξ

ξ0

[Re µ̃1(s, λ)]− c/2ds

)

= 0

e

lim
ξ→∞

∣

∣

∣

∣

φ′
c(ξ)e

cξ/2 exp

(
∫ ξ

ξ0

µ̃1(s, λ)ds

)
∣

∣

∣

∣

= 0.

Daí e de (5.15) concluímos que limξ→±∞ ỹ(ξ) = 0. Analogamente se mostra que

lim
ξ→±∞

ỹ′(ξ) = lim
ξ→±∞

ỹ′′(ξ) = 0

e portanto ỹ ∈ C2
unif (R). Ademais,

Lỹ(ξ) = ecξ/2[
c2

4
y(ξ) + y′′(ξ) + cy′(ξ) + (pφp−1

c (ξ)− (p+ 1)φp
c(ξ))y(ξ)−

c2

4
y(ξ)]

= ecξ/2Ly(ξ) = λỹ(ξ).

Logo λ é um autovalor de L e ỹ é uma autofunção associada.

Reciprocamente, suponha que λ ∈ Ω+ seja um autovalor de L com autofunção
associada ỹ ∈ C2

unif (R). Sendo y(ξ) = exp(−cξ/2)ỹ(ξ), temos que y(ξ) −→ 0,
quando ξ −→ ∞. Além disso, y satisfaz Ly = λy e assim (y, y′) é solução do
sistema (5.6). Pelo Teorema 5.5, existem constantes a, b ∈ R tais que (y, y′) =

aY −
1 (λ) + bY −

2 (λ). Daí, y(ξ) ∼ aeµ
−

1
(λ)ξ + beµ

−

2
(λ)ξ, quando ξ −→ −∞ e assim

y(ξ)e−µ−

2
(λ)ξ ∼ ae−2

√
c2+4(λ+1)ξ + b ∼ b quando ξ −→ −∞.

De posse dessa estimativa, analogamente concluímos que y ∈ C2
unif (R). Logo λ

é um autovalor de L.

�

Teorema 5.9 Todos os autovalores do operador L são reais.

Prova: Considere o espaço de Hilbert L2(R) munido de seu produto interno usual

< v, u >=

∫ ∞

−∞
v(s)u(s)ds.
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Temos que L : C2
unif (R) −→ Cunif (R) é um operador linear densamente definido

em L2(R). Além disso, usando integração por partes, temos que

< Lu, v > =

∫ ∞

−∞
[u′′ + [pφp−1

c − (p+ 1)φp
c − c4/4]u]vds

=

∫ ∞

−∞
u′′vds+

∫ ∞

−∞
[pφp−1

c − (p+ 1)φp
c − c4/4]uvds.

=

∫ ∞

−∞
uv′′ds+

∫ ∞

−∞
u[pφp−1

c − (p+ 1)φp
c − c4/4]vds.

= < u,Lv >, ∀ u, v ∈ C2
unif (R).

Logo L é auto-adjunto e portanto seus autovalores são reais.

�

Corolário 1: Os autovalores do operador L, em Ω+, são todos reais.

Teorema 5.10 Se c > c∗(p), então Lα não possui autovalores em {0} ∪ Ω+. Ade-
mais, existe δ1 > 0 tal que Lα não possui autovalores com parte real maior que
−δ1.

Prova: Seja λ ∈ {0} ∪ Ω+ um autovalor de L com autofunção yλ ∈ C2
unif (R).

Pelo Corolário 1, λ ∈ R e assim λ ≥ 0.

Seja yλ = wλφ
′
c. De Lyλ = λyλ, obtemos

w′′
λ +

(

2
φ′′
c

φ′
c

+ c

)

w′
λ +

[

φ′′′
c

φ′
c

+ c
φ′′
c

φ′
c

+ pφp−1
c − (p+ 1)φp

]

wλ = λwλ.

Como u(x, t) = φc(x− ct) é solução da equação (5.1), temos que

−cφ′
c − φ′′

c = φp
c − φp+1

c .

Daí, derivando esta última igualdade, temos que

−cφ′′
c − φ′′′

c = pφp−1φ′
c − (p+ 1)φp

cφ
′
c.

Logo

w′′
λ +

(

2
φ′′
c

φ′
c

+ c

)

w′
λ = λwλ.

Multiplicando esta equação pelo fator integrante exp
[

∫ ξ

0

(

2φ′′

c (s)
φ′

c(s)
+ c
)

ds
]

, obte-
mos
[

exp

[
∫ ξ

0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

w′
λ(ξ)

]′

= λwλ(ξ) exp

[
∫ ξ

0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

.

(5.16)
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Consideremos inicialmente λ = 0. Por (5.16), existe uma constante k ∈ R, tal
que

w′
0(ξ) = k exp

[

−
∫ ξ

0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

.

Pelo Teorema 5.3, existe uma constante k1 ∈ R tal que φ′
c(ξ) ∼ k1 exp

(

−c+
√
c2+4

2
ξ
)

quando ξ −→ −∞. Daí, pelo Teorema 5.7,
y0(ξ)

φ′
c(ξ)

,
y′0(ξ)

φ′
c(ξ)

∼ k1 quando ξ −→ −∞.

Agora de y0 = w0φ
′
c, segue que w′

0 =
y′0
φ′
c

− φ′′
c

φ′
c

.
y0
φ′
c

e por (P2), w′
0(ξ) é limitada

quando ξ −→ −∞.

Por outro lado, por (P3),

lim
ξ→−∞

exp

[
∫ ξ

0

−
(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

= ∞

e assim, para que w′
0(ξ) seja limitada para ξ −→ −∞, devemos ter k = 0. Logo

w0 = k2 é uma função constante e portanto y0 = k2φ
′
c, isto é, o auto espaço associado

ao autovalor 0 é gerado por φ′
c.

Pelo Teorema 5.3, φ′
c(ξ) ∼ k3ξ

−p/(p−1) quando ξ −→ ∞, onde a constante k3 é
dada por k3 = c1/(p−1)/(p− 1)p/(p−1). Daí, φ′

c(ξ)qα(ξ) ∼ (1 + eαξk3ξ
−p/(p−1)) quando

ξ −→ ∞ e assim φ′
c 6∈ Cα. Portanto 0 não é um autovalor de Lα.

Agora vamos mostrar que o operador L não possui autovalores positivos. Como
todo autovalor de Lα é autovalor de L, teremos o resultado.

Suponha, por contradição, que L possua pelo menos um autovalor positivo. As-
sim, pelo Teorema 5.8, o operador L também possui algum autovalor positivo, já
que possui os mesmo autovalores que L. Da teoria de Sturm-Liouville (veja por
exemplo [Sotomayor]), os autovalores do problema Lỹ = λỹ formam uma sequência
λ0 > λ1 > ... > λn > ..., com λn −→ −∞ e a autofunção ỹλ0

, associada ao pri-
meiro autovalor λ0, não muda de sinal. Como o operador L possui algum autovalor
positivo, devemos ter λ0 > 0. Daí, a autofunção yλ0

(ξ) = exp(−cξ/2)ỹλ0
(ξ) (com

respeito à L) também não muda de sinal.

Suponha sem perda de generalidade que yλ0
(ξ) > 0, ∀ ξ ∈ R.

Pelo Teorema 5.7, |wλ0
(ξ)| = |yλ0

(ξ)/φ′
c(ξ)| −→ 0 quando ξ −→ ∞. Por-

tanto, pelos Teoremas 5.7 e 5.3, existe uma constante k ∈ R, tal que wλ0
(ξ) =

yλ0
(ξ)/φ′

c(ξ) ∼ k exp([
√

c2 + 4(λ0 + 1)−
√
c2 + 4]/2) e assim |wλ0

(ξ)| −→ 0 quando
ξ −→ −∞. Analogamente temos |w′

λ0
(ξ)| −→ 0 quando ξ −→ ±∞.

Agora note que w′
λ0

não é identicamente nula, pois caso contrário, wλ0
seria

constante e assim φ′
c seria uma autofunção associada ao autovalor λ0 > 0. Mas

isto não pode ocorrer, pois teríamos dois autovalores distintos (0 e λ0) associados a
mesma autofunção, acarretando um absurdo.

Como w′
λ0

não é identicamente nula e |wλ0
(ξ)| −→ 0 quando ξ −→ ±∞, então

existe ξ0 ∈ R tal que w′(ξ0) > 0. Trocando o limite de integração inferior 0 por ξ0
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em (5.16), como λ0 > 0 e wλ0
(ξ) = yλ0

(ξ)/φ′
c(ξ) < 0 ∀ ξ ∈ R, temos que

[

exp

[
∫ ξ

ξ0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

w′
λ0
(ξ)

]′

< 0, ∀ ξ ∈ R.

Daí

exp

[
∫ ξ

ξ0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

w′
λ0
(ξ) > w′

λ0
(ξ0) exp

[
∫ ξ0

ξ0

(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

, ∀ ξ < ξ0,

e assim

w′
λ0
(ξ) > w′

λ0
(ξ0) exp

[
∫ ξ

ξ0

−
(

2φ′′
c (s)

φ′
c(s)

+ c

)

ds

]

, ∀ ξ < ξ0. (5.17)

De (P3) e (5.17), segue que w′
λ0
(ξ) −→ ∞ quando ξ −→ −∞, contrariando

|w′
λ0
(ξ)| −→ 0 quando ξ −→ −∞. Logo L não possui autovalores positivos e

consequentemente, Lα também não possui autovalores positivos.

Como L não possui autovalores positivos, então o primeiro autovalor λ0 de L é
negativo. Tomando −δ1 ∈ (λ0, 0), temos que todos os autovalores de L são menores
que −δ1 e consequentemente todos os autovalores de Lα são menores que −δ1. �

Finalmente, temos o resultado principal deste Capítulo.

Teorema 5.11 Seja c∗(p) o valor crítico obtido no Teorema 5.3. Se c > c∗(p) e
0 < α < c, então a onda viajante φc, obtida no Teorema 5.3, é exponencialmente
assintoticamente estável, com translação, na norma ‖.‖α.

Prova: Seja δ = min{δα, δ1} > 0, onde δα > 0 e δ1 > 0 são dados nos Teoremas 5.4
e 5.10 respectivamente. Temos que o espectro σ(Lα) ⊂ {λ ∈ C;Re λ < −δ}. Por-
tanto, como Lα é setorial, pelo Teorema 3.1, a onda viajante φc é exponencialmente,
assintóticamente estável, com translação, na norma ‖.‖α. �
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Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho estudamos um modelo de combustão, que governa a propagação de
uma frente de temperatura em um meio poroso. Este modelo aparece na modelagem
matemática da combustão in-situ, um método de recuperação de poços petrolíferos
que otimiza e aumenta seu tempo de produção. Provamos a existência e unicidade
de uma onda viajante para este modelo, para uma faixa de valores de velocidades
de propagação da onda, conectando os dois estado de equilíbrio do sistema, que
correspondem aos estados queimado e não queimado, após e antes a passagem da
frente de temperatura, respectivamente. As principais ferramentas usadas, na nossa
abordagem, foram técnicas de perturbação singular geométrica (para provar a exis-
tência da onda) e a integral de Melnikov (para provar a unicidade da onda).

Em seguida, nos dedicamos a equação KPP, uma equação do tipo reação-difusão
que aparece em problemas de reações químicas autocatalíticas isotérmicas.
Usando técnicas similares ao do modelo de combustão, provamos a existência e
unicidade de uma onda viajante conectando os dois estados de equilíbrio do sis-
tema. Para esta equação, fomos um pouco mais além, e estudamos a estabilidade,
das ondas não fortes, sob perturbações em um certo espaço de Banach com peso
na norma. Estabelecemos condições para que o espectro do operador diferencial
associado (definido no espaço com peso na norma) se mantenha no lado esquerdo
do eixo imaginário do plano complexo, obtendo o resultado desejado via teoremas
clássicos da teoria espectral dos operadores diferenciais.

Uma continuação natural do trabalho aqui exposto, seria tentar aplicar as técni-
cas usadas para a equação KPP, para obter resultados de estabilidade para as ondas
não fortes do modelo de combustão, que, até o momento, não existem na literatura.
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