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Resumo

Com calculos de primeiros principios, utilizando o método do Potencial Total
de Ondas Planas Linearizadas e Aumentadas (FP-LAPW), baseado no formalismo da
Teoria do Funcional da Densidade (DFT), implementado nos c6digos computacionais
WIEN2k, reproduzimos as propriedades eletronicas do grafeno a partir da sua estrutura
cristalina. Observamos que os resultados obtidos condizem com a literatura. Em
seguida, com objetivo de manipular essas propriedades eletronicas, adicionamos atomos
de hidrogénios e grupos hidroxilas em lados opostos de sua estrutura cristalina, usando
a técnica conhecida como funcionalizacao. A esse grafeno quimicamente modificado
demos o nome grafeno hidratado. Apds a funcionalizacao do grafeno, observamos que
o grafeno hidratado sofre uma transi¢ao semimetal-isolante com gap direto de 3,0 eV’
localizado no ponto I' da primeira zona de Brillouin. De acordo com a literatura,
esse resultado é coerente e possibilita o grafeno hidratado de abrir novos horizontes na
nanociéncia e na nanotecnologia, como em estudos do sequenciamento do DNA e na
construcao de nanodispositivos eletronicos cada vez menores e mais eficientes.

Palavras-chave: Grafeno Funcionalizado, Calculos de Primeiros Principios, DFT.



Abstract

With ab-initio calculations, using the Full Potential - Linearized Augmented
Plane Wave (FP-LAPW) methodology, based on the formalism of Density Functional
Theory (DFT), implemented in computational codes WIEN2k, we reproduce the elec-
tronic properties of Graphene from its crystalline structure. We observe that the results
obtained are consistent with the literature. Then, in order to manipulate these pro-
perties, add hydrogen atoms and hydroxyl groups on opposite sides of its crystalline
structure, using the technique known as functionalization. This Graphene, chemi-
cally modified, we called hydrated Graphene. After the functionalization of Graphene,
the hydrated Graphene undergoes a semimetal-insulator transition with direct gap of
3.0 eV located at the point I' of the first Brillouin zone. According to the literature, this
result is consistent and it makes it possible to open new horizons on nanoscience and
nanotechnology, as in studies of DNA sequencing and in building electronic nanoscale
devices smaller and more efficient.

Keywords: Graphene functionalization, ab-initio calculus, DFT.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve Histo6rico

Em 1926, Erwin Schrédinger! propds uma equacao diferencial, cujas solucoes
correspondem a fungoes de ondas que descrevem o estado quéantico de um sistema.
Essa equacao foi nomeada equacdo de Schridinger e pode ser resolvida analiticamente
apenas para sistemas relativamente simples, fazendo o uso de aproximagoes.

Em 1927, Max Born? e Robert Oppenheimer® propuseram uma simplificacao,
na qual se baseia no fato, de que o elétron é muito mais leve que o nicleo atéomico,
e assim, ele se move com uma velocidade muito maior, considerando um referencial
inercial fixo. Portanto, considerou-se que o ntucleo estaria supostamente parado. Essa
consideracgao ficou conhecida como aprozimac¢ao de Born-Oppenheimer e consiste ba-
sicamente em desacoplar o movimento eletronico do nuclear para resolver a equagao
de Schrodinger. A partir desse ano, também surgem os primeiros trabalhos na area de
estrutura eletronica, apresentados independentemente por Thomas* e Fermi®, dando

origem ao método que mais tarde ficaria conhecido como o método de Thomas-Fermi.

'Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887 - 1961), fisico austriaco, recebeu em 1933 (jun-
tamente com Paul Dirac) o Prémio Nobel da Fisica, pelo trabalho desenvolvido sobre mecanica ondu-
latoria.

2Max Born(1882 - 1970), fisico alemao, premiado com o Nobel de Fisica de 1954 (juntamente com
o fisico Walther Bothe), pelo trabalho sobre a teoria quantica. Na ocasifo ele comentou: "A arte de
adivinhar as féormulas corretas chegou a um alto grau de perfeicao".

3Julius Robert Oppenheimer (1904 - 1967), fisico norte-americano, e responséavel por dirigir o
Projeto Manhattan (para o desenvolvimento da bomba atémica), durante a Segunda Guerra Mundial.

4Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992), fisico e matematico britanico, ficou conhecido por suas
contribuicoes na fisica atdmica.

*Enrico Fermi (1901-1954), fisico italiano, destacou-se pelo seu trabalho sobre o desenvolvimento
do primeiro reator nuclear, e por suas diversas contribuicoes na Fisica, como no desenvolvimento
da teoria quantica, fisica nuclear e de particulas e na mecanica estatistica. Em 1938, Enrico Fermi
trabalhando na Columbia University, verificou a real fissdo do nticleo (o que deu origem ao Projeto
Manhattan) e foi laureado com o Nobel de Fisica daquele ano.
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Em 1928, Douglas Hartree® introduz o método do campo autoconsistente (Self-
Consistent Field, SCF) com o objetivo de obter a solugdo da equagao de Schrodinger
para sistemas multieletronicos. Esse método determina a funcao de onda total de
um sistema eletronico por meio de um procedimento interativo. Assim, a partir de
uma funcao de onda inicial 1,,, pode-se obter uma funcao melhorada 1, a cada nova
interacao, até que a funcao de onda total de duas interagoes consecutivas satisfaca
|y, — | < €, em que € corresponde a precisdo deseja do calculo.

Em 1930, Vladimir Fock” e John Slater®, independentemente, corrigem algumas
deficiéncias do método de Hartree, considerando que a funcao de onda total de um sis-
tema eletronico fosse antissimétrica com respeito a troca de dois elétrons quaisquer, jé
que estes pertencem ao grupo dos férmions (ou seja, possuem spin semi-inteiro e obe-
decem o principio da exclusao de Pauli), e introduzem o spin do elétron explicitamente
nessa funcao. Este método ficou conhecido como método de Hartree-Fock.

Em 1947, o grafeno comeca a ser estudado teoricamente por P. R. Wallace® a
partir de seu trabalho sobre grafite por cristalografia de raios-X. Outrora (em 2004),
dois cientistas russos, Andre Geim!® e Konstantin S. Novoselov!!, produzem aquilo que
seria o primeiro floco de grafeno.

Em 1951, por questoes praticas, Roothaan!'? simplificou o método de Hartree-
Fock, escrevendo a parte radial da funcao de um elétron como uma combinacao linear de
fungoes conhecidas, denominadas fungoes de base. Dessa forma a solucao das equagoes

integro-diferenciais acopladas ao método de Hartree-Fock, reduziram-se a um problema

SDouglas Rayner Hartree (1897 - 1958), fisico e matemético inglés, deu importantes contribuicoes
a fisica atomica. Suas investigagOes mais significativas foram em anélises numeéricas.

"Vladimir Aleksandrovich Fock (1898 - 1974), fisico soviético, deu significativas contribuicdes na
Mecénica Quéntica e na Eletrodindmica Quéantica.

8John Clarke Slater (1900 - 1976), fisico e quimico tedrico norte-americano, desenvolveu uma
técnica matematica para a mecénica quantica, por meio de um determinante, para gerar fungoes de
onda antissimétricas que descrevam os estados coletivos de varios férmions e que cumprem o principio
de exclusao de Pauli. Esse determinante ficou conhecido como determinante de Slater.

9Philip Russell Wallace (1915 - 2006), fisico teérico canadense, ficou conhecido por seu papel
pioneiro, em 1947, sobre a estrutura de bandas do grafite, e particularmente, do grafeno. Sendo esse
altimo, objeto de estudo do Prémio Nobel de Fisica 2010.

0 Andre Geim nasceu em 1958 na Rissia, e completa hoje (dia 1 de outubro) 55 anos. Além
do método de isolar o grafeno, ele é conhecido também pelas demonstragoes concretas da levitagao
magnética.

11Sir Konstantin Sergeyevich Novoselov nasceu em 1974 na Rissia, e completou no dia 23 de Agosto
39 anos. Juntamente com Andre Geim, Novoselov publicou cerca de 100 peer-reviewed, trabalhos de
pesquisa sobre varios temas, incluindo as pesquisas sobre grafeno.

12Clemens C. J. Roothaan, nasceu em 1918, na cidade de Nijmegen, Holanda (Paises Baixos) e
completou 95 anos no dia 29 de agosto. Fisico e quimico, contribuiu bastante para o desenvolvimento
de trabalhos relacionados a calculos de primeiros principios.
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de algebra matricial, ficando conhecido como o método de Hartree-Fock-Roothaan.

Em 1964, inspirada no método de Thomas-Fermi, surge a Teoria do Funcional
da Densidade (DFT), alicer¢cada em dois teoremas fundamentais, conhecidos como Te-
oremas de Hohenberg-Kohn (propostos por de Pierre Hohenberg!® e Walter Kohn'?), e
um conjunto equagoes, conhecidas como Fquag¢oes de Kohn-Sham (deduzidas por Wal-
ter Kohn e Lu J. Sham'®). Nessas equagoes, aparece um termo que requer um cuidado
especifico, o potencial de troca e correlagao, que é obtido por meio de aproximacoes,
o qual destacamos a aproximacao da densidade local (Local Density Approximation —
LDA) e aproximagao de gradiente generalizado (Generalized Gradient Approximation
- GGA).

Com o proposito de resolver as equacoes de Kohn-Sham de forma eficiente, foram
criados varios métodos de célculos como Pseudopotencial (PP) (PHILLIPS; KLEINMAN,
1959), Linear Muffin-tin Orbital (LMTO) (SKRIVER, 1984), Projector Augmented Wave
(PAW) (BL6CHL, 1994), Full Potential - Linear Augmented Plane Waves (FP-LAPW)
(BLAHA et al., 2001) e etc, todos baseados na DFT, diferenciando entre si principalmente

pela escolha de um conjunto de fungoes de base.

1.2 Simulagoes Computacionais

Atualmente, a simulacao computacional vem conquistando espaco em meio as
varias técnicas de modelagem de estruturas cristalinas, pois através desta torna-se
possivel entender e estimar grande parte das propriedades dos materiais, conhecendo-
se apenas seus constituintes bésicos, ou seja, seus atomos. Esse tipo de modelagem

6

¢ feita através de calculos de primeiros principios'®, em que a grande maioria esté

baseada na DFT.

13Pierre C. Hohenberg, fisico norte-americano nasceu em 1934 e completara 79 anos no dia 3 de ou-
tubro. Sua especialidade na Fisica esté voltada principalmente para trabalhos relacionados & mecanica
estatistica.

14\Walter Samuel Gerst Kohn, fisico austriaco com nacionalidade norte-americano, nasceu em 1923
e completou 90 anos no dia 9 de margo. W. Kohn foi premiado, juntamente com John Pople, com o
Prémio Nobel de quimica em 1998 pelo reconhecimento de suas contribuicoes para a compreensao das
propriedades eletronicas dos materiais.

15Lu Jeu Sham, fisico chinés, nasceu em 1938 e completou 75 anos no dia 28 de abril. Sham ficou
conhecido por seu trabalho sobre a DFT com W. Kohn, que resultou nas equagoes conhecidas como
equagoes Kohn-Sham.

16Calculos de primeiros principios ou ab-initio, sio métodos computacionais que simulam e modelam
materiais, e que nao utilizam nenhuma informacao empirica sobre o sistema estudado. Mas a partir das
posicoes dos atomos e interagoes entre eles, esses métodos sao capazes de resolver o problema quéntico
de atomos interagentes e providenciar a descrigao do sistema eletronico e nuclear do material.
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Para a realizagao deste trabalho, usamos o pacote computacional WIEN2k, uma
dos mais precisos para calculos de primeiros principios, que implementa solucoes base-
adas nas equagoes de Kohn-Sham. Ele usa uma fungao de base conhecida como Ondas
Planas Linearizadas e Aumentadas (LAPW) e nao faz qualquer aproximacao do po-
tencial atomico (FP-LAPW). Além disso, ele traz diversos aplicativos complementares
que permitem determinar diversas propriedades do material em estudo, tais como, den-
sidade de estados, estrutura de bandas, densidade eletronica, dentre outras. Porém, na
primeira etapa de cada estudo, onde deve ser feita a otimizacao das constantes de rede
e de outros parametros da célula cristalina, diversos ciclos autoconsistentes precisam
ser realizados com o intuito de escolher o melhor conjunto de parametros do cristal
que minimize a energia do sistema. Devido as caracteristicas dos métodos baseados em
full potential, o WIEN2k apresenta uma desvantagem, consome muito tempo de CPU,

mesmo quando executado em modo paralelo.

1.3 Motivacao e Descricao do Trabalho

O grafeno é um material extremamente forte, ultrafino, transparente, flexivel e
um excelente condutor de calor e eletricidade. Ele foi descoberto no final de 2004, no
Centro de Nanotecnologia da Universidade de Manchester!?, apo6s os cientistas russos
Andre Gein e Konstantin Novoselov observarem com microscopia eletrénica, fragmen-
tos presos em uma fita adesiva, usada para limpar a superficie de um bloco de grafite.
Desde entao, a nanociéncia vem revolucionando o mundo tecnolégico com o desenvol-
vimento de nanoestruturas a partir desse material. Conhecer suas propriedades eletro-
nicas e estruturais, sobretudo, modifica-las de forma controlada, permite a criacao de
nanodispositivos para aplicagoes nas mais variadas areas de conhecimento.

Neste trabalho vamos usar o método do FP-LAPW (com a aproximacao GGA
para o potencial de troca e correlagao) que esta baseado na DFT e implementado no
codigo computacional WIEN2k, para reproduzir e estudar as propriedades eletronicas
do grafeno a partir da sua estrutura cristalina. Em seguida, com objetivo de mani-
pular essas propriedades eletronicas, vamos inserir grupos funcionais nessa estrutura

cristalina, usando a técnica conhecida como funcionalizagao.

17 A Universidade de Manchester ¢ uma universidade piiblica de pesquisa localizada em Manchester,
Inglaterra. Foi fundada em 2004, através da fusdo da Universidade Vitoria de Manchester (estabelecida
em 1851) e Universidade do Instituto Manchester de Ciéncia e tecnologia (estabelecida em 1824).
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Por razoes didaticas, abordaremos na sequéncia desta monografia:

Capitulo 2: O Problema Qudntico de Muitos Corpos. Neste capitulo apresenta-
remos aproximagoes feitas na equagao de Schrodinger para sistemas multieletro-

nicos.

Capitulo 3: A Teoria do Funcional da Densidade: Vamos apresentar um dos
métodos mais precisos em céalculos de primeiros principios para a descricao das

propriedades dos materiais em seu estado fundamental.

Capitulo 4: Método FP-LAPW : Descreveremos o método utilizado para a escolha
da funcao de base que descreva apropriadamente o comportamento da funcao de

onda eletronica num cristal.

Capitulo 5: O codigo WIEN2K: Apresentaremos o pacote de programas que

simula, modela e descreve um cristal e nos fornece suas propriedades.

Capitulo 6: O Grafeno: Neste capitulo apresentaremos o grafeno e, com auxilio
do codigo WIEN2k, reproduziremos sua estrutura cristalina e suas propriedades
eletronicas. Mostraremos também algumas aplicagoes que, em curto prazo, estao

sendo feitas nesse material.

Capitulo 7: O Grafeno Hidratado: Para fechar nosso estudo com calculos de
primeiros principios, faremos uma funcionalizacao no grafeno, adicionando hi-
drogénios e grupos hidroxilas em lados opostos da sua estrutura cristalina. Esse
grafeno quimicamente modificado serd nomeado grafeno hidratado, por razoes
que serao discutidas nesse capitulo. Em seguida, apresentarmos suas proprieda-

des eletronicas e algumas possiveis formas de aplicagoes com esse material.
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Capitulo 2

Problema Quantico de Muitos Corpos

Toda matéria, um sélido, por exemplo, é constituida por uma colecao de particu-
las com determinado nimero de elétrons e nicleos (compostos por protons e néutrons),
repetidos regularmente numa rede periddica e interagindo eletromagneticamente entre
si, de acordo com a Lei de Coulomb.

Um dos objetivos da Fisica da Matéria Condensada é investigar e descrever
sistemas de muitos corpos interagentes. Isso é feito por meio da mecénica quéntica,
através da equacao de Schrédinger independente do tempo. Entretanto, nao é possivel
resolver problemas envolvendo muitos corpos com exatidao. Diante dessa necessidade,

sao feitas algumas aproximacgoes para contornar tal problema.

2.1 Equacao de Schrodinger

Em 1926, Erwin Schrodinger propos uma equacao diferencial, cujas solugoes
correspondem a fungoes de ondas, que descrevem o estado quantico de um sistema. Tal
equacao ganhou o seu nome, ficando conhecida como equac¢do de Schridinger, sendo

expressa da seguinte forma:

h? ,halll(r, t)'

—5 V() + V() ) = ih— (2.1)

Na Eq. (2.1), o termo V(r) representa a energia potencial associada a intera¢ao
das particula do sistema; & trata-se de uma constante!; ¥(r,t) é a fungao de onda que

descreve o estado do sistema em questdo e V2 é o operador laplaciano.

1O termo A, representa a razao entre a constante de Planck (h) por 27. Ou seja, h = %, na qual,
h 6,626 x 10734 - 5.
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Fazendo
U(r,t) = (r)T(t), (2.2)

separamos a parte temporal (¢), da parte espacial (r) na funcao de onda ¥(r,t) da Eq.

(2.1). Assim, teremos

—%VQ@D(T)T(t) + V(r)y(r)T'(t) = ih%. (2.3)
Dividindo por v (r)T'(t), obtemos
o1, 1 aT(t)
_%WV U(r)+V(r) = thw- (2.4)

Note que, o lado direito depende exclusivamente de ¢, e o lado esquerdo depende
apenas de r. Entao, ambos sao iguais a uma constante numérica k, dando origem a

duas equagoes:

o1, B
L1 ort)

Vamos resolver a Eq. (2.6). Para isso, separamos as variaveis? T'(t) e ¢ dessa

EDO de primeira ordem, como segue abaixo.

art)  k
Tar() k
—Z = = [at 2.8
L 7w = 29
In7T—-InT, = _Tmt (2.9)
T = Toern (2.10)

Agora vamos saber de que se trata a constante k. Para isso, basta fazer um ana-

lise dimensional nos termos da exponencial da Eq. (2.10) (que deve ser adimensional).

2 Apesar de essa expressao ser contundente (pois, 7'(t) depende de t), essa é a maneira que chamamos
a técnica de resolugdo dessa EDO (equagao diferencial ordinaria).
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Sendo assim, vemos que

(%t): %[S], (2.11)

entao,

k= [J]. (2.12)

Logo, a constante k trata-se da energia E do sistema . Portanto, a Eq. (2.5) pode ser

reescrita da seguinte forma:

o1

Multiplicando-a por #(r), obtemos
TG+ V) = Bu) (2.14)
h oo
o V] o) = B (2.15)

Essa nova equagao é a equacao de Schrodinger independente do tempo. Suas
solucoes tem o papel de descrever as propriedades de um sistema e pode ser resolvida
analiticamente apenas para alguns sistemas relativamente simples, como por exemplo,
para o atomo de hidrogénio (Apéndice A). A quantidade E, representa os autovalores
de energia do sistema, ou seja, é o valor da energia descrita pelo estado ¥ (r). Do lado
direito da Eq. (2.15), o primeiro termo entre colchetes representa a energia cinética do
sistema e o segundo, a energia potencial associada, como dito anteriormente.

Fazendo

~

h
H=|-—V? 2.1
) it
podemos reescrever a Eq. (2.15) da seguinte forma:
Hy = Ev, (2.17)

onde, H é denominado operador hamiltoniano® (ou apenas hamiltoniano) do sistema,

podendo ser escrito em dois termos:

30 operador hamiltoniano engloba todas as interacdes que o sistema sofre, além de incluir o ope-
rador relacionado & energia cinética, conforme visto na Eq. (2.18). Para que o operador hamiltoniano
esteja associado a energia total do sistema, é necessario que H seja independente do tempo.

19



H=T+V, (2.18)

onde, T representa o operador energia cinética do sistema e V representa o operador

energia potencial.

2.2 Sistemas Quantico de Muitos Corpos

Para abordar um sistema quéntico de muitos corpos, observemos primeiro a
Figura 2.1. Note que, temos um sistema molecular constituido por n elétrons e N
nicleos. Veja também que, podemos reescrever a Eq. (2.17) para esse caso, como
sendo

H(F Ry (7, R) = By(7, R), (2.19)

onde ¥ = 711,75,...,7, se refere as coordenadas eletronicas e R = Ry, Rs,..., Ry as

coordenadas nucleares.

7 R3
., T 7,
Rl Q/
Q -

Ve L TO

-

6

Figura 2.1: Sistema multieletronico composto por elétrons de carga e, posicionados em
7 ; e nucleos de carga eZ, posicionados em R.

Para um sistema quantico multieletronico, a Eq. (2.18) passa a ser

~

B R) =T+ T+ Vo + Ve + Ve (2.20)

~ A~

No qual, T}, representa a energia cinética dos nucleos atomicos; T, representa a energia
cinética dos elétrons; V,,, representa a energia potencial (de repulsao) entre os nicleos;

Ve representa a energia potencial (de atracao) entre nticleos e os elétrons; e V,, repre-

senta a energia potencial (de repulsao) entre os elétrons. Os seus respectivos resultados
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levando em consideracao a Figura 2.2 sao:

~ h2 9

I = _Zi Q_MVEH

~ "OR2

T, = — 2
N

~ 1 e’ 7.7

Vi = = 2.21

47TEOZ R —R. ( )

1#£] i J

ne

=)
I
|
5 -
&
QMZ
-
l D
o
N
1

7 T ’rj
n
~ 1 e?
V;ae = =
dmeg & |7 — 7]
Zh
o —
n—R ---’"9‘ = =
L ! i
@ | -
i —
?" \\\ |'I—> T} - Ri’
— — \\\ ! ri .
RI - R} ~\\\ RL I'I ',/"_’/
R; 0 ¥y

Figura 2.2: Representacao esquematica das posicoes das particulas.

Substituindo os resultados encontrados em (2.21) na Eq. (2.20) obtemos o

hamiltoniano para um tratamento de muitos corpos?, como mostra a préoxima equacao:

N n N
IO B2 12 1 ¢’ ZiZ;
H(F R)= — — Vi -y —V2 —
(?" ) Z oM, B Z om, i + 4#60% ‘ﬁz — R}
(2.22)
drey —|R, -7, 4#60#3. |75 — 7]

4Hamiltoniano molecular nao-relativistico, com as coordenadas nucleares e eletronicas descritas em
relagdo a um sistema de coordenadas fixo no centro de massa molecular.
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Sendo assim, analogamente a Eq. (2.19), teremos

B R =| — S vz
R I SE R R o mo;

7

e
1%

(2.23)

1 N 2 e“Z 1 — e?
E § : § " R).
4rreq é— 4 _ + dmreq |15 —F~|]¢<r’ )
j 7 Rz i#j J

O hamiltoniano para um tratamento de muitos corpos, Eq. (2.22), nao é viavel
de ser resolvida diretamente pela equacao de Schrodinger. Existem alguns fatores que
contribuem para isso, dentre estes podemos destacar primeiramente, o acoplamento
entre o movimento eletrénico e nuclear. A partir de agora vamos dé énfase & aproxi-
macao de Born-Oppenheimer, que consiste basicamente em separar o movimento dos

elétrons do movimento dos nucleos.

2.3 Aproximacao de Born-Oppenheimer

Como visto anteriormente, nao ha solugoes exatas da equagao de Schrédinger
para sistemas quanticos de muitos corpos. Fazendo um anélise no quarto termo a direita
da Eq. (2.23), (Vne), vemos que ele é um dos motivos para que isso aconteca. Pois,
nao dé para separar as coordenadas eletronicas das nucleares (ou seja, sua autofungao
ndo pode ser escrito na forma W(7 R) = ((7)€(R)). Para contornar esse problema,
em 1927, Max Born e Robert Oppenheimer propuseram uma simplificagao na qual se
baseia no fato de que os elétrons sao muito mais leves que o nticleo atéomico, e assim, eles
se movem com uma velocidade muito maior que a velocidade do ntucleo, considerando
um referencial inercial fixo (BORN; OPPENHEIMER, 1927). Portanto, considerou-se que
o nucleo estaria supostamente fixo. Assim, o termo da energia potencial de repulsao
nucleo-niicleos, torna-se constante. Além disso, pode-se desprezar o termo da energia
cinética dos nucleos. Tais consideragoes ficaram conhecidas como a aproximacao de
Born-Oppenheimer.

Com a aproximacgao de Born-Oppenheimer, é possivel escrever uma funcao ele-
tronica ¢([ 7], [ R]), que varia lentamente com os valores de R (BORN; OPPENHEIMER,
1927). Nesse caso, consideramos R como sendo apenas um parametro de 7. Assim, para

cada valor de R teremos uma configuracio correspondente para o([7], [ B |). E agora,
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é possivel separar (7, fi) da Eq. (2.23) em duas fungoes: uma que depende exclusiva-

mente de R, o([R }), e outra que seja fungao de 7, mas que depende parametricamente

de R, ¢([7],[ R]), ou seja

Wi R) = o([R]) ¢([7.[R]) = ¢ ¢. (2.24)

Substituindo a Eq. (2.24) na Eq.(2.23) obtemos

N n N
h? h? 1 e2Z; 7,
Foo=| — S gz S e iZj
po=| - Lo X e h g
i i i#£] ) j
(2.25)
B 4WGOZZ 4:7“50Z |75 — T]’:|
Aplicando ¢ ¢ a cada termo do lado direito, vemos que
N N
1 e2Z; 7;
E — o I 2 1]
o [ M Vi ood— Z V ¢¢+4EOZ§ ) ©o
i#] i J
(2.26)
R N IL
Amey dmegy oy |7 — 7] el
Desenvolvendo o primeiro termo do lado direito, teremos
N h2 Ny
2M Rz po = Z IM Vi V}%i(@(b) (2.27)
N2 -
- Z 2 M, Vi Vﬁi(Qpﬁb)} (2.28)
N p2 -
= > AR OV e +o Vg cb} (2:29)
N

h2
= Z {aﬁV o +oV%6+2(Vg ¢ - Vi g&)]. (2.30)

De acordo com a aproximagao que estamos tratando, V 3, ¢ serd muito pequeno
(consequentemente, V%j ¢ também serd) (BORN; OPPENHEIMER, 1927). Desta forma
os dois ultimos termos da Eq.(2.30) podem ser considerados despreziveis. Portanto, o

primeiro termo da Eq.(2.26) sera:
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N

ZW 200 = ZW 20 (231)

Agora, desenvolvendo o segundo termo da direita da Eq. (2.26), teremos

n hz n h2
g Ve ® = 22—meva - V5i(p9) (2.32)
n h2 -
- ng Vii - Vm(wﬁ)] (2.33)
n h2 -
- ng Vi - ¢-0+¢Va¢} (2.34)
= 2 om {w V%¢+Vﬁ¢‘0] (2.35)
n 2
= Z;z Vio. (2.36)

Substituindo (2.31) e (2.36) na Eq. (2.26) obtemos

¢ h? 1 *Z;Z,
E =| -
po-| - Lonvie- S Ot o T
1] ) j
(2.37)
- =P o+ S P 4 :
4d7eq R - 41eg oy |75 — 7]
Dividindo a equacao acima por ¢ ¢, teremos
N n N
h? h? 1 e?Z; 7 ;
SN D A JUR PN
zi: 20 M, Ri Z 2¢0m, 47‘(’602 ‘Rz _ Rj
(2.38)

N n 9

1 e Z; 1 O e?
_ 4#60;; R’Z_f;’ +47reO§‘7:;_7:}":|.
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Podemos separar a Eq. (2.38) da seguinte forma:

N 2 n

I 9 h? 1 e*Z;7;
E: - X2 J
Z2 VAL A Zz,:%zﬁmev +4m02 5

(2.39)

471'6022 47TEOZ |7 — 7“]|

Como ja foi dito inicialmente, as posi¢oes dos niicleos sao fixas (ou seja, o termo
relacionado as interagoes ntucleo-niicleo é constante e elétrons-nicleo é uma funcao de
7, mas que depende parametricamente de ﬁ) Além disso, o membro da direita s6
depende de ¢, enquanto o da esquerda depende apena de . Assim, ambos os lados
devem ser iguais a uma constante. Por conveniéncia, adotaremos essa constante como

sendo ¢([R]). Assim, da Eq. (2.39), encontramos duas novas equacoes diferenciais:

N
- h2
s([R])—§ 2¢MV§Z¢+E (2.40)
€

TR 1 o 2,7
D1\ 2 iy
e([R]) = — E Som V i O+ 47602 ——
i#] (L]

(2.41)

 dre ZZ‘ 47‘(’602 |7 — T'J]

Essas duas novas equacoes, mostram o desacoplamento da parte nuclear, Eq.

(2.40), com a parte eletronica, Eq. (2.41). Assim, reescrevendo a Eq. (2.40) teremos:

—Z M Vi +e([R]) = B. (2.42)

Multiplicando ambos os lados por ¢ obtemos

N 2

[—z S R (1)| P (243

O termo que esté entre colchetes representa o operador hamiltoniano nuclear

(f[ ~). Assim, a equagao de Schrédinger em termos nucleares sera
Hyop=E . (2.44)
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As solugoes encontradas com a equagao (2.44) descrevem a vibragao, rotagao e
translagao de, por exemplo, uma molécula.

Multiplicando agora, a Eq. (2.41) por ¢, obtemos:

(RWo=] -3 5 Vh e

R, }?

(2.45)

47‘(’602 |7 — TJ’:|

O termo entre colchetes, representa o operador hamiltoniano eletrénico5(ﬁ E)

B 4meg ZZ ‘

Note que, ele apresenta uma dependéncia explicita das coordenadas eletronicas, e
uma dependéncia paramétrica das coordenadas nucleares, conforme mostra a equacao

abaixo:

HE = j—\‘e—" ne T Vee (246)

2.47
47TEOZ |75 — rj| ( )

)

- , % Fi 47‘(’6022‘

Assim, podemos escrever a equagao de Schrodinger em termos eletronicos como segue:
Hg ¢ = Eg ¢. (2.48)

J& a energia eletronica®, apresenta apenas dependéncia paramétrica das coor-
denadas nucleares, Fr = ¢(|R]). Entretanto, a energia total deve incluir também a
repulsao eletrostética entre os nicleos (que é constante), ou seja,

1 il GQZiZj

—

Etotal = EE + - .
R — R,

; (2.49)
€0

A aproximagao de Born-Oppenheimer, também mostra que os ntcleos se movem
sob a acao de um campo médio produzido pelos elétrons do sistema. Sendo assim, o
hamiltoniano nuclear (Hy) que descreve o movimento dos niicleos no campo desses

elétrons sera

5Vale lembrar que, como nessa aproximacao os niicleos sao considerados fixos, as repulsdes eletros-
taticas entre eles podem ser consideradas constantes. Logo, esse termo (ou qualquer outra constante
adicionada ao operador acima) ndo exerce nenhum efeito significativo na autofuncdo correspondente.
5Do ponto de vista eletrénico, a energia do sistema, é o valor esperado do hamiltoniano eletrénico.
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N N
o h? ~ 1 27,7
Hy =-S5 —v2 <H > % 2.50
N ZzM mt A\ e +47reoZ B _R. (2:50)
; i#j |1 j
Logo,
N
~ 1 e27. 7.
Hy = =) —V2 = 2.51
N ZQM T E+47r60; éi__‘j (2.51)

= —Z—V + Eporat([R)). (2.52)

Entretanto, podemos concluir que, na aproximagao de Born-Oppenheimer, a
funcao de onda total de um sistema composto por muitos corpos é o produto entre a
fungao de onda eletronica e a fun¢ao de onda nuclear, como mostra a Eq. (2.24). A
funcao de onda eletronica depende parametricamente da nuclear e é uma autofuncao
do hamiltoniano eletrénico, Eq. (2.47). Além disso, a energia dos elétrons e a energia
potencial de repulsao niicleo-niicleo definem um potencial efetivo que determina o mo-
vimento nuclear, Eq. (2.51). Eles vao, portanto, variar de um estado eletronico para
outro.

Embora essa aproximacao seja bastante 1til para tratamento de muitos corpos,
existem situagoes que podem invalidar tal aproximacao. Isso decorre, entre outros
motivos, pelo fato de o hamiltoniano (2.47) ser do tipo spin livre, ou seja, omitir
informagoes sobre as interagoes spin-Orbita, orbita-érbita e spin-spin. Nosso objetivo
agora, passa a ser encontrar solugdes para a equacao eletronica, Eq. (2.48), levando

em conta a dependéncia do spin (up ou down) na fungao de onda eletronica.

2.4 Método de Hartree-Fock

Mesmo considerando as simplificacoes da aproximacao de Born-Oppenheimer,
a equacao de Schrodinger continua sendo extremamente complicada de ser resolvida
para alguns sistemas, como por exemplo, para sistemas multieletronicos, devido prin-
cipalmente a presenca do termo de interacao elétron-elétron XA/ee.

Em 1928, D. R. Hartree propos uma solucao mais satisfatéria para este pro-
blema, usando o conceito de orbitais moleculares, no qual é uma aproximacao mais

simples, em que a funcao de onda total é aproximada por um produto de orbitais mole-
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culares ortonormais (HARTREE, 1928). Essa aproximagao assume que cada elétron do
sistema molecular se move independentemente dentro de um orbital proprio e esta su-
jeito a um campo médio gerado por outros elétrons. Para simplificar, o que Hartree fez
foi representar uma funcao de onda de N elétrons como sendo o produto de N funcgoes
de ondas de apenas um elétron’. Esse procedimento ficou conhecido como aprozimacao

de Hartree e tal produto como produto de Hartree sendo apresentado abaixo:

1/)(7?17F27~--7FN) == Xl(fl) XQ(fg) XN(fN) (253)

= H Xi(), (2.54)

onde x;(7;) (i =1,2,3, ..., N) sado fungdes ortonormais das coordenadas espaciais e spin
de um tnico elétron, chamados spin-orbitais moleculares, e sao compostas pela parte
espacial ¢;(7;) e uma fungao de spin «a(s) ou (s) que representam spin up ou down,

respectivamente, tal que
Xi(i) = ¢i(ri)a(s) ou xi(Ti) = ¢i(7)B(s). (2.55)

Nesta notacao, ¥ representa coletivamente as coordenadas espaciais e spinorais
do elétron. Vale lembrar que, os elétrons pertencem ao grupo dos férmions, ou seja,
possuem spin semi-inteiro. Assim, conforme os postulados da Mecanica Quantica, a
fungao ¥ (71, 7, ..., 7)) deve ser antissimétrica com relagao a troca de coordenadas de

dois elétrons , ou seja,
'lb(fi, FQ, ceey 7:;, 7::‘7', ,FN) — —w(f‘l,fé, ...77_’;',7_’;'7 ceey FN) (256)

Essa propriedade ¢ conhecida como o principio da exclusio de Pauli®(PAULI,
1926).
Em 1930, V. A. Fock constatou que a funcao de onda de Hartree, nao satisfaz o

principio da antissimetria da fungao de onda (FOCK, 1930). Em seguida, ele mostrou

"E importante ressaltar que, as N funcoes de ondas sao tratadas separadamente, através da equacio
de Schrodinger, considerando ainda que, cada elétron estaria sob um campo médio sofrendo efeito dos
demais (N — 1) elétrons.

8Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958), fisico austriaco, ficou conhecido por seu trabalho na teoria do
spin do elétron. Em 1925, ele afirmou que dois férmions idénticos nao podem ocupar o mesmo estado
quéntico simultaneamente. Tal observagao foi intitulada o principio de exclusio de Pauli. A rigor,
a funcao de onda total de um sistema composto por dois férmions idénticos deve ser antissimétrica,
com respeito a permutagao de duas particulas.
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que o produto de Hartree pode se transformar em uma funcao antissimétrica através

do uso do determinante de Slater,®s. No caso de sistemas moleculares, ele é definido

x1(Z1)  xa(Th) XN (T1)
1 X1(Z2)  Xxa(2) XN (Z2)

P = . (2.57)
x1(Ty) xo(Zn) -0 xw(@n)

As fungoes x;(75), (i = 1,2, 3, ..., N), presentes no determinante de Slater sao or-
tonormais e representam os spin-orbitais conforme visto na Eq.(2.53). O termo (N1)=
corresponde a um fator de normalizagao. Note que, se dois elétrons ocupam o mesmo
spin orbital, isso significa que teremos duas linhas idénticas na Eq. (2.57), no entanto,

a funcdo se anula de acordo com o principio de Pauli (PAULI, 1926). Veja ainda que,

podemos escrever o determinante (2.57) de forma mais compacta:
1 — —
dg = SV det {x1(Z1) x2(@2) ... xn(Zn)}. (2.58)

Ja definimos como sera as funcao de onda y;(Z;), Eq. (2.55), tendo uma parte
orbital e uma parte referente ao spin do elétron, o préximo passo é encontrar um
conjunto de fungoes, Eq. (2.58), que fornegam a menor energia possivel, ou seja, o
determinante de Slater mais apropriado.

De maneira geral, o calculo da energia E de uma fun¢ao de onda v é dado pelo
produto do valor esperado do operador hamiltoniano H com a norma dessa funcao, ou

seja,

E = % (2.59)

No entanto, segundo um dos teoremas do principio variacional (Apéndice B), a
energia obtida com uma fungao arbitraria é sempre maior ou igual que a energia Fj
obtida com uma func¢ao exata 1)y do hamiltoniano. Assim,

(ol H It )

E>Ey= T (2.60)
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A partir da minimizagao da energia F, determinamos as fungoes x;(7;) do estado
fundamental. O hamiltoniano eletronico, Eq. (2.47), pode ser separado como a soma
de operadores de um, h(y:) = h[xi(Z1)], e dois elétrons, 9(xi, x5) = 9 [xi(Z1), x;(Z2)],

sendo escrito da seguinte forma:

Hp = Z hx:) + ZZ G(xi ;) (2.61)

onde
~ h2 1 K ez
hi) = ——V3z — — (2.62)
2me 471'60;‘}% _7:;’
e
. 1 e?
q(i, j) = e (2.63)

" drweg |75 — 7]

Dessa forma, E(X,) atua apenas sobre uma fungdo orbital, enquanto g(x;, x;)
atua sobre duas fungoes orbitais, sendo portanto, uma combinacao de operadores de-
pendentes das coordenadas de dois elétrons, consequentemente, um operador de duas

particulas. Logo, a energia E no estado fundamental sera

E = <q>s\ﬁE\q>S> (2.64)

n

= 3 (il + 5373 Gl (2.65)

i

n

R 1 n n
= Z <Xi|h’Xi> + 522 g bxaxg) — axslxaxa) (2.66)
i be ~

7
K’L’j

= 3D (- Ky, (2.67)

Na Passagem da Eq. (2.64) para (2.66) os segundos termos da direita estao
de acordo com (SZABO; OSTLUND, 1996). O termo h; representa a contribui¢do do

movimento relativo e interagao elétron-nucleo, J;; representa a integral de coulomb e
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K;; a integral de troca:

h? 1 L ez
hi = (@) |-=—Vz — : i(Th) diy, 2.68
JRCI e 47%0;‘]%_@ () di (2.65)

(2.69)

Ky = [ @) | eS| ) @) d@). o

Assim, a energia, F, da Eq. (2.67) representa um funcional dos orbitais mole-

culares, ou seja,
E=E[{x}] (2.71)

Aplicamos entao o principio variacional, de modo que, os orbitais moleculares
minimizem a energia eletronica. E importante também que seja mantida a restricao de
os orbitais moleculares serem ortonormais®. Dai, fazendo-se o uso dos multiplicadores
indeterminados de Lagrange ¢;, obtemos uma nova equacao, conhecida como equag¢ao

candnica de Hartree-Fock:

~

Fisicamente, €; representa a energia orbital e o termo F' é chamado operador de

Fock, definido da seguinte forma:

ﬁ:ﬁ+i (7 - &) (2.73)

J

9As fungoes de onda x; e x; constituem uma base ortonormada. Isto &,

GO\ s =7 :>6ij:1

onde d;; ¢ o delta de Kronecker.
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Em que, h é o hamiltoniano de um elétron no campo produzido pelos ntucleos e

¢ dado por:
~ R 1 L ez
h (7)) = | ———V2 — E - (7). 2.74
Xi(71) oM, T Areg L ’R. - Xi(T1) ( )
J G J

O termo j] é o operador de Coulomb e representa o potencial que o elétron na
posicao 7 experimenta devido a distribuicao média de carga dos outros elétrons no
spin orbital ;. Como a operacao de j] no spin orbital x;(Z2) depende somente de
valor de x; na posi¢ao (1), dizemos entao que ele é um potencial local, podendo ser

escrito como segue:

By ={ [l | o] amwb v e

dreg |7 — 7]

Enfim, K ; representa o operador de troca, e tem uma interpretagao nao classica,
permitindo uma troca de variavel, quando opera em um spin-orbital. Assim, o resultado
da operacao de K ; sobre x;(#1) depende dos valores de x; em todo o espago. Portanto,

dizemos que este é um potencial nao local, sendo definido através da seguinte expressao:

Ry = { o) | =S| @) e} @) )

dreg |75 — 7]

A Eq. (2.72) consiste basicamente de um conjunto de equagoes para cada elétron
movendo-se simultaneamente no campo dos niicleos e no campo médio produzido pelos
demais elétrons.

Para calculos de sistemas atdémicos ou moleculares com poucos elétrons, essa
equacao pode ser resolvida numericamente. No entanto, para sistemas com elevado
numero de elétrons esse procedimento nem sempre tera solugoes. Esse problema foi
resolvido por Roothaan e difundido para aplicagoes em calculos de propriedades ele-

tronicas de sistemas multieletronicos.
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2.5 Método de Hartree-Fock-Roothaan

Em 1951, Clemens C. J. Roothaan sugeriu que fungoes dos orbitais molecu-
lares, ¢;(7), poderiam ser obtidas em termos de fungdes que representassem orbitais
atomicos. Esse método ficou conhecido como combinacao linear de orbitais atémicos
(linear combination of atomic orbitals - LCAO). Assim, os orbitais moleculares pode-
riam ser expandidos em termos de um conjunto finito de fungoes base ¢, () conhecidas

(ROOTHAAN, 1951), podendo ser escrito na forma

$i(7) = CippulF) (2.77)

onde Cj, sao os coeficientes de expansao a serem determinados e £ é o ntimero de
fungoes de base, ¢,(7), do conjunto.
Agora vamos escrever a Eq. (2.72) usando essa nova funcao dos orbitais mole-

culares, Eq. (2.77). Entao, vemos que

k k
FY Cuen = &Y Ciuop (2.78)
p p
Lk k
/go;'; F ZCW o, dr = ¢ /@ZZC’W @, dT (2.79)
p p
k R k
ZCZ'M/QD; F o, dr = 5@'201‘;1/902 o, dr (2.80)
p p

—_—
Fnu Snu
k k
ch Fﬂ# = 51201 577# (281)
p 1
k
> (Fyu—ci Sy) Co = 0. (2.82)
o

O termo F,, representa a matriz de Fock, na qual apresenta os efeitos médios do
potencial de todos os elétrons em cada orbital. O termo S, ¢ a matriz de superposigao

(ou matriz overlap), indicando o recobrimento entre orbitais. A Eq. (2.82) é conhecida
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como equagio de Hartree-Fock-Roothaan'®. Note que, podemos escrever a Eq. (2.81)

de forma mais compacta como forma matricial:
FC = SCe (2.83)

onde C é uma matriz quadrada m cujos elementos sao os coeficientes de expansao Cj,
e ¢ ¢ a matriz diagonal cujos elementos sao as energias orbitais ;. Para um caso nao
trivial (Cj, = 0) teremos:

det |Fyy — i Syl =0 (2.84)

Essa equacao fornece as energias orbitais ¢;.

A Eq. (2.83) é resolvida numericamente de forma interativa por meio do método
de campo autoconsistente (self-consistent field - SCF). Mas esse método cria problemas
a nivel computacional, visto que o nimero de determinantes aumenta rapidamente,

conforme o Apéndice D.

2.6 O método SCF

O método SCF é iniciado com a atribuigao de um valor arbitrario para os orbitais
moleculares ocupados, que tem a funcao de calcular o operador de Fock. Dai, os
elementos matriciais sdo calculados e a Eq. (2.83) é resolvida fornecendo um conjunto
inicial de energias orbitais ;. Estas energias sao usadas para obter um novo grupo
de coeficientes Cj,, que fornecem um grupo mais otimizado de orbitais moleculares,
que por sua vez fornecem um valor mais preciso do operador de Fock. Os elementos
matriciais sdo calculados novamente e a Eq. (2.83) é resolvida mais uma vez fornecendo
um conjunto melhorado de energias orbitais ¢;, e esse procedimento se repete até a
variacao nos coeficientes dos orbitais moleculares e energia de um ciclo para outro seja
desprezivel, levando em conta a precisao desejada para o calculo. O ciclo SCF pode

ser ilustrado conforme a Figura 2.3.

10A equacdo (2.82) na forma matricial apresenta caracteristicas que permitem a aplicacio de téc-
nicas numeéricas eficientes para determinar os coeficientes da combinacao linear e as energias orbitais.
Representacao matricial desse tipo é denominada de Equac¢do Secular.
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Propde-se um valor inicial ¢, (¥) para os ' 5, (7) ] )
orbitais moleculares, Eq.(2.77). \ )

Calcula-se £, . ' Fon ]

Resolve-se a Eq. (2.83) determinando ¢;. ';FC - ch'_.’ﬂ

Com as energias orbitais achamos . C ]
. 5 ny
novos C,,,, em seguida ¢,, ().

Compara-se o ultimo valor encontrado
(¢,,) com o antcrior (¢,,_4), dc acordo
com a precisdo desejada.

L 4

(' OBSERVAVEIS
FISICOS =

Figura 2.3: Algoritmo para as n-ésimas intera¢ées no procedimento autoconsistente
para resolver as equacoes de Hartree-Fock-Roothaan.
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Capitulo 3

Teoria do Funcional da Densidade

A teoria do funcional da densidade (DFT) é uma das mais conceituadas em
calculos de primeiros principios para a descricao e entendimento das propriedades dos
materiais em seu estado fundamental.

O embasamento inicial dessa teoria foi proposto em 1928 por Llewellyn Thomas
e Enrico Fermi, os quais estudaram em seus trabalhos um gés de elétrons interagentes.
Mas somente a partir de 1964 que essa teoria comegou a ser construida baseada em dois
teoremas fundamentais propostos por de Pierre Hohenberg e Walter Kohn, feito que
rendeu-lhes o prémio Nobel de Quimica de 1998 (KOHN, 1999), e pelo desenvolvimento

de um conjunto equacgoes deduzidas por Walter Kohn e Lu J. Sham.

3.1 O Modelo de Thomas-Fermi

O modelo de Thomas-Fermi ¢ um dos mais antigos na area de estrutura ele-
tronica. Os primeiros trabalhos foram publicados independentemente por Thomas em
1927 (THOMAS, 1927) e Fermi em 1928 (FERMI, 1928), originando a formulacdo que
ficou conhecida como o modelo de Thomas-Fermi. Esse modelo se trata de um método
baseado em consideragoes estatisticas para o estado fundamental de dtomos de mui-
tos elétrons. Aqui, os muitos elétrons sao tratados como um gas de Fermi no estado

fundamental, confinados espacialmente por um potencial efetivo, V,¢(r), tal que

Ver(7) =0 se 7 — o0,
(3.1)
Ver(F) = Vz  se 7—0,

onde V7 representa o potencial de carga nuclear.

O principal objetivo do modelo de Thomas-Fermi é providenciar uma forma de
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calcular o potencial efetivo, V.;(7), e a densidade eletronica, p(7), usando o fato de a

energia total ser expresso como
E:EF+‘/6f(77), (32)
onde Ef corresponde & energia do gés de Fermi

B = (372p(7)*/* (3.3)
2m ’

e o potencial efetivo, em unidades atomicas, é dado pela soma do potencial externo

nuclear, V,.;(7), e do potencial de Hartree:

Vs (F) = Ve (F) + €7 / &di”ﬁ. (3.4)

r—r!

Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.2) obtemos p(7) para E > Vg

B o= oo (35%()"" + Vig(7) (3.5)
— h? 2 1 —\2/3
E—=Vy(r) = 5 (37°p(7) (3.6)
2m . o0 \2/3
77 [E=Vey (M = (37°p(7) (3.7)
m\ 32 ,
= p(f) = #(%) [E — Vi (R)]>? (3.8)

Note que, para E = Vs teremos p(r) — 0.

O modelo de Thomas-Fermi nao prevé ligacoes quimicas e as moléculas sao
instaveis, visto que essa teoria é exata apenas no limite de carga nuclear infinita. Isso
quer dizer que, Thomas e Fermi negligenciaram a troca e correlagao entre os elétrons

nao interagentes. No entanto, esse modelo foi incrementado por Paul Dirac! com a

Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984), fisico tedrico britanico. Fez contribui¢oes fundamentais
para o desenvolvimento da Mecanica Quéntica e Eletrodindmica Quéantica. Formulou a equagao que
leva seu nome, a Equacdo de Dirac, e descreve o comportamento de férmions e que o levou & previsao
da existéncia da antimatéria. Além disso, desenvolveu uma versao da Mecanica Quéntica incorporando
a “Mecénica Matricial” de Werner Heisenberg com a “Mecéanica Ondulatéria” de Erwin Schrédinger
num unico formalismo matematico.
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adicao de um funcional local para os efeitos de troca para um gés de elétrons, dando
origem ao funcional Erpplp|, conhecido como o funcional de Thoma-Fermi-Dirac, dado

por

Ereplol = Cr / (P + / P Voe (P
(3.9)

+ % / / T ?ﬁf?ﬂd% &' — Ox / ()],

em que Cf é a constante de Fermi e C'y é uma constante conhecida como funcional de

Dirac. Essas constantes assumem os seguintes valores:

1/3
Cp = 1%(37r2)2/3 e COx= 3 (5) : (3.10)

Na Eq. (3.9) os quatro termos da direita correspondem respectivamente & apro-
ximacao local para energia cinética, a contribuicao do potencial externo, a energia de
Hartree e ao funcional local para os efeitos de troca (obtido por Dirac).

O modelo de Thomas-Fermi teve inimeras correcoes e aproximagoes, dando ori-
gem a outros modelos e teorias correlacionados. Uma das teorias mais conhecidas é a
Teoria do Funcional da Densidade (Density Functional Theory - DFT), estabelecida a
partir de dois trabalhos: de Pierre Hohenberg juntamente com Walter Kohn (HOHEN-
BERG; KOHN, 1964) e de Walter Kohn juntamente com Lu J. Sham (KOHN; SHAM,
1965).

3.2 Teoremas de Hohenberg-Kohn

Embora a origem da DFT monta-se aos trabalhos de Thomas, Fermi e Dirac,
essa teoria s6 ganhou grande impulso apds a publicacao de dois teoremas, onde afir-
mavam que, através do calculo do funcional da densidade para um sistema de elétrons
no estado fundamental interagindo com um potencial externo seria possivel encontrar
a energia deste estado. Tais teoremas foram propostos em 1964 por P. Hohenberg e

W. Kohn (HOHENBERG; KOHN, 1964) e serao apresentados a seguir:
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Teorema 1: O potencial externo, vey(7), sentido pelos elétrons € um funcional
tnico da densidade eletronica, p(T).

Prova: Para provar esse teorema, supomos inicialmente dois potenciais exter-
N0S, Vegt(7) € v, (7), que diferem por uma constante, mas dependem de uma mesma
densidade p(7). Considerando-se um Hamiltoniano H atuando numa funcao de onda
() no estado fundamental de um sistema, contendo o potencial externo ve, (), ob-

temos, a partir da equacao de Schrodinger, que

HlY) = E) (3.11)

(T+Vu+V)0) = Elw). (3.12)

em que 1" é o operador energia cinética do sistema, V.. é o operador energia de interacao

entre os elétrons e V' é o operador energia potencial associada a v..(7), dada por:

‘7 - Zvea:t<7?i) = /p(mvext<7:>d3(7:>' (313)

/

Analogamente a Eq. (3.12), o potencial v/_,() origina um Hamiltoniano H’, o

qual dara origem a outra funcao de onda v’. Assim,
(T+ Ve + V') ) = B, (3.14)

onde v’

' _.(7) relaciona-se com V" de acordo com a Eq. (3.13).

Agora, admitindo por hipdtese que p(7) seja igual para ambos potenciais, entdo,

temos que:

}AI‘ zp’> (3.15)

B — <77/}/ ﬁ/

o)< (o]

¢>- (3.16)

De acordo com a Eq. (3.12) as Eqgs. (3.15) e (3.16) podem ser reescritas como seguem:

E = (0|F+Vu+V]v) < (v

T+ 1766+17‘¢’> (3.17)

T+V,.+V

1//> <<¢)f+17ee+\7/

E = <¢' ¢> . (3.18)
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Agora, veja que

(vfi-) = (oA (v ] ) o1

)

_ <¢/ T+ ee+ﬂ¢’>—<¢’]f+@e+?@e\¢’> (3.20)

_ <¢' V- 17" ¢’>. (3.21)

Usando a relagdo acima, Eq. (3.21), podemos rescrever a Eq. (3.19) da seguinte
forma:

(lElw)y = (wlE|v)+ (v |E-2]v) 3.2

_ <¢' }ﬁ" w’> n <¢’ ‘f/ - f/" ¢’> . (3.23)

Assim, de acordo com a Eq. (3.15) obtemos:

(wlv) < wlafv)+{v|d-a|v) 324
E < E’+<@Z)"\7—XA/"@Z/> (3.25)
< B+ / p(7) [v(F) — o' (7)) d°F. (3.26)

Note agora que,

(o]} = (o[} - o] 1) oo

(wlmle) < (olafe) = (o|a-m]v) (3.23)
E < E—<w’x7—x7/‘w> (3.29)
< E- / o(7) [v(F) — v/ (7)) d°F. (3.30)



Somando as Egs. (3.26) e (3.30) encontramos:
E+E <E +FE. (3.31)

Dessa desigualdade erronea, Eq. (3.31), concluimos que, se a densidade p(7) é tnica
para ve (7) e vl (), entdo esses potenciais devem ser necessariamente iguais, conse-
quentemente, V=V. Assim, pela Eq. (3.21), H= ﬁ’, o que nos leva a afirmar que
(1) = Y/ (F). Logo, se duas fungdes de ondas no estado fundamental dao origem a uma
mesma densidade eletronica, obrigatoriamente as duas fungoes de onda serao iguais.
Portanto, definido a densidade eletrénica p(7) do estado fundamental de um sistema,
o Hamiltoniano fica unicamente determinado e com isso todas suas as informagoes e
propriedades, pois, p(7) contém as mesmas informagdes que a fungao de onda ¢ (7) do
estado em questao, por exemplo, o nimero de elétrons N (dado por N = [ p(f)di’ ) a
energia cinética T [p], energia de interagao entre os elétrons V. [p] e a energia potencial

externa V' [p] (HOHENBERG; KOHN, 1964). De fato,

Elp) = Hp) (3.32)

WIEW) = @IT+ Vet V) (3.33)

Elp] = Tlp]+ Veelp] +V [p] (3.34)
Fixclpl

Elp] = Furlp]+Vlp]. (3.35)

Na Eq. (3.35), o termo E [p] ¢ energia total do sistema ou funcional da densidade
de carga e o termo Fyg [p] € o funcional de Hohenberg-Kohn, ou funcional universal,
responsavel por gerar a energia do estado fundamental do sistema.

No teorema 1 vimos que, a densidade eletronica do estado fundamental é su-
ficiente para obter as propriedades de interesse de um sistema. Porém, é necessério
estarmos convictos que essa densidade é de fato a densidade eletronica do estado funda-
mental que estamos procurando. No entanto, o segundo teorema de Hohenberg-Kohn
baseia-se no principio variacional e postula que, Fyg [p] gere a menor energia se, e

somente se, a densidade em questao for a densidade eletronica do estado fundamental.
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Teorema 2: O wvalor minimo do funcional da energia € a energia do estado
fundamental e a densidade com a qual se obtém esse minimo € a densidade exata de
uma particula no estado fundamental.

Prova: Seja p(7) a densidade eletronica proveniente de uma fungao de onda do
estado fundamental ¥ (7) e p/(7') a densidade eletronica gerada por uma fungao de onda

do estado ¢/(7), entdo, estabelece-se que

prr) #p(r) = (7)) #9(F)  —  E>E

(3.36)
p(r)=pF) = '@ =¢F@ — E=E
Usando o principio variacional no fato que E [¢] = (¢ H |1), obtemos:
EY] < E[Y] (3.37)
W Hp) < (W H@) (3.38)
WIT+Vee +V[0) < (@|T+Vee + VW) (3.39)
T+ Ve [0) + @IV [0) < (W T + Ve |[0) + (' V |) (3.40)
Fur [p)+Vip)l < Fuxlp]+ Vo] (3.41)
Elp] < E[/] (3.42)

Portanto, a minimizagao da energia em relagao a densidade eletrénica mostra
que esta energia convergida serd a energia do estado fundamental. Assim, a reformu-
lacao da teoria de muitos corpos proposta por Hohenberg e Kohn sugere a ideia dos
funcionais da densidade eletronica, mas esta ainda nao fornece uma maneira de escrever
os operadores como uma funcao da densidade eletronica. Esse problema foi resolvido
por Kohn e Sham em 1965 (KOHN; SHAM, 1965), ao proporem um esquema para obten-
¢ao dos operadores em funcao da densidade eletronica, que ficaram conhecidas como

as equagoes de Kohn-Sham.
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3.3 Equacoes de Kohn-Sham

Em 1965, W. Kohn e seu aluno doutorando, Lu J. Sham, desenvolveram as
equagoes que obtém a densidade eletrénica do estado fundamental de um sistema, que
ficaram conhecidas como as equacoes de Kohn-Sham.

Para encontrar as equagoes de Kohn-Sham, fez-se necessario que a energia ci-
nética T [p] fosse dividida em duas partes: Ty [p] (que representa a energia cinética
de particulas nao interagentes) e U. [p] (que representa a correlagao eletronica). Além
disso, a energia potencial de interagao elétron-elétron, V,. [p], foi escrita como a soma
dos termos Vy [p] (que representa a interagao coulombiana entre os elétrons e que cha-
mamos de energia de Hartree) e V, [p] (que representa a interagao de troca, comumente

chamado de exchange). Assim, a Eq. (3.35) pode ser reescrita como segue:

Elp] = Fuklp]+V[p] (3.43)
= Tpl + Vee [p) + V' [p] (3.44)
= Lo+ Uelpl+ Vi lol + Ve lp] +V [ (3.45)
T Veelo
= Tilpl +Vulp] + Vo] + Eacp] - (3.46)

O termo E,.[p] da Eq. (3.46), é a energia de troca e correla¢ao, dada por:

Eqe[p] = Ue [p] + Vz [p]- (3.47)

De acordo com os teoremas de Hohenberg-Kohn, podemos achar a energia total
do estado fundamental através da minimizacao da energia E [p], Eq. (3.46), em relagao
a densidade eletronica, levando em conta o vinculo da ortogonalidade dos estados do

sistema de particulas nao interagentes:
[o@smer=s, (3.45)
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Assim, fazendo-se uso dos multiplicadores de lagrange, €;, obtemos:

-y / 61 (7)64(7)d°F (3.19)

Considerando o auto-estado ¢(7), podemos minimizar £. Assim,

oL [p]
093 (7)

= 0. (3.50)

Logo, pela Eq. (3.49) teremos:

SLIp) _ OBl 5 N~ [ i (| —
8¢ (F) — 6;(P)  0¢(F) [Z z/d)z(%z(”)d ] 0. (3.51)

Entao, podemos reescrever essa equacao da seguinte forma

SE [p] 32
55~ 5 [folfd) 7 (7)d ] (3.52)

Usando a Eq. (3.46) teremos:

0T [p]  Viulp] | 0VIpl | OEs .
5517 T 00D T og() T agd ﬂ[ze’/ 70 md] (3.53)

Considerando que a densidade eletronica p(7) e a energia cinética T [p] sdo dadas

respectivamente por:

pl7) = 32 61(6:(7) (354)

Z [ *)( )@(F) E (3.55)
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Entretanto, tem-se que

550 73 ﬂ[zj% <“_Vﬁ@®f1=—ﬁﬂ%wv (3.56)

’ y i (7 37| = ey (T
361 (7) [Zg / ¢i (M) i(r)d 7”] = £i(7). (3.57)

Assim, a Eq. (3.53) pode ser reescrita como segue:

W oy o Valol | VI | 8Bl _
R P I P R P

B [Valel  OVIel | 0B lpl] 0p(7)
Vo + [T+ G e e = e
—h—2V2¢(j+ {WH A +5Exc ] Z¢ ot

Z op(F) " Sp(F) T op(F) i (7).

Logo,

h? 2 OV [10] oV [P] 0By, [p]
2R T I T GG

}mw—smm (3.58)

Os termos da esquerda da Eq. (3.58) sao:

2
—;—V%Z(F‘) = t4(7) (energia cinética), (3.59)
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r = vg(r) (energia de Hartree), (3.60)

T) (potencial externo), (3.61)

= Upe(T) (potencial de troca e correlagao). (3.62)

A soma dos termos (3.60), (3.61) e (3.62) fornecem o potencial efetivo, conhecido

como potencial de Kohn-Sham, dado por:

Ve () = Vn () + Vet (1) + Ve (7). (3.63)

Assim, a Eq. (3.58) pode ser reescrita como segue:

ts(7) i(F) + [08(7) + Vear (F) + v2e(7)] ¢:(7) = &1 &i(7)

ts(7) i(7) + vep(7) 0:(7) = &i ¢i(7)

[ts(7) + vep(7)] Gi(T) = & ¢u(7)

{—;—mvz + Uef(F)] ¢i(7) = & (7). (3.64)
Onde
Vey (7) = 47360 / ;i (7;) A + Ve (7) + 5?;(‘37:[,)’) ], (3.65)
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em que, analogamente com a Eq. (3.54),

p() = Z |6i(7)]. (3.66)

As Egs. (3.64), (3.65) e (3.66), recebem o nome de equacdes de Kohn-Sham.
Além disso, os termos ¢;(7) e &; sao rotulados respectivamente como os orbitais e os
autovalores de Kohn-Sham. No sentido de trabalhar com particulas nao interagentes
sujeitas a um potencial efetivo, a Eq. (3.64) é analoga a equagao de Hartree-Fock, Eq.
(2.72). A diferenga é que, em quanto a Eq. (3.64) foi obtida por meio da minimizagao
da energia em relagao as densidade, a Eq. (2.72) foi obtida via minimizagao da fungao
de onda orbital (Apéndice C). Além disso, na formula¢do de Hartree-Fock inexiste a
contribuigao de correlagao.

Com as Equacgoes de Kohn-Sham, torna-se possivel obter a densidade eletronica
do estado fundamental de um sistema de elétrons interagentes pela densidade eletro-
nica do estado fundamental de um sistema de elétrons nao interagentes submetidos
a um potencial efetivo v.f(7). No entanto, a Eq. (3.64) ndo pode ser resolvida sem
conhecimento prévio da funcéo ¢;(7), pois, para construir v.s(") é preciso conhecer
p(7) que depende de ¢;(7). Nesse sentido, as equagoes de Kohn-Sham sao resolvidas

de maneira auto-consistente, conforme a Figura 3.1.
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Prop&e-sc um valor inicial p, (') para a |
densidade do estado fundamental, ' pi(1) | *
po (P).

Constrdi-se o potencial efetivo v, (7). Ive ()

-

Resolve-se a Lg. (3.64) determinando
orbitais de Kohn-Sham, ¢, (7).

Com os orbitais ¢, (7*) determina-se uma

nova densidade, p_. .

Comparando-se a GOltima  densidade
encontrada, p,, com a anterior, p__,,
segue que:

e S¢e p, =p,,, entdo p, € a
densidade eletrénica procurada.
Entdo encontramos as informagdes
propriedades do sistema.

o Caso contrario, o ciclo recomega
utilizando uma nova densidade
cletronica inicial, até que a
convergéncia seja alcancada.

( OBSERVAVEIS
FISICOS

Figura 3.1: Algoritmo para as n-ésimas interagoes no procedimento auto-consistente
para resolver as equacoes de Kohn-Sham.
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3.4 O Potencial de Troca e Correlacao

J& encontramos as equagoes de Kohn-Sham para a formulagao da teoria do
funcional da densidade. Pela Eq. (3.64) é evidente que a energia total do sistema
é composta pela energia cinética t4(7), pela energia de Hartree vy (7), pelo potencial
externo ve.(7) e pelo potencial de troca-correlagao v,.(7) . Essa decomposi¢do é um
formalismo exato, mas as expressoes exatas para as interagoes de troca e correlagao
de muitos corpos ainda sao desconhecidas. Ou seja, a DFT é, em principio, coerente,
mas quando aplicada para sistemas reais, certas aproximacoes devem ser usadas para
o potencial de troca-correlagao, uma vez que esse nao é conhecido, apesar de sabermos
que se trata simplesmente de um funcional da densidade eletronica.

O potencial de troca-correlacao pode ser obtido por meio de aproximagoes. As
duas aproximagoes mais conhecidas sdo: aprorimag¢ao da densidade local (Local Density
Approximation — LDA) e aprozimacgao de gradiente generalizado (Generalized Gradient
Approximation — GGA).

Na aproximacao LDA, o funcional da energia de troca e correlacao depende
puramente densidade eletronica local. Assim, ela é exata quando sistemas possuir
densidade eletronica uniforme. Portanto, espera-se que ela descreva bem os sistemas
em que a densidade eletronica varie lentamente com a posicao.

A aproximagao GGA é um aperfeigoamento da LDA. Nessa aproximagao o fun-
cional da energia de troca e correlagao de cada célula nao depende s6 da densidade
eletronica local, mas também do gradiente da densidade eletrénica das células vizinhas.
Além disso, essa aproximacao pode ser de dois tipos: semi-empiricas e nao-empiricas
(ou ab initio), que satisfazem a vinculos tedricos (PERDEW; BURKE; ERNZERHOF, 1997).

Por meio de muitos resultados obtidos com a LDA e a GGA podem-se tirar

algumas comparagoes (PERDEW et al., 1992), (FARIAS; LALIC, 2008):

o LDA:

1. A energia total de superficies metélicas é menor que a experimental,

2. a energia de troca é subestimada entre 15% a 20% e a de correlacao pode

ser superestimada em até 100%;

3. quase todos ions negativos leves mostram-se instaveis;
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4. nos o6xidos de metais de transi¢ao os gaps de energia sao da ordem de 100%

menores em relacao aos resultados experimentais.

o GGA:

1. Melhoram os resultados para atomos leves, bem como, seus compostos;
2. as propriedades dos metais de transicao com elétrons 3d sao aprimoradas;

3. nos Oxidos de metais de transicao a LDA prediz comportamento metéalico,
enquanto o GGA, em alguns casos um estado fundamental isolante. Mas,
em geral, as energias dos gaps sao subestimadas em relacao aos resultados

experimentais.

No entanto, entre as aproximacoes LDA e GGA, nao tem como dizer qual é a
melhor, pois cada uma tem suas particularidades que irao depender do problema que
sera estudado. Mais caracteristicas dessas aproximacoes podem ser consultadas nas

referéncias (GIESE; YORK, 2010) e (LEE; MARTIN, 1997).
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Capitulo 4

Método FP-LAPW

Para inicializagao do procedimento autoconsistente da DF'T, tratado no capitulo
anterior, a questao mais importante é a escolha do conjunto das fungoes de base que
descreveréd apropriadamente o comportamento da fungao de onda eletronica no cristal.
Tendo isso em vista, foram desenvolvidos diferentes métodos de calculo, com base no
formalismo da DFT. Um dos métodos mais precisos ¢ o FP-LAPW (Full Potential -
Linearized Augmented Plane Wave).

O FP-LAPW ¢é um método de célculo de primeiros principios (autoconsistente),
desenvolvido no espago reciproco, baseado no formalismo APW (Augmented Plane-
Wave) introduzido por Slater para o célculo de propriedades estruturais de solidos

cristalinos.

4.1 O Método APW

O método de Ondas Planas Aumentadas (Augmented Plane Waves - APW), foi
desenvolvido por John. C. Slater em 1937 (SLATER, 1937), como alternativa para a
solucao do problema eletrénico em potenciais periddicos, como de uma rede cristalina.

No método APW, a regiao mais proxima dos dtomos tem o potencial e a fungao
de onda variando fortemente, enquanto que, na regiao entre os atomos, chamada de
regiao intersticial, tanto o potencial quanto a funcao de onda sao mais suaves. Assim,
nas regioes intersticiais o potencial pode ser considerado constante e a func¢ao de onda
pode ser aproximada por uma combinacao de ondas planas. J& nas regioes mais pro-
ximas ao nucleo, o potencial é descrito com uma combinagao de harmoénicos esféricos e
as fungoes de ondas sao aproximadas por fungoes atémicas. Como consequéncia dessa

hipotese, a célula unitaria do cristal é dividida em duas regidoes: uma regiao I, com
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simetria esférica contendo o niicleo e os elétrons mais ligados a ele (elétrons de carogo),
chamada esfera muffin-tin ou regiao de muffin-tin, e o espago fora da esfera, regiao 11

(que chamamos anteriormente de regido intersticial), conforme a Figura 4.1.

Regido Intersiicial

(onda plana)

Figura 4.1: Representacao esquemaética da divisao da célula primitiva, onde a regiao I
compreende as esferas atomicas, regiao de muffin-tin e a regiao I1 é a regiao intersticial.

No método APW a func¢ao de onda de um elétron num cristal pode ser expressa

da seguinte forma:

1 i(k+K)-7 N
] chﬁe (k+K) rell
r ~
¢p = (4.1)
> A (', E) Yi (0, ¢) Fel
lym

Na Eq. (4.1), a rela¢do de cima representa a regiao dos elétrons de valéncia, com
a solugao de uma onda plana. O termo K & um vetor de translacao da rede reciproca,
k ¢ um vetor de onda dentro da primeira zona de Brillouin e V' é o volume da célula
unitaria. A segunda parte representa os elétrons de carogo. Os coeficientes uf* (17, E)
sao solugoes da parte radial da equagao de Schrodinger para um atomo isolado e os
coeficientes Ay, serao definidos mais adiante. O termo ' ¢ o modulo de 77, que indica
o vetor posi¢ao dentro da esfera, em que 7 = i — 7, (Figura 4.2).

Com respeito ainda a Eq. (4.1), o termo Y}, (6, ¢') representa harmonicos
esféricos, cujos angulos 0" e ¢’ especificam a direcao de " em coordenadas esféricas,

podendo ser visualizado por meio da Figura 4.3.
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Regido Intersticial

Figura 4.2: Divisao do espago cristalino em esferas muffin-tin e regiao intersticial, para
um caso particular de uma célula unitaria com dois dtomos, situados nos centros das
esferas.

Figura 4.3: Representacao dos angulos ¢ e ¢ no sistema de coordenadas esféricas.

Agora vamos expandir a onda plana em harménicos esféricos sobre a origem do
atomo «, de modo que, a onda dentro e fora da esfera apresente o mesmo valor na

superficie:

Lei(EJrl_(')f’ _ 4_7T6i(5+1?)-Fa Ziljl <‘E+ X‘ |ﬂ> l:n (E+ I‘(’> Yi (0/’ S0/) : (42)
l
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onde j; sao Funcoes de Bessel de ordem [. Agora é necessario que essa aproximacao

seja igual (continua e diferenciavel) a parte esférica na Eq. (4.1), nos fornecendo:

Alm =

VT (o) 26 (|F+ &]171) vir, (F + ). (43)

Note que ha um ntmero de termos infinito nessa equacao, produzindo um ni-
mero infinito de Aj,,, podemos entao determinar um valor méximo para [. Este valor
de 4 € um valor considerado ideal quando R, K ue = lnas, determinando assim um
bom valor de [,,,, para um dado K,,q;.

Agora vamos determinar o parametro de energia F, que define a parte radial da
solucao, sendo igual ao autovalor 7 de cada autoestado @Z)g, o que é um problema, pois
a cada valor de n, sendo n o nimero quantico principal, teremos um valor diferente de

E associado. Esse é um problema de elevado esfor¢o computacional.

4.2 0O Método LAPW

O problema com a base APW é que deveria ser construida sobre valores des-
conhecidos de 5%. Na tentativa de resolver esse problema procurou-se uma nova base
onde nao haja dependéncia de E. Andersen Propos, em 1975, a linearizagao da base
APW passando a ser chamado de método de Ondas Planas Linearizadas e Aumentadas
(Linear Augmented Plane Waves - LAPW) (KROGH, 1975). Expressando uf(r/, E') em

uma expansao de Taylor e considerando somente os termos lineares, temos:

up (r',E) = up (', Eo) + (Eo — gg) u (r', E) . (4.4)

O coeficiente desconhecido (Ey — %) serd tratado como B, ue juntamente

0 P Ilm>
com A;, serd determinado a partir das condigoes de contorno, isto é, as fungoes dentro
e fora da esfera devem ter mesmo valor e mesma derivada na superficie da esfera. A

nossa nova base fica

1 =y
ﬁ Z Cl‘(’el(kJrK) " 7? S ]]
ko _ I 4.5
QSK 6% / % / / / — ( )
> A (v, Ey) + Bt (', Bo)| Yim (0/,¢) 7 € S
l,m
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A escolha de Ej deve ser feita de modo que esse termo esteja proximo a energia
que se deseja calcular. Por exemplo, se quisermos calcular um autoestado de caréter
p(l = 1), uma escolha apropriada é escolher Ey no centro da banda p. Este argumento
pode ser feito para todos os atomos da célula unitaria e para todos os valores de [.
Portanto, uma boa escolha de Ej é uma energia F;*, um valor particular que permite
o calculo das funcoes de base, que agora nao tém nenhum paradmetro desconhecido. A

Eq. (4.5) fica

1 i(F+R) -
— chge rell
4 K

> (A (7', EP) + Bun i (¢ EP) Yim (0/,¢') 7 € S

Ilym

A energia de linearizacao Ej* representa a energia no centro da banda com
momento angular [, e « representa o tipo de &tomo na célula unitaria. Na base LAPW
com orbitais locais (LAPW-+LO) é possivel usar diferentes energias de linearizacao
para os estados com o mesmo nimero quantico /[, mas diferentes niimeros quanticos
principais n. A adi¢ao de orbitais locais nao muda a convergéncia do célculo, no

entanto, melhora a precisao dos resultados.

4.3 LAPW com Orbitais Locais (LAPW+LO)

No tratamento referente aos elétrons dos &tomos num cristal, sao definidos como
sendo elétrons de caroco os elétrons que estao dentro da esfera e nao participam das
ligacoes com outros dtomos. Os elétrons de valéncia sao os que estao na regiao in-
tersticial e participam ativamente das ligagoes quimicas. Existem ainda os estados
chamados de semi-carogo, que sao os que tém baixa valéncia. Pode ocorrer que na
aplicacao desta defini¢ao se encontrem elétrons com ntimero quéntico [ igual, mas com
n diferentes. Temos entao um dilema: qual Ef escolher de modo que seja satisfato-
rio para dois estados diferentes? Este problema ¢é solucionado adicionando a base de
orbitais locais uma combinagcao linear de fungoes radiais com duas energias diferentes:

Ef‘l Z)EE)‘Q - Desta forma a funcao de onda do elétron fica:
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O = [Arour (B + B (v, BR)
Im

(4.7)

O (7 B | Yin (0.4 T e Sa

Um orbital local é zero na regiao intersticial e em outros atomos, sendo definido
apenas num determinado atomo «, para valores particulares de [ e m. Os estados

A(a,LO) B(a,LO) e

. . N .
de semicaroc¢o sao representados pela energia E(QJ). Os coeficientes A, ™, B,

LO) ~ . - . :
C’l(:l ) s30 determinados pelas condigoes de contorno, valor e derivada igual a zero na
superficie da esfera e que seja uma base normalizada. Com os orbitais locais, a base

LAPW ¢ incrementada e o conjunto de base aumenta adicionando os estados p e d.

4.4 O Método FP-LAPW

Apesar de o método APW, com ou sem linearizagao, permitir a obtengao da so-
lugao da estrutura de bandas para uma grande classe de materiais, sofre com a restricao
de trabalhar com potenciais muffin-tin que descrevem muito bem casos especificos de
materiais, como sistemas com generoso nimero de coordenacao, tais como metais que
apresentam estrutura cristalina cubica de faces centradas ou estrutura cristalina hexa-
gonal compacta (em inglés, hexagonal close-packed - hcp), mas ndo é uma boa apro-
ximagao para descrever o potencial de solidos que apresentam ligacoes com carater
covalente ou que tenham estruturas cristalinas abertas ou em camadas. Esse problema
foi resolvido por Jansen e Freeman (JANSEN; FREEMAN, 1984), ap6s introduzirem mo-
dificagoes na maneira de descrever o potencial, deixando de ser do tipo muffin-tin. Esse
procedimento recebeu o nome de método do potencial total (full potential - FP).

Na aproximagao full potential, tanto o potencial U(7) quanto a densidade ele-
tronica p(7) sdo desenvolvidos em harmonicos esféricos dentro de cada esfera atomica

e em série de Fourier na regiao intersticial:

S U (7)et Fell
UF)=1{ * (4.8)

Z Ulm(ﬂ%m (0,7 SO/) e Sa-
lym
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Z pg(ﬁei’;'ﬁ* rell
k

p(7) (4.9)

> oi(F)Yim (0, € S,
lm

O método que utiza o full potential (FP), associado ao processo de linearizagao
do método APW recebe o nome de FP-LAPW (Full-Potential Linear Augmented Plane
Wave).

Para que os célculos descritos nessa se¢ao possam ser efetivados, necessitamos de
auxilio computacional, ou seja, precisamos de um conjunto de programas que possam
fazer calculos de estrutura eletronica de sélidos usando a DFT. Neste sentido existem
muitos pacotes computacionais com estas caracteristicas. Para realizacao deste tra-
balho usamos o pacote WIEN2k, que um dos mais precisos e requisitados, que seré

tratado mais detalhado no préximo capitulo.
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Capitulo 5

O Coédigo WIEN2k

O pacote computacional WIEN2k foi desenvolvido na Vienna University of Te-
chnology!. Identificado pela sua logomarca, Figura 5.1, ele representa um software
com grande aplicagao no célculo de estruturas eletronicas, que utiliza o método auto-

consistente FP-LAPW para resolver as equagdes de Kohn-Sham (BLAHA et al., 2001).

Figura 5.1: Logomarca do pacote computacional WIEN2k

O WIENZ2k apresenta uma interface grafica, w2web, que facilita a sua utilizagao,
no entanto, a sua execucgao a partir da linha de comandos torna-o mais rapido. Este
programa esta escrito em linguagem FORTRAN 90, necessitando ser compilado de
acordo com as caracteristicas do sistema computacional disponivel (hardware) e um
sistema operacional baseado no UNIX.

Esse pacote ¢ constituido de varios programas independentes que sao interli-

gados. A seguir mostraremos as principais tarefas de cada um dos programas que o

LA Vienna University of Technology, foi fundada em 1815 (como o Instituto Politécnico Imperial-
Real) e é¢ uma das principais universidades de Viena, capital da Austria. Seu ensino e pesquisa esta
focada em engenharia e ciéncias naturais.

o8



constitui, desde os que fazem parte da inicializagao de um célculo aos que correspondem

a parte do ciclo autoconsistente.

5.1 Inicializacao do Processo Autoconsistente

Para executar um calculo autoconsistente usando o cédigo WIEN2k é preciso
executar, antes, uma série de pequenos programas auxiliares (presentes num script
chamado init_lapw), responséaveis por gerar alguns ficheiros indispenséveis ao calculo
principal, usando um arquivo de entrada, arquivo.struct, que contém todas informa-
¢oOes necessaria que compoem o solido em estudo, menos informagoes a respeito das
propriedades ja conhecidas?®.

A sequéncia inicial de calculos preparatérios para o ciclo autoconsistente é mos-

trado no fluxograma da Figura 5.2:

o

F 9

l SGROUP ‘

¥

i SIMETRY ‘

‘ MO\\\'\_VQ de Estrutora iy

&

. KGEN ‘

Gera o8 pomesk

l LSTART ‘

\

ades Atdmicasiy

l DSTART ‘

n (Superposi¢do das densidades atdmicas)

Figura 5.2: Algoritmo da geragao dos dados de entrada do ciclo autoconsistente.

Cada programa tem uma fungao especifica de gera¢ao de dados e/ou checagem

de erros. Abaixo é listado a funcao de cada um deles:

2Procedimentos analogos a este sdo denominados de primeiros principios ou ab-initio.
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e Programa NN: Este programa calcula a distancia dos vizinhos préoximos de
cada atomo presente no arquivo de entrada e ajuda na checagem de erros do
arquivo, verificando se os atomos estao especificados corretamente e se as esferas
atOdmicas se sobrepoem, caso exista alguma sobreposicao, ou erro, uma mensagem
de erro é enviada ao usuario informando o problema e um novo arquivo é gerado,

ficando a cargo de o usuério decidir qual usar.

— Arquivos de entrada: arquivo.struct.
— Arquivos de saida: arquivo.outputnn.

— Opcional: arquivo.struct nn.

e Programa SGROUP: Com as informagoes dos parametros de rede, tipo de
rede cristalina e posi¢oes atomicas, este programa determina o grupo espacial
da estrutura em questao e auxilia a encontrar a melhor configuracao da célula

unitaria.
— Arquivos de entrada: arquivo.struct.

— Arquivos de saida: arquivo.outputsgroup, arquivo.struct sgroup.

e Programa SIMMETRY: Com informacoes das posicoes atomicas e tipo de
rede cristalina, contidos no arquivo.struct, gera as operagoes de simetria do grupo
espacial, determina o grupo pontual dos sitios atémicos e determina as matrizes

de rotacao locais.

— Arquivos de entrada: arquivo.struct
— Arquivos de saida: arquivo.outputs, arquivo.struct st.

— Opcional: arquivo.in2 _ st.

e Programa LSTART: resolve a equacao de Kohn-Sham relativisticamente para
um atomo, gera uma densidade atdémica que sera usada posteriormente para gerar
uma densidade inicial para o ciclo autoconsistente, determina como os diferen-
tes orbitais serao tratados nos calculos da estrutura de bandas e alguns arqui-
vos necessarios para realizacao do ciclo autoconsistente. O arquivo de entrada
arquivo.inst contém a distribuicao eletronica da cada atomo nao equivalente pre-

sente na célula unitéria.
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— Arquivos de entrada: arquivo.struct, arquivo.inst.

— Arquivos de saida: arquivo.outputst, arquivo.rsp, arquivo.in0 st, ar-
quivo.inl _st, arquivo.in2 st, arquivo.inc_st, arquivo.inm __st, arqui-

vo.lnm restart.

— Opcionais: arquivo.rspup, arquivo.rspdn,arquivo.sigma, arquivo.vsp _st,

arquivo.vspdn _ st.

e Programa KGEN — Gera uma malha de pontos k na parte irredutivel da zona

de Brillouin.

— Arquivos de entrada: arquivo.struct.

— Arquivos de saida: arquivo.outputkgen, arquivo.klist, arquivo.kgen.

e Programa DSTART - Gera uma densidade eletronica cristalina inicial (ar-
quivo.clmsum), por superposicao das densidades eletronicas atdémicas (arqui-
vo.rsp) obtidas em LSTART, para o processo autoconsistente que sera iniciado.
Se for necessario desenvolver um célculo com spin polarizado, este programa sera

executado separadamente para a densidade de carga com spins up e spins down.
— Arquivos de entrada3: arquivo.struct, arquivo.rsp(up), arquivo.in0, ar-
quivo.inl, arquivo.in2.

— Arquivos de saida: arquivo.outputd, arquivo.clmsum(up), dstart.error,

arquivo.in0 _ std.

Apobs a execugao desses programas é feito o analise dos dados gerados e o ci-
clo autoconsistente, para a solucao das equagoes de Kohn-Sham, finalmente pode ser

iniciado.

5.2 Processo Autoconsistente

Com posse dos dados iniciais, calculados no processo de inicializagao, o processo

autoconsistente pode ser iniciado utilizando o script run_ lapw ou runsp_lapw para o

3 As informacGes sobre os valores de I, m da representacdo harménica e os nimeros de coeficientes
Fourier da carga intersticial estao presentes nos arquivos arquivo.inl e arquivo.in2.
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caso de calculos de spin polarizado. No cdédigo WIEN2k, o processo autoconsistente

pode ser ilustrado conforme o fluxograma da Figura 5.3.

A 4

LCORE
Calculo atomico

Hipyy = EnPin

LAPW2
Prat = Z Vi - .
£, < EF- o
: A = Pora @ (Pva:i."". 2

rF %

F 3

 OBSERVAVEIS
FISICOS

Figura 5.3: Algoritmo do ciclo autoconsistente no codigo WIEN2k.
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Abaixo apesentamos a descrigao dos programas usados no ciclo autoconsistente:

e Programa LAPWO: Gera um potencial a partir da densidade eletronica inicial

dada por DSTART usando a equacao de Poisson.

e Programa LAPW1: Monta o Hamiltoniano e calcula autovetores e autovalores
num processo de diagonalizacao de matrizes. Esta parte do calculo é a mais

demorada.

e Programa LAPW2: Calcula a energia de Fermi e determina a nova densidade
de carga eletronica, podendo calcular ainda as cargas parciais para cada estado,

o que é util para montar o gréfico da estrutura de bandas.

e Programa LCORE: Calcula os autovalores dos estados de caroco e suas cor-

respondentes densidades de carga.

e Programa MIXER: Mistura a densidade eletronica inicial e a final, produzida
a partir da soma das densidades eletronicas de carogo, semi-caroco e valéncia,
para produzir uma nova densidade eletronica a ser usada na proxima interagao

até obter um valor de convergéncia desejado.

Para a realizagao do ciclo autoconsistente, introduz-se um critério de convergén-
cia que sera tomado como referéncia para o término do calculo. Neste ciclo, inicialmente
tem-se uma densidade eletronica dada, calculada pelo programa DSTART, que usada
no programa LAPW2 ganha um novo valor. Ao final, no programa MIXER este novo
valor é misturado com o antigo, gerando uma nova configuracao para a densidade
eletronica de caroco e valéncia, e serd usado na préoxima interacao, até que haja a
convergencia.

Finalmente, quando ciclo autoconsistente atinge a convergéncia, temos uma
descrigao quantica completa do cristal em estudo, necessaria para descrevermos suas

propriedades no estado fundamental.
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Capitulo 6
O Grafeno

O grafeno é uma rede bidimensional (2D), alotropica do carbono, com os atomos
dispostos em anéis hexagonais que lembra um favo de mel (Figura 6.1). Esse material
vem sendo estudado ha quase sete décadas, desde o estudo de P. R. Wallace sobre o
grafite por cristalografia de raios-X (WALLACE, 1947), para descrever as propriedades
de outros alétropos do carbono, como grafite, fulerenos e nanotubos de carbono (figura
6.2). Entretanto, apena em 2004 na Universidade de Manchester, Andre Geim e Kons-
tantin S. Novoselov conseguiram produzir e caracterizar o primeiro floco de grafeno
isolado por meio de uma técnica conhecida como clivagem micromecéanica, de modo

que promovesse a esfoliagdo mecénica do grafite (NOVOSELOV et al., 2004).

9,

>

Figura 6.1: Representacao da estrutura hexagonal planar do grafeno.

64



©

Figura 6.2: Producao de aldtropos do carbono a partir do grafeno: (a) Os fulerenos sao
moléculas de carbono cuja superficie é provenientes do grafeno e formada por arranjos
pentagonais e hexagonais que formam uma espécie de casca esférica (buckyball). (b)
Os nanotubos de carbono podem ser vistos como uma folha de grafeno enrolada na
forma de cilindros com didmetros da ordem de nanémetros. (c) O grafite consiste de
vérias folhas de grafeno empilhadas e ligadas umas as outras através de ligagoes fracas
do tipo van der Waals.

6.1 Estrutura Cristalina

Como foi dito anteriormente, o grafeno possui uma rede cristalina hexagonal,
bidimensional. A distancia interatémica entre os carbonos que compoem o grafeno é
a =1,42A. De acordo com a Figura 6.3(a), a estrutura hexagonal do grafeno pode ser
visualizada como duas sub-redes triangulares superpostas ou como uma rede triangular
com dois atomos de carbono por célula unitaria. Logo, os vetores da rede direta podem

ser escritos na forma:

1
S
&

A A
N a\/§ . a,
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Ja vetores da rede reciproca podem ser escritos, conforme a figura 6.3(b), como segue:

- 2m - 2m -~
by, = ——=k,+—k 6.3
1 a\/g + a Y ( )
. o -~ 21
by = —ky— —F,. (6.4)

a3 a

Com isso, a primeira zona de Brillouin (unidade minima do cristal no espago reciproco)
do grafeno fica definida como um hexagono, em que os pontos de alta simetria sao I,

M e K (Figura 6.3(b)).

&1

(b)

Figura 6.3: Estrutura cristalina do grafeno: (a) Célula unitaria da estrutura cristalina
do grafeno (linha tracejada), com as sub-redes nao equivalentes de atomos do tipo A e
B. (b) ilustragao da primeira zona de Brillouin (hexagono), dos vetores primitivos da
rede reciproca, by e by e dos pontos de alta simetria, I', M e K.

Com base nesses dados, informacoes e pardmetros iniciais, analisamos através
de calculos de primeiros principios as propriedades eletronicas e estruturais do grafeno,

tais como: densidade de estados, estrutura de bandas e densidade eletronica.

6.2 Estrutura Eletronica do Grafeno

O grafeno possui uma configuracao de hibridizacao sp?, fazendo com que os
atomos de carbono se liguem por meio de ligagoes covalentes do tipo o, o que fornece
ao material alta rigidez, formando assim um angulo de 120° entre essas ligagoes. O
orbital p,, perpendicular ao plano do grafeno forma a ligacao do tipo 7 e os elétrons do

orbital p, estao mais fracamente ligados ao atomo, podendo assim se locomover na rede
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cristalina, ou serem excitados para niveis eletronicos de maior energia. Assim, o orbi-
tal p, que esté relacionado com as propriedades eletronicas de transporte do grafeno.
Essas informagoes foram confirmadas quando observamos os resultados do calculo de
primeiros principios das propriedades eletronicas do grafeno, usando a aproximacao

GGA com o método FP-LAPW inserido no cédigo WIEN2k.

6.2.1 Densidade de Estados

A densidade de estados representa o niimero de estados por intervalo de energia
e nos fornece informagoes importantes como a caracterizagao do material quanto a sua
capacidade de conduzir eletricidade. Neste contexto surge um importante conceito, a
energia de Fermi (EF), que é o nivel mais alto de energia ocupado pelos elétrons do
sistema no estado fundamental. As Figuras 6.4, 6.5 e 6.6, mostram o comportamento

da densidade de estados (DOS) para o grafeno.

0,30 ' I rrrrrrr T T 1T T 1T T T T T T

0,25 1

0,20 S

0,15 -

0,10

DOS (estados/eV)

0,05 S

0.\00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Energia (eV)

Figura 6.4: Densidade de estados do grafeno.

A Figura 6.4 mostra que a densidade de estados encontrada para o grafeno é nula
no nivel de Fermi. Dessa forma, o grafeno pode ser classificado como um semimetal, ou
semicondutor, de gap nulo. Na Figura 6.5, vemos que o orbital p € quem contribui para
densidade de estados do grafeno, entorno da energia de Fermi, numa faixa de energia

compreendida entre —11,5 a 7,30 eV . Por fim, a Figura 6.6 confirma que o orbital
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p. € o responsavel pelas propriedades eletronicas de transporte do grafeno. Note que
é esse orbital que predomina na regiao entorno da energia de Fermi, numa faixa de

energia compreendida entre —3,0 a 7,3 eV.
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L
8 i
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0,05 4
0100 I I I I I I I I |

20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 2 0
Energia (eV)

Figura 6.5: Contribuicao dos orbitais, s e p, para densidade de estados do grafeno.
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Figura 6.6: Densidade de estados do orbital p com projecao em p, e p, + p,.
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6.2.2 Estrutura de Bandas

Quando trabalhamos com um atomo tratado isoladamente as energias permiti-
das aos elétrons podem ser representadas por niveis discretos. Todavia, quando trata-
mos um conjunto de atomos passamos a dar mais possibilidades de energias de ocu-
pacao para os elétrons, assim formam-se as bandas de energia, que podem expressar o

comportamento eletronico ou de transporte dos materiais.

10

Linergia {eV)
v

-10F I _
15k 4 = _
'20 I | I | I |

T M K r o 0.1 0.2 0.3

DOS (estados/eV)

Figura 6.7: Estrutura de bandas (& esquerda) e densidade de estados (a direita) do
grafeno.

A observacao das bandas de energia é feita ao longo dos pontos de alta simetria
na primeira zona de Brillouin, no nosso caso I' — K ¢ M — K (veja a Figura 6.3(b)).
Assim, a estrutura de bandas, ou dispersao da energia, obtidas para o grafeno, bem
como a comparagao com densidade de estados, é apresentada na Figura 6.7.

Como podemos observar, a banda de valéncia toca a banda de conduc¢ao no
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ponto K, denominado ponto de Dirac, exatamente onde passa o nivel de Fermi. Este
comportamento, leva ao fato de os elétrons se comportarem como particulas relati-
visticas, ou seja, como férmions de Dirac, o que confere alta condutividade eletronica
ao grafeno. Como hé dois elétrons por célula unitaria, eles ocupam completamente
a banda de valéncia, deixando a banda de conducgao vazia. Como consequéncia des-
ses resultados, temos que o grafeno é um semimetal, ou semicondutor de gap nulo, o
que torna coerente as informacgoes obtidas anteriormente com a densidade de estados.
Experimentos de Efeito Hall quantico, apresentados na literatura, também confirmam

essas propriedades do grafeno (ZHANG et al., 2005).

6.2.3 Densidade eletronica

A densidade eletronica nos permite entender como sao as ligagoes entre os ato-
mos presentes num cristal e como estao distribuidos os elétrons em torno deles.

No grafeno, as ligacoes entre os atomos de carbono sao covalentes. Para verificar
a distribuicdo eletronica entre seus atomos, foram feitas imagens no plano (001), isto

é, na superficie do grafeno (Figura 6.8).

b /L

El]?_.scala(e/frig}i P(F)‘ ¢
B +0.0500
I +0.5400
I + 1.0300
I3 +1.5200
1 2.0100
‘T - 25000 /

Figura 6.8: Densidade eletronica, em elétrons/ A3, no plano de grafeno.

Na Figura 6.8 podemos observar que os atomos de carbonos (regiao com colo-

ragao lilas, com aproximadamente 2,5 eV/ A?’) possui ligagoes covalentes, com grande
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concentragao de elétrons permeando entre essas ligagoes (regides com coloragao azul es-
curo, cerca de 2 eV'/ A?’), como hibridizacao sp?, onde essas ligacoes divergem 120° entre
si. No entanto, nao ha concentracao de carga, consideravel, no centro dos hexagonos

(regido circular com coloracio avermelhada, com aproximadamente 0,05 eV//A3).

6.3 Aplicacoes com Grafeno

Apos sua sintetizagao, o interesse pelo grafeno cresceu substancialmente devido
ao seu grande potencial de aplicagoes. Este potencial surge de suas propriedades ex-

cepcionais, nao encontradas em nenhum outro material conhecido até o momento:

e O grafeno possui uma resisténcia de ruptura de 42N/m, se comparado com uma
folha do a¢o mais forte em 2D, cuja forga de ruptura é de 0,40N/m, o grafeno é

100 vezes mais forte que o ago (LEE et al., 2008);

e independente do comprimento de onda 6ptico, o grafeno é quase transparente,

pois absorve apenas 2, 3% da intensidade de luz (NAIR et al., 2008);

e a condutividade térmica do grafeno, a temperatura ambiente, é denominada por
fonons, sendo aproximadamente 5000W/mK, enquanto que o cobre apresenta
uma condutividade térmica de 401W/mK, com isso, o grafeno conduz o calor 10

vezes melhor do que o cobre (BALANDIN et al., 2008).

1

e a condutividade elétrica em uma camada de grafeno ¢ 0.96 x 10°Q~tem ™!, maior

1

do que a condutividade do cobre que é de 0.60 x 10Q 'em ™! um excelente

condutor elétrico (MOROZOV et al., 2008)

As aplicacoes tecnologicas do grafeno, em curto prazo, ja estao ocorrendo na
industria de materiais e na eletrénica , por haver diversas possibilidades de aplicagoes
deste material e maior especulacao cientifica voltada a essas éreas. Na industria de
materiais, o grafeno vem se destacando pela inibicao da corrosao de metais, como o
cobre, quando sobreposto a ele (RAMANA et al., 2012) (Figura 6.9). Na eletronica, o
grafeno vem sendo testado em prototipos que alia a alta condutividade elétrica, a pouca
absorcao de luz e a flexibilidade para revestimento transparente e condutor, como telas

de cristal liquido, LCD e até mesmo touch screen dobraveis (MUNSHI et al., 2012; WAN et

71



al.,, 2011; BAE et al., 2010) (Figura 6.10); em células solares (WANG; ZHI; MiLLEN, 2008)
e na alta mobilidade dos portadores de carga do grafeno para aplicagoes de dispositivos
eletronicos de alta frequéncia (LIN et al., 2010). Além disso, pesquisadores observaram
que, com a porosidade do grafeno, é possivel melhorar o desempenho das baterias com
ions de litio e acelerar a velocidade de recarga sem alterar a alta capacidade de carga

(MUKHERJEE et al., 2012).

(b)

Figura 6.9: Esquema da protecao contra corrosao que ocorre no cobre pela degradacgao
eletroquimica: (a) mecanismo de corrosao; (b) mecanismo de prote¢ao contra corrosao
por meio do revestimento de grafeno. Imagem referente & (RAMANA et al., 2012).

(a)

Figura 6.10: (a) Painel de toque flexivel, constituido por grafeno e um polimero base.
(b) Painel touch-screen baseados em grafeno conectado a um computador controlado
por um software. Imagem referente & (BAE et al., 2010).
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Areas relacionadas a biomedicina também estdo investindo nas aplicacoes do
grafeno, como é o caso das pesquisas sobre a translocagao de DNA através de nanoporos
de grafeno, para sequenciamento do DNA! (SCHNEIDER et al., 2010; MERCHANT et al.,
2010; BAYLEY, 2010).

A distancia entre cada par de bases do DNA é muito pequena, estamos falando
de 5 A, ou seja, para ler cada par de bases ao longo do DNA é necesséario um leitor que
seja menor do que meio nanémetro. Portanto, o grafeno nao é usado por acaso para
métodos de sequenciamento do DNA, mas por possuir apenas um atomo de espessura.

Uma equipe de pesquisadores holandeses e norte-americanos demonstraram que
moléculas de DNA em solugao em agua (essa informacao devera ser guardada e lem-
brada no préximo capitulo) podem ser puxadas por um buraco na folha de grafeno
(o qual foi chamado nanoporo) e, sobretudo, que cada molécula de DNA pode ser

detectada a medida que passa através desses poros (MERCHANT et al., 2010).

grafeno

(a) (b)

Figura 6.11: Modelo da translocagdo do DNA através de nanoporos de grafeno: (a)
Mecanismo de medi¢do da corrente elétrica. (b) Iustragdo do DNA atravessando o
nanoporo (imagem: Robert Johnson).

A técnica de deteccao é muito simples: o grafeno funciona como uma mem-

brana separando duas camaras contendo um eletrolito. Quando uma tensao elétrica é

1O sequenciamento do DNA é uma série de procedimentos que tem por finalidade determinar a
ordem dos nucleotideos (adenina, guanina, citosina e timina) em uma amostra de DNA.
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aplicada, fons na solucao comegam a fluir através do nanoporo, gerando uma corrente
elétrica detectéavel (figura 6.11(a)). Essa corrente fica menor quando uma molécula de
DNA entra no nanoporo diminuindo parcialmente o fluxo de fons. Cada molécula de
DNA que desliza através do nanoporo é, portanto, detectada por uma queda na cor-
rente elétrica. Como as bases do DNA bloqueiam a corrente elétrica de forma diferente,
a espessura atomica do grafeno fornece um meio de distinguir as bases, realizando o
sequenciamento do DNA (SCHNEIDER et al., 2010).

Como vimos, as propriedades eletronicas obtidas nesse capitulo, com céalculos de
primeiros principios, para o grafeno sao condizentes com a literatura (NOVOSELOV et
al., 2004; ZHANG et al., 2005). Essas propriedades sdo exclusivas, e podem ser aplicadas
para o desenvolvimento e melhoramento de diversas tecnologias. Mas, as propriedades
eletrénicas do grafeno podem ser modificadas consideravelmente, por meio de diversas
técnicas, de modo que amplie ainda mais seu niimero de aplicagoes.

No proximo capitulo abordaremos uma técnica conhecida como funcionalizagao
para mostrar, por meio de célculos de primeiros principios, um novo comportamento
das propriedades eletronicas para o grafeno apés uma modificagao quimica em sua

estrutura.
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Capitulo 7

O Grafeno Hidratado

Como vimos, o grafeno tem sido alvo de interesse cientifico e tecnologico pelas
diversas possibilidades de aplicacoes devidas suas propriedades, estruturais e eletroni-
cas, peculiares. Podemos alterar, significativamente, essas propriedades por meio de
uma técnica conhecida como funcionalizacao.

O processo da funcionalizacao consiste na ligacao, ou substituicao, de atomos
ou moléculas (grupos funcionais) na superficie de determinada estrutura, para que
ela execute novas fungoes fisicas e/ou quimicas bem definidas, de modo que podemos
manipula-las.

Para este capitulo, nosso embasamento tedrico, a respeito da funcionalizagao
do grafeno, gira em torno de modificagdoes quimicas feitas na estrutura cristalina do
grafeno conforme (WANG; KAXIRAS, 2010) (que utiliza o coédigo VASP), levando em
consideracao também que o grafeno hidrogenado juntamente com o 6xido de grafeno,
sao duas das modificagoes quimicas mais estudadas, teoricamente e experimentalmente,
por pesquisadores da adrea (PASHANGPOUR; GHAFFARI, 2013; YEH et al., 2013; SAXENA

et al.,, 2011; BOUKHVALOV; KATSNELSON; LICHTENSTEIN, 2008).

7.1 Motivacao

Sabe-se que nos hidratos de carbono, também conhecido por carboidratos, hi-
drogénios e grupos hidroxilas fazem separadamente ligacao com atomos de carbono,

ficando representados de maneira geral como

Cn(H20),, (7.1)
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onde m e n representa a quantidade proporcional desses elementos. Os hidratos de
carbono tem grande importancia visto que desempenha um papel crucial em varias
fungoes da vida, principalmente no armazenamento e transporte de energia em siste-
mas vivos (LEHNINGER; NELSON; COX, 1995). Partindo desse principio, criamos uma
estrutura planar de grafeno usando a féormula estrutural dos hidratos de carbono, Eq.
7.1, através da técnica de funcionalizac¢ao, na qual adicionamos grupos hidroxilas (OH)
e atomos hidrogénios (H) em lados opostos da folha de grafeno e de forma alternada
na dire¢do ziguezague entre as liga¢oes dos carbonos (Figura 7.1).

A razao para esses grupos funcionais serem colocados em lados opostos da folha
de grafeno é que, se os hidrogénios e grupos hidroxilas sao anexados no mesmo lado,
eles podem ficar tao perto a ponto de se recombinar e se tornar moléculas de d4gua. Por

essa razao, o grafeno funcionalizado com esses grupos, foi nomeado grafeno hidratado.

@ hidrogénio- H

b carbono - C
. oxigénio - O

Figura 7.1: Representacao da estrutura hexagonal planar do grafeno hidratado.

A partir de agora vamos apresentar o método da hidratacao e a estrutura crista-
lina do grafeno hidratado. Em seguida, seré apresentado suas propriedades eletronicas

e estruturais, obtidas através de calculos de primeiros principios utilizando o método

FP-LAPW, implementado no c6digo WIEN2k.

7.2 Hidratacao do Grafeno

Nosso mecanismo de hidratagao do grafeno é analogo ao da hidrogenagao apre-

sentado por (BOUKHVALOV; KATSNELSON; LICHTENSTEIN, 2008), que parte do prin-
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cipio que atomos de hidrogénio se ligam aos atomos de carbono de um lado da folha
de grafeno e grupos hidroxilas se ligam aos outros atomos de carbono do lado oposto
aos do hidrogénio. Assim, é necessario que os carbonos rompa a sua ligacao tipo ,
hibridizando-se na forma sp3. Nesse processo, ha um afastamento entre os dtomos de
carbono devido & interacao, ligacoes o, dos grupos funcionais.

Para simular o grafeno hidratado utilizamos uma supercélula 4 x 4 com 10 (dez)
atomos nao equivalentes, C4(H,0),. Nesse sistema, os raios atémicos usados para C, O
e H foram 0.69 A, 0.53 A e 0.30 A respectivamente. O parametro de corte que controla
a base usado foi RK 4 = 3.0 (R é o menor raio de muffin-tin e Ky, é nimero de
onda méaximo do conjunto da base LAPW) com 450 pontos k na primeira zona de

Brillouin.

7.3 Estrutura Cristalina

Assim como o grafeno puro, o grafeno hidratado possui uma estrutura cristalina
bidimensional hexagonal, com o comprimento da ligagdo entre os carbonos (C—C)
aumentando de 1.42 A para a = 1.57 A, em relacdo ao grafeno. De acordo com a
literatura (BOUKHVALOV; KATSNELSON; LICHTENSTEIN, 2008; SAXENA et al., 2011;
WANG; KAXIRAS, 2010), o aumento do comprimento de ligacio C—C ja era previsto
ap6s a funcionalizacao. A distribuicao dos atomos nessa rede, bem como as demais
distancias entre eles podem ser visualizadas na Figura 7.2.

A estrutura cristalina do grafeno hidratado pode ser reproduzida através da

célula unitaria mostrada na figura 7.2(a), em que

i = 3a (7.2)
i = aV3. (7.3)

As distancias entre os grupos funcionais adicionados no grafeno respeitam a peri-
odicidade ao longo de uma larga reprodugao da célula unitaria. Seus valores, conforme

a figura 7.2(b), sio: C—H =111 A, C—-OH =143 A e O—H = 1.01 A.
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Figura 7.2: Representacao detalhada da estrutura hexagonal planar do grafeno hidra-
tado: (a) Observada no plano (001), temos a ilustragdo da célula unitéaria (retangulo
azul) e a ligagdo ziguezague dos carbonos onde foi inserido os hidrogénios e grupos
hidroxilas (linha pontilhada vermelha). (b) Observada de perfil, temos posigao dos
atomos num seguimento ziguezague e as distancias interatomicas.

7.4 Estrutura Eletronica do Grafeno Hidratado

Nesta se¢ao apresentaremos as propriedades eletronicas obtidas, através de cal-
culos de primeiros principios, para a funcionalizacao do grafeno.

Inicialmente, observamos que, a quimissor¢ao dos grupos funcionais pelos ato-
mos carbonos, leva a configuracao de hibridizacao do tipo sp®. Por nao possuirem mais
os orbitais 7, isso resulta numa longa abertura de gap. Além disso, como as ligacoes
sao apenas do tipo o, a interacao dos hidrogénios e grupos hidroxilas com os carbonos
é covalente. Esses resultados podem ser visualizados, detalhadamente, com densidade

de estados, estrutura de bandas e densidade eletronica do grafeno hidratado.

7.4.1 Densidade de Estados

De acordo com a densidade de estados (DOS) obtida para o grafeno hidratado
observamos um gap de aproximadamente 3 el na banda de condugao, o que conduz a
uma transi¢ao semimetal-isolante do grafeno puro, como mostrado na Figura 7.3.

As projecoes dos orbitais atémicos locais revela que a parte superior da banda

de valéncia reside predominantemente os grupos hidroxilas, seguido dos atomos de
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carbono, enquanto que a parte inferior da banda de conducao predomina os carbonos

seguido dos grupos hidroxilas.
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Figura 7.3: Densidade de estados do grafeno hidratado projetada nos orbitais atémicos.

7.4.2 Estrutura de Bandas

A estrutura de bandas do grafeno hidratado foi observada ao longo dos pontos
de alta simetria da primeira zona de Brillouin representado na Figura 7.4. A dispersao
de energia obtida para o grafeno hidratado pode ser visualizado na Figura 7.5, que
também mostra a ocupacao dos estados com relagao a energia.

- w

A LB

5

S R

Figura 7.4: Primeira zona de Brillouin do grafeno hidratado (linha vermelha cheia) e
primeira zona de Brillouin do grafeno (linha vermelha tracejada).
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Na Figura 7.5 vemos que o grafeno hidratado apresenta um gap direto, de 3,0 ev,
localizado no ponto I', semelhante ao que acontece com o diamante, caracterizando uma
transigao semimetal-isolante. Assim, de acordo com a Figura 7.3, a maior contribuigao
no topo da banda de valéncia sao dos orbitais dos grupos hidroxilas e no vale da banda

de conducgao dos carbonos.
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Figura 7.5: Estrutura de bandas (& esquerda) e densidade de estados do grafeno hidra-
tado (& direita).

7.4.3 Densidade Eletronica

Para compreender a natureza de ligacao dos grupos hidroxilas calculamos, num
plano, sua densidade eletronica, conforme a Figura 7.6. Observamos que a ligacao O—H
dos hidroxilas é covalente, o que ja era esperado. Além disso, vemos que hé interagao
entre o hidrogénio de um hidroxila e o oxigénio vizinho de outro, fazendo com que os
grupos hidroxilas girem 60° em relagao a cada interacao eletronica dos hidroxilas, num

seguimento ziguezague.
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1 - 1.0500
+1.5200
B 2000
B -+ 2.5000

Figura 7.6: Densidade eletronica no plano dos hidroxilas. Note que os hidroxilas giram
60° num seguimento ziguezague com uma concentragao de carga relativamente pequena.

Escala(e/A%): Ap(F)
I - 0.0700
1 +0.4440
[+ 0.9580
[ + 14720
B - 1.9%60
B 25000

Figura 7.7: Diferenca de carga entre as ligacoes C—OH e C—H.

Os atomos de carbono da célula unitaria tém orbitais hibridizados tipo sp® que
formam ligagoes covalentes com os atomos de oxigénio de um lado e hidrogénio do

outro conforme mostra a diferenga de carga (densidade eletronica do sistema cristalino
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menos a superposi¢ao da densidade eletronica por dtomo) apresentada na figura 7.7.
O grafeno hidratado pode ser visto como uma juncao do grafeno hidrogenado e
oxido de grafeno, entao, comparando nossos resultados com os da literatura, obtidos
para esses dois derivados de grafeno, temos coeréncia, visto que o grafeno hidrogenado
e 6xido de grafeno sao considerados isolantes, ou semicondutor, com gap largo no ponto
I’ da primeira zona de Brillouin (BOUKHVALOV; KATSNELSON; LICHTENSTEIN, 2008;
PASHANGPOUR; GHAFFARI, 2013; SAXENA et al., 2011). Entretanto, no nosso caso, a

banda de valéncia toca o nivel de Fermi, diferentemente de (WANG; KAXIRAS, 2010).

7.5 Novas Possibilidades

H& uma verdadeira corrida mundial para o desenvolvimento de estratégias ra-
pidas e de baixo custo, que sejam capazes de ler o contetido do nosso genoma, ou seja,
realizar o sequenciamento de DNA. Nesse contexto, uma membrana do grafeno hidra-
tado poderia ser 1util para estudos de sequenciamento do DNA em solucao ibnica, em
que a membrana isolante pode ser usada para confinar a corrente eletrénica de tunela-
mento para as bases de acidos nucleicos para um sinal facilmente detectavel. Existe na
literatura um modelo de sequenciamento analogo a esse (BRANTON et al., 2008), cujo

mecanismo é apresentado na Figura 7.8.

Sonda de

tunelamento
ryy

Porta de fundo

Figura 7.8: Modelo de sequenciamento do DNA usando nanoporos num plano de gra-
feno funcionalizado. Figura adaptada de (BRANTON et al., 2008).

O esquema de sequenciamento do DNA apresentado na figura acima é relativa-

mente simples: Primeiro, o DNA é conduzido através de um nanoporo funcionalizado
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integrado com uma sondas de tunelamento, com um emissor e um coletor, e uma porta
de fundo, que permite, ou nao, a passagem do DNA. A amplitude das correntes de
tunelamento que atravessam os nucleotideos é esperada para diferenciar cada nucleo-
base com o DNA eletroforeticamente conduzida através de um nanoporo (seguindo o
sentido da seta).

Por ser um material inerte, além de fino, flexivel e forte, o grafeno com seu
carater isolante (grafeno hidratado, por exemplo), pode também ser ttil para o desen-
volvimento de dispositivos eletronicos miniaturizados, em que tanto os componentes
condutores quanto os nao condutores sao baseados em grafeno, seja ele puro ou funci-
onalizado, conforme o padrao do projeto para o circuito.

Em agosto desse ano, a revista ACS Nano apresentou um novo recorde para
transistores a base de grafeno, com 25 GH z de velocidade, impressas em em um subs-
trato flexivel (LEE et al., 2013) (Figura 7.9). E ele nao ¢ apenas fino e ultrarrapido,
mas robusto. O dispositivo ainda funciona mesmo depois de ser embebido em agua, e

é flexivel o suficiente para ser dobrado.

Figura 7.9: Transistor efeito-campo de grafeno (graphene field-effect transistor GFET):
(a) Hustragao 3-D do GFET flexivel e impermeével. (b) GFET sintetizado em labora-
torio. Figura adaptada de (LEE et al., 2013).

Esse é um exemplo dos intimeros trabalhos que ja existem sobre o uso das pro-
priedades eletronicas e estruturais do grafeno funcionalizado na nanotecnologia. Tanto
interesse nao é em vao, pois miniaturizagao de dispositivos eletronicos traz vantagens
além das dimensionais: desperdi¢a menos energia, aumenta o desempenho e economiza

recursos gastos em matéria prima, tornando essa tecnologia mais eficaz e acessivel.
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Capitulo 8

Discussao e Conclusoes

Apo6s uma revisao detalhada, sobre métodos aproximativos da resolucao da equa-
¢ao de Schrodinger para o problema quantico de muitos corpos interagentes, usamos
os codigos computacionais do WIEN2k, implementado com o método FP-LAPW que
esta baseado na DFT, e realizamos calculos de primeiros principios para reproduzir as
propriedades eletronicas do grafeno a partir de sua estrutura cristalina. Os resultados
obtidos condizem com a literatura: Em termos da densidade de estados e estrutura de
bandas, vimos que o grafeno se comporta como um semimetal, ou semicondutor, de
gap nulo no ponto K (denominado ponto de Dirac) da primeira zona de Brillouin, exa-
tamente onde passa o nivel de Fermi. Este comportamento, leva ao fato de os elétrons
se comportarem como particulas relativisticas, ou seja, como férmions de Dirac, o que
confere alta condutividade elétrica ao grafeno. Em termos da densidade eletronica, vi-
mos que ele possui uma configuracao de hibridizacao sp?, em que os orbitais p, formam
ligagoes do tipo 7 e esta relacionado com as propriedades eletronicas e de transporte
do grafeno. As ligagoes do tipo ¢ fazem um éangulo de 120° e sao covalentes, o que
fornece ao grafeno alta rigidez.

Em seguida, usando a técnica de funcionalizagao, adicionamos hidrogénios e
grupos hidroxilas em lados opostos da ‘folha’ de grafeno, realizando uma modificagao
quimica em sua estrutura cristalina, de modo que a quantidade de &tomos adicionados a
essa nova rede fosse proporcional & formula quimica dos hidratos de carbono. Esse novo
material foi nomeado grafeno hidratado. As propriedades eletronicas que obtemos para
esse material, com o mesmo aparato computacional que foi utilizado para realizar esse
procedimento no grafeno puro, foram similares as propriedades eletronicas encontradas

na literatura para outras modificagoes quimicas realizadas no grafeno, como no caso
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do grafeno hidrogenado e 6xido de grafeno.

Quando analisamos a estrutura eletronica do grafeno hidratado, observamos que
a quimissor¢ao dos grupos funcionais pelos dtomos carbonos, leva a uma configuragao
de hibridizacao do tipo sp3. Com o célculo da densidade eletrénica foi possivel obser-
var que os atomos de hidrogénio que compoe os grupos hidroxilas interagem com os
oxigénios mais proximos de seus hidroxilas vizinhos ap6s girarem 60° num seguimento
ziguezague (Figura 7.6). Por outro lado, como o grafeno hidratado nao possui mais os
orbitais 7, foi possivel observar com a densidade de estados e estrutura de bandas, que
isso resultou num gap direto de 3,0 eV no ponto I' da primeira zona de Brillouin, o
que favoreceu uma transicao semimetal-isolante para esse material a partir do grafeno
puro.

Nesse trabalho, vimos que o grafeno oferece intimeras formas de aplicagoes, nas
mais variadas areas do conhecimento. Isso se deve as suas propriedades fisicas extra-
ordinérias, jamais vistas em nenhum outro material. Vimos também que modificando
sua estrutura cristalina, alteramos também suas propriedades eletronicas. Fazendo isso
de forma controlada, podemos manipula-las e gerar novas possibilidades de aplicagoes.
No nosso caso, identificamos modelos de nanodispositivos que fazem uso de nanoma-
teriais que se assemelham ao grafeno hidratado. Cogitamos com isso que, ele pode ser
util para estudos sequenciamento eletréonico do DNA em solugoes idnicas e para cons-
trugao de dispositivos eletronicos cada vez mais miniaturizados, porém mais robustos
e eficientes, cujos componentes sao a base de grafeno, tornando possivel ainda, serem

transparentes e flexiveis.
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Apéndice A

Solucao da Equacao de Schrodinger
para o Atomo de Hidrogénio

O atomo de hidrogénio é constituido por um elétron e um préton. Logo, temos
um problema quantico de dois corpos.

Num atomo monoeletronico real, um elétron de carga e, e massa m; e um nicleo
de carga eZ, e massa M, movem-se entorno de um centro de massa fixo, como ilustra

a Figura A.1(a).

(a) (b)

Figura A.1: (a) Modelo atomico real. (b) Modelo atomico equivalente levando.

Considerando que o ntucleo ¢é significativamente mais massivo que o elétron,
cerca de 2000 vezes, podemos afirmar que o movimento do ntucleo é muito mais lento
que o movimento do elétron. Assim, podemos considerar que o ntcleo nao esta em
movimento com relagao ao elétron, esta aproximagao é chamada de Aproximagao de
Born-Oppenheimer, que desacopla o movimento dos elétrons e dos nticleos tratando-os
separadamente.

Nesse modelo equivalente, o elétron com massa reduzida g move-se entorno do
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nicleo estacionario de massa ‘infinita’, como mostra a Figura A.1(b). Sendo assim, a

massa reduzida do sistema se torna:

mM
m+ M

,LL:

Nesse caso, as duas particulas que se movem em torno de um centro de massa

fixo, torna-se equivalente a um sistema de somente uma particula de massa reduzida
)

1, atraida ou repelida por um centro de forca localizadas na origem de coordenadas

apropriado. Essa forca é de natureza conservativa, e é dada por:

. dV (r)
F=—
o
onde V/(r) representa o potencial coulombiano associada, e vale: V(r) = —ﬁeQTZ.
Pela Eq. (2.15) temos:
h o
——V +V |y =E. (A.1)
2m

Para resolver a equacdo de Schrédinger independente do tempo, Eq. (A.1),
para o atomo de hidrogénio temos que observar que, estamos com um problema tri-
dimensional, onde a funcao V' depende da coordenada radial . Entao, é conveniente

trabalharmos com coordenadas polares esféricas (r, 0, ¢), de acordo com a Figura A.2.

z A

x =rsinfcos¢
y=rsin@ sing
z =rcosf

¥

X

Figura A.2: Representacao da interagao coulombiana entre o préton e o elétron, apli-
cando a notacao de coordenadas esféricas.
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O Laplaciano V2, que usaremos para resolver a Eq. (A.1) dever4 ser escrito em

coordenadas esféricas. Assim,

V2—18 20 —l——l 9 sn@a —l——l 8—2
Cr20r 87“ 2sn6o \" 90 r2sin? 0 0¢?’

Substituindo esse resultado, na Eq. (A.1) teremos:

h? 5 O 1 o 1 82¢ -
2u [7‘2 or ( 87’) + r2sin 6 00 (Sm 8%) T 2 SinZQW} +V(r)y = Evy,

onde a fungao de onda 1) nesse caso é ¥ = ¥(r,0,¢). Agora, multiplicando ambos os

lados da equacdo acima por —2472sin? § obtemos:

f

0 ( 200 9 W\ L P (2, (2B 20
sin 98( 87’)+ néae (51 086)+8¢2 ol sin®@ ) V(r)y = ral sin“ @ | Ey

0 ( 200 oY 82w_ 20 o (2 2
sin Qar(r ar) +s 111(988 (Sl 839) +8gb2 =\ 72" sin?6 ) V(r)y 727 sin?6 | Ev

N 0 oY A
sin Qa ( 07‘) +s HQ% (sm@%) + o FL_IL;TQ sin?0 [V(r) — E]v.  (A.2)

Agora vamos reescrever 1 da seguinte forma:

Y =1(r,0,¢) = R(r)©(0)P(p) = ROD. (A.3)

Assim, a Eq. (A.2) pode ser escrita como segue

0 0 0 0 0? 2 [ |
20 [ 20 9 e _ A2 o _
sin 687” (r 8TR@(D) + sm@a(9 (sm 989]%@(1)) + B RO 7ol sl 6 _V(r) E_ RO
0 ( ,0R 0 00 0*® 2 5 . o] |
@q)SlH 98 ( ar> + R® sin 0% <SlIl 9@) RGW = ﬁ')ﬂ sin“ -V(T) - E- ROOD.

Dividindo ambos os lados dessa tltima equagao por ROP teremos

sin?0 d [ ,dR sinf d (. dO 1 dQQJ 2 .
04 8 () 152 Bouir-o]

Veja que o terceiro termo da esquerda da Eq. (A.4) depende apenas de ¢,

portanto, seu valor comum devera ser uma constante, que por conveniéncia chamaremos
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de —my%. Logo,
1 d*®
6(17’52 = —le. (A5)

Substituindo (A.5) na Eq. (A.4) teremos

D) .
sin 6 d (7“2 dR) + sind d <sin «9@> —m? = 2—“7“2 sin? 6 |:V(7“) - E}

R dr\ dr O df h2

Dividindo ambos os lados por sin?#

1d{ ,dR 1 d (. dO m? 2u
L2 (0 4 (ng D) — ey gl
Rdr (T dr) YT (Sm de) snzg w2 [V

Separando os termos dependentes de r e ¢ obtemos

1d [ ,dR 21 o[ 1 1 d (. dOe my>

— (28 2P _E| = -~ % “ AL

Rdr (7" dr) |V~ E O sinf do (Smede T onZe

1 d [ ,dR 20 o[ | 1 d (. ,dO m;?

L ) o S 2 (sno™ . (A,
Rdr (7" dr> T |E-V0) Osind df (Sm d@) Tz A0

Como o membro esquerdo s6 depende de r, enquanto o direito s6 depende de
6, concluimos que ambos os lados devem ser iguais a uma constante. Por conveniéncia
adotaremos essa constante como sendo [({+1). Assim, da Eq. (A.6) deduziremos duas

novas equacoes diferenciais ordinarias:

1 d . d© le
— il - = 1 A.
Osind do (Smede) oz D (A7)
e
1d /[ ,dR 21 B

Dessa forma vemos que, a Eq. (A.7) representa a parte angular e a Eq. (A.8)

representa a parte radial desse problema.

A.1 A Solucao da Equacao em ¢

A Eq. (A.5) é uma EDO de segunda ordem, no qual podemos reescrevé-la da

seguinte forma:

2o,
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Sua solucao é conhecida, e mostrada abaixo:
d(p) = ™. (A.9)

Através da figura A.2, note que essa funcao possui valores idénticos para os

pontos ¢ e ¢ + 27. Assim,

@ — eimld) — ezml(¢>+27r)
eiml¢> — eiml¢>eiml2ﬂ'
N (A.10)
Por outro lado,
"M = cos my2m + i sin my27. (A.11)

Para que a igaldade das Egs. (A.10) e (A.11) seja verdadeira, faz-se necessério

que
my =0,+1, £2, £3, ...

Portanto, a constante m; deve ser igual a um ntmero inteiro e ela é chamada

de numero qudntico magnético.

A.2 A Solucao da Equacao em ¢

Multiplicando a Eq. (A.7) por —© obtemos:

1 d . d@ m12
< i) = —(l+1
sin g do (Smecw) sn2” W+16

1 d (. ,d© m;?
i 0 (Sm@w) +I(l+1)0 — —Sin29® =0

1 d . dO© ?77,12 .
T (sm@@) +(l(l +1)— sin29>® = 0. (A.12)
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Agora vamos fazer a seguinte mudanca de variavel: = = cosf. Logo,

d _ dad
dd  dfdx
d .
@ = —S1n0 %

Assim, a eq. (A.12) fica

: 2
sind d <sin29fl—@) +<z<z 1) - M )@ = 0.
Xz

sinfdx sin? 6

Veja também que, sin?  + 22 = 1, de modo que

d 2 d@ [ le T o
—%[(1—.%)%:|+_l(l+1)—1_x2_@ =0
2 d2@ d© [ mlz 1

A Eq. (A.13) é a equagao generalizada de Legendre. Entretanto, as solugoes
dessa equacao diferencial sdo as fungdes associadas de Legendre (P, (x)). Ou seja, as

solugbes da parte angular sdo os harmonicos esféricos, Y (®(¢)O(6)), representado por

20 41 (1 — |my|)1"? .
Yim, (0, 6) = Py, (cos 0)e™?. A4
l l( 7¢) [ A (l—|—|ml|)' [ z(COS )6 ( )
E importante ressaltar que [ = 0,1,2, ..., e é chamado de nimero qudntico de

momento angular.

A.3 A Solugao da Equacgao em r

Multiplicando a Eq. (A.8) por R/r? teremos:

1d /[ ,dR 20 I(I+1)R
- % ot 2l p A S il
r2dr (r dr) + EQT ( V(T))R

1d [ ,dR 20 B B I(l+1)R

i (r 7‘) + hQT (E V(T))R - = 0

1 d /[ ,dR 21 I(1+1)

e (r dr) + [hQT ( V(T)) = R 0 (A.15)
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As solucdes da Eq. (A.15) sdo as funcdes de Laguerre. E ela que vai determinar
os possiveis valores de energia, e tem solugoes matematicas para qualquer valor de
1(14+-1). S6 que, dessas solugoes, poucas tem significado fisico. Para ter significado
fisico é necesséario que O(0) seja finito quando, § — 0 e § — 7. Dessa forma teremos

23/2

I 1Tn
Wel/Qpp L2#1 (),

Ru(r) = —

com

n—1—1) 1/2 n—l-1 ' n 12
Ln+1( )_ |:( [ 1)':| Z (_1)J+1( [( +1)‘] p]

A 20 (n 4 1)) n—I1l—1—=nI204+1+j)p"

A quantidade n é chamada de nimero qudntico principal e assumen = 1,2,3, ....

A.4 A Solucao Geral

De acordo com a Eq. (A.3), a solugao geral da equagao de Schrodinger para o

atomo de Hidrogénio é:
Unim, (1,0, 0) = R(r)0(0)P(¢) = Ryu(1)Yim, (6, ¢). (A.16)

Assim, com os resultados encontrados nas equagoes (A.9), (A.14) e (A.16), podemos

reescrevé-la da seguinte forma:

2+ 1 (I — |my|)!]* .
_ 1/2p l T n+1 imyp
Unim, (1,0, 9) = — (na)3/26 Pp' Ly (p) [ T (U mi])! Py, (cos0)e™? (A.17)
Salientando que:

n=1,2,3,... ¢&o numero quantico principal;

[=0,1,2,3,... ¢é o numero quantico de momento angular;

my=1,—l+1,....,l — 1,1 é o ntmero quantico magnético.
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Apéndice B

O Principio Variacional

Suponha que queiramos calcular a energia do estado fundamental Ej, para um
sistema descrito pelo Hamiltoniano H , € que somos incapazes de resolver a equacao de
Schroedinger independente do tempo, mesmo na forma simplificada da Eq. (2.49). Se
escolhermos uma fun¢do de onda normalizada [i) qualquer, podemos levar em conta o
seguinte teorema:

Teorema: Qualquer que seja o estado dindmico |1) do sistema fisico descrito
por ﬁ, o valor médio de sua energia serd igual ou maior do que a energia Ey do estado
fundamental |1)g).

Prova:

Pela Eq. de Schrodinger temos

]/_j |¢a> = Eq |¢a> . (B‘l)

Uma vez que as autofungdes (desconhecidas) de H formam um conjunto completo,

podemos expressar |1)) como sendo uma combinagao linear delas:
) =) Calta)- (B.2)
Mas [¢)) é normalizada (ou seja, (¥|¢) = 1), logo
(W)= Y CiCs (Yaltrs) = Y 1Cal, (B.3)
a B o
isso assumindo que as autofungoes sao ortonormais, ou seja

(Valtbg) = dap- (B.4)
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Assim, vemos que 0 < |C,| < 1. Logo,

B = (wlfl) (B.5)
= YY(vlHR) CiCs (B.6)

a B
= 3> By {thalis) CiCs (B7)

o B

= Y E|C.” (B.8)

Essa relagao ¢é exata, e F trata-se de uma soma ponderada de energias para qualquer
estado [¢,). Mas a energia do estado fundamental é, por defini¢ao, o menor autovalor,

entdo, Ey < E,, para qualquer estado [¢,). Isso signifca que
E=Y E,|Cu>> Ey Y |Cul* = Ey (B.9)
ou seja, para o estado fundamental

E > E,. (B.10)
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Apéndice C

Deducao da Equacao de Hartree-Fock

Tomando o funcional dos orbitais moleculares, Eq. (2.71), para Eq. (2.66)

temos que

E{xi} = Z <Xi|/mXi> + %ZZ O baxg) — Oaxgxgxa) (C.1)

(2

Esse funcional estéa sujeito ao vinculo (dado pelo delta de Kronecker) de que os spins

orbitais permanecam ortonormalizados, ou seja,

(ilxg) = 0y (C.2)

Uma forma de se incluir esta condicao de vinculo é através dos multiplicadores indeter-
minados de Lagrange, ¢;;, que consiste em minimizar a energia E [{x;}], com relacao

aos orbitais x;, ntao, obtém-se um novo funcional:
LI = E[{a} =D ey (alxg) — 0) - (C.3)
i

Os funcionais E [{x;}] e £[{x;}] sdo reais. Assim, de acordo com notagao de Dirac!

teremos:

ZZ e (Xilxg) = [ZZ 5ij<Xi\Xj>] = ZZ g5 {X;1xi)- (C.4)

'Na notagdo Bra-ket (ou notagao de Dirac), os termos entre colchetes, €;; e (xi|x;) , da Eq. (C.4)
podem ser escritos como seguem:

* —_

€ij = Eji (xilx)" = (xlxa)
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Sujeitando cada um dos spins-orbitais a uma pequena variacao, tal que,
Xi = Xi T 0X; (C.5)

e de modo que, o funcional E [{x;}]| sofra uma variagdo de primeira ordem, 0 E [{x;}],

definimos a variagao de 0L [{x;}] como sendo a menor possivel, ou seja, zero. Assim,

L{xit] = 0E [{x:}] ZZ eij 0(xalxg) = (C.6)

Expandindo o termo JF [{x;}] dessa equacao, e levando em conta a Eq. (C.1), teremos:

El{x:}] = 5{2 <Xi|B|Xi> + %ZZ (Xixslxixg) — <Xin|Xin>}

i

= Zn: 6 <Xi|/};|Xi> +0

ZZ (e baxg) ] —5[ ZZ (e ]
= i 5<Xi|mXi>

i

1 n n
+ 5;; ((Oxax;lxaxs) + (aoxxaxg) + axloxaxs) + (xax;lxiox;))

1 n n
- 522 (OxaxsIxax;) + Oaoxg xaxg) + axgloxgxa) + (xaxslxsox:))
i 7

= Zn: 5<X¢|£|X1‘>

2

+ ZZ (200xax; [xaxs) + 2(xx;10xix;)) (C.7)

- —ZZ (Sxixslxixs) + 20ax510xx4))

n

= 2 o(ulih) + D03 () — i) (C3)

i

— Z <X2|h|xl> + ZZ(S( = Z) (C.9)

Devido a indistinguibilidade dos elétrons e ao fato de que os indices 7 e j assu-

mam os mesmos valores, consideramos (dxaXs|XaX8) = (Xa0Xa|XaXs) € (XaXs|0XaXs) =
(XaX8lXa0Xs) para chegar na Eq. (C.7). Além do mais, definimos (dx;x;|xix;) = jl-j
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e (xax;lox xi) = [A(ﬂ Dai, Substituindo a Eq. (C.9) na Eq. (C.6) vemos que,

> (i) + 330 (3 - ) -3 e ot =0 (©10)
J i i

i J

Podendo ser escrito como segue:
/ OX; (1) [h (@) + Y (5= Ks) @) =Y xj<f1>] d(#1) = 0. (C.11)
J J
Assim, para que isso seja verdade, devemos ter

Roale) + 30 (5 - ;) xl@) = 30 ey (i), (€.12)

h+ i (jj - IA(J>] xi(71) = i gij X5 (21), (C.13)

Os termos entre colchetes? foi definido na se¢ao 2.4, Eq.(2.73), como sendo o operador

de Fock, ]/7\, ou seja

n

F=h+Y (%K) (C.14)
J

Assim, a equacgao acima fica
Foxi(#1) =) ey x;(@1) (C.15)
J

Agora, vamos simplificar a equacao (C.15) através de uma transformagao uni-
taria® U. Para isso, vamos consideremos um novo conjunto de spin-orbitais, de modo

que eles possuam a seguinte forma:
n
Xi(#1) = > x;(#) Uy (C.16)
J
onde U;; é um elemento da matriz unitaria U, e sua transformagao inversa é

Xi = ZXQ U}i (C.17)
J

20s trés termos entre colchetes, h, J; e J;, sdo respectivamente hamiltoniano de um elétron no

campo produzido pelos niicleos, o operador de Coulomb e o operador de troca, conforme as equagoes
(2.74), (2.75) e (2.76).
3Essa matriz unitaria U deve satisfazer:

uf=u-!

sendo U' a matriz transposta conjugada de U.

101



Suponhamos que temos um determinante de Slater, similar a Eq. (2.57), cons-

truido a partir desse novo conjunto de spin-orbitais:

- o L 1
Oy (71, Ty, Ty) = N det[A] (C.18)

(@) xe(®i) oo xw(d)
A— Xl(ﬁ2) X2(42) T XN(ﬁz) (0.19)
X1(Tn) xe(@n) - xw(Zn)

Considere agora a matriz A’ construido a partir do conjunto y/ spin-orbitais:

X1(@)  xa(@) - Xiv(@)
A X1(T2)  xa(@2) -0 Xiv(@2) (C.20)
X1 (TN) Xa(Zn) - Xw(@N)

De acordo com a Eq. (C.16) vemos que, A’ = AU e portanto, o determinante
de Slater construido a partir do conjunto de x} pode ser escrita como:

@5@1,@,...,@):%detm \/%det[AU] = det[A] det[U]. (C21)

Nossa transformagao ¢ unitéria, assim, |U| = €, onde v € R. Podemos dizer
que, g e DY, equagoes (C.18) e ((C.21)), diferem por um fator de fase. Entretanto,
observaveis fisicos envolvem o moédulo quadrado da funcao de onda, deste modo ®g e

's se tornam equivalentes.

Agora vamos considerar o efeito de uma transformacao unitiria dos spins-

orbitais sobre o operador de Fock, Eq. (C.14). Faremos isso independentemente para

cada termo, levando em consideracao as equagoes (2.74), (2.75) e (2.76):
o Para I X (%)

Analogamente ao termo h Xi(71) da Eq. (2.74) temos:

N 27

~ h2 7
W) = | =5 V5 WOZ ) (C22)
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Assim,

~ 72 1 L ez
I = | =5 Vi — y — (Xilx5)
- .

- __fob v—4jfj R_Z () (C.23)
Portanto,
P = —Qzev%—;%i R_Z X0
R = hlx)- (C.24)

e Para :f;/ X; ()

Analogamente ao termo J] Xi(Z1) da Eq. (2.75) temos:

I P R 10

R R It RECARES Y

= 22U 50 [y e @]
~{ [ | e e a@ i

- {/m {47%0 me_?m} d(f2)}|><i>

= Tl (C.25)

~
Jj ’Xz>
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e Para [A(j/ X (%)

Analogamente ao termo [A(j' Xi(Z1) da Eq. (2.76) temos:

Ry = { [ [t e @)

_ iiU;Uk {/X;(@) [%@ﬁ} Xk (72) d@)} |Xi)

= K; ) (C.26)
Das igualdades® (C.24), (C.25) e (C.26) vemos que o operador de Fock, F, 6
invariante sob uma transformacao unitaria dos spin-orbitais. Assim,

Fly)=F'|x}). (C.27)

Vamos da énfase agora aos multiplicadores de Lagrange, €;;, que sao elementos de uma
matriz hermitiana. Para isso, veja que podemos reescrever a Eq. (C.15) como segue:

n

Flix)y = ) eijlxi) (C.28)

j
Ol Fla) = D e Oaels) = ean (C.29)

j

Assim, teremos:
Ol FI) =ei = Y. Upen Un, (C.30)
7 l

= U'eU, (C.31)

Onde € é uma matriz hermitiana, (podendo ser diagonalizada por meio de uma

1Para chegar as igualdades (C.24), (C.25) e (C.26) usamos o fato de que,
n n
330070 - (VU ~
7 k
para mostrar que o operador de Fock é invariante sob uma transformagao unitaria.
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transformagao unitaria), que pode ser escolhida para expressar as equagoes Hartree-

Fock, Eq. (C.15), no conjunto dos spin-orbitais obtidos pela Equagao (C.16), em que U

diagonaliza a matriz dos multiplicadores de Lagrange, ¢;;. Os elementos dessa matriz

podem ser obtidos da na forma ¢;; = ¢;6;;. Assim, a Eq. (C.15) pode ser escrito na

forma:

ou seja,

I

!

81

FXl(fl) = & Xl(

F x2(71) = &2 xa

F ‘X1> =& |Xz>

ege 00 - 0
0 e 0 -+ 0
0 0 e --- 0
0O 0 0 - en

8y

1)
1)

8

FXS(fl) = &3 Xa(fl)

FXN(fﬁ = EN XN(-fl)

(C.32)

(C.33)

(C.34)

Essas equagoes, sao as equacoes canodnicas de Hartree-Fock, e os spin-orbitais

obtidos como solu¢ao por meio dela sao chamados de spin-orbitais candnicos.
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