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Resumo

Neste trabalho usamos a Teoria de Young para representações dos grupos simétricos

no estudo de PI-álgebras. Amitai Regev (1972) introduziu os conceitos de codimensão

e cocaracter de uma PI-álgebra, os quais foram as principais ferramentas desse estudo.

Apresentamos inicialmente o Teorema do Gancho, que foi demonstrado por Amitsur

e Regev em 1982. Esse teorema refere-se ao comportamento da sequência de cocarac-

teres de uma PI-álgebra, dando condições para que um caracter irredut́ıvel do grupo

Sn apareça com multiplicidade não nula na decomposição do n-ésimo cocaracter dessa

PI-álgebra. Apresentamos também três aplicações desse teorema, entre elas o Teorema

de Amitsur, que garante que toda PI-álgebra satisfaz uma potência de algum polinômio

standard. Por fim, estudamos resultados de Amitsur e Regev de 1982 sobre um tipo

de identidade que generaliza as identidades de Capelli.

Palavras-chave: Identidades polinomiais, representação de grupo, codimensão,

cocaracter, cotamanho.
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Abstract

In this work we use Young’s Theory for representations of the symmetric groups in

the study of PI-algebras. Amitai Regev (1972) introduced the concepts of codimension

and cocharacter of PI-algebras, which are the main tools in this study. We first present

the Hook Theorem, which was proved by Amitsur and Regev in 1982. This theorem

refers to the behavior of the sequence of cocharacters of a PI-algebra, giving conditions

for an irreducible character of the group Sn to appear with nonzero multiplicity in the

decomposition of the cocharacter of this PI-algebra. We also present three applications

of this theorem, including the Amitsur’s theorem, which ensures that all PI-algebra

satisfies a power of a standard polynomial. Finally, we study the results of Amitsur

and Regev (1982) about a type identity that generalizes the Capelli identities.

Keywords: Polynomial identities, representation of groups, codimensions, co-

characters, colength.
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Introdução

A PI-teoria é a subárea da Teoria de Aneis que estuda as PI-álgebras. Um po-

linômio f = f(x1, x2, ..., xn) em variáveis não comutativas é uma identidade polinomial

para uma álgebra A se f se anula para qualquer substituição das variáveis por elemen-

tos de A. Uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial não nula é chamada

de PI-álgebra. Todo álgebra comutativa é uma PI-álgebra, pois satisfaz a identidade

polinomial f(x1, x2) = [x1, x2] = x1x2 − x2x1. As álgebras nilpotentes e as álgebras de

dimensão finita também são exemplos de PI-álgebras.

O estudo da PI-teoria teve inicio com os trabalhos de matemáticos N. Jacobson

[16], Kaplansky [19] e Levitzki [26] que estudaram a estrutura de álgebras e anéis que

satisfazem uma identidade polinomial. Esse estudo ganhou força a partir de 1950 com

o artigo de Amitsur e Levitzki [1] onde provou-se, por métodos combinatórios, que o

polinômio standard de grau 2n é uma identidade para álgebra das matrizes quadradas

Mn(K). A partir deste trabalho a PI-teoria passou a ter como principal foco a descrição

das identidades polinomiais de uma PI-álgebra.

O conjunto T (A) de todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma PI-

álgebra associativa A é um T-ideal, ou seja, um ideal de K0 〈X〉 a álgebra associativa

livre de posto enumerável, que é invariante por todos os endomorfismos de K0 〈X〉. As-
sim para descrever as identidades polinomiais de uma PI-álgebra é suficiente encontrar

um conjunto que gera T (A) como um T-ideal. Tal conjunto é chamado de base para as

identidades de A. Em 1950 Specht conjecturou que toda álgebra associativa sobre um

corpo de caracteŕıstica zero possui uma base finita para suas identidades. Este pro-

blema foi resolvido apenas em 1987 por Kemer (Ver [20] e [21]), que deu uma resposta

afirmativa para a conjectura de Specht. Entretanto, o trabalho de Kemer não mos-

tra como determinar tal base finita e a descrição do T-ideal de uma álgebra continua
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sendo, em geral, um problema dif́ıcil, resolvido apenas para algumas álgebras impor-

tantes (no primeiro caṕıtulo serão citados alguns trabalhos importantes de descrição

de identidades polinomiais).

Nas últimas décadas os principais resultados da PI-teoria sobre corpos de carac-

teŕıstica zero têm sido obtidos através da Teoria de Young para representações do grupo

simétrico. Esse estudo começou com um importante trabalho de Amitai Regev [29] de

1972 onde foram introduzidos os conceitos de codimensão e cocaracter de uma PI-

álgebra. Considerando Pn o espaço vetorial dos polinômios (associativos) multilineares

de grau n como um Sn-módulo, e sendo A uma PI-álgebra e T (A) o T-ideal das suas

identidades polinomiais, definimos a n-ésima codimensão de A, denotada por cn(A),

como sendo a dimensão do Sn-módulo quociente Pn(A) = Pn

Pn∩T (A)
e o seu n-ésimo

cocaracter, denotado por χn(A), como sendo o caracter de Pn(A).

Um importante resultado obtido através da aplicação da Teoria de Young a PI-

teoria deve-se a Regev e Latyshev (ver [29] e [25]) que estabeleceram que a sequência de

codimensões de uma PI-álgebra A é limitada exponencialmente. Este resultado motivou

o estudo do limite limn→∞
n
√

cn(A), e em 1998 e 1999 Giambruno e Zaicev (ver [12] e

[13]) provaram que este limite existe e é um número inteiro não negativo, chamado de

expoente de A. Outro resultado que destacaremos deve-se a Olsson e Regev [27] em

1976 onde caracterizam-se as sequências limitadas de codimensões. Posteriormente,

em 1979, Regev [30] caracterizou as álgebras que satisfazem uma identidade de Capelli

através da sua sequência de cocaracteres.

Em 1982, Amitsur e Regev [3] provaram o conhecido Teorema do Gancho, o qual

apresenta uma interessante propriedade das sequências de cocaracteres, e é o principal

assunto deste trabalho. Em 2000, também através da sequência de cocaracteres de

uma álgebra, Giambruno e Zaicev [14], caracterizaram as álgebras com crescimento

polinomial das suas codimensões.

Este trabalho está dividido em 4 caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo apresentamos os

conceitos básicos, como identidades polinomiais, T-ideais, variedades, superálgebras,

polinômios multilineares e multihomogêneos, módulos e representações de grupos. Es-

ses conceitos serão fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Além disso

apresentaremos alguns exemplos importantes como a álgebra de grupo KG e a álgebra

de Grassmann. Os principais resultados desse caṕıtulo dizem respeito a relação entre
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os KG-módulos e as K-representações lineares de um grupo finito G. Ainda neste

caṕıtulo é feito um estudo sobre caracteres.

No caṕıtulo 2 apresentamos a Teoria Young para representações do grupo simétrico,

definindo partição de um número natural n, diagrama e tabela de Young, destacando as

tabelas standard que têm uma importante ligação com as dimensões dos Sn-módulos

irredut́ıveis. Considerando K um corpo de caracteŕıstica zero, estabelecemos uma

relação biuńıvoca entre as partições de n e os Sn-módulos irredut́ıveis. Apresentamos

também resultados importantes sobre codimensão e cocaracter de uma PI-álgebra e so-

bre a decomposição dos Sn-módulos. Definimos o gancho infinito H(d, l) e mostramos

sua representação gráfica. Ainda nesse caṕıtulo, baseado no artigo de A. Giambruno e

D. La Mattina de 2005 [11], calculamos as codimensões, o cocaracteres e os cotamanhos

das álgebras

A =










0 a

0 b



 | a, b ∈ K






, B =










a b

0 0



 | a, b ∈ K






e

M =














a b c

0 0 d

0 0 0







| a, b, c, d ∈ K







No caṕıtulo 3 vamos mostrar uma propriedade relacionada com a idéia de gancho

infinito das sequências de cocaracteres de PI-álgebras. O resultado que da essa pro-

priedade é o conhecido Teorema do Gancho e foi demonstrado por Amitsur e Regev

[3] em 1982. A prova que apresentamos nesse caṕıtulo é diferente da original (a qual

é apresentada no caṕıtulo 4) e pode ser encontrada em [15]. Também nesse caṕıtulo

serão apresentadas três de suas consequências. Uma delas é o teorema de Amitsur,

que garante que toda PI-álgebra satisfaz uma potência de algum polinômio standard.

Esse resultado foi demonstrado primeiramente em 1953, e sua demonstração original

pode ser encontrada em [2]. Como uma segunda consequência mostraremos que dada

uma variedade de álgebras V existe uma superálgebra finitamente gerada tal que sua

envoltória de Grassmann gera V . Esse resultado deve-se a Kemer [20]. Por fim estu-

daremos o crescimento de cotamanhos e mostraremos que a sequência de cotamanhos

de uma variedade não-trivial é polinomialmente limitada.

No caṕıtulo 4 apresentamos resultados de Amitsur e Regev [3] de 1982 sobre a

existência de identidades do tipo f ∗(x; y) =
∑

σ∈Sn
ασxσ(1)y1xσ(2)y2...yn−1xσ(n). Gene-
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ralizando o resultado de Regev [30] de 1979 que caracteriza as álgebras que satisfazem

uma identidade de Capelli, apresentamos o resultado que caracteriza as álgebras que

satisfazem uma identidade do tipo e∗λ(x; y) =
∑

σ∈Sn

χλ(σ)xσ(1)y1xσ(2)y2....yn−1xσ(n), da

qual as identidades de Capelli são um caso particular.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo serão apresentados os conceitos básicos e resultados importantes

para o desenvolvimento de nosso trabalho. Em todo esse caṕıtulo K denotará um

corpo e, a menos de menção em contrário, todas as álgebras e espaços vetoriais serão

definidos sobre K.

1.1 Álgebras

Definição 1.1. Uma K-álgebra é uma par (A, ∗), onde A é um K-espaço vetorial e

∗ : A × A −→ A uma aplicação bilinear, ou seja, para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K,

temos:

i) a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c)

ii) (a+ b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c)

iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b)

Por simplicidade iremos denotar a K-álgebra (A, ∗) por A e o produto a ∗ b por
ab, para a, b ∈ A. Usaremos também a expressão álgebra ao invés de K-álgebra.

Definimos a1a2a3 como sendo o produto (a1a2)a3 e, indutivamente, a1a2...an−1an como

sendo (a1a2...an−1)an, para a1, a2, ..., an−1, an ∈ A. Dizemos que um conjunto β é uma

base da álgebra A se β é uma base do espaço vetorial A, e definimos a dimensão de A

como sendo a dimensão de A como espaço vetorial.

Definição 1.2. Dizemos que uma álgebra A é:
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i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

ii) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

iii) Unitária se existe 1 ∈ A tal que a1 = 1a = a para qualquer a ∈ A.

Em todo esse trabalho, a menos de menção contrária, todas as álgebras serão

associativas.

Exemplo 1.3. Seja n ∈ N e considere o espaço vetorial Mn(K) de todas as matrizes

n×n com entradas em K. Munido do produto usual de matrizes Mn(K) é uma álgebra

associativa com unidade. Considerando as matrizes unitárias Eij, 1 ≤ i, j ≤ n, onde

a única entrada não nula é 1 na i-ésima linha e na j-ésima coluna, vê-se facilmente

que essas matrizes formam uma base de Mn(K) e assim a dimensão de Mn(K) é n2.

Mais geralmente, se A é uma álgebra, consideremos o espaço vetorial Mn(A) de todas

as matrizes n × n com entradas em A. Munido do produto análogo ao das matrizes

com entradas em K, Mn(A) tem uma estrutura de álgebra.

Exemplo 1.4. Seja V um espaço vetorial com base {e1, e2, e3, ...}. Definimos a álgebra

de Grassmann (ou álgebra exterior) de V , denotada por E, como sendo a álgebra com

base {1, ei1ei2 ...eik |i1 < i2 < ... < ik, k ≥ 1} cuja multiplicação é definido pelas relações

e2i = 0 e eiej = −ejei

para quaisquer i, j ∈ N. Considere em E os subespaços vetoriais E(0), gerado pelo con-

junto {1, ei1ei2 ...eim | m é par}, e E(1), gerado pelo conjunto {ei1ei2 ...eik | k é ı́mpar}.
Claramente E = E(0) ⊕ E(1) como espaço vetorial. Observe que de eiej = −ejei temos

que

(ei1ei2 ...eim)(ej1ej2 ...ejk) = (−1)mk(ej1ej2 ...ejk)(ei1ei2 ...eim)

para quaisquer m, k ∈ N. Dáı podemos concluir que ax = xa para todo a ∈ E(0) e

x ∈ E, e bc = −cb para quaisquer b, c ∈ E(1).

Tomando agora E ′ como sendo a álgebra com base {ei1ei2 ...eik | i1 < i2 < ... <

ik; k ≥ 1}, temos que E ′ não tem unidade e é chamada de álgebra de Grassmann sem

unidade.

Observação 1.5. Não é dif́ıcil ver que se A é uma álgebra e S é um conjunto gerador

de A (como espaço vetorial), valem:
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i) A é associativa se , e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u, v, w ∈ S;

ii) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u, v ∈ S;

iii) A possui unidade se, e somente se, existe 1 ∈ A tal que 1u = u1 = 1 para todo

u ∈ S.

Proposição 1.6. Sejam A um espaço vetorial e β uma base de A. Então, dada uma

função f : β×β −→ A, existe uma única aplicação bilinear ∗ : A×A −→ A estendendo

f .

Demonstração. Dado a ∈ A temos que a =
∑

u∈β

αuu, onde αu ∈ K e o conjunto

{u ∈ β | αu 6= 0} é finito. Assim, dados a =
∑

u∈β

αuu, b =
∑

v∈β

λvv ∈ A, defina

∗ : A× A −→ A da seguinte maneira

a ∗ b =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v)

Observe que ∗ está bem definida pois se
∑

v∈β

γvv =
∑

v∈β

γ
′

vv, com γv, γ
′

v ∈ K, então

γv = γ
′

v para todo v ∈ β. Tomando agora µ ∈ K e a =
∑

u∈β

αuu, a1 =
∑

u∈β

α
′

uu,

b =
∑

v∈β

λvv ∈ A, temos

(a+ a1) ∗ b =
∑

u∈β

(αu + α
′

u)u ∗
∑

v∈β

λvv

=
∑

u,v∈β

(αu + α
′

u)λvf(u, v)

=
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) +
∑

u,v∈β

α
′

uλvf(u, v)

= (a ∗ b) + (a1 ∗ b)

e

µ(a ∗ b) =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) =
∑

u∈β

(µαu)u ∗
∑

v∈β

λvv = (µa) ∗ b

Analogamente mostra-se que µ(a ∗ b) = a ∗ (µb) e que a ∗ (b1 + b2) = (a+ b1) ∗ (a+ b2),

para quaisquer b1, b2 ∈ A. Logo, ∗ é bilinear. Considerando agora u1, u2 ∈ β, temos que

u1 =
∑

u∈β

αuu, onde αu = 1 se u = u1, e αu = 0 se u 6= u1. Analogamente, u2 =
∑

v∈β

λvv

onde λv = 1 se v = u2, e λv = 0 se v 6= u2. Dáı

u1 ∗ u2 =
∑

u,v∈β

αuλuf(u, v) = αu1λu2f(u, v) = f(u, v),
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donde temos que ∗ estende f . Resta mostrar que ∗ é a única com essa propriedade.

Para isso, suponha que existe ∗1 : A× A −→ A estendendo f . Dáı devemos ter

a ∗1 b =
∑

u,v∈β

αuλv(u ∗1 v) =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) = a ∗ b,

donde ∗ é igual a ∗1 e o resultado está demonstrado.

Exemplo 1.7. Seja S um conjunto não vazio e considere o conjunto KS de todas as

somas formais do tipo
∑

s∈S

αss, onde αs ∈ K e {s ∈ S| αs 6= 0} é finito. Dizemos que

∑

s∈S

αss =
∑

s∈S

βss em KS se αs = βs para todo s ∈ S. Definimos a soma e o produto

por escalar em KS da seguinte maneira:

∑

s∈S

αss+
∑

s∈S

βss =
∑

s∈S

(αs + βs)s

e para λ ∈ K
λ
∑

s∈S

αss =
∑

s∈S

(λαs)s.

Temos que KS, munido dessas operações, é um K-espaço vetorial. Podemos escrever

∑

s∈S

αss = αs1s1 + αs2s2 + ...+ αsnsn,

onde {s ∈ S|αs 6= 0} = {s1, s2, ..., sn}. Assim se identificarmos s0 ∈ S com o elemento
∑

s∈S

αss, onde

αs =







1, se s = s0

0, se s 6= s0

temos que S é base de KS e por isso chamamos KS de espaço vetorial com base S.

Se ∗ é uma operação em S, pela Proposição 1.6, temos que ∗ se estende a uma única

aplicação bilinear em KS, a qual também chamaremos de ∗. Desta forma (KS, ∗)
é uma K-álgebra. Pela Observação 1.5 temos que se ∗ é associativa em S (resp.

comutativa), então (KS, ∗) é associativa (resp. comutativa). Ainda pela Observação

1.5 temos que se ∗ possui elemento neutro em S, então este elemento funciona como

unidade na álgebra (KS, ∗).

Um caso particular do exemplo anterior aparece quando S = G é um grupo (com

notação multiplicativa). Considerando no espaço vetorial KG o produto induzido pela
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multiplicação de G, temos que KG é uma álgebra, chamada de álgebra de grupo.

Observe que KG é uma álgebra associativa com unidade e que KG é comutativa se, e

somente se, G é abeliano.

Sendo A uma álgebra associativa e a, b ∈ A, definimos o comutador [a, b] como

sendo

[a, b] = ab− ba

Definimos o comutador de comprimento n como sendo [a1, ..., an−1, an] = [[a1, ..., an−1], an]

para a1, ..., an−1, an ∈ A. Um cálculo simples nos dá que, para a, b, c ∈ A

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b (1.1)

Usando indução sobre (1.1) é posśıvel mostrar que

[a1a2...an, c] =
n∑

i=1

a1...ai−1[ai, c]ai+1...an.

Definição 1.8. Seja A uma álgebra. Dizemos que:

i) Um elemento a ∈ A é nilpotente se existe n ∈ N tal que an = 0;

ii) A é uma álgebra nil se todo elemento de A é nilpotente;

iii) A é uma álgebra nilpotente se existe n ∈ N tal que An = 0, ou seja, a1a2...an = 0

para quaisquer a1, a2, ..., an ∈ A.

Exemplo 1.9. Considere a álgebra A =










0 a

0 b



; a, b ∈ K






, cuja multiplicação é o

produto usual de matrizes. Se x = aE12 ∈ A, então x2 = (aE12)(aE12) = a2(E12E12) =

0; assim qualquer elemento da forma aE12 é nilpotente.

Exemplo 1.10. A K-álgebra

N3(K) =














0 a b

0 0 c

0 0 0







; a, b, c ∈ K







é nilpotente.

Exemplo 1.11. Considere a álgebra de Grassmann sem unidade E ′. Dado n ∈ N ,

temos que e1e2...en 6= 0 e assim E ′ não é nilpotente. Dado a ∈ E ′, sejam x0 ∈ E(0)
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e x1 ∈ E(1) tais que a = x0 + x1. Pelo que foi visto no Exemplo 1.4, pode-se mostrar

que x21 = 0. Além disso, na base de E ′ que foi apresentada no mesmo exemplo todos

os elementos têm quadrado nulo. Logo, x0 é uma combinação linear de elementos

nilpotentes que comutam, pois produtos de ei’s de tamanho par comutam com todos os

elementos de E ′. Assim x0 e x1 são nilpotentes e comutam, e consequentemente a é

nilpotente. Portanto E ′ é uma álgebra nil.

Definição 1.12. Seja A uma álgebra. Dizemos que:

i) Um subespaço vetorial B é uma subálgebra de A se B é multiplicativamente fechado,

ou seja, se para quaisquer b1, b2 ∈ B temos b1b2 ∈ B.

ii) Um subespaço vetorial I de A é um ideal à direita (resp. à esquerda) de A se xa ∈ I
(resp. ax ∈ I) para quaisquer x ∈ I e a ∈ A.

iii) Um subespaço vetorial I é um ideal bilateral de A se é um ideal à direita e à esquerda

simultaneamente.

Observação 1.13.

i) Observe na definição que toda subálgebra B é também uma álgebra, cuja a multi-

plicação é a restrição da multiplicação de A.

ii) Definimos ideal nil e ideal nilpotente da mesma forma que definimos álgebra nil e

álgebra nilpotente.

Exemplo 1.14. Sejam A a álgebra do exemplo anterior e

I =










0 λ

0 0



;λ ∈ K






= KE12

Claramente I é um subespaço de A. Além disso, dados a = k1E12 + k2E22 ∈ A e

x = λE12 ∈ I, temos

ax = (k1E12 + k2E22)λE12 = 0 e xa = λE12(k1E12 + k2E22) = λk2E12

Assim, xa, ax ∈ I. Logo, I é um ideal de A. Além disso, pelo Exemplo 1.9 temos que

cada elemento de I é nilpotente. Portanto, I é um ideal nil de A.

Exemplo 1.15. Sendo A uma álgebra, o conjunto
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Z(A) = {a ∈ A|ax = xa para todo x ∈ A}

é chamado de centro de A. Observe que Z(A) é um subespaço vetorial de A. Sendo A

associativa temos que Z(A) é uma subálgebra de A. É um fato bem conhecido que para

todo n ∈ N temos Z(Mn(K)) = {λIn×n|λ ∈ K}. Pelo visto no Exemplo 1.4 temos que

Z(E) = E(0).

Exemplo 1.16. Seja G um grupo finito e KG a álgebra de grupo definida no Exemplo

1.7. Considere Cl1, Cl2, ..., Clh as distintas classes de conjugação de G. Então os

elementos vj =
∑

g∈Clj

g, para j = 1, 2, ..., h, formam uma base do centro de KG.

Não é dif́ıcil ver que a interseção de uma famı́lia qualquer de subálgebras (respec-

tivamente ideais) de uma álgebra A ainda é uma subálgebra (respectivamente ideal)

de A. Assim, temos a seguinte definição.

Definição 1.17. Sejam A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A. Definimos:

a) A subálgebra de A gerada por S, que denotaremos por K 〈S〉, como sendo a interseção

de todas as subálgebras de A que contêm S (e 1, no caso de A possuir unidade);

b) O ideal de A gerado por S como sendo a interseção de todos os ideais de A que

contêm S.

Segue da definição acima que a subálgebra deA gerada por S é a menor subálgebra

que contém S (S ∪ {1}, se A possuir unidade), no sentido que se B é uma subálgebra

de A e S ⊆ B (S ∪ {1} ⊆ B, se A possuir unidade), então K 〈S〉 também está contida

em B. Analogamente temos que o ideal de A gerado por S é o menor ideal de A que

contém S.

Também não é dif́ıcil ver que K 〈S〉 coincide com o subespaço de A gerado por

{s1s2..sk | k ∈ N, si ∈ S}, ou gerado por {1, s1s2..sk | k ∈ N, si ∈ S}, se A pos-

suir unidade. Além disso, o ideal gerado por S coincide com o subespaço gerado por

{asb | s ∈ S, a, b ∈ A}.
Dizemos que uma álgebra A é finitamente gerada se existe subconjunto finito S

de A tal que S gera A como álgebra, ou seja, K 〈S〉 = A.

Definição 1.18. Sejam A e B álgebras. Uma transformação linear ϕ : A −→ B é

um homomorfismo de álgebras se ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para quaisquer a, b ∈ A. Se A e B

possuem unidades, então também exigimos ϕ(1A) = 1B.
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Dizemos que ϕ é um monomorfismo se é injetivo, e que é um isomorfismo se é

bijetivo. Um endomorfismo de uma álgebra A é um homomorfismo de A em A e um

automorfismo é um endomorfismo bijetor. Denotaremos por End(A) o conjunto de

todos os endomorfismos de uma álgebra A.

Definição 1.19. Seja B uma classe de álgebras. Dizemos que uma álgebra F ∈ B é

uma álgebra livre na classe B se existe um conjunto X que gera F (como álgebra) e

para cada álgebra A ∈ B e cada aplicação h : X −→ A, existe um único homomorfismo

ϕ : F −→ A que estende h. Nestas condições dizemos que F é livremente gerada por

X na classe B.

Vamos agora construir uma álgebra que é livre na classe de todas as álgebras

associativas e com unidade. Para isto considere X = {x1, x2, x3, ...} um conjunto

não vazio e enumerável, cujos elementos vamos chamar de variáveis. Uma palavra

em X é uma sequência xi1xi2 ...xin onde n ∈ N0 = N ∪ {0} e xij ∈ X. Se n = 0

temos a palavra vazia, que denotaremos por 1. Seja S(X) o conjunto de todas as

palavras em X. Dizemos que as palavras xi1xi2 ...xin e xj1xj2 ...xjm são iguais se n = m

e i1 = j1, i2 = j2, ..., in = jn.

Considere K〈X〉 como sendo o espaço vetorial com base S(X) (Veja o Exemplo

1.7). Vamos chamar os elementos de K〈X〉 de polinômios. Assim um polinômio é uma

soma formal de monômios, que são produtos formais de um escalar por uma palavra

em X. Sendo αxi1xi2 ...xin , α 6= 0, um monômio em K〈X〉, definimos o seu grau como

sendo n. Neste caso a palavra vazia tem grau 0. Definimos o grau de um polinômio

não nulo f ∈ K〈X〉 como sendo o máximo dos graus de seus monômios.

Considere em S(X) a operação de concatenação, definida por:

(xi1xi2 ...xin)(xj1xj2 ...xjm) = xi1xi2 ...xinxj1xj2 ...xjm

Observe que essa operação é associativa e que tem a palavra vazia como seu elemento

neutro. Assim, K〈X〉, munido da operação bilinear induzida por ela, é uma álgebra

associativa com unidade.

Proposição 1.20. K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com unidade e

livremente gerada por X.
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Demonstração. Sejam B a classe das álgebras associativas com unidade e A ∈ B.
Considere uma aplicação g : X −→ A arbitrária, definida por g(xi) = ai, para cada

i ∈ N. Então existe uma única aplicação linear ϕg : K〈X〉 −→ A tal que ϕg(1) = 1A

e ϕg(xi1xi2 ...xin) = ai1ai2 ...ain . Temos que ϕg é um homomorfismo de álgebras e é o

único que estende g. Portanto, K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com

unidade e livremente gerada por X.

Se f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ K 〈X〉, então vamos denotar por f(a1, a2, ..., an) a

imagem de f por ϕg. Note que f(a1, ..., an) é um elemento de A obtido pela substituição

de xi por ai em f .

Sendo S0(X) = S(X) − {1}, o subespaço K0 〈X〉 gerado por S0(X) é uma

subálgebra (sem unidade) de K 〈X〉. De modo análogo à proposição acima, temos

que K0 〈X〉 é livre, livremente gerada por X, na classe de todas as álgebras associati-

vas. Observe que

K 〈X〉 = K0 〈X〉 ⊕ 〈1〉

onde 〈1〉 é o subespaço de K 〈X〉 gerado por 1.

1.2 Identidades Polinomiais, T-ideais e Variedades

Definição 1.21. Seja A uma álgebra. Um polinômio f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ K0〈X〉 é
uma identidade polinomial para A se f(a1, a2, ..., an) = 0 para quaisquer a1, a2, ..., an ∈
A.

Se f(x1, x2, ..., xn) é uma identidade polinomial para A, também dizemos que

A satisfaz a identidade f = 0. Observe que f = f(x1, x2, .., xn) é uma identidade

polinomial para A se, e somente se, f pertence aos núcleos de todos os homomorfismos

de K0〈X〉 em A.

Observação 1.22. Se A é uma álgebra unitária e f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈X〉 é uma

identidade polinomial para A, então f(x1, x2, ..., xn) = λ1 + f0(x1, x2, ..., xn), onde

λ ∈ K e f0(x1, x2, ..., xn) ∈ K0〈X〉, e

0 = λ1A + f0(0, 0, ..., 0)

Como f0(0, 0, ..., 0) = 0, devemos ter λ = 0 e portanto f(x1, x2, ..., xn) ∈ K0〈X〉.

13



Como o polinômio nulo é uma identidade polinomial para qualquer álgebra, vamos

estabelecer a seguinte definição.

Definição 1.23. Se A satisfaz uma identidade polinomial não nula, então A é dita

uma PI-álgebra (ou álgebra com identidade polinomial).

Exemplo 1.24. Se A é uma álgebra comutativa, então A satisfaz a identidade polino-

mial f(x1, x2) = [x1, x2] = x1x2 − x2x1 = 0. Logo, A é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.25. Se A é uma álgebra nilpotente, então A é uma PI-álgebra. De fato,

existe n ∈ N tal que An = 0, e assim o polinômio f(x1, x2, ..., xn) = x1x2...xn é uma

identidade polinomial para A.

Exemplo 1.26. A álgebra de Grassmann E é uma PI-álgebra. De fato, não é dif́ıcil ver

que [a, b] ∈ E(0) = Z(E) para quaisquer a, b ∈ E, e assim o polinômio f(x1, x2, x3) =

[x1, x2, x3] é uma identidade polinomial para E.

Exemplo 1.27. O polinômio

sn(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2)...xσ(n)

onde (−1)σ denota o sinal da permutação σ, é chamado polinômio standard de grau

n. Em 1950, Amitsur e Levitzki provaram em [1] que o polinômio s2n(x1, x2, ..., x2n) é

uma identidade de Mn(K). Este resultado ficou conhecido como o Teorema de Amitsur

e Levitzki.

Provaremos no caṕıtulo 3 que toda PI-álgebra satisfaz uma potência de algum

polinômio standard. Esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur.

Outro polinômio que será importante em nosso trabalho é o polinômio de Capelli.

Exemplo 1.28. O polinômio

dm(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., ym−1) =
∑

σ∈Sm

(−1)σxσ(1)y1xσ(2)y2...ym−1xσ(m)

é chamado de polinômio de Capelli de altura m. Se K é um corpo de caracteŕıstica

diferente de 2 e A é uma K-álgebra de dimensão finita m, então dm+1 é uma identidade

polinomial para A.
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Observe que

dm(x1, x2, ..., xm, 1, 1, ..., 1) =
∑

σ∈Sm

(−1)σxσ(1)xσ(2)...xσ(m) = sm(x1, x2, ..., xm)

Em particular, temos que sm+1(x1, x2, ..., xm+1) é uma identidade polinomial para qual-

quer álgebra de dimensão finita igual a m.

Dada uma álgebra A consideremos o conjunto T (A) de todas as identidades po-

linomiais de A. Claramente T (A) é um ideal bilateral de K0〈X〉. Além disso, se

ϕ ∈ EndK0〈X〉, então ϕ(T (A)) ⊆ T (A), ou seja, T (A) é fechado por endomorfismos

de K0〈X〉. De fato, sejam f = f(x1, x2, .., xn) ∈ T (A) e ψ : K0〈X〉 −→ A um homo-

morfismo. Então ψ ◦ ϕ : K0〈X〉 −→ A é um homomorfismo de álgebras. Sendo f uma

identidade polinomial de A então f ∈ ker(ψ ◦ ϕ). Assim, ψ(ϕ(f)) = (ψ ◦ ϕ)(f) = 0.

Logo, ϕ(f) ∈ kerψ. Como ψ é arbitrário, temos que ϕ(f) ∈ T (A).
Os ideais de K0〈X〉 que satisfazem essa propriedade são chamados de T-ideais,

como definiremos a seguir.

Definição 1.29. Um ideal I de K0〈X〉 é chamado de T-ideal se ϕ(I) ⊆ I para

todo ϕ ∈ End K0〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, g2, ..., gn) ∈ I para quaisquer

f(x1, x2, ..., xn) ∈ I e g1, g2, ..., gn ∈ K0〈X〉.

Como foi visto acima o conjunto T (A) das identidades de uma álgebra A é um

T-ideal de K0〈X〉. A proposição a seguir mostrar que todo T -ideal de K0〈X〉 é o

conjunto das identidades de alguma álgebra.

Proposição 1.30. Se I é um T -ideal de K0〈X〉, então I = T (B) para alguma álgebra

B.

Demonstração. Sendo B =
K0〈X〉
I

, vamos mostrar que I = T (B). Considerando

f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ T (B), temos

f(x1, x2, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn) = 0

Dáı, f ∈ I e assim T (B) ⊆ I. Considere agora g(x1, x2, ..., xn) ∈ I e g1, g2, ..., gn ∈ B.

Como I é um T -ideal temos g(g1, g2, ..., gn) ∈ I, e assim

g(g1, g2, ..., gn) = g(g1, g2, ..., gn) = 0
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Donde g ∈ T (B) e assim I ⊆ T (B). Portanto, I = T (B).

Não é dif́ıcil ver que a interseção de uma famı́lia qualquer T-ideais ainda é um

T-ideal de K0〈X〉, e com isso podemos definir o T-ideal gerado por um subconjunto

S ⊂ K0〈X〉 da seguinte maneira.

Definição 1.31. Seja S um subconjuto de K0〈X〉. O T-ideal de K0〈X〉 gerado S,

denotado por 〈S〉T , é a interseção de todos os T-ideais de K0〈X〉 que contêm S.

Segue da definição que 〈S〉T é o menor T-ideal de K0〈X〉 que contém S. Do

ponto de vista prático 〈S〉T coincide com o subespaço de K0〈X〉 gerado por

{h1f(g1, g2, ..., gn)h2 | f ∈ S, g1, ..., gn ∈ K0〈X〉, h1, h2 ∈ K〈X〉}

Se f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ 〈S〉T dizemos que f é consequência de S. Dizemos também

que f, g ∈ K0〈X〉 são equivalentes se f ∈ 〈g〉T e g ∈ 〈f〉T . Se A é uma álgebra tal que

T (A) = 〈S〉T , então S é chamado de base das identidades de A.

Observação 1.32. As definições de T -ideal e T -ideal gerado por um subconjunto de

K〈X〉 são análogas às apresentadas para K0〈X〉, assim como as propriedades já cita-

das. Observe também que se A possui unidade, T (A) é um T -ideal em K〈X〉.

A. Kemer [21] mostrou em 1987 que se A é uma álgebra associativa sobre um

corpo de caracteŕıstica zero, então T (A) possui base finita. Os próximos exemplos

mostram a descrição dos T -ideais de algumas álgebras.

Exemplo 1.33. Se K é um corpo infinito e A é uma K-álgebra comutativa e unitária

qualquer, então T (A) = 〈[x1, x2]〉T .

Exemplo 1.34. Em 1973 Razmyslov [28] mostrou um conjunto com 9 identidades que

geram o T -ideal da álgebra M2(K), para charK = 0. Já em 1981, Drensky [7] mostrou

que se charK = 0 então T (M2(K)) = 〈s4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]2, x3]〉T . Em 2001

Koshlukov [22] generalizou este resultado de Drensky para K infinito e de caracteŕıstica

diferente de 2 e 3. Se charK = 3 é necessário uma terceira identidade para gerar

T (M2(K)) (veja [5]). Para charK = 2 o problema ainda está em aberto.

Exemplo 1.35. Sendo E a álgebra de Grassmann e K um corpo infinito de carac-

teŕıstica diferente de 2, então T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T (Veja [10] e [23]).
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Definição 1.36. Seja S um subconjunto não vazio de K0〈X〉. A classe de todas as

álgebras A tais que f ∈ T (A), para todo f ∈ S, é chamada de variedade de álgebras

determinada por S, e denotada por V = V(S).

Definimos

T (V) =
⋂

A∈V

T (A)

Se A é uma álgebra tal que T (A) = T (V) dizemos que V é gerada por A e

escrevemos V = var(A).

Exemplo 1.37. A classe de todas as álgebras comutativas é a variedade definida por

S = {[x1, x2]}.

Definição 1.38. Seja V uma variedade de álgebras. Uma álgebra F é uma álgebra

relativamente livre na variedade V se existe um conjunto Y ⊂ F tal que F é livre na

classe V e livremente gerada por Y .

O próximo resultado nos garante que dada uma variedade V sempre existe uma

álgebra B tal que B é uma álgebra relativamente livre em V .

Proposição 1.39. Seja V uma variedade de álgebras definida pelo conjunto

S = {fi(x1, ..., xni
) | i ∈ I} ⊂ K0〈X〉

Se Y é um conjunto não vazio e J é o T-ideal de K0〈Y 〉 gerado por {fi(y1, ..., yni
) |

yj ∈ Y, i ∈ I}, então B =
K0〈Y 〉
J

é relativamente livre na variedade V, livremente

gerada por

Y = {ȳ = y + J | y ∈ Y }.

Demonstração. Sejam i ∈ I e g1, g2, ..., gni
∈ B, como fi(g1, ..., gni

) ∈ J , temos

fi(g1, ..., gni
) = fi(g1, ..., gni

) = 0

Logo, fi é uma identidade para B para todo i ∈ I e assim B ∈ V .
Tome agora A ∈ V e uma aplicação φ : Y −→ A. Considere então a aplicação

θ : Y −→ A definida por θ(y) = φ(y). ComoK0〈Y 〉 é livre na classe de todas as álgebras
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associativas e livremente gerada por Y , existe um homomorfismo θ1 : K0〈Y 〉 −→ A

que estende θ. Dáı,

θ1(fi(y1, ..., yni
)) = fi(θ1(y1), ..., θ1(yni

))

= fi(θ(y1), ..., θ(yni
))

= 0

pois fi ∈ T (A) e θ(y1), ..., θ(yni
) ∈ A, e assim J ⊆ ker(θ1). Logo a aplicação

θ1 :
K0〈Y 〉
J

−→ A

g 7−→ θ1(g) = θ1(g)

está bem definida e é um homomorfismo de álgebras. Além disso,

θ1(y) = θ1(y) = θ(y) = φ(y)

ou seja, θ1 estende φ.

Suponha que existe outro homomorfismo ϕ :
K0〈Y 〉
J

−→ A que estende ψ. Então,

ϕ e θ1 coincide em Y que é um conjunto gerador de B. Portanto, ϕ é igual a θ1.

1.3 Polinômios Multihomogêneos e Multilineares

Nessa seção vamos definir polinômios multihomogêneos e multilineares e veremos

que tais polinômios tem um papel importante na descrição do T -ideal das identidades

de uma álgebra.

Definição 1.40. Sejam m ∈ K〈X〉 um monômio e xi ∈ X uma variável. Definimos

o grau de m em xi, de forma indutiva, denotado por degxim, como sendo

degxim =







1, se m = xi

0, se m = xj, com i 6= j

degxim1 + degxim2, se m = m1m2

Na prática degxim é o número de vezes que xi aparece no monômio m. Sendo f ∈
K〈X〉, dizemos que f é homogêneo em xi se todos os monômios de f têm o mesmo grau

em xi. Dizemos que f(x1, x2, ..., xn) é multihomogêneo se f é homogêneo nas variáveis

x1, x2, ..., xn. Seja m = m(x1, x2, ..., xn) um monômio em K〈X〉. Definimos o multigrau
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de m como sendo a n-upla (a1, a2, ..., an), onde ai = degxim para i = 1, 2, ..., n. A soma

de todos os monômios de f que possuem o mesmo multigrau é chamado de componente

multihomogênea de f .

Proposição 1.41. Sejam I um T-ideal de K〈X〉 (ou de K0〈X〉) e f(x1, x2, ..., xn) ∈ I.
Se K é infinito, então cada componente multihomogênea de f pertence a I.

Demonstração. Fixado t, com 1 ≤ t ≤ n, seja m o maior grau em xt dos monômios

de f . Podemos decompor f da seguinte maneira

f =
m∑

i=0

fi

onde fi é a soma de todos os monômios de f que têm grau i em xt. Por um argumento

indutivo sobre n é suficiente mostrar que, para cada variável xt, fi ∈ I para todo i ≥ 0.

Como K é infinito podemos escolher α0, α1, ..., αm ∈ K distintos. Para j = 0, ...,m

temos que gj = f(x1, ..., αjxt, ..., xn) ∈ I. Como cada monômio de fi tem grau i em xt,

vale fi(x1, ..., αjxt, ..., xn) = αijfi(x1, ..., xt, ..., xn). Logo, para todo j = 0, 1, ...,m,

gj = f(x1, ..., αjxt, ..., xn) =
m∑

i=0

αijfi(x1, ..., xn)

Assim,










1 α0 · · · αm0

1 α1 · · · αm1
...

...
. . .

...

1 αm · · · αmm





















f1

f2
...

fm











=











g1

g2
...

gm











Como a primeira matriz acima é inverśıvel, pois é uma matriz de Vandermonde, e

g0, g2, ..., gm ∈ I temos que f0, f1, ..., fm ∈ I.
Uma consequência importante do teorema acima é dada a seguir.

Corolário 1.42. Se K é infinito e I é um T-ideal de K〈X〉 (ou de K0〈X〉), então I
é gerado pelos seus polinômios multihomogêneos.

Um tipo particular e muito importante de polinômios multihomogêneos são os

polinômios multilineares, que definiremos a seguir.

Definição 1.43. Seja f ∈ K〈X〉 um polinômio multihomogêneo. Se f tem grau 1 em

cada variável dizemos que f é multilinear.
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Dessa forma f ∈ K〈X〉 é multilinear se é multihomogêneo de multigrau (1, 1, ..., 1).

Assim um polinômio multilinear nas variáveis x1, x2, ..., xn é da forma

f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n), ασ ∈ K.

Denote por Pn o subespaço dos polinômios multilineares de K〈X〉 nas variáveis

x1, x2, ..., xn. Então Pn é o subespaço de K〈X〉 gerado por {xσ(1)xσ(2)...xσ(n) | σ ∈ Sn},
e assim dimPn = n!.

Observação 1.44. Sejam A uma álgebra e f ∈ Pn tal que f /∈ T (A). Então existe

um monômio multilinear mσ(x1, ..., xn) = xσ(1)xσ(2)...xσ(n) em Pn tal que mσ /∈ T (A).
De fato, suponha que para todo monômio multilinear mσ tenhamos mσ ∈ T (A). Dado

f ∈ Pn temos que f(x1, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασmσ(x1, x2, ..., xn) ∈ Pn e assim f ∈ T (A), o

que é uma contradição.

Proposição 1.45. Sejam K um corpo de caracteŕıstica 0 e I um T-ideal de K〈X〉 (ou
de K0〈X〉). Então I é gerado pelos seus polinômios multilineares.

Demonstração. Como charK = 0, temos K infinito e segue do Corolário 1.42 que I

é gerado pelos seus polinômios multihomogêneos. Considere f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ I
multihomogêneo e k = degx1f . Sejam y1, y2 ∈ X variáveis diferentes de x1, x2, ..., xn e

considere o polinômio h(y1, y2, x2, ..., xn) = f(y1+y2, x2, ..., xn). Sendo h1(y1, y2, x2, ..., xn)

a componente homogênea de h de grau 1 em y1, temos que h1 é uma consequência de

h e

h1(x1, x1, x2, ..., xn) = kf(x1, x2, ..., xn)

Como charK = 0 então f é consequência de h1. Observe agora que degy2h1 = k − 1.

Se necessário, repetimos o processo para as variáveis y2, x2, ..., xn de h1. Como isso

vamos obter um polinômio multilinear do qual f é consequência. Portanto o teorema

está demonstrado.
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1.4 Módulos Sobre Álgebras

Definição 1.46. Seja A uma álgebra unitária. Definimos um A-módulo, ou módulo

sobre A (à esquerda), como sendo um espaço vetorial M munido de um produto

· : A×M −→ M

(a,m) 7−→ a ·m

que é bilinear e satisfaz:

i) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m;

ii) 1A ·m = m.

para quaisquer a1, a2 ∈ A e m ∈M .

Exemplo 1.47. Se A é uma álgebra, então A é naturalmente um módulo sobre si

mesma, cujo produto é a multiplicação da álgebra. Vamos denotar esse A-módulo por

AA.

Exemplo 1.48. Seja Pn o subespaço dos polinômios multilineares de K〈X〉 nas variáveis
x1, x2, ..., xn. Como visto na Seção 1.4, β = {xσ(1)xσ(2)...xσ(n) | σ ∈ Sn} é uma base de

Pn. Considere a aplicação bilinear · : KSn × Pn −→ Pn que satisfaz

σ · (xi1xi2 ...xin) = xσ(i1)xσ(i2)...xσ(in)

onde σ ∈ Sn e xi1xi2 ...xin ∈ β, com {i1, i2, ..., in} = {1, 2, ..., n}. Munido desse produto

temos que Pn é um KSn-módulo, ou simplesmente um Sn-módulo.

Definição 1.49. Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Dizemos que:

a) Um subespaço vetorial N de M é um submódulo de M se a · n ∈ N para quaisquer

a ∈ A e n ∈ N .

b) Um submódulo N de M é minimal se N 6= {0} e não existe submódulo N1 de M tal

que N1 6= 0 e N1 ( N .

c) M é um A-módulo irredut́ıvel ou simples se seus únicos submódulos são {0} e M .

Exemplo 1.50. Seja A uma álgebra e consideremos o A-módulo AA. Então os submódulos

de AA são exatamente os ideais à esquerda da álgebra A.
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Se M é um A-módulo, temos que os submódulos minimais de M são exatamente

aqueles que são A-módulos irredut́ıveis. Assim, se N e N1 são submódulos deM , sendo

N minimal, então N ∩N1 = {0} ou N ⊂ N1.

Observe que se M tem dimensão finita, como espaço vetorial, então M necessa-

riamente possui algum submódulo minimal.

Definição 1.51. Sejam A uma álgebra e M1 e M2 A-módulos. Dizemos que uma

transformação linear ϕ :M1 −→M2 é um homomorfismo de A-módulos se ϕ(a ·m) =

a · ϕ(m) para quaisquer a ∈ A e m ∈ M1. Se ϕ é bijetivo, dizemos que ϕ é um

isomorfismo de A-módulos e que M1 e M2 são A-módulos isomorfos (em śımbolos,

M1 ≃M2).

Não é dif́ıcil ver que o núcleo de um homomorfismo de A-módulos é um submódulo

do domı́nio e que a imagem é um submódulo do contra-domı́nio.

Exemplo 1.52. Conside KSn como um Sn-módulo e a aplicação ϕ : KSn −→ Pn

definida por

ϕ

(
∑

σ∈Sn

ασσ

)

=
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n)

Claramente ϕ é um isomorfismo de Sn-módulos e portanto KSn e Pn são isomorfos

como Sn-módulos.

Sejam A uma álgebra, M um A-módulo e N um submódulo de M . Considere o

espaço vetorial
M

N
munido do produto

· : A× M

N
−→ M

N

(a,m) 7−→ a ·m = a ·m

Com este produto,
M

N
é um A-módulo, chamado de módulo quociente de M por N .

Teorema 1.53 (Teorema Fundamental do Homomorfismo). Sejam A uma álgebra, M

e N A-módulos e ϕ :M −→ N um homomorfismo de módulos. Então

M

kerϕ
≃ Imϕ

Como consequência do teorema anterior, também conhecido como 1o Teorema de

Isomorfismo, temos o seguinte corolário, que é conhecido com 2o Teorema de Isomor-

fismo.
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Corolário 1.54. Sejam A uma álgebra, M um A-módulo e N1 e N2 submódulos de

M . Então
N1 +N2

N2

≃ N1

N1 ∩N2

.

Vamos agora construir o produto tensorial de módulos. Para isso precisaremos

da ideia de módulo à direita. Análogo à Definição 1.46 se A é uma álgebra unitária,

definimos um módulo à direita como sendo um espaço vetorialN munido de um produto

· : N × A −→ N

(n, a) 7−→ n · a

que é bilinear e satisfaz:

i) (n · a1) · a2 = n · (a1a2)

ii) n · 1A = n.

para quaisquer a1, a2 ∈ A e n ∈ N .

Sejam A uma álgebra unitária, M um A-módulo à esquerda e N um A-módulo

à direita. Definimos o produto tensorial de N por M , denotado por N ⊗A M , como

sendo o espaço vetorial gerado por {n⊗Am | n ∈ N,m ∈M} (por simplicidade, vamos

usar a notação n⊗m), onde os elementos satisfazem

(n1 + n1)⊗m = (n1 ⊗m) + (n2 ⊗m)

n⊗ (m1 +m2) = (n⊗m1) + (n⊗m2)

(λn)⊗m = λ(n⊗m)

n⊗ (λm) = λ(n⊗m)

na⊗m = n⊗ am

onde n, n1, n2 ∈ N , m,m1,m2 ∈ M , λ ∈ K e a ∈ A. Assim, os elementos de N ⊗AM
são da forma

∑

i

ni ⊗mi, ni ∈ N,mi ∈M .

Proposição 1.55 (Propriedade Universal). Sejam V um espaço vetorial e

f : N × M −→ V uma aplicação bilinear que satisfaz f(na,m) = f(n, am) para

quaisquer n ∈ N , a ∈ A e m ∈ M . Então existe uma única transformação linear

Tf : N ⊗AM −→ V que satisfaz Tf (n⊗A m) = f(n,m).
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Demonstração. Ver [6], Teorema 12.3, página 61.

Um caso particular, porém muito importante, é o de produto tensorial de espaços

vetoriais. Sejam V e W K-espaços vetoriais. Considerando K como uma K-álgebra

podemos ver W como um K-módulo à esquerda. Considerando em V um produto por

escalar de K definido por v · λ = λv, para v ∈ V e λ ∈ K, temos que ” · ” é bilinear e

que, para quaisquer λ1, λ2 ∈ K e v ∈ V

(v · λ1) · λ2 = λ2(v · λ1) = λ2(λ1v) = (λ2λ1)v

= (λ1λ2)v = v · (λ1λ2).

Assim V é umK-módulo à direita e então podemos construir o espaço vetorial V ⊗KW .

Observe que se U é um espaço vetorial e f : V ×W −→ U é uma aplicação bilinear,

então para quaisquer λ ∈ K, v ∈ V e w ∈ W , temos

f(vλ, w) = f(λv, w) = f(v, λw).

Logo, pela propriedade universal, existe uma única transformação linear T : V ⊗W −→
U tal que T (v ⊗ w) = f(v, w) para quaisquer v ∈ V e w ∈ W .

Proposição 1.56. Sejam V e W espaços vetoriais.

a) Se β1 = {vi | i ∈ I} e β2 = {wj | j ∈ J} são bases de V e W , respectivamente, então

β = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} é uma base de V ⊗W . Consequentemente, se dimV = n

e dimW = m, então dim(V ⊗W ) = nm.

b) Se v0 ∈ V e w0 ∈ W vetores não nulos, então v0 ⊗ w0 6= 0 em V ⊗W .

Demonstração. Os itens a) e b) podem ser demonstrados usando-se a propriedade

universal e argumentos básicos de álgebra linear. Vejamos a demonstração do item b).

Considere f : V ×W −→ K bilinear tal que f(v0, w0) 6= 0 (a existência de f segue de

um argumento análogo , no sentido mais geral , à Proposição 1.6). Pela propriedade

universal existe uma transformação linear T : V ⊗W −→ K tal que T (v⊗w) = f(v, w).

Assim, T (v0 ⊗ w0) = f(v0, w0) 6= 0. Logo, devemos ter v0 ⊗ w0 6= 0.

Considere agora A e B K-álgebras. Fixados a ∈ A e b ∈ B quaisquer, a aplicação

fa,b : A × B −→ A ⊗ B, definida por fa,b(x, y) = ax ⊗ by é bilinear, e assim pela
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propriedade universal existe uma transformação linear Ta,b : A⊗B −→ A⊗B tal que

Ta,b(x ⊗ y) = ax ⊗ by. Considere L(A ⊗ B) o espaço vetorial dos operadores lineares

de A⊗ B e a aplicação bilinear

T : A× B −→ L(A⊗ B) definida por T (a, b) = Ta,b

Novamente pela propriedade universal existe uma transformação linear F : A⊗B −→
L(A⊗ B) tal que F (a⊗ b) = Ta,b. Logo, o produto

· : (A⊗ B)× (A⊗ B) −→ A⊗ B
(α, β) 7−→ α · β = F (α)(β)

é bilinear e satisfaz

(a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = F (a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = Ta1,b1(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2

para quaisquer a1, a2 ∈ A e b1, b2 ∈ B. O espaço vetorial A⊗B, munido deste produto,

é uma álgebra, chamada de produto tensorial das álgebras A e B.

Exemplo 1.57. Sendo K um corpo, então K é naturalmente uma álgebra sobre si

mesma. Além disso, a aplicação

ϕ : K ⊗K −→ K

λ1 ⊗ λ2 7−→ ϕ(λ1 ⊗ λ2) = λ1λ2

é um isomorfismo de K-álgebras, ou seja, K ⊗K ≃ K. Mais geralmente, se A é uma

álgebra qualquer, então a aplicação

ψ : K ⊗ A −→ A

λ1 ⊗ a 7−→ ψ(λ1 ⊗ a) = λ1a

é um isomorfismo de K-álgebra, e portanto K ⊗ A ≃ A.

Outro isomorfo de álgebras importante é dado no exemplo abaixo.

Exemplo 1.58. Se A é uma K-álgebra. A transformação linear

T : Mn(K)⊗ A −→ Mn(A)

Eij ⊗ a 7−→ T (Mn(K)⊗ A) = Eij(a)

onde Eij(a) é a matriz que tem a na entrada ij e 0 nas demais, é um isomorfismo.

Logo, Mn(K)⊗ A ≃Mn(A) como K-álgebras.
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Exemplo 1.59. Sejam V um K-espaço vetorial e L uma extensão do corpo K, e

considere o espaço vetorial L⊗K V . Para cada α ∈ L defina a aplicação bilinear

fα : L× V −→ L⊗K V
(x, v) 7−→ fα(x, v) = αx⊗ v

Pela propriedade universal existe uma única transformação linear Tα : L ⊗K V −→
L⊗K V tal que Tα(x⊗ v) = αx⊗ v. Logo, munido do produto bilinear

· : L× (L⊗K V ) −→ L⊗K V

que satisfaz α · (x ⊗ v) = αx ⊗ v, temos que L ⊗K V é um L-espaço vetorial, o qual

denotamos por VL.

1.5 Superálgebra e Supervariedade

Nesta seção vamos apresentar uma classe de álgebras que satisfaz uma proprie-

dade especial, as superálgebras ou álgebras Z2-graduadas. Vamos também definir, no

contexto das superálgebras, os análogos a identidades, T -ideal e variedades, como foi

feito para álgebras ordinárias na Seção 1.3. Consideraremos a partir de agora o grupo

aditivo Z2 = {0, 1}.

Definição 1.60. Dizemos que uma álgebra A é Z2-graduada se existem subespaços A(0)

e A(1) tais que

A = A(0) ⊕ A(1) e A(i)A(j) ⊆ A(i+j)

para i, j ∈ Z2. Uma álgebra Z2-graduada é também chamada de superálgebra.

O par (A(0), A(1)) é chamado de Z2-graduação e os subconjuntos A(0) e A(1) são

chamados de componentes homogêneas de grau 0 e de grau 1, respectivamente, e seus

elementos são chamados de elementos homogêneos de grau 0 e de grau 1, respectiva-

mente.

Exemplo 1.61. A álgebra de Grassmann E possui uma Z2-graduação natural: E =

E(0) ⊕ E(1), onde E(0) é o subespaço dos elementos par e E(1) é o subespaço dos ele-

mentos ı́mpares (Veja o Exemplo 1.4).

Exemplo 1.62. Considere a álgebra M2(K) e os subespaços
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M2(K)(0) =










a 0

0 d



; a, d ∈ K






e M2(K)(1) =










0 b

c 0



; b, c ∈ K







Temos que M2(K) = M2(K)(0) ⊕M2(K)(1). Observe agora que M2(K)(0) = 〈E11, E22〉
e M2(K)(1) = 〈E12, E21〉. Como o produto de matrizes unitárias satisfaz

EijEkl =







Eil, se j = k

0, se j 6= k

devemos ter M2(K)(i)M2(k)
(j) ⊆ M2(K)(i+j), para i, j ∈ Z2. Logo, M2(K) é uma

superálgebra.

Exemplo 1.63. A álgebra E ⊗ E também admite uma Z2-graduação dada por

E ⊗ E = (E ⊗ E)(0) ⊕ (E ⊗ E)(1)

onde a componente homogênea de grau 0 é dada por (E ⊗ E)(0) = (E(0) ⊗ E(0)) ⊕
(E(1) ⊗ E(1)) e a componente homogênea de grau 1 por (E ⊗ E)(1) = (E(1) ⊗ E(0)) ⊕
(E(0) ⊗ E(1)).

Definição 1.64. Sejam A e B álgebras Z2-graduadas. Um homomorfismo de álgebras

ϕ : A −→ B é dito um homomorfismo Z2-graduado se ϕ(A(i)) ⊆ B(i), para i ∈ Z2.

Vamos agora tratar de identidades Z2-graduadas. Para isso precisamos do con-

ceito de álgebra associativa livre Z2-graduada. Para defini-la vamos considerar os

conjuntos Y = {y1, y2, ...} e Z = {z1, z2, ...} enumeráveis e disjuntos. Os elementos de

Y serão chamados de variáveis pares e os de Z de variáveis ı́mpares. Tome X = Y ∪Z
e considere a álgebra associativa livre K0 〈X〉 = K0 〈Y, Z〉. Defina

α(x1x2...xm) = α(x1) + α(x2) + ...+ α(xm)

onde α(xi) = 0 se xi ∈ Y , e α(xi) = 1 se xi ∈ Z. Sendo então m um monômio de

K0 〈X〉, dizemos que α(m) é o Z2-grau de m. Considere os seguintes conjuntos

K0 〈X〉(0) = 〈m | m é um monômio de K 〈X〉 , α(m) = 0〉

e

K0 〈X〉(1) = 〈m | m é um monômio de K 〈X〉 , α(m) = 1〉

Então
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K0 〈X〉 = K0 〈X〉(0) ⊕K0 〈X〉(1) e K0 〈X〉(i)K0 〈X〉(j) ⊆ K0 〈X〉(i+j)

para i, j = 0, 1, ou seja, K0〈X〉 é uma superálgebra. Além disso, para qualquer su-

perálgebra A = A(0) ⊕ A(1) e qualquer aplicação h : Y ∪ Z −→ A tal que h(yi) ∈ A(0)

e h(zj) ∈ A(1) para todo yi ∈ Y e zj ∈ Z, existe um único homomorfismo Z2-graduado

ϕ : K0 〈Y, Z〉 −→ A que estende h. Por isso chamaremos K0 〈X〉 de superálgebra (as-

sociativa) livre. Se f ∈ K0 〈X〉(i), dizemos que f é Z2-homogêneo de grau i e usamos

a notação α(f) = i, para i = 0, 1.

Definição 1.65. Dada uma superálgebra A = A(0) ⊕ A(1) um polinômio

f(y1, ..., yn, z1, ..., zm) ∈ K0 〈Y, Z〉 é uma identidade Z2-graduada, ou uma superidenti-

dade, de A se

f(a1, ..., an, b1, ..., bm) = 0

para quaisquer a1, ..., an ∈ A(0) e b1, ..., bm ∈ A(1).

Exemplo 1.66. Considere a álgebra de Grassmann E com a Z2-graduação dada no

Exemplo 1.61. Como ab = −ba para quaisquer a, b ∈ E(1), temos que f(z1, z2) =

z1z2 + z2z1, onde z1, z2 são variáveis ı́mpares, é uma identidade Z2-graduada de E.

Se A é uma PI-álgebra, então A satisfaz alguma identidade Z2-graduada não nula.

Por outro lado, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.67. Seja A = A(0) ⊕A(1) uma superálgebra e suponha que A(0) satisfaz

uma identidade polinomial ordinária não-trivial. Então A também é uma PI-álgebra.

Demonstração. [15], Teorema 4.3.3, página 100.

Vimos na Seção 1.3 que o conceito de T -ideal tem um papel fundamental no

estudo de identidades ordinárias. Para o caso de superidentidades temos um conceito

análogo que é o de T2-ideal, como definiremos a seguir.

Definição 1.68. Seja K0 〈Y, Z〉 a superálgebra associativa livre unitária. Um ideal I

de K0 〈Y, Z〉 é dito um T2-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endomorfismo Z2-graduado de

K0 〈Y, Z〉.
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É fácil ver que um ideal I é um T2-ideal se, e somente se, f(g1, ..., gn, h1, ..., hm) ∈ I
para quaisquer gi ∈ K0〈X〉(0), hj ∈ K0〈X〉(1) e f(y1, ..., yn, z1, ..., zm) ∈ I. Conside-

rando T2(A) o conjunto de todas as identidades Z2-graduadas de uma superálgebra A,

temos que T2(A) é um T2-ideal de K0〈Y, Z〉.
A ideia de T2-ideal gerado por um subconjunto S ⊆ K0〈X, Y 〉 é análoga a de

T -ideal gerado. Vamos denotar por 〈S〉T2 o T2-ideal gerado por S. Além disso, todo

T2-ideal de K0〈Y, Z〉 é gerado pelos seus polinômios multilineares se charK = 0, e

pelos seus polinômios multihomogêneos se K for infinito (a demonstração desse fato é

a mesma dada na Seção 1.4 no caso em que I é um T -ideal).

Igualmente às álgebras ordinárias, um subconjunto não vazio S ⊆ K0 〈Y, Z〉 de
elementos define uma variedade de superálgebras.

Definição 1.69. Dado um conjunto não vazio S ⊂ K0 〈Y, Z〉, a classe de todas as

superálgebras A = A(0) ⊕ A(1) tal que f é uma identidade de A, para todo f ∈ S, é

chamado de supervariedade determinada por S.

Sejam K um corpo infinito, S ⊆ K0 〈Y, Z〉 um subconjunto não vazio e I = 〈S〉T2

o T2-ideal gerado por S. Considerando I(0) = I ∩K0 〈Y, Z〉(0) e I(1) = I ∩K0 〈Y, Z〉(1),
então I = I(0) ⊕ I(1) uma vez que I é homogêneo. Sendo L =

K0 〈Y, Z〉
I

, então

L = L(0) ⊕ L(1), onde

L(0) =
K0 〈Y, Z〉(0) + I

I
e L(1) =

K0 〈Y, Z〉(1) + I

I
,

é uma Z2-graduação de L. Assim, L é uma superálgebra. Sejam Y = {u1, u2, ...},
onde ui = yi, para cada yi ∈ Y , e Z = {w1, w2, ...}, onde wj = zj para cada zj ∈ Z.
Análogo à Proposição 1.39, temos que L é livre na supervariedade V determinada por

S com geradores livres X = Y ∪Z. Sendo L1 = L(u1, ..., uk, w1, ..., wl) a subálgebra de

L gerada por u1, ..., uk, w1, ..., wl, temos que L1 é uma superálgebra relativamente livre

na supervariedade V com k geradores pares e l geradores ı́mpares.

1.6 Representações de Grupos

Em toda esta seção consideremos G um grupo finito, K um corpo e V um espaço

vetorial sobre K. Denotamos por GL(V ) o grupo dos operadores lineares inverśıveis
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de V . Se dimV = n, podemos identificar o grupo GL(V ) com o grupo GLn(K) das

matrizes n× n inverśıveis com entradas em K.

Definição 1.70. Definimos uma representação linear do G em V como sendo um

homomorfismo de grupos

ρ : G −→ GL(V )

g 7−→ ρ(g) = ρg

Quando queremos deixar expĺıcito que estamos considerando o corpoK, usaremos

o termo K-representação linear ou representação linear sobre K, ou denotaremos a

representação por ρK .

Definimos o grau da representação ρ como sendo a dimensão do espaço vetorial

V . Se dimV = n é finita, pelo visto acima, podemos ver uma representação linear de

G em V como sendo um homomorfismo ρ : G −→ GLn(K). Todas as representações

deste trabalho terão grau finito.

A representação ρ é dita fiel se kerρ = {1G} e ρ é trivial se kerρ = G, ou seja,

se ρ(g) = Id, para toda g ∈ G.

Definição 1.71. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação linear. Dizemos que um

subespaço W de V é ρ-invariante se ρg(W ) ⊆ W para todo g ∈ G.

Sendo W um subespaço ρ-invariante de V e g ∈ G, podemos definir a restrição

de ρg a W :

ρg|W : W −→ W

w 7−→ ρg(w)

Como ρg(W ) ⊆ W e ρg−1(W ) ⊆ W , então ρg(W ) = W . Como ρg é injetora, temos que

ρg|W ∈ GL(W ). Definimos então a subrepresentação ρW , que é a restrição de ρ a W ,

da seguinte forma:

ρW : G −→ GL(W )

g 7−→ ρW (g) = ρg|W
.

Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação linear de G em V . Considere o produto

· : KG× V −→ V definido por

(
∑

g∈G

λgg

)

· v =
∑

g∈G

λgρg(v)
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Temos que V , munido desse produto, é um KG-módulo. Sendo W um subespaço ρ-

invariante de V , então ρg(w) ∈ W , ou seja, g · w ∈ W para quaisquer g ∈ G e w ∈ W .

Assim, W é um submódulo de V .

Por outro lado, considere V um KG-módulo. Dado g ∈ G, defina

ρg : V −→ V

v 7−→ ρg(v) = g · v
.

Temos que ρg1g2 = ϕg1 ◦ ρg2 , para quaisquer g1, g2 ∈ G, e que ρ1G = IdV (onde 1G

é o elemento neutro de G). Temos então que ρg ◦ ρg−1 = ρg−1 ◦ ρg = IdV e assim

ρg ∈ GL(V ). Portanto a aplicação

ρ : G −→ GL(V )

g 7−→ ρg

é uma representação linear de G em V . Observe que se W é um submódulo do KG-

módulo V , então α · w ∈ W para quaisquer α ∈ KG e w ∈ W . Em particular,

g · w ∈ W , ou seja, ρg(w) ∈ W para quaisquer g ∈ G e w ∈ W . Logo, W é um

subespaço ρ-invariante de ρ.

Assim, existe uma correspondência biuńıvoca entre as estruturas de KG-módulos

de V e as representações lineares de G em V . Além disso, os subespaços ρ-invariantes

de V correspondem aos submódulos do KG-módulo V associado a ρ.

Definição 1.72. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação linear de G. Dizemos que

ρ é irredut́ıvel se o correspondente KG-módulo V é irredut́ıvel.

Segue da definição acima que uma representação linear ρ é irredut́ıvel se seus

únicos subespaços ρ-invariantes são {0} e V .

Definição 1.73. Sejam ρ : G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(W ) representações de

um grupo G. Dizemos que ρ e ψ são representações equivalentes se existe uma trans-

formação linear T : V −→ W bijetora tal que ρg ◦ T = T ◦ ψg para todo g ∈ G.

Segue imediatamente da definição acima que representações equivalentes têm o

mesmo grau.

Teorema 1.74. Sejam ρ : G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(W ) representações de G.

Então ρ e ψ são equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-módulos V e W são

isomorfos.
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Demonstração. Suponha que ρ e ψ são equivalentes. Então existe uma transformação

linear bijetora T : V −→ W tal que ρgT = Tψg para todo g ∈ G. Considerando os

KG-módulos V e W correspondentes temos

T (g · v) = T (ρg(v)) = ψg(T (v)) = g · T (v)

para quaisquer g ∈ G e v ∈ V . Como T é linear e G é uma base de KG, temos que

T (α · v) = α · T (v) para quaisquer α ∈ KG e v ∈ V . Assim, T é um isomorfismo de

KG-módulos.

Suponha agora que F : V −→ W é um isomorfismo de KG-módulos, ou seja, F é

uma transformação linear bijetora que satisfaz F (α · v) = α · F (v), para todo α ∈ KG
e v ∈ V . Logo,

(Fρg)(v) = F (ρg(v)) = F (g · v) = g · F (v) = ψg(F (v)) = (ψgF )(v)

Assim, Fρg = ψgF para todo g ∈ G, e portanto, ρ e ψ são equivalentes.

Exemplo 1.75. Considere o grupo Sn. As representações

ρ : Sn −→ K∗

σ 7−→ ρ(σ) = 1
e

ψ : Sn −→ K∗

σ 7−→ ψ(σ) = (−1)σ

têm grau 1 e dáı são ambas irredut́ıveis, mas ρ e ψ não são equivalentes. A repre-

sentação ρ é a representação trivial de grau 1 e ψ é chamada de representação sinal.

Definição 1.76. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação linear. Dizemos que ρ é

completamente redut́ıvel, ou semi-simples, se existem W1,W2, ...,Wn subespaços de V

ρ-invariantes tais que:

i) V = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wn

ii) As restrições de ρ aos W ′
is são todas irredut́ıveis.

Teorema 1.77 (Maschke). Seja G um grupo finito cuja ordem não é diviśıvel por

charK. Se ρ : G −→ GL(V ) é uma representação linear de grau finito e W é um

subespaço ρ-invariante de V , então existe W1 subespaço ρ-invariante de V tal que

V = W ⊕W1. Consequentemente, ρ é completamente redut́ıvel.

Demonstração. Ver [17], Seção 5.2, página 253.
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Seja ρ : G −→ GL(V ) uma K-representação linear onde charK não divide |G|
e considere o KG-módulo V . Segue do Teorema de Maschke que V é uma soma de

KG-submódulos irredut́ıveis, ou seja,

V = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wn

A proposição a seguir garante que essa decomposição é única, a menos da ordem dos

subespaços e equivalência das subrepresentações.

Proposição 1.78. Sejam A uma álgebra e M e N A-módulos isomorfos. Se

M =M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn e N = N1 ⊕N2 ⊕ ...⊕Nm

onde Mi e Nj são submódulos minimais de M e N , respectivamente, então m = n e

Mi ≃ Ni para todo i = 1, 2, ..., n (reodernando os N ′
js, se necessário).

Demonstração. Ver [17], Seção 3.4, página 115.

Exemplo 1.79. Considere o espaço vetorial KG. Para cada g ∈ G defina

ρg : KG −→ KG por ρg(α) = gα. A representação

ρ : G −→ GL(KG)

g 7−→ ρ(g) = ρg

é chamada representação regular à esquerda e o correspondente KG-módulo é KGKG.

Observe então que os subespaços ρ-invariantes de KG são exatamente os ideais

à esquerda de KG. Se charK não divide |G|, então segue do Teorema de Maschke que

se W é um ideal à esquerda de KG, então existe W1 também ideal à esquerda de KG

tal que

KG = W ⊕W1 (1.2)

Como os ideais minimais à esquerda de KG correspondem às subrepresentações irre-

dut́ıveis de ρ, então, pelo Teorema Maschke, KG é uma soma direta de uma quantidade

finita de ideais minimais à esquerda.
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Teorema 1.80. Se charK não divide |G|, então todo KG-módulo irredut́ıvel é iso-

morfo (como KG-módulo) a um ideal minimal à esquerda de KG. Em outras palavras,

toda representação linear irredut́ıvel de G é equivalente à uma sub-representação da re-

presentação regular à esquerda.

Demonstração. Ver [6], Teorema 25.10, página 166.

Pelo Teorema 1.80 e pela Proposição 1.78, temos que o número de representações

irredut́ıveis de G, a menos de equivalência, é finito.

Considerem o número deK-representações irredut́ıveis (a menos de equivalência)

de G e I1, I2,...,Im ideais minimais à esquerda de KG dois a dois não isomorfos como

KG-módulos. Pelo Teorema 1.80, temos que todo ideal minimal à esquerda de KG

é isomorfo, como KG-módulo, a exatamente um deles. Considerando então os ideais

bilaterais Jj = IjKG, j = 1, 2, ...,m, temos:

Teorema 1.81. Jj é a soma de todos os ideais minimais à esquerda de KG isomorfos

a Ij e KG = J1 ⊕ J2 ⊕ ...⊕ Jm.

Demonstração. Ver [6], Teorema 25.10, página 168.

Podemos estimar (ou determinar precisamente no caso de K ser algebricamente

fechado) o número m de representações irredut́ıveis de G pelo número de classes de

conjugação de G.

Proposição 1.82. Seja K um corpo cuja caracteŕıstica não divide a ordem de G.

Então o número de K-representações irredut́ıveis de G, a menos de equivalência, é

menor ou igual ao número de classes de conjugação de G. Se K é algebricamente

fechado, então vale a igualdade.

Demonstração. Ver [17], Teorema 5.6, página 261.

Definição 1.83. Sejam V um espaço de dimensão finita e ρ : G −→ GL(V ) uma

representação linear. Definimos o caracter de ρ como sendo a aplicação

χρ : G −→ K

g 7−→ χρ(g) = trρg
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Dizemos que χρ é um caracter irredut́ıvel de G se ρ é uma representação irredut́ıvel.

Seja M um KG-módulo com dimKM finita. Definimos o caracter de M como

sendo o caracter da representação associada a M .

Segue da definição que se ρ : G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(W ) são K-

representações equivalentes então χρ = χψ. Além disso, se charK = 0, então vale

a rećıproca, ou seja, se χρ = χψ, então ρ é equivalente a ψ. Temos então a seguinte

proposição.

Proposição 1.84. Seja K um corpo de caracteŕıstica 0. Então duas K-representações

lineares de um grupo G têm o mesmo caracter se, e somente se, são equivalentes. Ou

equivalentemente, os correspondentes KG-módulos possuem o mesmo caracter se, e

somente se, são isomorfos.

Demonstração. Ver [31], Teorema 8.3.7, página 230.

Sendo χ : G −→ K um caracter da representação ρ : G −→ GL(V ), definimos

dimV = degχ como sendo o grau de caracter χ. Se 1G denota o elemento neutro de G,

então χ(1G) = dimV . Também não é dif́ıcil ver que χ é uma função de classe de G em

K, no sentido de que se g1 e g2 são elementos conjugados de G, então χ(g1) = χ(g2).

Exemplo 1.85. Seja ρ : G −→ K uma representação de grau 1. Então χρ(g) = ρ(g),

para todo g ∈ G. Em particular, se ρ e ψ são como no Exemplo 1.75, então χρ(σ) = 1

e χψ(σ) = (−1)σ, para toda σ ∈ Sn.

Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação completamente redut́ıvel e

W1,W2, ...,Wn subespaços ρ-invariante de V tais que V = W1 ⊕ W2 ⊕ ... ⊕ Wn e

ρi = ρ|Wi
irredut́ıvel, para i = 1, 2, ..., n. Neste caso dizemos que ρ é soma direta das

representações ρ1, ρ2, ..., ρn e denotamos ρ = ρ1⊕ ρ2⊕ ...⊕ ρn. Além disso dizemos que

a representação ρ contém as representações ρ1, ρ2, ..., ρn. Segue da Proposição 1.78 que

essa decomposição em soma de representações irredut́ıveis é única a menos da ordem

e de equivalência das representações.

Sendo βi uma base de Wi para i = 1, 2, ..., n, então β = β1 ∪ β2 ∪ ... ∪ βn é uma
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base de V e a matriz de ρg na base β é

[ρg]β =











[(ρ1)g]β1 0 · · · 0

0 [(ρ2)g]β2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · [(ρn)g]βn











Assim, χρ(g) = χρ1(g) + χρ2(g) + · · ·+ χρn(g), para todo g ∈ G.
Segue então do Teorema do Maschke e do que foi visto acima o seguinte resultado.

Teorema 1.86. Se charK não divide |G|, então todo caracter de um grupo G é uma

soma de caracteres irredut́ıveis.

Sejam χ1, χ2, ..., χn os distintos caracteres irredut́ıveis de G sobre K. Segue do

teorema acima que dado um caracter χ qualquer de G existem m1,m2, ...,mn, inteiros

não negativos, tais que

χ = m1χ1 +m2χ2 + ...+mnχn

O número mj, para j = 1, 2, ..., n, é chamado de multiplicidade de χj em χ.

Considere o K-espaço vetorial F(G,K) de todas as funções de G em K. Suponha

|G| não diviśıvel por charK. A aplicação 〈, 〉G : F(G,K) × F(G,K) −→ K definida

por

〈f, h〉G = |G|−1
∑

x∈G

f(x−1)h(x)

é uma forma bilinear simétrica e não degenerada sobre F(G,K)

Teorema 1.87. Sejam ρ1 : G −→ GL(V1) e ρ2 : G −→ GL(V2) K-representações

irredut́ıveis de G com caracteres χ1 e χ2, respectivamente. Então:

i) Se K é algebricamente fechado e charK não divide |G|, então 〈χ1, χ1〉G = 1.

ii) Se ρ1 e ρ2 são não equivalentes, então 〈χ1, χ2〉G = 0.

iii) Se charK = 0 então 〈χ1, χ1〉G = q para algum inteiro positivo q ∈ K.

Demonstração. Ver [31], Teorema 8.3.5, página 229.
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Sejam H um subgrupo de G e M um G-módulo. Claramente M pode ser con-

siderado como um H-módulo, o qual vamos denotar por M |H . Sendo χ o caracter do

G-módulo M , vamos denotar por χ|H sua restrição a H, que é o caracter de M |H .
Agora se M é um H-módulo, considerando KG como um H-módulo à direita,

podemos construir o espaço vetorial KG ⊗KH M . Usando a Propriedade Universal

podemos definir o produto bilinear

· : KG× (KG⊗KH M) −→ KG⊗KH M
(β, α⊗m) 7−→ β · (α⊗m) = βα⊗m

.

Este produto faz de KG⊗KHM um KG-módulo, chamado de módulo induzido e

denotado por MG. A representação de G associada a MG é chamada de representação

induzida e denotada por ρG, onde ρ é a representação de H associada ao H-módulo

M . Além disso, pode-se mostrar que

dimMG = (dimM)|G : H|

onde |G : H| denota o ı́ndice de H em G (para maiores detalhes veja [6], página 74).

Se ψ denota o caracter do H-módulo M , então ψG denotará o caracter do G-

módulo MG. O próximo teorema mostra como o caracter da representação induzida

pode ser calculado.

Teorema 1.88. Sejam H um subgrupo de G e K um corpo cuja caracteŕıstica não

divide a ordem de H. Se ρ : H −→ GL(V ) é uma representação linear de H e χ é o

seu caracter, então o caracter da representação induzida é dado por

χG(g) = |H|−1
∑

x∈G

χ(xgx−1)

onde consideramos que χ(y) = 0 para y ∈ G−H.

Demonstração. Ver [31], Teorema 8.4.3, página 238.

O próximo teorema é uma ferramenta importante para o estudo das representações

induzidas.

Teorema 1.89 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam H um subgrupo de G e K um

corpo cuja caracteŕıstica não divide a ordem de G. Se χ é um caracter de G e ψ é um
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caracter de H, então

〈χ|H , ψ〉H =
〈
χ, ψG

〉

G
.

Demonstração. Vamos denotar a ordem de G por m e a ordem de H por l. Pelo

Teorema 1.88, temos

〈
ψG, χ

〉

G
= m−1

∑

x∈G

ψG(x)χ(x−1)

= m−1
∑

x∈G

(

l−1
∑

y∈G

ψ(yxy−1)

)

χ(x−1)

= (ml)−1
∑

x∈G

∑

y∈G

ψ(yxy−1)χ(x−1)

Como χ(x−1) = χ(yx−1y−1), temos

〈
ψG, χ

〉

G
=

1

lm

∑

y∈G

∑

x∈G

ψ(yxy−1)χ(yx−1y−1)

=
1

lm

∑

y∈G

∑

z∈G

ψ(z)χ(z−1)

=
1

lm
m
∑

z∈G

ψ(z)χ(z−1)

=
1

l

∑

z∈G

ψ(z)χ(z−1)

Como ψ se anula em G − H (veja o enunciado do Teorema anterior), segue portanto

da última igualdade que

〈
ψG, χ

〉

G
=

1

l

∑

z∈H

ψ(z)χ(z−1) = 〈ψ, χ|H〉H

Sejam

ρ : G −→ GL(V )

g 7−→ ρ(g) = ρg

uma K-representação linear de G, L uma extensão de K e considere o L-espaço vetorial

VL = L⊗ V (veja Exemplo 1.59). Para cada g ∈ G, considere ρLg ∈ L(VL) dada por

ρLg (x⊗ v) = x⊗ ρg(v)

Pela propriedade universal temos que ρLg está bem definida. Não é dif́ıcil ver que ρLg é

bijetiva. Como ρg1g2 = ρg1 ◦ ρg2 , para todo g1, g2 ∈ G, temos

ρLg1g2(x⊗ v) = x⊗ ρg1g2(v) = x⊗ (ρg1 ◦ ρg2)(v)
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Por outro lado,

(ρLg1 ◦ ρLg2)(x⊗ v) = ρLg1(x⊗ ρg(v)) = x⊗ ρg1(ρg2(v)) = x⊗ (ρg1 ◦ ρg2)(v)

Logo, ρLg1g2 = ρLg1 ◦ ρLg2 , para todo g1, g2 ∈ G, e portanto

ρL : G −→ GL(VL)

g 7−→ ρL(g) = ρLg

é uma representação linear de G em VL, chamada de representação obtida de ρ pela

extensão do corpo base para L.

Definição 1.90. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma K-representação de G. Dizemos que ρ é

absolutamente irredut́ıvel se a representação ρL é irredut́ıvel para toda extensão L de

K.

O próximo teorema dá uma condição para que uma representação seja absoluta-

mente irredut́ıvel.

Teorema 1.91. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma K-representação de G onde charK ∤ |G|.
Então ρ é absolutamente irredut́ıvel se, e somente se, EndKGV = {αId | α ∈ K}.

Demonstração. Ver [17], Teorema 5.7, página 264.

Um corpo K é chamado de corpo de decomposição de um grupo G se toda repre-

sentação irredut́ıvel de G sobre K é absolutamente irredut́ıvel.

Teorema 1.92. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma K-representação de G com caracter χ,

onde K é um corpo de decomposição de G tal que charK = 0. Então ρ é irredut́ıvel

se, e somente se, 〈χ, χ〉G = 1.

Demonstração. Ver [6], Teorema 31.15, página 221.
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Caṕıtulo 2

Representações do Grupo Simétrico

e PI-álgebras

Neste caṕıtulo apresentaremos a teoria de Young para representações do grupo

simétrico Sn. Esta teoria é uma ferramenta muito importante para o estudo das PI-

álgebras. Apresentaremos também aplicações a PI-álgebras e com isso teremos os

conceitos fundamentais que utilizaremos em nosso trabalho que são os de codimensão,

cocaracter e cotamanho de uma PI-álgebra A.

Em todo este caṕıtulo K denotará um corpo de caracteŕıstica zero.

2.1 Representações do Grupo Simétrico

Vamos denotar por In o conjunto dos números naturais menores ou iguais a n,

ou seja, In = {1, 2, ..., n} (estamos considerando N = {n ∈ Z | n ≥ 1}).

Definição 2.1. Seja n ∈ N. Definimos uma partição de n como sendo uma r-upla

λ = (n1, n2, ..., nr) de números naturais tais que n1 ≥ n2 ≥ ... ≥ nr e n =
r∑

i=1

ni. O

número h(λ) = r é chamado de altura de λ.

Se r = 1, então n1 = n e escrevemos λ = (n). Para a partição λ de n onde n1 =

n2 = ... = nn = 1 usaremos a notação λ = (1n). De maneira geral, escrevemos λ = (kd)

para a partição λ = (k, k, ..., k
︸ ︷︷ ︸

d−vezes

), onde n = kd. Usaremos a notação (n1, n2, ..., nr) ⊢ n

para dizer que (n1, n2, ..., nr) é uma partição de n e p(n) para o número de partições

de n.
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Definição 2.2. Sendo λ = (n1, n2, ..., nr) ⊢ n, definimos o diagrama de Young Dλ da

partição λ como sendo o conjunto Dλ = {(i, j) ∈ N× N; 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni}.

Representamos Dλ por n quadrados (células) dispostas em r filas horizontais

(linhas) onde a i-ésima linha é composta por ni quadrados. Da esquerda para a direita

os primeiros quadrados de cada linha aparecem em uma mesma fila vertical (coluna).

Nesta representação gráfica de Dλ, a célula correspondente ao elemento (i, j) ∈ Dλ está

na i-ésima linha e j-ésima coluna. Assim, vamos identificar o elemento (i, j) com a

correspondente célula. Por exemplo, considere λ = (3, 2, 2, 1) uma partição do número

8. O diagrama de Young Dλ é

Dλ =

Observação 2.3. Sejam n e m inteiros positivos, com n ≥ m, λ = (n1, n2, ..., nr) ⊢ n
e µ = (m1,m2, ...,ms) ⊢ m. Dizemos que λ ≥ µ se r ≥ s e n1 ≥ m1, ..., ns ≥ ms. Em

termos de diagramas de Young, temos que λ ≥ µ se, e somente se, Dµ ⊆ Dλ.

Definição 2.4. Sejam n ∈ N e λ = (n1, n2, ..., nr) ⊢ n. Definimos uma tabela de

Young do diagrama Dλ como sendo uma função bijetora T : Dλ −→ In. Dizemos que

uma tabela de Young T é standard se satisfaz as seguintes condições:

1. T (i, j) < T (i, j + 1) para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j < ni;

2. T (i, j) < T (i+ 1, j) para 1 ≤ j ≤ n1 e 1 ≤ i < cj, onde cj é o número de células

na j-ésima coluna.

Assim, T é standard se os números em cada linha e em cada coluna de T crescem

da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente.

Exemplo 2.5. Dada λ = (3, 3, 1) ⊢ 7, considere a seguinte tabela de Young associada

ao diagrama Dλ

T(3,3,1) =

1 3 5

2 4 6

7
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Observe que esta é uma tabela standard. Considerando agora µ = (4, 3, 1) ⊢ 8 e a

tabela dada por

T(4,3,1) =

1 3 5 6

2 7 4

8

temos que T(4,3,1) não é standard.

Para cada λ ⊢ n existem n! tabelas distintas associadas ao diagrama de Young

Dλ, e entre elas as tabelas standard têm um papel importante em nosso estudo, como

veremos adiante. Por isso é importante saber quantas tabelas standard existem. Uma

forma de calcular esse número é através da fórmula do gancho.

Definição 2.6. Para qualquer célula (i0, j0) ∈ Dλ, definimos o gancho de (i0, j0) como

sendo o conjunto

{(i0, j); j0 ≤ j ≤ ni0} ∪ {(i, j0); i0 ≤ i ≤ cj0}

Observe que o gancho (i0, j0) do diagrama Dλ é exatamente o conjunto das células

da linha i0 que estão à direita da célula (i0, j0) (incluindo a célula (i0, j0)) e as células

da coluna j0 que estão abaixo da célula (i0, j0). A figura abaixo representa o gancho

(2,2) do diagrama Dλ, onde λ = (4, 3, 3, 2, 1) ⊢ 13.

Dλ =

X X

X

X

Considerando hi0j0 como sendo o número de células, ou tamanho, do gancho

(i0, j0), não é dif́ıcil ver que

hi0j0 = ni0 − (j0 − 1) + cj0 − (i0 − 1)− 1 = ni0 + cj0 − i0 − j0 + 1 (2.1)

Teorema 2.7 (Fórmula do Gancho). Sendo n ∈ N, λ = (n1, n2, ..., nr) uma partição

de n e ST (λ) o número de tabelas standard do diagrama Dλ, temos

ST (λ) =
n!

∏

(i,j)∈Dλ

hij
.
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Demonstração. [4], Caṕıtulo VI, §3, página 211.

Definição 2.8. Sejam λ = (n1, n2, ..., nr) ⊢ n e Tλ = (aij)(i,j)∈Dλ
uma tabela de Young

associada a λ. Definimos:

i) o estabilizador-linha de Tλ como sendo o grupo

RTλ = {σ ∈ Sn | σ(L) = L para toda linha L de T}

ii) o estabilizador-coluna de Tλ como sendo o grupo

CTλ = {σ ∈ Sn | σ(C) = C para toda linha C de T}

Dessa forma RTλ é o subgrupo de Sn de todas as permutações que estabilizam

as linhas de Tλ. Analogamente, CTλ é o subgrupo de Sn de todas as permutações que

estabilizam as colunas de Tλ.

Denotaremos por Sk(a1, a2, ..., ak) o grupo simétrico Sk sobre o conjunto

{a1, a2, ..., ak}. Assim, sendo Tλ = (aij)(i,j)∈Dλ
uma tabela de Young associada a

partição λ. Para 1 ≤ l ≤ r, considere

Hl = {σ ∈ Sn | σ(aij) = aij, para i 6= l}.

Então Hl ≃ Snl
(al1, al2, ..., alnl

) e

RTλ = H1H2...Hr ≃ Sn1(a11, a12, ..., a1n1)× ...× Snr
(ar1, ar2, ..., arnr

).

Analogamente, para 1 ≤ t ≤ n1 considere

Kt = {σ ∈ Sn | σ(aij) = aij, para j 6= t}.

Então Kt ≃ Sct(a1t, a2t, ..., actt) e

CTλ = K1K2...Kn1 ≃ Sc1(a11, a21, ..., ac11)× ...× Scs(a1cs , a2cs , ..., acss).

Definição 2.9. Para cada tabela de Young Tλ definimos

eTλ =
∑

σ∈RTλ
γ∈CTλ

(−1)γσγ ∈ KSn.
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Lema 2.10. Sejam λ ⊢ n, T uma tabela de Young associada a λ e α ∈ KSn, então
existe γ ∈ K tal que eTαeT = γeT .

Demonstração. Ver [4], Cap IV, §2.

Segue deste lema que eTλ é um idempotente essencial de KSn, ou seja, e2Tλ = aeTλ

com a ∈ K. Além disso, mostra-se que a 6= 0 (veja [6], página 195).

Sendo σ ∈ Sn, definimos σT como sendo a composta σ ◦ T : Dλ −→ In, que é

também uma tabela de Young do diagrama Dλ. Observe que dadas tabelas de Young

T1 e T2 do mesmo diagrama Dλ, então existe σ ∈ Sn tal que T2 = σT1. Por exemplo,

considere as tabelas de Young

T1 =

4 3 7 8

6 10 9

1 5

2

e T2 =

1 4 3 2

5 6 7

9 10

8

Então σ = (1 9 7 3 4)(2 8)(5 10 6) ∈ S10 é tal que T2 = σT1.

Observação 2.11. Sejam T uma tabela de Young associada à partição λ de n e σ ∈ Sn.
É fácil mostrar que RσT = σRTσ

−1 e CσT = σCTσ
−1, e assim eσT = σeTσ

−1.

Para cada tabela de Young T defina

MT = KSneT = {αeT | α ∈ KSn}.

Claramente MT é um ideal à esquerda de KSn e assim é um submódulo de KSn, visto

como um Sn-módulo.

Exemplo 2.12. Considere n ∈ N, n ≥ 2, e as tabelas de Young

T1 = 1 2 ... n e T2 =

1

2
...

n

.

Temos RT1 = CT2 = Sn e CT1 = RT2 = {Id} e assim
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eT1 =
∑

σ∈Sn

σ e eT2 =
∑

µ∈Sn

(−1)µµ

Dado α ∈ Sn, temos

αeT1 = α
∑

σ∈Sn

σ =
∑

σ∈Sn

ασ = eT1

e

αeT2 = α
∑

µ∈Sn

(−1)µ =
∑

µ∈Sn

(−1)µαµ = (−1)α
∑

µ∈Sn

(−1)α(−1)µαµ = (−1)αeT2

Assim, MT1 = 〈eT1〉 e MT2 = 〈eT2〉, ou seja, MT1 e MT2 têm dimensão 1. Além

disso, MT1 é o Sn-módulo correspondente à representação trivial de grau 1 e MT2 é o

Sn-módulo correspondente à representação sinal.

Proposição 2.13. Sejam n ∈ N, λ, λ1, λ2 ⊢ n e T, T1, T2 tabelas de Young dos diagra-

mas Dλ, Dλ1 , Dλ2, respectivamente. Então:

a) MT é um Sn-módulo irredut́ıvel.

b) MT1 e MT2 são isomorfos se, e somente se, λ1 = λ2.

Demonstração. Ver [4], Teoremas 3.1 e 3.2, Cap. IV, §3.

Segue da proposição acima que o número de K-representações irredut́ıveis não

equivalentes de Sn é maior ou igual a p(n). Mas, pela Proposição 1.82, temos que o

número de K-representações irredut́ıveis não equivalentes de Sn é menor ou igual p(n).

Como o número de classes de conjugação do grupo Sn é igual a p(n), temos portanto que

o número de K-representações irredut́ıveis não equivalentes de Sn, e consequentemente

o número de submódulos irredut́ıveis de KSn, a menos de isomorfismo, é igual a p(n).

Desta maneira, podemos indexar os Sn-módulos irredut́ıveis não isomorfos pelas

partições de n. Seja Mλ o Sn-módulo irredut́ıvel correspondente à partição λ de n.

Vamos denotar por χλ o seu caracter e dλ = χλ(1) o seu grau.

Pelo Teorema 1.80 temos que todo Sn-módulo irredut́ıvel é isomorfo a um ideal

minimal a esquerda de KSn. Para cada λ ⊢ n denotamos por Iλ a soma de todos os

ideais minimais à esquerda de KSn isomorfos (como Sn-módulos) a Mλ. Sendo T uma

tabela de Young do diagrama Dλ temos Iλ =MTKSn.
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Proposição 2.14. Sejam K um corpo de caracteŕıstica zero e n ≥ 1. Então Iλ é um

ideal bilateral minimal de KSn e

KSn =
⊕

λ⊢n

Iλ.

Além disso, Iλ = KSneλ, onde eλ =
∑

σ∈Sn

χλ(σ)σ.

Demonstração. Veja o Teorema 1.81. Para a última afirmação, veja [24], Proposição

8.15, página 127.

A proposição a seguir relaciona o grau de χλ como o número de tabelas standard

associadas à partição λ e expressa o ideal bilateral Iλ como soma direta de ideais

minimais à esquerda de KSn.

Proposição 2.15. Sejam λ uma partição de n e T1, T2, ..., TST (λ) as tabelas de Young

standard associadas a λ. Então, dλ = ST (λ) e o ideal bilateral minimal de KSn

correspondente a λ tem a seguinte decomposição

Iλ =

dλ⊕

i=1

KSneTi .

Demonstração. Ver [4], Teorema 4.6, página 121.

Segue então da fórmula do gancho e da Proposição 2.15 que

dλ =
n!

∏

(i,j)∈Dλ

hij
. (2.2)

Além disso, pelas Proposições 2.14 e 2.15, temos

KSn =
⊕

λ⊢n

Tλ standard

KSneTλ . (2.3)

Sejam λ ⊢ n e T1, T2, ..., Tdλ as distintas tabelas standard associadas a λ. Pela

Proposição 2.13, temos

Mλ ≃ KSneT1 ≃ KSneT2 ≃ ... ≃ KSneTdλ .
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Então Iλ ≃ dλMλ = Mλ ⊕Mλ ⊕ ...⊕Mλ
︸ ︷︷ ︸

dλvezes

e assim, por (2.3), KSn ≃
⊕

λ⊢n dλMλ.

Portanto,

χKSn
=

∑

λ⊢n

dλχλ. (2.4)

Observação 2.16. Seja M um Sn-módulo e considere M ≃⊕λ⊢n tλMλ uma decom-

posição de M em soma de submódulos irredut́ıveis. Se M1 e M2 são submódulos de M

tais que M =M1⊕M2 e M1 ≃
⊕

λ⊢n nλMλ e M2 ≃
⊕

λ⊢n lλMλ, então pela Proposição

1.78 devemos ter tλ = nλ + lλ. Particularmente, se M = KSn, então nλ + lλ = dλ.

Se M1 não possui submódulo minimal isomorfo a Mλ, ou equivalentemente, se

nλ = 0, então M2 contém todos os submódulos minimais de M isomorfos a Mλ. De

fato, seja N um submódulo irredut́ıvel arbitrário isomorfo aMλ e suponha que N *M2.

EntãoM2∩N = {0} e dáı N⊕M2 é um submódulo deM . TomandoM3 um submódulo

de M tal que M = (N ⊕M2)⊕M3, temos um absurdo, pois a multiplicidade de χλ em

χN⊕M2 = tλ + 1. Logo, N ⊆M2.

Sejam λ ⊢ n, ρλ a representação irredut́ıvel de Sn associada a λ e

Mλ =

{αeT | α ∈ KSn} (onde T é uma tabela de Young associada a λ) um Sn-módulo irre-

dut́ıvel associado a ρλ. Considere EndKSn
Mλ o conjunto de todos osKSn-endomorfismos

deMλ. Sabemos que γIdMλ
∈ EndKSn

, para todo γ ∈ K. Sendo agora ϕ ∈ EndKSn
Mλ

e α ∈ KSn tal que ϕ(eT ) = αeT , temos

ϕ(eT ) = ϕ(eT eT ) = eTϕ(eT ) = eTαeT = γeT

para algum γ ∈ K, pelo Lema 2.10. Assim, dado x = βeT ∈Mλ, para algum β ∈ KSn,
temos

ϕ(x) = ϕ(βeT ) = βϕ(eT ) = γβeT = γx

Logo, ϕ = γIdMλ
. Portanto, EndKSn

Mλ = {γIdMλ
| γ ∈ K}. Segue então do Teorema

1.91 que toda representação irredut́ıvel de Sn sobre um corpo de caracteŕıstica 0 é

absolutamente irredut́ıvel. Ou seja, todo corpo de caracteŕıstica 0 é um corpo de

decomposição de Sn.

47



Teorema 2.17. Sejam χ um caracter de Sn e χ1, χ2, ..., χm os K-caracteres irredut́ıveis

de Sn. Considere a decomposição de χ em soma de caracteres irredut́ıveis

χ = n1χ1 + n2χ2 + ...+ nmχm.

Então, 〈χ, χi〉Sn
= ni.

Demonstração. Pelos Teoremas 1.87 e 1.92, temos que

〈χi, χi〉Sn
= 1 e 〈χi, χj〉Sn

= 0 para i 6= j

Então

〈χ, χi〉Sn
= 〈n1χ1 + n2χ2 + ...+ nmχm, χi〉Sn

= n1 〈χ1, χi〉Sn
+ n2 〈χ2, χi〉Sn

+ ...+ nm 〈χm, χi〉Sn

= ni 〈χi, χi〉Sn
= ni

2.2 Codimensão e Cocaracter

Como foi visto na Seção 1.3, o espaço Pn dos polinômios multilineares em n

variáveis pode ser visto como um Sn-módulo através do produto definido em (1.2).

Além disso, pelo Exemplo 1.52, Pn é isomorfo, como Sn-módulo, a KSn, e assim a

representação linear associada ao Sn-módulo Pn é equivalente à representação regular

à esquerda. Temos então que o caracter de Pn é dado por

χPn
=
∑

λ⊢n

dλχλ.

Considere A uma álgebra associativa e T (A) o T -ideal das suas identidades poli-

nomiais. Dados f(x1, x2, ..., xn) ∈ Pn ∩ T (A) e σ ∈ Sn então

σ · f(x1, x2, ..., xn) = f(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) ∈ Pn ∩ T (A)

ou seja, Pn ∩ T (A) é um submódulo do Sn-módulo Pn. Assim, podemos construir o

módulo quociente

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ T (A)
.
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Definição 2.18. Para cada n ∈ N definimos a n-ésima codimensão de A, denotada por

cn(A), como sendo a dimensão (como K-espaço vetorial) do módulo quociente Pn(A),

ou seja,

cn(A) = dimPn(A) = dim
Pn

Pn ∩ T (A)
.

A sequência (cn(A))n∈N é chamada de sequência de codimensões de A.

Como dim(Pn ∩ T (A)) = n!− cn(A) segue que A é uma PI-álgebra se, e somente

se, cn(A) < n! para algum n > 1.

Exemplo 2.19. Sejam A uma álgebra nilpotente e m ∈ N tal que Am = 0. Então

x1x2...xm = 0 é uma identidade para A. Assim, todo polinômio multilinear com grau

maior ou igual a m é uma identidade para A. Logo, Pn ∩T (A) = Pn para todo n ≥ m,

e dáı cn(A) = 0 para n ≥ m.

Exemplo 2.20. Se A é uma álgebra comutativa, então cn(A) ≤ 1 para todo n ≥ 1. De

fato, como vimos no Exemplo 1.24, [x1, x2] ∈ T (A). Como xi1xi2 = xi2xi1 + [xi1 , xi2 ],

então xi1xi2 ≡ xi2xi1(mod Pn ∩ T (A)). Assim, para todo σ ∈ Sn, temos que

xσ(1)xσ(2)...xσ(n) ≡ x1x2...xn(mod Pn ∩ T (A))

Dado f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

xσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn, temos

f(x1, x2, ..., xn) ≡ λx1x2...xn(mod Pn ∩ T (A)), com λ ∈ K

Logo, x1x2...xn gera Pn(A) como espaço vetorial. Portanto,

cn(A) = dimPn(A) ≤ 1

Se A é unitária, então x1x2...xn /∈ T (A). Assim, x1x2...xn 6= 0 em Pn(A) e dáı,

cn(A) = 1.

Exemplo 2.21. ([15], Teorema 4.1.5) Sendo E a álgebra de Grassmann, temos que

para todo n ∈ N

cn(E) = 2n−1.

Exemplo 2.22. ([8], Teorema 5.1.2) A álgebra U2(K) das matrizes triangulares supe-

riores sobre o corpo K tem a sequência de codimensões dada por

cn(U2(K)) = 2n−1(n− 2) + 2.
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Um resultado importante no estudo das codimensões de uma PI-álgebra deve-se a

Regev e a Latyshev. Em 1972, Regev [29] demonstrou que a sequência de codimensões

de uma PI-álgebra A é exponencialmente limitada, ou seja, se A satisfaz uma identidade

de grau d, então cn(A) ≤ (3 · 4d−3)n para todo n ∈ N. Posteriormente, Latyshev [25]

melhorou essa estimativa com o seguinte resultado:

Teorema 2.23 (Regev - Latyshev). Se uma álgebra A satisfaz uma identidade de grau

d ≥ 1, então cn(A) ≤ (d− 1)2n para todo n ∈ N.

Demonstração. Ver [15], página 95.

Definição 2.24. O caracter do Sn-módulo Pn(A) é chamado de n-ésimo cocaracter

de A e é denotado por χn(A). A sequência (χn(A))n∈N é chamada de sequência de

cocaracteres de A.

Denotando por χλ o Sn-caracter irredut́ıvel associado à partição λ de n, temos

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ, (2.5)

onde mλ é a multiplicidade do caracter χλ em χn(A), que é exatamente o número de

Sn-módulos irredut́ıveis isomorfos a Mλ na decomposição de Pn(A). Assim, a n-ésima

codimensão de A é dada por

cn(A) = dimPn(A) =
∑

λ⊢n

mλdλ. (2.6)

Definição 2.25. O número

ln(A) =
∑

λ⊢n

mλ

é chamado de n-ésimo cotamanho de A.

Em outras palavras, ln(A) conta o número de Sn-módulos irredut́ıveis que apare-

cem na decomposição de Pn(A).

Seja V uma variedade e A uma álgebra tal que V = var(A), definimos

cn(V) = cn(A), χn(V) = χn(A) e ln(V) = ln(A).

Sejam λ ⊢ n e Tλ uma tabela de Young associada a λ. O próximo lema garante

que qualquer Sn-módulo irredut́ıvel cujo caracter é χλ é gerado por um elemento do

tipo eTλm, para m ∈M . Essa caracterização será muito importante para os próximos

resultados dessa seção.
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Lema 2.26. Sejam µ ⊢ n e M um Sn-módulo irredut́ıvel tal que χM = χµ. Então

existe algum m ∈ M e alguma tabela de Young T1 associada à partição µ tal que

M = KSneT1m. Além disso, para qualquer tabela Tµ associada a µ, existe m′ ∈M tal

que M = KSneTµm
′.

Demonstração. Por (2.3) temos que KSn =
⊕

λ⊢n

Tλ standard
KSneTλ . Sendo M um

Sn-módulo temos que KSnM =M . Dáı, devemos ter eT1 ·m 6= 0 para algum m ∈M e

alguma tabela de Young T1 associada a alguma partição λ de n. ComoKSneT1 ·m 6= {0}
é um submódulo de M e M é irredut́ıvel, devemos ter KSneT1 ·m =M .

Defina agora a aplicação

ϕ : KSneT1 −→ M

α 7−→ ϕ(α) = αm.

Claramente ϕ é um homomorfismo não nulo de Sn-módulos. Segue da irredutibilidade

de M e KSneT1 que ϕ é um isomorfismo. Pela Proposição 1.84 devemos ter

χλ = χKSneT1
= χM = χµ

Portanto, λ = µ.

Seja agora Tµ uma tabela de Young associada a µ. Considere σ ∈ KSn tal que

T1 = σTµ. Pela Observação 2.11 temos que eT1 = σeTµσ
−1. Tomando m′ = σ−1m,

temos que M = KSneTµm
′.

Como uma consequência imediata do lema anterior obtemos o seguinte resultado.

Proposição 2.27. Para todo f ∈ Pn existe um conjunto finito de polinômios multili-

neares g1, g2, ..., gr ∈ Pn e partições λ1, λ2, ..., λr de n tais que

KSnf = KSneTλ1g1 + ...+KSneTλr gr

Demonstração. Considere o Sn-módulo M = KSnf e sua decomposição em Sn-

módulos irredut́ıveis, M = M1 ⊕M2 ⊕ ... ⊕Mr. Pelo Lema 2.26 existem g1 ∈ M1, ...,

gr ∈Mr e tabelas de Young Tλ1 , ..., Tλr tais que M1 = KSneTλ1g1, ...,Mr = KSneTλr gr.

Portanto, KSnf = KSneTλ1g1 + ...+KSneTλr gr.
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Vamos agora apresentar dois resultados que ajudam a determinar a multiplicidade

mλ em (2.5).

Sejam X = {x1, x2, ...} e Y = {y1, y2, ...} conjuntos enumeráveis de variáveis e A

uma PI-álgebra. Considere o homomorfismo

Φ : K 〈X〉 −→ K 〈Y 〉
T (A)

xi 7−→ Φ(xi) = yi

Se f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ T (A), então

Φ(f(x1, x2, ..., xn)) = f(y1, y2, ..., yn) = f(y1, y2, ..., yn) = 0.

Logo, T (A) ⊆ KerΦ e portanto Φ induz o homomorfismo

ϕ :
K 〈X〉
T (A)

−→ K 〈Y 〉
T (A)

xi 7−→ ϕ(xi) = Φ(xi) = yi

.

Observe agora que pelo Segundo Teorema de Isomorfismo temos

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ T (A)
≃ Pn + T (A)

T (A)
⊂ K 〈X〉

T (A)

Sendo ψ o isomorfismo natural entre Pn(A) e
Pn + T (A)

T (A)
, então ψ(Pn(A)) ⊂

K 〈X〉
T (A)

.

Por simplicidade de notação, vamos identificar Pn(A) com ψ(Pn(A)).

Escrevendo Pn(A) como soma direta de submódulos irredut́ıveis, temos que nesta

decomposição aparecem exatamente mλ submódulos isomorfos a Mλ. Considerando

então o submódulo Wλ ≃ mλMλ de Pn(A), temos que o caracter de Wλ é dado por

χWλ
= mλχλ.

Teorema 2.28. Seja A uma PI-álgebra com n-ésimo cocaracter dado em (2.5). Sejam

λ = (n1, n2, ..., nk) ⊢ n e Wλ um Sn-submódulo de Pn(A) com caracter χWλ
= mλχλ.

Se

ϕ :
K 〈X〉
T (A)

−→ K 〈Y 〉
T (A)

é um homomorfismo tal que

ϕ(x1) = ... = ϕ(xn1) = y1

ϕ(xn1+1) = ... = ϕ(xn1+n2) = y2
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...

ϕ(xn1+...+nk−1+1) = ... = ϕ(xn) = yk

onde xi = xi + T (A) e yi = yi + T (A), i = 1, 2, ..., k, então mλ = dimϕ(W ′
λ), onde

W ′
λ = ψ(Wλ).

Demonstração. [15], Teorema 2.4.4, pag 54.

Antes de apresentarmos o segundo resultado, precisaremos da seguinte observação

que nos dá uma decomposição do Sn-módulo Pn.

Observação 2.29. Sendo A uma PI-álgebra, já vimos que Pn ∩ T (A) um submódulo

de Pn e assim, pelo Teorema de Maschke, existe um submódulo J de Pn tal que

Pn = (Pn ∩ T (A))⊕ J.

Além disso, por (Pn∩T (A))∩J = {0} e pelo Segundo Teorema de Isomorfismo, temos

Pn(A) =
(Pn ∩ T (A)) + J

Pn ∩ T (A)
≃ J

(Pn(A) ∩ T (A)) ∩ J
≃ J,

e assim χn(A) = χJ .

Teorema 2.30. Sejam A uma PI-álgebra, n ∈ N e µ ⊢ n. Considere

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ.

São equivalentes:

i) mµ = 0;

ii) eTf ∈ T (A) para quaisquer f ∈ Pn e T tabela de Young associada à partição µ.

Demonstração. Seja J um submódulo de Pn tal que Pn = (Pn ∩ T (A)) ⊕ J . Pela

Observação 2.29, J é isomorfo a Pn(A) e assim χJ = χn(A). Se mµ = 0, então J

não possui nenhum submódulo isomorfo a KSneT , onde T é alguma tabela de Young

associada a partição µ.

Supondo agora que eT · h 6= 0 para algum h ∈ J , a aplicação

ϕ : KSneT −→ KSneT · h
α 7−→ ϕ(α) = α · h
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é um isomorfismo de Sn-módulos, o que é um absurdo pois KSneT · h ⊂ J . Logo,

eT · h = 0, para todo h ∈ J . Considerando agora f ∈ Pn, temos f = g + h, com

g ∈ (Pn ∩ T (A)) e h ∈ J . Dáı,

eTf = eT g + eTh = eT g ∈ Pn ∩ T (A)

e portanto eTf ∈ T (A) para qualquer f ∈ Pn.
Suponha agora que mµ 6= 0. Então J possui algum submódulo minimal N com

caracter χN = χµ. Pelo Lema 2.26, existe f ∈ N tal que N = KSneTf para al-

guma tabela de Young T associada à partição µ. Como N 6= 0, temos eTf 6= 0, e

por (Pn(A) ∩ T (A)) ∩ J = {0} devemos ter eTf /∈ (Pn(A) ∩ T (A)) ∩ J . Portanto,

eTf /∈ T (A).

Definição 2.31. Dados inteiros l, d ≥ 0 definimos o gancho infinito H(d, l) como

sendo

H(d, l) = {(i, j) ∈ N× N; i ≤ d ou j ≤ l}

H(d, l) tem a seguinte representação gráfica

↑
d

↓

← l →

Sendo λ = (n1, n2, ..., nr) ⊢ n, temos que Dλ ⊂ H(d, l) se, e somente se, a célula

(d+1, l+1) /∈ Dλ. Em outras palavras, Dλ ⊂ H(d, l) se, e somente se, D((l+1)d+1) * Dλ,

ou seja, Dλ não contem um diagrama retangular (d+ 1)× (l + 1).

Dizemos que uma partição λ pertence a H(d, l), e escrevemos λ ∈ H(d, l), se o

diagrama de Young Dλ associado a λ está contido em H(d, l). Se M é um Sn-módulo

com caracter χM =
∑

λ⊢n

mλχλ, escrevemos χM ⊆ H(d, l) se λ ∈ H(d, l) para toda

partição λ tal que mλ 6= 0.

54



Definição 2.32. Sendo f = f(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yk), dizemos que:

i) f é alternado no conjunto de variáveis x1, x2, ..., xn se

f(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn, y1, ..., yk) = −f(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn, y1, ..., yk)

para quaisquer i, j ∈ {1, 2, ..., n} com i 6= j. Se f é alternado em todas as variáveis

diremos apenas que f é alternado.

ii) f é simétrico no conjunto de variáveis x1, x2, ..., xn se

f(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn, y1, ..., yk) = f(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn, y1, ..., yk)

para quaisquer i, j ∈ {1, 2, ..., n}. Se f é simétrico em todas as variáveis diremos

apenas que f é simétrico.

Exemplo 2.33. O polinômio f(x1, x2) = [x1, x2] é alternado. Mais geralmente, o

polinômio standard sn(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2)...xσ(n) é alternado.

O lema a seguir traz um resultado bastante técnico que será usado nas próximas

seções.

Lema 2.34. Sejam λ ⊢ n, Tλ uma tabela de Young associada a λ e f = eTλg onde g =

g(x1, x2, ..., xn) é um polinômio multilinear nas variáveis x1, x2, ..., xn. Se λ ∈ H(d, l),

então existem uma decomposição de {x1, x2, ..., xn} em uma união disjunta

{x1, x2, ..., xn} = X1 ∪ ... ∪Xd′ ∪ Y1 ∪ ... ∪ Yl′ (2.7)

com d
′ ≤ d, l

′ ≤ l, e um polinômio multilinear f
′
= f

′
(x1, ..., xn) tais que

i) f
′
é simétrico em cada conjunto de variáveis Xi, 1 ≤ i ≤ d

′
;

ii) f
′
é alternado em cada conjunto de variáveis Yj, 1 ≤ j ≤ l

′
;

iii) KSnf = KSnf
′
;

iv) os inteiros d
′
, l

′
, |X1|, ..., |Xd′ |, |Y1|, ..., |Yl′ | são unicamente determinados por λ e

não dependem da escolha da tabela Tλ;

v) a decomposição em (2.7) é unicamente definida por Tλ e não depende de g.
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Demonstração. Ver [15], Lema 2.5.6, página 60.

A condição (iii) do teorema anterior garante que os polinômios f e f
′
são equi-

valentes como identidades, ou seja, f ∈ 〈f ′〉T e f ′ ∈ 〈f〉T . De fato, se KSnf = KSnf
′,

então existem α, β ∈ KSn tais que f = αf ′ e f ′ = βf . Donde, f ∈ 〈f ′〉T e f ′ ∈ 〈f〉T .

Definição 2.35. Seja A uma PI-álgebra. Dizemos que a sequência de cocaracteres de

A tem altura limitada por d se o n-ésimo cocaracter de A é dado por

χn(A) =
∑

λ⊢n

h(λ)≤d

mλχλ

Isto equivale a dizer que χn(A) ⊆ H(d, 0) para todo n ∈ N. Observe que H(d, 0) é

representado graficamente por uma faixa horizontal de altura d como na figura abaixo:

↑
d

↓

Exemplo 2.36. Se A é uma álgebra que satisfaz a identidade de Capelli de altura m,

então a sequência de cocaracteres de A tem altura limitada por m−1. Um justificativa

para esse fato, demonstrado primeiramente por Regev [30] em 1979, será vista no

caṕıtulo 4.

Como vimos no Caṕıtulo 1, se A é uma álgebra de dimensão finita igual a k,

então A satisfaz a identidade de Capelli de altura k+1, e assim, pelo exemplo anterior,

temos o seguinte teorema.

Teorema 2.37. Seja A uma álgebra de dimensão finita igual a k, então A tem sequência

de cocaracteres de altura limitada por k, ou seja, seu n-ésimo cocaracter é dado por

χn(A) =
∑

λ⊢n

h(λ)≤k

mλχλ.

2.3 Codimensões e Cocaracteres de algumas álgebras

Usando os resultados apresentados nesse caṕıtulo vamos calcular as codimensões,

cocaracteres e os cotamanhos de algumas álgebras. Os cálculos apresentados aqui
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foram baseados no artigo [11] de Giambruno e La Mattina (2005). No final dessa

seção observaremos uma propriedade satisfeita pelos cocaracteres calculados que em

sua generalidade é o Teorema do Gancho , que será apresentado no próximo caṕıtulo.

Exemplo 2.38. Seja A =










0 a

0 b



 ; a, b ∈ K






. Então para todo n > 1 temos:

a) T (A) = 〈x[y, z]〉T ;

b) cn(A) = n;

c) χn(A) = χ(n) + χ(n−1,1);

d) ln(A) = 2.

Sejam Q = 〈x[y, z]〉T . Observando que [A1, A2] =




0 c

0 0



, com c ∈ K, temos

A1[A2, A3] = 0 para quaisquer A1, A2, A3 ∈ A, ou seja, x[y, z] é uma identidade de A.
Assim, Q ⊆ T (A).

Considere β o conjunto dos monômios multilineares

mi = xixi2 ...xin−1 ∈ Pn, com i1 < ... < in−1, para i = 1, 2, ..., n.

Vamos mostrar que β é uma base de Pn módulo T (A) ∩ Pn, ou seja, que β =

{mi ∈ Pn(A) | i = 1, 2, ..., n} é uma base de Pn(A). Como xixj = xjxi + [xi, xj],

então para cada σ ∈ Sn

xσ(1)xσ(2)...xσ(n) = xixi2 ...xin (mod Pn ∩Q)

onde σ(1) = i e i2 < ... < in. Assim, dado f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈

Pn, tem-se

f(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i=1

αimi (mod Pn ∩Q),

ou seja, β gera Pn modulo Pn ∩Q, donde dim(Pn ∩Q) ≥ n!− n.
Considere agora uma combinação linear em Pn(A)

n∑

i=1

αimi = 0.

Assim,

g(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i=1

αimi ∈ T (A)
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Fixando k e substituindo xk = E12 e xi = E22, para i 6= k, temos mk = E12 e mi = 0,

donde

g(E12, E22, ..., E22) = αkE12 = 0

Assim devemos ter αk = 0, para k = 1, 2, ..., n. Logo, β é L.I. em Pn módulo Pn∩T (A),
donde dim(Pn ∩ T (A)) ≤ n! − n ≤ dim(Pn ∩ Q). Como Pn ∩ Q ⊆ Pn ∩ T (A), temos

Pn ∩ Q = Pn ∩ T (A) e assim T (A) = Q (lembrando que charK = 0). Assim, β gera

Pn módulo Pn ∩ T (A) e portanto β é uma base de Pn(A). Como o número total de

polinômios em β é n temos,

cn(A) = dim
Pn

Pn ∩ T (A)
= n

Considere

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ (2.8)

Vamos mostrar que m(n) e m(n−1,1) são não nulos em (2.8).

Se n = 2, então Pn∩T (A) = 0 e assim, pela Observação 2.29, temos Pn ≃ Pn(A).
Como d(2) = d(1,1) = 1 temos

χ2(A) = χ(2) + χ(1,1)

Consideremos então n ≥ 3. Seja (n) ⊢ n e a tabela standard

T(n) = 1 2 · · · n

Temos RT(n)
= Sn e CT(n)

= {Id}, e assim

eT(n)
=

∑

σ∈RT(n)

µ∈CT(n)

(−1)µσµ =
∑

σ∈Sn

σ

Então,

f(x1, x2, ..., xn) = eT(n)
(x1x2...xn)

=
∑

σ∈Sn

σ(x1x2...xn)

=
∑

σ∈Sn

xσ(1)xσ(2)...xσ(n)
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Substituindo agora x1 = E12 e x2 = x3 = ... = xn = E22, temos

f(E12, E22, ..., E22) =
∑

σ∈Sn
σ(1)=1

E12E22...E22 = (n− 1)!E12.

Assim, eT(n)
(x1x2...xn) /∈ T (A) e, pelo Teorema 2.30, temos que m(n) = 1 em (2.8).

Considere agora (n− 1, 1) ⊢ n e a tabela standard

T(n−1,1) =
1 2 · · · n− 1

n

Temos RT(n−1,1)
= {σ ∈ Sn | σ(n) = n} = Sn−1 e CT(n−1,1)

= {Id, (1 n)}, e assim

eT(n−1,1)
=




∑

σ∈Sn−1

σ



 (Id− (1 n))

=
∑

σ∈Sn−1

σ −
∑

σ∈Sn−1

σ(1 n)

Observe agora que se σ =




1 2 · · · n− 1 n

i1 i2 · · · in−1 n



 ∈ RT(n−1,1)
, então

σ(1 n) =




1 2 · · · n− 1 n

n i2 · · · in−1 i1





ou seja, para cada σ ∈ RT(n−1,1)
, temos σ(1 n) = µ, onde µ(1) = n. Considere então

H = {µ ∈ Sn | µ(1) = n}. Assim

eT(n−1,1)
=

∑

σ∈Sn−1

σ −
∑

µ∈H

µ

E dáı, considerando o monômio x1x2...xn ∈ Pn, temos

g1(x1, x2, ..., xn) = eT(n−1,1)
(x1x2...xn)

=




∑

σ∈Sn−1

σ −
∑

µ∈H

µ



 (x1x2...xn)

=
∑

σ∈Sn−1

σ(x1x2...xn)−
∑

µ∈H

µ(x1x2...xn)

=
∑

σ∈Sn−1

xσ(1)...xσ(n−1)xn −
∑

µ∈H

xnxµ(2)...xµ(n)

=
∑

σ∈Sn−1

(xσ(1)xσ(2)...xσ(n−1)xn − xnxσ(1)xσ(2)...xσ(n−1))

=
∑

σ∈Sn−1

[xσ(1)xσ(2)...xσ(n−1), xn]
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Substituindo agora x1 = E12 e x2 = x3 = ... = xn = E22, temos

g1(E12, E22, ..., E22) =
∑

σ∈Sn−1

σ(1)=1

[E12E22...E22, E22]

= (n− 2)![E12, E22]

= (n− 2)!E12 6= 0

Assim, eT(n−1,1)
(x1x2...xn) /∈ T (A) e, pelo Teorema 2.30, temos que m(n−1,1) ≥ 1 em

(2.8).

Usando a fórmula do gancho obtemos que

d(n−1,1) =
n!

n · (n− 2) · · · 1 · 1 = n− 1.

Por (2.6), cn(A) =
∑

λ⊢n

mλdλ e dáı

n = cn(A) ≥ m(n)d(n) +m(n−1,1)d(n−1,1) ≥ 1 + (n− 1) = n

Logo, m(n) = m(n−1,1) = 1 e mλ = 0, para λ diferente de (n) e (n− 1, 1). Portanto,

χn(A) = χ(n) + χ(n−1,1) e ln(A) = 2.

Os cálculos do exemplo a seguir são feitos de modo análogo ao do exemplo ante-

rior.

Exemplo 2.39. Seja B =










a b

0 0



 ; a, b ∈ K






. Então para todo n > 1 temos:

a) T (B) = 〈[x, y]z〉T ;

b) cn(B) = n;

c) χn(B) = χ(n) + χ(n−1,1);

d) ln(B) = 2.

Exemplo 2.40. Seja N =














a b c

0 0 d

0 0 0








; a, b, c, d ∈ K







. Então para cada n > 3,

temos:

a) T (N ) = 〈[x, y]zw〉T ;
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b) cn(N ) = n(n− 1);

c) χn(N ) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,2) + χ(n−2,1,1);

d) ln(N ) = 5.

Dados Ni ∈ N , para i = 1, 2, 3, 4, temos

[N1, N2] =








0 a b

0 0 0

0 0 0







, com a, b ∈ K,

e dáı [N1, N2]N3 = cE13, com c ∈ K. Assim, [N1, N2]N3N4 = 0N . Logo, [x, y]zw é uma

identidade de N . Considerando V a variedade determinada pela identidade [x, y]zw,

temos N ∈ V e T (V) = 〈[x, y]zw〉T . De modo análogo ao exemplo 2.38, temos que os

monômios

mij = xi1xi2 ...xin−2xixj ∈ Pn, com i1 < i2 < ... < in−2, (2.9)

para i, j ∈ {1, 2, ..., n} (i 6= j), geram Pn(V). Como o número total de monômios em

(2.9) é n(n− 1), segue que

cn(V) = dim
Pn

Pn ∩ T (V)
≤ n(n− 1)

Assim, como N ∈ V, temos cn(N ) ≤ cn(V) ≤ n(n− 1).

Considere as partições (n), (n−1, 1), (n−2, 2) e (n−2, 1, 1) de n. Vamos mostrar

que suas multiplicidades são não nulas na decomposição do n-ésimo cocaracter de N .

Considere a partição (n) e a tabela standard

T(n) = 1 2 · · · n

Pelo Exemplo 2.38, temos que

f(x1, x2, ..., xn) = eT(n)
(x1x2...xn) =

∑

σ∈Sn

xσ(1)xσ(2)...xσ(n).

Substituindo cada xi por E11, temos

f(E11, E11, ..., E11) =
∑

σ∈Sn

E11E11...E11 = n!E11 6= 0

Assim, eT(n)
(x1x2...xn) não é uma identidade de N e dáı m(n) = 1.
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Considere agora a partição λ = (n− 1, 1) e a tabela standard

Tλ =
1 2 · · · n− 1

n

Conforme vimos no Exemplo 2.38, eTλ =

(
∑

σ∈Sn

σ

)

(Id− (1 n)) e

g1(x1, x2, ..., xn) = eTλ(x1x2...xn) =
∑

σ∈Sn−1

[xσ(1)xσ(2)...xσ(n−1), xn]

Substituindo as variáveis x1, x2, ..., xn−1 por y1 e xn por y2 em g1(x1, x2, ..., xn), obtemos

o polinômio

f1(y1, y2) = (n− 1)![yn−1
1 , y2].

Substituindo y1 = E11 e y2 = E12, temos

f1(E11, E12) = (n− 1)!(En−1
11 E12 − E12E

n−1
11 ) = (n− 1)!E12 6= 0.

Assim f1, e consequentemente eT(n−1,1)
(x1x2...xn), não é uma identidade para N .

Considere agora

g2(x1, x2, ..., xn) = eTλ(x1x2...xn−2xnxn−1)

=




∑

σ∈Sn−1



 (x1x2...xn−2xnxn−1 − xnx2...xn−2x1xn−1).

Substituindo as variáveis x1, x2, ..., xn−1 por y1 e xn por y2 em g2(x1, x2, ..., xn), obtemos

o polinômio

f2(y1, y2) = (n− 1)!(yn−2
1 y2y1 − y2yn−1

1 )

Fazendo y1 = E11 + E23 e y2 = E12, teremos yn1 = E11, para n > 1, e assim

f2(E11 + E23, E12) = (n− 1)![(E11 + E23)
n−2E12(E11 + E23)− E12(E11 + E23)

n−1]

= (n− 1)![E11E12(E11 + E23)− E12E11]

= (n− 1)!E13 6= 0. (2.10)

Assim, eT(n−1,1)
(x1x2...xn−2xnxn−1) não é uma identidade para N .

Seja M o submódulo de Pn(N ) cujo caracter é χM = mλχλ (veja o parágrafo

anterior ao Teorema 2.28). Considerando N um submódulo de Pn tal que Pn =M⊕N ,
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então N ≃
∑

µ⊢n

µ 6=λ

mµMµ. Dáı, a multiplicidade de Mλ em N é igual a 0. Logo, pela

Observação 2.16, temos que qualquer submódulo com caracter χλ está contido em M .

Sendo M1 = KSneTλ(x1x2...xn), temos que M1 é um Sn-módulo irredut́ıvel com

caracter χM1 = χλ. Considere

M1 =
M1 + (Pn ∩ T (N ))

(Pn ∩ T (N ))
⊂ Pn(N ).

Como vimos acima, eTλ(x1x2...xn) /∈ T (N ) e assim M1 ∩ (Pn ∩ T (N )) = {0}. Segue

então do Segundo Teorema de Isomorfismo que

M1 ≃
M1

M1 ∩ (Pn ∩ T (N))
≃M1

Assim, χM1
= χλ e portanto M1 ⊆M .

Analogamente, considerando M2 = KSneTλ(x1x2...xn−2xnxn−1), temos

M2 =
M2 + (Pn ∩ T (N ))

(Pn ∩ T (N ))
⊆M.

Considere então o homomorfismo

ϕ :
K 〈X〉
T (N )

−→ K 〈Y 〉
T (N )

dado por

ϕ(x1) = ... = ϕ(xn1) = y1 e ϕ(xn) = y2

Então ϕ(g1) = f 1 e ϕ(g2) = f 2. Além disso, f1 e f2 são linearmente independentes.

De fato, considere a combinação linear

α1f 1 + α2f 2 = 0

Então,

α1f1(y1, y2) + α2f2(y1, y2) ∈ T (N )

Fazendo y1 = E11 e y2 = E12, temos

α1f(E11, E12) + α2f(E11, E12) = 0

ou seja,

α1(n− 1)!(En−1
11 E12 − E12E

n−1
11 ) + α2(n− 1)!(En−2

11 E12E11 − E12E
n−1
11 ) = 0
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Logo, α1(n− 1)!E12 = 0 e portanto α1 = 0. Além disso, por (2.10), temos f̄2 6= 0 e dáı

α2 = 0. Segue então do Teorema 2.28 que m(n−1,1) ≥ 2.

Para a partição (n− 2, 2) vamos considerar a tabela standard

T(n−2,2) =
1 2 · · · n− 2

n− 1 n
.

Temos RT(n−2,2)
= Sn−2 e CT(n−2,2)

= {Id, (1 n− 1), (2 n), (1 n− 1)(2 n)}. Assim,

h(x1, ..., xn) = eT(n−2,2)
(x1x2...xn)

=




∑

σ∈Sn−2

σ



 (Id− (1 n− 1)− (2 n) + (1 n− 1)(2 n)) (x1x2...xn)

Substituindo as variáveis x1, x2, ..., xn−2 por y1 e xn−1 e xn por y2 em h(x1, x2, ..., xn),

obtemos o polinômio

h1(y1, y2) = (n− 2)!(yn−2
1 y22 − y2yn−2

1 y2 − y1y2yn−4
1 y2y1 + y22y

n−2
1 ).

Fazendo y1 = E11 e y2 = E12 + E23, temos

h1(E11, E12 + E23) = (n− 2)!E12 6= 0

Logo, eT(n−2,2)
(x1x2...xn) não é uma identidade de N e assim m(n−2,2) ≥ 1.

Finalmente, para a partição (n− 2, 1, 1) considere a tabela standard

T(n−2,1,1) =

1 2 · · · n− 2

n− 1

n

Temos RT(n−2,1,1)
= Sn−2 e CT(n−2,1,1)

= S{1,n−1,n}. Assim,

t(x1, x2, ..., xn) = eT(n−2,1,1)
(x1x2...xn)

=




∑

σ∈Sn−2

σ








∑

µ∈S{1,n−1,n}

(−1)µµ



 (x1x2...xn)

=




∑

σ∈Sn−2

σ








∑

µ∈S{1,n−1,n}

(−1)µxµ(1)x2...xn−2xµ(n−1)xµ(n)
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Substituindo as variáveis x2, ..., xn−2 por y1 em t(x1, x2, .., xn), obtemos o polinômio

h(y1, x1, xn−1, xn) = (n− 3)!
∑

µ∈S{1,n−1,n}

(−1)µxµ(1)yn−3
1 xµ(n−1)xµ(n)

Fazendo então y1 = x1 = E11, xn−1 = E12 e xn = E23, temos

h(E11, E11, E12, E23) = (n− 3)!E13 6= 0,

donde m(n−2,1,1) ≥ 1.

Usando a fórmula do gancho obtemos

• d(n) = 1;

• d(n−1,1) =
n!

n · (n− 2) · · · 2 · 1 = (n− 1);

• d(n−2,1,1) =
n!

n · (n− 3) · · · 2 · 1 · 2 · 1 =
(n− 2)(n− 1)

2
;

• d(n−2,2) =
n!

(n− 1) · (n− 2) · (n− 4) · · · 2 · 1 · 2 · 1 =
n(n− 3)

2
.

Logo,

cn(N ) =
∑

λ⊢n

mλdλ

≥ d(n) + 2d(n−1,1) + d(n−2,1,1) + d(n−2,2)

= 1 + 2(n− 1) +
(n− 2)(n− 1)

2
+
n(n− 3)

2

= n(n− 1)

Segue portanto que cn(N ) = n(n− 1) e var(N ) = V, donde T (N ) = 〈[x, y]zw〉T . Além
disso

χn(N ) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,2) + χ(n−2,1,1) e ln(N ) = 5.

Exemplo 2.41. Seja E a álgebra de Grassmann. Então para todo n > 1 temos:

a) cn(E) = 2n−1;

b) χn(E) =
∑

λ⊢n

λ∈H(1,1)

χλ;

c) ln(E) = n.

65



Os cálculos para a obtenção dos itens (a), (b) e (c) podem ser encontrados em

[15], Teorema 4.1.8 (página 90).

Observe que as álgebras A e B possuem sequência de cocaracteres de altura

limitada por 2, e assim seus cocaracteres estão contidos na faixa horizontal de altura 2.

Além disso, observando a decomposição destes cocaracteres, também é posśıvel ver que

os mesmos estão contidos no gancho H(1, 1). Pelo item (b) do Exemplo 2.41 também

temos que χn(E) ⊂ H(1, 1).

Observando agora a decomposição dos cocaracteres de N vemos que

χn(N ) =
∑

λ⊢n

λ∈H(1,2)

mλχλ

e assim χn(N ) ⊆ H(1, 2) para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo 3

O Teorema do Gancho

Neste caṕıtulo vamos demonstrar o principal resultado desse trabalho, o conhe-

cido Teorema do Gancho. Este teorema nos dá uma restrição sobre os diagramas de

Young para que os Sn-caracteres irredut́ıveis correspondentes apareçam com multiplici-

dade não nula na decomposição dos cocarateres de uma PI-álgebra. Este resultado foi

demonstrado por Amitsur e Regev [3] em 1982. A prova apresentada aqui é diferente

da original e pode ser encontrada em [15]. A prova original será apresentada apenas no

caṕıtulo 4. Também neste caṕıtulo apresentaremos três consequências deste teorema,

entre elas o Teorema de Amitsur sobre potências do polinômio standard.

Em todo este caṕıtulo, K denotará um corpo de caracteŕıstica zero e todas as

álgebras serão consideradas sobre K.

3.1 O Teorema do Gancho

Antes de demonstrar o Teorema do Gancho precisaremos de alguns resultados

técnicos sobre a ação do grupo simétrico sobre o espaço dos polinômios multilineares.

Para demonstrar o primeiro lema vamos precisar da seguinte desigualdade válida para

todo n ∈ N:

n! >
(n

e

)n

. (3.1)

Sua demonstração pode ser feita através de argumentos anaĺıticos e geométricos (para

maiores detalhes veja [9], Seção 2.3).
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Lema 3.1. Sejam d um número real positivo e n = m2 > e4d2, onde e é a base

dos logaritmos naturais. Se λ = (mm) ⊢ n é uma partição quadrada de n, então

degχλ > dn.

Demonstração. Sendo λ = (mm), então Dλ é o diagrama quadrado m×m, ou seja,

Dλ possui m linhas com m células cada. Para cada célula (i0, j0) ∈ Dλ temos que

cj0 = ni0 = m e assim, por (2.1), o tamanho do gancho (i0, j0) é dado por

hi0j0 = 2m− i0 − j0 + 1 < 2m

Sendo p =
∏

(i,j)∈Dλ

hij e m =
√
n, então

p < (2m)n = 2nmn = 2n(
√
n)n = 2nn

1
2
n

Logo, pela fórmula do gancho e por (3.1) temos

degχλ =
n!

p
>

nn

en2nn
1
2
n
=

n
n
2

en2n

Como, por hipótese, n > e4d2, temos

n
n
2 > (e4d2)

n
2 = e2ndn

e portanto

degχλ >
e2ndn

en2n
=
en

2n
dn =

(e

2

)n

dn > dn.

Dados n,m ∈ N, com m < n, é imediato que o grupo Sm é isomorfo ao subgrupo

H = {σ ∈ Sn | σ(i) = i, m < i ≤ n}

de Sn. Existe então existe uma inclusão natural do grupo Sm no grupo Sn. Assim,

dado um polinômio f(x1, x2, ..., xm) ∈ Pm, então em Pn esse polinômio corresponde a

f(x1, x2, ..., xm)xm+1...xn. Nesse caso faz sentido falar no produto αf(x1, x2, ..., xm),

para α ∈ KSn e f ∈ Pm. É nesse sentido que enunciamos o próximo lema.

Lema 3.2. Sejam λ ⊢ n, µ ⊢ m, onde m ≤ n, e suponha que λ ≥ µ. Considere uma

Tabela de Young Tλ tal que os inteiros 1, 2, ...,m são colocados na subtabela Tµ, ou seja,

Tµ : Dµ −→ Im e Tµ é a restrição de Tλ a Dµ. Então na álgebra de grupo KSn, tem-se

eTλ = aeTµb
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com a, b ∈ KSn.

Demonstração. Vimos na Seção 2.1 que RTλ e CTλ são subgrupos de Sn formados

pelas permutações que estabilizam as linhas e as colunas de Tλ, respectivamente. A

partir de Tµ constrúımos os análogos subgrupos RTµ e CTµ de Sm. Claramente temos

que RTµ é subgrupo de RTλ e CTµ é subgrupo de CTλ . Considere as decomposições de

RTλ e CTλ em classes laterais à esquerda e à direita de RTµ e CTµ , respectivamente,

RTλ =
⋃

i τiRTµ e CTλ =
⋃

j CTµσj

Então,

eTλ =




∑

τ∈RTλ

τ








∑

σ∈CTλ

(−1)σσ





=

(
∑

i

τi

)


∑

σ∈RTµ

τ








∑

σ∈CTµ

(−1)σσ





(
∑

j

(−1)σjσj
)

Como

eTµ =




∑

σ∈RTµ

τ








∑

σ∈CTµ

(−1)σσ





temos

eTλ = aeTµb

onde a =
∑

i

τi e b =
∑

j

(−1)σjσj.

Passaremos agora para o principal resultado deste trabalho.

Teorema 3.3 (Teorema do gancho). Se A é uma PI-álgebra, então existem inteiros

d, l ≥ 0 tais que

χn(A) =
∑

λ⊢n

Dλ⊆H(d,l)

mλχλ

para todo n ∈ N.

Demonstração. Seja A uma PI-álgebra. Pelo Teorema 2.23 existe um inteiro positivo

d tal que cn(A) ≤ dn, para todo n ∈ N. Considerando q = d3 e m tal que e2q + 2 ≥
m ≥ e2q + 1, onde e denota a base dos logaritmos naturais, vamos provar que para

qualquer n ∈ N, o n-ésimo cocaracter de A está contido no gancho H(m,m).

69



Suponha por absurdo que existe n ≥ 1 tal que

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ (3.2)

e mµ 6= 0 para alguma partição µ /∈ H(m,m). Como µ não pertence a H(m,m), isto

é, o diagrama de Young Dµ não está contido no gancho H(m,m), então Dµ contém o

diagrama quadrado Dν , onde ν = (mm) ⊢ m2. Temos que µ ≥ ν. Sendo mµ 6= 0, segue

do Teorema 2.30 que existe uma tabela Tµ e um polinômio f ∈ Pn tal que eTµf não é

uma identidade de A. Pela Observação 1.44 podemos supor que existe algum monômio

multilinear m1 = xi1xi2 ...xin tal que eTµm1 /∈ T (A).
Considere σ ∈ Sn tal que a tabela σTµ tem as entradas de 1 a m2 nas posições

do diagrama quadrado Dν . Pela Observação 2.11 temos eσTµ = σeTµσ
−1 e assim

σ−1eσTµσm1 = eTµm1 /∈ T (A). Sendo m′
1 = σm1, temos σ−1eσTµm

′
1 /∈ T (A) e dáı

eσTµm
′
1 /∈ T (A). Segue então do Lema 3.2 que eσTµm

′
1 = aeTνbm

′
1, onde a, b ∈ KSn.

Dessa forma, eTνbm
′
1 não é uma identidade para A. Como bm′

1 ∈ Pn, segue novamente

da Observação 1.44 que existe um monômio m2 = m2(x1, ..., xn) = xj1 ...xjn tal que o

polinômio multilinear eTνm2 não é uma identidade para A. Podemos escrever m2 como

m2 = u0xi1u1xi2u2...uk−1xikuk

onde k = m2, {i1, i2, ..., ik} = {1, 2, ...,m2} e u0, u1, ..., uk não dependem das variáveis

xi1 , ..., xik . Substituindo agora que cada u′js, 0 ≤ j ≤ k, não vazio que aparece em

m2 por uma variável, obtemos um novo monômio m′
2 cujo grau é no mı́nimo m2 (caso

todos os u′js sejam vazios) e no máximo 2m2 + 1 (caso todos os u′js sejam não vazios).

Como eTνm2 não é identidade de A, segue que existem um inteiro m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1

e um monômio multilinear w = w(x1, ..., xt) (do qual m′
2 é consequência) tal que

eTνw /∈ T (A).
Vamos considerar o St-módulo Pt como um Sm2-módulo deixando o Sm2 agir sobre

as m2 variáveis x1, x2, ..., xm2 e fixando as demais. Seja M o Sm2-módulo gerado por

eTνw. Como vimos, M é irredut́ıvel e M ∩ (Pt ∩ T (A)) é um Sm2-submódulo de M .

Dáı,

M ∩ (Pt ∩ T (A)) = 0 ou M ∩ (Pt ∩ T (A)) =M

Mas, como eTνw ∈ M e eTνw /∈ T (A), então M ∩ (Pt ∩ T (A)) 6= M e assim devemos

ter M ∩ (Pt ∩ T (A)) = 0. Segue da última igualdade e do fato de que M + (Pt ∩ T (A))
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é um subespaço de Pt que

dimPt ≥ dim(M + (Pt ∩ T (A)))

ou seja,

t! ≥ dimM + dim(Pt ∩ T (A))

Como ct(A) = t!− dim(Pt ∩ T (A)), segue que

dimM + dim(Pt ∩ T (A)) ≤ t! = ct(A) + dim(Pt ∩ T (A))

e assim, ct(A) ≥ dimM = degχν .

Como ν ⊢ m2 e m2 ≥ (e2q + 1)2 > e4q2, segue do Lema 3.1 que

ct(A) ≥ degχν > qm
2

.

Além disso, por 2m2 + 1 ≥ t temos m2 ≥ t− 1

2
e, lembrando que q = d3,

ct(A) > (d3)
t−1
2

Como t > 3, temos 3t−3
2

> t e assim

ct(A) > (d3)
t−1
2 > dt

o que é um absurdo, pois cn(A) ≤ dn para todo n ∈ N. Portanto, em (3.2) todas as

multiplicidades mµ, com µ /∈ H(m,m), são iguais a zero.

3.2 O Teorema de Amitsur

Como uma primeira consequência do Teorema do Gancho vamos nessa seção

demonstrar o conhecido Teorema de Amitsur que garante que toda PI-álgebra satisfaz

uma potência de um polinômio standard.

Lema 3.4. Seja λ ⊢ (mk) uma partição de n = km e seja T a tabela de Young standard

associada a λ dada abaixo

T =

1 k + 1 · · · (m− 1)k + 1

2 k + 2 · · · (m− 1)k + 2
...

...
. . .

...

k 2k · · · mk

.
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Considere f(x1, x2, ..., xkm) = eT (x1x2...xkm) ∈ Pkm. Então

w(x1, ..., xk) = f(x1, .., xk, x1, ..., xk, ..., x1, ..., xk)

obtido pela substituição xk+i = x2k+i = ... = x(m−1)k+i = xi, i = 1, 2, ..., k, é igual a

(m!)k · smk (x1, x2, ..., xk)

Demonstração. Como CT = K1K2...Km, onde

Kj = {σ ∈ Sn | σ(i) = i, ∀ i ∈ In − {(j − 1)k + 1, ..., jk}} ≃ Sk

(veja Definição 2.8 e os comentários subsequentes), temos

(
∑

µ∈CT

(−1)µµ
)

(x1x2...xn) =
∑

µ1∈K1

...
∑

µm∈Km

(−1)µ1 ...(−1)µmµ1...µm(x1x2...xn)

=
∑

µ1∈K1

...
∑

µm−1∈Km−1

(−1)µ1 ...(−1)µm−1µ1...µm−1

(
∑

µ∈Km

(−1)µmµm(x1x2...xn)
)

=
∑

µ1∈K1

...
∑

µm−1∈Km−1

(−1)µ1 ...(−1)µm−1µ1...µm−1

(
x1x2...x(m−1)ksk(x(m−1)k+1, ..., xn)

)

...

= sk(x1, ..., xk) · sk(xk+1, ..., x2k) · ... · sk(x(m−1)k+1, ..., xmk)

Observe agora que RT = H1H2...Hk, onde

Hj = {σ ∈ Sn | σ(i) = i, ∀ i ∈ In − {j, k + j, ..., (m− 1)k + j}} ≃ Sm.

Então,

f(x1, x2, ..., xn) = eT (x1x2...xn) =
∑

σ∈RT

σ

(
∑

µ∈CT

(−1)µµ(x1x2...xn)
)

=
∑

σ∈RT

σ(sk(x1, ..., xk) · sk(xk+1, ..., x2k) · ... · sk(x(m−1)k+1, ..., xmk))

=
∑

σ∈CT

sk(xσ(1), ..., xσ(k)) · sk(xσ(k+1), ..., xσ(2k)) · ... · sk(xσ(m−1)k+1, ..., xσ(mk))
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Logo,

w(x1, x2, ..., xk) = f(x1, x2, ..., xk, x1, x2, ..., xk, ..., x1, x2, ..., xk)

=
∑

σ∈RT

sk(x1, ..., xk)
m

= (m!)k · smk (x1, x2, ..., xm)

pois |RT | = (m!)k.

Teorema 3.5 (Amitsur). Para qualquer PI-álgebra A existem inteiros k e m tais que

A satisfaz a identidade smk (x1, ..., xk) = 0.

Demonstração. Seja

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ

Pelo Teorema do Gancho existem d, l ≥ 0 tais que mλ = 0 se Dλ * H(d, l). Tomando

então k = d+ 1, m = l+ 1 e µ = (mk) uma partição de mk, temos que Dµ * H(d, l) e

assim mµ = 0. Considere a tabela T dada no lema anterior. Como mµ = 0, segue do

Teorema 2.30 que

f(x1, x2, ..., xmk) = eT (x1x2...xmk) ∈ T (A)

e assim

w(x1, x2, ..., xk) = f(x1, ..., xk, x1, ..., xk, ..., x1, ..., xk) ∈ T (A)

Mas, pelo lema anterior,

w(x1, x2, ..., xk) = (m!)k · smk (x1, x2, ..., xk),

e portanto, como charK = 0,

smk (x1, x2, ..., xk) ∈ T (A).

3.3 Superálgebras Finitamente Geradas

Dada uma superálgebra A = A(0)⊕A(1) podemos, a partir dela, definir uma nova

superálgebra, chamada de envoltória de Grassmann de A, como segue.
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Definição 3.6. Sejam E a álgebra de Grassmann e A = A(0)⊕A(1) uma superálgebra.

A álgebra

G(A) = (A(0) ⊗ E(0))⊕ (A(1) ⊗ E(1))

é chamada de envoltória de Grassmann de A.

Considerando G(A)(0) = A(0) ⊗ E(0) e G(A)(1) = A(1) ⊗ E(1), temos que

G(A) = G(A)(0) ⊕G(A)(1).

Além disso, como A(i)A(j) ⊆ A(i+j) e E(i)E(j) ⊆ E(i+j), para i, j ∈ Z2 temos que

G(A)(i)G(A)(j) = A(i)A(j) ⊗ E(i)E(j) ⊆ A(i+j) ⊗ E(i+j) = G(A)(i+j)

para i, j ∈ Z2. Assim, G(A) é de fato uma superálgebra.

Nesta seção usaremos o Teorema do Gancho para mostrar que dada uma variedade

(ordinária) não trivial de álgebras, existe uma superálgebra finitamente gerada A =

A(0) ⊕ A(1) tal que V é gerada pela envoltória de Grassmann de A. Esse resultado foi

mostrado por Kemer [20] em 1984.

Exemplo 3.7. Considere a álgebra M2(K) e a Z2-graduação dada no Exemplo 1.62.

Como

M2(K)(0) ⊗ E(0) ≃M2(E)
(0) =










a 0

0 d



 ; a, d ∈ E(0)







M2(K)(1) ⊗ E(1) ≃M2(E)
(1) =










0 b

c 0



 ; b, c ∈ E(1)







Temos que

G(M2(K)) = (M2(K)(0) ⊗ E(0))⊕ (M2(K)(1) ⊗ E(1))

≃










a b

c d



 ; a, d ∈ E(0) e b, c ∈ E(1)







Esta última é uma importante PI-álgebra, normalmente denotada por M1,1(E).

Seja K 〈Y, Z〉 a superálgebra associativa livre. Vamos denotar por Pk,m o espaço

dos polinômios multilineares de K 〈Y, Z〉 nas variáveis y1, ..., yk ∈ Y e z1, ..., zm ∈ Z.
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Considere ∼: Pk,m −→ Pk,m o isomorfismo linear definido pela seguinte relação:

dado f ∈ Pk,m, escrevendo f na forma

f =
∑

σ∈Sn
W=(w0,w1,...,wm)

ασ,Ww0zσ(1)w1...wm−1zσ(m)wm

onde w0, w1, ..., wm são monômios em y1, y2, ..., yk e ασ,W ∈ K, tomamos

f̃ =
∑

σ∈Sn
W=(w0,w1,...,wm)

(−1)σασ,Ww0zσ(1)w1...wm−1zσ(m)wm

Claramente temos ˜̃f = f .

Lema 3.8. Sejam A e B álgebras, b1, b2, ..., bn ∈ B elementos que comutam entre si,

a1, a2, ..., an ∈ A e f(x1, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) um polinômio multilinear.

Então

f(a1 ⊗ b1, ..., an ⊗ bn) = f(a1, a2, ..., an)⊗ b1b2...bn

Demonstração. De fato, como os elementos b1, b2, ..., bn são comutativos, temos que

bσ(1)bσ(2)...bσ(n) = b1b2...bn, para toda σ ∈ Sn. Logo,

f(a1 ⊗ b1, ..., an ⊗ bn) =
∑

σ∈Sn

ασ(aσ(1) ⊗ bσ(1))(aσ(2) ⊗ bσ(2))...(aσ(n) ⊗ bσ(n))

=
∑

σ∈Sn

ασ(aσ(1)aσ(2)...aσ(n) ⊗ bσ(1)bσ(2)...bσ(n))

=

(
∑

σ∈Sn

ασaσ(1)aσ(2)...aσ(n)

)

⊗ b1b2...bn

= f(a1, a2, ..., an)⊗ b1b2...bn

A proposição a seguir dá uma relação entre as identidades graduadas de A e de

G(A).

Proposição 3.9. Seja f ∈ Pk,m. Então f é uma identidade Z2-graduada de G(A) se,

e somente se, f̃ é uma identidade Z2-graduada de A.

Demonstração. Considere y1, ..., yk ∈ A(0), z1, ..., zm ∈ A(1) elementos homogêneos

arbitrários A e g1, ..., gk ∈ E(0), h1, ..., hm ∈ E(1) elementos homogêneos arbitrários de

E. Fixe um monômio

w = w(y1, ..., yk, z1, ..., zm) = a0(y1, ..., yk)zσ(1)...am−1(y1, ..., yk)zσ(m)am(y1, ..., yk)
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e considere w o monômio w avaliado em y1⊗ g1, ..., yk ⊗ gk, z1⊗ h1, ..., zm⊗ hm. Como

g1, ..., gk ∈ Z(E) e h1, ..., hm são anti-simétricos em E, temos, pelo Lema 3.8, que

w = a0(y1 ⊗ g1, ..., yk ⊗ gk)(zσ(1) ⊗ hσ(1))...(zσ(m) ⊗ hσ(m))am(y1 ⊗ g1, ..., yk ⊗ gk)

= (a0(y1, ..., yk)zσ(1)a1(y1, ..., yk)...zσ(m)am(y1, ..., yk))⊗ g1...gkhσ(1)...hσ(m)

= (−1)σa0(y1, ..., yk)zσ(1)a1(y1, ..., yk)...zσ(m)am(y1, ..., yk)⊗ g1...gkh1...hm

Dáı,

f(y1 ⊗ g1, ..., yk ⊗ gk, z1 ⊗ h1, ..., zm ⊗ hm) = f̃(y1, ..., yk, z1, ..., zm)⊗ g1...gkh1...hm

e portanto f é uma identidade graduada para G(A) se, e somente se, f̃ é uma identi-

dade graduada para A.

Observação 3.10. Sejam f = f(x1, x2, ..., xn) um polinômio multilinear, K 〈Y, Z〉 a
álgebra associativa livre Z2-graduada e αi = (i1, i2, ..., in) ∈ Z2 × Z2 × ...× Z2

︸ ︷︷ ︸

n vezes

. Para

cada 1 ≤ i ≤ 2n podemos construir o polinômio fi ∈ K 〈Y, Z〉 substituindo em

f = f(x1, x2, ..., xn) a variável xj por yj, se a j-ésima coordenada de αi for 0, ou

por zj, se a j-ésima coordenada de αi for 1.

Sendo A = A(0)⊕A(1) uma superálgebra e a1, a2, ..., an ∈ A, temos ai = a
(0)
i +a

(1)
i ,

com a
(0)
i ∈ A(0) e a

(1)
i ∈ A(1). Dáı,

f(a1, a2, ..., an) =
2n∑

i=1

f(a
(i1)
1 , a

(i2)
2 , ..., a(in)n )

onde αi = (i1, i2, ..., in). Observe que se fi ∈ T2(A), para i = 1, 2, 3, ..., 2n, então

f(a
(i1)
1 , a

(i2)
2 , ..., a

(in)
n ) = 0 e assim f(a1, a2, ..., an) = 0.

Sendo V uma variedade de álgebras, vamos denotar por V∗ a classe de todas as

superálgebras A = A(0) ⊕ A(1) tais que G(A) ∈ V .

Teorema 3.11. Para toda variedade de álgebras V a classe V∗ é uma supervariedade.

Demonstração. Denote por S o conjunto de todas as identidades multilineares de

T (V). Como charK=0, uma álgebra B pertence a V se, e somente se, g é uma iden-

tidade ordinária de B, para todo g ∈ S. Sejam A = A(0) ⊕ A(1) uma superálgebra
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e B = G(A) a envoltória de Grassmann de A. Como vimos B é uma superálgebra

onde B(0) = A(0) ⊗ E(0) e B(1) = A(1) ⊗ E(1). Pela Observação 3.10, temos que B

satisfaz uma identidade multilinear ordinária g = 0 de grau n se, e somente se, B

satisfaz um famı́lia de 2n identidades Z2-graduadas onde cada uma delas é obtida de

g substituindo-se algumas k variáveis, com 0 ≤ k ≤ n, por variáveis de grau par e as

outras n − k por variáveis de grau ı́mpar. Pela Proposição 3.9, temos que B = G(A)

satisfaz uma identidade graduada multilinear f = 0 se, e somente se, A satisfaz a

identidade graduada f̃ = 0.

Sendo então g ∈ S, considere Wg = { ˜fgi; i = 1, 2, 3, ..., 2n} e W = ∪g∈SWg, onde

os g′is são obtidos de g como na Observação 3.10. Então B = G(A) ∈ V se, e somente

se, h é uma identidade graduada de A para todo h ∈ W . Logo, A ∈ V∗ se, e somente

se, W ⊆ T2(A). Portanto, V∗ é a supervariedade determinada por W .

Vimos na Seção 1.3 que toda supervariedade V possui uma superálgebra relativa-

mente livre. Pelo teorema acima, temos que V∗ é uma supervariedade e assim podemos

falar de superálgebra relativamente livre de V∗.

Lema 3.12. Seja

f = f(y11, ..., y
m1
1 , ..., y1k, ..., y

mk

k , z11 , ..., z
r1
1 , ..., z

1
l , ..., z

rl
l )

um polinômio multilinear nas variáveis y11, ..., y
mk

k , z11 , ..., z
rl
l tal que f é simétrico em

cada conjunto de variáveis {y1i , ..., ymi

i ; 1 ≤ i ≤ k} e é alternado em cada conjunto

{z1j , ..., z
rj
j ; 1 ≤ j ≤ l}. Dada uma variedade V, denote por L = L(u1, ..., uk, w1, ..., wl)

a superálgebra relativamente livre da supervariedade V∗, com k geradores livres pares

u1, ..., uk e l geradores livres ı́mpares w1, ..., wl. Considerando todos os yji ’s como

variáveis pares e todos os zji ’s como variáveis ı́mpares, consideremos o polinômio mul-

tilinear Z2-graduado f̃ . Então se

f̃(u1, ..., u1
︸ ︷︷ ︸

m1

, ..., uk, ..., uk
︸ ︷︷ ︸

mk

, w1, ..., w1
︸ ︷︷ ︸

r1

, ..., wl, ..., wl
︸ ︷︷ ︸

rl

) = 0

em L, então f é uma identidade ordinária de V.

Demonstração. Ver [15], Lema 4.8.1, página 110.

Finalmente provaremos o resultado principal dessa seção.
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Teorema 3.13. Para qualquer variedade ordinária não trivial V existe uma superálgebra

finitamente gerada A = A(0) ⊕ A(1) tal que V = var(G(A)). Além disso, como uma

álgebra ordinária, A satisfaz uma identidade polinomial não-trivial.

Demonstração. Pelo Teorema do Gancho existem inteiros não negativos k, l tais que

χn(V) =
∑

λ⊢n

λ∈H(k,l)

mλχλ (3.3)

para todo n ∈ N. Considere a supervariedade V∗ e a superálgebra relativamente livre

L = L(u1, ..., uk, w1, ..., wl) em V∗ com geradores pares u1, ..., uk e geradores ı́mpares

w1, ..., wl. Vamos mostrar que V é gerada por G(L), ou seja, T (V) = T (G(L)).

Como L ∈ V∗, por definição, G(L) ∈ V , e assim T (V) ⊂ T (G(L)). Vamos agora

mostrar que T (G(L)) ⊂ T (V). Seja f ∈ Pn ∩ T (G(L)). Pela Proposição 2.27, f é

equivalente a um sistema finito de identidades do tipo

eTλg ≡ 0 (3.4)

onde g = g(x1, ..., xn) ∈ Pn, λ é uma partição de n e Tλ é uma tabela de Young

associada a λ. Assim, é suficiente mostrar que se f ∈ Pn ∩ T (G(L)) é do tipo (3.4),

então f é uma identidade de V .
Se λ /∈ H(k, l), então mλ = 0 em (3.3), e pelo Teorema 2.30 temos que f = eTλg é

uma identidade de V . Seja agora λ ∈ H(k, l). Pelo Lema 2.34 podemos assumir que f

depende de k′ (com k′ ≤ k) conjuntos de variáveis {y1i , ..., ymi

i }, 1 ≤ i ≤ k
′
, nos quais f

é simétrico, e de l′ (com l′ ≤ l) conjuntos de variáveis {z1j , ..., z
rj
j }, 1 ≤ j ≤ l

′
, nos quais

é alternado. Considere L1 = L1(u1, ..., uk′ , w1, ..., wl′) a superálgebra relativamente livre

na variedade V∗ com geradores pares u1, ..., uk′ e geradores ı́mpares w1, ..., wl′ . Temos

que L1 é a subálgebra de L gerada por {u1, ..., uk′ , w1, ..., wl′}, L(0)
1 ⊆ L(0) e L

(1)
1 ⊆ L(1).

Dáı,

L
(0)
1 ⊗ E(0) ⊆ L(0) ⊗ E(0) e L

(1)
1 ⊗ E(1) ⊆ L(1) ⊗ E(1)

ou seja, G(L1)
(0) ⊆ G(L)(0) e G(L1)

(1) ⊆ G(L)(1). Assim, G(L1) ⊆ G(L), e como

f ∈ T (G(L)), temos f ∈ T (G(L1)).

Vamos então considerar o polinômio

f = f(y11, ..., y
m1
1 , ..., y1k′ , ..., y

mk′

k′ , z11 , ..., z
r1
1 , ..., z

1
l′ , ..., z

rl′
l′ )
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sendo os yji ’s variáveis pares e os z
j
i ’s variáveis ı́mpares. Como f ∈ T (G(L1)) podemos

considerar f como uma identidade Z2-graduada de G(L1). Segue então da Proposição

3.9 que a superálgebra L1 satisfaz a identidade graduada f̃ , e em particular,

f̃(u1, ..., u1
︸ ︷︷ ︸

m1vezes

, ..., uk, ..., uk′
︸ ︷︷ ︸

mk′vezes

, w1, ..., w1
︸ ︷︷ ︸

r1vezes

, ..., wl, ..., wl′
︸ ︷︷ ︸

rl′vezes

) = 0

em L1. Segue então do Lema 3.12 que f é um identidade para V . Logo, T (V) =

T (G(L)) e assim V = var(G(L)).

Resta mostrar que G(L) satisfaz uma identidade ordinária. Como G(L) =

(L(0) ⊗ E(0)) ⊕ (L(1) ⊗ E(1)) é uma PI-álgebra, pois T (G(L)) = T (V), segue que

L(0) ⊗E(0) também é uma PI-álgebra, pois é uma subálgebra de G(L). Observe agora

que L(0)⊗1 = {a⊗1 | a ∈ L(0)} é uma subálgebra de L(0)⊗E(0) isomorfa a L(0). Logo,

L(0) é uma PI-álgebra. Portanto, pela Proposição 1.67, temos que L é uma PI-álgebra.

3.4 Crescimento de Cotamanhos

Nesta seção vamos provar que dada uma variedade não trivial V a sequência de

cotamanhos (ln(V))n∈N é polinomialmente limitada. Este resultado deve-se a Berele e

Regev e foi demonstrado primeiramente em 1983. A demonstração que apresentaremos

aqui foi feita em [15].

Sejam V uma variedade e

χn(V) =
∑

λ⊢n

mλχλ (3.5)

o seu n-ésimo cocaracter. Pelo Teorema do Gancho, existe um gancho infinito H(k, l)

tal que χn(V) ⊆ H(k, l), para todo n ∈ N.

O próximo lema nos da uma limitação para o número de partições λ de n para

as quais mλ é diferente de zero em (3.5). Antes faremos uma observação que será

importante para sua demonstração.

Observação 3.14. Seja λ ⊢ n tal que Dλ ⊂ H(k, l). Então λ está unicamente deter-

minada pelos números de células nas k primeiras linhas e os números de células nas

l primeiras colunas de Dλ. Assim, se λ = (λ1, λ2, ..., λr) ⊢ n e λ ∈ H(k, l), então a
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(k + l)-upla (λ1, λ2, ..., λk, c1, c2, ..., cl), onde cj denota o número de células na j-ésima

coluna de Dλ, determina λ unicamente. Nesta (k+l)-upla estamos considerando cj = 0,

se j > n1 e ni = 0, se i > r,

Lema 3.15. Sejam k e l inteiros não negativos. Então valem:

a) Se n ∈ N, então o número de partições λ ⊢ n tais que Dλ ∈ H(k, l) é menor ou igual

a (n+ 1)k+l.

b) Se V é uma variedade não trivial tal que χn(V) ⊂ H(k, l) para todo n ∈ N, então o

número de partições λ ⊢ n tais que mλ 6= 0 é menor ou igual a (n+ 1)k+l.

Demonstração.

a) Dado n ∈ N, tomemos Hn(k, l) = {λ ⊢ n | λ ∈ H(k, l)}. Considere Un =

{0, 1, 2, ..., n} e λ = (n1, n2, ..., nr) ∈ Hn(k, l). Defina a aplicação

ϕ : Hn(k, l) −→ Uk+l
n = Un × Un × ...× Un

︸ ︷︷ ︸

k+l vezes

λ 7−→ ϕ(λ) = (n1, n2, ..., nk, c1, c2, ..., cl)

onde cj denota o número de células na j-ésima coluna deDλ (consideramos cj = 0,

se j > n1 e ni = 0, se i > r). Pela Observação 3.14, temos que ϕ é injetiva. Assim

|(Hn(k, l))| ≤ |(Uk+l
n )| = (n+ 1)k+l

b) Segue imediatamente do item a).

Considere a supervariedade V∗ correspondente à variedade V e L =

L(u1, ..., uk, w1, ..., wl) uma superálgebra relativamente livre de V∗, onde u1, ..., uk são

os geradores pares e w1, ..., wl os geradores ı́mpares. Segue do Teorema 3.13 que

V = var(G(L)) e L é uma PI-álgebra finitamente gerada. Considere Ln o subespaço de

L definido por

Ln = 〈v1...vi | 1 ≤ i ≤ n〉 (subespaço gerado)
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onde v1, ..., vi ∈ {u1, ..., uk, w1, ..., wl}. Um fato importante sobre a dimensão de Ln é

que existem constantes a e T tais que

dimLn ≤ anT . (3.6)

Para maiores detalhes ver [15], Seção 4.9.

O próximo resultado dá uma limitação para as multiplicidades mλ em (3.5).

Lema 3.16. Seja V uma variedade (ordinária) não trivial. Então existem constantes

a e T tais que a multiplicidade mλ em (3.5) satisfaz a desigualdade

mλ ≤ anT

para todo n ∈ N e para toda λ ⊢ n.

Demonstração. Seja H(k, l) um gancho infinito tal que χn(V) ⊂ H(k, l) para todo

n. Considere L = L(u1, ..., uk, w1, ..., wl) uma superálgebra relativamente livre da su-

pervariedade V∗, onde u1, u2, ..., uk são geradores pares e w1, w2, ..., wl são geradores

ı́mpares, e constantes a e T com em (3.6).

Supondo que existem n e λ ⊢ n tais que mλ > anT ≥ dimLn (Ln como acima),

temos λ ∈ H(k, l), pois mλ > 0. Pela Observação 2.29 temos que

Pn = (Pn ∩ T (V))⊕ J (3.7)

onde J é um submódulo de Pn e J ≃ Pn(V). Dáı χJ = χn(V). Como mλ > anT , então

o Sn-módulo Pn(V), e consequentemente J , possui um submódulo do tipo

M1 ⊕ ...⊕Mq

onde cada Mi é irredut́ıvel, isomorfo a Mλ (e consequentemente com caracter χλ), e

q > anT . Segue de (3.7) que o Sn-módulo Pn possui um submódulo

M1 ⊕ ...⊕Mq ⊕ (Pn ∩ T (V)) (3.8)

Pelo Lema 2.26, existe uma tabela de Young Tλ associada à partição λ tal que cada

módulo Mi, i = 1, 2, ..., q é gerado por um polinômio não nulo do tipo fi = eTλmi,

onde mi ∈ Mi é multilinear. Pelo Lema 2.34 temos que para cada polinômio fi, com

i = 1, 2, ..., q, existe um polinômio multilinear hi onde Mi = KSnfi = KSnhi, assim
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fi e hi são identidades equivalentes. Ainda pelo Lema 2.34 o conjunto de variáveis

{x1, x2, ..., xn} pode ser decomposto em uma união disjunta

Y1 ∪ ... ∪ Yk′ ∪ Z1 ∪ ... ∪ Zl′ (3.9)

onde k
′ ≤ k e l

′ ≤ l, tal que cada hi, com i = 1, 2, ..., q, é simétrico em cada conjunto de

variáveis Yj e alternado em cada conjunto de variáveis Zj, e a decomposição em (3.9)

depende apenas da tabela Tλ. Adicionando alguns conjuntos vazios, se necessário,

podemos supor que k = k
′
e l = l

′
. Vamos denotar por si a cardinalidade do conjunto

Yi, i = 1, 2, ..., k, e por rj a cardinalidade do conjunto Zj, j = 1, 2, ..., l, ou seja,

s1 = |Y1|, ..., sk = |Yk|, r1 = |Z1|, ..., rl = |Zl|.

Por (3.8) temos que (M1 ⊕ ... ⊕ Mq) ∩ (Pn ∩ T (V)) = {0}, e como hi ∈ Mi,

para i = 1, ..., q, então o conjunto {h1, ..., hq} é linearmente independente. Assim, para

quaisquer escalares não todos nulos α1, ..., αq ∈ K, temos α1h1 + ... + αqhq 6= 0 em

M1 ⊕ ...⊕Mq, donde

α1h1 + ...+ αqhq /∈ T (V) (3.10)

Observe agora que o polinômio multilinear α1h1 + ... + αqhq é também simétrico em

cada um dos conjuntos de variáveis Y1, ..., Yk e alternado em cada conjunto Z1, ..., Zl.

Considere então o polinômio

gi = gi(y1, ..., yk, z1, ..., zl) = h̃i(y1, ..., y1
︸ ︷︷ ︸

s1

, ..., yk, ..., yk
︸ ︷︷ ︸

sk

, z1, ..., z1
︸ ︷︷ ︸

r1

, ..., zl, ..., zl
︸ ︷︷ ︸

rl

)

i = 1, 2, ..., q, onde h̃i é obtido de hi (veja seção a anterior), sobre o pressuposto que as

variáveis de Y1 ∪ ... ∪ Yk são variáveis pares e as variáveis de Z1 ∪ ... ∪ Zl são ı́mpares.

Como o grau total de cada gi é igual a n = s1 + ...+ sk + r1 + ...+ rl, temos que

ḡi = gi(u1, ..., uk, w1, ..., wl) ∈ Ln

Como dimLn < q então ḡ1, ḡ2, ..., ḡq são L.D em Ln, e assim existem escalares, não

todos nulos, α1, ..., αq tais que

α1ḡ1 + ...+ αqḡq = 0 (3.11)
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em Ln, e consequentemente em L. Considerando então o polinômio multilinear f =

α1h1+...+αqhq, temos que f simétrico em cada um dos conjuntos de variáveis Y1, ..., Yk

e alternado em cada conjunto Z1, ..., Zl. Observe também que

f̃1(y1, ..., yk, z1, ..., zl) = f̃(y1, ..., y1
︸ ︷︷ ︸

s1

, ..., yk, ..., yk
︸ ︷︷ ︸

sk

, z1, ..., z1
︸ ︷︷ ︸

r1

, ..., zl, ..., zl
︸ ︷︷ ︸

rl

)

= α1g1 + α2g2 + ...+ αqgq

e por (3.11)

f̃1(u1, ..., uk, w1, ..., wl) = α1ḡ1 + ...+ αqḡq = 0

em L. Logo, f satisfaz a hipótese do Lema 3.12 e portanto f ≡ 0 é um identidade de

V e α1h1 + ... + αqhq ∈ T (V). Temos então uma contradição por (3.10), e o teorema

está demonstrado.

Como consequência dos Lemas 3.15 e 3.16, vamos mostrar o resultado principal

dessa seção, o qual diz que a sequência de cotamanhos é polinomialmente limitada.

Teorema 3.17. Se V é uma variedade não-trivial, então a sequência de cotamanhos

de V é polinomialmente limitada, isto é, existem constantes C e k tais que

ln(V) =
∑

λ⊢n

mλ ≤ Cnk

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Considere um gancho infinito H(k, l) tal que χn(V) ⊂ H(k, l) para

todo n ∈ N. Segue do Lema 3.15 que o número de partições λ ⊢ n tais que mλ 6= 0 é

menor ou igual a (n+ 1)s (com s = k + l), e pelo Lema 3.16 existem constantes a e T

tais que cada mλ é menor ou igual a anT . Dáı,

ln(V) =
∑

λ⊢n

mλ ≤ (n+ 1)sanT

≤ 2nsanT

= Cnk

onde C = 2a e k = T + s.
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Caṕıtulo 4

O Teorema de Amitsur e Regev

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultados de Amitsur e Regev em [3] a respeito

da existência de identidades do tipo

f ∗(x; y) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)y1xσ(2)y2...yn−2xσ(n−1)yn−1xσ(n)

para alguma PI-álgebra. Para isto veremos algumas propriedades importantes satisfei-

tas pelos ideais bilaterais de KSn. A partir destes resultados obteremos novamente o

Teorema do Gancho.

Em todo este caṕıtulo, K denotará um corpo de caracteŕıstica zero.

4.1 Preliminares

Sejam Sn o grupo simétrico e KSn a álgebra de grupo. Como charK = 0, pelo

visto na Seção 2.1 existe uma correspondência biuńıvoca entre as partições de n, os

ideais bilaterais minimais de KSn e as K-representações irredut́ıveis de Sn. Para λ ⊢ n
a representação irredut́ıvel ρλ associada a λ será chamada de λ-representação de Sn.

Lembramos que dλ denota o grau de ρλ, ou seja, dλ = χλ(1), onde χλ é o caracter de

ρλ e 1 denota a identidade de Sn.

Seja λ = (n1, n2, ..., nk) uma partição de n. Uma cota inferior para dλ é dada por

dλ ≥
(
2

e

n2

∑
(n2

i + c2j)

)n

onde e denota a base dos logaritmos naturais, cj denota o número de células na j-ésima

coluna e o somatório varia sobre todas as linhas e colunas do diagrama de Young Dλ.
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Em particular, se λ = (kl) é uma partição retangular de n, então ni = k e cj = l, para

quaisquer i e j, e assim

dλ ≥
(
2

e

kl

k + l

)kl

. (4.1)

Uma demonstração para essa estimativa pode ser encontrada em [32], Lema 6.2.21.

Lembramos que Pn munido do produto

σ(x1x2...xn) = xσ(1)xσ(2)...xσ(n)

é um Sn-módulo isomorfo a KSn. Assim, os ideais à esquerda de KSn correspondem

aos Sn-submódulos de Pn. Pelo visto na Seção 2.2, sendo A uma álgebra, (Pn ∩ T (A))
é um submódulo de Pn e assim corresponde a um ideal à esquerda de KSn.

Neste caṕıtulo, quando não houver confusão, f denotará tanto o polinômio mul-

tilinear f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn quanto sua pré-imagem f =

∑

σ∈Sn

ασσ ∈ KSn pelo isomorfismo ϕ definido no Exemplo 1.52.

Vamos agora definir uma ação à direita de Sn sobre Pn com a qual trabalharemos

em todo esse caṕıtulo. Sejam f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn e τ ∈ Sn.

Definimos uma ação à direita do grupo Sn sobre Pn da seguinte maneira

f(x1, x2, ..., xn)τ = fτ · (x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxστ(1)xστ(2)...xστ(n) (4.2)

Essa ação consiste em mudar as variáveis x′is do monômio xσ(1)xσ(2)...xσ(n) de acordo

com a permutação τ−1, ou seja, a variável xσ(1) aparece na posição τ−1(1) do novo

monômio, a variável xσ(2) aparece na posição τ−1(2) e assim por diante.

Seja Iλ o ideal bilateral de KSn associado à partição λ de n. Como vimos na

Seção 2.1, Iλ é gerado como ideal bilateral por eλ =
∑

σ∈Sn

χλ(σ)σ, ou seja, Iλ = KSneλ.

Mas, como eλ ∈ Z(KSn), temos Iλ = eλKSn. Vamos identificar o ideal Iλ pela sua

imagem em Pn. Um polinômio f(x1, x2, ..., xn) ∈ Iλ será chamado de λ-polinômio.

Então, pela Proposição 2.14, todo λ-polinômio é da forma feλ, para f ∈ KSn.

Exemplo 4.1. Considere a partição λ = (1n) de n. Vimos no Exemplo 2.12 que a

Sn-representação ρλ é a representação sinal, e assim χλ(σ) = (−1)σ para toda σ ∈ Sn.
Logo,

eλ(x1x2...xn) =
∑

σ∈Sn

χλ(σ)σ(x1x2...xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2)...xσ(n)
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ou seja, eλ(x1x2...xn) é o polinômio standard de grau n.

Uma propriedade importante satisfeita pelos ideais Iλ é dada no lema a seguir.

Lema 4.2. Sejam n ∈ N, λ ⊢ n e A uma PI-álgebra que satisfaz uma identidade de

grau d. Se dλ > (d− 1)2n, então Iλ ⊆ Pn ∩ T (A).

Demonstração. Pela Observação 2.29 existe um ideal à esquerda J de KSn tal que

J ≃ Pn(A) e KSn = (Pn ∩ T (A)) ⊕ J . Assim, dim J = cn(A) e pelo Teorema 2.23

temos dim J ≤ (d − 1)2n. Sendo M um submódulo irredut́ıvel qualquer de Pn com

caracter χλ, então dimM = dλ > (d − 1)2n. Assim, M * J . Pela Observação 2.16

temos M ⊂ Pn ∩ T (A). Como Iλ é a soma de todos os ideais minimais à esquerda de

KSn com caracter χλ, temos Iλ ⊆ Pn ∩ T (A).

Lembrando que se m e n são dois números naturais tais que n ≤ m, então existe

uma inclusão natural de Sn em Sm, onde Sn permuta apenas os primeiros n elementos

de Im = {1, 2, ...,m} e deixa os outrosm−n elementos fixos. Assim podemos identificar

o polinômio f(x1, x2, ..., xn) ∈ Pn com o polinômio f(x1, x2, ..., xn)xn+1...xm ∈ Pm.

Teorema 4.3 (Teorema Branching). Seja λ ⊢ n. Então

M
Sn+1

λ ≃⊕µ⊢n+1

µ≥λ
Mµ e Mλ|Sn−1 ≃

⊕

θ⊢n−1
θ≤λ

Mθ

Demonstração. Ver [18], Teorema 2.4.3, página 59.

Como consequência do Teorema acima temos o seguinte corolário.

Corolário 4.4. Sejam λ ⊢ n e m ≥ n. Então o ideal bilateral de KSm gerado por

Iλ ∈ Sn é
⊕

Iµ, onde µ corre sobre todas as partições de m tais que µ ≥ λ.

Sejam ρ a λ-representação de Sn e m ≥ n. Pelo Teorema Branching, a repre-

sentação induzida ρSm contém em sua decomposição todas as µ-representações de Sm

com µ ≥ λ. Denotando por χ o caracter de ρ e por χµ o caracter da µ-representação

de Sm, pelo Teorema 2.17 temos

〈
χSm , χµ

〉

Sm
6= 0.
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Pelo Teorema da Reciprocidade de Frobenius, temos

〈χµ|Sn
, χ〉

Sn
=
〈
χSm , χµ

〉

Sm
6= 0

Logo, as µ-representações de Sm, quando restritas a Sn, contêm as λ-representações de

Sn, com λ ≤ µ. Com isso, e observando que χµ|Sn
tem o mesmo grau que χµ (ou seja,

tem grau dµ), temos o seguinte teorema:

Teorema 4.5. Sejam m,n ∈ N, µ ⊢ m e λ ⊢ n com µ ≥ λ. Então, dµ ≥ dλ, onde dµ e

dλ são os graus da λ-representação de Sn e da µ-representação de Sm, respectivamente.

4.2 O Teorema de Amitsur e Regev

Lema 4.6. Sejam f(x1, x2, ..., xn) =
∑
ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn e p0, p1, ..., pn monômios

tais que p0p1...pn é multilinear nas variáveis xn+1, ..., xm. Então existe uma permutação

τ ∈ Sm tal que

(f(x1, ..., xn)xn+1...xm)τ =
∑

σ∈Sn

ασp0xσ(1)p1xσ(2)...pn−1xσ(n)pn (4.3)

Demonstração. Seja τ ∈ Sm tal que

(x1x2...xnxn+1...xm)τ = p0x1p1x2...pn−1xnpn

Então para toda σ ∈ Sn,

σ(x1...xnxn+1...xm)τ = p0xσ(1)p1xσ(2)...pn−1xσ(n)pn

e portanto,

(f(x1, ..., xn)xn+1...xm)τ =

(
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n)

)

τ

=
∑

σ∈Sn

ασσ(x1x2...xnxn+1...xm)τ

=
∑

σ∈Sn

ασσ(p0x1p1x2...pn−1xnpn)

=
∑

σ∈Sn

ασp0xσ(1)p1xσ(2)...pn−1xσ(n)pn
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Observação 4.7. Sejam f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn e

τ =




1 2 3 4 5 · · · 2n− 2 2n− 1

1 n+ 1 2 n+ 2 3 · · · 2n− 1 n



 ∈ S2n−1

Substituindo xn+i por yi obtemos que

f(x1, ..., xn)τ =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)y1xσ(2)y2...yn−1xσ(n).

Vamos denotar o polinômio f(x1, x2, ..., xn)τ por f ∗(x; y), ou seja,

f ∗(x; y) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)y1xσ(2)y2...yn−2xσ(n−1)yn−1xσ(n). (4.4)

Temos o seguinte resultado demonstrado por Amitsur e Regev em 1982.

Teorema 4.8. Seja A uma PI-álgebra que satisfaz as identidades de um ideal bilateral

I ⊆ KSn e todas as identidades de (KSm)I(KSm) para 2n > m ≥ n. Então para

todo polinômio multilinear f(x1, x2, ..., xn) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) de I, A também

satisfaz a identidade

f ∗(x; y) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(1)y1xσ(2)...xσ(n−1)yn−1xσ(n)

e todas as identidades obtidas retirando-se alguns y′is de f ∗(x; y). Além disso, quando

A for unitária, é suficiente que A satisfaça as identidades de I, de (KSn)I(KSn) e de

(KS2n−1)I(KS2n−1).

Demonstração. Pela Observação 4.7, temos f ∗ = fτ . Assim, f ∗ ∈ (KS2n−1)I(KS2n−1)

e portanto f ∗ é uma identidade de A. Denote por f ∗
i1,i2,...,ik

o polinômio obtido de

f ∗ suprimindo-se as variáveis yi1 , yi2 , ..., yik , onde 1 ≤ k ≤ n − 1. Considerando

m = 2n− k− 1 e aplicando o Lema 4.6 com os monômios p0, pn, pi1 , pi2 , ..., pik vazios e

pij = xn+j−k = yj−k para j ∈ {k+1, k+2, ..., n−1}, existe τ ∈ S2n−k−1 tal que f
∗
i1,i2,...,ik

é obtido de fτ através da substituição de yj por yij+k
para j = {1, 2, ..., n − k − 1}.

Como fτ ∈ T (A), temos f ∗
i1,i2,...,ik

∈ T (A).
Se A possui unidade e f ∗ é uma identidade de A, então qualquer polinômio

obtido de f ∗ substituindo-se uma variável yi por 1 também é uma identidade de A.

Neste caso, precisamos apenas que A satisfaça as identidades de (KSn)I(KSn) e de
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(KS2n−1)I(KS2n−1).

A rećıproca do teorema anterior é dada como segue:

Teorema 4.9. Seja I um ideal bilateral de KSn, com I ⊂ Pn ∩ T (A), e suponha que

para todo f ∈ I a álgebra A satisfaz também f ∗(x; y) = 0 (com a possibilidade de

yi = 1). Então para todo m ≥ n, A também satisfaz a identidade g = 0, para todo

g ∈ (KSm)I(KSm).

Demonstração. Como Pn ∩ T (A) é um ideal à esquerda de KSn é suficiente mostrar

que g = fτ ∈ T (A) para f ∈ I e τ ∈ Sm.
Seja f(x1, x2, ..., xn) =

∑

σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ I. Então por (4.3)

g(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) = fτ(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm)

= f(x1, ..., xn)τ

=
∑

σ∈Sn

ασ(xσ(1)xσ(2)...xσ(n)xn+1...xm)τ

=
∑

σ∈Sn

ασp0xσ(i1)p1xσ(i2)p2...pn−1xσ(in)pn

onde os pj são monômios tais que p0p1p2...pn é multilinear nas variáveis xn+1, ..., xm

(com algum pj podendo ser igual a 1), {i1, i2, ..., in} = {1, 2, ..., n} e ik = τ(jk) com

j1 < j2 < ... < jn.

Seja µ ∈ Sn definida por µ(k) = τ(jk), para 1 ≤ k ≤ n. Então

f(x1, x2, ..., xn)µ =
∑

σ∈Sn

ασxσµ(1)xσµ(2)...xσµ(n) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(i1)xσ(i2)...xσ(in)

e assim

(fµ)∗(x1, ..., xn, p1, ..., pn−1) =
∑

σ∈Sn

ασxσ(i1)p1xσ(i2)p2...pn−1xσ(in).

Dessa forma o polinômio g tem a seguinte forma

g(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) = p0[(fµ)
∗(x1, x2, ..., xn; p1, p2, ..., pn−1)]pn

Como I é um ideal bilateral, então fµ ∈ I, e assim, por hipótese, temos que (fµ)∗(x; y)

é uma identidade de A. Então, substituindo yi por pi em (fµ)∗(x; y), para i = 1, ..., n, e
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multiplicando por p0 à esquerda e por pn à direita, conclúımos que g é uma identidade

de A.

Considere a identidade de Capelli de altura m

dm(x; y) =
∑

σ∈Sm

(−1)σxσ(1)y1xσ(2)y2....ym−1xσ(m).

De acordo com a notação estabelecida em (4.4) e pelo Exemplo 4.1, temos que

dm(x; y) = e∗λ(x; y)

onde λ = (1m). Assim, a identidade de Capelli é um caso particular do polinômio

e∗λ(x; y).

O teorema a seguir caracteriza as álgebras que satisfazem uma identidade de

Capelli e sua demonstração pode ser encontrada em [30].

Teorema 4.10. Se A satisfaz a identidade de Capelli de altura m, então A satisfaz

todas as λ-identidades com h(λ) ≥ m, ou seja, para todo λ ≥ (1m), temos Iλ ⊆ T (A).

Como Iλ ⊆ T (A), para λ ≥ (1m), então o n-ésimo cocaracter de A tem a seguinte

decomposição

χn(A) =
∑

λ⊢n

h(λ)<m

mλχλ

ou seja, A tem sequência de cocaracteres de altura limitada. Assim, o n-ésimo coca-

racter de A está contido na faixa horizontal de altura m.

O próximo teorema é uma generalização do Teorema 4.10, no sentido de que

caracteriza as álgebras que satisfazem uma identidade do tipo e∗λ(x; y).

Teorema 4.11. Uma PI-álgebra A (com unidade) satisfaz a identidade e∗λ(x; y) se, e

somente se, A satisfaz todas as µ-identidades para toda µ ≥ λ.

Demonstração. Seja Iλ o ideal bilateral de KSn associado à partição λ de n. Su-

ponha primeiramente que e∗λ(x; y) é uma identidade de A. Como A tem unidade

então eλ(x1x2...xn) também é uma identidade de A. Sendo g um λ-polinômio, te-

mos g = feλ, onde f ∈ KSn. Como Pn ∩ T (A) é um ideal à esquerda de KSn, então
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g = feλ ∈ Pn∩T (A), logo, Iλ ⊆ Pn∩T (A). Além disso, temos que g∗(x; y) = gτ , onde

τ é dada na Observação 4.7. Temos

g∗(x; y) = gτ = (feλ)τ = f(eλτ) = fe∗λ(x; y).

Como e∗λ(x; y) ∈ T (A), temos g∗(x; y) ∈ T (A). Segue então do Teorema 4.9 que para

m ≥ n, vale (KSm)Iλ(KSm) ⊆ Pm ∩ T (A). Pelo Corolário 4.4, temos que

(KSm)Iλ(KSm) =
⊕

µ⊢m

µ≥λ

Iµ.

Portanto, Iµ ⊆ Pm ∩ T (A) e assim A satisfaz todas as µ-identidades para toda µ ≥ λ.

Suponha agora que Iµ ⊆ (Pm ∩ T (A)) para toda µ ≥ λ, com µ ⊢ m. Então

∑

µ⊢m

µ≥λ

Iµ ⊆ (Pm ∩ T (A)).

Pelo Corolário 4.4 temos
∑

µ⊢m

µ≥λ

Iµ = (KSm)Iλ(KSm)

para m ≥ n, e assim (KSm)Iλ(KSm) ⊆ Pm ∩ T (A). Segue então do Teorema 4.8 que,

para todo f ∈ Iλ, A também satisfaz a identidade f ∗(x; y). Como eλ(x1x2...xn) ∈ Iλ,
temos que e∗λ(x; y) é uma identidade de A.

Teorema 4.12. Se A satisfaz uma identidade de grau d, então A satisfaz todas as

λ-identidades tais que o diagrama de Young Dλ contém um retângulo k × l onde

kl

k + l
>
e(d− 1)4

2
.

Demonstração. Sejam k e l satisfazendo a condição acima. Considere n = kl e a

partição µ = (lk) de n. Devemos mostrar que A satisfaz todas as λ-identidades para

λ ≥ µ. Temos por (4.1) que

dµ ≥
(
2

e

kl

k + l

)n

> (d− 1)4n ≥ (d− 1)2n.

Assim, pelo Lema 4.2, temos Iµ ⊆ Pn ∩ T (A). Consequentemente, eµ(x1x2...xn) é uma

identidade de A. Sendo n ≤ m ≤ 2n − 1 e λ ⊢ m tal que λ ≥ µ, pelo Teorema 4.5

temos

dλ ≥ dµ > (d− 1)4n ≥ (d− 1)2m
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Novamente pelo Lema 4.2 temos Iλ ⊆ Pm ∩ T (A). Assim, pelo Corolário 4.4, temos

(KSm)Iµ(KSm) =
⊕

λ⊢m

λ≥µ

Iλ ⊆ Pm ∩ T (A)

Logo, pelo teorema 4.8, temos que para todo f ∈ Iµ, A satisfaz a identidade f ∗(x; y) e

todas as identidades obtidas de f ∗(x; y) retirando-se alguns y′is. Como Iµ ⊆ Pn∩T (A),
segue do Teorema 4.9 que (KSm)Iµ(KSm) ⊂ T (A), para todo m ≥ n. Para m ≥ n e

λ ⊢ m, com λ ≥ µ, temos, pelo Corolário 4.4,

Iλ ⊆ (KSm)Iµ(KSm)

Portanto, A satisfaz todas as λ-identidades para λ ≥ µ.

Como uma consequência do teorema anterior obtemos novamente o Teorema do

Gancho.

Corolário 4.13 (Teorema do Gancho). Seja A uma PI-álgebra. Então o n-ésimo

cocaracter de A é dado por

χn(A) =
∑

λ⊢n

Dλ⊂H(k−1,l−1)

mλχλ

onde k e l satisfazem o Teorema 4.12.

Demonstração. Seja J um ideal à esquerda de KSn tal que KSn = (Pn ∩ T (A))⊕ J .
Como vimos na Observação 2.29, J é isomorfo a Pn(A) e assim χJ = χn(A). Pelo

Teorema 4.12 temos que Iλ ⊆ Pn ∩ T (A) para λ ≥ (lk). Sendo χn(A) =
∑

λ⊢n

mλχλ,

temos, pelo Teorema 2.30, que mλ = 0 para λ ≥ (lk). Observe que λ � (lk) equivale a

dizer que Dλ não possui a célula (k, l), ou seja, Dλ ⊂ H(k − 1, l − 1). Portanto,

χn(A) =
∑

λ⊢n

Dλ⊂H(k−1,l−1)

mλχλ.
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