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A Deus, aos mens Pais, 

a meu ser (Minha Esposa). 



Procuro algo mais fundamental que um quark regido por 

uma Forca da Natureza. Procuro uma Essencia capaz de 

desvendar a danga do universo no momento da Criagao. 

Na vastiddo do Cosmos, minha imaginagdo terd uma 

existencia temporal tdo infima quanto particulas virtuais 

em uma flutuagao qudntica. 

(Clesio Evangelista Mota) 
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Resumo 

As solugbes das Equagoes da Teoria da Relatividade Geral (TRG) para um Universo 

em expansao foram obtidas pela primeira vez por Alexander Friedmann. Ele observou 

a possibilidade da existencia de um Universo dinamico, cujo comportamento dependeria 

exclusivamente da forma de como a materia e energia fossem distribuidas. Neste trabalho, 

discutimos a dedugao das equagoes de Friedmann, estudando algumas bases importantes 

para o entendimento e desenvolvimento da Cosmologia Moderna. Usando uma agao deno-

minada de Einstein - Hilbert como caminho, encontramos as equagoes de campo da TRG. 

Reescrevemos as equagoes de campo da Gravitagao na metrica de Friedmann - Robertson 

- Walker (FRW), onde obtemos duas expressoes: uma delas da informagao sobre a acele-

ragao do Universo em termos da densidade de energiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p e da pressao p; a outra mostra a 

evolugao do parametro de Hubble H em termos da densidade de energia p e da constante 

de curvatura k. Sao conhecidas como as Equagoes de Friedmann. Inserimos um exemplo 

mais simples de um campo escalar 0 nas equagoes de Friedmann atraves da utilizagao do 

tensor energia - momento, considerando um universo dominado por Energia Escura. A 

partir disto, foi possivel obter a densidade de energia, pressao e a equagao do movimento 

de cf). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral, Equagoes de Friedmann, Energia Escura, 

Campo Escalar. 



Abstract 

Solutions of General Relativity Theory of Equations (TRG) for an expanding Universe 

were obtained first by Alexander Friedmann. He noted the possibility of a dynamic Uni ­

verse, whose behavior solely depend on the form of how matter and energy were distri ­

buted. This paper, we discuss the deduction of the Friedmann equations, studying some 

important foundations for the understanding and development of Modern Cosmology. 

Using an action called Einstein - Hilbert way as we find the field equations of TRG. Re­

write the field equations of gravitation in metric Friedmann - Robertson - Walker (FRW), 

where we get two expressions: one gives information on the acceleration of the universe 

in terms of energy densityzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p and pressure p; the other shows the evolution of the Hubble 

parameter H in terms of energy density p and the curvature constant k. They are known 

as Friedmann Equations. Inserted a simple example of a scalar field 0 in the Friedmann 

equations by using the tensor energy - moment when considering a universe dominated 

by Dark Energy. From this, i t was possible to obtain the energy density, pressure and 

motion equation 0. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Keywords : General Theory of Relativity, Friedmann Equations, Dark Energy, Scalar 

Field. 
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Capitulo 1 

Introdugao 

0 conhecimento a respeito do Universo, desde sua origem, sua forma, sua constitui-

gao e dinamica. sempre foram temas que estimularam a curiosidade humana e que agora, 

mais do que nunca, sao focos principals de grandes pesquisas dentro da comunidade cien-

tifica. A Cosmologia Moderna dispoe de um grande numero de evidencias observacionais 

astronomicas que permitem caracterizar um cenario de Universo em larga escala. Essas 

fontes de pesquisa trouxeram importantes descobertas no seculo X X , dando origem a no-

vos mecanismos e teorias cosmologicas compativeis com a observagao. Uma das maiores 

contribuigoes para o estudo do Cosmos foi feita por Albert Einstein 1 , em 1917, quando 

ele propos o seu modelo de universo baseado na Teoria da Relatividade Geral (TRG). 

Einstein acreditava em um Universo estatico e, em larga escala, homogeneo e isotropico. 

O seculo X X foi um seculo cheio de grandes descobertas. A proposta de um Uni ­

verso em expansao foi, de fato, um marco que mudou a nossa concepgao do Cosmos. As 

solugoes das equagbes da TRG que admitiam a expansao do Universo foram obtidas pela 

primeira vez por Alexander Friedmann 2 , que mais tarde publicou trabalhos independentes 

que tambem resultaram em modelos de Universo em expansao. Atualmente, o problema 

fundamental da Cosmologia e a aceleragao cosmica, tendo como justificativa deste aspecto, 

a introdugao, no contexto da Relatividade Geral, de uma componente exotica, a energia 

1 Albert Einstein (1879 - 1955) foi um fisico teorico alemao. Dentre as suas obras esta a Teoria da 

Relatividade Geral (TRG), considerada como um dos dois pilares da Fisica Moderna. Recebeu o Premio 

Nobel de Fisica no ano de 1921 pela descoberta do Efeito Fotoeletrico, onde, a partir disto proporcionou 

o estabelecimento da teoria quantica da materia. 
2Alexander Friedmann (1888 - 1925) foi um cosmologo e matematico russo. E mais conhecido por sua 

teoria da expansao do Universo. Teoria essa que e regida por um conjunto de equagoes, conhecidas como 

as Equagoes de Friedmann. 
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escura. Entidade essa que desafia a comunidade cientifica na busca de novos modelos 

capazes de descrever este "desconhecido" Universo. Entretanto, ate o momento, nao ha 

indicagao provavel da natureza desta componente. 

Baseado na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, o Modelo Cosmologico Pa­

drao foi construido com o objetivo de explicar as recentes observagoes astronomicas em 

grande escala, tendo como base as Equagoes de Friedmann; equagbes estas, que possuem 

uma forma unica com as condigoes de: que o Principio Cosmologico seja satisfeito e a Re­

latividade Geral descreva a gravitagao, resultando assim na chamada cosmologia padrao 

de Friedmann - Robertson - Walker, a qual e foco principal deste trabalho. 

O desenvolvimento deste trabalho tern por objetivo geral a dedugao das Equagoes 

de Friedmann, ou mais comumente para alguns leitores, as Equagbes da Gravitagao de A l ­

bert Einstein reescritas na metrica de Friedmann - Robertson - Walker (FRW), como bases 

do Modelo Cosmologico Padrao. Inicialmente no Capitulo 2 serao apresentados alguns 

conceitos basicos da Cosmologia Moderna, essenciais para o entendimento da evolugao do 

Universo do ponto de vista da Teoria do Big Bang, e que sao fundamentals no decorrer do 

trabalho para o entendimento do que pretendemos discutir. No Capitulo 3. sera discutida 

a formulagao de Einstein - Hilbert que, nos permitira obter a dedugao das Equagbes de 

Campo de Einstein da Gravitagao. No Capitulo 4, como foco do trabalho, deduziremos 

as Equagbes de Friedmann, tendo como base o uso da metrica FRW. Em sequencia, no 

Capitulo 5, como complemento, sera feita uma aplicagao dos resultados alcangados no 

Capitulo 4. Para isto, consideraremos o Universo dominado por uma forma de energia, 

onde sera representada atraves de um Campo Escalar </>. Na qual, segundo a literatura, 

essa forma de energia e denominada de Energia Escura. Contudo, e importante deixarmos 

claro que, nao estamos tratando especificamente modelos de Energia Escura e, quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <j> e um 

candidato a esse fenbmeno. Por fim, no Capitulo 6 trataremos das consideragoes finais 

numa perspectiva de futuras extensbes do que foi desenvolvido neste contexto, finalizando 

assim este trabalho. 

O ponto fundamental em desenvolver este trabalho, e por assim dizer a justificativa, 
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e realizar uma abordagem mais minuciosa do tema escolhido. Ja que, de forma geral, nao 

e encontrado na literatura, uma analise tao detalhada como da forma que propomos, 

onde queremos explorar com mais cuidados os elementos tebricos como um todo, para 

que o leitor se sinta suficientemente seguro pelo facil acesso na leitura e no entendimento. 

Ao mesmo tempo, procuramos dar enfase em apresentar as passagens matematicas de 

maneira explicativa, priorizando a linguagem acessivel para novos alunos que pretendam 

iniciar nessa area, podendo ser considerado este, como o ponto mais importante de todo 

o nosso trabalho. 
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Capitulo 2 

O Principio Cosmologico e a 

Cosmologia Moderna 

Neste capitulo, discutimos alguns conceitos e principios essenciais para o enten­

dimento de como pode ser a evolugao do Universo, do ponto de vista da Teoria do Big 

Bang. De uma maneira geral, abordamos Principio Cosmologico, Modelo Cosmologico 

Padrao. Redshift Cosmologico e Lei de Hubble. Segundo os estudos, a Cosmologia Mo­

derna teve init io em 1917 com Albert Einstein [1]. A descoberta do universo em expansao 

foi o maior avango cientifico do seculo X X . A partir disto, surgiram novas teorias e novas 

interpretagbes matematicas sobre a origem e o destino do universo em uma cronologia 

de pensamentos . Uma delas e teoria da Relatividade Espacial de Albert Einstein, como 

citado em [1, 2, 3]. 

Desde o init io do seculo X X , a Cosmologia vem passando por grandes avangos, 

tanto tebricos quanto experimentais [1, 3, 4, 5, 6]. Instrumentos modernos de pesquisas 

espaciais como o Telescopio Hubble [ l ] , o Satelite COBE [5] e a sonda espacial Wilkinson 

Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [7, 8], o laboratbrio Fermi de Chicago (Fermilab) 

[3], o Centro Europeu de Pesquisas Nucleares (CERN), o experimento Sloan Digital Sky 

Survey (SDSS) [7, 8], entre outras observagoes no laboratbrio observational no Monte 

Wilson [6], todos buscam sondar a natureza e suas profundezas, trazendo compreensbes 

sobre o Cosmos. 

O telescopio Hubble foi o primeiro grande telescopio bptico a ser langado no espago. 

Tinha por foco observar as estrelas e as galaxias mais distantes, alem dos planetas do nosso 
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sistema solar. Langado em Abr i l de 1990, o telescopio Hubble marcou o maior avango 

significativo astronbmico apos o telescopio de Galileu Galilei [1, 9]. Funcionou juntamente 

com centros observacionais, forcando alguns cientistas a criar teorias que englobassem os 

fenbmenos naturais mais detalhadamente. Desde entao, novas fronteiras do conhecimento 

vao sendo superadas e ao mesmo tempo novas tecnicas de pesquisa tern sido aprimoradas, 

juntamente com novos questionamentos. 

O satelite COBE foi o primeiro satelite responsavel pela descoberta original da ra­

diagao cbsmica de microondas de fundo, um fossil do Big Bang. Importantes observagoes 

desse tipo se deram gradativamente com outros projetos em estudo do nosso Universo. 

As observagoes foram sendo aprimoradas com o passar do tempo. Realizar tais observa­

goes e a missao espacial feita pela sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe, mais 

comumente conhecida pela sigla W M A P . Sucessora ao COBE foi langada em 30 de Junho 

de 2001. Composto por dois receptores de micro-ondas de aproximadamente 1,6 metros 

de diametro, tem por objetivo medir as diferengas de temperaturas da polarizagao da 

radiagao cbsmica de fundo na faixa de microondas [7, 8]. 

A sonda espacial W M A P mapeia o universo em larga escala, buscando informa-

goes dos primeiros momentos apbs a criagao. Medigbes da radiagao cbsmica de fundo 

polarizada possibilita o estudo das amplitudes das flutuagbes de densidade existente no 

Cosmos ao produzirem as primeiras galaxias. A partir disto, podem ser obtidas informa-

gbes sobre a idade do Universo, densidade dos atomos e densidades de elementos nao -

atbmicos do periodo primordial. O Universo inicial se encontrava em um estado quente e 

denso. expandindo e resfriando ate entao, com flutuagbes mimisculas que foram geradas 

e eventualmente cresceram para formar as galaxias [10]. Previsbes apoiadas nas medidas 

da W M A P modificam a visao da cosmologia de uma ciencia especulosa a uma ciencia 

de precisao. Xotavelmente, a W M A P tambem confirma previsbes de que as variagbes na 

densidade do Universo em grande escala devem ser maiores do que em pequena escala 

[10]. 

O modelo do Big Bang descreve um universo superquente e superdenso no pas-
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sado. Toda a radiagao existente se encontravam aeoplada aos barions atraves do efeito de 

espalhamento Compton. O Universo foi se resfriando conforme a sua expansao, chegando 

a um momento que os fbtons existentes nao possuiam mais energia suficiente no processo 

de ionizagao do hidrogenio. Segundo a literatura, esse evento e conhecido como recom-

binagao, momento em que os fbtons passaram a se propagar livremente. Restando assim 

um fossil do Big Bang, denominado radiagao cbsmica de fundo (CMB - do ingles cosmic 

microwave background) [10]. Vejamos a (Figura 2.1). 

Figura 2.1: Imagem mostra a C M B medida pela sonda espacial W M A P . Extraida de [10]. 

A detecgao da CMB ocorreu de maneira inesperada no ano de 1965, quando dois 

engenheiros; Robert Wilson e Arno Penzias dos Laboratbrios Bell identificaram um sinal 

isotropico, o calor gerado pelo Big Bang sob forma de radiagao. Por permear todo o 

Universo, essa radiagao e denominada de radiagao cbsmica de fundo (CMB) [10]. 

O laboratbrio Fermi de Chicago (Fermilab) e o Centro Europeu de Pesquisas Nu-

cleares (CERN) vem buscando melhorar a compreensao da estrutura do Universo. Cons-

truido desde de 1967, o Fermilab foi o primeiro laboratbrio na area de Fisica de Particulas 

nos Estados Unidos [3, 11]. Trabalha com aceleradores de particulas mais avangados na 

"quebra de materia". Busca tambem sondar os confins do Universo em busca da natureza 

da Materia e Energia Escura. 

A Organizagao Europeia em Pesquisa Nuclear (CERN) dispbe de instrumentos 
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maiores e complexos para estudar a composigao intrmseca da materia e suas interagbes, 

as particulas fundamentals. Criado em 1954, o CERN possui aceleradores e detectores 

projetados para colidir pedagos de materia em alt as velocidades, proximas a da luz. Busca 

criar uma aproximagao do que se tinha instantes apos o Big Bang [12]. 

O experimento Sloan Digital Sky Survey (SDSS) tern por base criar mapas t r i d i ­

mensionals das distribuigbes das galaxias [7]. O SDSS deu init io ao estudo do Cosmo no 

ano de 2000 em uma sequencia de fases ate os dias atuais; dentre elas se encontram SDSS-I 

(2000-2005), SDSS-II (2005-2008), SDSS-III (2008-2014), e SDSS-IV (2014-). Cada uma 

destes experimentos possui objetivos cientificos especificos. Medindo as composigbes, po-

sigbes e movimentos de estrelas individuals, devem revelar como as galaxias evoluiram de 

um passado distante para hoje [7, 13]. 

O Universo expande aceleradamente, segundo as observagoes. Surge uma nova 

Essentia responsavel pela aceleragao, de natureza desconhecida e exotica, com pressao 

negativa e que permeia todo o Universo, denominada de Quintessencia ou Energia Escura. 

Ligada a fisica moderna, a Cosmologia busca entender os mecanismos do Universo com 

observagoes e ao mesmo tempo ligada a um grande suporte tebrico, especialmente a Teoria 

da Gravitagao de Albert Einstein de 1915, mais conhecida como Teoria da Relatividade 

Geral [1, 5, 14, 15]. 

2.1 Principio Cosmologico 

O Principio Cosmologico defende a ideia de que a localizagao do planeta Terra ou 

do Sistema Solar nao e privilegiada no Universo. Afirma que o Universo e homogeneo 

e isotropico em todos os pontos [3]. Um exemplo disto seria se fixassemos um ponto no 

Universo com uma coordenada central e tentassemos calcular a densidade das galaxias, 

seriam obtidos valores independentes das distancias a este ponto, nao havendo uma geo-

grafia privilegiada de observagao [3]. Este principio foi proposto por Edward Milne (1896 

- 1950) e mais tarde aprimorado atraves de observagoes por Walter Baade (1893 - 1960) 

[16]. 
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Ao observar o Cosmos em pequenas escalas talvez nao pudessemos notar ta l homo-

geneidade. O fato se resume na observacao que em pequenas distancias temos inumeras 

concentragbes de estrelas e galaxias. Este fator ocorre na ordem de aproximadamente 20 

a 30 Mpc l . A medida que ultrapassarmos distancias da ordem de 100 Mpc o Universo 

se torna cada vez mais homogeneo, nao importando a direcao considerada [16]. Assim, a 

esta homogenidade e isotropia em grande escala chamamos Principio Cosmologico. Para 

melhor entendermos este principio, a figura abaixo (Figura 2.2) nos mostra como a dis-

tribuigao das galaxias parece uniforme em grande escala [17]. 

Figura 2.2: Imagem mostra a homogeneidade e a isotropia do Universo em grande escala, 

aproximadamente 3 milhbes de galaxias. Extraida de [17]. 

O Principio Cosmologico e a base para a construgao de grande parte de todas 

as teorias cosmolbgicas. E baseado na hipbtese de que qualquer lugar no Universo e 

fundamentalmente analogo, em se tratar de grandes escalas. O termo isotropico prediz 

que todas as diregbes do espago sao equivalentes para um observador; nenhuma diregao 

de observagao se sobressai sobre a outra. Isso e valido para qualquer lei fundamental da 

1Parsec (pc) 6 uma medida de distancia astronomica que equivale a 3,26 anos-luz. 
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Fisica. Um espago homogeneo, de um modo simplificado, e aquele em que todas as regioes 

sao equivalentes; as leis ffsicas sao as mesmas em qualquer ponto do Universo [18, 19]. 

2.2 Modelo Cosmologico Padrao 

Fundamentado na teoria do Big Bang, o Modelo Cosmologico Padrao se baseia 

no Principio Cosmologico e nas Equagbes de Einstein. Por longos anos imaginou-se que 

o Universo seria estatico e ao mesmo tempo imutavel. No init io do Seculo X X , surgi-

ram evidencias controvertidas relacionadas a esse paradigma. O cientista Albert Einstein 

acreditava em um universo estatico, o qual suas equagbes da relatividade descreviam. 

Considerada como o maior erro de sua vida, a Constante Cosmoldgica para Albert Eins­

tein seria de fato uma solugao inviavel [20, 21]. Entretanto, no ano de 1929, o astrbnomo 

norte americano Edwin Powell Hubble (1889-1953) constatou que as galaxias estariam se 

afastando de nbs. Constatou que haveria uma expansao [5, 21]. 

A Constante Cosmolbgica A surgiu a partir da hipotese de um universo em colapso, 

assim venceria a inertia gerada pela materia que o compbe. Desmitificaria a natureza 

atrativa da gravidade com um efeito de repulsao. Para Einstein A traria um modelo de 

universo instavel [5, 22]. 

Pesquisas relacionadas continuaram a ser exploradas por outros cientistas. Um 

dos trabalhos importantes dessa epoca foi o de Georges Lemaitre. no qual descreveu o 

surgimento do Universo baseado no decaimento radioativo segundo o micleo de um atomo, 

o atomo primordial [7]. 

A ideia do atomo primordial era concebida de forma a preencher todo o espago, 

por apenas um pequeno intervalo de tempo, instavel, e que se desintegrava em um ra-

pido processo. Esse modelo do universo se dividia em tres momentos distintos, sendo o 

primeiro um momento de expansao rapida causada pela desintegragao in i t ia l do atomo 

primitivo. O segundo momento se denominou como " Marcha por Inertia " . um periodo 

de desaceleragao drastica, sem intervalo de tempo necessario para a formagao das estrelas. 

0 terceiro periodo se deu por um momento de expansao acelerada, momento este que da 
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um maior suporte para a A [7]. 

0 atomo primordial proposto por Lemaitre nao pressupbe que o universo tenha 

se originado de um ponto, o qual chamamos de singularidade primordial, mas poderia 

ter havido um estado estatico, sem nenhuma contragao ou expansao. Os modelos de 

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), demostram atraves de calculos mate-

maticos que toda a materia do Universo se encontrava concentrada em um tempo finito 

nos momentos iniciais, com altas temperaturas e altas densidades. E a partir desta com-

provagao matematica que surge o conceito de Big Bang [15, 18]. O modelo FLRW sera 

discutido mais a frente neste trabalho. 

Com as evidencias da expansao do Universo, o modelo cosmologico do Big Bang 

entrou em cena. Toda a materia e a energia existentes no Universo estaria concentrada em 

apenas um ponto nos tempos primordiais. Segundo o astrbnomo e ffsico Belga Georges 

Lemaitre, este estado se denominava de atomo primordial, um estado de densidade do 

Universo muito elevada. Lemaitre foi o primeiro cientista a iniciar com estudos sobre a 

origem do Cosmos denominado atualmente grande explosao inicial [15, 22]. 

2.3 Redshift Cosmologico 

Apbs observagoes de Edwin Powell Hubble no ano de 1929, constatou-se que as 

galaxias estavam em movimento de recessao, como evidencia da expansao do Universo. 

Hubble em suas observagoes verificou que grupos de galaxias fora de alguns grupos lo­

cals possufam um certo Redshift, ou seja, um pequeno deslocamento espectral para o 

comprimento de onda na faixa do vermelho [20]. O fenbmeno de Redshift ocorre quando 

uma radiagao eletromagnetica e refletida ou emitida por alguns corpos celestes e assim se 

desloca para um comprimento de onda A maior, e ao mesmo tempo com energia menor 

[19]. 

Quando um atomo e excitado, o mesmo se torna instavel. Ha liberagao do excesso 

de energia, pela emissao de luz, no processo de decaimento em busca do estado de maior 

estabilidade. Cada atomo ou molecula possui uma faixa espectral bem defmida, ou seja, 
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um espectro de emissao e absorgao caracteristico. Essa faixa espectral se assemelha a 

decomposigao da luz a partir de um prisma. Os espectros de emissao das galaxias sao 

conhecidos. A partir disto foi criada uma expressao que possibilita o calculo da velocidade 

de afastamento das galaxias em referenda ao planeta Terra. Esta expressao e definida 

por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^observado ^emitido /„ 
~ = 1 . (2-1) 

"emitido 

onde o termo z o o redshift, que e uma medida de quao distante as galaxias cstao, A o b s e r „ a ( f o 

representa o comprimento de onda de luz observado, e \emitido o comprimento de onda de 

luz no referencial da fonte. Por outro lado, para z < 0, entao X0bservado < Kmitido indica 

uma aproximagao da fonte. Esse efeito e denominado de Blue-shift que se da atraves do 

espectro de menor comprimento de A, ou comumente desvio para o azul [23]. 

O efeito Doppler Relativistico possibilita a observacao de redshift. O fenbmeno 

Doppler Relativistico ocorre quando a luz se desloca com diferentes velocidades (v) entre 

dois referenciais, e deve satisfazer as condigbes das transformagbes de Lorentz [19]. 

A expansao do Universo e uma outra componente diferente causadora do fenbmeno 

de redshift cosmologico, segundo o fator de escala do universo a(t). Os redshifts de alguns 

corpos celestes cresce proporcionalmente de acordo com suas distancias, ou podemos dizer 

segundo a Lei de Hubble [19]. Este redshift e representado por: 

a(ti) 

onde o termo to representa o tempo presente do Universo [5, 19]. 

O fator de escala a(t) da metrica FLRW se relaciona com o redshift cosmologico. 

Dados sobre a(t) de fase de crescimento, regressao ou constante sao obtidos atraves da 

observagao nas mudangas de suas frequencias das linhas espectrais de algumas galaxias 

longinquas com a comparagao de dados obtidos nos laboratbrios [8, 16]. 
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2.4 Lei de Hubble 

Edwin Powell Hubble (1889 - 1953) 2 recebeu seu Ph.D. em Astronomia no ano 

de 1917 pela Universidade de Chicago. A base de seus trabalhos era o estudo fotografico 

das nebulosas, palavra originada do lat im que significa nuvem. Hubble qucria encontrar 

a resposta para o enigma da epoca: Qual e o tarnanho do Universo? Para isto Hubble 

utilizou o telescopio refletor Hooker de 2,5 m localizado no observatbrio Monte Wilson na 

California [7, 8]. 

No ano de 1923, Hubble descobriu a primeira estrela variavel em uma das maio-

res nebulosas, a constelacao de Andromeda (M31). Mais tarde cefeida espiral M33 e as 

nebulosas NGC 6822. As estrelas variaveis sao bolas de gas que pulsam, brilhando e se 

apagando em um ciclo regular. A luminosidade das estrelas varia lentamente em pequenas 

escalas; passa por fases subsequentes com uma variagao temporal drastica de luminosi­

dade. Nesse estagio sao denominadas de variaveis. As estrelas variaveis em magnitude e 

luminosidade denomina-se variaveis cefefdas; a medida que aumenta em magnitude seu 

brilho abranda [7, 8]. 

Com base em um grande uumero de dados observacionais, Edwin Hubble demos-

trou que esses corpos celestes descritos acima se situavam fora da Via Laetea. Em sequen-

cia, mais precisamente no ano de 1912, o astrbnomo estadunidense Vesto Melvin Slipher 

(1875 - 1969), considerado o primeiro astrbnomo a medir a velocidade radial de uma 

galaxia, no Observatbrio Lowell, deu inicio ao estudo de deslocamentos Doppler no es­

pectro das nebulosas espirais, concluindo que as mesmas estavam em movimento mais 

aceleradamente que as prbprias estrelas em nossa Galaxia [7]. 

A partir desses resultados, Hubble aprimorou suas medicbes das distancias as gala­

xias mais longfnquas, utilizando as estrelas variaveis encontradas nas galaxias mais prbxi-

mas. Utilizando as distancias das galaxias mais prbximas, Hubble era capaz de encontrar 

2 Edwin Powell Hubble (1889 - 1953) foi um astronomo americano. E geralmente considerado como um 

dos cosmologos observacionais mais importantes do seculo XX. Demostrou que a velocidade de recessao 

das galaxias aumenta a medida que se afasta da Terra (Lei de Hubble), detectando assim a expansao do 

Universo. 

21 



a magnitude das estrelas que brilhavam com mais intensidade. Com base nesses dados, 

seria possivel encontrar a distancia estimada segundo a relagao modulo distancia. No ano 

de 1929, em seus trabalhos, publicou um artigo que detalhava um novo metodo que se 

caracterizava pelas distancias encontradaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA versus a velocidade radial das galaxias de Vesto 

Slipher. 

Foi estudando a luz das galaxias que Hubble fez a sua descoberta: observou que a 

luz que essas galaxias emitiam se deslocava para a faixa de frequencia do vermelho, o que 

significava que estariam se distanciando. Descobriu tambem que a velocidade com que se 

distanciavam era proporcional a distancia delas. Concluiu que quanto mais distante se 

localizavam maior era a velocidade de recessao, conforme Figura 2.3 [7]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— 

Id zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-

< 

_ 
2 

D I S T A N C I A ( E M Mpc) 

Figura 2.3: Representacao grafica da lei de Hubble, extraida de [7]. 

A Figura 2.3 representa a lei de Hubble. O mesmo descobriu que a velocidade das 

galaxias e igual a distancia multiplicada por uma constante, a constante e representada 

pela inclinagao do grafico (Figura 2.2) [7, 14]. Matematicamente a lei de Hubble, 

Vg = Olg X H. (2.3) 

22 



O termozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vg representa a velocidade de afastamento da galaxia que esta a uma 

distancia dg do referencial planeta Terra, multiplicado pelo fator H que denominamos 

como Parametro de Hubble ou mais comumente conhecida como constante de Hubble 

[14]. A Equagao acima (2.3) nos mostra que a velocidade de afastamento das galaxias e 

diretamente proporcional a sua distancia, exprime assim a chamada expansao do Universo 

[24]. O valor do termo H muda como o passar do tempo de acordo com a evolugao do 

Universo, permite obter o tempo de inicio da expansao. A chamada constante de Hubble 

vale H = lOOhkm s _ 1 M p c _ 1 , onde a constante adimensional h =0.67 ± 0.12 [16]. 
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Capitulo 3 

Equagoes de Einstein 

Neste capitulo, discutimos a dedugao das equagoes de Einstein. As mesmas sao a 

base para a teoria da gravitagao, conhecida como Teoria da Relatividade Geral (TRG) 

publicada no ano de 1916 [25]. A TRG descreve como a Gravidade e gerada a partir da 

curvatura do espago pela distribuigao da materia e da radiagao [26]. E, inversamente, 

como a gravidade afeta a materia. 

A T R G e uma generalizagao da Teoria da Relatividade Restrita de 1905, com a 

conjungao da matematizagao de Minkowski ampliada para espagos-tempos curvos [27]. 

Apbs a construgao da Relatividade Restrita, Albert Einstein concluiu que esta se tratava 

de uma teoria incompleta em pelo menos duas situagbes [28]. De inicio, surgia afirmagao de 

que nenhuma interagao fisica da natureza poderia ocorrer mais rapido do que a velocidade 

da luz. A outra limitagao da sua teoria era que descrevia apenas movimentos relativos 

entre referenciais inerciais [27]. 

A partir disto, Einstein se propbs a generalizar a sua teoria da Relatividade Restrita 

para referencias nao - inerciais, ou seja, referenciais acelerados [27, 29]. Na busca de 

uma teoria mais aprimorada que englobassem uma maior generalizagao dos fenbmenos 

da natureza, o mesmo foi acometido por um pensamento, o principio denominado como 

Principio de Equivalencia. Este principio afirma que as massas inerciais e as massas 

gravitacionais sao equivalentes, ou seja, a propriedade da materia se comportar de duas 

maneiras, ora como Gravidade, ora como Inercia [30]. 

Fundamentalmente, a T R G e uma teoria de campo que descreve os resultados 
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gravitacionais causados pela curvatura do espaco-tempo. Alguns resultados importantes 

sao a deflexao de um raio luminoso na presenga de um campo gravitational intenso, a 

qual se denomina como Redshift Gravitational, a explicagao da precessao do Perielio do 

planeta Mercurio, e alem disto, algumas previsbes de ondas gravitacionais 1 [31, 32]. 

este principio para fazermos a dedugao das Equagoes de Einstein. Joseph - Louis La­

grange 2 no ano de 1788 criou uma formulagao matematica a qual chamamos de Mecanica 

Analitica [33], abrangendo de forma mais unanime algumas definigbes de forga e momento 

linear do que a Formulagao Newtoniana, e ao mesmo tempo com um rigor matematico 

maior. Por se tratar de um principio, assim como as Leis de Newton, nao e demostrado 

Segundo Lagrange, a trajetbria real descrita pelo sistema e aquela cuja agao S 

possui um valor minimo [33]. Tal agao S possui uma semelhanga com o principio de 

Maupertuis, que afirma: " a natureza, na produgao de seus efeitos, sempre age da maneira 

mais simples " [34, 35]. 

O Principio de Minima Agao depende das energias Cinetica T e Potential V do 

sistema. Afirma que a agao S realizada entre dois estados A e B no movimento e minima 

[36]. A agao e definida como a integral da fungao escalar denominada por fungao de 

Lagrange ou LagrangianazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = T — V do sistema em relagao ao tempo [35, 36]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J A 

Para um sistema de particulas, a fungao Lagrangeana e expressa em termos das 

coordenadas generalizadas qi, das velocidades generalizadas e do tempo. Utilizando o 

calciilo variational, obtemos da condigao (3.1), a seguinte expressao matematica 

1 Ondas Gravitacionais sao fiutuagoes cosmicas primordiais geradas durante o periodo de uma rapida 

expansao acelerada do Universo, conhecido como periodo inflacionario (Inflagao). Periodo este que foi 

originado fragoes de segundos apos a criagao do Cosmos. Ondas Gravitacionais se caracteriza como 

perturbagoes na estrutura do espago-tempo, na propria geometria do Universo [31, 32]. 
2Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) foi um matematico, fisico e astronomo italiano. Suas descobertas 

tiveram grande importancia no desenvolvimento da ciencia, dentre elas, contribuigoes para a teoria dos 

mimeros e a mecanica celeste. 

Falaremos agora sobre o Principio de Minima Agao. E importante apresentarmos 

[34] . 

(3.1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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S = 6 [ Ldt = 0.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.2) 
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

3.1 Agao de Einstein - Hi lbert 

As Equagbes de Campo, como foram denominadas por Einstein, t inham por intuito 

descrever o campo gravitational. Resumia-se em um conjunto de equagoes diferenciais 

langado em um de seus trabalhos do ano de 1915 (As Equagbes de Campo da Gravitagao 

[37]). A partir de um principio caracterizado como Principio Variational, David Hilbert 

3 . matematico alemao, de forma autbnoma obteve as mesmas equagbes de campo [38]. 

Hilbert utilizou uma agao para obter tais equagbes. Esta agao ficou conhecida como agao 

de Einstein - Hilbert [39]. 

Como enfoque deste capitulo, agora deduziremos as Equagbes de Einstein. De 

maneira geral, uma agao em quatro dimensbes espago-temporais tem a forma 

S =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J d4xL, (3.3) 

onde L representa a lagrangeana do sistema. 

No vacuo, a agao que leva as Equagbes de Einstein e representada por 

S = K J tfx^g R, (3.4) 

2 

onde K = e uma constante e R e o escalar de Ricci, mais conhecido como o escalar 

de curvatura [27, 39], definido por R = g^R^. 

Agora, considerando um universo com, alem de curvatura, preenchido por materia, 

a agao fica dada por: 

S = J d4x^g~ (^R +C{4> cV)) (3.5) 

3 David Hilbert (1862 - 1943) foi um matematico alemao que deu grandes contribuicpes no desenvol-

vimento da matematica no decorrer do seculo XX. E considerado como o criador da analise funcional. 

Descnvolveu tambem o espago inhnito dimensional, caracterizado como espago de Hilbert. Dcntre as suas 

obras, pode se destacar o desenvolvimento da teoria cinetica dos gases e teoria da radiagao. 
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onde em cosmologia e comum escolhermos ^ = 1. O termo £ (0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d/l(p) representa 

a densidade lagrangeana da energia e materia [39]. Ou seja, traz informagao sobre o 

conteudo do universo. No termo multiplicador y/^g, g e definido como o determinante 

do tensor metrico a partir de g = [25]. R representa a curvatura. 

O que iremos fazer agora e uma pequena pertubagao na agao S. Estamos estudando 

qual a resposta da agao com respeito a pequenas variagbes na metrica. Seja a variagao 

sofrida pela agao da seguinte forma: 

S + 5 S. (3.6) 

Voltemos para a expressao (3.5). Simplesmente aplicando a regra do produto das 

derivadas aos termos da agao, podemos escrever zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = J dAx J-^ (x/^gSR (3.7) 

As grandezas que estao variando sao escritas em termos do g^u. Utilizando entao 

a regra da cadeia, a expressao acima pode ser reescrita como 

SS = J d4x\/^g 

Por questao de simplicidade, vamos encontrar as variagbes SR, o~\f—g e 6C separa-

damente e depois voltar para a expressao (3.8). Iniciaremos com 6R. 

Para obter 6R, partiremos do tensor de curvatura de Riemann R9
aiiv. Um tensor 

de quatro indices descrito em termos dos simbolos de Christoffel: 

- ^ a / j i / = r£<r,M- r£CT v + r£Ar*CT — r^ A r M C T (3.9) 

os simbolos de Christoffel sao definidos pela seguinte relagao 

r j . = \qXp (d„gPll + d,gPu - dp9liv) (3.10) 

1 / SR 

09 I'" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+  
8C 

+ ~— + 
C 8y 

dg -9 dg 
6<T- (3-8) 
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onde, formas simplificadas de escrever os termoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dv e dp sao expressas nas relagbes a 

seguir: 

Da analogia do Teorema de Gauss, so ha contribuigao para o integrando da hiper-

superficie que apresenta o contorno [26], onde segundo o principio variacional apresenta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ST = 0. Dessa forma a grandeza g^SR^ = 0. Logo 

SR = gTSR^ + R^SgT. (3.12) 

Assim, como consequencia de g^SRlw = 0, resulta apenas que 

SR = R/lvSg>". (3.13) 

Para um maior entendimento, e importante citar que a contragao do tensor de 

Riemann resulta no tensor de Ricci. Tambem podemos contrair o tensor de Ricci e assim 

construir o escalar de Ricci, tambem denominado como escalar de curvatura R = g^R^. 

Encontraremos agora a variagao Sy/—g . Utilizando as tecnicas simples de deriva-

gao, esta variagao e escrita como: 

S^g = ^^=Sg. (3.14) 
^ v 9 

Para isto, sera necessario investigar Sg em termos de um tensor geral Kv. Partire-

mos da seguinte relagao 

4 ! | K% |= eafhS ^ a r Kl KS
T1 (3.15) 

onde \K?\ e definido como o determinante da matriz Kf, e ettvaT e o simbolo de Levi -

Civita totalmente antissimetrico [25]. 

Faremos agora dois procedimentos com a expressao (3.15). Primeiramente, mult i -

pliquemos toda a expressao por um K^. 
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4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \K%K = eafil5 K*K^KS JQ KS
T, (3.16) 

feito isto, obtemos: 

4 \K9K = e a 0 l 5 e""" g* g>; K£ K°K? K? KS
T, (3.17) 

assim, 

4.3 \K%K = 4 6 ^ 7 < 5 e ^ - JCA KS
T, (3.18) 

logo, deste procedimento realizado na expressao (3.15), conseguimos chegar ao seguinte 

resultado: 

3 \K»K = eafh8e>™T Kp
v IQ K5

T. (3.19) 

Agora faremos o segundo procedimento em (3.15). Considerando a natureza ten-

sorial das operagbes, podemos ver que, derivando a expressao (3.15) 

4 \dK = eaPl8 eT^ (4dK£) K* IQ K* (3.20) 

podemos obter: 

3\dK = eaplS t^Kl Kl KS
T dK^. (3.21) 

Comparando (3.21) com (3.19), podemos obter a seguinte expressao 

dK = K£KdK£, (3.22) 

dessa forma, encontramos que 

Sg = gg»Mw- (3.23) 

Voltando para (3.14) e substituindo 5g encontrado, a variagao o~y/—g fica descrita 

da seguinte maneira: 
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SV^g = —V^gg^Jg^.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.24) 

Obter SC depende da forma especffica da lagrangeana utilizada, se padrao, taquio-

nica ou outra forma mais geral. Deixamos, entao, a variagao 8C como esta, representando 

a variagao de uma lagrangeana geral. Retornando a (3.8), e substituindo 5R e 8y/=g, 

obtemos 

8glw. (3.25) d4x^g- [-- - -g^RJ + — - -g^C 

Como consequencia do Principio Variacional ou, mais comumente, Principio de 

Minima Agao, devemos terzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6S = 0. Dessa forma, a relagao (4.2) nos da as equagbes de 

campo da Gravitagao. Logo, 

Ry» ~ 2?y»R = 2 [2-^ - g^Cj - (3.26) 

Segundo o Principio de Equivalencia descrito anteriormente, e as equagbes de 

campo da Gravitagao, a Teoria da Relatividade Geral (TRG) propbem uma relagao entre 

geometria e o conteudo de materia do Universo. O lado esquerdo de (3.26) diz respeito a 

geometria. O lado direito representa a materia e energia. Podemos reescrever (3.26) da 

forma 

R/if — ^9/^R = 2T/w> (3.27) 

onde R^ e o tensor de curvatura de Ricci, R e o escalar de curvatura. 7jj„ tensor de 

energia-momento integrado a campos de materia e informa sobre o conteudo do universo, 

e Qfiv e o tensor metrico. E importante citar que, em algumas literaturas. as Equagbes de 

Campo da Gravitagao (3.27) sao encontradas da seguinte forma: 

G^v = 2TM„, (3.28) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Gpv e o tensor geometrico de Einstein, que nos informa a respeito da curvatura do 

espago-tempo. Antes de passarmos ao proximo capitulo, faremos uma breve discussao a 

respeito da equagao (3.27) com o objetivo de entendermos melhor o seu efeito fisico. 

O lado esquerdo da equagao (3.27), como ja mencionado, trata da geometria do 

espago-tempo, representada pelo G^. O tensor de curvatura de Ricci RIIV iaz uma me­

dida de como n-espago (espago n-dimensional) em estudo se diferencia de um n-espago 

euclidiano. O escalar de curvatura, ou mais comumente chamado de escalar de Ricci, 

R e associado ao tensor de curvatura de Ricci R^u, afinal R = g^R^. Juntamente ao 

escalar de curvatura R se encontra g^, um termo metrico que descreve a geometria do 

espago-tempo em estudo [40]. Ja no lado direito de (3.27) se localiza o tensor energia -

momento T^. Para facilitar melhor a compreensao de T^, vamos explica-lo de acordo 

com suas componentes. A matriz que representa o TM„ e da forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Too T01 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATQ2 T03 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

Tl0 Tu 
T 1 2 Tl3 

^20 T2i T23 

\ T30 I31 732 T33 J 

(3.29) 

Cada componente desse tensor possui um significado diferente. A primeira compo-

nente Too e a densidade de energia do campo em estudo. As componentes a esquerda T,o 

onde (i — 1,2,3) sao as componentes da densidade de momento. Ja TQi descreve o fluxo 

de energia de um campo atraves de uma superficie representada por xl, e as componentes 

Tij, para (i ^ j) descrevem o fluxo de momento atraves de uma superficie x J . Por fim, 

Tu sao as componentes que descrevem a pressao do campo [40]. Dessa forma, fica claro 

que o lado direito de (3.27) esta associado a geometria, e o lado esquerdo se associa com 

o conteudo de materia do Universo. Ambos os lados da igualdade possucm relagao mutua 

entre si, como propbe a Teoria da Relatividade Geral (TRG). Dessa maneira, a TRG en-

tende o campo gravitational como sendo a curvatura do espago-tempo quadridimensional 

curvado a partir de um conteudo materia-energia. Expresso nas equagbes de campo da 

gravitagao, mais comumente as Equagbes de Einstein (3.27). 



Capitulo 4 

As equagoes de Friedmann e a 

metrica FRW 

Neste capitulo, reescrevemos as equagoes de campo de Einstein em termos da 

metrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW), a metrica para o espago-tempo. Atraves 

de (FRW) sera obtido o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. 

Apresentaremos o Tensor Energia-Momento para um fluido perfeito, e encontramos as 

equagbes de Friedmann atraves da resolugao das equagbes de Einstein para tal metrica. 

Veremos ainda o papel fundamental que o Principio Cosmologico desempenha no modelo 

(FRW). Veremos que no elemento de linha da metrica (FRW), o termo constantezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k esta 

associado a curvatura da segao espacial. Faremos uma breve discussao de k nas tres 

geometrias possiveis de Universo. 

4.1 A Metrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) 

A evolugao do Universo e teoricamente descrita pelas equagbes de campo da Teoria 

da Relatividade Geral (TRG). Baseado no Principio Cosmologico, o Modelo Padrao atual 

de Universo e a solugao de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), o qual admite que o 

Universo e homogeneo e isotropico em larga escala [41, 42]. E importante discutirmos que 

matematicamente o termo homogeneidade denota que o tensor geometrico g^ e invariante 

a translagao. Ou seja, isso implica que uma metrica e valida a qualquer ponto do espago-

tempo no Universo [43]. 
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Para tanto, o Principio Cosmologico assume que o nosso lugar no Universo nao e 

privilegiado. Ligado ao fato de um observador obter as mesmas informagbes equivalente 

a diregao de observagao, reforga a ideia de isotropia em todos os pontos do espago, e 

consequentemente de um espago homogeneo [43]. 

0 Modelo Padrao foi construido levando em consideragao todo o espago que com-

preende o Universo completamente preenchido uniformemente por materia e radiagao. As 

observagoes atuais sugerem que e uma boa aproximagao considerar o Universo espacial-

mente homogeneo e isotropico. Tal consideragao nos leva a metrica Friedmann-Robertson-

Walker (FRW). A mesma abriu caminho para estabelecermos matematicamente o Princi­

pio Cosmologico que fundamenta o Modelo Cosmologico Padrao [25] 

Procuramos uma metrica que descreva a geometria de nosso Universo. Para ta l , 

precisamos determinar o elemento de linha que descreve o espago-tempo quadridimensio-

nal de um universo homogeneo e isotropico. Esse elemento de linha e dado pela metrica 

(FRW) [41, 25], que em coordenadas esfericas e apresentada da seguinte maneira zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ds2 = dt2 - a(t)'' 
dr 2 

r2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {de2 + s in 2 Gd<j>2) (4.1) 
1 — kr2 

onde a(t) representa um fator que expande a segao espacial, o fator de escala no tempo 

t , e o parametro relacionado com o tamanho do Universo; k e constante e esta associado 

a curvatura espacial, e (r, 9, (j>) sao um sistema de coordenadas combveis, ou seja, as 

coordenadas espaciais das particulas nao se alteram ao longo da expansao do Universo. A 

curvatura espacial k admite tres geometrias espaciais possiveis de Universo que satisfazem 

o Principio Cosmologico [44]. Sao elas: 

• k = 0 Geometria Plana (Universo "piano") 

• k — + 1 Geometria Esferica (Universo "fechado") 

• k = — 1 Geometria Hiperbblica (Universo "aberto") 

Dessa maneira, e importante citarmos que a curvatura do espago e uma descri-

gao matematica, onde o teorema de Pitagoras pode ser valido ou nao nas coordenadas 
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espaciais. Para um maior entendimento, faremos agora uma discussao sucinta das tres 

geometrias possiveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (k = 0), (k = +1) e (k = - 1 ) , representando-as em figuras bidi -

mensionais, as quais implicam em um universo Euclidiano, ou seja ("piano"), Esferico 

("fechado") ou Hiperbblico ("aberto"), respectivamente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Geometria P l a n a : k = 0 

Tern por base os axiomas da geometria Euclidiana e descreve um Universo "piano", 

onde a soma dos angulos internos de um triangulo e sempre = 180°. Sua linha Geodesica 

apresenta uma reta. Nessa geometria, o Universo tern volume infinito e piano (curvatura 

nula k = 0). Segundo dados observacionais, essa e a que mais se aproxima da geometria 

do atual Universo. O termo Geodesica se refere a uma trajetbria reta no espago-tempo, 

livre da agao de forgas externas representa um caminho mais curto entre dois eventos. 

Forgas essas nao graviticas [42, 25]. Neste caso, e possivel ver que para um valor de k = 

0 a metrica dada torna-se a metrica de Minkowski, e portanto o espago-tempo torna-se 

piano, como pode ser visto na (Figura 4.1). 

Geometria Esferica : k — + 1 

Nesta geometria o Universo e "fechado". curvo como a superficie tridimensional de 

uma hiperesfera (Figura 4.2). A geometria deste universo e nao-euclidiana; como exemplo, 

a soma dos angulos internos de um triangulo e maior que 180°. Alem do mais, o Universo 

possui volume finito, embora seja sem limites ou barreiras. As linhas paralelas partem do 

Figura 4.1: Geometria do Universo para k = 0, extraido de [42]. 
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equador e se cruzam nos polos, descrevendo um universo fechado com comprimento de 

uma circunferencia menor quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2irr [42, 25]. 

Figura 4.2: Geometria do Universo para k = + 1 , extraido de [42]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Geometria Hiperbolica: k = — 1 

A geometria do Universo neste caso e Hiperbolica (Figura 4.3). As linhas paralelas 

tendem a se distanciar uma das outras, descrevendo um Universo "aberto". Apresenta 

volume infinito, com comprimento de uma circunferencia maior que 27rr e, a soma dos 

angulos internos de um triangulo e menor do que 180°. A geometria e nao-euclidiana 

[42, 25]. 

Figura 4.3: Geometria do Universo para k = - 1 , extraido de [42]. 

Por questao de completeza, apresentaremos agora a forma geral de um intervalo 

diferencial ds2 invariante para um espago-tempo de geometria qualquer: 
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ds2 = g^dx^dx" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4.2) 

onde g^v e denominado como o tensor geometrico covariante, que pode ser representado 

por uma matriz. Para o caso em questao um universo cuja metrica e a FRW, sua foma 

matricial (4.3) e obtida comparando (4.2) com (4.1). Dessa forma, temos: 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-a(t)2 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w

 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-fcr 2 

0 0 -a(t)2r2 

0 0 0 

0 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

(4.3) 

y 0 0 0 -a(t)2r2 s in 2 9 J 

Analisando (4.3) vemos que os linicos elementos que nao se anulam sao os da diago­

nal (#oo, 5 n ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA # 22 , <?33)- Isso e necessario, de forma a concordar com o Principio Cosmologico, 

que garante a nao-existencia de diregbes preferenciais para o Universo em grande escala. 

4.2 Tensor de Ricci e o Escalar de Curvatura 

Primeiramente calcularemos o Tensor de Ricci e, em seguida o Escalar de Cur­

vatura (comumente Escalar de Ricci) na metrica (4.1). Inicialmente encontraremos as 

componentes dos simbolos de Christofell diferentes de zero para ta l metrica. Para isto, 

usaremos a relagao (4.4) a seguir. 

r J „ = \gxp (d»g»P + ^gPli - dpg^). (4.4) 

Lembrando que os T*v apresentam a propriedade de simetria = [45], 

obtemos todas as componentes nao nulas: 

r° 111 
mi 

1 — kr2 
T\2 — a®r2 F°33 = adr2 s in 2 9 (4.5) 

r 1 -1 n -
kr 

1 — kr2 

T\2 = - r ( l - kr2) ; r^ 3 = - r ( l - kr2) s in 2 9 (4.6) 
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r^ 3 = cotzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 ; r f 3 = - sin 9 cos 9 ; T\2 = T 1 3 = - (4.7) 

^01 — r02 — ^03 — ~ , (4-8) 

onde um ponto sobre uma variavel representa uma derivada com relagao ao tempo cbsmico 

t . 

Antes de darmos continuidade ao objetivo dessa segao, seria interessante falarmos 

mais um pouco sobre o Tensor de Ricci e o Escalar de Ricci. Primeiramente o tensor de 

curvatura de Riemann Rp
a(iV e definido em termos dos simbolos de Christoffel, da forma 

drp dTp zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

RP =
 V AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 ^ , p P p A _ p P p A / 4 q ^ 

Da contragao entre dois dos indices do Tensor de Riemann, podemos obter o Tensor 

de Ricci RAU: 

R „ „ = tr.„ = w - + rp
pXrl - T*&. (4.io) 

Ainda, tomando uma contragao do Tensor de Ricci, obtemos o Escalar de Ricci R, 

ou mais comumente "escalar de curvatura": 

R = R°a = g°vRov. (4.11) 

Vale salientar que o Tensor de Ricci (4.10) e o Escalar de Ricci (4.11) juntos 

formam o tensor de Einstein G^, um tensor muito importante que esta associado com 

a parte metrica do lado esquerdo das equagbes de campos da Gravitagao. Feito isto, 

calcularemos agora o tensor de Ricci (4.10) para a metrica (4.1) usando a definigao do 

tensor de curvatura de Riemann (4.9). Levando em consideragao apenas as componentes 

nao nulas, obtemos 
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RoozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —3— , 
a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(4.12) 

ad + 2d2 + 2k 

1 — kr2 

(4.13) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R 2 2 = (ad + 2d2 + 2k)r2 , (4.14) 

#33 = (ad + 2d2 + 2k)r2 s in 2 9. (4.15) 

Logo, paxtindo da definigao (4.11) foi calculado o escalar de curvatura R para a 

metrica (4.1). Por definigao, o escalar de curvatura e a soma de cada termo do Tensor de 

Ricci multiplicado pelo Tensor Metrico (4.3) em cada coordenada, uma temporal e tres 

espaciais: (0,1,2,3) ou (t,r,9,<fr). Vejamos, 

R = g00Roo + gnRn + g^R-n + g33Rs3, (4.16) 

ou 

onde 

R = gttRtt + grrRrr + g9eRee + 

cofg^ 

\g^\ 

(4.17) 

(4.18) 

Dessa maneira, obtemos o escalar de curvatura para a metrica de Friedmann-Robertson-

Walker (4.1): 

R = - 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a {d\2 k 

a V a /  or 
(4.19) 
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4.3 Tensor Energia-Momento 

Nesta segao iremos obter o tensor Energia-MomentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T^v. O Tensor Energia-

Momento forneee o fluxo de energia e momento por uma hipersuperficie que engloba 

as fontes de campos [44]. Tratando do espago-tempo de Friedmann-Robertson-Walker, 

T^v e regido pela a isotropia e homogeneidade [46]. Descrito para um fluido perfeito em 

um sistema de coordenadas combveis obedece a seguinte expressao [45]: 

T»v = (P + p) U*UV -pg^i (4.20) 

onde Up = (—1,0,0,0) e a quadrivelocidade do fluido, p e sua densidade de energia; p e 

sua pressao e gpv e o tensor metrico [44]. 

O T^u escrito na forma T£ e uma matriz cuja diagonal sao: (p, — p, —p, —p) ou seja 

T„ = diag (p, -p, -p, -p) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4.21; 

Matricialmente, 

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

p 0 0 0 x 

0 -p 0 0 

0 0 -p 0 

0 0 0 -p ) 

(4.22) 

4.4 As Equagoes de Friedmann 

Apbs termos obtido na metrica FRW (4.1), o Tensor de Riemann. o Tensor de 

Ricci e o Escalar de Curvatura, estamos aptos a obter as Equagbes de Friedmann atraves 

da resolugao das Equagbes de Einstein para tal metrica. Dessa maneira, e interessante 

primeiro escrever as equagbes de Einstein subindo um indice. 

Temos as Equagbes de Einstein na forma mais geral: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Rfiv ^ nis RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  2T̂ i,. (4.23) 



Multipliquemos (4.23) porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gatl. Dessa forma, 

(4.24) 

onde o termo g^g^ resulta em um Delta de Kronecker, e e dado pela expressao seguinte, 

f o, 
5" = \ (4.25) 

0, se a ^ v 

,se a = v. 

De qualquer forma, so teremos termos em que a = u, ou seja na diagonal (4.22). 

Logo, a expressao (4.24) resulta na forma 

(4.26) 

Podemos trocar a por fi em (4.26). Assim, 

i 
(4.27) 

Feito isto, agora utilizando os resultados das componentes nao nulas do Tensor de 

Ricci (4.38, 4.13, 4.14, 4.15), o Tensor Geometrico (4.3), o Escalar de Curvatura (4.19) e 

o Tensor Energia-Momento (4.22), escrevemos a relacao (4.27) nas componentes temporal 

e espaciais. Considerando primeiramente a componente temporal, temos 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
jfORn --R = 2T0°. (4.28) 

Dessa forma, feita a substituigao da componente temporal em (4.28), o resultado 

desse passo matematico se resume na equagao a seguir 

- 3 ^ ) + 3 
a 

a /a 
- + [ -
a \a 

k 
= 2p. (4.29) 

Assim, reorganizando os termos em (4.29), conseguimos obter a Equagao de Friedmann: 

(4.30) 
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Esta e considerada como uma das equagoes mais importantes na Cosmologia, pois 

nos informa sobre o tamanho da expansao do Universo devido ao modelo que utilizamos 

[45]. E importante deixarmos claro que a equagao (4.30) pode ainda ser escrita em termos 

de um fatorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H, o qual segundo a literatura e denominado como o parametro de Hublle 

[45]. Na expressao seguinte podemos ver como este parametro e dado: 

H = -. (4.31) 
a 

Este informa sobre a taxa de variagao do fator de escala a(t) do Universo. Podemos 

escrever (4.30) em termos do parametro de Hubble H\ dessa maneira, resulta na seguinte 

forma 

(4.32) 

Esta equagao (Equagao de Friedmann) faz uma relagao da taxa de crescimento do 

fator de escala a(t) com a densidade de energia total do Universo, ou seja 

Para um Universo piano, em que k = 0, a densidade de energia e dada por 

(4.34) 

denominada densidade critica. Pode-se dizer que a densidade critica e aquele valor exato 

da densidade de energia e materia que coincide com um Universo de geometria plana. 

Feito isto, faremos o mesmo processo de anteriormente, mas agora substituimos as 

componentes espaciais. Dessa maneira, obtemos: 

d / a \ 2 k , 
2 - + " + - a = - 2 p - 4.35 

a \a J a1 

Combinando (4.30) com (4.35) o resultado e a expressao seguinte, onde, para qual­

quer componente espacial conseguimos obter a mesma equagao. E conhecida como a 
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equagao da aceleragao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l = - \ ( P
 + 3

P)- ( 4-36) 

E possivel observar que a equagao de Friedmann (4.30) nao possui utilidade sem 

uma equagao que mostre a evolugao temporal da densidade p dos constituintes do Uni­

verso. Essa equagao deve conter a pressao p do fluido, e e conhecida como equagao do 

fluido ou da continuidade. Vamos obte-la, derivando a equagao de Friedmann (4.32) com 

relagao ao tempo: 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2ka 

Isolando H, a expressao toma a seguinte forma: 

lp k 

Feito isto, derivamos agora em relagao ao tempo o parametro de Hubble (4.31) 

H = (4.39) 
a 

e obtemos 

" ( - ) 2 - (4-40) 
a \a 

Reorganizando os termos e isolando ^, temos 

- = H + H2. (4.41) 
a 

Agora, substituindo as expressbes (4.38) e (4.36) em (4.41), obtemos 

Da expressao acima, podemos observar que |p — ^ + H2. Logo, 
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1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p 2 1 p 
(4.43) 

Roorganizando os termos, chegamos a equacao da conservagao da energia ou equa­

gao da continuidade (4.44) [40]. Esta equagao nos informa que o conteudo do Universo 

tern natureza continua, ou seja. sem fonte e sem sumidouro: 

As expressoes (4.30) e (4.36) sao conhecidas como as equagoes de Friedmann. Elas 

permite-nos determinar a evolugao do fator de escala a(t) e, como consequencia disto, 

a dinamica de expansao do Universo. Dessa forma, a metrica de Friedmann-Robertson-

Walker (FRW) nos permite descrever um universo homogeneo e isotropico e que evolui 

com o tempo. Contudo, a descrigao da evolugao do Cosmos depende do conteudo consi­

derado. A equagao (4.30) informa que as diferentes componentes da densidade p, ou seja, 

diferentes fases de conteudo presente na evolugao do Universo, e importante para diferen­

tes momentos da expansao, relacionando a taxa de crescimento de a(t) com a densidade. 

Nesse cenario de Universo, quando a(t) era pequeno, havia predominancia de radiagao, 

em sequencia um periodo predominado por materia. 

p + 3H (p + p) = 0. (4.44) 
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Capitulo 5 

Campo Escalar e Energia Escura 

A natureza da expansao acelerada do Universo e considerada atualmente como um 

dos misterios da Cosmologia Moderna. Segundo alguns conjuntos de dados observacionais 

como, por exemplo, supernovas (tipo la) 1 , Radiagao Cbsmica de Fundo em Microondas 

e o mapeamento da estrutura do universo em larga escala, indicam, a controversia, que 

vivemos em um Universo de baixa densidade de materia, e cuja expansao vem ganhando 

velocidade aceleradamente [47]. A fonte geradora responsavel pela aceleragao cbsmica e 

ainda, no entanto, mal compreendida. Apenas o nome Energia Escura entra em cena. 

Dito isto, vale ressaltar que neste capitulo nao teremos o intuito de provar a existen-

cia da Energia Escura, mais sim discutir uma proposta de descrever um universo dominado 

por ela. Para isto, representaremos esta energia como um campo escalar </> homogeneo e 

isotropico que permeia todo o Universo como um fluido perfeito, considerando que este 

campo admita uma dinamica padrao, onde sera representada atraves de uma Lagrangeana zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C. A justificativa pela qual utilizaremos um campo escalar <p vem do fato deste campo 

nao depender das coordenadas espaciais (x, y, z); evolui apenas no tempo t. 

Introduziremos este capitulo fazendo uma breve discussao a respeito da Energia 

Escura. Em seguida, fazendo uso das Equagbes de Friedmann (4.30) e ( 4.36) apresentadas 

no capitulo anterior, abordaremos a dinamica padrao de um campo escalar </>. Apbs isso, 

para este (j) calcularemos a densidade de energia p e a pressao p. Em seguida, a Equagao 

de Movimento do Campo Escalar. 

1 Supernovas (tipo la) sao explosoes termonucleares de estrelas pequenas e muito densas, denomina-

das de anas - brancas. Libera alta luminosidade. proporcionando obter resultados ate distancias muito 

grandes. 
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5.1 A Energia Escura e a Expansao Acelerada 

Em meados do seculo passado (sec. X X ) , pensava -se que a expansao do Universo 

devia estar ocorrendo prescnte a uma dinamica dominada pela agao gravitational da ma­

teria que o constitui, ou seja, de forma desacelerada. A controversia surgiu recentementc, 

no ano de (1998) quando dois grupos de astronomos americanos mediram as distancias de 

galaxias longinquas a partir de explosoes de supernovas (tipo la) [48]. Os dados obtidos 

indicaram o contrario, isto e, que a taxa na qual o Universo esta se expandindo ocorre de 

forma aceleradamente (a > 0). Resultados esses inesperados, pois, segundo o Modelo Cos­

mologico Padrao previa que o Universo estaria em expansao desacelerada [47]. Contudo, 

a fonte responsavel por esta aceleragao ainda permanece desconhecida. A taxa de expan­

sao nas proximidades de nossa galaxia seria menor do que em grandes escalas segundo o 

modelo tebrico. De fato, pois quando observamos o Cosmos em grandes distancias, o que 

vemos e o passado. Esse fato se deve a velocidade finita da luz c. Dessa forma, o Universo 

devia estar em expansao mais rapidarnente do que em nosso tempo presente. 

Uma maneira de encontrar uma responsavel por essa expansao acelerada seria 

admitir que o Universo estaria dominado por uma forma de energia contraria a atragao 

gravitational e com pressao negativa. Esta pressao negativa contrabalanceia a forga da 

gravidade e assim leva a expansao acelerada do Universo. Essa estranha forma de energia 

foi denorninada de Energia Escura. A Energia Escura ainda nao foi identificada, no 

entanto, tern natureza diferente da materia ordinaria, como barions e a radiagao [49]. 

Vale salientar que a Energia Escura nao deve ser confundida com a Materia Escura, onde, 

na literatura devemos ser cautelosos a nao causar uma certa confusao ao leitor. Alem do 

mais. a Materia Escura surge da necessidade de explicar a velocidade orbital das estrelas 

no centro das galaxias. Tal velocidade e maior do que os valores previstos com base na 

materia luminosa existente. A conclusao seria que alem da materia luminosa existiria uma 

outra preenchendo o Universo, pelo fato que apenas a quantidade de materia existente 

calculada com base na luminosidade das galaxias, nao seria suficiente em gerar a forga 

gravitational a qual as estrelas estao submetidas, segundo medidas de suas velocidades 

45 



orbitais em torno do centro galactico [47, 49]. Observagoes aponta para a necessidade da 

existencia da Materia Escura para explicar a atragao gravitational existente em diversas 

escalas, de galaxias e aglomerados de galaxias. A (Figura 5.1) a seguir, possibilita uma 

melhor analise da existencia da Materia Escura. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ *i t r *7*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 36" 30*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2««zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 18* t2* «*S«™ 

Figura 5.1: Esta figura mostra observagoes do aglomerado de galaxias Bala. Na imagem 

a esquerda, e apresentada observagao por meio bptico. Ja na imagem a direita, apre-

sentam observagoes em raio-X. Os contornos representam a distribuigao da materia no 

aglomerado, permitindo mostrar de maneira clara a separagao existente entre as duas 

componentes escura e gas. Extraida de [50]. 

Da mesma forma que a materia conventional, a Materia Escura interage gravi-

tacionalmente, e foi denominada como escura pelo fato de nao admitir interagao com a 

radiagao eletromagnetica, dessa forma nao permitindo o seu detectamento em nenhuma 

faixa de frequencia do espectro eletromagnetico [49]. 

O que seria essa essentia desconhecida causadora da aceleragao cbsmica? Qual 

e a sua origem? O nosso Universo continuara a se expandir indefinidamente? Ainda 

sao questionamentos cruciais para os quais ainda nao temos nenhuma resposta. Existem 

algumas possiveis alternativas, mas no entanto, segundo dados observacionais, nao nos 

permitem definir com uma certa precisao a mais adequada em efeito. Dentre as alterna­

tivas, existe uma considerada como a mais radical possfvel: seria admitir que a Teoria da 

Gravitagao usada na observagao dos fenbmenos cosmolbgicos estaria incorreta ou incom-

pleta [23]. Dentro deste contexto originaram-se alternativas que discutiremos agora. A 

primeira delas seria uma modificagao na Teoria da Gravitagao de Albert Einstein, na qual 
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seria necessario acrescentar um novo termo que fosse relevante somente quando a curva­

tura do espago-tempo fosse suficientemente pequena. Uma segunda possibilidade tambem 

diz respeito a uma modificagao da Gravitagao com um fator mais extremo. Neste caso, a 

aceleragao da expansao cosmolbgica seria devida a existencia de uma dimensao espacial 

extra manifestando este efeito [23]. Contudo, ambas as alternativas tebricas apresentam 

certa complexidade de serem interpretadas. Mas, no entanto, nao podemos descarta-las 

enquanto nao houver melhores fundamentos. 

No contexto da Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein, a alternativa de 

manter valida ta l teoria, mas admitir uma constante a qual se referenda como constante 

cosmolbgica A e a mais conservadora. A constante cosmolbgica A, introduzida por Einstein 

em seu primeiro modelo cosmologico, e considerada como a candidata responsavel mais 

bem estruturada geradora dessa repulsao cbsmica. Inicialmente, A foi introduzida nas 

equagoes de campo da Teoria da Relatividade Geral no intuito de compensar a ideia 

de Universo dinamico como Einstein obtinha em suas equagbes. Para ta l , o motivo da 

constante cosmolbgica ser a melhor candidata atualmente, vem do fato que existindo 

uma componente exotica (dependente ou nao do tempo) com pressao negativazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (—p), toda 

a massa geradora da gravitagao "massa efetiva" tambem sera negativa e, dessa forma, 

teremos uma repulsao gravitacional, levando em conta que para a Relatividade Geral 

toda a energia e a fonte da Gravitagao [23]. 

Embora nao se conhega a verdadeira natureza dessa responsavel pela aceleragao 

cbsmica (Energia Escura), e fundamental determinar se a sua densidade e constante no 

decorrer do tempo ou se existe a possibilidade de pequenas variagbes temporais. Conhecer 

a evolugao da densidade desta energia traz a possibilidade de se obter informagbes sobre 

um universo futuro. Dentre elas; se a sua densidade for constante no decorrer do tempo, 

o Universo continuara a se expandir de forma acelerada indefinidamente; se nao, chegara 

a um ponto em que havera um recolapso (Big Crunch), retornando novamente ao estado 

inicial [23]. Observagoes recentes apontam que a densidade de energia total do Universo 

e compreendida como sendo 72,2% constituida de energia escura, 23, 2% constituida de 
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materia escura, 4,6% constituida de materia barionica (Protons e Neutrons), e cerca de 

0,005% constituida de radiagao [50]. 

Fica evidente que na Cosmologia atual e de extrema importancia buscar novas te-

orias alternativas que possam ser capazes de explicar a aceleragao cbsmica, dando enfase 

a importancia de levar em conta que possa existir erros sistematicos presentes em alguns 

modelos. Talvez em breve possamos alcangar um maior referencial tebrico e consequente-

mente o entendimento da natureza da Energia Escura. Teorias essas que tentam explicar 

a origem, a expansao e o futuro do Universo. 
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5.2 As Equagoes de Friedmann com Campo Escalar 

Uma opgao de descrever o Universo dominado por Energia Escura e representar 

esta energia como um campo escalar. Neste intuito, representaremos esta energia como 

um campo escalarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4> homogeneo e isotropico que permeia todo o Universo como um fluido 

perfeito, considerando que este campo admita uma dinamica padrao. Esta dinamica 

padrao, sera dada atraves da LagrangeanazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, e assim encontraremos a Equagao de Mo-

vimento deste campo. No decorrer da discussao, iremos obter as expressbes da densidade 

de energia p e da pressao p de 0 que permeia todo o Universo [51]. Nosso objetivo nao 

e tratar de nenhum modelo especifico de Energia Escura, o que seria possivel assumindo 

uma forma especifica para V(4>). Temos interesse em discutir como dever ser, em linhas 

gerais, uma teoria de campo escalar que se proponha a descrever um universo preenchido 

por Energia Escura. Modelos mais detalhados vao alem da equagao de movimento do 

campo (p, permitindo obter o comportamento do fator de escala e de outros parametros 

relevantes para comparagao com os dados observacionais. 

A dinamica padrao de um campo escalar homogeneo em um universo de FRW e 

dada pela Lagrangiana 

Estamos fazendo um breve resumo de um modelo simples capaz de explicar a 

expansao acelerada do Universo. Como foi descrito anteriormente, envolve um campo 

escalar 0 como energia escura, que, segundo a literatura e denominado de quintessencia 

[51]. Variando a agao S (3.5) em termos de gpv, o tensor energia - momento para o campo 

escalar (f> e expresso da seguinte forma 

Vamos aplicar gafi em (5.2), no intuito de obter Tp e assim podermos usar o tensor 

energia-momento para um fluido perfeito: 

(5.1) 

(5.2) 
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TU
L = diagzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p, - p , - p , - p ) . ( 5 . 3 ) 

Aplicando agora g^T^, obtemos 

^d^O^-g^g^C = dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn4>du(t>- C. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( • . . 4 ) 

Logo, a expressao que iremos utilizar para o tensor energia-momento sera 

T£ = &*<j>dv<p - C. ( 5 . 5 ) 

Esta permite determinar a densidade de energia p e a pressao p do campo escalar 

[42] . Primeiramente calculemos p. De acordo com ( 4 . 2 2 ) , p equivale a componente TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq . 

Dessa maneira, 

onde = 8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ(J) = 4> e g00 = 1. Assim, em um universo homogeneo e isotropico segundo 

a metrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW), obtemos a densidade de energia p do 

campo escalar como sendo 

Agora, iremos calcular a pressao p de (f). Faremos o mesmo processo feito ante-

riormente, contudo, agora consideraremos as outras componentes da diagonal do tensor 

energia-momento para um fluido perfeito ( 5 . 3 ) . Podemos representar est as outras compo­

nentes do tensor como sendo —p = T?, onde i = ( 1 , 2 , 3 ) . Isto implica que, e equivalente 

escolhermos qualquer destes mimeros inteiros em i , pois, como consequencia disto obte-

remos o mesmo valor para p. Para melhor entendermos o que foi dito acima, vejamos a 

representagao abaixo. 

P = n = & ( 5 . 6 ) 

P = \4? + V{<t>). ( 5 . 7 ) 

T\ = -p ; Tl = -p ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-P- ( 5 . 8 ) 
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CalculemoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p: 

-p = Tl = dVdi0 - -ga0dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn4>d(i<f>-V(<j>) (5.9) 

onde g11 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 . Para garantir a isotropia c necessario que dl4> = d\(j) = 0. Logo, em um 

universo homogeneo e isotropico segundo a metrica Friedniann-Robertson-Walker (FRW), 

obtemos a pressao p do campo escalar: 

p =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \i>2-v{4>). (5.io) 

Resumindo, para um universo homogeneo e isotropico, obtemos as seguintes ex-

pressbes para pep: 

P=\<p2 + V(cj>) (5.11) 

Como foi dito no inicio deste capitulo, encontraremos agora a equagao de movi-

mento do campo escalar (p. Para isto, sera utilizada a equagao que nos informa a densidade 

de energia (5.7) deste campo 4>. Temos 

p=l-tf + V{<t>). (5.12) 

Agora, derivando no tempo, obtemos 

p = (t><j> + V^cj). (5.13) 

Feito isto, voltemos agora para a equagao da continuidade (4.44) do capitulo ante­

rior e nela substituiremos as expressbes (5.7), (5.10) e (5.13). Temos 

p + 3H (p + p) = Q. (5.14) 

O result ado da substituigao e 

U + + 3H \<P2 + V(4>) + \$ - F(0) (5.15) 
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no qual, reorganizando os termos e dividindo uma vez toda a expressao por 0, conseguimos 

obter a equagao seguinte, conhecida como equagao de movimento do campo escalarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (f> [51]: 

<j> + + = 0. (5.16) 

Esta equagao (5.16) mostra como o campo 0 evolui no tempo t, desde que seja 

conhecido o potencial VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4>). Potenciais diferentes descrevem modelos diferentes. Como 

previsto, considerando um universo dominando por Energia Escura, admitindo que esta e 

representada atraves de um campo escalar 0, conseguimos obter algumas expressbes que 

nos informam a respeito da densidade de energia p, da pressao p. e por f im, a equagao de 

movimento. Como podemos ver em (5.16), a dinamica de 0 e relacionada com a dinamica 

do parametro de Hubble H. Alem disso, a escolha de um V(4>) especifico na expressao 

(5.16), nos leva a um conjunto de comportamentos diferentes para a dinamica do Universo. 
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Capitulo 6 

Consideragoes Finais 

Neste trabalho, estudamos a dedugao das Equagbes de Friedmann. Esta dedugao foi 

obtida reescrevendo as equagbes de campo da Gravitagao de Albert Einstein na metrica de 

Friedmann-Robertson-Walker (FRW), levando em consideragao o Principio Cosmologico, 

o qual foi discutido no Capitulo 2. A Teoria da Relatividade Geral e uma teoria de 

gravitagao e admite inumeras solugbes, cada uma delas referente a uma situagao fisica 

diferente. Especificamente, o nosso trabalho trata apenas das solugbes cosmolbgicas de 

Friedmann. Neste contexto, serve de base para entendermos como se deu a evolugao do 

Universo. 

Inicialmente fizemos uma abordagem dos conceitos basicos que deram init io a Cos­

mologia Moderna: conceitos que, de fato, foram essentials para desenvolvermos o nosso 

trabalho. Fizemos uma breve discussao a respeito dos instrumentos modernos de obser­

vagoes. Tratamos do Principio Cosmologico, dentre outros temas importantes, ate a lei 

de Hubble. Desde o fato de que nao vivemos em uma localizagao privilegiada no Uni ­

verso, tratando da isotropia e homogeneidade como um marco na construgao das teorias 

cosmolbgicas. Da observancia do desvio para o vermelho da luz de galaxias distantes, a 

hipbtese do movimento regular de recessao das galaxias, evidencias estas de que vivemos 

em um universo em expansao. 

Deduzimos as Equagbes de Campo da Gravitagao no CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3, a partir da agao de 

Einstein-Hilbert. Partimos de uma agaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S na forma geral, e atraves de uma pequena vari­

agao na metrica, utilizando o principio variational de minima agao, obtemos as chamadas 
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equagoes de campo de Einstein (3.27). Foi mostrado o significado fisico dos dois tensores 

presentes na expressao (3.27). Um esta relacionado com a geometria do espago-tempo e e 

denominado tensor de Einstein; e o outro esta relacionado com o conteudo do Universo, 

denominado o tensor energia-momento. Podemos perceber que as equagbes de Einstein 

descrevem como a materia gera a gravidade e, inversamente, como a gravidade afeta a 

materia. A gravidade e dada aqui em termos de um tensor metrico, uma quantidade 

que descreve as propriedades geometricas do espago-tempo quadridimensional. A materia 

e descrita por seu tensor de energia-momento, uma quantidade que contem informagao 

sobre a densidade e a pressao da materia. 

Reescrevemos as equagbes de Einstein para uma metrica especifica, a metrica de 

Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Para tal geometria do Universo, o elemento de l i ­

nha e o da Equagao (4.1). Segundo (4.1), vimos a existencia do termo de curvatura A;, 

que informa sobre as possiveis geometrias que o Universo pode descrever. Para um me­

lhor entendimento sobre o papel da constantezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, foi feita uma breve discussao das tres 

geometrias possiveis (plana, esferica e hiperbolica). Assumida a metrica, as equagbes de 

Einstein foram, portanto, reescritas na forma das equagbes de Friedmann. As solugbes 

destas equagbes representam um universo dinamico e em evolugao, caracterizado por uma 

fungao dependente do tempo, denominada fator de escala a(t). A velocidade de expan­

sao do Universo e medida atraves do parametro de Hubble H, que, depende somente da 

fungao a(t) e de sua variagao no tempo. Podemos ver que a dinamica do Universo pode 

assumir duas situagbes distintas quanto ao sinal de H. Para o sinal positivo, o Universo 

passa por uma fase de expansao, se sinal de H for negativo, o Universo entra em uma 

fase de colapso. As evidencias nos levam a pensar que a geometria do Universo idealizada 

por Friedmann, de modo geral, e como um fluido continuo e perfeito, que se caracteriza 

por uma densidade de energia p e uma pressao p; e que de acordo com a homogeneidade 

da geometria espacial, depende somente do tempo t. Geralmente, um fluido deve satis-

fazer uma fase de equilibrio, segue-se a existencia de uma equagao de continuidade, onde 

relaciona a pressao e a densidade de energia. A existencia desta equagao, significa que o 
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conteudo do Universo e continuo, nao existindo nem fonte e nem sumidouro. 

Investigamos ainda a existencia de um universo dominado por Energia Escura. 

Esta energia foi representada como sendo um campo escalar homogeneo e isotropico 0, 

com a capacidade de permear todo o Universo como um fluido perfeito. Tambem foi 

considerado que 0 admitia uma dinamica padrao representada atraves de uma densidade 

LagrangeanazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C. Desenvolvemos a expressao do tensor energia-momento de um fluido 

perfeito, e obtemos expressbes para a densidade de energia p, e para, a pressao p. Em 

seguida, deduzimos a equagao de movimento de 0 (5.16). A expressao (5.16) mostra que, 

conhecendo o potencial V(0) , podemos ter informagbes de como 0 evolui no tempo t. 

Como a dinamica do campo 0 se relaciona com a dinamica do parametro de Hubble H, 

podemos calcular parametro como fator de escala, parametro de aceleragao, equagao de 

estado, que, devem estar em concordancia com os dados experimentais, para que o modelo 

seja uma boa representagao da evolugao do Universo. 

Este trabalho e uma revisao que abre caminho para estudos mais aprofundados. 

Como perspectivas de continuidade, podemos citar pesquisas que envolvem cenarios de 

Energia Escura com diferentes potenciais, com associagoes de conteiidos distintos, com ou 

sem campo escalar, e utilizando dinamicas diferentes da dinamica padrao. A natureza da 

Energia Escura e um campo no qual podem ainda existir muitas possibilidades de pesquisa. 

O objetivo do trabalho, no entanto, foi tratar das equagbes de Friedmann. Estas devem 

estar em quaisquer modelos cosmoldgicos no contexto da Teoria do Big Bang. 
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