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Resumo

As solugoes das Equacgoes da Teoria da Relatividade Geral (TRG) para um Universo
em expansao foram obtidas pela primeira vez por Alexander Friedmann. Ele observou
a possibilidade da existéncia de um Universo dinamico, cujo comportamento dependeria
exclusivamente da forma de como a matéria e energia fossem distribuidas. Neste trabalho,
discutimos a dedugao das equacoes de Friedmann, estudando algumas bases importantes
para o entendimento e desenvolvimento da Cosmologia Moderna. Usando uma agao deno-
minada de Einstein - Hilbert como caminho, encontramos as equacoes de campo da TRG.
Reescrevemos as equagoes de campo da Gravitagao na métrica de Friedmann - Robertson
- Walker (FRW), onde obtemos duas expressoes: uma delas d4 informacao sobre a acele-
racao do Universo em termos da densidade de energia p e da pressao p; a outra mostra a
evolucdo do parametro de Hubble H em termos da densidade de energia p e da constante
de curvatura k. Sao conhecidas como as Equagoes de Friedmann. Inserimos um exemplo
mais simples de um campo escalar ¢ nas equagoes de Friedmann através da utilizagao do
tensor energia - momento, considerando um universo dominado por Energia Escura. A

partir disto, foi possivel obter a densidade de energia, pressao e a equagao do movimento

de ¢.

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral, Equacoes de Friedmann, Energia Escura,

Campo Escalar.



Abstract

Solutions of General Relativity Theory of Equations (TRG) for an expanding Universe
were obtained first by Alexander Friedmann. He noted the possibility of a dynamic Uni-
verse, whose behavior solely depend on the form of how matter and energy were distri-
buted. This paper, we discuss the deduction of the Friedmann equations, studying some
important foundations for the understanding and development of Modern Cosmology.
Using an action called Einstein - Hilbert way as we find the field equations of TRG. Re-
write the field equations of gravitation in metric Friedmann - Robertson - Walker (FRW),
where we get two expressions: one gives information on the acceleration of the universe
in terms of energy density p and pressure p; the other shows the evolution of the Hubble
parameter H in terms of energy density p and the curvature constant k. They are known
as Friedmann Equations. Inserted a simple example of a scalar field ¢ in the Friedmann
equations by using the tensor energy - moment when considering a universe dominated
by Dark Energy. From this, it was possible to obtain the energy density, pressure and

motion equation ¢.

Keywords: General Theory of Relativity, Friedmann Equations, Dark Energy, Scalar
Field.
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Capitulo 1

Introducao

O conhecimento a respeito do Universo, desde sua origem, sua forma, sua constitui-
¢ao e dinamica, sempre foram temas que estimularam a curiosidade humana e que agora,
mais do que nunca, sio focos principais de grandes pesquisas dentro da comunidade cien-
tifica. A Cosmologia Moderna dispoe de um grande niimero de evidéncias observacionais
astrondmicas que permitem caracterizar um cendrio de Universo em larga escala. Essas
fontes de pesquisa trouxeram importantes descobertas no século XX, dando origem & no-
vos mecanismos e teorias cosmoldgicas compativeis com a observagao. Uma das maiores
contribuigoes para o estudo do Cosmos foi feita por Albert Einstein !, em 1917, quando
ele propos o sen modelo de universo baseado na Teoria da Relatividade Geral (TRG).
Einstein acreditava em um Universo estitico e, em larga escala, homogéneo e isotrépico.

O século XX foi um século cheio de grandes descobertas. A proposta de um Uni-
verso em expansao foi, de fato, um marco que mudou a nossa concep¢ao do Cosmos. As
solugoes das equagoes da TRG que admitiam a expansao do Universo foram obtidas pela
primeira vez por Alexander Friedmann 2, que mais tarde publicou trabalhos independentes
que também resultaram em modelos de Universo em expansiao. Atualmente, o problema
fundamental da Cosmologia é a aceleragao césmica, tendo como justificativa deste aspecto,

a introdugao, no contexto da Relatividade Geral, de uma componente exdtica, a energia

! Albert Einstein (1879 - 1955) foi um fisico tedrico alemao. Dentre as suas obras estd a Teoria da
Relatividade Geral (TRG), considerada como um dos dois pilares da Fisica Moderna. Recebeu o Prémio
Nobel de Fisica no ano de 1921 pela descoberta do Efeito Fotoelétrico, onde, a partir disto proporcionou
o estabelecimento da teoria quantica da matéria.

2 Alexander Friedmann (1888 - 1925) foi um cosmdlogo e matematico russo. E mais conhecido por sua
teoria da expansao do Universo. Teoria essa que é regida por um conjunto de equagoes, conhecidas como
as Equacoes de Friedmann.
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escura. Entidade essa que desafia a comunidade cientifica na busca de novos modelos
capazes de descrever este “desconhecido” Universo. Entretanto, até o momento, nio hé
indicacao provavel da natureza desta componente.

Baseado na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, o Modelo Cosmolégico Pa-
drao foi construido com o objetivo de explicar as recentes observacdes astronémicas em
grande escala, tendo como base as Equacoes de Friedmann; equacdes estas, que possuem
uma forma tinica com as condigoes de: que o Principio Cosmolégico seja satisfeito e a Re-
latividade Geral descreva a gravitacdo, resultando assim na chamada cosmologia padrao
de Friedmann - Robertson - Walker, a qual é foco principal deste trabalho.

O desenvolvimento deste trabalho tem por objetivo geral a dedugao das Equacoes
de Friedmann, ou mais comumente para alguns leitores, as Equacoes da Gravitacao de Al-
bert Einstein reescritas na métrica de Friedmann - Robertson - Walker (FRW), como bases
do Modelo Cosmolégico Padrao. Inicialmente no Capitulo 2 serdo apresentados alguns
conceitos basicos da Cosmologia Moderna, essenciais para o entendimento da evolugao do
Universo do ponto de vista da Teoria do Big Bang, e que sao fundamentais no decorrer do
trabalho para o entendimento do que pretendemos discutir. No Capitulo 3, sera discutida
a formulagao de Einstein - Hilbert que, nos permitirda obter a deduciao das Equagoes de
Campo de Einstein da Gravitagao. No Capitulo 4, como foco do trabalho, deduziremos
as Equagoes de Friedmann, tendo como base o uso da métrica FRW. Em sequéncia, no
Capitulo 5, como complemento, serd feita uma aplicacao dos resultados alcangados no
Capitulo 4. Para isto, consideraremos o Universo dominado por uma forma de energia,
onde serd representada através de um Campo Escalar ¢. Na qual, segundo a literatura,
essa forma de energia é denominada de Energia Escura. Contudo, é importante deixarmos
claro que, nao estamos tratando especificamente modelos de Energia Escura e, que ¢ é um
candidato a esse fenomeno. Por fim, no Capitulo 6 trataremos das consideracoes finais
numa perspectiva de futuras extensoes do que foi desenvolvido neste contexto, finalizando
assim este trabalho.

O ponto fundamental em desenvolver este trabalho, e por assim dizer a justificativa,
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é realizar uma abordagem mais minuciosa do tema escolhido. J4 que, de forma geral, nio
¢ encontrado na literatura, uma andlise tdo detalhada como da forma que propomos.
onde queremos explorar com mais cuidados os elementos teéricos como um todo, para
que o leitor se sinta suficientemente seguro pelo facil acesso na leitura e no entendimento.
Ao mesmo tempo, procuramos dar énfase em apresentar as passagens mateméticas de
maneira explicativa, priorizando a linguagem acessivel para novos alunos que pretendam
iniciar nessa drea, podendo ser considerado este, como o ponto mais importante de todo

o nosso trabalho.
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Capitulo 2

O Principio Cosmoldégico e a
Cosmologia Moderna

Neste capitulo, discutimos alguns conceitos e principios essenciais para o enten-
dimento de como pode ser a evolucio do Universo, do ponto de vista da Teoria do Big
Bang. De uma maneira geral, abordamos Principio Cosmoldgico, Modelo Cosmolégico
Padrao, Redshift Cosmoldgico e Lei de Hubble. Segundo os estudos, a Cosmologia Mo-
derna teve inicio em 1917 com Albert Einstein [1]. A descoberta do universo em expansio
foi o maior avango cientifico do século XX. A partir disto, surgiram novas teorias e novas
interpretagoes matematicas sobre a origem e o destino do universo em uma cronologia
de pensamentos . Uma delas é teoria da Relatividade Espacial de Albert Einstein, como
citado em [1, 2, 3].

Desde o inicio do século XX, a Cosmologia vem passando por grandes avancos,
tanto tedricos quanto experimentais [1, 3, 4, 5, 6]. Instrumentos modernos de pesquisas
espaciais como o Telescopio Hubble [1], o Satélite COBE [5] e a sonda espacial Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe (WMAP) (7, 8|, o laboratério Fermi de Chicago (Fermilab)
[3], o Centro Europeu de Pesquisas Nucleares (CERN), o experimento Sloan Digital Sky
Survey (SDSS) [7, 8], entre outras observagoes no laboratério observacional no Monte
Wilson [6], todos buscam sondar a natureza e suas profundezas, trazendo compreensoes
sobre o Cosmos.

O telescopio Hubble foi o primeiro grande telescopio 6ptico a ser langado no espaco.

Tinha por foco observar as estrelas e as galaxias mais distantes, além dos planetas do nosso
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sistema solar. Langado em Abril de 1990, o telescépio Hubble marcon o maior avanco
significativo astronémico apés o telescépio de Galileu Galilei [1, 9]. Funcionou juntamente
com centros observacionais, forcando alguns cientistas a criar teorias que englobassem os
fenomenos naturais mais detalhadamente. Desde entao, novas fronteiras do conhecimento
vao sendo superadas e ao mesmo tempo novas técnicas de pesquisa tém sido aprimoradas,
juntamente com novos questionamentos.

O satélite COBE foi o primeiro satélite responsavel pela descoberta original da ra-
diagao césmica de microondas de fundo, um féssil do Big Bang. Importantes observacées
desse tipo se deram gradativamente com outros projetos em estudo do nosso Universo.
As observagoes foram sendo aprimoradas com o passar do tempo. Realizar tais observa-
goes € a missao espacial feita pela sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe, mais
comumente conhecida pela sigla WMAP. Sucessora ao COBE foi lancada em 30 de Junho
de 2001. Composto por dois receptores de micro-ondas de aproximadamente 1,6 metros
de diametro, tem por objetivo medir as diferencas de temperaturas da polarizacao da
radiagao césmica de fundo na faixa de microondas [7, 8].

A sonda espacial WMAP mapeia o universo em larga escala, buscando informa-
¢oes dos primeiros momentos apos a criacao. Medigoes da radiagao cosmica de fundo
polarizada possibilita o estudo das amplitudes das flutuacoes de densidade existente no
Cosmos ao produzirem as primeiras galdxias. A partir disto, podem ser obtidas informa-
¢oes sobre a idade do Universo, densidade dos atomos e densidades de elementos nao -
atomicos do periodo primordial. O Universo inicial se encontrava em um estado quente e
denso, expandindo e resfriando até entao, com flutuagoes miniisculas que foram geradas
e eventualmente cresceram para formar as galaxias [10]. Previsoes apoiadas nas medidas
da WMAP modificam a visdo da cosmologia de uma ciéncia especulosa 4 uma ciéncia
de precisao. Notavelmente, a WMAP também confirma previsoes de que as variagoes na
densidade do Universo em grande escala devem ser maiores do que em pequena escala
[10].

O modelo do Big Bang descreve um universo superquente e superdenso no pas-
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sado. Toda a radia¢io existente se encontravam acoplada aos bérions através do efeito de
espalhamento Compton. O Universo foi se resfriando conforme a sna expansio, chegando
a um momento que os fétons existentes nao possuiam mais energia suficiente no processo
de ionizagao do hidrogénio. Segundo a literatura, esse evento é conhecido como recom-
binagao, momento em que os fétons passaram a se propagar livremente. Restando assim
um féssil do Big Bang, denominado radiagao césmica de fundo (CMB - do inglés cosmic

microwave background) [10]. Vejamos a (Figura 2.1).

Figura 2.1: Imagem mostra a CMB medida pela sonda espacial WMAP. Extraida de [10].

A detecgao da CMB ocorreu de maneira inesperada no ano de 1965. quando dois
engenheiros; Robert Wilson e Arno Penzias dos Laboratdérios Bell identificaram um sinal
isotrdpico, o calor gerado pelo Big Bang sob forma de radiacio. Por permear todo o
Universo, essa radiagdo é denominada de radiagao césmica de fundo (CMB) [10].

O laboratério Fermi de Chicago (Fermilab) e o Centro Europeu de Pesquisas Nu-
cleares (CERN) vem buscando melhorar a compreensao da estrutura do Universo. Cons-
truido desde de 1967, o Fermilab foi o primeiro laboratério na area de Fisica de Particulas
nos Estados Unidos [3, 11]. Trabalha com aceleradores de particulas mais avancados na
“quebra de matéria”. Busca também sondar os confins do Universo em busca da natureza
da Matéria e Energia Escura.

A Organizagao Europeia em Pesquisa Nuclear (CERN) dispoe de instrumentos
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maiores e complexos para estudar a composi¢io intrinseca da matéria e suas interacoes,
as particulas fundamentais. Criado em 1954, o0 CERN possui aceleradores e detectores
projetados para colidir pedagos de matéria em altas velocidades, proximas a da luz. Busca
criar uma aproximagao do que se tinha instantes apés o Big Bang [12].

O experimento Sloan Digital Sky Survey (SDSS) tem por base criar mapas tridi-
mensionais das distribui¢oes das galdxias [7]. O SDSS deu inicio ao estudo do Cosmo no
ano de 2000 em uma sequéncia de fases até os dias atuais; dentre elas se encontram SDSS-I
(2000-2005), SDSS-II (2005-2008), SDSS-IIT (2008-2014), e SDSS-1V (2014-). Cada uma
destes experimentos possui objetivos cientificos especificos. Medindo as composicoes, po-
sigoes e movimentos de estrelas individuais, devem revelar como as galixias evoluiram de
um passado distante para hoje [7, 13].

O Universo expande aceleradamente, segundo as observag¢oes. Surge uma nova
Esséncia responsavel pela aceleragao, de natureza desconhecida e exdtica, com pressao
negativa e que permeia todo o Universo, denominada de Quintesseéncia ou Energia Escura.
Ligada a fisica moderna, a Cosmologia busca entender os mecanismos do Universo com
observagoes e ao mesmo tempo ligada a um grande suporte tedrico, especialmente a Teoria
da Gravitacao de Albert Einstein de 1915, mais conhecida como Teoria da Relatividade

Geral [1, 5, 14, 15].
2.1 Principio Cosmolégico

O Principio Cosmoldgico defende a ideia de que a localizagao do planeta Terra ou
do Sistema Solar nao é privilegiada no Universo. Afirma que o Universo é homogéneo
e isotropico em todos os pontos [3]. Um exemplo disto seria se fixdssemos um ponto no
Universo com uma coordenada central e tentdssemos calcular a densidade das galdxias,
seriam obtidos valores independentes das distancias a este ponto, nao havendo uma geo-
grafia privilegiada de observagao [3]. Este principio foi proposto por Edward Milne (1896
- 1950) e mais tarde aprimorado através de observacoes por Walter Baade (1893 - 1960)

[16].
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Ao observar o Cosmos em pequenas escalas talvez nao pudéssemos notar tal homo-
geneidade. O fato se resume na observagido que em pequenas distancias temos intimeras
concentragoes de estrelas e galixias. Este fator ocorre na ordem de aproximadamente 20
a 30 Mpc '. A medida que ultrapassarmos distdncias da ordem de 100 Mpc o Universo
se torna cada vez mais homogéneo, nao importando a dire¢ao considerada [16]. Assim, a
esta homogenidade e isotropia em grande escala chamamos Principio Cosmolégico. Para
melhor entendermos este principio, a figura abaixo (Figura 2.2) nos mostra como a dis-

tribuicao das galdxias parece uniforme em grande escala [17].

=

The APM Galaxy Survey

Maddox et al

Figura 2.2: Imagem mostra a homogeneidade e a isotropia do Universo em grande escala,
aproximadamente 3 milhdes de galaxias. Extraida de [17].

O Principio Cosmologico é a base para a construgao de grande parte de todas
as teorias cosmologicas. E baseado na hipétese de que qualquer lugar no Universo é
fundamentalmente andlogo, em se tratar de grandes escalas. O termo isotrdpico prediz
que todas as diregoes do espago sao equivalentes para um observador; nenhuma direcao

de observagao se sobressai sobre a outra. Isso é vélido para qualquer lei fundamental da

1Parsec (pe) é uma medida de distincia astronémica que equivale a 3,26 anos-Iuz.
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Fisica. Um espago homogéneo, de um modo simplificado, é aquele em que todas as regices

sao equivalentes; as leis fisicas sdo as mesmas em qualquer ponto do Universo [18, 19].

2.2 Modelo Cosmolégico Padrao

Fundamentado na teoria do Big Bang, o Modelo Cosmoldgico Padrao se baseia
no Principio Cosmolégico e nas Equagoes de Einstein. Por longos anos imaginou-se que
o Universo seria estatico e ao mesmo tempo imutdvel. No inicio do Século XX, surgi-
ram evidéncias controvertidas relacionadas a esse paradigma. O cientista Albert Einstein
acreditava em um universo estdtico, o qual suas equagoes da relatividade descreviam.
Considerada como o maior erro de sua vida, a Constante Cosmoldgica para Albert Eins-
tein seria de fato uma solugao invidvel [20, 21]. Entretanto, no ano de 1929, o astrénomo
norte americano Edwin Powell Hubble (1889-1953) constatou que as galdxias estariam se
afastando de nés. Constatou que haveria uma expansao [5, 21].

A Constante Cosmoldgica A surgiu a partir da hipétese de um universo em colapso,
assim venceria a inércia gerada pela matéria que o compoe. Desmitificaria a natureza
atrativa da gravidade com um efeito de repulsao. Para Einstein A traria um modelo de
universo instdvel [5, 22].

Pesquisas relacionadas continuaram a ser exploradas por outros cientistas. Um
dos trabalhos importantes dessa época foi o de Georges Lemaitre, no qual descreveu o
surgimento do Universo baseado no decaimento radioativo segundo o niicleo de um dtomo,
o atomo primordial [7].

A ideia do atomo primordial era concebida de forma a preencher todo o espaco,
por apenas um pequeno intervalo de tempo, instavel, e que se desintegrava em um ré-
pido processo. Esse modelo do universo se dividia em trés momentos distintos, sendo o
primeiro um momento de expansao rapida causada pela desintegragao inicial do atomo
primitivo. O segundo momento se denominou como “ Marcha por Inércia 7 |, um periodo
de desaceleragao dréstica, sem intervalo de tempo necessério para a formagao das estrelas.

O terceiro periodo se deu por um momento de expansao acelerada, momento este que da
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um maior suporte para a A [7].

O dtomo primordial proposto por Lemaitre nao pressupde que o universo tenha
se originado de um ponto, o qual chamamos de singularidade primordial, mas poderia
ter havido um estado estdtico, sem nenhuma contracio ou expansao. Os modelos de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), demostram através de calculos mate-
maticos que toda a matéria do Universo se encontrava concentrada em um tempo finito
10s momentos iniciais, com altas temperaturas e altas densidades. E a partir desta com-
provagao matemédtica que surge o conceito de Big Bang [15, 18]. O modelo FLRW serd
discutido mais a frente neste trabalho.

Com as evidéncias da expansio do Universo, o modelo cosmoldgico do Big Bang
entrou em cena. Toda a matéria e a energia existentes no Universo estaria concentrada em
apenas um ponto nos tempos primordiais. Segundo o astronomo e fisico Belga Georges
Lemaitre, este estado se denominava de atomo primordial, um estado de densidade do
Universo muito elevada. Lemaitre foi o primeiro cientista a iniciar com estudos sobre a

origem do Cosmos denominado atualmente grande explosio inicial [15, 22].

2.3 Redshift Cosmolégico

Apds observagoes de Edwin Powell Hubble no ano de 1929, constatou-se que as
galdxias estavam em movimento de recessao, como evidéncia da expansao do Universo.
Hubble em suas observacgoes verificon que grupos de galixias fora de alguns grupos lo-
cais possuiam um certo Redshift, ou seja, um pequeno deslocamento espectral para o
comprimento de onda na faixa do vermelho [20]. O fenomeno de Redshift ocorre quando
uma radiacao eletromagnética é refletida ou emitida por alguns corpos celestes e assim se
desloca para um comprimento de onda A maior, e a0 mesmo tempo com energia menor
[19].

Quando um atomo € excitado, o mesmo se torna instavel. Ha liberagao do excesso
de energia, pela emissao de luz, no processo de decaimento em busca do estado de maior

estabilidade. Cada dtomo ou molécula possui uma faixa espectral bem definida, ou seja,
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um espectro de emissao e absorcao caracteristico. Essa faixa espectral se assemelha a
decomposi¢ao da luz a partir de um prisma. Os espectros de emissio das galixias sio
conhecidos. A partir disto foi criada uma expressao que possibilita o calculo da velocidade

de afastamento das galixias em referéncia ao planeta Terra. Esta expressio é definida

por:

/\observado - )\emitido

Y —
o —

) 2.1
)\emit‘ida ( )

onde o termo z é o redshift, que é uma medida de quao distante as galdxias estao, Appservado
representa o comprimento de onda de luz observado, e A.,itiqo © comprimento de onda de
luz no referencial da fonte. Por outro lado, para z < 0, entao Apservado < Aemitido INdica
uma aproximagao da fonte. Esse efeito ¢ denominado de Blueshift que se dd através do
espectro de menor comprimento de A, ou comumente desvio para o azul [23].

O efeito Doppler Relativistico possibilita a observagio de redshift. O fenomeno
Doppler Relativistico ocorre quando a luz se desloca com diferentes velocidades (v) entre
dois referenciais, e deve satisfazer as condicoes das transformacoes de Lorentz [19].

A expansao do Universo é uma outra componente diferente causadora do fenomeno
de redshift cosmolégico, segundo o fator de escala do universo a(t). Os redshifts de alguns
corpos celestes cresce proporcionalmente de acordo com suas distancias, ou podemos dizer

segundo a Lei de Hubble [19]. Este redshift é representado por:

L alt)
a(t:)

onde o termo ¢, representa o tempo presente do Universo [5, 19].

(2.2)

O fator de escala a(t) da métrica FLRW se relaciona com o redshift cosmoldgico.
Dados sobre a(t) de fase de crescimento, regressao ou constante sao obtidos através da
observacao nas mudancas de suas frequéncias das linhas espectrais de algumas galixias

longinquas com a comparagao de dados obtidos nos laboratdrios [8, 16].
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2.4 Lei de Hubble

Edwin Powell Hubble (1889 - 1953) ? recebeu seu Ph.D. em Astronomia no ano
de 1917 pela Universidade de Chicago. A base de seus trabalhos era o estudo fotografico
das nebulosas, palavra originada do latim que significa nuvem. Hubble queria encontrar
a resposta para o enigma da época: Qual é o tamanho do Universo? Para isto Hubble
utilizou o telescopio refletor Hooker de 2,5 m localizado no observatério Monte Wilson na
Califérnia 7, 8].

No ano de 1923, Hubble descobriu a primeira estrela varidvel em uma das maio-
res nebulosas, a constelagao de Andromeda (M31). Mais tarde cefeida espiral M33 ¢ as
nebulosas NGC 6822. As estrelas variaveis sao bolas de gias que pulsam, brilhando e se
apagando em um ciclo regular. A luminosidade das estrelas varia lentamente em pequenas
escalas; passa por fases subsequentes com uma variagio temporal drastica de lumninosi-
dade. Nesse estagio sao denominadas de varidveis. As estrelas variaveis em magnitude e
luminosidade denomina-se variaveis cefeidas; a medida que aumenta em magnitude seu
brilho abranda (7, 8].

Com base em um grande ntmero de dados observacionais, Edwin Hubble demos-
trou que esses corpos celestes descritos acima se situavam fora da Via Lactea. Ein sequén-
cia, mais precisamente no ano de 1912, o astronomo estadunidense Vesto Melvin Slipher
(1875 - 1969), considerado o primeiro astronomo a medir a velocidade radial de uma
galdxia, no Observatorio Lowell, deu inicio ao estudo de deslocamentos Doppler no es-
pectro das nebulosas espirais, concluindo que as mesmas estavam em movimento mais
aceleradamente que as préprias estrelas em nossa Galdxia [7].

A partir desses resultados, Hubble aprimorou suas medicoes das distancias as gald-
xias mais longinquas, utilizando as estrelas variaveis encontradas nas galaxias mais proxi-

mas. Utilizando as distancias das galdxias mais proximas, Hubble era capaz de encontrar

2Edwin Powell Hubble (1889 - 1953) foi um astrénomo americano. E geralmente considerado como um
dos cosmdlogos observacionais mais importantes do século XX. Demostrou que a velocidade de recessao
das galixias aumenta & medida que se afasta da Terra (Lei de Hubble), detectando assim a expansao do
Universo.
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a magnitude das estrelas que brilhavam com mais intensidade. Com base nesses dados,

seria possivel encontrar a distancia estimada segundo a relacao médulo distancia. No ano

de 1929, em seus trabalhos, publicou um artigo que detalhava um novo método que se

caracterizava pelas distancias encontradas versus a velocidade radial das galdxias de Vesto

Slipher.

Foi estudando a luz das galdxias que Hubble fez a sua descoberta: observou que a

luz que essas galdxias emitiam se deslocava para a faixa de frequéncia do vermelho, o que

significava que estariam se distanciando. Descobriu também que a velocidade com que se

distanciavam era proporcional a distancia delas. Concluiu que quanto mais distante se

localizavam maior era a velocidade de recessao, conforme Figura 2.3 [7].
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Figura 2.3: Representagao grafica da lei de Hubble, extraida de [7].

A Figura 2.3 representa a lei de Hubble. O mesmo descobriu que a velocidade das

galixias ¢ igual a distancia multiplicada por uma constante, a constante é representada

pela inclinacao do grafico (Figura 2.2) [7, 14]. Matematicamente a lei de Hubble,

Vy=dy x H. (2.3)
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O termo V, representa a velocidade de afastamento da galaxia que estd a uma
distancia d, do referencial planeta Terra, multiplicado pelo fator H que denominamos
como Parametro de Hubble ou mais comumente conhecida como constante de Hubble
(14]. A Equagio acima (2.3) nos mostra que a velocidade de afastamento das galdxias é
diretamente proporcional a sua distancia, exprime assim a chamada expansao do Universo
[24]. O valor do termo H muda como o passar do tempo de acordo com a evolugao do
Universo, permite obter o tempo de inicio da expansao. A chamada constante de Hubble

vale H = 100hkm s 'Mpc ™', onde a constante adimensional h =0.67 + 0.12 [16].

23



Capitulo 3

Equacoes de Einstein

Neste capitulo, discutimos a deducio das equacoes de Einstein. As mesmas sio a
base para a teoria da gravitagdo, conhecida como Teoria da Relatividade Geral (TRG)
publicada no ano de 1916 [25]. A TRG descreve como a Gravidade é gerada a partir da
curvatura do espago pela distribui¢do da matéria e da radiagiao [26]. E, inversamente,
como a gravidade afeta a matéria.

A TRG é uma generalizagdo da Teoria da Relatividade Restrita de 1905, com a
conjungao da matematizagao de Minkowski ampliada para espagos-tempos curvos [27].
Apés a construgao da Relatividade Restrita, Albert Einstein concluiu que esta se tratava
de uma teoria incompleta em pelo menos duas situagoes [28]. De inicio, surgia afirmacao de
que nenhuma interagao fisica da natureza poderia ocorrer mais rdapido do que a velocidade
da luz. A outra limitagdo da sua teoria era que descrevia apenas movimentos relativos
entre referenciais inerciais [27].

A partir disto, Einstein se propos a generalizar a sua teoria da Relatividade Restrita
para referencias nao - inerciais, ou seja, referenciais acelerados [27, 29]. Na busca de
uma teoria mais aprimorada que englobassem uma maior generalizagao dos fenomenos
da natureza, o mesmo foi acometido por um pensamento, o principio denominado como
Principio de Equivaléncia. Este principio afirma que as massas inerciais e as massas
gravitacionais sao equivalentes, ou seja, a propriedade da matéria se comportar de duas
maneiras, ora como Gravidade, ora como Inércia [30].

Fundamentalmente, a TRG ¢é uma teoria de campo que descreve os resultados
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gravitacionais causados pela curvatura do espago-tempo. Alguns resultados importantes
sao a deflexao de um raio luminoso na presen¢a de um campo gravitacional intenso, a
qual se denomina como Redshift Gravitacional, a explicacao da precessio do Periélio do
planeta Mercirio, e além disto, algumas previsdes de ondas gravitacionais ! [31, 32].

Falaremos agora sobre o Principio de Minima A¢ao. E importante apresentarmos
este principio para fazermos a deducao das Equagoes de Einstein. Joseph - Louis La-
grange ? no ano de 1788 criou uma formulacao matemética a qual chamamos de Mecanica
Analitica [33], abrangendo de forma mais unanime algumas definicoes de forca e momento
linear do que a Formulagio Newtoniana, e ao mesmo tempo com um rigor matematico
maior. Por se tratar de um principio, assim como as Leis de Newton, nao ¢ demostrado
[34].

Segundo Lagrange, a trajetdria real descrita pelo sistema ¢ aquela cuja acio S
possui um valor minimo [33]. Tal a¢do S possui uma semelhanca com o principio de

3

Maupertuis, que afirma: “ a natureza, na produgao de seus efeitos, sempre age da maneira
mais simples ” [34, 35].

O Principio de Minima Ac¢ao depende das energias Cinética T e Potencial V do
sistema. Afirma que a agéo S realizada entre dois estados A e B no movimento é minima

[36]. A acao é definida como a integral da fungao escalar denominada por funcio de

Lagrange ou Lagrangiana L =T — V do sistema em relagdo ao tempo [35, 36].

B
S = fA Lt (3.1)

Para um sistema de particulas, a funcao Lagrangeana ¢ expressa em termos das
coordenadas generalizadas gi, das velocidades generalizadas e do tempo. Utilizando o

cilculo variacional, obtemos da condicao (3.1), a seguinte expressao matematica

!Ondas Gravitacionais sao flutuagoes césmicas primordiais geradas durante o periodo de uma répida
expansio acelerada do Universo, conhecido como periodo inflaciondrio (Inflagdo). Periodo este que foi
originado fragoes de segundos apds a criagao do Cosmos. Ondas Gravitacionais se caracteriza como
perturbagoes na estrutura do espago-tempo, na prépria geometria do Universo [31, 32].

2 Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) [oi um matemaético, fisico e astronomo italiano. Suas descobertas
tiveram grande importancia no desenvolvimento da ciéncia, dentre elas, contribui¢des para a teoria dos
nimeros e a mecanica celeste.
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55:5[1 Ldt=0. (3.2)
3.1 Acao de Einstein - Hilbert

As Equagoes de Campo, como foram denominadas por Einstein, tinham por intuito
descrever o campo gravitacional. Resumia-se em um conjunto de equacdes diferenciais
langado em um de seus trabalhos do ano de 1915 (As Equagtes de Campo da Gravitacao
[37]). A partir de um principio caracterizado como Principio Variacional, David Hilbert
% matemético alemao, de forma auténoma obteve as mesmas equagdes de campo [38].
Hilbert utilizou uma agao para obter tais equagtes. Esta acio ficou conhecida como acao
de Einstein - Hilbert [39].

Como enfoque deste capitulo, agora deduziremos as Equacoes de Einstein. De

maneira geral, uma acao em quatro dimensdes espago-temporais tem a forma

8 = fd4IL, (3.3}

onde L representa a lagrangeana do sistema.

No viacuo, a agao que leva as Equagoes de Einstein é representada por

S=K j d*z\/=g R, (3.4)

onde K = (., ¢ uma constante e R € o escalar de Ricci, mais conhecido como o escalar
de curvatura [27, 39], definido por R = g"R,,,,.
Agora, considerando um universo com, além de curvatura, preenchido por matéria,

a acao fica dada por:

S = fd“z\/_( R+L(s0 ¢)) (3.5)

#David Hilbert (1862 - 1943) foi um matematico alemio que deu grandes contribuicdes no desenvol-
vimento da matemética no decorrer do século XX. E considerado como o criador da analise funcional.
Desenvolveu também o espago infinito dimensional, caracterizado como espago de Hilbert. Dentre as suas
obras, pode se destacar o desenvolvimento da teoria cinética dos gases e teoria da radiacio.
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onde em cosmologia é comum escolhermos 8 = 1. O termo L (¢ d,0) representa
a densidade lagrangeana da energia e matéria [39]. Ou seja, traz informagao sobre o
conteido do universo. No termo multiplicador \/—g, g ¢ definido como o determinante
do tensor métrico a partir de g = |g,,| [25]. R representa a curvatura.

O que iremos fazer agora é uma pequena pertubaciio na acio S. Estamos estudando
qual a resposta da a¢do com respeito a pequenas variacoes na métrica. Seja a variacao

sofrida pela a¢ao da seguinte forma:

S—S+48. (3.6)

Voltemos para a expressao (3.5). Simplesmente aplicando a regra do produto das

derivadas aos termos da acao, podemos escrever

. =} . - ) .
85 = /d4:r: [—4» (V—9dR+ Ro/—g) ++/—goL + L g] 3 (3.9
As grandezas que estao variando sdo escritas em termos do g,,. Utilizando entao

a regra da cadeia, a expressao acima pode ser reescrita como

-1 ( 6R R 0y/—g aLc L 0/—g
= v—g|— agh. 3.8
’ ./ Fov=g [ 4 (59“” T =g agm ) "o T g og | (38)

Por questao de simplicidade, vamos encontrar as variagoes d R, d,/—g e 0L separa-
damente e depois voltar para a expressao (3.8). Iniciaremos com dR.
Para obter R, partiremos do tensor de curvatura de Riemann R/ . Um tensor

de quatro indices descrito em termos dos simbolos de Christoffel:

RS, =T%,, —T%  +T% ) —T4TA (3.9)

aur va,n

os simbolos de Christoffel sao definidos pela seguinte relagao

1
Fﬁv = igAp (augpp b 8,ugpu = apgyu) (3.10)
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onde, formas simplificadas de escrever os termos d,,, 9, e d, sdo expressas nas relacoes a

seguir:

9 0 o 0

b= ¥ =g

(3.11)

Da analogia do Teorema de Gauss, s6 ha contribuigao para o integrando da hiper-
superficie que apresenta o contorno [26], onde segundo o principio variacional apresenta

0’ = 0. Dessa forma a grandeza g*"dR,, = 0. Logo

SR = g™ 6R, + Ruig™. (3.12)

Assim, como consequéncia de g"*dR,, = 0, resulta apenas que

OR = R.8g". (3.13)

Para um maior entendimento, ¢ importante citar que a contragiao do tensor de
Riemann resulta no tensor de Ricci. Também podemos contrair o tensor de Ricci e assim
construir o escalar de Ricci, também denominado como escalar de curvatura R = g"’R,,,,.

Encontraremos agora a variagao d,/—g . Utilizando as técnicas simples de deriva-

¢ao, esta variagao é escrita como:

1
W=

Para isto, serd necessério investigar dg em termos de um tensor geral K. Partire-

dv/—g = _71 (3.14)

mos da seguinte relagao
41| Ky |= €apys €°7 K3 K2 K] K2, (3.15)

onde |K?| é definido como o determinante da matriz KY e €7 é o simbolo de Levi -
Civita totalmente antissimétrico [25].
Faremos agora dois procedimentos com a expressao (3.15). Primeiramente, multi-

pliquemos toda a expresséo por um K¢.

28



4 1KLK = eapys €7 KSK2K? K K2, (3.16)

feito isto, obtemos:

4 1KGK = eaprs €7 g8 gy K& KOKD K K2, (3.17)
assim,
4.3 \KOK = 4e,5,5¢"" K2 KY K, (3.18)

logo, deste procedimento realizado na expressao (3.15), conseguimos chegar ao seguinte

resultado:

3K'K = €,3,56¢"°" KP KY K°. (3.19)

Agora faremos o segundo procedimento em (3.15). Considerando a natureza ten-

sorial das operagoes, podemos ver que, derivando a expressio (3.15)

4 1dK = €apy5 €77 (4dK) K K] K (3.20)

podemos obter:

3ldK = €apys "KL K] K2 dK. (3.21)

Comparando (3.21) com (3.19), podemos obter a seguinte expressio

dK = K'KdK?, (3.22)

dessa forma, encontramos que

09 = g9, 09" . (3.23)

Voltando para (3.14) e substituindo dg encontrado, a variacao d,/—g fica descrita

da seguinte maneira:
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= —1
dv/—g = 7\/—99“”59’“’. (3.24)

Obter 0L depende da forma especifica da lagrangeana utilizada, se padrao, taquio-
nica ou outra forma mais geral. Deixamos, entdo, a variacdo 6L como estd, representando

a variacao de uma lagrangeana geral. Retornando a (3.8), e substituindo 6R e §/—g,

obtemos

y 1 1 ac 1
oS = /d4£l:\/ -y [—Z (R.uy - 59#9.}2) + @ - 'ig,wﬁ dgh”. (325)

Como consequéncia do Principio Variacional ou, mais comumente, Principio de
Minima Agao, devemos ter 45 = 0. Dessa forma, a relagio (4.2) nos dd as equacoes de

campo da Gravitagao. Logo,

1 oL
R#y - §Q#VR =2 (2@' — g.w,ﬁ) . (326)

Segundo o Principio de Equivaléncia descrito anteriormente, e as equacoes de
campo da Gravitac¢ao, a Teoria da Relatividade Geral (TRG) propdem uma relacio entre
geometria e o conteido de matéria do Universo. O lado esquerdo de (3.26) diz respeito a
geometria. O lado direito representa a matéria e energia. Podemos reescrever (3.26) da

forma

1
R,m/ - é’gpuR = 2'1-;»‘; (327)

onde R,, é o tensor de curvatura de Ricci, R é o escalar de curvatura, T},, tensor de
energia-momento integrado a campos de matéria e informa sobre o contelido do universo,
€ guv € 0 tensor métrico. E importante citar que, em algumas literaturas, as Equacoes de

Campo da Gravitagao (3.27) sao encontradas da seguinte forma:

py = 2Tpl/} (328)
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onde GG\, é o tensor geométrico de Einstein, que nos informa a respeito da curvatura do
espago-tempo. Antes de passarmos ao proximo capitulo, faremos uma breve discussao a
respeito da equacao (3.27) com o objetivo de entendermos melhor o seu efeito fisico.

O lado esquerdo da equacao (3.27), como ji mencionado, trata da geometria do
espago-tempo, representada pelo G,,. O tensor de curvatura de Ricci R, faz uma me-
dida de como n-espago (espago n-dimensional) em estudo se diferencia de um n-espaco
euclidiano. O escalar de curvatura, ou mais comumente chamado de escalar de Ricci,
R ¢ associado ao tensor de curvatura de Ricci R, afinal R = ¢"”R,,,. Juntamente ao
escalar de curvatura R se encontra g,,. um termo métrico que descreve a geometria do
espago-tempo em estudo [40]. J4 no lado direito de (3.27) se localiza o tensor energia -
momento T),,. Para facilitar melhor a compreensao de T),,, vamos explica-lo de acordo

com suas componentes. A matriz que representa o 1), é da forma:

Too Ton Toe Tos

T, = Ty Thw T Ths _ (3.29)
Ty Ty To Ty

T30 T3l T32 T33

Cada componente desse tensor possui um significado diferente. A primeira compo-
nente Ty é a densidade de energia do campo em estudo. As componentes & esquerda Ty
onde (i = 1,2,3) sao as componentes da densidade de momento. Ja Ty, descreve o fluxo
de energia de um campo através de uma superficie representada por z*, e as componentes
Tij, para (i # j) descrevem o fluxo de momento através de uma superficie 7. Por fim,
T sao as componentes que descrevem a pressiao do campo [40]. Dessa forma, fica claro
que o lado direito de (3.27) estd associado a geometria, e o lado esquerdo se associa com
o conteido de matéria do Universo. Ambos os lados da igualdade possuem relagao mmitua
entre si, como propoe a Teoria da Relatividade Geral (TRG). Dessa maneira, a TRG en-
tende o campo gravitacional como sendo a curvatura do espago-tempo quadridimensional
curvado a partir de um conteiiddo matéria-energia. Expresso nas equagoes de campo da

gravitacao, mais comumente as Equacoes de Einstein (3.27).
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Capitulo 4

As equacoes de Friedmann e a
métrica FRW

Neste capitulo, reescrevemos as equagoes de campo de Einstein em termos da
métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW), a métrica para o espaco-tempo. Através
de (FRW) sera obtido o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura.
Apresentaremos o Tensor Energia-Momento para um fluido perfeito, e encontramos as
equagoes de Friedmann através da resolucao das equagoes de Einstein para tal métrica.
Veremos ainda o papel fundamental que o Principio Cosmolégico desempenha no modelo
(FRW). Veremos que no elemento de linha da métrica (FRW), o termo constante k estd
associado a curvatura da segao espacial. Faremos uma breve discussio de k nas trés

geometrias possiveis de Universo.

4.1 A Métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

A evolugao do Universo é teoricamente descrita pelas equagoes de campo da Teoria
da Relatividade Geral (TRG). Baseado no Principio Cosmoldgico, o Modelo Padrao atual
de Universo é a solugao de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), o qual admite que o
Universo ¢ homogéneo e isotrGpico em larga escala [41, 42]. E importante discutirmos que
matematicamente o termo homogeneidade denota que o tensor geométrico g, é invariante
a translagao. Ou seja, isso implica que uma métrica é vdlida a qualquer ponto do espaco-

tempo no Universo [43].
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Para tanto, o Principio Cosmoldgico assume que o nosso lugar no Universo nao é
privilegiado. Ligado ao fato de um observador obter as mesmas informacoes equivalente
a diregao de observacio, refor¢a a ideia de isotropia em todos os pontos do espaco, e
consequentemente de um espago homogéneo [43].

O Modelo Padrio foi construido levando em consideracgao todo o espaco que com-
preende o Universo completamente preenchido uniformemente por matéria e radiacao. As
observacoes atuais sugerem que é uma boa aproximagao considerar o Universo espacial-
mente homogéneo e isotrépico. Tal consideragao nos leva a métrica Friedmann-Robertson-
Walker (FRW). A mesma abriu caminho para estabelecermos matematicamente o Princi-
pio Cosmolégico que fundamenta o Modelo Cosmolégico Padrao [25]

Procuramos uma métrica que descreva a geometria de nosso Universo. Para tal,
precisamos determinar o elemento de linha que descreve o espago-tempo quadridimensio-
nal de um universo homogéneo e isotrépico. Esse elemento de linha é dado pela métrica

(FRW) [41, 25], que em coordenadas esféricas é apresentada da seguinte maneira

dr?

172 +r? (dGz + sin? 9d¢'2) (4.1)

ds® = dt* — a(t)? [

onde a(t) representa um fator que expande a sec¢ao espacial, o fator de escala no tempo
t, € o parametro relacionado com o tamanho do Universo; k é constante e esta associado
a curvatura espacial, e (r,6,¢) sao um sistema de coordenadas comdveis, ou seja, as
coordenadas espaciais das particulas nao se alteram ao longo da expansao do Universo. A
curvatura espacial k admite trés geometrias espaciais possiveis de Universo que satisfazem

o Principio Cosmoldgico [44]. Sao elas:
e k = 0 Geometria Plana (Universo “plano”)
e k = +1 Geometria Esférica (Universo “fechado”)
e k = —1 Geometria Hiperbélica (Universo “aberto”)

Dessa maneira, ¢ importante citarmos que a curvatura do espago ¢ uma descri-

¢ao matemdtica, onde o teorema de Pitdgoras pode ser valido ou nao nas coordenadas
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espaciais. Para um maior entendimento, faremos agora uma discussdo sucinta das trés
geometrias possiveis (k = 0), (kK = +1) e (k = —1), representando-as em figuras bidi-
mensionais, as quais implicam em um universo Euclidiano, ou seja (“plano”), Esférico

(“fechado™) ou Hiperbdlico (“aberto”), respectivamente.

Geometria Plana: £ =10

Tem por base os axiomas da geometria Euclidiana e descreve um Universo “plano”,
onde a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre = 180°. Sua linha Geodésica
apresenta uma reta. Nessa geometria, o Universo tem volume infinito e plano (curvatura
nula k£ = 0). Segundo dados observacionais, essa é a que mais se aproxima da geometria
do atual Universo. O termo Geodésica se refere a uma trajetdria reta no espago-tempo,
livre da agao de forgas externas representa um caminho mais curto entre dois eventos.
Forgas essas nao graviticas [42, 25]. Neste caso, é possivel ver que para um valor de k =
0 a métrica dada torna-se a métrica de Minkowski, e portanto o espago-tempo torna-se

plano, como pode ser visto na (Figura 4.1).

Figura 4.1: Geometria do Universo para k = 0, extraido de [42].

Geometria Esférica: k£ = +1

Nesta geometria o Universo é “fechado”, curvo como a superficie tridimensional de
uma hiperesfera (Figura 4.2). A geometria deste universo é nao-euclidiana; como exemplo,
a soma dos angulos internos de um triangulo é maior que 180°. Além do mais, o Universo

possui volume finito, embora seja sem limites ou barreiras. As linhas paralelas partem do
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equador e se cruzam nos polos, descrevendo um universo fechado com comprimento de

uma circunferéncia menor que 27r [42, 25].

Figura 4.2: Geometria do Universo para k = +1, extraido de [42].

Geometria Hiperbdlica: k£ = —1

A geometria do Universo neste caso é Hiperbdlica (Figura 4.3). As linhas paralelas
tendem a se distanciar uma das outras, descrevendo um Universo “aberto”. Apresenta
volume infinito, com comprimento de uma circunferéncia maior que 27r e, a soma dos

angulos internos de um triangulo é menor do que 180°. A geometria é nao-euclidiana

[42, 25).

Figura 4.3: Geometria do Universo para k = -1, extraido de [42].

Por questao de completeza, apresentaremos agora a forma geral de um intervalo

diferencial ds? invariante para um espaco-tempo de geometria qualquer:
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ds® = Guvdztdz” (4.2)

onde g, ¢ denominado como o tensor geométrico covariante, que pode ser representado
por uma matriz. Para o caso em questdo um universo cuja métrica é a FRW, sua foma

matricial (4.3) é obtida comparando (4.2) com (4.1). Dessa forma, temos:

1 0 0 0
0 2 o 0
G = 1ok . (43)
0 0 —a(t)®? 0
0 0 0 —a(t)*r?sin® 0

Analisando (4.3) vemos que os inicos elementos que nio se anulam sio os da diago-
nal (goo, 911, 922, g33). 1sso é necessdrio, de forma a concordar com o Principio Cosmoldgico,

que garante a nao-existéncia de dire¢oes preferenciais para o Universo em grande escala.

4.2 Tensor de Ricci e o Escalar de Curvatura

Primeiramente calcularemos o Tensor de Ricci e, em seguida o Escalar de Cur-
vatura (comumente Escalar de Ricci) na métrica (4.1). Inicialmente encontraremos as
componentes dos simbolos de Christofell diferentes de zero para tal métrica. Para isto,

usaremos a relagao (4.4) a seguir.

1
e = 59*" (0ugup + Bugpi — o) - (4.4)

Lembrando que os 1";‘“, apresentam a propriedade de simetria T}, = T'}, [45],

obtemos todas as componentes nao nulas:

aa 9

F?I = T—'—*’;—z 3 ng = aar 3 Fg_; = aflrz Sin2 H (45)
— KT
1 kr 1 2 1 B o4
— RT
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ng = gt ; F§3 = —sinfcosf ; F%z = F?‘g = l (47)
r

Lo =T5 =T = % ; (4.8)
onde um ponto sobre uma variavel representa uma derivada com relaciao ao tempo césmico
t.

Antes de darmos continuidade ao objetivo dessa secao, seria interessante falarmos
mais um pouco sobre o Tensor de Ricci e o Escalar de Ricei. Primeiramente o tensor de
curvatura de Riemann Rf,, ¢é definido em termos dos simbolos de Christoffel, da forma
_orv, Ty

o A A
Rﬁpu - Oxh 8_:;’ + Fﬁ,\rva - Fﬂlrua' (49)

Da contragao entre dois dos indices do Tensor de Riemann, podemos obter o Tensor

de Ricel R,.:

R,u = Ryp = 815, — 815, + T9,T), —T¥,TA. (4.10)

Ainda, tomando uma contragao do Tensor de Ricci, obtemos o Escalar de Ricci R,

ou mais comumente “escalar de curvatura™

R=R’=¢"R,.. (4.11)

Vale salientar que o Tensor de Ricci (4.10) e o Escalar de Ricci (4.11) juntos
formam o tensor de Einstein Gw,, um tensor muito importante que esta associado com
a parte métrica do lado esquerdo das equacoes de campos da Gravitacio. Feito isto,
calcularemos agora o tensor de Ricei (4.10) para a métrica (4.1) usando a definicao do
tensor de curvatura de Riemann (4.9). Levando em considera¢io apenas as componentes

nao nulas, obtemos
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5
Royp = —3; ; (4.12)

adi + 2a° + 2k ;
Ry = B (4.13)
Roy = (ai + 2a* + 2k)r? | (4.14)
Raz = (aid + 2a* + 2k)r? sin® 6. (4.15)

Logo, partindo da definicao (4.11) foi calculado o escalar de curvatura R para a
métrica (4.1). Por defini¢do, o escalar de curvatura é a soma de cada termo do Tensor de
Ricei multiplicado pelo Tensor Métrico (4.3) em cada coordenada, uma temporal e trés

espaciais: (0,1,2,3) ou (¢,7,6,¢). Vejamos,

R = g"Roo + " Ri1 + ¢ Rys + g% R, (4.16)

ou

R=g¢"Ry+ g Ry + " Rgp + 9%* Ry, (4.17)

onde

pe _ cofg;.w
|Gpuo|

(4.18)

Dessa maneira, obtemos o escalar de curvatura para a métrica de Friedmann-Robertson-

Walker (4.1):

B—_6 [g + (g)z + &’32.} (4.19)
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4.3 Tensor Energia-Momento

Nesta se¢ao iremos obter o tensor Energia-Momento 7,,. O Tensor Energia-
Momento T}, fornece o fluxo de energia e momento por uma hipersuperficie que engloba
as fontes de campos [44]. Tratando do espago-tempo de Friedmann-Robertson-Walker,

T, € regido pela a isotropia e homogeneidade [46]. Descrito para um fluido perfeito em

um sistema de coordenadas coméveis obedece a seguinte expressao [45]:

™ = (p+p) U*U" — pg"”, (4.20)
onde U* = (—1,0,0,0) é a quadrivelocidade do fluido, p é sua densidade de energia; p é
sua pressao e gh” é o tensor métrico [44].

O T,,, escrito na forma T} é uma matriz cuja diagonal sao: (p, —p, —p, —p) ou seja

1Y = diag (p, —p, —p, —p) - (4.21)
Matricialmente,
p 0O 0 0
0 -p 0 0
T = (4.22)
0 0 —-p 0
0 0 0 -—p

4.4 As Equacoes de Friedmann

Apds termos obtido na métrica FRW (4.1), o Tensor de Riemann, o Tensor de
Ricci e o Escalar de Curvatura, estamos aptos a obter as Equagoes de Friedmann através
da resolucao das Equagoes de Einstein para tal métrica. Dessa maneira, é interessante
primeiro escrever as equagoes de Einstein subindo um indice.

Temos as Equacoes de Einstein na forma mais geral:

1
Rpw - EQ,WR = 2T, (4.23)
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Multipliquemos (4.23) por g**. Dessa forma,

1
gﬂ#Rﬂy - §gang’u}R == 290#1-}111: (4'24)

onde o termo g**g,,, resulta em um Delta de Kronecker, ¢ é dado pela expressao seguinte,

0,s¢e a#v
52 = { 7 (4.25)

l,se a=1.
De qualquer forma, sé teremos termos em que o = v, ou seja na diagonal (4.22).

Logo, a expressao (4.24) resulta na forma

1
Ry — SR =2T}. (4.26)

Podemos trocar « por p em (4.26). Assim,

1
Ry —>R=2T}. (4.27)

Feito isto, agora utilizando os resultados das componentes nao nulas do Tensor de
Ricci (4.38, 4.13, 4.14, 4.15), o Tensor Geométrico (4.3), o Escalar de Curvatura (4.19) e
o Tensor Energia-Momento (4.22), escrevemos a relacao (4.27) nas componentes temporal

e espaciais. Considerando primeiramente a componente temporal, temos

1
9™ Rgp — 5R =TS (4.28)

Dessa forma, feita a substitui¢ao da componente temporal em (4.28), o resultado

desse passo matemadtico se resume na equacao a seguir

() a2 (2) + 5| - (129

Assim, reorganizando os termos em (4.29), conseguimos obter a Equacao de Friedmann:

.y 2
(g) =20~ % (4.30)
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Esta é considerada como uma das equagdes mais importantes na Cosmologia, pois
nos informa sobre o tamanho da expansiao do Universo devido ao modelo que utilizamos
[45]. E importante deixarmos claro que a equagao (4.30) pode ainda ser escrita em termos
de um fator H, o qual segundo a literatura ¢ denominado como o parametro de Hublle

[45]. Na expressio seguinte podemos ver como este parametro é dado:

a
H=2. (4.31)

Este informa sobre a taxa de variagao do fator de escala a(t) do Universo. Podemos
escrever (4.30) em termos do parametro de Hubble H; dessa maneira, resulta na seguinte
forma

2 k

H=p_ = .
= (4.32)

Esta equacao (Equagao de Friedmann) faz uma relagao da taxa de crescimento do

fator de escala a(t) com a densidade de energia total do Universo, ou seja

3 k
=3 (H2 - ?) ; (4.33)

Para um Universo plano, em que k = 0, a densidade de energia é dada por

- (2) wa

denominada densidade critica. Pode-se dizer que a densidade critica é aquele valor exato
da densidade de energia e matéria que coincide com um Universo de geometria plana.
Feito isto, faremos o mesmo processo de anteriormente, mas agora substituimos as

componentes espaciais. Dessa maneira, obtemos:

i [a\® k
2— + (—) +—==-2p. (4.35)

a a a?
Combinando (4.30) com (4.35) o resultado ¢ a expressio seguinte, onde, para qual-

quer componente espacial conseguimos obter a mesma equacao. E conhecida como a
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equagao da aceleragao

L o). (4.36)

[ possivel observar que a equacao de Friedmann (4.30) nao possui utilidade sem
uma equagao que mostre a evolugao temporal da densidade p dos constituintes do Uni-
verso. Essa equagao deve conter a pressao p do fluido, e é conhecida como equacio do
fluido ou da continnidade. Vamos obté-la, derivando a equagio de Friedmann (4.32) com
relagao ao tempo:

2 2ka

O = 4 1.
3P+ (4.37)

Isolando H, a expressao toma a seguinte forma:

- 1p k
miok e 4.
H 3H (4.38)

Feito isto, derivamos agora em relagao ao tempo o parametro de Hubble (4.31)

H=2 (4.39)
a

e obtemos

He=§-(é)2. (4.40)
a a

Reorganizando os termos e isolando £, temos

2_H+H (4.41)
a

Agora, substituindo as expressoes (4.38) e (4.36) em (4.41), obtemos

1 1p k
—§(p+3p) §E+_+H2 (4.42)

- . k 2
Da expressao acima, podemos observar que % p= 4+ H". Logo,
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1

Ry 1
3/ P=3 T

p = gg=—P-P

: (4.43)
3 3
Reorganizando os termos, chegamos a equagao da conservacao da energia ou equa-

¢ao da continuidade (4.44) [40]. Esta equagao nos informa que o conteiido do Universo

tem natureza continua, ou seja, sem fonte e sem sumidouro:

p+3H (p+p) =0. (4.44)

As expressoes (4.30) e (4.36) sao conhecidas como as equagoes de Friedmann. Elas
permite-nos determinar a evolucao do fator de escala a(f) e, como consequéncia disto,
a dinamica de expansao do Universo. Dessa forma, a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) nos permite descrever um universo homogéneo e isotrépico e que evolui
com o tempo. Contudo, a descrigao da evolugao do Cosmos depende do contetido consi-
derado. A equagao (4.30) informa que as diferentes componentes da densidade p, ou seja,
diferentes fases de contetido presente na evolugao do Universo, é importante para diferen-
tes momentos da expansao, relacionando a taxa de crescimento de a(t) com a densidade.
Nesse cendrio de Universo, quando a(t) era pequeno, havia predominancia de radiacio,

em sequéencia um periodo predominado por matéria.
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Capitulo 5

Campo Escalar e Energia Escura

A natureza da expansao acelerada do Universo é considerada atualmente como um
dos mistérios da Cosmologia Moderna. Segundo alguns conjuntos de dados observacionais
como, por exemplo, supernovas (tipo Ia) ', Radiacao Césmica de Fundo em Microondas
e o mapeamento da estrutura do universo em larga escala, indicam, & controvérsia, que
vivemos em um Universo de baixa densidade de matéria, e cuja expansao vem ganhando
velocidade aceleradamente [47]. A fonte geradora responsivel pela aceleracio césmica é
ainda, no entanto, mal compreendida. Apenas o nome Energia Escura entra em cena.

Dito isto, vale ressaltar que neste capitulo nao teremos o intuito de provar a existén-
cia da Energia Escura, mais sim discutir uma proposta de descrever um universo dominado
por ela. Para isto, representaremos esta energia como um campo escalar ¢ homogeéneo e
isotrépico que permeia todo o Universo como um fluido perfeito, considerando que este
campo admita uma dinamica padrao, onde serd representada através de uma Lagrangeana
L. A justificativa pela qual utilizaremos um campo escalar ¢ vem do fato deste campo
nao depender das coordenadas espaciais (z,y, z); evolui apenas no tempo f.

Introduziremos este capitulo fazendo uma breve discussiao a respeito da Energia
Escura. Em seguida, fazendo uso das Equagoes de Friedmann (4.30) e ( 4.36) apresentadas
no capitulo anterior, abordaremos a dinamica padrao de um campo escalar ¢. Apods isso,
para este ¢ calcularemos a densidade de energia p e a pressao p. Em seguida, a Equacao

de Movimento do Campo Escalar.

!Supernovas (tipo Ia) sio explosdes termonucleares de estrelas pequenas e muito densas, denomina-
das de anas - brancas. Libera alta luminosidade, proporcionando obter resultados até distancias muito
grandes.
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5.1 A Energia Escura e a Expansao Acelerada

Em meados do século passado (sée. XX), pensava -se que a expansiao do Universo
devia estar ocorrendo presente a uma dinamica dominada pela acao gravitacional da ma-
téria que o constitui, ou seja, de forma desacelerada. A controvérsia surgiu recentemente,
no ano de (1998) quando dois grupos de astronomos americanos mediram as distancias de
galdxias longinquas a partir de explosoes de supernovas (tipo Ia) [48]. Os dados obtidos
indicaram o contrério, isto ¢, que a taxa na qual o Universo estd se expandindo ocorre de
forma aceleradamente (@ > 0). Resultados esses inesperados, pois, segundo o Modelo Cos-
moldgico Padrao previa que o Universo estaria em expansao desacelerada [47]. Contudo,
a fonte responsavel por esta aceleragao ainda permanece desconhecida. A taxa de expan-
sao nas proximidades de nossa galaxia seria menor do que em grandes escalas segundo o
modelo tedrico. De fato, pois quando observamos o Cosmos em grandes distancias, o que
vernos € o passado. Esse fato se deve a velocidade finita da luz ¢. Dessa forma, o Universo
devia estar em expansao mais rapidamente do que em nosso tempo presente.

Uma maneira de encontrar uma responsavel por essa expansao acelerada seria
admitir que o Universo estaria dominado por uma forma de energia contrdria a atragao
gravitacional e com pressao negativa. Esta pressao negativa contrabalanceia a forca da
gravidade e assim leva a expansao acelerada do Universo. Essa estranha forma de energia
foi denominada de Energia Escura. A Energia Escura ainda nao foi identificada, no
entanto, tem natureza diferente da matéria ordindria, como bérions e a radiagao [49).
Vale salientar que a Energia Escura nao deve ser confundida com a Matéria Escura, onde,
na literatura devemos ser cautelosos a nao causar uma certa confusao ao leitor. Além do
mais, a Matéria Escura surge da necessidade de explicar a velocidade orbital das estrelas
no centro das galdxias. Tal velocidade é maior do que os valores previstos com base na
matéria luminosa existente. A conclusao seria que além da matéria luminosa existiria uma
outra preenchendo o Universo, pelo fato que apenas a quantidade de matéria existente
calculada com base na luminosidade das galdxias, nao seria suficiente em gerar a forga

gravitacional a qual as estrelas estdo submetidas, segundo medidas de suas velocidades
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orbitais em torno do centro galdctico [47, 49]. Observacoes aponta para a necessidade da
existencia da Matéria Escura para explicar a atracio gravitacional existente em diversas
escalas, de galaxias e aglomerados de galixias. A (Figura 5.1) a segnir, possibilita uma

melhor andlise da existéncia da Matéria Escura.

Figura 5.1: Esta figura mostra observagoes do aglomerado de galixias Bala. Na imagem
a esquerda, é apresentada observagao por meio 6ptico. Ja na imagem a direita, apre-
sentam observagoes em raio-X. Os contornos representam a distribuicdo da matéria no
aglomerado, permitindo mostrar de maneira clara a separacio existente entre as duas
componentes escura e gas. Extraida de [50].

Da mesma forma que a matéria convencional, a Matéria Escura interage gravi-
tacionalmente, e foi denominada como escura pelo fato de nao admitir interacao com a
radiagao eletromagnética, dessa forma nao permitindo o seu detectamento em nenhuma
faixa de frequéncia do espectro eletromagnético [49].

O que seria essa esséncia desconhecida causadora da aceleragao cdsmica? Qual
¢ a sua origem? O nosso Universo continuard a se expandir indefinidamente? Ainda
sao questionamentos cruciais para os quais ainda nao temos nenhuma resposta. Existem
algumas possiveis alternativas, mas no entanto, segundo dados observacionais, nao nos
permitem definir com uma certa precisao a mais adequada em efeito. Dentre as alterna-
tivas, existe uma considerada como a mais radical possivel: seria admitir que a Teoria da
Gravitagao usada na observacao dos fendmenos cosmoldgicos estaria incorreta ou incoms-
pleta [23]. Dentro deste contexto originaram-se alternativas que discutiremos agora. A

primeira delas seria uma modificagao na Teoria da Gravitagao de Albert Einstein, na qual
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seria necessdrio acrescentar um novo termo que fosse relevante somente quando a curva-
tura do espago-tempo fosse suficientemente pequena. Uma segunda possibilidade também
diz respeito a uma modificacao da Gravitagao com um fator mais extremo. Neste caso, a
aceleracao da expansao cosmolégica seria devida & existéncia de uma dimensao espacial
extra manifestando este efeito [23]. Contudo, ambas as alternativas tedricas apresentam
certa complexidade de serem interpretadas. Mas, no entanto, nao podemos descarta-las
enquanto nao houver melhores fundamentos.

No contexto da Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein, a alternativa de
manter valida tal teoria, mas admitir uma constante a qual se referencia como constante
cosmoldgica A é a mais conservadora. A constante cosmoldgica A, introduzida por Einstein
em seu primeiro modelo cosmoldgico, é considerada como a candidata responsavel mais
bem estruturada geradora dessa repulsao césmica. Inicialmente, A foi introduzida nas
equagoes de campo da Teoria da Relatividade Geral no intuito de compensar a ideia
de Universo dinamico como Einstein obtinha em suas equagoes. Para tal, o motivo da
constante cosmoldgica ser a melhor candidata atualmente, vem do fato que existindo
uma componente exética (dependente ou nao do tempo) com pressao negativa (—p), toda
a massa geradora da gravitagao “massa efetiva” também sera negativa e, dessa forma,
teremos uma repulsido gravitacional, levando em conta que para a Relatividade Geral
toda a energia é a fonte da Gravitagao [23].

Embora nao se conhega a verdadeira natureza dessa responsavel pela aceleragao
césmica (Energia Escura), é fundamental determinar se a sua densidade é constante no
decorrer do tempo ou se existe a possibilidade de pequenas variag¢ées temporais. Conhecer
a evolucao da densidade desta energia traz a possibilidade de se obter informagoes sobre
um universo futuro. Dentre elas; se a sua densidade for constante no decorrer do tempo,
o Universo continuara a se expandir de forma acelerada indefinidamente; se nao, chegara
a um ponto em que haverda um recolapso (Big Crunch), retornando novamente ao estado
inicial [23]. Observagdes recentes apontam que a densidade de energia total do Universo

é compreendida como sendo 72, 2% constituida de energia escura, 23,2% constituida de
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matéria escura, 4,6% constituida de matéria barionica (Prétons e Néutrons), e cerca de
0,005% constituida de radiacao [50].

Fica evidente que na Cosmologia atual é de extrema importancia buscar novas te-
orias alternativas que possam ser capazes de explicar a aceleragao cosmica, dando énfase
a importancia de levar em conta que possa existir erros sistematicos presentes em alguns
modelos. Talvez em breve possamos alcangar um maior referencial tedrico e consequente-
mente o entendimento da natureza da Energia Escura. Teorias essas que tentam explicar

a origem, a expansao e o futuro do Universo.
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5.2 As Equagoes de Friedmann com Campo Escalar

Uma opgao de descrever o Universo dominado por Energia Escura ¢ representar
esta energia como um campo escalar. Neste intuito, representaremos esta energia como
um campo escalar ¢ homogéneo e isotrépico que permeia todo o Universo como um fluido
perfeito, considerando que este campo admita uma dinamica padrao. Esta dinamica
padrao, serd dada através da Lagrangeana £, e assim encontraremos a Equacao de Mo-
vimento deste campo. No decorrer da discussao, iremos obter as expressoes da densidade
de energia p e da pressao p de ¢ que permeia todo o Universo [51]. Nosso objetivo nao
¢ tratar de nenhum modelo especifico de Energia Escura, o que seria possivel assumindo
uma forma especifica para V(¢). Temos interesse em discutir como dever ser, em linhas
gerais, uma teoria de campo escalar que se proponha a descrever um universo preenchido
por Energia Escura. Modelos mais detalhados vao além da equacao de movimento do
campo ¢, permitindo obter o comportamento do fator de escala e de outros parametros
relevantes para comparacao com os dados observacionais.

A dinamica padrao de um campo escalar homogéneo em um universo de FRW é

dada pela Lagrangiana

L= -;- 00" ) — V(). (5.1)

Estamos fazendo um breve resumo de um modelo simples capaz de explicar a
expansao acelerada do Universo. Como foi descrito anteriormente, envolve um campo
escalar ¢ como energia escura, que, segundo a literatura é denominado de quintesséncia
[51]. Variando a acao S (3.5) em termos de g*”, o tensor energia - momento para o campo

escalar ¢ é expresso da seguinte forma

Ty = 0,90,¢ — gu L. (5.2)

Vamos aplicar ¢** em (5.2), no intuito de obter T# e assim podermos usar o tensor

energia-momento para um fluido perfeito:
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T} = diag (p, —p, —p, —p) - (5.3)

Aplicando agora ¢g*#T,,,. obtemos

T2 = g*8,00,6 — ¢™gu L = 0°¢d,6 — L. (5.4)

Logo, a expressao que iremos utilizar para o tensor energia-momento sera

T¥ = 0"¢d,¢ — L. (5.5)

Esta permite determinar a densidade de energia p e a pressao p do campo escalar

[42]. Primeiramente calculemos p. De acordo com (4.22), p equivale & componente T}.

Dessa maneira,

p=T; = ¢d¢ - [ég“f‘aucbaﬁqb - V(¢)] ; (5.6)

onde 8¢ = 9y = ¢ e ¢°° = 1. Assim, em um universo homogéneo e isotrépico segundo
a métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW), obtemos a densidade de energia p do

campo escalar como sendo

= %éz + V(). (5.7)

Agora, iremos calcular a pressao p de ¢. Faremos o mesmo processo feito ante-
riormente, contudo, agora consideraremos as outras componentes da diagonal do tensor
energia-momento para um fluido perfeito (5.3). Podemos representar estas outras compo-
nentes do tensor como sendo —p = T7, onde i = (1,2,3). Isto implica que, é equivalente
escolhermos qualquer destes miimeros inteiros em i, pois, como consequéncia disto obte-
remos o mesmo valor para p. Para melhor entendermos o que foi dito acima, vejamos a

representagao abaixo.

Tll =—p; T22 =—p; Tg = —p. (5.8)
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Calculemos p:

1
_pszzawaé—t?ﬁa@@¢&vwﬂ, (5.9)
onde g'' = —1. Para garantir a isotropia ¢ necessirio que 9'¢ = 8¢ = 0. Logo, em um
universo homogéneo e isotrépico segundo a métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW),

obtemos a pressao p do campo escalar:

p=%&~VWN (5.10)

Resumindo, para um universo homogeéneo e isotrdpico, obtemos as seguintes ex-

pressoes para p e p:

1. 1 s
= §¢2 +V(9) p= §¢2 - V(¢). (5.11)
Como foi dito no inicio deste capitulo, encontraremos agora a equacio de movi-

mento do campo escalar ¢. Para isto, serd utilizada a equacao que nos informa a densidade

de energia (5.7) deste campo ¢. Temos

i
p=33+V(6). (5.12)

Agora, derivando no tempo, obtemos

p= b+ Voo, (5.13)

Feito isto, voltemos agora para a equagao da continuidade (4.44) do capitulo ante-

rior e nela substituiremos as expressoes (5.7), (5.10) e (5.13). Temos

p+3H (p+p) =0. (5.14)

O resultado da substituicao é

B+ Vb 4 3H |53+ V(9) + 58 - V(9)] (515)
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no qual, reorganizando os termos e dividindo uma vez toda a expressio por ¢, conseguimos

obter a equacao seguinte, conhecida como equagao de movimento do campo escalar ¢ [51]:

¢+3Hp+V,=0. (5.16)

Esta equagao (5.16) mostra como o campo ¢ evolui no tempo £, desde que seja
conhecido o potencial V(¢). Potenciais diferentes descrevem modelos diferentes. Como
previsto, considerando um universo dominando por Energia Escura, admitindo que esta ¢
representada através de um campo escalar ¢, conseguimos obter algumas expressoes que
nos informam a respeito da densidade de energia p, da pressao p. e por fim, a equagao de
movimento. Como podemos ver em (5.16), a dindmica de ¢ ¢ relacionada com a dinamica
do parametro de Hubble H. Além disso, a escolha de um V/(¢) especifico na expressao

(5.16), nos leva a um conjunto de comportamentos diferentes para a dinamica do Universo.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos a deducao das Equagoes de Friedmann. Esta deducio foi
obtida reescrevendo as equagoes de campo da Gravitacao de Albert Einstein na métrica de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), levando em consideragao o Principio Cosmoldgico,
o qual foi discutido no Capitulo 2. A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria de
gravitacao e admite intdmeras solugoes, cada uma delas referente a uma situacio fisica
diferente. Especificamente, o nosso trabalho trata apenas das solugoes cosmoldgicas de
Friedmann. Neste contexto, serve de base para entendermos como se deu a evolu¢ao do
Universo.

Inicialmente fizemos uma abordagem dos conceitos basicos que deram inicio 4 Cos-
mologia Moderna: conceitos que, de fato, foram essenciais para desenvolvermos o nosso
trabalho. Fizemos uma breve discussao a respeito dos instrumentos modernos de obser-
vagoes. Tratamos do Principio Cosmoldgico, dentre outros temas importantes, até a lei
de Hubble. Desde o fato de que nao vivemos em uma localizagao privilegiada no Uni-
verso, tratando da isotropia e homogeneidade como um marco na constru¢ao das teorias
cosmologicas. Da observancia do desvio para o vermelho da luz de galdxias distantes, a
hip6tese do movimento regular de recessao das galdxias, evidéncias estas de que vivemos
ermn um universo em expansao.

Deduzimos as Equacoes de Campo da Gravitacao no Capitulo 3, a partir da acao de
Einstein-Hilbert. Partimos de uma agao S na forma geral, e através de uma pequena vari-

acao na métrica, utilizando o principio variacional de minima agao, obtemos as chamadas



equacoes de campo de Einstein (3.27). Foi mostrado o significado fisico dos dois tensores
presentes na expressio (3.27). Um estd relacionado com a geometria do espaco-tempo e ¢
denominado tensor de Einstein; e o outro estd relacionado com o contetido do Universo,
denominado o tensor energia-momento. Podemos perceber que as equacoes de Einstein
descrevem como a matéria gera a gravidade e, inversamente, como a gravidade afeta a
matéria. A gravidade é dada aqui em termos de um tensor métrico, uma quantidade
que descreve as propriedades geométricas do espaco-tempo quadridimensional. A matéria
¢ descrita por seu tensor de energia-momento, uma quantidade que contém informacao
sobre a densidade e a pressao da matéria.

Reescrevemos as equagoes de Einstein para uma métrica especifica, a métrica de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Para tal geometria do Universo, o elemento de Ii-
nha é o da Equacao (4.1). Segundo (4.1), vimos a existéncia do termo de curvatura k,
que informa sobre as possiveis geometrias que o Universo pode descrever. Para um me-
lhor entendimento sobre o papel da constante k, foi feita uma breve discussao das tres
geometrias possiveis (plana, esférica e hiperbdlica). Assumida a métrica, as equacgoes de
Einstein foram, portanto, reescritas na forma das equagoes de Friedmann. As solugoes
destas equacoes representam um universo dinamico e em evolugao, caracterizado por uma
fungao dependente do tempo, denominada fator de escala a(t). A velocidade de expan-
sao do Universo é medida através do parametro de Hubble H, que, depende somente da
fungao a(t) e de sua variagao no tempo. Podemos ver que a dinamica do Universo pode
assumir duas situacoes distintas quanto ao sinal de H. Para o sinal positivo, o Universo
passa por uma fase de expansao, se sinal de H for negativo, o Universo entra em uma
fase de colapso. As evidencias nos levam a pensar que a geometria do Universo idealizada
por Friedmann, de modo geral, é como um fluido continuo e perfeito, que se caracteriza
por uma densidade de energia p e uma pressao p; e que de acordo com a homogeneidade
da geometria espacial, depende somente do tempo {. Geralmente, um fluido deve satis-
fazer uma fase de equilibrio, segue-se a existéncia de uma equacao de continuidade, onde

relaciona a pressao e a densidade de energia. A existéncia desta equagao, significa que o
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conteido do Universo é continuo, nao existindo nem fonte e nem sumidourc.

Investigamos ainda a existéncia de um universo dominado por Energia Escura.
Esta energia foi representada como sendo um campo escalar homogéneo e isotropico o,
com a capacidade de permear todo o Universo como um fluido perfeito. Também foi
considerado que ¢ admitia uma dinamica padrao representada através de uma densidade
Lagrangeana L£. Desenvolvemos a expressao do tensor energia-momento de um fluido
perfeito, e obtemos expressoes para a densidade de energia p, e para, a pressao p. Em
seguida, deduzimos a equagao de movimento de ¢ (5.16). A expressao (5.16) mostra que,
conhecendo o potencial V(¢), podemos ter informagoes de como ¢ evolui no tempo t.
Como a dinamica do campo ¢ se relaciona com a dinamica do parametro de Hubble H,
podemos calcular pardmetro como fator de escala, parametro de aceleragao, equacao de
estado, que, devem estar em concordancia com os dados experimentais, para que o modelo
seja uma boa representacao da evolugao do Universo.

Este trabalho é uma revisao que abre caminho para estudos mais aprofundados.
Como perspectivas de continuidade, podemos citar pesquisas que envolvem cenarios de
Energia Escura com diferentes potenciais, com associagoes de conteidos distintos, com ou
sem campo escalar, e utilizando dinamicas diferentes da dinamica padrao. A natureza da
Energia Escura é um campo no qual podem ainda existir muitas possibilidades de pesquisa.
O objetivo do trabalho, no entanto, foi tratar das equacoes de Friedmann. Estas devem

estar em quaisquer modelos cosmolégicos no contexto da Teoria do Big Bang.
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