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Resumo

Neste trabalho �zemos um estudo sobre a lasse de distribuições generalizadas

exponenializadas, a distribuição Fréhet generalizada e a distribuição Weibull inversa

log-generalizada. Obtemos algumas propriedades da distribuição Fréhet generalizada.

Uma nova distribuição é proposta: a distribuição log-Fréhet generalizada. Esta dis-

tribuição é uma estensão da distribuição Fréhet. Outra proposta deste trabalho é

introduzir um modelo de regressão log-Fréhet generalizada om ensura Tipo I base-

ado na distribuição log-Fréhet generalizada.

Palavras-have: Distribuições generalizadas exponenializadas, distribuição Fré-

het generalizada, distribuição log-Fréhet generalizada.
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Abstrat

In this work, we did a researh study about the exponentiated generalized lass

of distributions, the generalized Fréhet distribution and the log-generalized inverse

Weibull distribution. We obtain some properties of generalized Fréhet distribution.

Furthermore, a new distribution is proposed: the generalized log-Fréhet distribution.

This new distribution is an extension of Fréhet distribution. Another propose of this

work is to introdue a generalized log-Frehét regression model with Type-I ensoring

based on the generalized log-Frehét distribution.

Keywords: Exponentiated generalized distributions, generalized Fréhet distri-

bution, generalized log-Frehét distribution.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria de distribuições generalizadas tem resido muito nos últimos anos. Mui-

tas formas de distribuições generalizadas podem ser enontradas na literatura. Por

exemplo, a Fréhet exponenializada (Nadarajah e Kotz, 2006), a Beta generalizada

(Eugene et al., 2002), a Gumbel exponenializada (Nadarajah, 2006) e a Beta Fréhet

(Nadarajah e Gupta, 2004).

Nosso trabalho está organizado em ino Capítulos. No Capítulo 2, estudamos

a lasse de distribuições generalizadas exponenializadas introduzida por Cordeiro et

al. (2013) que generaliza os trabalhos de (Nadarajah, 2006) e (Nadarajah;Kotz, 2006),

além de ter omo asos partiulares diversos outros modelos bastantes onheidos na

literatura. Muitos autores tem estudado as propriedades da distribuição generalizada

exponenializada, ver por exemplo, Mudholkar e Srivastana (1993) e Mudholkar et al.

(1996) para a distruição weibull exponenializada, Gupta et al. (1998) para a Pa-

reto exponenializada, Gupta e Kundu (1999) para a exponenial exponenializada,

Nadarajah (2005) para a Gumbel exponenializada, Kakde e Shirke (2006) para a

log-normal exponenializada, e Nadarajah e Gupta (2007) para a distribuição gama

exponenializada. Ainda neste apítulo, disutimos algumas propriedades desta lasse

de distribuições. No Capítulo 3, apresentamos a prinipal ontribuição deste trabalho.

Neste Capítulo �zemos um estudo mais aprofundado da distribuição Fréhet Genera-

lizada (FrG). Esta distribuição tem as seguintes vantagens: fórmulas explíitas para

função de distribuição e função quantil que não envolve qualquer função espeial, não
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depende da função beta, omo na distribuição beta Fréhet e não tem problema de

identi�abilidade omo a distribuição Kumaraswamy Fréhet. Apresentamos algumas

propriedades desta distribuição baseadas no trabalho de Cordeiro et al. (2013). No Ca-

pítulo 4, trabalhamos om a distribuição Weibull inversa log-generalizada introduzida

por Gusmão, Ortega e Cordeiro (2011), na qual é onsiderada uma estrutura de regres-

são. Ainda neste apítulo, propomos uma transformação logarítmia e em seguida uma

reparametrização no modelo FrG, denominado de log-Fréhet generalizada (LFrG). De-

�nimos um modelo de regressão ao qual denominamos de modelo de regressão LFrG.

Finalmente, no apítulo 5, apresentamos as onsiderações �nais.

É importante ressaltar que em todos os apítulos foram disutidas expressões para

a função de distribuição aumulada, função densidade de probabilidade, expansões para

a função densidade de probabilidade, expressões gerais para os momentos, momentos

das estatístias de ordem e, estimação dos parâmetros. No �nal de ada apítulo

apliamos as distribuições, disutidas ao longo deste trabalho, a onjuntos de dados

reais e omparamos os ajustes om outros modelos.

Os grá�os apresentados nesta dissertação foram produzidos utilizando o ambi-

ente de programação R em sua versão 2.15.3 para o sistema operaional Windows que

se enontra disponível gratuitamente no endereço http://www.r-projet.org. Para mais

detalhes ver Ihaka e Gentleman (1996), Cribari-Neto e Zarkos (1999).

A presente dissertação foi esrita de tal forma que todos os apítulos sejam inde-

pendentes um dos outros, failitando assim, a leitura individual dos apítulos. Dessa

forma, algumas de�nições podem apareer em mais de um apítulo.
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A lasse de distribuições generalizadas

exponenializadas

Neste apítulo disutimos sobre uma nova lasse de distribuições generaliza-

das exponenializadas obtida adiionando dois parâmetros a uma distribuição ontínua,

introduzida por Cordeiro, Ortega e Cunha (2013). Assim omo estudamos algumas de

suas propriedades estruturais.

2.1 Introdução

Gupta et al.(1998) propuseram pela primeira vez uma generalização da dis-

tribuição exponenial padrão, a qual hamaram de distribuição exponenial exponen-

ializada (EE), uja função de distribuição aumulada (fda) é F (x;λ, α) = (1− e−λx)α

para x > 0, λ > 0 e α > 0, onde os parâmetros λ e α representam a esala e a forma,

respetivamente. Para mais detalhes ver Gupta e Kundu (2001). Segundo Gupta e

Kundu (2002), uma das vantagens dessa distribuição é que devido a estrutura simples

de suas funções de distribuição e sobrevivênia a distribuição EE pode ser usada de

forma e�az na análise de dados de tempo de vida, partiularmente, na presença de

observações ensuradas ou dados orrelaionados. De forma semelhante, Nadarajah e

Kotz (2006) introduziram três distribuições exponenializadas, a saber; a distribuição

gama exponenializada (EΓ), que é uma generalização da distribuição gama padrão,
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a distribuição Fréhet exponenializada (EF), que é uma generalização da distribuição

Fréhet e a distribuição Gumbel exponenializada (EGu), que é uma generalização da

distribuição Gumbel, embora a forma omo eles de�niram as fdas das distribuições Fré-

het exponenializada e Gumbel exponenializada seja um pouo diferente. Ou seja,

os autores geraram esses novos modelos na lasse de distribuições exponenializadas a

partir da expressão F (x;λ, α) = 1− [1−G(x)]α.

De�nição 2.1 Seja G(x) uma função de distribuição aumulada ontínua. A lasse

de distribuições generalizadas exponenializadas (EG) é de�nida por

F (x) = [1− {1−G(x)}α]β , (2.1)

em que α > 0 e β > 0 são dois parâmetros de forma. Sua função densidade é repre-

sentada por

f(x) = αβ
{
1−G(x)}α−1 [1− {1−G(x)}α

]β−1
g(x), (2.2)

em que g(x) = G′(x).

Note que a função (2.1) é simples e não depende da função beta inompleta, omo

no aso da família beta generalizada (Eugene et al., 2002).

A distribuição uja a fda é G(x) é um aso espeial de (2.1) quando α = β = 1.

Considerando α = 1 em (2.1) temos a distribuição do tipo exponenializada de�nida

por Gupta et al. (1998). Além disso, as distribuições EE e EΓ são obtidas tomando

G(x) omo sendo a fda exponenial e gama, respetivamente. Para β = 1, e G(x)

sendo a distribuição aumulada Gumbel e Fréhet, obtemos as distribuições EGu e

EF, respetivamente, tal omo de�nido por Nadarajah e Kotz (2006). Assim, a lasse

de distribuições (2.1) estende as duas distribuições do tipo exponenializada.

A família de densidades em (2.2) permite maior �exibilidade nas audas e pode

ser apliada em muitas áreas da biologia e da engenharia. Os novos parâmetros de-

sempenham o papel de introduzir assimetria e variação do peso da auda. Observamos

que, mesmo se g(x) for uma distribuição simétria, a distribuição f(x) não será uma

distribuição simétria, a menos que α = β = 1.

A partir de agora, usaremos a expressão X ∼ ExpcG, c > 0, para denotar que a

variável aleátoriaX segue uma distribuição uja fda e fdp são Hc(x) = G(x)c e hc(x) =
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cg(x)G(x)c−1
, respetivamente. Esta distribuição também é hamada de Lehmann

tipo I. Alternativamente, podemos gerar distribuições na lasse Expc
G fazendo F (x) =

1− {1− G(x)}c, onheida omo a distribuição Lehmann tipo II. Portanto, a função

em (2.1) engloba as distribuições Lehmann tipo I (α = 1) e Lehmann tipo II (β = 1)

introduzidas em Lehmann (1953).

A lasse de distribuições Exponenializadas Generalizadas parte de uma inter-

pretação físia interessante quando α e β são números inteiros positivos. Considere um

dispositivo feito de β omponentes independentes em um sistema em paralelo. Além

disso, ada um dos omponentes é omposto de α subomponentes independentes e

identiamente distribuídos de aordo om G(x), em um sistema em série. O dispo-

sitivo falha se todos os omponentes β falhar e ada um dos omponentes falham se

houver falha de pelo menos um dos subomponentes. Sejam Xj1, ..., Xjα os tempo de

vida dos subomponentes dentro do omponente j, j = 1, ..., β, om fda G(x) omum.

Denotemos Xj omo sendo o tempo de vida do omponente j e seja X o tempo de vida

do dispositivo. A fda de X é dada por

F (x) = Pr(X1 ≤ x, ..., Xβ ≤ x)

= Pr(X1 ≤ x)β

= [1− Pr(X1 > x)]β

= [1− Pr(X11 > x, ..., X1α > x)]β

= [1− {1− Pr(X11 ≤ x)}α]β

= [1− {1−G(x)}α]β.

Portanto, o tempo de falha do dispositivo obedee á família de distribuições EG.

A seguir, apresentamos expansões para as funções de distribuição e densidade do mo-

delo EG.
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2.2 Expansões para as funções de distribuição e den-

sidade

Se β é qualquer número real não inteiro e |z| < 1, então a expansão em

série binomial é dada por

(1− z)β−1 =
∞∑

k=0

(−1)kΓ(β)

Γ(β − k)k!
zk. (2.3)

Apliando a Identidade (2.3) em (2.1), temos

F (x) =

∞∑

k=0

(−1)kΓ(β + 1)

Γ(β + 1− k)k!
[1−G(x)]αk

=
∞∑

k=0

(−1)kΓ(β + 1)

Γ(β + 1− k)k!

∞∑

j=0

(−1)jΓ(αk + 1)

Γ(αk + 1− j)j!
G(x)j

=

∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)k+jΓ(β + 1)Γ(αk + 1)

Γ(β + 1− k)Γ(αk + 1− j)k!j!
G(x)j

=
∞∑

j=0

wjG(x)
j, (2.4)

em que

wj =

∞∑

k=0

(−1)k+jΓ(β + 1)Γ(αk + 1)

Γ(β + 1− k)Γ(αk + 1− j)k!j!
. (2.5)

Portanto, F (x) pode ser esrita omo uma soma in�nita de G(x).

Proposição 2.1 Para α > 0, não inteiro, podemos esrever f(x) em (2.2) omo

f(x) = α β g(x)

∞∑

j=0

tjG(x)
j ,

em que

tj =

∞∑

k=0

(−1)k+jΓ(β)Γ(α(k + 1))

Γ(β − k)Γ(α(k + 1)− j)k!j!
.

Demonstração: Considere α > 0, não inteiro. Apliando a expansão (2.3) na equação
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(2.2), obtemos

f(x) = αβ
∞∑

k=0

(−1)kΓ(β)

Γ(β − k)k!
[1−G(x)]α(k+1)−1g(x)

= αβ
∞∑

k=0

(−1)kΓ(β)

Γ(β − k)k!

∞∑

j=0

(−1)jΓ(α(k + 1))

Γ(α(k + 1)− j)j!
G(x)jg(x)

= αβ g(x)

∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)k+jΓ(β)Γ(α(k + 1))

Γ(β − k)Γ(α(k + 1)− j)k!j!
G(x)j

= αβ g(x)
∞∑

j=0

tjG(x)
j, (2.6)

tj =

∞∑

k=0

(−1)k+jΓ(β)Γ(α(k + 1))

Γ(β − k)Γ(α(k + 1)− j)k!j!
. (2.7)

Por outro lado, podemos reesrever a equação (2.6) omo

f(x) =
∞∑

j=0

t∗jhj+1(x), (2.8)

em que t∗j = αβtj/j+1 e hj+1(x) = (j+1)g(x)G(x)j é a função densidade da Expj+1(G).

O que mostra que a função densidade EG é uma ombinação linear de funções den-

sidades da distribuição G exponenializadas (Exp-G). Assim, algumas propriedades

estruturais da lasse de distribuições EG, por exemplo, momentos inompletos e fun-

ções geradoras podem ser obtidas diretamente das propriedades da distribuição Exp-G.

2.3 Momentos

Seja G(·) a fda da variável aleatória X e F (·) a fda da variável aleatória

Y om densidade dada em (2.2). Os momentos ponderados por probabilidade (MPPs)

de X são de�nidos por

τr,j = E[XrG(x)j ] =

∫ ∞

−∞

xrG(x)jg(x)dx, (2.9)

para mais detalhe ver Greenwood et al. (1979).
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Os momentos da distribuição EG podem ser obtidos a partir dos momentos pon-

derados por probabilidade dados por

E(Y r) = α β
∞∑

j=0

tj

∫ ∞

−∞

yrG(y)jg(y)dy

α β

∞∑

j=0

tjτr,j. (2.10)

Portanto, os momentos de qualquer distribuição EG podem ser expressos omo

uma soma ponderada in�nita de MPPs da distribuição prinipal.

A segunda fórmula para τr,j é baseada na função quantil QG(x) = G−1(x) omo

τr,j =

∫ 1

0

QG(u)
r ujdu, (2.11)

de modo que a integral é alulada agora sobre o intervalo (0,1).

2.4 Função Geradora de Momentos

Estudamos três fórmulas para a função geradora de momentos (fgm)M(s) =

E[exp(sY )] de Y , om função densidade de probabilidade dada em (2.2). A primeira

é obtida expandindo o termo exp(sY ) em série de Taylor omo

M(s) = E

[
∞∑

r=0

(sY )r

r!

]
=

∞∑

r=0

µ′
r

r!
sr, (2.12)

em que µ′
r = E[Y r] é obtido a partir da equação (2.10).

A segunda expressão para M(s) é obtida a partir da função (2.8) omo

M(s) =
∞∑

j=0

tj
∗Mj+1(s). (2.13)

De fato,

M(s) = E(esY ) =

∫ ∞

−∞

esyf(y)dy.
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Da equação (2.8) segue que

M(s) =

∞∑

j=0

tj
∗

∫ ∞

−∞

esyhj+1(y)dy

=
∞∑

j=0

tj
∗Ej+1(e

sY )

=

∞∑

j=0

tj
∗Mj+1(s),

em que Mj+1(s) é a função geradora de momentos da distribuição Exp

j+1(G).

A tereira expressão para M(s) é determinada a partir da função (2.6) dada por

M(s) = αβ
∞∑

j=0

tjρj(s). (2.14)

De fato, segue da função (2.6) que

M(s) =

∫ ∞

−∞

exp(s x)f(x)dx

= αβ
∞∑

j=0

tj

∫ ∞

−∞

exp(s x)G(x)jg(x)dx.

De�nindo ρj(s) =
∫∞

−∞
exp(sx)G(x)jg(x)dx na última expressão, obtemos

M(s) = αβ
∞∑

j=0

tjρj(s),

em que ρj(s) pode ser obtido a partir da função quantil QG(u) = G−1(u) omo

ρj(s) =

∫ 1

0

exp[sQG(u)]u
jdu. (2.15)

Portanto, as fgm's de muitas distribuições EG podem ser obtidas a partir das

equações (2.12), (2.13) e (2.14).

A função araterístia (fh) φ(s) = E[exp(isX)] das distribuições EG são obtidas

a partir das equações (2.12)-(2.14) avaliando as respetivas fgm's em is, em que i =
√
−1 denota o número imaginário.

2.5 Desvios Médios

A quantidade da dispersão em uma população é medida até erto ponto,

pela totalidade dos desvios em relação a média ou a mediana. Os desvios da média e
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da mediana são expressos omo

δ1(Y ) = E(|Y − µ
′

1|) e δ2(Y ) = E(|Y −M |),

respetivamente. Tem-se

δ1(Y ) = 2µ
′

1F (µ
′

1)− 2m1(µ
′

1) e δ2(Y ) = µ
′

1 − 2m1(M), (2.16)

em que F (·) é a função de distribuição de Y e m1(z) =
∫ z

−∞
xf(x)dx é o primeiro

momento inompleto.

Estudamos duas formas alternativas de alular δ1(Y ) e δ2(Y ). Estas mudanças

onsistem em reesrever a função geral m1(z). Segue por de�nição e da equação (2.8)

que

m1(z) =

∞∑

j=0

t∗j

∫ z

−∞

xhj+1(x)dx

=
∞∑

j=0

t∗jJj+1(x), (2.17)

om

Jj+1(x) =

∫ z

−∞

xhj+1(x)dx. (2.18)

Conluímos que,

m1(z) =
∞∑

j=0

t∗jJj+1(x).

Note que a equação (2.18) é a quantidade básia para alular os désvios médios

para as distribuições EG. Note, também, que as quantidades em (2.16) dependem

somente do primeiro momento inompleto das distribuições Exp-G. Consequentemente,

δ1(Y ) e δ2(Y ) podem ser expressos omo

δ1(Y ) = 2µ
′

1F (µ
′

1)− 2

∞∑

j=0

t∗jJj+1(µ
′

1)

e

δ2(Y ) = µ
′

1 − 2
∞∑

j=0

t∗jJj+1(M).
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De�nindo u = G(x) em (2.8) obtemos a segunda fórmula para m1(z) dada por

m1(z) =
∞∑

j=0

(j + 1)t∗jTj(z), (2.19)

om

Tj(z) =

∫ G(z)

−∞

QG(u)u
jdu. (2.20)

Uma apliação dos desvios médios são as urvas de Bonferroni e Lorenz. Dada

uma probabilidade π, as urvas são de�nidas porB(π) = m1(q)/πµ
′

1 e L(π) = m1(q)/µ
′

1,

respetivamente, om q = QG(π) sendo alulada a partir da função quantil prinipal.

2.6 Estatístias de ordem

De�nição 2.2 A função densidade da i-ésima estatístia de ordem Xi:n, digamos

fi:n(x), de uma amostra aleatória independente e identiamente distribuida de tamanho

n é dado por

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)
F (x)i−1[1− F (x)]n−i, i = 1, ..., n,

em que f(·) e F (·) são a fdp e fda da distribuição base, respetivamente.

Substituindo (2.1) e (2.2) na equação anterior e usando a expansão binomial, obtemos

fi:n(x) =
αβ{1−G(x)}α−1

B(i, n− i+ 1)
[1− {1−G(x)}α]β−1g(x)[1− {1−G(x)}α]βi−β

×
{
1− [1− {1−G(x)}α]β

}n−i

=
αβ

B(i, n− i+ 1)
g(x){1−G(x)}α−1

×[1− {1−G(x)}α]βi−1{[1− {1−G(x)}α]β}n−i

=
αβ g(x)

B(i, n− i+ 1)
{1−G(x)}α−1

n−i∑

k=0

(−1)k
(
n− i

k

)
[1− {1−G(x)}α]β(i+k)−1.
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Usando (2.3) repetidamente, para β real não inteiro, na expressão anterior, obtemos

fi:n(x) =
αβ g(x)

B(i, n− i+ 1)

∞∑

ℓ=0

n−i∑

k=0

∞∑

r=0

(−1)k+r+ℓΓ(β(i+ k))Γ(α(r + 1))

Γ(β(i+ k)− r)Γ(α(r + 1)− ℓ)ℓ!r!

(
n− i

k

)
G(x)ℓ

=
αβ

B(i, n− i+ 1)
g(x)

∞∑

ℓ=0

n−i∑

k=0

∞∑

r=0

(−1)k+r+ℓΓ(β(i+ k))Γ(α(r + 1))

Γ(β(i+ k)− r)Γ(α(r + 1)− ℓ)k!ℓ!r!

Γ(n− i+ 1)

Γ(n− i− k + 1)
×G(x)ℓ.

Na última expressão usamos o fato de que Γ(n+ 1) = n!. Segue que

fi:n(x) =
αβ

B(i, n− i+ 1)
g(x)

∞∑

ℓ=0

sℓG(x)
ℓ, (2.21)

em que sℓ = sℓ(α, β, i, n) tem a forma

sℓ =

n−i∑

k=0

∞∑

r=0

(−1)k+r+ℓΓ(β(i+ k))Γ(α(r + 1))Γ(n− i+ 1)

Γ(β(i+ k)− r)Γ(α(r + 1)− ℓ)Γ(n− i− k + 1)k!ℓ!r!
.

Podemos esrever a função em (2.21) em termos das funções densidades da Exp-G

omo

fi:n(x) =
αβ

B(i, n− i+ 1)

∞∑

l=0

sℓhℓ+1(x)

(ℓ+ 1)
.

De fato, temos que hℓ+1 = (ℓ+ 1)g(x)G(x)ℓ ⇒ g(x)G(x)ℓ = hℓ+1/(ℓ+ 1), substi-

tuindo essa expressão em (2.21), é imediato que

fi:n(x) =
αβ

B(i, n− i+ 1)

∞∑

ℓ=0

sℓhℓ+1(x)

(ℓ+ 1)
.

Portanto, muitas das propriedades matemátias das estatístias de ordem, omo

momentos, momentos inompletos, função geradora de momentos e desvios médios po-

dem ser obtidos a partir das propriedades da distribuição Exp-G.

2.7 Estimação de Máxima Verossimilhança

De�nição 2.3 Seja X1, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável ale-

atória X om função densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), om θ ∈ Θ, em que

Θ ⊆ R
p+2

é o espaço paramétrio e θ = (α, β, γT )T é o vetor de parâmetros do
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modelo e γ é um vetor de parâmetros p × 1 desonheido da distribuição prinipal

G(x; γ). A função de verossimilhança de θ orrespondente a amostra aleatória obser-

vada x = (x1, ..., xn) é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

De�nição 2.4 O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de θ é o valor θ̂ ∈ Θ

que maximiza a função de verossimilhança L(θ|x).

Para obtermos o estimador de máxima verossimilhança, vamos onsiderar o lo-

garitmo da função de verossimilhança de θ denotado por

ℓ(θ|x ) = logL(θ|x ),

pois na prátia, as vezes, é mais fáil trabalhar om o logaritmo da função L(θ|x ).
Como a função log é resente não temos problema.

Seja x1, ..., xn uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição Generalizada

Exponenializada om parâmetros α, β e γ, denotada por EG(α, β, γ), em que γ é

um vetor de parâmetros p × 1 desonheidos da distribuição prinipal. A função de

verossimilhança é dada por

L(θ|x ) = αnβn

n∏

i=1

[{1−G(xi; γ)}α−1[1− {1−G(xi; γ)}α]β−1g(xi; γ)],

om logaritmo da função de verossimilhança orrespondente

ℓ(θ|x ) = n log(α) + n log(β) +
n∑

i=1

log(g(xi; γ)) + (α− 1)
n∑

i=1

log{1−G(xi; γ)}

+(β − 1)

n∑

i=1

log[1− {1−G(xi; γ)}α]. (2.22)

Podemos maximizar o logaritmo da função de verossimilhança usando uma rotina

numéria de algum software, por exemplo, o SAS (pro NLMixed) e OX através do

MaxBFGS (ver, Doornik, 2007). Ou resolvendo as equações não-lineares obtidas por

difereniação da função (2.22).
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Derivando-se ℓ(θ|x ) om relação a α, β e γj, os elementos da função esore U(θ)

são dados por

Uα(θ) =
n

α
+

n∑

i=1

log[1−G(xi; γ)] + (β − 1)

n∑

i=1

− log[1−G(xi; γ)][1−G(xi; γ)]
α

1− [1−G(xi; γ)]α

=
n

α
+

n∑

i=1

log[1−G(xi; γ)]

{
1− (β − 1)[1−G(xi; γ)]

α

1− [1−G(xi; γ)]α

}
,

Uβ(θ) =
n

β
+

n∑

i=1

log{1− [1−G(xi; γ)]
α},

Uγj (θ) =

n∑

i=1

1

g(xi; γ)

∂g(xi; γ)

∂γj
− (α− 1)

n∑

i=1

1

1−G(xi; γ)

∂G(xi; γ)

∂γj
+

+(β − 1)
n∑

i=1

α[1−G(xi; γ)]
α−1

1− [1−G(xi; γ)]α
∂G(xi; γ)

∂γj

=

n∑

i=1

[ġ(xi; γ)]γj
g(xi; γ)

− (α− 1)

n∑

i=1

[Ġ(xi; γ)]γj
1−G(xi; γ)

+

+α(β − 1)
n∑

i=1

[1−G(xi; γ)]
α−1[Ġ(xi; γ)]γj

1− [1−G(xi; γ)]α

=

n∑

i=1

{
[ġ(xi; γ)]γj
g(xi; γ)

− (α− 1)[Ġ(xi; γ)]γj
1−G(xi; γ)

+
α(β − 1)[1−G(xi; γ)]

α−1[Ġ(xi; γ)]γj
1− [1−G(xi; γ)]α

}
,

em que [ġ(xi; γ)]γj = ∂g(xi; γ)/∂γj e [Ġ(xi; γ)]γj = ∂G(xi; γ)/∂γj para j = 1, ..., p.

Para a estimativa intervalar e teste de hipóteses dos parâmetros do modelo prei-

samos da normalidade assintótia. Sob ertas ondições de regularidade. A distribuição

assintótia de θ̂ é dada por

√
n(θ̂ − θ) → N(p+2)(0, I(θ)

−1),

em que I(θ) é a matriz de informação esperada. Visto que, em muitas situações a

matriz I(θ) é desonheida, podemos utilizar a matriz de informação observada J̈(θ)

avaliada em θ̂ omo uma estimativa de I(θ). Neste aso, a matriz de informação

observada J̈(θ) é dada por

J̈(θ) =




J̈α,α J̈α,β J̈α,γj

J̈β,α J̈β,β J̈β,γj

J̈γj ,α J̈γj ,β J̈γj ,γs


 ,
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em que os elementos da matriz J̈(θ) enontram-se no Apêndie A.

A distribuição normal assintótia multivariada N(p+2)(0, J̈(θ̂)
−1) pode ser usada

para onstruir intervalos de on�ança aproximados e regiões de on�anças para os

parâmetros do modelo. Para omparar o modelo EG om alguns de seus submodelos

podemos utilizar um dos três testes de hipóteses onheidos, a saber, o teste da Razão

da Verossimilhanças (RV), o teste de Wald (W) e o teste esore de Rao (SR) que

são baseados na normalidade assintótia dos estimadores. Por exemplo, podemos está

interessados em testar as hipóteses H0 : α = 1 ontra H1 : α 6= 1 que é equivalente a

omparar a distribuição EG e os tipos de distribuições exponenializadas. Para este

aso, a estatístia de teste RV é dada por

Λ = 2{ℓ(α̂, β̂, γ̂)− ℓ(1, β̃, γ̃)},

em que α̂, β̂ e γ̂ são os EMVs sob H1 e β̃ e γ̃ são os EMVs de β e γ sob H0.

A seguir, apresentamos os modelos Fréhet, normal, gama, Gumbel, exponenial e

Pareto omo modelos espeiais para a lasse de distribuições generalizadas exponenia-

lizadas. Assim, omo os grá�os de suas densidades para alguns valores dos parâmetros.

2.8 Casos Partiulares

Apresentamos, nesta seção, algumas distribuições espeiais. A função den-

sidade em (2.2) será mais tratável quando a fda G(x) e fdp g(x) tiverem expressões

analítias simples.

2.8.1 Fréhet Generalizada Exponenializada

A fda da distribuição Fréhet Generalizada Exponenializada (EGF) é obtida a

partir da função em (2.1) onsiderando G(x) omo sendo a fda da distribuição Fréhet

om parâmetros σ > 0 e λ > 0, de�nida por Gσ,λ(x) = exp[−(σ/x)λ] para x > 0, de
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modo que

F (x) =

[
1−

(
1− exp

{
−
(σ
x

)λ})α]β
, x > 0, (2.23)

em que σ > 0 é um parâmetro de esala e os outros parâmetros λ > 0 , a > 0 e b > 0

são parâmetros de forma. A função densidade de probabilidade (fdp) assoiada é dada

por

f(x) = αβ λ σλ x−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}α−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}α]β−1

.

Se β = 1, obtém-se a distribuição EF de�nida por Nadarajah e Kotz (2006).

Na Figura 2.1 apresentamos os grá�os da função densidade de probabilidade

FGE para alguns valores dos parâmetros seleionados. Observamos que a distribuição

EGF é assimétria à direita. Quando �xamos α = 1.5 e σ = 1.5 (Figura (b)) e variamos

os valores de β e λ a distribuição �a mais dispersa.

Pela F (x) dada em (2.4) para G(x) = exp[−(σ/x)λ], obtemos

F (x) =

∞∑

j=0

wj

{
exp

[
−
(σ
x

)λ]}j

=
∞∑

j=0

wj exp


−

(
σ j

1

λ

x

)λ



=
∞∑

j=0

wjGσ∗,λ(x),

em que σ∗ = σj
1

λ
e Gσ∗,λ(x) é a fda da distribuição Fréhet om parâmetros σ∗ > 0 e

λ > 0. A partir da Proposição 2.1, obtemos

f(x) = αβ λ σλ x−(λ+1)
∞∑

j=0

tj exp

[
−(j + 1)

(σ
x

)λ]
.

em que tj é dado na proposição 2.1.

Proposição 2.2 O (r, j)-ésimo MPP da distribuição Fréhet é

τr,j =
σr

(j + 1)1−
r
λ

Γ
(
1− r

λ

)
,
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Figura 2.1: Função Densidade da EGF (σ, λ, α, β) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para σ = 1.5 e λ = 2.0. (b) Para α = 1.5 e σ = 1.5.

para r < λ.

Demonstração: a distribuição Fréhet possui fda dada por

G(x) = exp

[
−
(σ
x

)λ]
, x > 0.

A fdp orrespondente pode ser expressa por

g(x) = λ σλ x−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]
, x > 0.

Substituindo as duas últimas expressões em (2.9) temos

τr,j =

∫ ∞

0

xr
{
exp

[
−
(σ
x

)λ]}j

λ σλ x−(λ+1) exp
[
−(
σ

x
)λ
]
dx

= λ σλ

∫ ∞

0

xr−(λ+1) exp

[
−(j + 1)

(σ
x

)λ]
dx.

De�nindo u = (j+1)(σ/x)λ ⇒ x = σ(j+1)1/λu−1/λ ⇒ dx = −σ(j+1)1/λλ−1u−(1/λ+1)du.
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Segue que

τr,j = λ σλ

∫ ∞

0

[σ(j + 1)
1

λu−
1

λ ]r−(λ+1) exp(−u)σ(j + 1)
1

λλ−1u−( 1

λ
+1)du

= σr(j + 1)
r
λ
−1

∫ ∞

0

u−
r
λ exp(−u)du

=
σr

(j + 1)1−
r
λ

∫ ∞

0

u−
r
λ exp(−u)du

=
σr

(j + 1)1−
r
λ

Γ
(
1− r

λ

)
.

A integral

∫∞

0
u−

r
λ exp(−u)du onverge absolutamente para r < λ. Consequentemente

para r < λ, temos que

E(Y r) = αβσrΓ
(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

tj

(j + 1)1−
r
λ

.

2.8.2 Normal Generalizada Exponenializada

A distribuição Normal Generalizada Exponenializada (EGN) é expressa por

F (x) =

[
1−

{
1− Φ

(
x− µ

σ

)}α]β
. (2.24)

Consequentemente, a densidade da distribuição EGN orresponde a

f(x) = α β σ−1

{
1− Φ

(
x− µ

σ

)}α−1 [
1−

{
1− Φ

(
x− µ

σ

)}α]β−1

φ

(
x− µ

σ

)
,

(2.25)

em que x ∈ R, µ ∈ R é um parâmetro de loação, σ > 0 é um parâmetro de esala, α >

0 e β > 0, e Φ(.) e φ(.) são a fda e fdp da distribuição normal padrão, respetivamente.

A Figura 2.2 apresenta o omportamento da função densidade de probabilidade

da distribuição EGN para alguns valores dos parâmetros. Observe que a medida que

aumentamos o valor de β e diminuimos o valor de α (para µ = 0 e σ = 1.0 �xados),

mais assimétria torna-se a distribuição. O mesmo oorre quando diminuimos o valores

de β e σ (para α = 1.5 e µ = 0 �xados).

Os momentos de X ∼ N(µ, σ) podem ser obtidos utilizando E(Xr) =
∑r

k=0 µ
r−tσrE(Zr), em que Z ∼ N(0, 1). Assim, passamos a trabalhar om a distri-

buição normal padrão. Considere a fda da distribuição normal de�nida por

Φ(x) =
1

2

{
1 + erf

(
x√
2

)}
, (2.26)



Capítulo 2. Casos Partiulares 19

α=1.5;β=4

α=2.5;β=3

α=3.5;β=2

α=4.5;β=1

α=5.5;β=.5

PSfrag replaements

D

e

n

s

x

0.2

0

.

4

0

.

6

0

.

8

0

.

2

1.0

0.5

1

2-2

3

4-4

0

.

0

0

-0.5

-1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

5

6

(a)

β=0.5;σ=0.2

β=1.5;σ=0.3

β=2.5;σ=0.5

β=3.5;σ=0.7

β=4.5;σ=0.9

PSfrag replaements

D

e

n

s

x

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

1

.

0

1.0

0

.

5

0.5

1

2

-2

3

4

-4

0

.

0

0.0

0

-0.5-1.0

1

.

5

1.5

2

.

0

2.0

2.5

3.0

3.5

5

6

(b)

Figura 2.2: Função Densidade da EGN (σ, µ, α, β) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para µ = 0 e σ = 1.0. (b) Para α = 1.5 e µ = 0.

em que

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt,

é a função erro. Considerando em (2.4) a distribuição normal padrão om µ = 0 e

σ = 1, obtemos

F (x) =

∞∑

j=0

wj [Φ(x)]
j ,

em que wj é dado em (2.5). Usando a expressão (2.26) e a expansão binomial podemos
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reesrever a equação anterior omo

F (x) =
∞∑

j=0

wj

[
1

2

{
1 + erf

(
x√
2

)}]j

=

∞∑

j=0

2−jwj

{
1 + erf

(
x√
2

)}j

=

∞∑

j=0

2−jwj

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)[
erf

(
x√
2

)]ℓ
.

Logo,

F (x) =
∞∑

j=0

2−jwj

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)[
erf

(
x√
2

)]ℓ
.

Obteremos, agora uma expansão para a função em (2.25) (om µ = 0 e σ = 1).

Considere a Identidade

erf(x) =
2√
π

∞∑

m=0

(−1)mx2m+1

(2m+ 1)m!
. (2.27)

Tomando µ = 0 e σ = 1 na equação (2.25), temos que

f(x) = αβ[1− Φ(x)]α−1{1− [1− Φ(x)]α}β−1φ(x).

Utilizando a equação (2.6) segue que

f(x) = αβ exp

(
−x

2

2

)
2−1/2π−1/2

∞∑

j=0

2−jtj

[
1 + erf

(
x√
2

)]j
.

Usando a expansão binomial e a expansão em série para a função erro (2.27), respe-

tivamente, na equação anterior, obtemos

f(x) = αβ exp

(
−x

2

2

)
2−1/2π−1/2

∞∑

j=0

2−jtj

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
erf

(
x√
2

)ℓ

= αβ exp

(
−x

2

2

)
2−1/2π−1/2

∞∑

j=0

2−jtj

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
2ℓ/2π−ℓ/2

[
∞∑

m=0

(−1)mx2m+1

2m(2m+ 1)m!

]ℓ

= αβ exp

(
−x

2

2

)
2−1/2π−1/2

∞∑

j=0

2−jtj

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
2ℓ/2π−ℓ/2

×
∞∑

m1=0

...

∞∑

mℓ=0

(−1)m1+...+mℓx2(m1+...+mℓ)+ℓ

2m1+...+mℓ(2m1 + 1)...(2mℓ + 1)m1!...mℓ!
.
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De�nição 2.5 A função Lauriella do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) é dada por

F
(n)
A (a; b1, ..., bn; c1, ..., cn; x1, ..., xn) =
∞∑

m1=0

...

∞∑

mn=0

(a)m1+...+mn
(b1)m1

...(bn)mn

(c1)m1
...(cn)mn

xm1

1 ...xmn
n

m1!...mn!
, (2.28)

em que (a)i = a(a+1)...(a+ i− 1) é o fatorial asedente (om a onvenção (a)0 = 1 ).

Proposição 2.3 O (r, j)-ésimo MPP da distribuição normal podem ser expresso em

termos da função Lauriella do tipo A omo

τr,j = 2r/2π−(j+1)/2

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
2−lπℓ/2Γ

(
r + j − ℓ+ 1

2

)
×

F
(j−ℓ)
A

(
r + j − ℓ+ 1

2
;
1

2
, ...,

1

2
;
3

2
, ...

3

2
;−1, ...,−1

)
,

para r + j − ℓ par.

Demonstração: da de�nição, dada em (2.9),

τr,j =

∫ ∞

−∞

xrΦ(x)jφ(x)dx

=
1

2j
√
2π

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)∫ ∞

−∞

xr exp

(
−x

2

2

)
erf

(
x√
2

)j−ℓ

dx

=
1

2j
√
2π

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
I(j, ℓ). (2.29)

Usando a expansão (2.27), a integral I(j, ℓ) em (2.29) pode ser expressa omo

I(j, l) =

∫ ∞

−∞

xr exp

(
−x

2

2

)[
2√
π

∞∑

m=0

(−1)mx2m+1

2m+ 1

2 (2m+ 1)m!

]j−ℓ

dx

=

(
2√
π

)j−ℓ ∞∑

m1=0

...

∞∑

mj−ℓ=0

(−1)m1+...+mj−ℓ

2m1+...+mj−ℓ+
j−ℓ

2 (2m1 + 1)...(2mj−ℓ + 1)m1!...mj−ℓ!

×
∫ ∞

−∞

x2(m1+...+mj−ℓ)+r+j−ℓ exp

(
−x

2

2

)
dx

=

(
2√
π

)j−ℓ ∞∑

m1=0

...
∞∑

mj−ℓ=0

(−1)m1+...+mj−ℓ

2m1+...+mj−ℓ+
j−ℓ

2 (2m1 + 1)...(2mj−ℓ + 1)m1!...mj−ℓ!

×2m1+...+mj−ℓ+
r+j−ℓ+1

2

∫ ∞

−∞

(
x2

2

)(m1+...+mj−ℓ+
r+j−ℓ+1

2
)−1

exp

(
−x

2

2

)
dx
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=

(
2√
π

)j−ℓ

2
r+1

2

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj−ℓ=0

(−1)m1+...+mj−ℓ

2j−ℓ(m1 +
1
2
)...(mj−ℓ +

1
2
)m1!...mj−ℓ!

×Γ

(
m1 + ... +mj−ℓ +

r + j − ℓ+ 1

2

)

= π
ℓ−j

2 2
r+1

2

∞∑

m1=0

...
∞∑

mj−ℓ=0

(−1)m1+...+mj−ℓ

(m1 +
1
2
)...(mj−ℓ +

1
2
)m1!...mj−ℓ!

×Γ

(
m1 + ... +mj−ℓ +

r + j − ℓ+ 1

2

)
, (2.30)

se r+ j − ℓ é par. Agora, usando o fato de que (f)k = Γ(f + k)/Γ(f) e a de�nição em

(2.28), podemos simpli�ar (2.30) para

I(j, ℓ) = π
ℓ−j

2 2
r+1

2 Γ

(
r + j − ℓ+ 1

2

) ∞∑

m1=0

...
∞∑

mj−ℓ=0

(r + j − ℓ+ 1)m1+...+mj−ℓ
(−1)m1+...+mj−ℓ

(m1 +
1
2
)...(mj−ℓ +

1
2
)m1!...mj−ℓ!

= π
ℓ−j

2 2
r+1

2
+j−ℓΓ

(
r + j − ℓ+ 1

2

)
×

F j−ℓ
A

(
r + j − ℓ+ 1

2
;
1

2
, ...,

1

2
;
3

2
, ...

3

2
;−1, ...,−1

)
. (2.31)

Combinando (2.29) e (2.31), obtemos a expressão

τr,j = 2r/2π−(j+1)/2

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
2−ℓπℓ/2Γ

(
r + j − ℓ+ 1

2

)
×

F
(j−ℓ)
A

(
r + j − ℓ+ 1

2
;
1

2
, ...,

1

2
;
3

2
, ...

3

2
;−1, ...,−1

)
.

Portanto, o (r, j)-ésimo MPP da distribuição normal é

τr,j = 2r/2π−(j+1)/2

j∑

ℓ=0

(
j

ℓ

)
2−ℓπℓ/2Γ

(
r + j − ℓ+ 1

2

)
×

F
(j−ℓ)
A

(
r + j − ℓ+ 1

2
;
1

2
, ...,

1

2
;
3

2
, ...

3

2
;−1, ...,−1

)
,

para r+ j− ℓ par. Note que a expressão anterior é uma soma de funções Lauriella do

tipo A.
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2.8.3 Gama Generalizada Exponenializada

A fda da distribuição gama om parâmetros a > 0 (forma) e b > 0 (esala) é

Ga,b(x) = γ(a, bx)/Γ(a) (para x > 0), em que

γ(a, x) =

∫ x

0

wa−1ewdw

é a função gama inompleta, que é failmente implementada em vários softwares esta-

tístios. A distribuição Gama Generalizada Exponenializada (EGGa) tem fda dada

por

F (x) =

{
1−

[
1− γ(a, bx)

Γ(a)

]α}β

, x > 0

e função densidade assoiada

f(x) =
αβ ba xa−1 e−bx

Γ(a)

{
1− γ(a, bx)

Γ(a)

}α−1{
1−

[
1− γ(a, bx)

Γ(a)

]α}β−1

, (2.32)

em que a é um parâmetro de loação, b, α e β são parâmetros de forma

A distribuição EGGa é uma família que possui alguns asos partiulares. Quando

α = β = 1 na equação (2.32) temos uma distribuição gama, quando α = β = a = 1

temos a distribuição exponenial.

Na Figura 2.3 estão os grá�os da função densidade em (2.32) para alguns valores

dos parâmetros seleionados. Note que a medida que aumentamos o valor de α e

diminuimos o valor de β (om a = 1.5 e b = 2.0 �xos), mais assimétria torna-se a

distribuição. Veja, também, que de aordo om os valores de β e b (om α = 1.5 e

a = 1.5 �xos) a forma da distribuição se altera.

De�nição 2.6 Uma expansão em série de potênias para a função gama inompleta é

dada por

Ga,b(x) =
(b x)a

Γ(a)

∞∑

m=0

(−b x)m
(a+m)m!

. (2.33)
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Figura 2.3: Função Densidade da EGGa (a, b, α, β) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para a = 1.5 e b = 2.0. (b) Para α = 1.5 e a = 1.5.

A partir da função em (2.6) e da expansão em (2.33), obtemos:

f(x) =
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj

[
γ(a, b x)

Γ(a)

]j

=
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj [Ga,b(x)]
j

=
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj

[
(b x)a

Γ(a)

∞∑

m=0

(−b x)m
(a+m)m!

]j

=
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj
(b x)a j

Γ(a)j

∞∑

m1=0

(−b x)m1

(a+m1)m1!
...

∞∑

mj=0

(−b x)mj

(a+mj)mj !

=
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj
(b x)a j

Γ(a)j

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj=0

(−b x)m1+...+mj

(a+m1)...(a +mj)m1!...mj !
.
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Portanto,

f(x) =
αβ ba xa−1e−b x

Γ(a)

∞∑

j=0

tj
(b x)a j

Γ(a)j

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj=0

(−b x)m1+...+mj

(a+m1)...(a+mj)m1!...mj !
,

em que tj é dado em (2.7).

Proposição 2.4 O (r, j)-ésimo MPP da distribuição gama é dado por

τr,j =
Γ(r + a(j + 1))

ajbjΓ(a)j+1
F

(j)
A (r + a(j + 1); a, ..., a; a+ 1, ..., a+ 1;−1, ...,−1).

Demonstração: da de�nição, dada em (2.9)

τr,j =

∫ ∞

0

xrG(x)jg(x)dx

=

∫ ∞

0

xr

[
(bx)a

Γ(a)

∞∑

m=0

(−bx)m
(a+m)m!

]j
baxa−1

Γ(a)
exp(−bx)dx

=
(b)a

Γ(a)j+1

∫ ∞

0

xr+a−1 exp(−bx)
[
(bx)a

∞∑

m=0

(−bx)m
(a +m)m!

]j
dx.

De�nindo u = bx ⇒ x = u/b e dx = du/b, temos

τr,j =
(b)−r

Γ(a)j+1

∫ ∞

0

ur+a−1 exp(−u)
[
ua

∞∑

m=0

(−u)m
(a+m)m!

]j
du

=
(b)−r

Γ(a)j+1
I(r, j). (2.34)

A integral em (2.34) pode ser expressa omo

I(r, j) =

∫ ∞

0

ur+a−1 exp(−u)
[
ua

∞∑

m=0

(−u)m
(a +m)m!

]j
du

=

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj=0

(−1)m1+...+mj

(a+m1)...(a+mj)m1!...mj !

∫ ∞

0

ur+a(j+1)+m1+...+mj−1 exp(−u)du

=

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj=0

(−1)m1+...+mj

(a+m1)...(a+mj)m1!...mj !

×Γ(r + a(j + 1) +m1 + ... +mj). (2.35)
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Usando o fato de que (f)k = Γ(f + k)/Γ(f) e a de�nição em (2.28), respetivamente,

podemos reesrever (2.35) omo

I(r, j) = Γ(r + a(j + 1))

∞∑

m1=0

...

∞∑

mj=0

(r + a(j + 1))m1+...+mj
(−1)m1+...+mj

(a+m1)...(a+mj)m1!...mj !

=
Γ(r + a(j + 1))

aj
×

F
(j)
A (r + a(j + 1); a, ..., a; a+ 1, ..., a+ 1;−1, ...,−1). (2.36)

Substituindo (2.36) em (2.34), obtemos a expressão

τr,j =
Γ(r + a(j + 1))

brajΓ(a)j+1
F

(j)
A (r + a(j + 1); a, ..., a; a+ 1, ..., a+ 1;−1, ...,−1).

2.8.4 Gumbel Generalizada Exponenializada

De�nição 2.7 X tem distribuição Gumbel om parâmetros µ > 0 e σ > 0 se sua

função de distribuição aumulada é dada por

Gµ,σ(x) = exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}
, −∞ < x <∞.

Substituindo a fda anterior na equação (2.1), obtemos a fda Gumbel Generalizada

Exponenializada (EGGu) dada por

F (x) =

{
1−

[
1− exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}]α}β

, −∞ < x <∞ (2.37)

uja fdp é dada por

f(x) = αβ σ−1 exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}[
1− exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}]α−1

× exp

{(
−x− µ

σ

)}{
1−

[
1− exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}]α}β−1

, −∞ < x <∞,

em que σ > 0 é um parâmetro de esala, µ ∈ R é um parâmetro de loação, α e β são

parâmetros de forma.

Observamos na Figura 2.4 a representação grá�a desta função densidade para

alguns valores dos parâmetros seleionados. Veja que de aordo om os valores dos

parâmetros α e σ (om β = 1.5 e µ = 0 �xos) a distribuição torna-se mais assimétria.
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Figura 2.4: Função Densidade da EGGu (σ, µ, α, β) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para µ = 0 e σ = 1.0. (b) Para β = 1.5 e µ = 0.

Agora, determinaremos as funções densidade e distribuição expandidas para a

distribuição EGGu. Substituindo G(x) em (2.4) pela a fda da distribuição Gumbel

resulta

F (x) =
∞∑

j=0

wj exp

{
−j exp

(
−x− µ

σ

)}

=

∞∑

j=0

wj exp

{
− exp

(
log(j)− x− µ

σ

)}

=
∞∑

j=0

wj exp

{
− exp

(
−x− (µ− σ log(j))

σ

)}
.

De�nindo µ∗ = µ− σ log(j) na expressão anterior, segue que

F (x) =
∞∑

j=0

wj exp

{
− exp

(
−x− µ∗

σ

)}

=

∞∑

j=0

wjGµ∗,σ(x).
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Derivando F (x) om relação a x obtemos,

f(x) =
∞∑

j=0

wjgµ∗,σ(x),

em que Gµ∗,σ(x) e gµ∗,σ(x) são a fda e a fdp da distribuição Gumbel om parâmetros

µ∗ = µ − σ log(j) e σ, respetivamente. Portanto, a função densidade (ou fda) do

modelo EGGu pode ser expressa omo uma ombinação linear in�nita de densidades

(ou fda) Gumbel.

Proposição 2.5 O (r, j)-ésimo MPP da distribuição Gumbel pode ser expresso por

τr,j =
r∑

ℓ=0

(
r

ℓ

)
(−σ)ℓµr−ℓ

(
∂

∂a

)ℓ [
(j + 1)−aΓ(a)

]
∣∣∣∣∣
a=1

.

Demonstração: segue por de�nição,

τr,j =

∫ ∞

−∞

xr
[
exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}]j
σ−1 exp

{
−
(
x− µ

σ

)}

× exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}
dx

= σ−1

∫ ∞

−∞

xr exp

{
−
(
x− µ

σ

)}
exp

{
−(j + 1) exp

(
−x− µ

σ

)}
.

De�nindo na integral aima, u = exp{−(x− µ)/σ} ⇒ x = µ− σ log(u). Segue que

τr,j = σ−1

∫ ∞

0

[µ− σ log(u)]ru exp [−(j + 1)u]
(σ
u

)
du

=

∫ ∞

0

[µ− σ log(u)]r exp [−(j + 1)u] du.

Usando a expansão binomial na expressão anterior reduz-a

τr,j =

∫ ∞

0

r∑

ℓ=0

(
r

ℓ

)
[−σ log(u)]ℓµr−ℓ exp[−(j + 1)u]du

=

r∑

ℓ=0

(
r

ℓ

)
(−σ)ℓµr−ℓ

∫ ∞

0

log(u)ℓ exp[−(j + 1)u]du. (2.38)
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Pela equação (2.6.21.1) em Prudnikov et al. (1986)) de�nida (para µ, a ∈ R e p > 0)

por ∫ ∞

0

xa−1 exp(−pxµ)(log x)ndx =
1

µ

(
∂

∂a

)n [
p−a/µΓ

(
a

µ

)]
.

Podemos reesrever a expressão em (2.38) na forma

τr,j =
r∑

ℓ=0

(
r

ℓ

)
(−σ)ℓµr−ℓ

(
∂

∂a

)ℓ [
(j + 1)−aΓ(a)

]
∣∣∣∣∣
a=1

.

Por outro lado, temos

E(Y r) = αβ
∞∑

j=0

tjτr,j

= αβ
∞∑

j=0

tj

r∑

ℓ=0

(
r

ℓ

)
(−σ)ℓµr−ℓ

(
∂

∂a

)ℓ [
(j + 1)−aΓ(a)

]
∣∣∣∣∣
a=1

.

2.8.5 Exponenial Generalizada Exponenializada

A fda da distribuição Exponenial Generalizada Exponenializada (EGE)

é obtida onsiderando G(x) em (2.1) omo sendo a fda da distribuição exponenial

de�nida por G(x) = 1 − exp(−λ x), om parâmetro λ > 0. Dessa forma, a fda da

distribuição EGE é expressa por

F (x) = [1− {exp(−λ x)}α]β , x > 0,

uja função densidade de probabilidade assoiada é dada por

f(x) = αβ λ exp(−λ x) [exp(−λ x)]α−1 {1− [exp(−λ x)]α}β−1
, x > 0,

em que α > 0, β > 0 são parâmetros de forma e λ > 0 é um parâmetro de esala.

A Figura 2.5 apresenta o omportamento da função densidade de probabilidade

da distribuição EGE para alguns valores dos parâmetros seleionados. Note que quando
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�xamos α = 1.5 e β = 2.0 (Figura (a)) e aumentamos o valor de λ os dados �am mais

dispersos, ou seja, a esala muda de aordo om os valores de λ. Observe, também,

que de aordo om os valores de β e α (om λ = 1.5 �xo) a forma da distribuição se

altera (Figura (b)).
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Figura 2.5: Função Densidade da EGE (α, β, λ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para α = 1.5 e β = 2.0. (b) Para λ = 1.5.

A função quantil para a distribuição exponenial é QG(x) = −λ−1 log(1 − u).

Substituindo QG(x) na função (2.11), temos

τr,j = (−1)r(λ)−r

∫ 1

0

log(1− u)rujdu.

De�nindo t = log(1−u) ⇒ u = 1−exp(t) e du = − exp(t)dt. Assim, a integral reduz-a

∫ 1

0

log(1− u)rujdu =

∫ ∞

0

tr(1− exp(t))j(− exp(t))dt.
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Usando a expansão binomial na última integral, obtemos

∫ 1

0

log(1− u)rujdu =

∫ ∞

0

tr
∞∑

m=0

(
j

m

)
(− exp(t))m+1dt

=

∞∑

m=0

(−1)m+1

(
j

m

)∫ ∞

0

tr exp(t(m+ 1))dt

Completando a integral no segundo membro de modo que apareça a função densidade

da distribuição gama, obtemos

∫ 1

0

log(1− u)rujdu =

∞∑

m=0

(−1)m+1

(
j

m

)
Γ(r + 1)

(−1)(m+ 1)r+1

×
∫ ∞

0

(−1)(m+ 1)r+1

Γ(r + 1)
tr+1−1 exp(t(m+ 1))dt

=
∞∑

m=0

(−1)m
(
j

m

)
Γ(r + 1)

(m+ 1)r+1

=
∞∑

m=0

(−1)m
(
j

m

)
r!

(m+ 1)r+1
.

Logo,

τr,j = r!(λ)−r
∞∑

m=0

(−1)m+1
(
j
m

)

(m+ 1)r+1
.

Portanto, a partir da equação (2.10) temos que o r-ésimo momento da distribuição

Exponenial Generalizada Exponenializada é dada por

E(Y r) = α β

∞∑

j=0

tjr!(λ)
−r

∞∑

m=0

(−1)m+1
(
j
m

)

(m+ 1)r+1
.

Vamos determinar, agora, a fgm para o modelo EGE. Para esta distribuição temos

que QG(u) = −λ−1 log(1− u). Da equação (2.15), é imediato obtermos

ρj(s) =

∫ 1

0

exp[−sλ−1 log(1− u)]ujdu

=

∫ 1

0

uj(1− u)−sλ−1

du

= B(j + 1, 1− λ−1s).

E onsequentemente, da equação (2.14), temos

M(s) = αβ

∞∑

j=o

tjB(j + 1, 1− λ−1s).



Capítulo 2. Casos Partiulares 32

Para mostrar o quanto é simples o álulo dos desvios médios ombinando as

equações (2.19)-(2.20). Iremos obter o desvio médio da distribuição EGE (om parâ-

metro λ). E a quantidade Tj(z) será obtida a partir das seguintes integrais (para a > 0)

usando o software Maple (http://www.maplesoft.om/produts/maple) ou o software

gratuito Mathematia (http://www.wolfram.om/mathematia):

(i)

∫ a

1

xj log(x)dx =
1− aj+1

(j + 1)2
+
aj+1 log(a)

(j + 1)
, (ii)

∫ a

0

xj log(x)dx =
aj+1

(j + 1)2
[(j+1) log(a)−1].

A partir da equação (2.20), é imediato que

Tj(z) =

∫ G(z)

0

−λ−1 log(1− u)ujdu.

Considerando a mudança de variável r = 1− u ⇒ du = −dr. Obtemos,

Tj(z) =

∫ 1−G(z)

1

λ−1 log(r)(1− r)jdr.

Usando a expansão binomial, a expressão anterior pode ser esrita omo

Tj(z) = λ−1

j∑

k=0

(−1)k
(
j

k

)∫ 1−G(z)

1

(r)k log(r)dr.

Apliando, agora a integral em (i), onluímos que

Tj(z) = λ−1

j∑

k=0

(−1)k
(
j

k

)[
1− {1−G(z)}k+1

(k + 1)2
+

{1−G(z)}k+1 log{1−G(z)}
(k + 1)

]
.

Portanto,

m1(z) =

∞∑

j=0

j∑

k=0

λ−1(−1)k(j + 1)t∗j

(
j

k

)[
1− {1−G(z)}k+1

(k + 1)2
+

+
{1−G(z)}k+1 log{1−G(z)}

(k + 1)

]
,

om t∗j = αβtj/(j + 1).
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2.8.6 Pareto Generalizada Exponenializada

A fda da distribuição Pareto Generalizada Exponenializada (EGPa) é obtida

onsiderando G(x) em (2.1) omo sendo a fda da distribuição Pareto om parâmetro

ν > 0, de�nida por G(x) = 1− (1 + x)−ν
, de modo que

F (x) =
[
1− (1 + x)−ν α

]β
, x > 0,

uja densidade assoiada é dada por

f(x) = α β ν (1 + x)−αν−1
[
1− (1 + x)−αν

]β−1
, x > 0,

em que α > 0, β > 0 são parâmetros de forma e ν > 0 é um parâmetro de esala.

Na Figura 2.6 apresentamos o omportamento da função densidade de probabili-

dade da distribuição EGPa para alguns valores dos parâmetros seleionados. Note que

ao �xarmos α = 2.0 e β = 1.5 (Figura (a)) a esala muda de aordo om os valores de

ν. Então, ν é um parâmetro de esala. Note, ainda, que de aordo om os valores de

β e α (om ν = 1.5 �xo) a forma da distribuição se altera (Figura (b)).

O r-ésimo momento da distribuição EGPa é dado por

E(Y r) = αβ

∞∑

j,m=0

(−1)r+m

(
r

m

)
tjB

(
j + 1, 1− m

ν

)
, ν > 0.

De fato, neste aso temos que QG(u) = (1 − u)−1/ν − 1. Substituindo esta expressão

em (2.11) obtemos

τr,j =

∫ 1

0

(−1)r[1− (1− u)−
1

ν ]rujdu.

Utilizando a expansão binomial na última integral temos que

τr,j =

∫ 1

0

(−1)r
∞∑

m=0

(
r

m

)
(−1)m(1− u)−

m
ν ujdu

=
∞∑

m=0

(−1)r+m

(
r

m

)∫ 1

0

uj(1− u)−
m
ν du

=
∞∑

m=0

(−1)r+m

(
r

m

)
B
(
j + 1, 1− m

ν

)
.
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Figura 2.6: Função Densidade da EGPa (α, β, ν) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para α = 2.0 e β = 1.5. (b) Para ν = 1.5.

Da função dada em (2.10), temos

E(Y r) = αβ

∞∑

j=0

tjτr,j.

Portanto,

E(Y r) = αβ
∞∑

j,m=0

(−1)r+m

(
r

m

)
tjB

(
j + 1, 1− m

ν

)
.

A partir da equação em (2.15), obtemos

ρj(s) = e−s

∫ 1

0

exp[s(1− u)−
1

ν ]ujdu.

Além disso, usando a Identidade

exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
,
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onluímos que

ρj(s) = e−s

∫ 1

0

∞∑

r=0

(s(1− u)−
1

ν )r

r!
du

= e−s
∞∑

r=0

sr

r!

∫ 1

0

(1− u)−
r
ν ujdu

= e−s
∞∑

r=0

B(j + 1, 1− rν−1)sr

r!
.

Segue da equação (2.14) que a fgm para a distribuição EGPa é dada por,

M(s) = αβ
∞∑

j,r=o

tjB(j + 1, 1− rν−1)

r!
sr.

Enontraremos, agora, o desvio médio para o modelo EGPa ombinando as equa-

ções (2.19)-(2.20). A partir da equação em (2.20), obtemos

Tj(z) =

∫ G(z)

0

[(1− u)−ν−1 − 1]ujdu

=

∫ G(z)

0

(1− u)−ν−1

ujdu−
∫ G(z)

0

ujdu

=
∞∑

k=0

(−1)k
(−ν−1

k

)∫ G(z)

0

uj+1du−
∫ G(z)

0

ujdu.

Usando as integrais (i) e (ii), da seção 2.8.6, obtemos

Tj(z) =
∞∑

k=0

(−1)k
(
−ν−1

k

)
G(z)k+j+1

(k + j + 1)
− G(z)j+1

(j + 1)
.

De modo que

m1(z) =
∞∑

j=0

(j + 1)t∗j

[
∞∑

k=0

(−1)k
(
−ν−1

k

)
G(z)k+j+1

(k + j + 1)
− G(z)j+1

(j + 1)

]
,

om t∗j = αβtj/(j + 1).

2.9 Apliações

Ilustramos a superioridade das distribuições EG, em omparação om três

submodelos, a saber, as distribuições Lehmann tipo I e II e a distribuição base. Usamos
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dois onjuntos de dados reais. Em ada aso, os parâmetros são estimados por máxima

verossimilhança usando a sub-rotina NLMixed no SAS. Os dados são desritos abaixo.

i) Dados do rio Wheaton

Os dados foram analisados por Akinsete et al. (2008) e representam a superação

dos pios de heias (emm3/s) do rio Wheaton perto de Carross no território de Yukon,

Canadá. Os dados onsistem de 72 exedênias para os anos 1958-1984, arredondados

para uma asa deimal. O onjunto de dados é apresentado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dados sobre a superação da inundação do rio Wheaton

1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 1.9 13.0 12.0 9.3

1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 14.1 22.1 1.1 2.5 14.4 1.7 37.6

0.6 2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 0.1 1.1 0.6

9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 2.8 14.1 9.9 10.4 10.7 30.0 3.6

5.6 30.8 13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 2.7 64.0

1.5 2.5 27.4 1.0 27.1 20.2 16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0

ii)Dados do nível de estresse

O onjunto de dados onsiste de 101 observações da resistênia de vida à ruptura

de 49 kevlar om �os de epóxi, que foram submetidos à pressão ontínua onstante no

nível de tensão de 90% até que todas tenham falhado, de modo que os dados foram

ompletados om tempos de falha exatos obtidos por Cooray e Ananda (2008). Os

dados estão disponíveis na Tabela 2.2.

A Tabela 2.3 fornee uma análise desritiva de ada amostra. Podemos notar

que os dados do rio Wheaton e nível de estresse apresentam mediana menor do que

a média, o que sugere que as distribuições sejam assimétrias à direita, fato reforçado

pelos valores positivos dos oe�ientes de assimetria. Este valor é maior nos dados do

nível de estresse.
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Tabela 2.2: Dados do nível de estresse

0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.08

0.09 0.09 0.10 0.10 0.11 0.11 0.12 0.13 0.18 0.19 0.20 0.23 0.24

0.24 0.29 0.34 0.35 0.36 0.38 0.40 0.42 0.43 0.52 0.54 0.56 0.60

0.60 0.63 0.65 0.67 0.68 0.72 0.72 0.72 0.73 0.79 0.79 0.80 0.80

0.83 0.85 0.90 0.92 0.95 0.99 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 1.10 1.10

1.11 1.15 1.18 1.20 1.29 1.31 1.33 1.34 1.40 1.43 1.45 1.50 1.51

1.52 1.53 1.54 1.54 1.55 1.58 1.60 1.63 1.64 1.80 1.80 1.81 2.02

2.05 2.14 2.17 2.33 3.03 3.03 3.34 4.20 4.69 7.89

Tabela 2.3: Desrição estatístia

Dados Média Med. Md SD Var. Assimétria Curt. Min. Max.

Wheaton 12.20 9.5 1.7 12.3 151.22 1.5 3.19 0.1 64

Nível de estresse 1.03 0.8 0.02 1.12 1.25 3.05 14.51 0.01 7.89

Para os dados do rio Wheaton, omparamos a distribuição EGGu om a distri-

buição Gumbel Exponenializada (EGu), a distribuição Gumbel Lehmann II (LIIGu)

e a distribuição Gumbel. Além disso, para os dados do nível de estresse, a distribuição

EGF é omparada om a distribuição Fréhet exponenializada (EF), Fréhet Leh-

mann II (LIIF) e a distribuição Fréhet. Os estimadores de máxima verossimilhança

dos parâmetros (om respetivos valores-p entre parênteses), os valores do ritério de

informação AIC, BIC e CAIC para ada onjunto de dados são forneidos na Tabela

2.4. Como podemos ver os três ritérios de informação apresentam os menores valores

numérios para o aso das distribuições EG quando omparadas om os seus submo-

delos, indiando que os modelos EG são os mais adequados para ajustar os dados

analisados.

Utilizamos a estatístia RV para testar os modelos enaixados. Os resultados da

apliação do teste da razão de verossimilhança para os nossos onjuntos de dados são

apresentados na Tabela 2.5. Observe que, para os dois onjuntos de dados, rejeitamos

a hipótese nula em todos os três testes da razão de verossimilhaças em favor das novas

distribuições. Observamos ainda que a rejeição é extremamente signi�ativa para os
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dados de nível de estresse, e altamente signi�ativa para os dados do rio Wheaton, o

que evidênia a neessidade dos parâmetros extras no modelo proposto na modelagem

desses dados reais.

Tabela 2.4: EMVs e ritérios de informação

Rio Wheaton α β µ σ AIC CAIC BIC

EGGu 0.0988 0.4769 2.6317 1.6639 521.8 522.4 530.9

(0.0243) (0.1439) (0.7863) (0.0529)

EGu 1 1.0312 6.7165 8.1893 544.9 545.2 551.7

- (14.99) (15.43) (0.8185)

LIIGu 0.1474 1 0.5571 1.7214 524.5 524.8 531.3

(0.0186) - (0.5291) (0.0544)

Gumbel 1 1 6.9684 8.1893 542.9 543.0 547.4

- - (1.0093) (0.8185)

Nível de estresse α β µ σ AIC CAIC BIC

EGF 606.36 0.1761 1095.66 0.3104 217.4 217.8 227.9

(184.53) (0.0186) (375.16) (0.0105)

EF 1 0.3383 1.4333 0.6136 271.9 272.2 279.8

- (0.2146) (1.4935) (0.0427)

LIIF 29.4149 1 177.49 0.2289 227.8 228.0 235.6

(12.0856) - (16.90) (0.0209)

Fréhet 1 1 0.2451 0.6136 269.9 270.1 275.2

- - (0.0423) (0.0422)

Os histogramas para todos os dados e os grá�os das funções densidades estimadas

EGGu, Gumbel exponenializada (EGu), Gumbel Lehmann II (LIIGu), EGF, Fréhet

exponenializada (EF), Fréhet Lehmann II (LIIF), Gumbel e Fréhet são exibidos

na Figura 2.7. Com base nos ritérios de informação (Tabela 2.4) e nos testes de
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Tabela 2.5: Testes da RV (Λ)

Rio Wheaton Hipoteses Estatístia Λ p-valor

EGGu vs EGu H0: α = 1 vs H1 : α 6= 1 25.1 < 0.00001

EGGu vs LIIGu H0: β = 1 vs H1 : β 6= 1 4.7 0.0302

EGGu vs Gumbel H0: α = β = 1 vs H1: α 6= 1 ou β 6= 1 26.1 < 0.00001

Nível de estresse Hipoteses Estatístia Λ p-valor

EGF vs EF H0: α = 1 vs H1 : α 6= 1 56.5 < 0.00001

EGF vs LIIF H0: β = 1 vs H1 : β 6= 1 12.4 0.0004

EGF vs Fréhet H0: α = β = 1 vs H1: α 6= 1 ou β 6= 1 57.5 < 0.00001

hipóteses (Tabela 2.5) podemos onluir que as distribuições EG são as que mais se

adequam aos dados analisados o que também podemos on�rmar observando os grá�os

e histogramas na Figura 2.7.

2.10 Conlusões

Estudamos uma nova lasse de distribuições Generalizadas Exponenializa-

das (EG) que inlui omo asos espeiais as distribuições Lehmann do tipo I e Lehmann

do tipo II introduzidas em Lehmann (1953). Esse novo modelo estende várias distribui-

ções estudadas reentemente, bem omo outras distribuições, por exemplo, a Weibull

exponenializada, a Fréhet exponenializada e a Gumbel exponenializada (ver, por

exemplo, Mudholkar e Srivastava, 1993; Gupta et al,1998; Gupta e Kundu, 2001; Na-

darajah e Kotz, 2006), entre outros autores. Para quaisquer distribuições base, pode-

mos failmente de�nir a distribuição EG orrespondente. A maioria das propriedades

estruturais da nova lasse têm propriedades matemátias tratáveis. Algumas destas

propriedades podem ser obtidas a partir das propriedades das distribuições base.

Além disso, apresentamos duas apliações das distribuições EG para dados reais

para mostrar a viabilidade dessa nova lasse.
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Figura 2.7: Densidades estimadas dos modelos EG para os onjuntos de dados.
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A distribuição Fréhet Generalizada

Neste apítulo, estudamos uma generalização para a distribuição Fréhet e

obtemos algumas de suas propriedades estruturais. A extensão da distribuição Fréhet

é motivada pelo trabalho de Cordeiro et al.(2013).

3.1 A distribuição Fréhet

A distribuição Fréhet tem sido utilizada om grande frequênia em estudos

de fen�menos ambientais prinipalmente para soluionar problemas relaionados à áreas

de engenharia, entre os quais, análise de frequênia de inundações, engenharias de

redes e engenharia nulear. Kotz e Nadarajah (2000) demonstram, em seu livro, a

apliabilidade da distribuição Fréhet em várias áreas. A distribuição Fréhet, ou

Valor Extremo Tipo II, possui função de distribuição aumulada (fda) dada por

G(x; σ, λ) = exp

[
−
(σ
x

)λ]
, x > 0, (3.1)

em que σ > 0 e λ > 0 são, respetivamente, parâmetros de esala e de forma. A partir

da expressão em (3.1) obtém-se a função densidade de probabilidade da distribuição

Fréhet dada por

g(x; σ, λ) = λ σλx−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]
. (3.2)
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3.2 A lasse de distribuição generalizada exponeni-

alizada

De�nição 3.1 Seja G(x) uma função de distribuição aumulada (fda) ontínua, de�-

nimos a lasse de distribuição generalizada exponenializada por

F (x) = [1− {1−G(x)}a]b , (3.3)

em que a > 0 e b > 0 são dois parâmetros de forma adiionais. Com função densidade

de probabilidade orrespondente

f(x) = a b {1−G(x)}a−1 [1− {1−G(x)}a]b−1
g(x).

3.3 A distribuição Fréhet generalizada

A distribuição Fréhet generalizada, denotada aqui por FrG, é obtida a

partir de (3.3) onsiderando G(x) omo sendo a função de distribuição aumulada

Fréhet om parâmetros σ > 0 e λ > 0, de�nida em (3.1). Realizando esta substituição,

obtemos

F (x; σ, λ, a, b) =

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b
, x > 0, (3.4)

em que σ > 0 é um parâmetros de esala e os outros parâmetros λ > 0 , a > 0 e

b > 0 são parâmetros de forma. A função densidade de probabilidade assoiada a (3.4)

é dada por

f(x; σ, λ, a, b) = a b λ σλ x−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

. (3.5)

As vantagens de se trabalhar om esta distribuição é o fato de possuir fórmulas

explíitas para função de distribuição e função quantil que não envolve qualquer função

espeial, não depende da função beta, omo a distribuição beta Fréhet e não tem

problema de identi�abilidade omo a distribuição Kumaraswamy Fréhet.
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De�nição 3.2 Seja X uma variável aleatória om fda F (x). Sua função de Sobrevi-

vênia S(x) é de�nida por

S(x) = 1− F (x).

A função de Sobrevivênia da distribuição FrG é dada por

S(x; σ, λ, a, b) = 1− F (x; σ, λ, a, b)

= 1−
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b
, x > 0.

Vamos veri�ar que f(x; σ, λ, a, b) é uma função densidade de probabilidade de uma dis-

tribuição ontínua. Como f(x; σ, λ, a, b) > 0, resta mostrar que

∫∞

0
f(x; σ, λ, a, b)dx =

1.

De fato,

∫ ∞

0

f(x; σ, λ, a, b)dx =

∫ ∞

0

a b λ σλx−(λ+1) exp
[
− (σ/x)λ

]{
1− exp

[
− (σ/x)λ

]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
− (σ/x)λ

]}a]b−1

dx.

Fazendo a mudança de variável u = σλ x−λ
segue que dx = −σ λ−1 u−(1/λ+1)du na

integral aima, obtemos

∫ ∞

0

f(x; σ, λ, a, b)dx =

∫ ∞

0

a b exp(−u)[1− exp(−u)]a−1[1− {1− exp(−u)}a]b−1du.

Considere, agora t = exp(−u) temos dt = − exp(−u)du, então a integral anterior pode

ser reesrita omo

∫ ∞

0

f(x; σ, λ, a, b)dx =

∫ 1

0

a b(1− t)a−1[1− (1− t)a]b−1dt

= [1− (1− t)a]b

∣∣∣∣∣

1

0

= 1

O que mostra que f(x; σ, λ, a, b) é de fato a fdp de uma distribuição ontínua. A partir

de agora denotaremos uma variável aleatória X om função densidade dada em (3.5)
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por X ∼ FrG(σ, λ, a, b).

De�nição 3.3 A função de riso (ou taxa de insuesso) de uma variável aleatória X

om densidade g(x) e uma distribuição aumulada G(x) é dada por

τ(x) =
g(x)

1−G(x)
.

Usando as equações (3.4) e (3.5), a função de riso da FrG pode ser expressa por

τ(x; σ, λ, a, b) =
a b λ σλx−(λ+1) exp

[
−
(
σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(
σ
x

)λ]}a−1

1−
[
1−

{
1− exp

[
−
(
σ
x

)λ]}a]b

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

. (3.6)

Observe que se onsiderarmos α = 1 = β em (3.6), temos

τ(x) =
λ σλ x−(λ+1) exp[−(σ

x
)λ]

1− exp[−(σ
x
)λ]

, x > 0.

Portanto, para α = 1 = β em τ(x), tem-se a função de riso da distribuição Fréhet.

As Figuras (3.1) e (3.2) mostram a função densidade e a função de riso da distribui-

ção FrG para alguns valores dos parâmetros, respetivamente. Observamos na Figura

(3.1) que a distribuição Fréhet generalizada é assimétria à direita e a medida que

aumentamos os valores dos parâmetros a e b as urvas desta distribuição passam a ter

audas mais pesadas. Além disso, a distribuição Fréhet generalizada possui função de

riso unimodal omo podemos ver na Figura (3.2).

3.4 Propriedades e distribuições relaionadas

A distribuição FrG apresenta algumas propriedades e submodelos partiulares

que são apresentados a seguir.

Propriedade 1 Se X ∼ FrG(σ, λ, a, b), então Y = cX ∼ FrG(c σ, λ, a, b).
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Figura 3.1: Grá�o da função de densidade FrG(σ, λ, a, b) para alguns valores dos

parâmetros. (a)Para σ = 1.5 e λ = 1.0. (b) Para σ = 2.0 e λ = 1.0.

Prova:

Pr(Y ≤ y) = Pr(cX ≤ y) = Pr(X ≤ y/c)

= [1− {1− exp[−(σ/(y/c))λ]}a]b

= [1− {1− exp[−(c σ/y)λ]}a]b.

Propriedade 2 Se Xi ∼ FrG(σ, λ, a, b) são independentes e identiamente distribuí-

das, então Y = max(X1, ..., Xn) ∼ FrG(σ, λ, a, n b).
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Figura 3.2: Grá�o da função de riso da FrG(σ, λ, a, b) para alguns valores dos parâ-

metros. (a)Para σ = 1 e λ = 1.0. (b) Para σ = 1.5 e λ = 1.0.

Prova:

Pr(Y ≤ y) = Pr(max(X1, ..., Xn) ≤ y)

= Pr(X1 ≤ y, ..., Xn ≤ y)

= Pr(X1 ≤ y)...Pr(Xn ≤ y)

= [Pr(X ≤ y)]n

= [1− {1− exp[−(σ/y)λ]}a]n b.

Propriedade 3 Se Xi ∼ FrG(σ, λ, a, b) são independentes e identiamentes distribuí-

das e 1/Y = min(1/X1, ..., 1/Xn), então Y ∼ FrG(σ, λ, a, n b).
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De fato,

Pr(Y ≤ y) = Pr(1/Y ≥ 1/y)

= Pr(min(1/X1, ..., 1/Xn) ≥ 1/y)

= Pr(1/X1 ≥ 1/y, ..., 1/Xn ≥ 1/y)

= Pr(1/X1 ≥ 1/y)...Pr(1/Xn ≥ 1/y)

= Pr(X1 ≤ y)...Pr(Xn ≤ y)

= [Pr(X ≤ y)]n

= [1 − {1− exp[−(σ/y)λ]}a]n b.

A distribuição FrG generaliza algumas distribuições onheidas. Por exemplo, se

onsiderarmos b = 1 na equação (3.5) temos a distribuição Fréhet Exponenializada

(EF) de�nida por Nadarajah e Kotz (2003). Se onsiderarmos a = b = 1 na equação

(3.5) obtemos a distribuição Fréhet.

3.5 Uma expansão geral para a função de densidade

Nesta seção, mostramos que a fdp da distribuição FrG pode ser esrita omo

uma ombinação linear in�nita de funções densidades Fréhet. Considere a expansão

binomial (para 0 < z < 1)

(1 + z)a =

∞∑

j=0

(
a

j

)
zj , (3.7)

em que

(
a

j

)
=
n(n− 1)...(a− j + 1)

j!
.

Apliando a identidade (3.7) em (3.5) e depois de algumas manipulações algébrias,

obtemos

f(x) = a b λ σλx−(λ+1)
∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+k

(
b− 1

j

)(
a(j + 1)− 1

k

)
exp

[
−(k + 1)

(σ
x

)λ]
.
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Considerando a mudança de variável σk = σ(k+1)1/λ, então , a expressão aima pode

ser esrita omo

f(x) =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+k (b− 1)!

(b− j − 1)!j!

[a(j + 1)− 1]!

[a(j + 1)− k − 1]!

a b

(k + 1)
λ σλ

k x
−(λ+1)

× exp

[
−
(σk
x

)λ]

=

∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+k Γ(b)

Γ(b− j)j!

Γ[a(j + 1)]

Γ[a(j + 1)− k]k!

a b

(k + 1)
g(x; σk, λ)

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj,k g(x; σk, λ), (3.8)

em que

wj ,k =
(−1)j+kΓ(b)Γ[a(j + 1)]a b

Γ(b− j)Γ[a(j + 1)− k]j!k!(k + 1)

e g(x; σk, λ) denota a função densidade Fréhet om parâmetros σk = σ(k + 1)1/λ e λ.

Portanto, a função densidade da distribuição FrG pode ser expressa omo uma om-

binação linear in�nita de densidades de variáveis aleatórias om distribuição Fréhet.

Dessa forma, podemos obter algumas de suas propriedades diretamente das proprieda-

des da distribuição Fréhet. Por exemplo, os momentos fatoriais da distribuição FrG

seguem diretamente das quantidades da distribuição Fréhet.

3.6 Momentos e momentos inompletos

Algumas das araterístias interessantes de uma distribuição são aque-

las que pode ser estudadas através dos momentos. Derivamos expressões explíitas

para os momentos da variável aleatória X om função de distribuição FrG. Primeiro,
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introduzimos a seguinte notação (para qualquer d real e b positivo)

Sd,b =

∫ ∞

0

xd−1 exp(−x)[1 − exp(−x)]b−1dx. (3.9)

De�nição 3.4 O r-ésimo momento de uma variável aletória Y om fdp f(y) é dado

por

E(Y r) =

∫ ∞

0

yrf(y)dy. (3.10)

Seja X ∼ FrG(σ, λ, a, b). A partir de (3.5) e (3.10), para r ∈ N, o r-ésimo

momento de X é expresso por

E(Xr) =

∫ ∞

0

a b λ σλx−(λ+1−r) exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

dx.

Seja a substituição u = (σ/x)λ , então

E(Xr) = a b σr

∫ ∞

0

u−
r
λ exp(−u)[1− exp(−u)]a−1{1− [1− exp(−u)]a}b−1du.

Apliando a expansão dada em (3.7) na equação anterior, deorre que

E(Xr) = a b σr

∞∑

j=0

(−1)j
(
b− 1

j

)∫ ∞

0

u−
r
λ exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1du.

Utilizando, agora a função dada em (3.9), a expressão anterior pode ser resrita omo

E(Xr) = a b σr
∞∑

j=0

(−1)j
(
b− 1

j

)∫ ∞

0

u1−
r
λ
−1 exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1du, 1− r

λ
> 0

= a b σr

∞∑

j=0

(−1)j
(
b− 1

j

)
S1−r/λ,a(j+1) , r < λ.

Proposição 3.1 Se X ∼ FrG(σ, λ, a, b), então a partir de (3.8) o r-ésimo momento

da distribuição FrG pode ser esrito na forma de ombinação omo

E(Xr) = a b σr Γ(b)Γ
(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+kΓ(a(j + 1))(k + 1)
r
λ
−1

Γ(b− j)Γ(a(j + 1)− k)j!k!
, r < λ.
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Demonstração: temos, por de�nição e da função dada em (3.8)

E(Xr) =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj ,k

∫ ∞

0

λ σλ
k x

−(λ+1−r) exp

[
−
(σk
x

)λ]
dx.

Considerando a mudança de variável u = (σk/x)
λ
e depois de algumas manipulações

algébrias, obtemos

E(Xr) =

∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj,k σ
r
kΓ
(
1− r

λ

)

= a b σrΓ(b)Γ
(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+kΓ[a(j + 1)](k + 1)
r
λ
−1

Γ(b− j)Γ[a(j + 1)− k]j!k!
, r < λ.

Seja X ∼ FrG(σ, λ, a, b), o r-ésimo momento inompleto de X é expresso por

Mr(z) =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj,k σ
r
kΓ

[
1− r

λ
,
(σk
z

)λ]
, r < λ. (3.11)

De fato, por de�nição, o r-ésimo momento inompleto de X é dado por

Mr(z) =

∫ z

0

xrf(x)dx.

A partir das equações (3.8) e (3.2), obtemos

Mr(z) =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj ,k

∫ z

0

xrg(x; σk, λ)dx

=

∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj ,k

∫ ∞

0

λ σλ
k x

−(λ+1−r) exp

[
−
(σk
x

)λ]
dx.

Fazendo a mudança de variável u = (σk/y)
λ
, temos que

Mr(z) =

∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj,k σ
r
k

∫ ∞

(σ
z
)λ
u−

r
λ exp(−u)du

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

wj,k σ
r
kΓ

[
1− r

λ
,
(σk
z

)λ]
, r < λ,

em que Γ(a, z) =
∫∞

z
xa−1 exp(−x)dx.
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3.7 Função quantil

O quantil da distribuição FrG, denotado por x = Q(u), pode ser obtido

invertendo F (x) em (3.4). Portanto,

Q(u) = F−1(u; σ, λ, a, b) =
σ

{− log[1− (1− u1/b)1/a]}1/λ .

Em partiular, a mediana é

Q(0, 5) =
σ

{− log[1− (1− (0, 5)1/b)1/a]}1/λ
.

Um número aleatório X om distribuição FrG pode ser gerado por

X =
σ

{− log[1− (1− U1/b)1/a]}1/λ ,

em que U ∼ Uniforme(0, 1).

3.8 Desvios médios

Os desvios médios da média e da mediana são uma boa maneira de medir

dispersão em uma população. Seja µ = E(X) e m a mediana da distribuição FrG,

respetivamente. Os desvios médios em relação a média µ e a medianam são de�nidos,

respetivamente, por

D(µ) = E(|X − µ|) =
∫ ∞

0

|x− µ|f(x)dx

e

D(m) = E(|X −m|) =
∫ ∞

0

|x−m|f(x)dx.

Assim,

D(µ) = E(|X − µ|) =

∫ ∞

0

|x− µ|f(x)dx

=

∫ µ

0

(µ− x)f(x)dx+

∫ ∞

µ

(x− µ)f(x)dx

= 2µ

∫ µ

0

f(x)dx− 2

∫ µ

0

xf(x)dx

= 2µF (µ)− 2M1(µ).
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Portanto,

D(µ) = 2µF (µ)− 2M1(µ),

em que F (·) é a função de distribuição de X e M1(µ) denota o primeiro momento

inompleto de X . O primeiro momento inompleto de X podem ser obtidos a partir

da função (3.11) para r = 1. De forma análoga, o desvio médio da mediana pode ser

expresso omo

D(m) = µ− 2M1(m).

3.9 Estatístias de ordem, momentos das estatístias

de ordem e L-momentos

De�nição 3.5 A função densidade da i-ésima estatístia de ordem Xi:n, digamos

fi:n(x), de uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição FrG é dada por

fi:n(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
f(x)F (x)i−1[1− F (x)]n−i, i = 1, ..., n,

em que f(.) e F(.) são a fdp e fda da distribuição FrG, respetivamente.

Utilizando a expansão (3.7), a equação aima se reduz a

fi:n(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
f(x)

∞∑

j=0

(−1)j
(
n− i

j

)
F (x)i+j−1.

A partir das funções (3.4) e (3.5) a fdp da i-ésima estatístia de ordem pode ser esrita

omo

fi:n(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
a b λ σλx−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×
∞∑

j=0

(−1)j
(
n− i

j

)[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b(i+j)−1

.
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Apliando a expansão (3.7) na expressão anterior, para b > 0 real não inteiro, temos

fi:n(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
a b λ σλx−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ] ∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+k

×
(
n− i

j

)(
b(i+ j)− 1

k

){
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a(k+1)−1

=
n!a b

(i− 1)!(n− i)!

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+k+ℓ

(
n− i

j

)(
b(i+ j)− 1

k

)

×
(
a(k + 1)− 1

ℓ

)
λ σλx−(λ+1) exp


−

(
σ[ℓ+ 1]

1

λ

x

)λ

 .

De�na σℓ = σ[ℓ+ 1]1/λ. Então, a expressão aima pode ser reesrita omo

fi:n(x) =
n!a b

(i− 1)!(n− i)!

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+k+ℓ

ℓ+ 1

(
n− i

j

)(
b(i+ j)− 1

k

)

×
(
a(k + 1)− 1

ℓ

)
λ σλ

ℓ x
−(λ+1) exp

[
−
(σℓ
x

)λ]

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n g(x; σℓ, λ), (3.12)

em que

δ
(j)
i:n =

n!a b

(i− 1)!(n− i)!

(−1)j+k+ℓ

ℓ+ 1

(
n− i

j

)(
b(i+ j)− 1

k

)

×
(
a(k + 1)− 1

ℓ

)

e g(x; σℓ, λ) é a função densidade Fréhet om parâmetros σℓ = σ[ℓ+ 1]1/λ e λ > 0.

Proposição 3.2 Para b > 0, real não inteiro, o r-ésimo momento da i-ésima estatís-

tia de ordem om fdp dada em (3.12) é dado por

E(Xr
i:n) = σrΓ

(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n(ℓ+ 1)

r
λ , r < λ.

Demonstração: onsidere b > 0, real não inteiro, segue pela de�nição de momentos

e usando a fdp em (3.12), obtemos

E(Xr
i:n) =

∫ ∞

0

xr
∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n g(x; σℓ, λ)(x)dx

=

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n

∫ ∞

0

λ σλ
ℓ x

−(λ+1−r) exp

[
−
(σℓ
x

)λ]
dx.
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De�nindo u = (σℓ/x)
λ
, temos

E(Xr
i:n) =

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:nσ

r
ℓ

∫ ∞

0

u−
r
λ exp(−u)du

= σrΓ
(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n (ℓ+ 1)

r
λ .

Portanto,

E(Xr
i:n) = σrΓ

(
1− r

λ

) ∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

δ
(j)
i:n(ℓ+ 1)

r
λ , r < λ.

3.9.1 L-momentos

Os L-momentos, denotados por η, são análogos aos momentos ordinários, mas

podem ser estimados por ombinações lineares de estatístias de ordem. Eles são

funções lineares das estatístias de ordem esperada de�nidos por (Hosking,1990) omo

ηs+1 = (s+ 1)−1
s∑

k=0

(−1)k
(
s

k

)
E(Xs+1−k:s+1), s = 0, 1, ....

3.10 Entropias Shannon e Rényi

A entropia é uma medida de inerteza assoiada a uma variável aleatória. A

entropia de uma variável aleatória é de�nida em termos de sua função de densidade.

De�nição 3.6 Seja X uma variável aleatória om densidade f(x; σ, λ, a, b) de�nida

em (3.5) e seja θ = (σ, λ, a, b)T , um vetor de parâmetros. A entropia de Shannon,

IS(X), é de�nida por

IS(X) = E{− log[f(X ; θ)]}.
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O logaritmo da função densidade de probabilidade dada em (3.5) é expresso por

log[f(x; θ)] = log(a b λ σλ)− (λ+ 1) log(x)−
(σ
x

)λ
+ log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}

×(a− 1) + (b− 1) log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]
.

Dessa forma, a entropia de Shannom de X pode ser expressa omo

−
∫ ∞

0

log[f(x; θ)]f(x; θ) = − log(a b λ σλ)

∫ ∞

0

f(x; θ)dx− (λ+ 1)

∫ ∞

0

log(x)

×f(x; θ)dx+ σλ

∫ ∞

0

x−λf(x; θ)dx

−(a− 1)

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
f(x; θ)dx

×−
∫ ∞

0

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]

×(b− 1)f(x; θ)dx. (3.13)

A primeira das ino integrais da expressão (3.13) é igual a 1. Na segunda integral,

∫ ∞

0

log(x)f(x; θ)dx =

∫ ∞

0

log(x)a b λ σλ exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×x−(λ+1)

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

dx.

Fazendo a mudança de variável u = (σ/x)λ, temos

∫ ∞

0

log(x)f(x; θ)dx =

∫ ∞

0

log(σu−
1

λ )a b exp(−u)[1− exp(−u)]a−1

×{1− [1 − exp(−u)]a}b−1du

=

∫ ∞

0

[log(σ)− 1

λ
log(u)]a b exp(−u)[1− exp(−u)]a−1

×{1− [1 − exp(−u)]a}b−1du

=

∫ ∞

0

log(σ)a b exp(−u)[1− exp(−u)]a−1

×{1− [1 − exp(−u)]a}b−1du−
∫ ∞

0

1

λ
log(u)a b exp(−u)

×[1− exp(−u)]a−1{1− [1− exp(−u)]a}b−1du.

Usando a expansão binomial

(1− z)β−1 =

∞∑

j=0

(−1)jΓ(β)

Γ(β − j)j!
zj , (3.14)
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em que |z| < 1 e β > 0 real não inteiro, na expressão aima, obtemos

∫ ∞

0

log(x)f(x; θ)dx = b log(σ)Γ(b)
∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

0

a exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1

−a b
λ

∞∑

j=0

∫ ∞

0

log(u) exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1du

= b log(σ)Γ(b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

{
1

j + 1
[1− exp(−u)]a(j+1)

∣∣∣∣∣

∞

0

}

−a b
λ

∞∑

j=0

∫ ∞

0

log(u) exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1du

= b log(σ)Γ(b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!(j + 1)
−

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓΓ(a(j + 1))

Γ(a(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

× a bΓ(b)

λΓ(b− j)

∫ ∞

0

log(u) exp[−u(ℓ+ 1)]du.

Seja I(ℓ) =
∫∞

0
log(u) exp[−u(ℓ+ 1)]du. Assim

∫ ∞

0

log(x)f(x; θ)dx = bΓ(b) log(σ)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!(j + 1)
−

−a b
λ

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓΓ(b)Γ(a(j + 1))

Γ(b− j)Γ(a(j + 1)− ℓ)j!l!
I(ℓ). (3.15)

Por outro lado,

∫ ∞

0

x−λf(x; θ)dx =

∫ ∞

0

a b λ σλx−(2λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

dx.

Apliando a expansão (3.14), na última expressão, obtemos

∫ ∞

0

x−λf(x; θ)dx =

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!

∫ ∞

0

a b λ σλx−(2λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]

×
{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a(j+1)−1

dx.

De�nindo u = (σ/x)λ, temos

∫ ∞

0

x−λf(x; θ)dx =
a b

σλ

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!

∫ ∞

0

u exp(−u)[1− exp(−u)]a(j+1)−1du.
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Consideremos agora a mudança de variável t = exp(−u), na última integral, segue que

∫ ∞

0

x−λf(x; θ)dx = −a b
σλ

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

log(t)(1− t)a(j+1)−1dt

=
b

σλ

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!(j + 1)
{γ + ψ [a(j + 1) + 1]} . (3.16)

em que γ é a onstante de Euler-Masheroni e ψ(.) é a função digama.

Em relação a quarta integral em (3.13), temos

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
f(x; θ)dx =

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
a b λ σλ

×x−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]

×
{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

dx.

Fazendo a mudança de variável u = (σ/x)λ, obtemos

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
f(x; θ)dx = b

∫ ∞

0

log[1− exp(−u)][1− exp(−u)]a−1

×a exp(−u){1− [1− exp(−u)]a}b−1du.

Considerando a expansão

− log(1− z) =

∞∑

k=1

zk

k
, (3.17)

a integral anterior pode ser reesrita omo

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
f(x; θ)dx = −a b

∫ ∞

0

∞∑

k=1

exp[−u(k + 1)]

k
[1−

− exp(−u)]a−1 {1− [1− exp(−u)]a}b−1du.
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Apliando a expansão (3.14) na equação aima e após alguma álgebra, obtemos

∫ ∞

0

log

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}
f(x; θ)dx = a b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

∞∑

k=1

(−1)j+ℓ+1Γ[a(j + 1)]

Γ[a(j + 1)− ℓ]j!l!k

× Γ(b)

(k + ℓ+ 1)Γ(b− j)
. (3.18)

Finalmente, utilizando a expansão em (3.17), na última integral da expressão (3.13),

obtemos

∫ ∞

0

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]
f(x; θ)dx = −

∫ ∞

0

∞∑

k=1

λσλ

k
x−(λ+1) exp

[
−
(σ
x

)λ]

×a b
{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a(k+1)−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]b−1

dx.

Usando a expansão em (3.14) podemos reesrever a expressão aima omo

∫ ∞

0

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]
f(x; θ)dx =

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

∞∑

k=1

(−1)j+ℓ+1

×Γ(b)Γ[a(k + j + 1)]a bλσλ

Γ[a(k + j + 1)− ℓ]j!ℓ!k

× 1

Γ(b− j)

∫ ∞

0

x−(λ+1)

× exp

[
−(ℓ + 1)

(σ
x

)λ]
dx.

Seja a mudança de variável u = (ℓ+ 1)(σ/x)λ. Então

∫ ∞

0

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]
f(x; θ)dx =

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

∞∑

k=1

(−1)j+ℓ+1

× Γ(b)Γ[a(k + j + 1)]a b

Γ(b− j)Γ[a(k + j + 1)− ℓ]j!ℓ!k

×
∫ ∞

0

exp(−u)
ℓ+ 1

du.
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De modo que

∫ ∞

0

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]
f(x; θ)dx =

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

∞∑

k=1

(−1)j+ℓ+1

× Γ[a(k + j + 1)]

Γ(b− j)Γ[a(k + j + 1)− ℓ]j!ℓ!

× a bΓ(b)

k(ℓ + 1)
. (3.19)

Substituindo (3.15), (3.16), (3.18) e (3.19) em (3.13), e após alguma álgebra deorre

que

IS(X) = − log(a bλσλ) + b

∞∑

j=0

(−1)j
(
b− 1

j

){
(λ+ 1) log(σ)

j + 1
+

{γ + ψ[a(j + 1) + 1]}
j + 1

−
∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ
(
a(j + 1)− 1

ℓ

)[
a

λ
I(ℓ) +

∞∑

k=1

[
a(a + 1)

k(k + ℓ+ 1)

]
+
a(b− 1)

k(ℓ + 1)

]}
.

De�nição 3.7 A entropia Rényi de uma variável aletória om densidade f(x; θ) é

de�nida omo

IR(α) =
1

1− α
log[I(α)],

em que I(α) =
∫
R
f(x; θ)αdx, x > 0 e α 6= 0 . Observe que quando α → 1, a entropia

Rényi onverge para a entropia Shannon. A entropia Rényi para a distribuição FrG é

expressa por

I(α) = aαbαλασλα

∫ ∞

0

x−α(λ+1) exp

[
−α
(σ
x

)λ]{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}α(a−1)

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(σ
x

)λ]}a]α(b−1)

dx.

Utilizando a expansão (3.7) na equação anterior, obtemos

I(α) = aαbαλασλα
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j

(
α(b− 1)

i

)(
a(α + i)− α

j

)∫ ∞

0

x−α(λ+1)

× exp

[
−(α + j)

(σ
x

)λ]
dx.
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Apliando a integral

∫∞

0
xp−1 exp(−δxc)dx = c−1δ−p/cΓ(p/c), temos

I(α) = aαbαλασλα
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j

(
α(b− 1)

i

)(
a(α + i)− α

j

)
(−λ)−1Γ

[
1− α(λ+ 1)

(−λ)

]

×[σλ(a+ j)]−[1−α(λ+1)]/(−λ).

De�nindo c(λ) = −λ, p(α, λ) = 1−α(λ+1) e δ(α, j) = σλ(α+ j). Podemos reesrever

a expressão aima omo

I(α) = aαbαλασλαc(λ)−1Γ

[
p(α, λ)

c(λ)

] ∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j

(
α(b− 1)

i

)(
a(α + i)− α

j

)

×[δ(α, j)]−p(α,λ)/c(λ).

De onde segue,

IR(α) =
1

1− α

{
α log(a b λ σλ)− log(c(λ)) + log

{
Γ

[
p(α, λ)

c(λ)

]}
+ log

[
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j

(
α(b− 1)

i

)(
a(α + i)− α

j

)
[δ(α, j)]−p(α,λ)/c(λ)

]}
.

Portanto, a entropia Rényi para a distribuição FrG é dada por

IR(α) =
1

1− α

{
α log(a b λ σλ)− log(c(λ)) + log

{
Γ

[
p(α, λ)

c(λ)

]}
+ log

[
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j

(
α(b− 1)

i

)(
a(α + i)− α

j

)
[δ(α, j)]−p(α,λ)/c(λ)

]}
.
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3.11 Estimação de Máxima Verossimilhança

De�nição 3.8 Seja X1, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável aleató-

ria X om função densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), om θ ∈ Θ, em que Θ ⊆ R
p+2

é o espaço paramétrio e θ = (α, β, γT )T é o vetor de parâmetros do modelo e γ é um

vetor de parâmetros p× 1 desonheido da distribuição prinipal G(x; γ). A função de

verossimilhança de θ orrespondente a amostra aleatória observada x = (x1, ..., xn) é

dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

De�nição 3.9 O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de θ é o valor θ̂ ∈ Θ

que maximiza a função de verossimilhança L(θ|x).

Para obtermos o estimador de máxima verossimilhança, vamos onsiderar o lo-

garitmo da função de verossimilhança de θ denotado por

ℓ(θ|x ) = logL(θ|x ),

pois na prátia, as vezes, é mais fáil trabalhar om o logaritmo da função L(θ|x ).
Como a função log é resente não temos problema.

Considerando X1, ...Xn uma amostra aleatória de tamanho n om distribuição

FrG e θ = (σ, λ, a, b)T o vetor de parâmetros do modelo, a função de verossimilhança

para o parâmetro θ é expressa omo

L(θ;x) = (a b λ σλ)n
n∏

i=1



x

−(λ+1)
i exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]{

1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}a−1

×
[
1−

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}a]b−1



 .
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Portanto, o logaritno da função de verossimilhança é dada por

ℓ(θ;x) = n log(a) + n log(b) + n log(λ) + nλ log(σ)− (λ+ 1)

n∑

i=1

log(xi)−

−σλ

n∑

i=1

x−λ
i + (a− 1)

n∑

i=1

log

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}

+

+(b− 1)

n∑

i=1

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}a]

. (3.20)

A função log-verossimilhança pode ser maximizada usando diretamente o software R

ou resolvendo as equações não-lineares obtidas difereniando a expressão (3.20). As

omponentes para o vetor esore, denotado por U(θ), são dadas por

Uσ(θ) =
nλ

σ
− λσλ−1

n∑

i=1

x−λ
i + λσλ−1

n∑

i=1

exp[−( σ
xi
)λ]

xλi {1− exp[−( σ
xi
)λ]}

×
{
(a− 1) +

a(b− 1){1− exp[−( σ
xi
)λ]}a

[1− {1− exp[−( σ
xi
)λ]}a]

}
,

Uλ(θ) =
n

λ
+ n log(σ)−

n∑

i=1

log(xi)− σλ log(σ)

n∑

i=1

x−λ
i + σλ

n∑

i=1

x−λ
i log(xi) +

+σλ
n∑

i=1

log( σ
xi
) exp[−( σ

xi
)λ]

xλi {1− exp[−( σ
xi
)λ]}

{
(a− 1) +

a(b− 1){1− exp[−( σ
xi
)λ]}a

[1− {1− exp[−( σ
xi
)λ]}a]

}
,

Ua(θ) =
n

a
+

n∑

i=1

log

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}{

1−
(b− 1){1− exp[−( σ

xi
)λ]}a

[1− {1− exp[−( σ
xi
)λ]}a]

}
,

e

Ub(θ) =
n

b
+

n∑

i=1

log

[
1−

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}a]

.

Para onstruir estimativas intervalares e realizar teste de hipótese neessitamos

da matriz de informação de Fisher. A matriz de informação de Fisher observada para

θ = (σ, λ, a, b)T , denotada por J̈(θ), é

J̈(θ) =




J̈a,a J̈a,b J̈a,σ J̈a,λ

J̈b,a J̈b,b J̈b,σ J̈b,λ

J̈σ,a J̈σ,b J̈σ,σ J̈σ,λ

J̈λ,a J̈λ,b J̈λ,σ J̈λ,λ



,
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em que os elementos da matriz J̈(θ) enontram-se no Apêndie B.

3.12 Apliação

Nesta seção, ilustramos a utilidade da distribuição FrG estudada neste apítulo

utilizando um onjunto de dados reais, ao qual ajustamos e omparamos as distribui-

ções Fréhet generalizada, Beta Fréhet (BF) e Fréhet. Estimamos os parâmetros

desses modelos pelo método de máxima verossimilhança usando o paote maxLik do

Software R. O onjunto de dados está desritos a seguir.

3.12.1 Tempos de vida de Alumínio

Os dados apresentados na Tabela 3.1 foram obtidos de Birnbaum e Saunders

(1969 b) e representa o número de ilos até a falha de 101 tiras de lâmina de alumínio

6061-T6 ortadas paralelamente ao sentido do rolo e sob osilação de 18 ilos por

segundo. Cada tira de alumínio foi submetida a uma pressão máxima de 31.000 psi,

em que psi (Pounds per Square Inh) é uma medida de pressão.

Tabela 3.1: Tempo de vida de alumínio

70 90 96 97 99 100 103 104 104 105 107 108 108

108 109 109 112 112 113 114 114 114 116 119 120 120

120 121 121 123 124 124 124 124 124 128 128 129 129

130 130 130 131 131 131 131 131 132 132 132 133 134

134 134 134 134 136 136 137 138 138 138 139 139 141

141 142 142 142 142 142 142 144 144 145 146 148 148

149 151 151 152 155 156 157 157 157 157 158 159 162

163 163 164 166 166 168 170 174 196 212
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Tabela 3.2: EMVs para os parâmetros do modelo e ritérios de informações AIC, BIC e CAIC

Modelos σ̂ λ̂ â b̂ AIC CAIC BIC

FG 290.9828 1.7609 35.2982 0.9593 911.5367 921.9574 911.9578

(0.9565 ) (0.1739 ) (4.3934 ) (0.4084 )

BF 185.3211 0.4994 68.4989 155.1565 914.2177 924.6384 914.6387

(1.2467 ) (0.0289 ) (1.0789 ) ( 0.5342 )

Fréhet 121.0209 5.0370 945.8490 951.0594 945.9727

(3.2558 ) (0.3358 )

Apresentamos na Tabela (3.2) as estimativas de máxima verossimilhança dos pa-

râmetros dos modelos, juntamente om os respetivos erros-padrão (entre parênteses), e

os valores dos ritérios de informações AIC (Critério de Informação Akaike), BIC (Cri-

tério de Informação Bayesiano) e CAIC (Critério de Informação Akaike Corrigido).

Observe que o AIC possui o menor valor numério no aso da distribuição Fréhet Ge-

neralizada, indinando que o modelo FrG é o mais adequado para ajustar esses dados,

quando omparado as distribuições BF e Fréhet. Na Figura (3.3) apresentamos os

histogramas e a função de distribuição aumulada estimadas a partir das estimativas

na Tabela (3.2).
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Figura 3.3: Densidades e funções de distribuições aumuladas estimadas para os mo-

delos FrG, BF e Fréhet, �guras (a) e (b), respetivamente.
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Modelo de Regressão Log-Fréhet

Generalizada

Neste apítulo, estudamos a distribuição Log-Weibull Inversa Generalizada

e um modelo de regressão introduzidos por Gusmão, Ortega e Cordeiro (2011). Ainda

neste apítulo, propomos a distribuição Log-Fréhet Generalizada e um modelo de

regressão baseado nesta distribuição.

4.1 A distribuição Weibull Inversa Generalizada

A distribuição Weibull Inversa Generalizada (WIG) foi introduzida por Gusmão,

Ortega e Cordeiro (2011) e possui função de distribuição aumulada (fda) dada por

F (x;α, β, γ) = exp

[
−γ
(α
x

)β]
, x > 0, (4.1)

e função de densidade (fdp) orrespondente

g(x;α, β, γ) = γ β αβx−(β+1) exp

[
−γ
(α
x

)β]
. (4.2)

4.2 A distribuição Log-Weibull Inversa Generalizada

Seja T uma variável aleatória da distribuição WIG om densidade dada em (4.2).

Considere Y = log(T ), então Y possui distribuição log-Weibull Inversa Generalizada
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(LWIG). Parametrizando a função densidade de Y tomando σ = 1/β e µ = log(α),

obtemos

f(y; γ, σ, µ) =
γ

σ
exp

{
−
(
y − µ

σ

)
− γ exp

[
−
(
y − µ

σ

)]}
, −∞ < y <∞, (4.3)

om fda assoiada

F (y; γ, σ, µ) = exp

{
−γ exp

[
−
(
y − µ

σ

)]}
, −∞ < y <∞,

em que γ > 0, σ > 0 são parâmetros de esala e −∞ < µ < ∞ é um parâmetro de

loação.

Apresentamos na Figura (4.1) o grá�o da função densidade da distribuição LWIG

om parâmetros γ, σ e µ, denotada por LWIG(γ, σ, µ), para alguns valores dos parâme-

tros. Observamos que a distribuição LWIG é assimétria. E a medida que aumentamos

os valores dos parâmetros o grau de assimétria diminui.
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Figura 4.1: Grá�o da função de densidade LWIG (γ, σ, µ) para alguns valores dos

parâmetros.
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A função de sobrevivênia para a distribuição LWIG é dada por

S(y) = 1− exp

{
−γ exp

[
−
(
y − µ

σ

)]}
.

Considere a variável aleatória padronizada Z = (Y − µ)/σ. Portanto, a função densi-

dade de Z é dada por

π(z; γ) = γ exp [−z − γ exp(−z)] , −∞ < y <∞ , λ > 0. (4.4)

Se onsiderarmos γ = 1 na expressão (4.4), obtemos a distribuição Weibull in-

versa ou valor extremo inversa. Seja µ′
k = E(Zk) o k-ésimo momento ordinário da

distribuição om densidade dada em (4.4), então

µ′
k =

∫ ∞

−∞

zkγ exp [−z − γ exp(−z)] dz.

Considere a mudança de variável u = exp(−z). Então, a integral anterior pode

ser reesrita omo

µ′
k = (−1)kγ

∫ ∞

0

[log(u)]k exp(−γ u)du. (4.5)

Utilizando a integral de�nida por Prudnikon et al., (1986) e Nadarajah (2006) µ′
k

pode ser reesrito omo

∫ ∞

0

[log(u)]k exp(−σ u)du =
∂k[σ−aΓ(a)]

∂ak

∣∣∣∣∣
a=1

. (4.6)

A expressão (4.5) pode ser expressa omo

µ′
k = (−1)kγ

∂k[γ−aΓ(a)]

∂ak

∣∣∣∣∣
a=1

.

Proposição 4.1 Se Y ∼ LWIG(γ, σ, µ), então o k-ésimo momento ordinário de Y

pode ser expresso omo

µ′
k = γ

k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
µk−iσi∂

i[γ−aΓ(a)]

∂ai

∣∣∣∣∣
a=1

.

Demonstração: temos por de�nição que

µ′
k =

γ

σ

∫ ∞

−∞

yk exp

{
−
(
y − µ

σ

)
− γ exp

[
−
(
y − µ

σ

)]}
dy.
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Fazendo a mudança de variável u = exp [−(y − µ)/σ], obtemos

µ′
k =

∫ ∞

0

[µ− σ log(u)]k exp(−γ u)du.

Apliando a expansão binomial na expressão aima, obtemos

µ′
k = γ

k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
µk−iσi

∫ ∞

0

[log(u)]i exp(−γ u)du.

Utilizando o resultado em (4.6), a expressão anterior pode ser reesrita omo

µ′
k = γ

k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
µk−iσi∂

i[γ−aΓ(a)]

∂ai

∣∣∣∣∣
a=1

.

4.3 Coneitos básios

Os dados em análise de sobrevivênia são ompostos pelos tempos de sobrevivên-

ia e, geralmante, pelas ensuras e as ovariáveis.

Os tipos de ensuras são:

• Censura à direita - se o tempo de falha é maior do que um período pré- estabe-

leido de tempo;

• Censura à esquerda - se o tempo registrado é maior do que o tempo de falha;

• Censura intervalar - aontee quando se sabe somente que o evento de interesse

oorreu em um erto intervalo de tempo.

A ensura à direita é a que oorre om maior frequênia nos dados de sobrevi-

vênia. Existe vários tipos de ensura à direita, dentre as quais destaamos:

• Censura do Tipo I - oorre naqueles estudos que ao serem �nalizados após um

erto período pré-estabeleido de tempo, registram alguns elementos que ainda

não apresentaram o evento de interesse;

• Censura do Tipo II - aontee quando o estudo é �nalizado após ter oorrido o

evento de interesse em um número pré-estabeleido de elementos;
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• Censura aleatória - aontee quando o elemento deixa o estudo sem que o evento

de interesse tenha oorrido.

Nesta dissertação abordamos, uniamente, meanismos de ensura do Tipo I.

4.4 Modelo de Regressão Log-Weibull Inversa Gene-

ralizada

Sabemos que o tempo de vida das pessoas pode ser in�ueniado por variáveis

expliativas tais omo o nível de olesterol, a pressão arterial entre outras. Seja xi =

(xi1, ..., xip)
T
o vetor de variáveis expliativas assoiadas a i-ésima variável resposta yi

para i = 1, ..., n. O modelo de regressão linear para yi baseado na densidade da LWIG

(Gusmão et al., 2011) é dado por

yi = x

T
i β + σzi, i = 1, ..., n, (4.7)

em que o erro aleatório zi tem distibuição dada em (4.4), β=(β1, ..., βp)
T
, σ > 0 e

γ > 0 são parâmetros esalares desonheidos e xi o vetor de variáveis expliativas

que modela o parâmetro de loação µi=x
T
i β. Dessa forma, o vetor de parâmetros de

loação µ=(µ1, ..., µn)
T
pode ser expresso omo uma função linear µ=Xβ, em que

X = (x1, ..., xn)
T
. O modelo de regressão Log-Weibull Inversa generalizada apresenta

omo aso partiular, quando γ = 1, o modelo de regressão Log-Weibull Inversa (LWI).

Seja (y1, ..., yn) uma amostra de n observações independentes provenientes de uma

distribuição LWIG, em que yi = min{log(ti), log(ci)} para i = 1, ..., n, ti e ci são os

tempos de vida e ensura, respetivamente. Suponha ensura não informativa e que

o tempo de vida observado e o tempo de ensura são independentes. Considere F e

C onjuntos de indivíduos para os quais yi = log(ti) ou yi = log(ci), respetivamente.

Neste aso, a função de verossimilhança para o parâmetro do modelo θ =(γ, σ, βT )T
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onsiderando tempo de falha e ensura pode ser esrita da seguinte forma:

L(θ) =
∏

i∈F

f(yi; θ)
∏

i∈C

S(yi; θ)

=
∏

i∈F

γ

σ
exp

{
−
(
yi − x

T
i β

σ

)
− γ exp

[
−
(
yi − x

T
i β

σ

)]}

×
∏

i∈C

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(
yi − x

T
i β

σ

)]}]
,

em que f(yi; θ) e S(yi; θ) são as funções de densidade e sobrevivênia, respetivamente.

Então o logaritmo da função de verossimilhança é dada por

ℓ(θ) = r[log(γ)− log(σ)]−
∑

i∈F

(
yi − x

T
i β

σ

)
− γ

∑

i∈F

exp

[(
yi − x

T
i β

σ

)]
+

+
∑

i∈C

log

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(
yi − x

T
i β

σ

)]}]
, (4.8)

em que r é o número de falhas observadas.

Podemos obter os estimadores de máxima verossimilhança, digamos θ̂, de θ ma-

ximizando a função (4.8) usando o Software estatístio OX (função MaxBFGS) (ver

Doornik 2007), por exemplo.

Sob ertas ondições de regularidade. A distribuição assintótia de θ̂ é dada por

√
n(θ̂ − θ)−N(p+2)(0, K(θ)−1),

em que K(θ)−1
é a matriz de informação de Fisher. Visto que o álulo da matriz

K(θ)−1
não é possível devido a presença de ensura, podemos utilizar alternativamente

a matriz de informação observada, denotada por J(θ), avaliada em θ̂. Neste aso, a

matriz de informação observada é dada por

J(θ) = {−L̈r,s} =




−Lγγ −Lγσ −Lγβj

−Lσγ −Lσσ −Lσβj

−Lβjγ −Lβjσ −Lβjβs


 ,

em que os elementos da matriz J(θ) enontram-se no Apêndie C.

Portanto, um intervalo assintótio para ada parâmetro θr, onsiderando 100(1−
α) é dado por

ICAr =

(
θ̂r − zα/2

√
−̂̈L

r,r

, θ̂r + zα/2

√
−̂̈L

r,r
)
,
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em que −̂̈L
r,r

é o r-ésimo elemento da diagonal prinipal da matriz J(θ̂)−1
e zα/2 é o

quantil 1−α/2 da distribuição normal padrão. Para omparar os modelos podemos usar

o teste da Razão de Verossimilhança (RV) que é baseado na normalidade assintótia

dos estimadores. Podemos omparar LWIG om o modelo LWI que equivalente a testar

H0 : γ = 1 versus H1 : γ 6= 1. Neste aso, o teste RV é dado por

Λ = 2{ℓ(θ̂)− ℓ(θ̃)},

em que θ̂ é o EMVs sob H1 e θ̃ é o EMVs sob H0.

4.5 A Distribuição Log-Fréhet Generalizada

Considere X uma variável aleatória om distribuição FrG. A variável aleatória

Y = log(X) tem uma distribuição Log-Fréhet Generalizada (LFrG) uja densidade,

parametrizada em termos de φ = 1/λ e µ = log(σ), é dada por

f(y) = exp

{
−
(
y − µ

φ

)
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α−1

φ−1 α b

(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α)b−1

, −∞ < y <∞, (4.9)

em que φ > 0, α > 0 são parâmetros de esala, −∞ < µ < ∞ e b > 0 são parâmetros

de loação. A fda orrespondente é

F (y) =

(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α)b

. (4.10)

A função de sobrevivênia orrespondente a (4.10) é dada por

S(y) = 1−
(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α)b

. (4.11)

A representação grá�a da densidade da distribuição LFrG om parâmetros φ, µ,

α e b, denotada por LFrG (φ, µ, α, b), para alguns valores dos parâmetros seleionados

está representada na Figura (4.2). Note que de aordo om os valores dos parâmetros

a distribuição torna-se mais assimétria.

De�nindo a variável aleatória normalizada Z = (Y −µ)/φ. A função de densidade

da variável aleatória Z pode ser obtida usando o método da transformação. Neste aso
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φ=4;α=0.5;µ=−10;b=10
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Figura 4.2: Grá�o da função de densidade LFrG (φ, α, µ, b) para alguns valores dos

parâmetros seleionados.

a densidade da variável aleátoria Z é dada por

f(z) = α b exp[−z − exp(−z)][1 − exp{− exp(−z)}]α−1

(1− [1− exp{− exp(−z)}]α)b−1, −∞ < y <∞, (4.12)

uja função de sobrevivênia é dada por

S(z) = 1− (1− [1− exp {− exp [(−z)]}]α)b .

O r-ésimo momento ordinário de Z om densidade dada em (4.12), denotado por

µ′
r = E(Zr), é

µ′
r = α b

∫ ∞

−∞

zr exp[−z − exp(−z)][1 − exp{− exp(−z)}]α−1

(1− [1− exp{− exp(−z)}]α)b−1dz.
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Fazendo a mudança de variável, u = exp(−z) temos que

µ′
r = (−1)rα b

∫ ∞

0

[log(u)]r exp(−u)[1−exp(−u)]α−1{1− [1−exp(−u)]α}b−1du. (4.13)

Considere a expansão binomial

(1− z)b−1 =

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
zj , (4.14)

para |z| < 1. Apliando a expansão (4.14) em (4.13) repetidamente, obtemos

µ′
r = (−1)rα b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓΓ(b)Γ(α(j + 1))

Γ(b− j)Γ(a(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

∫ ∞

0

[log(u)]r exp(−u(ℓ+ 1))du

(4.15)

Utilizando a integral de�nida em (4.6), a expressão (4.15) pode ser expressa omo

µ′
r = α b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓ+rΓ(b)Γ(α(j + 1))

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

∂r[(ℓ+ 1)−aΓ(a)]

∂ar

∣∣∣∣∣
a=1

=
∞∑

j=0

wj,ℓ
∂r[(ℓ + 1)−aΓ(a)]

∂ar

∣∣∣∣∣
a=1

,

em que

wj,ℓ =

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓ+rΓ(b)Γ(α(j + 1))α b

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!
.

Proposição 4.2 Seja Y ∼ LrFG (φ, µ, α, b), dada na equação (4.9), então o r-ésimo

momento da distribuição LrFG é dado por

µ′
r =

∞∑

j=0

wj,ℓ
∂r[(ℓ+ 1)−aΓ(a)]

∂ar

∣∣∣∣∣
a=1

,

em que

wj,ℓ =

∞∑

ℓ=0

r∑

i=0

(−1)j+ℓ+iΓ(b)Γ(α(j + 1))α b

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

(
r

i

)
µr−i.

Demonstração: pela de�nição de momentos temos que o r-ésimo momento pode ser

esrito omo

µ′
r =

∫ ∞

−∞

ykφ−1 α b exp

{
−
(
y − µ

φ

)
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}

×
[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α−1

×
(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
y − µ

φ

)]}]α)b−1

dy.
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Fazendo a mudança de variável u = exp [−(y − µ)/φ], temos

µ′
r = α b

∫ ∞

0

[µ− φ log(u)]r exp(−u)[1− exp(−u)]α−1{1− [1− exp(−u)]α}b−1du.

Apliando a expansão (4.14) na expressão aima repetidamente, obtemos

µ′
r = α b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

(−1)j+ℓΓ(b)Γ(α(j + 1))

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

∫ ∞

0

[µ− φ log(u)]r exp(−(ℓ+ 1)u)du.

Usando agora, a expansão binomial, tem-se

µ′
r = α b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

r∑

i=0

(−1)j+ℓ+iΓ(b)Γ(α(j + 1))

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

(
r

i

)
µr−iφi

×
∫ ∞

0

[log(u)]i exp(−(ℓ+ 1)u)du.

Utilizando o resultado em (4.6), a expressão anterior pode ser reesrita omo

µ′
r = α b

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=0

r∑

i=0

(−1)j+ℓ+iΓ(b)Γ(α(j + 1))

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

(
r

i

)
µr−iφi∂

i[(ℓ+ 1)−aΓ(a)]

∂ai

∣∣∣∣∣
a=1

=
∞∑

j=0

wj,ℓ
∂i[(ℓ+ 1)−aΓ(a)]

∂ai

∣∣∣∣∣
a=1

,

em que

wj,ℓ =

∞∑

ℓ=0

r∑

i=0

(−1)j+ℓ+iΓ(b)Γ(α(j + 1))φiα b

Γ(b− j)Γ(α(j + 1)− ℓ)j!ℓ!

(
r

i

)
µr−i.

4.6 Modelo de Regressão Log-Fréhet Generalizada

Em muitas apliações prátias, por exemplo, a saúde das pessoas é afetada por

variáveis expliativas tais omo o nível de olesterol, a pressão arterial, peso, idade e

muitos outras. Baseado na densidade LFrG, propomos um modelo de regressão linear
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loação-esala ligando a variável resposta yi e xi = (xi1, ..., xip)
T
o vetor de variáveis

expliativas omo:

yi = x

T
i β + φ zi, i = 1, ..., n, (4.16)

em que o erro aleatório zi tem distibuição dada em (4.12), β=(β1, ..., βp)
T
, φ > 0, α > 0

e b > 0 são parâmetros desonheidos e xi o vetor de variáveis expliativas que modela

o parâmetro de loação µi = x

T
i β. O vetor de parâmetros de loação µ=(µ1, ..., µn)

T

é representado pela função linear µ=Xβ, em que X = (x1, ..., xn)
T
. O modelo LFrG

(4.16) apresenta omo aso espeial, para α = β = 1, o seguinte modelo de regressão:

• Modelo de regressão log-Weibull inversa

Cuja a função de sobrevivênia é dada por

S(y) = 1− exp

{
− exp

[
−
(
y − x

Tβ

σ

)]}
.

Considere uma amostra (y1, ..., yn) de n observações independentes provenientes

de uma distribuição LFrG de tal forma que ada resposta aleatória é de�nida por

yi = min{log(ti), log(ci)} para i = 1, ..., n, em que ti e ci são o tempo de vida e

tempo de ensura, respetivamente. Suponha ensura não informativa de modo que

o tempo de vida observada e o tempo de ensura são independentes. Seja F e C

onjuntos de indivíduos para os quais a variável resposta yi é a log-vida ou log-ensura,

respetivamente. A partir das equaões (4.9) e (4.11), a função de verossimilhança

total para os parâmetros do modelo θ = (φ, α, b, βT )T , onsiderando tempo de falha e

ensura, pode ser expressa omo

L(θ) =
∏

i∈F

f(yi; θ)
∏

i∈C

S(yi; θ)

=
∏

i∈F

[
φ−1 αβ exp

{
−
(
yi − x

T
i β

φ

)
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}

×
[
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}]α−1

×
(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}]α)b−1
]

×
∏

i∈C

[
1−

(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}]α)b
]
.
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O logaritmo da função de verossimilhança é dado por

ℓ(θ) = r(log(α) + log(b)− log(φ))−
∑

i∈F

(
yi − x

T
i β

φ

)
−
∑

i∈F

exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]

+(α− 1)
∑

i∈F

log

(
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]})
+

+(b− 1)
∑

i∈F

log

(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}]α)
+

+
∑

i∈C

log

([
1−

(
1−

[
1− exp

{
− exp

[
−
(
yi − x

T
i β

φ

)]}]α)b
])

, (4.17)

em que r é o número de falhas observadas. Os estimadores de máxima verossimilhança

(EMVs) (θ̂) do vetor de parâmetro θ pode ser obtido maximizando a função em (4.17).

Podemos maximizar a função em (4.17) usando uma rotina numéria de algum software,

por exemplo, o SAS (pro NLMixed) e OX (MaxBFGS) (ver, Doornik, 2007).

Sob ertas ondições de regularidade, a distribuição assintótia de θ̂ é de�nida

omo

√
n(θ̂ − θ)−N(p+3)(0, K(θ)−1),

em que K(θ)−1
é a matriz de informação de Fisher. Como o álulo da matriz K(θ)−1

não é possivel devido a presença de ensura, podemos utilizar alternativamente a matriz

de informação observada, denotada por J(θ̇), avaliada em θ̂. Neste aso, a matriz de

informação observada é dada por

J(θ̇) = {−L̈r,s} =




−Lφφ −Lφα −Lφb − Lφβj

−Lαφ −Lαα −Lαb − Lαβj

−Lbφ −Lbα −Lbb − Lbβj

−Lβjφ −Lβjα −Lβjb − Lβjβs



,

em que os elementos da matriz J(θ̇) enontram-se no Apêndie D.

Portanto, um intervalo de on�ança assintótio para ada parâmetro θi, onside-

rando 100(1− α) é dado por

ICAi =

(
θ̂i − zα/2

√
−̂̈L

i,i

, θ̂i + zα/2

√
−̂̈L

i,i
)
,

em que −̂̈L
i,i

é o i-ésimo elemento da diagonal prinipal da matriz J(
ˆ̇
θ)−1

e zα/2 é o

quantil 1−α/2 da distribuição normal padrão. Para omparar os modelos podemos usar
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um dos três testes de hipóteses onheidos, a saber, o teste da Razão de verossimilhança

(RV), o teste de Wald (W) e o teste esore de Rao (SR) que são baseados na normalidade

assintótia dos estimadores.



Capítulo 5

Considerações Finais

No desenvolvimento deste trabalho de dissertação, estudamos a lasse de dis-

tribuições generalizadas exponenializadas, proposta por Cordeiro, Ortega e Cunha

(2013). Também estudamos expressões para alular os momentos desta distribuição

usando somas in�nitas. Estudamos ainda algumas propriedade tais omo: desvio médio

e estatístias de ordem para a distribuição referida. No �nal de ada apítulo utiliza-

mos banos de dados reais para analisar a qualidade dos ajustes dessa distribuição. O

que se onluiu é que para ada situação analisada, as novas distribuições tinham um

ajuste melhor quando omparadas aos seus submodelos. Ainda neste trabalho, estu-

damos a distribuição aqui denotada por Fréhet Generalizada. Apresentamos algumas

propriedades para esta nova distribuição. Mostramos que os momentos dessa distribui-

ção podem ser expressos expliitamente em termos de somas in�nitas da distribuição

Fréhet. O mesmo aontee para a densidade das estatístias de ordem. Abordamos

ainda o modelo de regressão om ensura à direita utilizando a distribuição log-Weibull

inversa generalizada. Propomos a distribuição log-Fréhet generalizada e um modelo

de regressão baseado nesta distribuição onsiderando ensura à direita. Tanto para a

distribuição log-Weibull inversa generalizada quanto para a distribuição Fréhet gene-

ralizada expliitamos fórmulas para os momentos.

As prinipais ontribuições ientí�as deste trabalho de dissertação onentram-se

nos Capítulos 3 e 4, onde obtemos algumas propriedades da distribuição Fréhet gene-

ralizada e propomos um modelo de regressão baseado no logaritmo desta distribuição,
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respetivamente.

5.1 Trabalhos Futuros

Dando ontinuidade a esta pesquisa, diversos trabalhos podem ser desenvolvidos

futuramente. Por exemplo:

• Análise de diagnóstio baseados na teoria de in�uênia loal e global;

• Análise residual do modelo de regressão e mediante simulação estudar a distri-

buição empíria desses resíduos;

• Apliações do modelo de regressão LFrG.



Apêndie A

Distribuição Generalizada

Exponenializada

Os elementos da matriz de informação observada J̈(θ) para a distribuição Gene-

ralizada Exponenializada om parâmetros (α, β, λ) são

J̈α,α = − n

α2
− (β − 1)

n∑

i=i

[1−G(xi; γ)]
α{log[1−G(xi; γ)]}2

{1− [1−G(xi; γ)]α}2
,

J̈α,β = −
n∑

i=1

[1−G(xi; γ)]
α{log[1−G(xi; γ)]}

1− [1−G(xi; γ)]α
,

J̈α,γj = −
n∑

i=1

[Ġ(xi; γ)]γj
1−G(xi; γ)

+ (β − 1)

n∑

i=1

[Ġ(xi; γ)]γj [1−G(xi; γ)]
α−1

{1− [1−G(xi; γ)]α}
{

×{1 + α log[1−G(xi; γ)]}{1− [1−G(xi; γ)]}+ α log[1−G(xi; γ)][1−G(xi; γ)]
α} ,

J̈β,β = − n

β2
,

J̈β,γ = α
n∑

i=1

[1−G(xi; γ)]
α−1[Ġ(xi; γ)]γj

1− [1−G(xi; γ)]α
,
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J̈γj ,γs =

n∑

i=1

[g̈(xi; γ)]γjγsg(xi; γ)− [ġ(xi; γ)]γj [ġ(xi; γ)]γs
[g(xi; γ)]2

−

−α(α− 1)

n∑

i=1

[G̈(xi; γ)]γjγs [1−G(xi; γ)] + [Ġ(xi; γ)]γj [Ġ(xi; γ)]γs
[1−G(xi; γ)]2

−

−α(β − 1)

n∑

i=1

[1−G(xi; γ)]
α−2

1− [1−G(xi; γ)]α

{
α[Ġ(xi; γ)]γj [Ġ(xi; γ)]γs−

−[G̈(xi; γ)]γjγs [1−G(xi; γ)]
}
− (β − 1)

n∑

i=1

[Ġ(xi; γ)]γj [Ġ(xi; γ)]γs [1−G(xi; γ)]
2(α−1)

{1− [1−G(xi; γ)]α}2
,

em que [g̈(xi; γ)]γjγs = ∂2g(xi; γ)/∂γjγs e [G̈(xi; γ)]γjγs = ∂2G(xi; γ)/∂γjγs para j, s =

1, ..., p.



Apêndie B

Distribuição Fréhet Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada J̈(θ) para a distribuição Fréhet

Generalizada om parâmetros (σ, λ, a, b, ) são

Jσσ = −nλ
σ2

− λ (λ− 1)σλ−2

n∑

i=1

x−λ
i + λ (λ− 1)σλ−2

n∑

i=1

x−λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ] ×

×




(a− 1)−

(b− 1){1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
}a

1− {1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
}a





−λ2 σ2(λ−1)
n∑

i=1

x−2λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]




(a− 1) +

a(b− 1){1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
}a

1− {1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
}a

×

×


a−

{
1− exp

[
−
(
σ

xi

)λ
]}

− 1 +

a

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}α

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}







,

Jσb = −a λ σλ−1

n∑

i=1

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−1

x−λ
i

[
1−

{
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a] ,
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Jλλ = − n

λ2
− σλ log(σ)

n∑

i=1

x−λ
i [log(σ)− 2 log(xi)]− σλ

n∑

i=1

x−λ
i [log(xi)]

2 +

+σλ
n∑

i=1

x−λ
i

[
log
(

σ
xi

)]2
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]




(a− 1)−

a(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





−

−σ2λ
n∑

i=1

x−2λ
i

[
log
(

σ
xi

)]2
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]


(a− 1)




1−

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]





−

−
a(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a




1−

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]








−a2(b− 1)σ2λ

n∑

i=1

x−λ
i

[
log
(

σ
xi

)]2
exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}2(a−1)

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a ,

Jσa = λ σλ−1
n∑

i=1

x−λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]




1−

(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a −

−
a(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a −

−
a(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}2a

log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2





= λ σλ−1
n∑

i=1

x−λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]




1−

(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





−

−a(b− 1) λ σλ−1

n∑

i=1

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}

xλi

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2 ,
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Jaa = − n

a2
− (b− 1)

n∑

i=1





[
log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}]2{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a −

−

[
log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}]2{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}2a

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2





= − n

a2
− (b− 1)

n∑

i=1

[
log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}]2{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2 ,

Jaλ = σλ
n∑

i=1

log
(

σ
xi

)
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

xλi

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}




1−

(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





−a(b− 1) σλ

n∑

i=1

log
(

σ
xi

)
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

xλi

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a] ×

×




1 +

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





= σλ

n∑

i=1

log
(

σ
xi

)
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

xλi

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}




1−

(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





−a(b− 1) σλ
n∑

i=1

log
(

σ
xi

)
exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

xλi

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2 ,

Jab = −
n∑

i=1

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}
log

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a ,
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Jbb = − n

b2
,

Jbλ = a

n∑

i=1

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

(−σλx−λ
i )[log(σ)− log(xi)]

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]

= −a σλ

n∑

i=1

exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−1

log
(

σ
xi

)

xλi

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a] ,

Jσλ =
n

σ
− (λ σλ−1 log(σ) + σλ−1)

n∑

i=1

x−λ
i + λ σλ−1

n∑

i=1

x−λ
i log(xi)−

−(a− 1)

n∑

i=1





λ σ2λ−1x−2λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
log
(

σ
xi

)

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ] −

−
(λ σλ−1x−λ

i log
(

σ
xi

)
+ σλ−1x−λ

i ) exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ] +

+

exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]
λ σ2λ−1x−2λ

i log
(

σ
xi

)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}2





−

−(b− 1)

n∑

i=1





a2λ σ2λ−1x−2λ
i exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−2

log
(

σ
xi

)

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a −

−
a λ σ2λ−1x−2λ

i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−1

log
(

σ
xi

)

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a +
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+

a exp

[
−
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−1

(λ σλ−1x−λ
i log

(
σ
xi

)
+ σλ−1x−λ

i )

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a −

−
a exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−2

λ σ2λ−1x−2λ
i log

(
σ
xi

)

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a +

+

a2 exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}2(a−1)

λ σ2λ−1x−2λ
i log

(
σ
xi

)

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2





=
n

σ
− (λ σλ−1 log(σ) + σλ−1)

n∑

i=1

x−λ
i + λ σλ−1

n∑

i=1

x−λ
i log(xi)−

−(a− 1)

n∑

i=1

λ σ2λ−1x−2λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
log
(

σ
xi

)

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ] +




(a− 1)−

a(b− 1)

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a

1−
{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a





×




σλ−1

n∑

i=1

x−λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]×

×
(
λ log

(
σ

xi

)
+ 1

)
− λ σ2λ−1

n∑

i=1

x−2λ
i exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]
log
(

σ
xi

)

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ] −

−λ σ2λ−1
n∑

i=1

x−2λ
i exp

[
−
(

σ
xi

)λ]
log
(

σ
xi

)

1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]





−

−a2(b− 1)λ σ2λ−1

n∑

i=1

x−2λ
i exp

[
−2
(

σ
xi

)λ]{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a−2

log
(

σ
xi

)

[
1−

{
1− exp

[
−
(

σ
xi

)λ]}a]2 .



Apêndie C

Distribuição Log-Weibull Inversa

Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada J(θ) para a distribuição Log-

Weibull Inversa Generalizada om parâmetros (γ, σ, µ) são

Lγγ = − r

γ2
−
∑

i∈C

exp
[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]2
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xTβ
σ

)]}]2

= − r

σ2
−
∑

i∈C

exp(−2zi) exp[−γ exp(−zi)]{1− exp[−γ exp(−zi)]}−2

= − r

σ2
−
∑

i∈C

exp(−2zi)hi(1− hi)
−2,
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Lγσ =
∑

i∈F

(
yi − xTi β

σ2

)
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]
+

+
∑

i∈C





(
yi−xT

i β

σ2

)
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 +

+
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]2 (
yi−xT

i β

σ2

)
γ exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 ×

×

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 −
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]2 (
yi−xT

i β

σ2

)

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2×

×
γ
[
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i
β

σ

)]}]2





=
∑

i∈F

(
−zi
σ

)
exp(−zi) +

∑

i∈C

[(
zi
σ

)
exp(−zi)hi +

(
−zi

σ

)
γ exp(−2zi)hi

]
(1− hi)

(1− hi)2
+

+
∑

i∈C

γ
(
−zi

σ

)
exp(−2zi)h

2
i

(1− hi)2

=
∑

i∈F

(żi)σ exp(−zi) +
∑

i∈C

hi(żi)σ exp(−zi) [γ exp(−zi)− 1] (1− hi)
−1 +

+
∑

i∈C

γ exp(−2zi)h
2
i (żi)σ(1− hi)

−2,
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Lγβ =
∑

i∈F

(
−xi j
σ

)
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]
+

+
∑

i∈C





(
−xi j

σ

)
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 +

+
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]2 (
−xi j

σ

)
γ exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 ×

×

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 −
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]2 (xi j

σ

)

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2×

×
γ
[
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i
β

σ

)]}]2





=
∑

i∈F

exp(−zi)
(
−xi j
σ

)
+
∑

i∈C

[
hi

(xi j
σ

)
exp(−zi) + hi

(
−xi j
σ

)
exp(−2zi)γ

]
(1− hi)

−1

+
∑

i∈C

γ
(
−xi j
σ

)
exp(−2zi)h

2
i (1− hi)

−2

=
∑

i∈F

exp(−zi)(żi)βj
+
∑

i∈C

hi exp(−zi)(żi)βj
(γ exp(−zi)− 1)(1− hi)

−1 +

+
∑

i∈C

γ (żi)βj
exp(−2zi)h

2
i (1− hi)

−2,

Lσσ =
r

σ2
−
∑

i∈F

[
2

(
yi − xTi β

σ3

)]
− γ

n∑

i=1

[
−2

(
yi − xTi β

σ3

)]
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]
−

−γ
n∑

i=1

(
(yi − xTi β)

σ2

)2

exp

[(
−(yi − xTi β)

σ

)]
+

∑

i∈C





(
−2(yi−xT

i β)

σ3

)
γ exp

[(
− (yi−xT

i β)

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 +

+γ

(
(yi−xT

i β)

σ2

)2
exp

[(
− (yi−xT

i β)

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2





−
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−
∑

i∈C

(
(yi−xT

i β)

σ2

)2
γ2
[
exp

[(
− (yi−xT

i β)

σ

)]]2
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2

=
r

σ2
−
∑

i∈F

(
2
zi
σ2

)
− γ

∑

i∈F

(
2
zi
σ3

)
exp(−zi)− γ

∑

i∈C

(zi
σ

)2
exp(−zi) +

∑

i∈C

{(
−2zi

σ2

)
γ exp(−zi) exp[−γ exp(−zi)]
{1− exp[−γ exp(zi)]}2

+ γ

(
zi
σ

)2
exp(−zi) exp[−γ exp(−zi)]

{1− exp[−γ exp(−zi)]}2

}
−

−
∑

i∈C

(
zi
σ

)2
γ2 exp(−2zi) exp[−γ exp(−zi)]
{1− exp[−γ exp(−zi)]}2

=
r

σ2
+
∑

i∈F

{−(z̈i)σ σ + γ exp(−zi) [(z̈i)σ σ − (żi)σ]} −
∑

i∈C

hi exp(−zi)×

×
{
[(żi)σ]

2 [γ exp(−zi)− 1] + (z̈i)σ σ

}
(1− hi)

−1 −

−γ2
∑

i∈C

h2i exp(−2zi)[(żi)σ]
2(1− hi)

−2,
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Lσβj
= −

∑

i∈F

(xi j
σ2

)
+ γ

∑

i∈F

{[
−
(
yi − xTi β

σ2

)](
−xi j
σ

)
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]
+

+
(xi j
σ2

)
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]}
−
∑

i∈C





γ
(xi j

σ2

)
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]

1− exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}×

× exp

{
−γ exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]}
+
γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)] [
−
(

yi−xT
i β

σ

)]

1− exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]} ×

×
(
−xi j
σ

)
exp

{
−γ exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]}
−
[
−
(
yi − xTi β

σ

)](
−xi j
σ

)
×

×
γ2 exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

1− exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}



−

−
∑

i∈C

γ2 exp
[
−2
(

yi−xT
i β

σ

)] [
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2

1− exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}2

×
[
−
(
yi − xTi β

σ

)](
−xi j
σ

)

= −
∑

i∈F

(xi j
σ2

)
+ γ

∑

i∈F

[
− exp(zi)(żi)βj

(żi)σ + exp(−zi)
(xi j
σ2

)]
−

−
∑

i∈F

γ exp(−zi)(z̈i)βjσ hi − exp(−zi)(żi)βj
(żi)σhi + (żi)βj

(żi)σγ
2 [exp(−zi)]2 hi

1− hi
−

−γ2
∑

i∈C

exp(−2zi)(żi)βj
(żi)σh

2
i (1− hi)

−2

= −
∑

i∈F

(z̈i)βjσ + γ
∑

i∈F

[
− exp(zi)(żi)βj

(żi)σ + exp(−zi)(z̈i)βjσ

]
−

γ
∑

i∈C

hi exp(zi)
{
(żi)βj

(żi)σ[γ exp(−zi)− 1] + (z̈i)βjσ

}
(1− hi)

−1 −

−γ2
∑

i∈C

exp(−2zi)(żi)βj
(żi)σh

2
i (1− hi)

−2,
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Lβjβs
= −γ

∑

i∈F

(xi j
σ

)(xi s
σ

)
exp

[
−
(
yi − xTi β

σ

)]
+

+γ
∑

i∈C




(xi j

σ

) (
xi s

σ

)
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2 +

+ γ

(xi j

σ

) (
xi s

σ

){
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}2

exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}

1− exp
{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}


+

+γ2
∑

i∈C




(xi j

σ

) (
xi s

σ

){
exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}2 [
exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2

[
1− exp

{
−γ exp

[
−
(

yi−xT
i β

σ

)]}]2




=
∑

i∈F

[−γ exp(−zi)(żi)βj
(żi)βs

]− γ
∑

i∈C

hi exp(−zi){(żi)βj
(żi)βs

[γ exp(−zi)− 1]}(1− hi)
−1 −

−γ2
∑

i∈C

exp(−2zi)(żi)βj
(żi)βs

h2i (1− hi)
−2,

em que hi = exp[−γ exp(−zi)], (żi)σ = −zi/σ, (żi)βj
= −xi j/σ, (żi)βs

= −xi s/σ,
(z̈i)σσ = 2zi/σ

2
, (z̈i)βj σ

= xi j/σ
2
e zi = (yi − xTi β)/σ.
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Apêndie D

Distribuição Log-Fréhet Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada J(θ̇) para a distribuição Log-

Fréhet Generalizada om parâmetros (φ, α, µ, b) são

Lφφ = − r

φ2
+
∑

i∈F

(
−2zi
φ2

)
exp(−zi)−

∑

i∈F

(
zi
φ2

)2

exp(−zi) +

+(α− 1)
∑

i∈F

{[(
−2zi
φ2

)
exp(−zi) +

(
zi
φ

)2

exp(−zi)
]
×

×
[
{1− exp[− exp(−zi)]}−1 −

(
zi
φ

)2

[exp(−zi)]2{exp[− exp(−zi)]}2
]
×

×{1− exp[− exp(−zi)]}2 +
(
zi
φ

)2

[exp(−zi)]2 exp[− exp(−zi)]{1− exp[− exp(−zi)]}
}

+

(b− 1)
∑

i∈F

{
α(α− 1){1− exp[− exp(−zi)]}α−2[1− {1− exp[− exp(−zi)]}α]+

+α2{1− exp[− exp(−zi)]}2(α−1)

(
zi
φ

)
exp(−zi) exp[− exp(−zi)]

}
×

×[1− {1− exp[− exp(−zi)]}]−2

(
zi
φ

)
exp(−zi) exp[− exp(−zi)] +

+
α{1− exp[− exp(−zi)]}α−1

1− {1− exp[− exp(−zi)]}

{(
−2zi
φ2

)
exp(−zi) +

(
zi
φ

)2

exp(−zi) exp[− exp(−zi)]−

−
(
zi
φ

)2

[exp(−zi)]2 exp[− exp(−zi)]
}

−
∑

i∈C

{
α2b(b− 1)[1− {1− exp[− exp(−zi)]}]b−1×

×{1− exp[− exp(−zi)]}2(α−1)

(
zi
φ

)
exp(−zi) exp[− exp(−zi)]+

+α b(α− 1)[1− {1− exp[− exp(−zi)]}]b−1{1− exp[− exp(−zi)]}α−2

(
zi
φ

)
×

× exp(−zi) exp[− exp(−zi)]} {1− [1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]b}−1−
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−
∑

i∈C

[1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]2(b−1){1− exp[− exp(−zi)]}2(a−1)

(
zi
φ

)2

×

× exp(−zi) exp[− exp(−zi)]{1− [1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]b}−2 +
∑

i∈C

α b[1 − {1− exp[− exp(−zi)]}a]b−1{1− exp[− exp(−zi)]}a−1 ×

×
{(

−2zi
φ2

)
exp(−zi) +

(
zi
φ

)2

exp(−zi)
}

= − r

φ2
+
∑

i∈F

(z̈i)φφ −
∑

i∈F

exp(−zi){(z̈i)φφ + [(żi)φ]
2}+

+(α− 1)
∑

i∈F

{
(1− hi)

−2 exp(−zi){(z̈i)φφ + [(żi)φ]
2}{(1− hi)

−1 − [(żi)φ]
2[exp(−zi)]2h2i }+

+(α− 1)(żi)
2
φ[exp(−zi)]2hi(1− hi)

}
+ (b− 1)

∑

i∈F

{
α(1− hi)

α−1[1− (1− hi)
α]−2×

×[exp(−zi)]2hi(1− hi) [(α− 1)[1− (1− hi)
a] + a(1− hi)

a(żi)φ exp(−zi)hi] +

+α(1− hi)
α−1[1− (1− hi)

α](z̈i)φφ exp(−zi)
}
−

−
∑

i∈C

α b[1 − (1− hi)
α]b−1(1− hi)

α−2(żi)φ exp(−zi)hi {α (b− 1)(1− hi)
α + (α− 1)} ×

×
{
1− [1− (1− hi)

α]b
}−1 −

∑

i∈C

α b(1− hi)
α−1[1− (1− hi)

α]b−1 exp(−zi)
{
(1− hi)

α−1×

×[1− (1− hi)
α]b−1 exp(−zi)[(żi)φ]2hi{1− [1− (1− hi)

α]b−1}−2 + [(z̈i)φφ + (żi)φ]
}
,

Lαα = − r

α2
− (b− 1)

∑

i∈F

[log(1− hi)]
2(1− hi)

α

1− (1− hi)α

{
1− (1− hi)

α

1− (1− hi)α

}
+

∑

i∈C

[log(1− hi)]
2(1− hi)

α

1− [1− (1− hi)α]b
{
b[1− (1− hi)

α]b−1 − (1− hi)
α
}
−

−
∑

i∈C

[b2 log(1− h1)]
2(1− hi)

α−1[1− (1− hi)
α]2(b−1)

{1− [1− (1− hi)α]b}2
;

Lbb =
r

b2
+
∑

i∈C

{log[1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]}2
{

[1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]b
1− [1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]b

+
[1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]2b

{1− [1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]2b}2
}

=
r

b2
+
∑

i∈C

[1− (1− hi)
α]b{log[1− {1− exp[− exp(−zi)]}a]}2

1− [1− (1− hi)α]b

{
1 +

[1− (1− hi)
α]b

1− [1− (1− hi)α]b

}
,
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Lβjβs
= −

∑

i∈F

(żi)βj
(żi)βs

exp(−zi) + (α− 1)
∑

i∈F

(żi)βj
(żi)βs

exp(−zi)
1− (1− hi)α

×

×
{
1− exp(−zi)(

hi
1− hi

)

}
− α (b− 1)

∑

i∈F

(żi)βj
(żi)βs

exp(−zi)(1− hi)
α−1hi ×

×
{
exp(−zi)hi

1− hi

[
(α− 1) +

α(1− hi)
α

1− (1− hi)α

]
− exp(zi)

}
+

+
∑

i∈C

α b[1 − (1− hi)
α]b−1(1− hi)

α−1hi(żi)βj
(żi)βs

exp(−zi)
[1− (1− hi)α]b

×

×
{
1 + exp(−zi)

[
(α− 1)hi(1− hi)

−1
]
− 1
}
−
∑

i∈C

α2 b[1− (1− hi)
α]b−1

[1− (1− hi)α]b
×

×(1− hi)
2(α−1)h2i (żi)βj

(żi)βs
exp(−zi)

{
1− b[1− (1− hi)

α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b

}
,

Lαφ =
∑

i∈F

(żi)φhi(1− hi)
−1 − (b− 1)

∑

i∈F

(żi)φ exp(−zi)hi(1− hi)
α−1

1− (1− hi)α
×

×
{
1 + α log(1− hi)

[
1− (1− hi)

α

1− (1− hi)α

]}
+

+
∑

i∈F

b exp(−zi)(żi)φhi(1− hi)
α−1[1− (1− hi)

α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b
×

{
1 + α log(1− hi)

[
1 + (b− 1)(1− hi)

α[1 − (1− hi)
α]−1

]
−

−α b(1− hi)
α[1− (1− hi)

α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b

}

Lαb = −
∑

i∈F

log(1− hi)(1− hi)
α

1− (1− hi)α
+
∑

i∈C

log(1− hi)
{
(1− hi)

α[1− (1− hi)
α]b−1−

−b(1− hi)
α log(1− hi)[1− log(1− hi)]

b−1
}{

1− [1− (1− hi)
α]b
}−1

+

+
∑

i∈C

b[1− (1− hi)
α]2b−1 log[1− (1− hi)][1− log(1− hi)]

b−1
{
1− [1− (1− hi)

α]b
}−2
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Lαβj
=

∑

i∈F

(żi)βj
hi(1− hi)

−1 − (b− 1)
∑

i∈F

(żi)βj
exp(−zi)hi(1− hi)

α−1

1− (1− hi)α
×

×{1 + α log(1− hi) [1− 2(1− hi)
α]}+

+
∑

i∈F

b exp(−zi)(żi)βj
hi(1− hi)

α−1[1− (1− hi)
α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b
×

{
1 + α log(1− hi)

[
1 + (b− 1)(1− hi)

α[1− (1− hi)
α]−1

]
−

−α b(1− hi)
α[1− (1− hi)

α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b

}

Lbφ = −α
∑

i∈F

(żi)φ exp(zi)hi(1− hi)
α−1

(1− hi)α
−
∑

i∈C

(żi)φ exp(zi)hi(1− hi)
α−1[(1− hi)

α]b−1 ×
{
α b log[1− (1− hi)

α] + α +
log[1− (1− hi)

α][1− (1− hi)
α]b

1− [1− (1− hi)α]b

}
,

Lbβj
= −α

∑

i∈F

exp(−zi)(żi)βj
hi(1− hi)

α−1[1− (1− hi)
α]−1 −

−
∑

i∈C

exp(−zi)(żi)βj
hi(1− hi)

α−1[1− (1− hi)
α]b−1

1− (1− hi)α
×

×
{
α b log[1− (1− hi)

α] + α+
log[1− (1− hi)

α][1− (1− hi)
α]b

1− [1− (1− hi)α]b

}
,

Lβjφ =
∑

i∈F

(z̈i)βj φ
−
∑

i∈F

exp(−zi)[(z̈i)βj φ
+ (żi)βj

(żi)φ] +

+(α− 1)
∑

i∈F

exp(zi)hi
1− hi

{
(z̈i)βj φ

+ (żi)βj
(żi)φ

[
1− exp(−zi)−

exp(zi)hi
1− hi

]}
−

−(b− 1)
∑

i∈F

α exp(zi)hi(1− hi)
α−1

1− (1− hi)α
{
(z̈i)βj φ

+ (żi)βj
(żi)φ [1+

+(α− 1)(1− hi)
−1 exp(zi)hi − exp(zi) +

α(1− hi)
α−1hi exp(zi)

1− (1− hi)α

]}
+

∑

i∈F

α exp(zi)hi(1− hi)
α−1[1− (1− hi)

α]b−1

1− [1− (1− hi)α]b
{
(z̈i)βj φ

+ (żi)βj
(żi)φ [1+

−α(1− hi)
α−1 exp(zi)hi + (α− 1)(1− hi)

−1 exp(zi)hi − exp(−zi)−

−α b (1− hi)
α−1 exp(zi)hi[1− (1− hi)

α]b−1
]}
,
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em que hi = exp[−γ exp(−zi)], (żi)φ = zi/φ, (żi)βj
= xi j/φ, (żi)βs

= xi s/φ, (z̈i)φφ =

−2zi/φ
2
, (z̈i)βj φ

= −xi j/φ2
e zi = (yi − xTi β)/φ.
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