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Resumo

Neste trabalho discutiremos a existência de soluções fracas positivas para um sistema

do (p, q)-Laplaciano com mudança de sinal nas funções de peso, com domínio limitado

e fronteira suave. Para garantir a existência de soluções fracas positivas primeiramente

asseguraremos a solução positiva de um problema calásico que é o problema de au-

tovalor do p-laplaciano, e do problema "linear"do p-laplaciano com condição zero de

Dirichlet. Feito isto usaremos a existência destas soluções para assegurar que o prob-

lema em questão admite solução fraca positiva, via o método das sub-super-soluções.

Palavras-chave: (p,q)-Laplaciano, autovalor, sub-supersoluções.



Abstract

In this work we discuss the existence of weak positive solutions for a system (p, q)-

Laplacian with change of sign in the weight functions with bounded domain and smooth

boundary. To ensure the existence of weak positive solutions first will ensure a positive

solution to a classic problem that is the problem eigenvalue p-Laplacian value, and the

"linear"problem with zero condition p-Laplacian Dirichelt. Having done this we use

the existence of these solutions to ensure that the problem in question admits a weak

positive solution via the method of sub-super-solutions.

Keywords: (p,q)-Laplacian, eigenvalue, sub-super-solutions.
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Introdução

Em nosso trabalho, estamos interessados em obter soluções fracas positivas para

um sistema do tipo (p, q)-Laplaciano com mudança de sinal nas funções peso para va-

lores suficientemente próximos da fronteira. Faremos o estudo do problema da seguinte

maneira, no Capítulo 1 que é baseado em Lindqvist [18], [19] e em Renard, Rogers

[25], exibiremos algumas propriedades do operador não linear o p-Laplaciano (Operador

de Laplace) que é definido como sendo ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) com p > 1. A partir

daí estudaremos o clássico problema de autovalor do p-Laplaciano, mais precisamente

analisaremos o seguinte problema







−∆pu = λ|u|p−2u, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(1)

onde −∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), Ω ⊂ R
N é um domínio limitado, N ≥ 1 e 1 < p <

+∞. Provaremos a existência de um menor autovalor que o denotaremos por λ1 e

uma primeira autofunção correspondente a este autovalor, que a denotaremos por φ1.

Em seguida mostraremos que o primeiro autovalor é isolado e simples em qualquer

domínio limitado Ω ⊂ R
N . Thelin [31] observou que existe essencialmente apenas uma

primeira autofunção entre as funções radiais numa bola. Uma consequência imediata

do interessante trabalho de Sakaguchi [27], é que o primeiro autovalor é simples em

domínios convexos. A simplicidade do primeiro autovalor foi estendida para domínios

Hölder de classe C2,α por Anane [2].

Em seguida analisaremos o problema de Dirichlet
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−∆pu = f(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(2)

onde f ∈ W−1,p′(Ω), Ω ⊂ R
N um domínio limitado com fronteira suave e p > 1, onde

a existência e unicidade de solução para este problema é garantida pelo Teorema de

Browder-Minty e a regularidade da solução pode ser vista em [13].

No Capítulo 2 motivado pelo estudo feito em 2005 no artigo de Canada, Drabek

e Gamez [6], exibiremos um caso escalar para um problema envolvendo o operador p-

Laplaciano com mudança de sinal na função peso para valores perto da fronteira. De

forma mais precisa vamos considerar o seguinte problema







−∆pu = λg(x)f(u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(3)

onde λ > 0 é um parâmetro, Ω ⊂ R
N é um domínio limitado com fronteira suave,

N ≥ 1, ∆p o operador p-Laplaciano p > 1. A função g é de classe C1(Ω) com mudança

de sinal e a função f também de classe C1 satisfazendo f(0) > 0. No entanto, vamos

nos restringir para a classe de funções g com mudança de sinal tais que, são positivas

no interior de Ω e negativas para valores suficientemente perto de ∂Ω. No decorrer

deste capítulo exibiremos uma solução fraca para o problema mencionado utilizando

o método de sub supersolução e resultados conhecidos de soluções do problema de

autovalor e do problema de Dirichlet.

No Capítulo 3 que foi um problema estudado em 2010 por Rasouli, Halimi e

Mashhadban [24], faremos uma generalização deste caso escalar do problema envol-

vendo o p-Laplaciano com mudança de sinal na função peso perto da fronteira, para

um sistema do tipo (p, q)-Laplaciano com mudança de sinal nas funções peso para

valores suficientemente próximos da fronteira da seguinte maneira



















−∆pu = λa(x)f(v), em Ω,

−∆qv = λb(x)g(u), em Ω,

u = v = 0, sobre ∂Ω.

(4)
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Onde ∆p denota o operador p-Laplaciano, λ > 0 é um parâmetro, Ω é um domínio

limitado em R
N N > 1 com fronteira suave, a e b são funções de classe C1(Ω) com

mudança de sinal negativo perto da fronteira e f, g : [0,∞) → [0,∞) são funções de

classe C1 não decrescentes tais que f(s), g(s) > 0 para s > 0. Assim como no Capítulo

2 usaremos um resultado de sub supersolução e estimativas do problema do autovalor

e do problema de Dirichlet.

No Apêndice A mostraremos alguns resultados de Análise Funcional, Espaços de

Sobolev e Medida e Integração. No Apêndice B serão demonstradas algumas desigual-

dades utilizadas no decorrer de todo o texto. Por fim no Apêndice C mostraremos

algumas versões de Princípios de Máximo e Comparação.



Capítulo 1

Resultados Preliminares

1.1 O Operador p-Laplaciano

Na literatura Clássica, o operador p-Laplaciano ∆p : C2(Ω) −→ C(Ω) onde

Ω ⊂ R
N é um aberto e p > 1, é definido por

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) =
n
∑

i=1

∂

∂xi

(

|∇u|p−2.
∂u

∂xi

)

.

Essa definição motiva a definição do operador −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) da

seguinte maneira

−∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

u 7−→ −∆pu : W1,p
0 (Ω) −→ R

v 7−→ 〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u.∇vdx

Provaremos agora algumas propriedades desse operador, inicialmente veri-

fiquemos que está bem definido:

Seja v ∈ W1,p
0 (Ω) e 1

p
+ 1

q
= 1 temos
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〈−∆pu, v〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdx

≤

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdx

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

||∇u|p−2∇u · ∇v|dx

=

∫

Ω

||∇u||p−1|∇v|dx, (pela desigualdade de Hölder)

≤

(

∫

Ω

(|∇u|p−1)qdx

) 1
q

·

(

∫

Ω

(|∇v|)pdx

) 1
p

= ‖∇u‖p−1
Lp(Ω) · ‖∇v‖Lp(Ω),

como |∇u|, |∇v| ∈ Lp(Ω) podemos concluir que |〈−∆pu, v〉| < +∞.

Portanto −∆pu está bem definido.

Vejamos outras propriedades do operador p-Laplaciano:

Teorema 1.1 Seja Ω ⊂ R
N um domínio limitado.

(i) −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é um operador limitado.

(ii) −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é um operador coercivo.

(iii) −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é um operador monótono, ou seja,

〈−∆pu− (−∆pv), u− v〉 ≥ 0, para todo u, v ∈ W
1,p
0 (Ω).

(iv) −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é do tipo S+, isto é, se un ⇀ u e

lim
n→∞

sup〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 ≤ 0, então un −→ u em W
1,p
0 (Ω).

(v) −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é um homeomorfismo.

(vi) O operador composto,

(−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) −→ W1,p

0 (Ω) →֒ Lq(Ω),

onde
1

p
+

1

q
= 1, é compacto se 1 < q <

Np

N − p
.



Capítulo 1. O Operador p-Laplaciano. 11

Demonstração.

(i) Já vimos que −∆p : W1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) está bem definido. Seja u ∈

W1,p
0 (Ω) e 1

p
+ 1

q
= 1, aplicando a desigualdade de Hölder temos

‖ − ∆pu‖W−1,p′ (Ω) = sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

|〈−∆pu, φ〉|

= sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx

∣

∣

∣

∣

≤ sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

∫

Ω

|∇u|p−1 · |∇φ|dx

≤ sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

[∫

Ω

|∇u|(p−1)qdx

] 1
q

· ‖∇φ‖Lp(Ω)dx

= sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

‖∇u‖p−1

L(p−1)q(Ω)
· ‖∇φ‖Lp(Ω)dx

= sup
φ∈W

1,p
0 (Ω)

‖φ‖=1

‖u‖p−1

W1,p
0 (Ω)

· ‖φ‖W1,p
0 (Ω)

≤ ‖u‖p−1

W1,p
0 (Ω)

. (1.1)

Portanto −∆p é um operador limitado.

(ii) Seja u ∈ W1,p
0 (Ω), Então,

〈−∆pu, u〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇udx

=

∫

Ω

|∇u|pdx

= ‖u‖p

W1,p
0 (Ω)

.

Logo

lim
‖u‖

W
1,p
0 (Ω)

→∞

〈−∆pu, u〉

‖u‖W1,p
0 (Ω)

= lim
‖u‖

W
1,p
0 (Ω)

→∞

‖u‖p

W1,p
0 (Ω)

‖u‖W1,p
0 (Ω)

= +∞

Portanto −∆p é um operador coercivo.
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(iii) A monotonicidade do operador segue diretamente do Lema B.1.

(iv) Se un ⇀ u e lim
n→∞

sup〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 ≤ 0, então

lim
n→∞

〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 = 0. De fato, temos

lim
n→∞

sup〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 ≤ 0, (1.2)

como un − u ⇀ 0 usando pela Observação B.1 para o caso p ≥ 2

lim
n→∞

inf〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 ≥ lim
n→∞

inf ‖un − u‖W
1,p
0 (Ω) ≥ 0. (1.3)

De (1.2) e (1.3) segue que

lim
n→∞

〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 = 0.

Se 1 < p < 2 novamente pela Observação B.1 temos

〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 =

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u,∇un −∇u〉dx

≥ cp
‖un − u‖W

1,p
0 (Ω)

‖un‖W
1,p
0 (Ω) + ‖u‖W

1,p
0 (Ω)

≥ cp
‖un − u‖W

1,p
0 (Ω)

C + ‖u‖W
1,p
0 (Ω)

,

pois un ⇀ u implica ‖un‖W
1,p
0 (Ω) ≤ C. Com o mesmo raciocínio do caso anterior

concluímos que

lim
n→∞

〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 = 0.

Se p ≥ 2, pelo Corolário B.1 temos

c1(p)

∫

Ω

|∇un −∇u|pdx ≤

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u,∇un −∇u〉dx

= 〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 −→ 0,

quando n −→ ∞.
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Se 1 < p < 2, pela desigualdade de Hölder, temos

∫

Ω

|∇un −∇u|pdx =

∫

Ω

|∇un −∇u|p

(|∇un| + |∇u|)
p(2−p)

2

(|∇un| + |∇u|)
p(2−p)

2 dx

≤ ‖gn‖
L

2
p (Ω)

· ‖hn‖
L

2
2−p (Ω)

. (1.4)

Onde

gn =
|∇un −∇u|p

(|∇un| + |∇u|)
p(2−p)

2

e

hn = (|∇un| + |∇u|)
p(2−p)

2

Como un ⇀ u, segue que a sequência (un) é limitada em W
1,p
0 (Ω), então existe uma

constante positiva C tal que
∫

Ω

|∇un|
pdx ≤ C.

Dai pela hipótese un ⇀ u e pelo Lema B.1

‖gn‖
2
p

L
2
p (Ω)

=

∫

Ω

|gn|
2
pdx ≤ C2(p)

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u,∇un −∇u〉dx

= 〈−∆pun − (−∆pu), un − u〉 −→ 0. (1.5)

Por outro lado

‖hn‖
2

2−p

L
2

2−p (Ω)
=

∫

Ω

|hn|
2

2−pdx =

∫

Ω

(|∇un| − ∇u|)pdx

≤ 2p

∫

Ω

(|∇un|)
pdx+ 2p

∫

Ω

|∇u|pdx ≤ C3 (1.6)

De(1.6), (1.5) e (1.4) obtemos
∫

Ω

|∇un −∇u|pdx −→ 0, quando n −→ ∞ com 1 < p <∞.

Donde segue que un −→ u em W1,p
0 (Ω).

(v) Provaremos agora que o operador −∆p é um homeomorfismo. Quanto à

continuidade de −∆p, provaremos que se un −→ u em W1,p
0 (Ω) então −∆pun −→ −∆pu

em W−1,p′(Ω).
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Seja (un) ⊂ W1,p
0 (Ω) tal que un −→ u em W1,p

0 (Ω). Então

∇un −→ ∇u, em (Lp(Ω))N
. (1.7)

Pelo Lema A.2 existem uma subsequência, que ainda denotaremos por (un) e uma

função g ∈ Lp(Ω) que verificam

∇un(x) −→ ∇u(x) q.t.p em Ω (1.8)

e

|∇un(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω (1.9)

Por (1.8) temos

|∇un(x)| −→ |∇u(x)| q.t.p em Ω (1.10)

Para toda φ ∈ W1,p
0 (Ω) temos

|〈−∆pun − (−∆pu), φ〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u,∇φ〉dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

||∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u|.|∇φ|dx. (1.11)

Definido fn como sendo

fn = ||∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u|, n ∈ N (1.12)

temos então

fn ≤ |∇un|
p−1 + |∇u|p−1, n ∈ N. (1.13)

Observe que

(|∇un|
p−1 + |∇u|p−1) ∈ Lq(Ω) onde q =

p

p− 1
.
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Diretamente de (1.13) seque que fn ⊂ Lq(Ω).

Aplicando a desigualdade de Hölder em (1.11) temos

|〈−∆pun − (−∆pu), φ〉| ≤

∫

Ω

||∇un|
p−2∇un − |∇u|p−2∇u| · |∇φ|dx

≤

[∫

Ω

(fn)qdx

] 1
q

·

[∫

Ω

|∇φ|pdx

] 1
p

≤ ‖fn‖Lq(Ω) · ‖∇φ‖Lp(Ω)

= ‖fn‖Lq(Ω) · ‖φ‖W1,p
0 (Ω).

Portanto

‖ − ∆pun − (−∆pu)‖W−1,p′ (Ω) ≤ ‖fn‖Lq(Ω) (1.14)

Combinando (1.8), (1.10), (1.12) temos

fn(x) −→ 0 q.t.p em Ω. (1.15)

De (1.9) e (1.13),

fn ≤ gp−1 + |∇u|p−1

como q(p− 1) = p, temos que

(fn(x))q ≤ 2q(g(x)p + |∇u(x)|p) ∈ L1(Ω) q.t.p em Ω. (1.16)

De (1.15), (1.16) e do Teorema da Convergência Dominada, segue que

lim
n→∞

∫

Ω

(fn)qdx = 0.

Portanto

‖fn‖Lq(Ω) −→ 0 quando n −→ ∞. (1.17)

De (1.14) e de (1.17) temos que
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‖ − ∆pun − (−∆pu)‖W−1,p′ (Ω) −→ 0, quando n −→ ∞.

Portanto −∆p é um operador contínuo.

A injetividade de −∆p segue imediatamente de (B.9).

Como W 1,p
0 (Ω) e W−1,p′(Ω) são espaços de Banach e reflexivos para 1 < p <∞ e sendo

−∆p um operador monótono, coercivo, contínuo e limitado então segue do Teorema

1.10 que −∆p é sobrejetivo. Logo o operador inverso

(−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) −→ W1,p

0 (Ω),

está bem definido. Provemos sua continuidade.

Seja (gn) ⊂ W−1,p′(Ω) tal que gn −→ g em W−1,p′(Ω) . Considere

un = (−∆p)
−1(gn) e u = (−∆p)

−1(g),

ou seja,

−∆pun = gn e −∆pu = g. (1.18)

Temos que

〈−∆pun, un〉

‖un‖W
1,p
0 (Ω)

=
〈gn, un〉

‖un‖W
1,p
0 (Ω)

≤ ‖gn‖W−1,p′ (Ω).

Dai usando a limitação de gn e o fato de que −∆p é coercivo concluímos que (un) é

uma sequência limitada em W1,p
0 (Ω). Sendo W1,p

0 (Ω) um espaço de Banach reflexivo

podemos supor a menos de subsequência que

un ⇀ u0.

Notemos ainda que

〈−∆pun − (−∆pu0), un − u0〉 = 〈gn, un − u0〉 − 〈−∆pu0, un − u0〉.
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Por outro lado, temos

〈gn, un − u0〉 = 〈gn − g, un − u0〉 + 〈g, un − u0〉

Levando em consideração que gn −→ g e que un ⇀ u0 das últimas igualdades, obtemos

lim
n→∞

〈−∆pun − (−∆pu0), un − u0〉 = 0.

Como −∆p é do tipo S+, segue que

un −→ u0 (1.19)

Por i) segue que

−∆pun −→ −∆pu0

Por (1.18) temos que −∆pu = −∆pu0 e pela injetividade segue que u = u0. Então de

(1.19) podemos concluir que

un −→ u em W1,p
0 (Ω),

e assim, (−∆p)
−1 é contínuo.

Portanto −∆p é um homeomorfismo.

(iv) Segue diretamente da continuidade de (−∆p)
−1 e da imersão compacta de Sobolev

W1,p
0 (Ω) →֒ Lq para 1 < q <

Np

N − p
. �

1.2 O Problema de Autovalor do Operador p-Laplaciano.

Nesta seção estudaremos problema de autovalor para o operador p-laplaciano que

é dado por







−∆pu = λ|u|p−2u, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω.
(1.20)

Onde −∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), Ω ⊂ R
N é um domínio limitado, N ≥ 1 e

1 < p < +∞.
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Definição 1.2 Dizemos que λ é um autovalor de (1.20) se existe uma função con-

tínua u ∈ W1,p
0 (Ω), u 6= 0 tal que

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ηdx = λ

∫

Ω

|u|p−2u · ηdx, (1.21)

para toda η ∈ W1,p
0 (Ω). A função u é chamada de autofunção.

Nosso principal objetivo nesta seção é provar a existência de um menor autovalor,

que o denotaremos por λ1 e de uma primeira autofunção correspondente a λ1, que

denotaremos por u1 e provar que este autovalor é isolado e simples.

Observe que em (1.21), λ pode ser escrito como

λ =

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
, (1.22)

pois basta tomar η = u em (1.21). O quociente (1.22) é classicamente conhecido como

quociente de Rayleigh.

Observação 1.1 Todos os autovalores do p-Laplaciano são positivos.

De fato, pois pela desigualdade de Poincaré A.9 temos

∫

Ω

|u|pdx ≤ C(n, p)

∫

Ω

|∇u|pdx, (1.23)

daí, substituindo (1.23) em (1.22) temos

λ =

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
≥

∫

Ω

|∇u|pdx

C(N, p)

∫

Ω

|∇u|pdx
=

1

C(N, p)
> 0

O lema a seguir, que é uma versão das imersões compactas de (Rellich-Kondrachov),

será útil na demonstração dos teoremas seguintes. As demonstrações podem ser todas

vistas em [18] e [19].

Lema 1.1 (Rellich-Kondrachov) Seja p > 1. Suponha que u1, u2, ... são funções

em W1,p
0 (Ω) e que ‖∇uk‖Lp(Ω) < +∞, k ∈ N. Então existem uma função u ∈ W1,p

0 (Ω)

e uma subsequência (ukj
) ⊂ W

1,p
0 (Ω) tal que (ukj

) −→ u em Lp(Ω) e ∇(ukj
) ⇀ ∇u em

Lp(Ω).
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Provemos o

Teorema 1.3 Existe um menor autovalor de (1.20) e uma autofunção correspondente

a este autovalor. Esta autofunção minimiza o quociente de Rayleigh sobre todas as

funções no espaço de Sobolev W1,p
0 (Ω). Além disso esta autofunção não muda de sinal

em Ω.

Demonstração. Sejam F, J : W1,p
0 (Ω) −→ R definidos por

J(u) =

∫

Ω

|∇u|pdx e F (u) =

∫

Ω

|u|pdx e o conjunto Y = {u ∈ W1,p
0 (Ω); ‖u‖p

LP (Ω)
= 1}

Os funcionais F, J estão bem definidos e são de classe C1(Ω) ver Teoremas B.4 e B.5.

Provaremos que

λ1 = inf
u∈W

1,p
0 (Ω)

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
= inf

u∈W
1,p
0 (Ω)

∫

Ω

|∇u|pdx (1.24)

é um autovalor, deste modo por sua caracterização será o menor dentre todos os auto-

valores de (1.20).

Por definição de ínfimo existe uma sequência minimizante (un) ⊂ W
1,p
0 (Ω) de

(1.24). Então temos que

J(un) = ‖∇un‖
p

Lp(Ω) = ‖un‖
p

W1,p
0 (Ω)

Portanto (un) é uma sequência limitada em W1,p
0 (Ω). Pelo Lema 1.1 existe uma

função u ∈ W1,p
0 (Ω) e uma subsequência (unj

) ⊂ (un) tal que unj
−→ u em Lp(Ω) e

∇unj
⇀ ∇u em Lp(Ω). Como un −→ u em Lp(Ω) então ‖un‖Lp(Ω) −→ ‖u‖Lp(Ω), o que

implica que u ∈ Y.

Por outro lado, como un ⇀ u em W1,p
0 (Ω), temos que ‖u‖W1,p

0 (Ω) ≤ lim inf ‖un‖W1,p
0 (Ω)

daí

λ1 ≤ J(u) ≤ ‖u‖p

W1,p
0 (Ω)

≤
(

lim inf ‖un‖W1,p
0 (Ω)

)p

=
(

lim inf J(un)
1
p

)p

= λ1.

Portanto J(u) = λ1.

Justificaremos agora que u é autofunção de (1.20) para algum λ = λ1, ou seja,

também justificaremos que λ1 é de fato um autovalor. Com efeito, já sabemos que
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λ1 = inf
u∈W

1,p
0 (Ω)

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
=

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
.

Fazendo J(u) =

∫

Ω

|∇u|pdx e F (u) =

∫

Ω

|u|pdx, temos que J e F são de classe

C1 e satisfazem as condições do Teorema A.13. Logo existe λ ∈ R que verifica

J ′(u) = λF ′(u),

o que implica

J ′(u1) · η = λF ′(u) · η,

para toda função η ∈ W1,p
0 (Ω).

Ou seja,

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ηdx = λ

∫

Ω

|u|p−2u · ηdx. (1.25)

A função u1 que satisfaz (1.25), é de classe C1,α(Ω), para algum α ∈ (0, 1) a

justificativa dessa afirmação pode ser vista em [13]. Portanto u1 é autofunção de (1.20)

associada ao autovalor λ = λ1. De (1.25) concluímos que u1 minimiza o quociente de

Rayleigh sobre todas as funções em W1,p
0 (Ω).

Se u minimiza o quociente (1.22) então |u| também minimiza o quociente (1.22),

pois |∇|u|| = |∇u| e então recaímos no mesmo problema de minimização (1.24), ou seja

|u| também é autofunção associada ao autovalor λ1. Desde que |u| ≥ 0 pelo Princípio

do Máximo C.2 devemos ter |u| > 0. Por continuidade devemos ter u < 0 ou u > 0 em

Ω. �

O próximo resultado assegura a unicidade da primeira autofunção em domínios

limitados, no sentido de que se existir outra primeira autofunção então elas devem ser

múltiplas escalares, ou ainda que o autoespaço gerado pela primeira autofunção tem

dimensão 1.

No que segue λ1 sempre denotará o primeiro autovalor de (1.20)
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Teorema 1.4 O primeiro autovalor do operador p-laplaciano é simples em qualquer

domínio limitado, ou seja se u e v são autofunções associadas a λ1 então elas são l.d.

Demonstração. Suponha que u e v são autofunções associadas ao autovalor λ1.

Como não mudam de sinal, é suficiente tratarmos o caso em que u > 0 e v > 0. Temos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ηdx = λ

∫

Ω

|u|p−2u · ηdx, (1.26)

e
∫

Ω

|∇v|p−2∇v · ∇ηdx = λ

∫

Ω

|v|p−2v · ηdx, (1.27)

para toda η ∈ W1,p
0 (Ω). Assim em particular utilizaremos as funções testes

η1 =
(u+ εp) − (v + ε)p

(u+ ε)p−1
e η2 =

(v + εp) − (u+ ε)p

(v + ε)p−1

em (1.26) e (1.27) respectivamente, onde ε é um parâmetro positivo.

Um cálculo simples mostra que

∇η1 =

[

1 + (p− 1)

(

v + ε

u+ ε

)p]

· ∇u− p

(

v + ε

u+ ε

)p−1

· ∇v, (1.28)

e

∇η2 =

[

1 + (p− 1)

(

u+ ε

v + ε

)p]

· ∇v − p

(

u+ ε

v + ε

)p−1

· ∇u. (1.29)

Por simplicidade de escrita, denotaremos uε = u+ ε e vε = v + ε. Observe que

∇uε = ∇u, (1.30)

e que

∇vε = ∇v. (1.31)

Substituindo (1.30) e (1.31) em (1.26) e (1.27) respectivamente obtemos
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∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇η1dx = λ

∫

Ω

|u|p−2u · ηdx (1.32)

∫

Ω

|∇vε|
p−2∇vε · ∇η2dx = λ

∫

Ω

|v|p−2v · ηdx. (1.33)

Agora observe que combinando (1.28), (1.30) e (1.32) temos

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇η1dx =

=

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε

[

[

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p]

· ∇u− p

(

vε

uε

)p−1

· ∇v

]

dx =

=

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε

[

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p]

· ∇udx−

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uεp

(

vε

uε

)p−1

· ∇vdx

=

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇uε

[

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p]

dx−

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vεp

(

vε

uε

)p−1

dx.

Portanto podemos concluir que

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇η1dx =

∫

Ω

|∇uε|
p

[

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p]

dx (1.34)

− p

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vε

(

vε

uε

)p−1

dx.

De forma inteiramente análoga combinando (1.29), (1.31) e (1.33) temos

∫

Ω

|∇vε|
p−2∇vε · ∇η2dx =

∫

Ω

|∇vε|
p

[

1 + (p− 1)

(

uε

vε

)p]

dx (1.35)

− p

∫

Ω

|∇vε|
p−2∇vε · ∇uε

(

uε

vε

)p−1

dx.

Somando (1.34) e (1.35)

∫

Ω

|∇uε|
p−2∇uε · ∇η1dx+

∫

Ω

|∇vε|
p−2∇vε · ∇η2dx = (1.36)

=

∫

Ω

[(

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p)

|∇uε|
p +

(

1 + (p− 1)

(

uε

vε

)p)

|∇vε|
p

]

dx

−

∫

Ω

[

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vε + p

(

uε

vε

)p−1

|∇vε|
p−2∇vε · ∇uε

]

dx.
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Usando o fato que u e v são funções positivas temos

λ1

∫

Ω

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]dx = λ1

∫

Ω

up−1 · η1dx+ λ1

∫

Ω

vp−1 · η2dx (1.37)

= λ1

∫

Ω

|u|p−2u · η1dx+ λ1

∫

Ω

|v|p−2v · η2dx(1.38)

De (1.36) e de (1.38) temos
∫

Ω

λ1

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]dx =

=

∫

Ω

[(

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p)

|∇uε|
p +

(

1 + (p− 1)

(

uε

vε

)p)

|∇vε|
p

]

dx

−

∫

Ω

[

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vε + p

(

uε

vε

)p−1

|∇vε|
p−2∇vε · ∇uε

]

dx.

Por outro lado observe que
∫

Ω

(

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p)

|∇uε|
pdx−

∫

Ω

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vεdx =

=

∫

Ω

[

|∇uε|
p + p

(

vε

uε

)p

|∇uε|
p −

(

vε

uε

)p

|∇uε|
p

]

dx−

∫

Ω

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vεdx

=

∫

Ω

[|∇lnuε|
p · uε + pvεp|∇lnuε|

p − vp
ε · |∇lnuε|] dx−

∫

Ω

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vεdx

=

∫

Ω

[|∇lnuε|
p · uε + pvεp|∇lnuε|

p − vp
ε · |∇lnuε|] dx−

∫

Ω

p
vp

ε

u
p−2
ε

|∇uε|
p−2 ·

∇uε

uε

·
∇vε

vε

dx

=

∫

Ω

[

|∇lnuε|
p · uε + pvεp|∇lnuε|

p−2 · ∇lnuε · ∇lnuε − vp
ε · |∇lnuε|

]

dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇uε|

p−2 · ∇lnuε · ∇lnvεdx. (1.39)

Portanto
∫

Ω

(

1 + (p− 1)

(

vε

uε

)p)

|∇uε|
pdx−

∫

Ω

p

(

vε

uε

)p−1

|∇uε|
p−2∇uε · ∇vεdx =

=

∫

Ω

[

|∇lnuε|
p.uε + pvεp|∇lnuε|

p−2 · ∇lnuε · ∇lnuε − vp
ε · |∇lnuε|

]

dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2 · ∇lnuε · ∇lnvεdx

=

∫

Ω

[uε.|∇lnuε|
p − vp

ε .|∇lnuε|] dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2 · ∇lnuε · (∇lnvε −∇lnuε)dx. (1.40)



Capítulo 1. O Problema de Autovalor do Operador p-Laplaciano.. 24

De uma forma totalmente análoga também obtemos
∫

Ω

(

1 + (p− 1)

(

uε

vε

)p)

|∇vε|
pdx−

∫

Ω

p

(

uε

vε

)p−1

|∇vε|
p−2∇vε · ∇uεdx =

=

∫

Ω

[

|∇lnvε|
p · vε + pup

ε|∇lnvε|
p−2 · ∇lnvε · ∇lnvε − up

ε · |∇lnvε|
]

dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇vε|

p−2 · ∇lnvε · ∇lnuεdx

=

∫

Ω

[vε · |∇lnvε|
p − up

ε · |∇lnvε|] dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇lnvε|

p−2 · ∇lnvε · (∇lnuε −∇lnvε)dx. (1.41)

Substituindo (1.40) e (1.41) em (1.39) temos

λ1

∫

Ω

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]dx =

∫

Ω

[up
ε − vp

ε ].(|∇lnuε|
p − |∇lnvε|

p)dx (1.42)

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2∇lnuε · (∇lnvε −∇lnuε)dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇lnvε|

p−2∇lnvε · (∇lnuε −∇lnvε)dx.

Podemos observar direto do Teorema B.2 que o segundo termo da igualdade (1.42) é

≤ 0.

Temos ainda o seguinte

lim
ε→0

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ] = 0, (1.43)

logo podemos considerar k > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]

∣

∣

∣

∣

≤ [1 + 1] [|uε|
p + |vε|

p] ≤ 2[|u+ k|p + |v + k|p]. (1.44)

Daí, sendo a medida de Ω finita temos que o último termo da desigualdade acima é

integrável, então podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada e obter

lim
ε→0

∫

Ω

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

.[up
ε − vp

ε ] = 0. (1.45)

Analisemos o caso em que p ≥ 2, de acordo com o Lema B.2 temos
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0 ≤
1

2p−1 − 1

∫

Ω

[

1

u
p
ε

+
1

v
p
ε

]

· |vε∇uε − uε∇vε|
pdx

=
1

2p−1 − 1

∫

Ω

[up
ε + vp

ε ] · |∇lnuε −∇lnvε|
pdx

≤

∫

Ω

[up
ε − vp

ε ] · (|∇lnuε|
p − |∇lnvε|

p)dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2∇lnuε · (∇lnvε −∇lnuε)dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇lnvε|

p−2∇lnvε · (∇lnuε −∇lnvε)dx.

Fazendo ε→ 0+ aplicando o lema de Fatou (A.1) juntamente com (1.45) temos

0 ≤
1

2p−1 − 1

∫

Ω

lim
ε→0+

inf

[

1

u
p
ε

+
1

v
p
ε

]

· |vε∇uε − uε∇vε|
pdx

≤
1

2p−1 − 1
lim

ε→0+
inf

∫

Ω

[

1

u
p
ε

+
1

v
p
ε

]

· |vε∇uε − uε∇vε|
pdx

≤
1

2p−1 − 1
lim

ε→0+

∫

Ω

[

1

u
p
ε

+
1

v
p
ε

]

· |vε∇uε − uε∇vε|
pdx

≤ lim
ε→0+

λ1

∫

Ω

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

.[up
ε − vp

ε ] = 0.

Portanto

lim
ε→0+

1

2p−1 − 1

∫

Ω

[

1

u
p
ε

+
1

v
p
ε

]

· |vε∇uε − uε∇vε|
pdx = 0

Donde concluímos que u∇v = v∇u, ou seja u = kv para alguma constante k. De fato,

temos

∇
(u

v

)

=
v∇u− u∇v

v2
= 0,

o que implica,

∇
(u

v

)

= 0.

Portanto u = kv, para alguma constante k.

Agora tratemos o caso 1 < p < 2, aplicando o Lema B.2 temos
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0 ≤ C(p)

∫

Ω

(uεvε)
p(uε + vε)

p |vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx

= C(p)

∫

Ω

(uεvε)
p(uε + vε)

p (uεvε)
2

(uεvε)2

|vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx

= C(p)

∫

Ω

(up
ε + vp

ε)
|∇ ln vε −∇ lnuε|

2

(|∇ ln vε| + |∇ lnuε|)2−p
dx

≤

∫

Ω

[up
ε − vp

ε ] · (|∇lnuε|
p − |∇lnvε|

p)dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2∇lnuε · (∇lnvε −∇lnuε)dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇lnvε|

p−2∇lnvε · (∇lnuε −∇lnvε)dx.

Fazendo ε → 0+ aplicando o Lema de Fatou A.1 na desigualdade acima juntamente

com (1.45) temos

0 ≤ C(p)

∫

Ω

lim
ε→0+

inf(uεvε)
p(uε + vε)

p |vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx

≤ lim
ε→0+

inf C(p)

∫

Ω

(uεvε)
p(uε + vε)

p |vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx

≤ lim
ε→0+

C(p)

∫

Ω

(uεvε)
p(uε + vε)

p |vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx

≤ lim
ε→0+

λ1

∫

Ω

[

up−1

u
p−1
ε

−
vp−1

v
p−1
ε

]

.[up
ε − vp

ε ] = 0.

Portanto

lim
ε→0+

C(p)

∫

Ω

(uεvε)
p(uε + vε)

p |vε∇uε − uε∇vε|
2

(vε|∇uε| + uε|∇vε|)2−p
dx = 0.

Donde concluímos que u∇v = v∇u, ou seja, u = kv para alguma constante k. �

Teorema 1.5 Toda autofunção positiva é sempre uma primeira autofunção, ou seja,

se v > 0 é uma autofunção correspondente a um autovalor λ, então λ = λ1.

Demonstração. Seja v > 0 a autofunção correspondente a um autovalor λ. Seja u > 0

a primeira autofunção correspondente ao primeiro autovalor λ1. Pelas estimativas feitas

no Teorema 1.4 temos o seguinte
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∫

Ω

[

λ1
up−1

u
p−1
ε

− λ
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]dx =

∫

Ω

[up
ε − vp

ε ] · (|∇lnuε|
p − |∇lnvε|

p)dx

−

∫

Ω

pvp
ε |∇lnuε|

p−2∇lnuε · (∇lnvε −∇lnuε)dx

−

∫

Ω

pup
ε|∇lnvε|

p−2∇lnvε · (∇lnuε −∇lnvε)dx.

E como já vimos o último termo desta igualdade é não negativo.

De uma forma análoga ao feito na demonstração do Teorema 1.4, fazendo ε→ 0+

temos o seguinte

lim
ε→0

∫

Ω

[

λ1
up−1

u
p−1
ε

− λ
vp−1

v
p−1
ε

]

· [up
ε − vp

ε ]dx =

∫

Ω

[λ1 − λ] · [up − vp]dx ≤ 0. (1.46)

O que é uma contradição se λ > λ1, pois caso isto ocorra, teríamos o seguinte

(λ1 − λ) < 0 e
∫

Ω

(up − vp)dx ≥ 0.

Como v pode ser substituída por qualquer múltiplo kv, considere k suficientemente

grande de modo que

u(x)p ≤ (maxu(x))p ≤ (kmin v(x))p ≤ (kv(x))p,

sendo u, v ≥ 0 temos

∫

Ω

(up − (kv)p)dx ≤ 0,

contradição.

Portanto λ = λ1. �

Definição 1.6 Sejam ui, i = 1, 2, ... autofunções associadas respectivamente

aos autovalores λi, i = 1, 2, ... vamos designar por linha nodal de ui o conjunto

N(ui) = {x ∈ Ω;ui = 0} e por domínios nodais as componentes conexas de Ω\N(ui).

Teorema 1.7 Qualquer autofunção tem apenas um número finito de domínios nodais.
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Demonstração. Seja u uma autofunção correspondente a um certo autovalor λ.

Se Nj denota a componente conexa de um dos conjuntos Ω+ = {x ∈ Ω;u(x) > 0} e

Ω− = {x ∈ Ω;u(x) < 0}, então sendo u uma função contínua temos que u ∈ W1,p
0 (Nj).

Temos o seguinte

∫

Nj

|∇u|p−2∇u · ∇udx = λ

∫

Nj

|u|p−2u · udx,

ou ainda
∫

Nj

|∇u|pdx = λ

∫

Nj

|u|p · udx. (1.47)

Para 1 < p < N usando a Desigualdade de Hölder A.5 e a imersão de Sobolev em

(1.47) temos

‖∇u‖p

Lp(Ω) = λ

∫

Nj

|u|p.udx

≤ λ

[

∫

Nj

1
N
p dx

]
p

N

·

[

∫

Nj

|up|
N

N−pdx

]
N−p

N

= λ|Nj|
p

N · ‖up‖
L

N
N−p (Ω)

= λ|Nj|
p

N · ‖u‖p

L
Np

N−p (Ω)

≤ λ|Nj|
p

N · C(N, p) · ‖∇u‖p

Lp(Ω). (1.48)

Onde C(N, p) é a constante da imersão de Sobolev de W1,p
0 (Nj) em LP (Nj).

De (1.48), temos

|Nj| ≥ λ
−N

p C(N, p)−1. (1.49)

Portanto de (1.49)

|Ω| ≥
∑

j

|Nj| ≥ λ
−N

p C(N, p)−1
∑

j

1. (1.50)

Portanto a soma das medidas das componentes conexas é menor ou igual à

λ
−N

p C(N, p)−1 < +∞ para 1 < p < N .

Suponha agora p ≥ N , e sejam α e β > 0, tais que,
1

α
+

1

β
= 1. Então temos
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‖∇u‖p

Lp(Ω) = λ

∫

Nj

|u|p · udx

≤ λ

[

∫

Nj

1βdx

] 1
β

.

[

∫

Nj

|up|αdx

] 1
α

= λ|Nj|
1
β · ‖up‖Lα(Ω). (1.51)

Sendo α > 1 temos αp > p, logo αp > p ≥ N . Desde que Ω tem medida finita valem

as seguintes imersões

W 1,p(Ω) →֒ L∞(Ω) →֒ Lαp(Ω). (1.52)

Daí temos

‖u‖p

Lαp(Ω) ≤ C(N,P ) · ‖u‖p

W
1,p
0 (Ω)

, (1.53)

de (1.51) e (1.53) temos

‖∇u‖p

Lp(Ω) ≤ λ|Nj|
1
β · ‖∇u‖p

Lp(Ω)C(N, p),

ou ainda,

|Nj| ≥ λ−βC(N, p)−β. (1.54)

Donde segue que

|Ω| ≥
∑

j

|Nj| ≥ λ−βC(N, p)−β
∑

j

1

Portanto o numero de domínios nodais é sempre finito. �

Teorema 1.8 O primeiro autovalor é isolado, ou seja existe α > 0 tal que λ1 é o único

autovalor no intervalo [0, α].

Demonstração. Provaremos o teorema argumentando por contradição. Suponha

que exista uma sequência de autovalores λk que tende para λ1. Seja uk a sequência de

autofunções correspondentes em W1,p
0 (Ω). Temos então
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∫

Ω

|∇uk|
pdx

∫

Ω

|uk|
pdx

= λk, onde
∫

Ω

|uk|
pdx = 1. (1.55)

Pelo Teorema 1.1 existem uma subsequência ukj
e uma função u pertencentes a W1,p

0 (Ω)

tais que ukj
→ u e ∇ukj

⇀ ∇u em Lp(Ω). Por semicontinuidade inferior fraca temos

∫

Ω

|∇u|pdx
∫

Ω

|u|pdx
≤ lim inf

j→∞

∫

Ω

|∇uk|
pdx

∫

Ω

|uk|
pdx

= lim inf
j→∞

λk

= λ1.

Ou seja u é a primeira autofunção. Desde que u não muda de sinal em Ω podemos

supor u > 0.

Se λk 6= λ1, então uk muda de sinal em Ω, pois apenas a primeira autofunção

não muda de sinal em Ω ver Teorema 1.3. Do Teorema 1.7 segue que quaquer outra

autofunção diferente da primeira muda de sinal em Ω. Observe que ambos os conjuntos

Ω+
k = {x ∈ Ω;uk(x) > 0} e Ω−

k = {x ∈ Ω;uk(x) < 0} são não vazios e tem medida não

nula, pois do Teorema 1.7 decorre que

|Ω+| ≥ |Nj| ≥ λA
kC(N, p)−1 e |Ω−| ≥ |Nj| ≥ λA

kC(N, p)−1,

onde A = −N
p

se 1 < p < N e A = −β se p ≥ N .

Isto impede ukj
de convergir para uma função positiva em Lp(Ω). Com efeito, os

conjuntos

Ω+ = lim sup Ω+
kj e Ω− = lim sup Ω−

kj

tem medida positiva. Podemos assumir que u = limukj
q.t.p. em Ω. Passando a uma

subsequência caso necessite, temos u > 0 q.t.p. em Ω+ e u < 0 q.t.p. em Ω−. O que é

uma contradição.

Portanto o autovalor λ1 é isolado. �
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1.3 O Problema de Dirichlet para o p-Laplaciano

Nesta seção estudaremos a existência, unicidade e regularidade de solução para

um problema de Dirichlet envolvendo o p-Laplaciano, que servirá de suporte na de-

monstração de resultados nos capítulos seguintes.

O problema de nosso interesse no momento é dado por







−∆pu = f(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(1.56)

Onde f ∈ W−1,p′(Ω), Ω ⊂ R
N é um domínio limitado com fronteira suave, p > 1 e −∆p

denota o operador não linear p-Laplaciano, que já definimos no início do capítulo.

Afim de garantir a existência de solução fraca para o problema (1.56) enuncia-

remos um teorema e um lema cujas demonstrações podem ser vistas em [25] e serão

referência na demonstração do teorema de Browder-Minty, com o qual provaremos a

existência de solução fraca para o problema (1.56).

Teorema 1.9 Seja f : R
N −→ R

N contínua e coerciva. Então para cada a ∈ R
N a

equação

f(u) = a (1.57)

admite uma solução u ∈ R
N .

Demonstração. Ver [25]

Lema 1.2 Sejam X um espaço de Banach reflexivo, g ∈ X
′

e T : X −→ X
′

um

operador contínuo. Se u ∈ X é solução da inequação variacional

(T (v) − g, v − u) ≥ 0 (1.58)

para todo v ∈ X, então u satisfaz a equação

T (u) = g (1.59)

Demonstração. Ver [25]
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Teorema 1.10 (Browder-Minty) Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável

e seja T : X −→ X
′

um operador limitado, contínuo, coercivo, e monótono. Então

para cada g ∈ X
′

existe uma solução da equação

Tu = g (1.60)

Ou seja T (X) = X
′

.

Demonstração. Como X é separável, seja (xn) uma sequência com Span denso

em X. Note que

X ⊃ Xn =: Span{x1, x2, ..., xn} (1.61)

O objetivo é aproximar o problema (1.60) por um problema em um espaço de dimensão

finita. Seja g ∈ X
′

e defina gn ∈ X
′

n como sendo gn := g |Xn
, de forma similar definimos

o operador Tn : Xn −→ X
′

n como sendo Tnu := Tu
∣

∣

Xn
para todo u ∈ Xn. Dados

u, v ∈ Xn nós temos pelo Teorema 1.9

〈g − gn, v〉 = 〈Tu− Tnu, v〉 = 0. (1.62)

Temos diretamente das propriedades de T que Tn é

(i) limitado

(ii) contínuo

(iii) coercivo

Usando o Teorema 1.9, dada g ∈ X, existe un ∈ Xn tal que

Tn(un) = gn.

Considere (un) ⊂ X.

Temos

〈Tun, un〉

||un||
=

〈Tnun, un〉

||un||
=

〈gn, un〉

‖un‖
≤

‖g‖.‖un‖

‖un‖
= ‖g‖.
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Pela coercividade de T , devemos ter ‖un‖ limitada. Mais ainda sendo T limitado ‖Tun‖

é limitado. Usando a reflexividade de X e a separabilidade de X
′

por compacidade

fraca existem u ∈ X, g ∈ X
′

e uma subsequência que ainda denotaremos por (un) tais

que

un ⇀ u em X

e

Tun ⇀ g em X
′

Provaremos que g = g e que Tu = g.

Usando (1.62), para toda base que representa (xn) temos

〈g − g, xi〉 = lim
x→∞

〈Tun − g, xi〉 = 0,

portanto g = g. Ainda utilizando (1.62) temos que

〈Tun, un〉 = 〈Tnun, un〉

= 〈gn, un〉

= 〈g, un〉 → 〈g, u〉.

Usando agora a monotonicidade do operador T para todo v ∈ X temos

0 ≤ 〈Tun − Tv, un − v〉 = 〈Tun, un〉 + 〈Tun,−v〉 + 〈−Tv, un〉 + 〈−Tv,−v〉

→ 〈g, u〉 + 〈g,−v〉 + 〈−Tv, u〉 + 〈−Tv, v〉

= 〈g − Tv, u− v〉

= 〈Tv − g, v − u〉

portanto 〈Tv − g, v − u〉 ≥ 0. Então pelo Lema 1.2, tem-se Tu = g. �

Provaremos a existência de solução fraca para o Problema de Dirichlet envolvendo

o p-Laplaciano, como aplicação do Teorema 1.10.
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Teorema 1.11 O problema

{

−∆pu = f(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde f ∈ W1,p′(Ω), Ω ⊂ R
N é um domínio limitado com fronteira suave, p > 1 e

−∆p denota o operador não linear p-Laplaciano. Admite uma única solução fraca

u ∈ W
1,p
0 (Ω).

Demonstração. Sendo W
1,p
0 (Ω) um espaço de Banach reflexivo e separável e

−∆p : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) um operador limitado, contínuo coercivo e monótono,

ver Teorema 1.1, logo as hipóteses do Teorema 1.10 são verificadas. Portanto existe

uma solução fraca u ∈ W
1,p
0 (Ω) do Problema (1.11).

A unicidade é garantida pela injetividade do operador −∆p que também foi

provada no Teorema 1.1. �

Observação 1.2 A solução u do problema (1.11) é de classe C1,α(Ω), para algum

α ∈ (0, 1), desde que f ∈ L∞(Ω).

A justificativa da Observação 1.2 pode ser vista em [13].



Capítulo 2

O Problema Escalar

2.1 Existência de Soluções para uma Classe de Pro-

blemas Envolvendo o p-Laplaciano

Neste capítulo, discutiremos a existência de soluções para uma classe de pro-

blemas envolvendo o p-Laplaciano com mudança de sinal nas funções peso. Mais pre-

cisamente, estudaremos a existência de soluções fracas para o seguinte

problema escalar de contorno







−∆pu = λg(x)f(u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(2.1)

onde λ > 0 é um parâmetro, Ω ⊂ R
N é um domínio limitado com fronteira suave,

N ≥ 1, ∆p denota o operador p-Laplaciano definido no Capítulo 1 para p > 1. A

função g é de classe C1(Ω) e muda de sinal, e a função f de classe C1 satisfazendo

f(0) > 0. Em nosso caso vamos nos restringir a clase de funções g com mudança de

sinal, positivas no interior de Ω e negativas para valores suficientemente próximos de

∂Ω.
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2.2 Existência de Soluções

A fim de definir uma classe de funções g com a qual trabalharemos, consideremos

inicialmente o problema de autovalor estudado no Capítulo 1. Seja φ1 ∈ C1(Ω) a

primeira autofunção correspondente ao primeiro autovalor λ1 de (1.20) tal que φ1 > 0

em Ω e
∂φ1

∂η
< 0 em ∂Ω, onde η é a derivada normal exterior a ∂Ω. Em todo este

capítulo, λ1 e φ1 sempre denotarão, respectivamente, o primeiro autovalor e a primeira

autofunção do problema (1.20). Por simplicidade vamos considerar ‖φ1‖L∞(Ω) = 1.

Provemos que existem constantes positivas m, δ e σ que dependem de Ω e

verificam

|∇φ1|
p − λ1φ

p
1 ≥ m, em Ωδ (2.2)

e

φ1 ≥ σ, em Ω0 = Ω \ Ωδ, (2.3)

onde

Ωδ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≤ δ}.

Temos 0 ≡ φ1 em ∂Ω e
∂φ1

∂η
< 0 em ∂Ω o que implica

∂φ1

∂η
≤ −n em ∂Ω para

algum n > 0 . Por simplicidade vamos normalizar o vetor η e pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos,

−|∇φ1| · |η| ≤ 〈∇φ1, η〉 =
∂φ1

∂η
≤ −n

⇒ −|∇φ1| · |η| ≤ −n

⇒ |∇φ1|
p ≥

np

|η|p
= np,

fazendo np = m1 teremos o seguinte

|∇φ1|
p ≥ m1.

Sendo φ ≡ 0 em ∂Ω, pela continuidade de φ1 podemos considerar δ suficientemente

pequeno de modo que λφp
1 ≤ m1

2
em Ωδ.

Portanto,
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|∇φ1|
p − λ1φ

p
1 ≥

m1

2
:= m.

Por outro lado sendo φ1 uma função contínua e o conjunto Ω \ Ωδ compacto temos que

φ1 atinge um mínimo em Ω \ Ωδ, então fica provada a existência de um σ ∈ R que

satisfaz φ1 ≥ σ em Ω0 = Ω \ Ωδ.

Ao longo deste capítulo assumiremos as seguintes hipóteses a respeito da função

g. Existem constantes positivas β e r tais que

g(x) ≥ −β em Ωδ (2.4)

e

g(x) ≥ r em Ω0. (2.5)

Definição 2.1 Uma função u é dita subsolução fraca do problema (2.1) se

u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) é tal que u ≡ 0 em ∂Ω e

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx ≤

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx, para todo w ∈ W

onde W = {w ∈ C∞
0 (Ω);w ≥ 0 em Ω}.

Uma função u é dita supersolução fraca do problema (2.1) se

u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) é tal que u ≡ 0 em ∂Ω e

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx ≥

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx para todo w ∈ W.

Definição 2.2 Uma função u é dita solução fraca do problema (2.1) se

u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) é tal que u ≡ 0 em ∂Ω e

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx, para todo w ∈ W
1,p
0 (Ω).

2.3 O Método de Sub-Supersolução

Provaremos a existência de uma solução fraca para o problema (2.1) utilizando o

método de sub e supersoluções.

Considere o seguinte problema
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−∆pu = f(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(2.6)

Onde Ω ⊂ R
N é um domínio limitado regular. A função f : Ω × [0,∞) −→ R é

Carathéodory com f(x, .) não decrescente e f(., u(.)) ∈ L∞(Ω), para u ∈ L∞(Ω).

Definição 2.3 A função u é dita subsolução fraca de (2.6) se u ≡ 0 em ∂Ω, u ∈

W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤

∫

Ω

f(x, u)ϕdx. (2.7)

para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω) com ϕ ≥ 0.

A função u é dita supersolução fraca de (2.6) se u ≡ 0 em ∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω)∩C(Ω),

e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≥

∫

Ω

f(x, u) · ϕdx. (2.8)

para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω) com ϕ ≥ 0.

Definição 2.4 A função u é dita solução fraca de (2.6) se u ≡ 0 em ∂Ω, u ∈

W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

f(x, u) · ϕdx, (2.9)

para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω).

Antes de provarmos o resultado de sub-supersoluções exibiremos um resultado de

regularidade.

Lema 2.1 (Estimativa C1,α, Tolksdorff, Liebermann.) Seja Ω um domínio li-

mitado de classe C2,β(Ω) para algum β ∈ (0, 1), e seja u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tal

que ∆pu ∈ L∞(Ω). Então u ∈ C1,α(Ω) e ‖u‖C1,α(Ω) ≤ K1 para algum α ∈ (0, 1) e uma

constante K1 > 0. As constantes α e K1 dependem apenas de N , Ω, p, ‖u‖L∞(Ω) e de

‖∆pu‖L∞(Ω).

Demonstração. Ver Liebermann [16] e Tolksdorff [32].

Lema 2.2 Se existem uma subsolução u e uma supersolução u do problema (2.6), tal

que, u ≤ u em Ω. Então o problema (2.6) admite uma solução fraca

u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω) que satisfaz u ≤ u ≤ u.
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Demonstração. Seja u0 = u ∈ C(Ω). Logo existe M > 0 tal que |u(x)| ≤ M

para todo x ∈ Ω. Segue que

f(x, u0) = f(x, u) ∈ L∞(Ω)

e daí

f(x, u0) ∈ Ls(Ω) para todo s > 1.

Como é conhecido do Capítulo 1, mais precisamente do Teorema 1.11 o problema







−∆pu = f(x, u0), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(2.10)

admite única solução fraca u1 ∈ W
1,p
0 (Ω). Além disso, podemos observar que

−∆pu1 = f(x, u0) = f(x, u) ≥ −∆pu em Ω

e

u = u1 em ∂Ω.

Pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u ≤ u1 em Ω. (2.11)

Por outro lado,

−∆pu1 = f(x, u) ≤ f(x, u) ≤ −∆pu em Ω

e

u1 = u = 0 em ∂Ω.

Novamente, pelo Princípio da Comparação Fraca, temos

u1 ≤ u em Ω. (2.12)

Então de (2.11) e (2.12) segue que

u ≤ u1 ≤ u, em Ω. (2.13)
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Daí segue que u1 ∈ L∞(Ω), pois está entre duas funções limitadas.

Como u1 ∈ L∞(Ω) ∩ W
1,p
0 (Ω) e é solução de (3.13), pelo Lema 2.1 temos que

u1 ∈ C1,α(Ω).

Novamente, consideremos o problema







−∆pu = f(x, u1), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(2.14)

que admite única solução u2 ∈ W
1,p
0 (Ω). Notemos que

∆pu2 = f(x, u1) ≥ f(x, u) = −∆pu1 em Ω

e

u2 = u1 = 0 sobre ∂Ω

Então pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u1 ≤ u2, em Ω. (2.15)

Por outro lado temos que

∆pu2 = f(x, u1) ≤ f(x, u) ≤ −∆pu em Ω

e

u1 = u2 = 0 em ∂Ω.

Pelo Princípio da Comparação Fraca C.3 temos

u2 ≤ u, em Ω (2.16)

De (2.15) e de (2.16) temos que

u1 ≤ u2 ≤ u. (2.17)

Daí u2 ∈ L∞(Ω), sendo solução de (2.14), pelo Lema 2.1 segue que u2 ∈ C1,α(Ω).

Até agora concluímos que

u ≤ u1 ≤ u2 ≤ u. (2.18)
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Continuando com este raciocínio, obtemos uma sequência de problemas






−∆pun = f(x, un−1), em Ω

un = 0, sobre ∂Ω.
(2.19)

Cujas soluções un ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C1,α(Ω) verificam o seguinte

u ≤ · · · ≤ un ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u. (2.20)

Como toda sequência monótona e limitada é convergente, segue que podemos definir a

função

u : Ω −→ R

x 7−→ u(x) = lim
n→∞

un(x).

Aplicando o limite em (2.20), obtemos:

u ≤ u ≤ u.

De un(x) −→ u(x) e f(x, un−1) ∈ L∞(Ω) ser uma função de Carathéodory, temos pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫

Ω

f(x, un−1)dx =

∫

Ω

f(x, u)dx. (2.21)

Por outro lado temos

∫

Ω

|∇un|
p−2∇un · ϕdx =

∫

Ω

f(x, un−1) · ϕdx,

e

−‖u‖L∞(Ω) ≤ u ≤ u1 ≤ · · · ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u ≤ ‖u‖L∞(Ω).

Daí,

∫

Ω

|∇un|
p =

∫

Ω

f(x, un−1) · undx ≤ ‖f‖L∞(Ω)

(

‖u‖L∞(Ω) + ‖u‖L∞(Ω)

)

|Ω|.

Portanto (un) é uma sequência limitada em W
1,p
0 (Ω). Sem perda de generalidade temos
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(i) un ⇀ u em W
1,p
0 (Ω)

(ii) un −→ u em Lp(Ω), (imersão de Sobolev)

(iii) un(x) −→ u(x) q.t.p em Ω.

Se p ≥ 2 e usando a Observação B.1 temos

0 ≤ cp

∫

Ω

|∇un − um|
pdx ≤

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇um|

p−2∇um,∇un −∇um〉dx

=

∫

Ω

|∇un|
p−2∇un · (∇un −∇um)dx−

∫

Ω

|∇um|
p−2∇um · (∇un −∇um)dx

=

∫

Ω

f(x, un−1) · (un − um)dx−

∫

Ω

f(x, um−1) · (un − um)dx (2.22)

Agora pela Desigualdade de Hölder temos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x, un−1) · (un − um)dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖L∞(Ω)

∫

Ω

|un − um|dx

≤ ‖f‖L∞(Ω)‖un − um‖Lp(Ω)|Ω|
1
p′ . (2.23)

Então de (2.22) e (2.23), concluímos que (∇un) é uma sequência de Cauchy em

Lp(Ω).

Logo ∇un −→ ∇u em Lp(Ω). Ou seja un −→ u em W
1,p
0 (Ω). Pela continuidade

do operador −∆p provada no Teorema 1.1, segue que

−∆pun −→ −∆pu.

Se 1 < p < 2 pela Observação B.1 temos

0 ≤ cp

‖un − um‖
2
W

1,p
0 (Ω)

(2C)2−p
≤ cp

‖un − um‖
2
W

1,p
0 (Ω)

(‖un‖W
1,p
0 (Ω) + ‖um‖W

1,p
0 (Ω))

2−p

≤

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇um|

p−2∇um,∇un −∇um〉dx,

pois de un ⇀ u em W
1,p
0 (Ω), tem-se que ‖un‖W

1,p
0

≤ C. De uma forma inteiramente

análoga ao caso em que p ≥ 2 temos que
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−∆pun −→ −∆pu.

Portanto podemos concluir a função u é solução fraca de (2.6). Como u ∈ L∞(Ω),

pois u ≤ u ≤ u, segue que u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) e sendo solução fraca de (2.6) segue

que ∆pu ∈ L∞(Ω), então pelo Lema 2.1 u ∈ C1,α(Ω). �

2.4 O Resultado Principal Para o Caso Escalar

Antes de enunciarmos o resultado principal, vamos considerar o problema auxiliar:






−∆pe = 1, em Ω

e = 0, sobre ∂Ω,
(2.24)

que pelo Teorema 1.11 admite solução fraca única.

Agora estamos prontos para provar o principal resultado deste capítulo, cuja

demonstração encontra-se em [6].

Teorema 2.5 Seja f : [0,∞) −→ R uma função de classe C1, não decrescente, tal

que f(0) > 0. Suponha ainda que exista γ > 0 tal que

F1)
f(γα)

f(γ)
≥
λ1

m
·
β

r
, onde α = σ

p

p−1 , β e r aparecem, respectivamente

em (2.4) e (2.5)

F2)
γp−1

f(γα)
<

(

p− 1

p

)p−1

·
r

λ1

· µ(γ)

onde

µ(γ) = sup
s∈[k2(γ),∞)

sp−1

f(s)
·

1

‖e‖p−1
L∞(Ω)g0

, k2(γ) =
p

p− 1
· γ‖e‖L∞(Ω)λ

1
p−1

1 e

g0 = sup
x∈Ω

g(x), e ∈ C1(Ω) é a única solução fraca positiva de (2.24).

Então existe uma solução positiva de (2.1) para todo λ ∈ [λ(γ), λ(γ)] onde

λ(γ) =
λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα)r
, λ(γ) = min{λ∗(γ), µ(γ)} e λ∗(γ) = m ·

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γ)β
.

Demonstração. Inicialmente provemos que (F1) implica λ(γ) ≤ λ∗(γ) e (F2)

implica λ(γ) ≤ µ(γ) donde segue que λ(γ) ≤ λ(γ). De fato, de (F1) temos o seguinte
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f(γα)

f(γ)
≥
λ1

m
·
β

r

⇒ f(γα) · r ·m ≥ λ1β · f(γ)

⇒
λ1

f(γα) · r
≤

m

f(γ) · β
,

sendo
(

p

p−1
γ
)p−1

> 0 temos

λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα) · r
≤
m
(

p

p−1
γ
)p−1

f(γ) · β
.

Portanto λ(γ) ≤ λ∗(γ).

Por (F2) temos,
γp−1

f(γα)
<

(

p− 1

p

)p−1

·
r

λ1

· µ(γ)

⇒
λ1γ

p−1

f(γα) · r
<

(

p− 1

p

)p−1

· µ(γ)

Sendo

(

p− 1

p

)p−1

> 0, temos

λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα) · r
< µ(γ).

Portanto λ(γ) ≤ µ(γ) e daí λ(γ) ≤ λ(γ).

Seja λ ∈ [λ(γ), λ(γ)] e u = γφ
p

p−1

1 .

Daí

∇u = p

p−1
γφ

1
p−1

1 · ∇φ1 e |∇u| = p

p−1
γφ

1
p−1

1 · |∇φ1|.

Assim, observando que λ1 é o primeiro autovalor de (1.20) e φ1 é a primeira autofunção

de (1.20) e aplicando a regra do produto temos
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∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫

Ω

(

p

p− 1
γφ

1
p−1

1

)p−2

|∇φ1|
p−2 p

p− 1
γφ

1
p−1

1 ∇φ1 · ∇wdx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

|∇φ1|
p−2∇φ1 · φ1∇wdx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

|∇φ1|
p−2∇φ1 · (∇(φ1 · w) − w∇φ1)dx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

[

|∇φ1|
p−2∇φ1 · ∇(φ1 · w) − w∇φ1

]

dx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

|∇φ1|
p−2∇φ1 · ∇(φ1 · w)dx−

∫

Ω

|∇φ1|
p · wdx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

λ1|φ1|
p−2φ1 · (φ1 · w)dx−

∫

Ω

|∇φ1|
p · wdx

=

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

[λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] · wdx. (2.25)

Dos cálculos anteriores, note que u será subsolução de (2.1) se a seguinte desigualdade

ocorrer
∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ · wdx =

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

[λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] · wdx

≤

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx,

para todo w ∈ W . Provemos que isso ocorre.

Em Ωδ definido em (2.2) temos

(

p

p− 1
γ

)p−1

. [λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] ≤ −m

(

p

p− 1
γ

)p−1

≤ −λβf(γ), (2.26)

pois λ < λ∗(γ) = m ·

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γ)β
.

Relembrando que ‖φ1‖L∞(Ω) = 1 temos φ1(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω e usando a mono-

tonicidade da função f , temos

φ
p

p−1

1 ≤ 1 ⇒ γφ
p

p−1

1 ≤ γ ⇒ f(γ) ≥ f
(

γφ
p

p−1

1

)

.
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Portanto,

−f(γ) ≤ −f
(

γφ
p

p−1

1

)

. (2.27)

substituindo (2.3) e (2.27) em (2.26) e usando (2.4) ficamos com

(

p

p− 1
γ

)p−1

· [λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] ≤ −λβf
(

γφ
p

p−1

1

)

≤ λg(x)f
(

γφ
p

p−1

1

)

= λg(x)f(u), (2.28)

para todo x ∈ Ωδ.

Agora, em Ω0 = Ω \ Ωδ, usando o fato que λ ≥ λ(γ) =
λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα) · r
, segue de (2.3),

(2.5) e da monotonicidade de f

(

p

p− 1
γ

)p−1

· [λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] ≤

(

p

p− 1
γ

)p−1

· λ1

≤ λrf(γα)

≤ λg(x)f(γφ
p

p−1

1 )

= λg(x)f(u). (2.29)

para todo x ∈ Ω0. Portanto de (2.25), (2.28) e (2.29) segue que

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

[λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] · wdx

≤

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx.

Ou seja, u é subsolução fraca positiva de (2.1).

Por outro lado, desde que λ ≤ λ(γ) ≤ µ(γ) escolha R(γ) ∈ [k2(γ),∞) tal que

λ ≤
[R(γ)]p−1

f(R(γ)) · ‖e‖p−1
L∞(Ω) · g0

< µ(γ), (2.30)

observe que R(γ) existe pelas propriedades de supremo.
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Definindo

u =
R(γ) · e

‖e‖L∞(Ω)

, temos ∇u =
R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

∇e, e ainda |∇u| =
R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

|∇e|.

Então, para todo w ∈ W , pela monotonicidade de f , usando (2.30) e o fato que e é

solução fraca de (2.24), temos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫

Ω

(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

|∇e|

)p−2
R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

∇e · ∇wdx

=

(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

|∇ep−2∇e · ∇wdx

=

(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

1 · wdx

=

∫

Ω

(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

)p−1

· wdx (2.31)

≥

∫

Ω

λf(R(γ))g0 · wdx

≥

∫

Ω

λg(x)f

(

R(γ) · e

‖e‖L∞(Ω)

)

· wdx

=

∫

Ω

λg(x)f(u) · wdx.

Portanto u é supersolução fraca de (2.1).

Desde que R(γ) ≥ k2(γ), temos

R(γ) ≥
p

p− 1
· γ‖e‖L∞(Ω)λ

1
p−1

1 ,

o que implica,
R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

≥
p

p− 1
· γ · λ

1
p−1

1

elevando ambos os membros da desigualdade por p−1 e relembrando que ‖φ1‖L∞(Ω) = 1

temos
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(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

)p−1

≥

(

p

p− 1
γ

)p−1

λ1 ≥

(

p

p− 1
γ

)p−1

λ1 · φ
p
1

≥

(

p

p− 1
γ

)p−1

[λ1 · φ
p
1 − |∇φ1|

p]. (2.32)

Portanto de (2.25), (2.31) e (2.32) temos para todo w ∈ W que

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫

Ω

(

R(γ)

‖e‖L∞(Ω)

)p−1

· wdx

≥

(

p

p− 1
γ

)p−1

·

∫

Ω

[λ1φ
p
1 − |∇φ1|

p] · wdx

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx,

ou seja,

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx ≥

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx

para todo w ∈ W , isto é,

−∆pu ≤ −∆pu em Ω e como u = u em ∂Ω pelo Princípio da Comparação

Fraca segue que u ≤ u em Ω.

Portanto, pelo Lema 2.2, o Problema 2.1 admite uma solução fraca

u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω). �

Corolário 2.6 Suponha que exista γ0 > 0 tal que para γ ≥ γ0 a condição F1 é satisfeita

e a função f é sublinear no infinito, ou seja, lim
s→∞

f(s)

sp−1
= 0. Então o problema (2.1)

admite uma solução positiva para cada λ ≥ λ(γ0).

Demonstração. Por hipótese temos que a condição (F1) é satisfeita para todo

γ ≥ γ0, seja λ(γ) ≤ λ∗(γ), para todo γ ≥ γ0.

Sendo f sublinear no infinito, temos µ(γ) = +∞ para γ ≥ 0, pois

µ(γ) = sup
s∈[k2(γ),∞)

sp−1

f(s)
·

1

‖e‖p−1
L∞(Ω)g0

−→ ∞, quando s −→ ∞.

Logo (F2) é satisfeita para todo γ ≥ 0. Então pelo Teorema 2.5, existe uma solução

fraca positiva para todo
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λ ∈ S :=
⋃

γ≥γ0

[λ(γ), λ∗(γ)],

pois,

λ(γ) = min{λ∗(γ), µ(γ)} = λ∗(γ).

Sendo f sublinear no infinito, temos

lim
γ→∞

λ(γ) = lim
γ→∞

λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα)r
=
λ1

(

p

p−1

)p−1

rαp−1
lim

γ→∞

(αγ)p−1

f(γα)
= +∞ (2.33)

e

lim
γ→∞

λ∗(γ) = lim
γ→∞

m
(

p

p−1
γ
)p−1

f(γ)β
=
m
(

p

p−1

)p−1

β
lim

γ→∞

γp−1

f(γ)
= +∞. (2.34)

Sendo λ(γ) e λ∗(γ) funções contínuas, de (2.33) e de (2.34) obtemos

S = [λ0,∞), onde λ0 = λ(γ0).

�

Corolário 2.7 Seja M > 0 tal que,
f(0)

M
≥
λ1

m
·
β

r
e f(s) ≤ M para s ≥ 0. Então

(2.1) admite uma solução fraca positiva para todo λ > 0.

Demonstração. A hipótese de que f(0)
M

≥ λ1

m
· β

r
implica que a condição (F1) é

satisfeita para γ > 0. De fato, temos α = σ
p

p−1 > 0 e f(γα) > f(0) pela monotonicidade

da função f . Logo

f(γα)

M
≥
λ1

m
·
β

r
,

Sendo f(s) ≤M para s ≥ 0 temos

f(γα)

f(γ)
≥
f(γα)

M
≥
λ1

m
·
β

r
. (2.35)
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Portanto, de (2.35) temos que (F1) é satisfeita, e como consequência λ(γ) ≤ λ∗(γ) para

γ > 0. Usando novamente a hipótese de que f(s) ≤M para s ≥ 0, obtemos

µ(γ) = sup
s∈[k2(γ),∞)

sp−1

f(s)
·

1

‖e‖p−1
L∞(Ω)g0

≥ sup
s∈[k2(γ),∞)

sp−1

M
·

1

‖e‖p−1
L∞(Ω)g0

−→ ∞ quando s −→ ∞,

ou seja, a condição (F2) é verificada. Então pelo Teorema 2.5 existe uma solução

positiva de (2.1) para todo

λ ∈ S = [λ(γ), λ∗(γ)].

Pois,

λ(γ) = min{λ∗(γ), µ(γ)} = λ∗(γ).

Sendo f(s) ≤M para todo s ≥ 0, temos

lim
γ→∞

λ(γ) = lim
γ→∞

λ1

(

p

p−1
γ
)p−1

f(γα)r
≥ λ1

(

p

p−1

)p−1

M · r
lim

γ→∞
γp−1 = ∞ (2.36)

e

lim
γ→∞

λ∗(γ) = lim
γ→∞

m
(

p

p−1
γ
)p−1

f(γ)β
≥
m
(

p

p−1

)p−1

βM
lim

γ→∞
γp−1 = +∞. (2.37)

Logo de (2.36) e (2.37) temos lim
γ→∞

λ(γ) = ∞ = lim
γ→∞

λ∗(γ), e como γ(0) = 0, sendo λ e

λ∗ funções contínuas de γ temos que S = (0,∞). �

Vejamos agora, alguns exemplos como aplicação destes corolários.

Exemplo 1 O problema

{

−∆pu = λg(x)(u+ 1)q−1
, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(2.38)

onde 1 < q < p e a função g satisfaz as condições (2.4) e (2.5) respectivamente. Admite

solução positiva para todo λ ≥ λ0.
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Demonstração. Seja f(u) = (u+ 1)q−1, com 1 < q < p. Note que a função f

satisfaz as seguintes propriedades

(i) f ∈ C1.

(ii) f é monótona não decrescente, pois se u1 ≥ u2 ≥ 0 temos

f(u1) = (u1 + 1)q−1 ≥ (u2 + 1)q−1 = f(u2),

já que q − 1 > 0.

(iii) f é sublinear no infinito, pois,

lim
s→∞

f(s)

sp−1
= lim

s→∞

(s+ 1)q−1

sp−1
= lim

s→∞

(s+ 1)q−1

sp−1
·
sq−1

sq−1

= lim
s→∞

(

1 +
1

s

)q−1

· sq−p

= 0.

E ainda temos f(0) = 1. Observe também o seguinte

lim
γ→∞

f(γα)

f(γ)
= lim

s→∞

(γα + 1)q−1

sγ+1

= lim
γ→∞

αq−1 ·

(

γ + 1
α

γ + 1

)q−1

= αq−1.

Assim se β

r
for suficientemente pequeno tal que αq−1 > λ1

m

β

r
, então a condição (F1) é

satisfeita para γ > γ0, para algum γ0 > 0. Logo as hipóteses do Corolário 2.6 são

satisfeitas. Portanto existe λ0 tal que o problema (2.38) admite solução fraca positiva

para todo λ ≥ λ0. �

Exemplo 2 O problema

{

−∆pu = λg(x)e
au

a+u , em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(2.39)

onde a é uma constante positiva, e a função g satisfaz as condições (2.4) e (2.5)

respectivamente. Admite solução positiva para todo λ > 0.
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Demonstração. Seja f(u) = e
a

a+u , e observemos que f satisfaz as seguintes

propriedades

(i) f ∈ C1.

(ii) f é monótona não decrescente.

(iii) f é limitada.

A última afirmação decorre do fato de que f(0) = 1 e f(u) ≤ ea para todo u ≥ 0.

De fato,

f(u) = e
au

a+u ≤ ea,

pois

u

a+ u
≤ 1 ⇒

au

a+ u
≤ a.

Então pela monotonicidade da função f segue o resultado.

Daí, as hipóteses do Corolário 2.7 são verificadas se β

r
é suficientemente pequeno de

modo que 1
ea ≥ λ1

m
· β

r
. Portanto o problema (2.39) admite uma solução fraca positiva

para todo λ > 0. �



Capítulo 3

Sistema do Tipo (p, q)-Laplaciano

3.1 Soluções Positivas Para uma Classe de Sistemas

do Tipo (p, q)-Laplaciano

Iremos repetir o que foi feito no Capítulo 2, onde estudamos a existência de

soluções positivas para uma classe de problemas escalares envolvendo o p-Laplaciano,

com mudança de sinal na função peso. Neste capítulo iremos estender os resultados

obtidos no Capítulo 2 para um sistema envolvendo operadores com p-Laplaciano e q-

Laplaciano. Mais precisamente estudaremos a existência de soluções positivas para o

seguinte sistema



















−∆pu = λa(x)f(v), em Ω

−∆qv = λb(x)g(u), em Ω

u = v = 0, sobre ∂Ω,

(3.1)

onde λ > 0 é um parâmetro, Ω é um domínio limitado regular em R
N N>1. As funções

a e b, são de classe C1(Ω) e podem assumir valores negativos próximo a fronteira de

Ω. As funções f, g : [0,∞) → [0,∞) são funções de classe C1 não decrescentes com

f(s), g(s) > 0, para s > 0.

Para garantir a existência de subsolução fraca para o sistema (3.1) faremos uso do

problema de autovalor do p-Laplaciano, onde no Capítulo 1 apresentamos resultados
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sobre existência e regularidade de soluções fracas do mesmo que é dado por






−∆rφ = λ|φ|r−2φ, em Ω

φ = 0, sobre ∂Ω.
(3.2)

para r = p, q.

Consideremos inicialmente as primeiras autofunções de (3.2), φ1,r ∈ C1(Ω) para

r = p, q correspondentes ao primeiro autovalor λ1,r para r = p, q de (3.2) tal que φ1,r > 0

em Ω e
∂φ1,r

∂η
< 0, para r = p, q onde η é a derivada normal exterior a ∂Ω. Em todo

este capítulo λ1,r e φ1,r sempre denotarão o primeiro autovalor e a primeira autofunção

do problema (3.2) para r = p, q. Por simplicidade, vamos considerar ‖φ1,r‖L∞(Ω) = 1.

De uma maneira análoga como no Capítulo 2 página 35, existem constantes po-

sitivas m1,p, δ1,p e σ1,p que dependem de Ω e verificam

|∇φ1,p|
p − λ1,pφ

p
1,p ≥ m1 em Ωδ1,p

(3.3)

e

φ1,p ≥ σ1,p em Ω1 = Ω \ Ωδ1,p
, (3.4)

onde Ωδ1,p
= {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≤ δ1,p}.

E existem constantes positivas m1,q, δ1,q e σ1,q que dependem de Ω, tais que

|∇φ1,q|
q − λ1,qφ

q
1,q ≥ m1,q em Ωδ1,q

(3.5)

e

φ1,q ≥ σ1,q em Ω2 = Ω \ Ωδ1,q
. (3.6)

Onde Ωδ1,q
= {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≤ δ1,q}. Fazendo δm = min{δ1,p, δ1,q},

δM = max{δ1,p, δ1,q}, m = min{m1,p,m1,q} e σ = min{σ1,p, σ1,q} podemos concluir

que dependendo de Ω temos

|∇φ1, r|
r − λ1,rφ

r
1,r ≥ m em Ωδm

(3.7)

e

φ1,r ≥ σ em Ω0 = Ω \ ΩδM
. (3.8)



Capítulo 3. O Método de Sub e Supersolução . 55

Para r = p, q, onde Ωδm
= {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≤ δm}.

Por outro lado, na obtenção de uma supersolução fraca para o sistema (3.1),

vamos considerar a única solução positiva ζ ∈ W
1,r
0 (Ω) do problema







−∆rζr = 1, em Ω,

ζr = 0, sobre ∂Ω,
(3.9)

para r = p, q. Que é garantida pelo Teorema 1.11. Pelo Lema de Hopf, temos que
∂ζr(x)

∂η
< 0 em ∂Ω.

Para o nosso resultado principal assumiremos as seguintes hipóteses à respeito das

funções peso, existem constantes positivas a0, a1, b0 e b1 tais que,

a(x) ≥ −a0, b(x) ≥ −b0 em Ωδm
(3.10)

e

a(x) ≥ a1, b(x) ≥ b1 em Ω0. (3.11)

3.2 O Método de Sub e Supersolução

Considere o seguinte problema



















−∆pu = f(x, v), em Ω,

−∆qv = g(x, u), em Ω,

u = v = 0, sobre ∂Ω.

(3.12)

Onde Ω ⊂ R
N é um domínio limitado e regular. As funções f, g : Ω× [0,∞) −→ R são

funções de carathéodory com f(x, .), g(x, .) não decrescentes, e f(., v(.)), g(., u(.)) ∈

L∞(Ω) para u, v ∈ L∞(Ω).

Definição 3.1 O par de funções (u, v) é dito subsolução fraca de (3.12) se u, v ≡ 0

em ∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤

∫

Ω

f(x, v) · ϕdx
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e
∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇ψdx ≤

∫

Ω

g(x, u) · ψdx

Para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0 e ψ ∈ W

1,q
0 (Ω) com ψ ≥ 0.

O par de funções (u, v) é dito supersolução fraca de (3.12) se u, v ≡ 0 em ∂Ω,

u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≥

∫

Ω

f(x, v) · ϕdx

e
∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇ψdx ≥

∫

Ω

g(x, u) · ψdx

Para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0 e ψ ∈ W

1,q
0 (Ω) com ψ ≥ 0.

Definição 3.2 O par de funções (u, v) é dito solução fraca de (3.12) se u, v ≡ 0 em

∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

f(x, v) · ϕdx

e
∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇ψdx =

∫

Ω

g(x, u) · ψdx.

Para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω), e ψ ∈ W

1,q
0 (Ω).

Lema 3.1 Suponha a existência de sub e supersoluções (u, v) e (u, v) respectivamente

de (3.12) tais que u ≤ u e v ≤ v. Então (3.12) admite uma solução fraca (u, v) tal que

u ≤ u ≤ u e v ≤ v ≤ v.

Demonstração. Seja v0 = v ∈ C(Ω). logo existe M > 0 tal que |v(x)| ≤ M

para todo x ∈ Ω. Segue que

f(x, v0) = f(x, v) ∈ L∞(Ω)

e daí,

f(x, v0) ∈ Ls(Ω), para todo s > 1.
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Como é conhecido do Capítulo 1, mais especificamente do Teorema 1.11 que o pro-

blema







−∆pu = f(x, v0), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(3.13)

admite única solução fraca u1 ∈ W
1,p
0 (Ω). Além disso podemos observar que

−∆pu1 = f(x, v0) = f(x, v) ≥ −∆pu em Ω

e

u = u1 = 0 em ∂Ω.

Pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u ≤ u1 em Ω. (3.14)

Por outro lado

−∆pu1 = f(x, v) ≤ f(x, v) ≤ −∆pu em Ω

e

u1 = u = 0 em ∂Ω.

Novamente pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u1 ≤ u em Ω. (3.15)

Então de (3.14) e (3.15) segue que

u ≤ u1 ≤ u, em Ω. (3.16)

Dai segue que u1 ∈ L∞(Ω), pois está entre duas funções limitadas. Pelo Lema 2.1

temos que u1 ∈ C1,α(Ω).

Agora considere o seguinte problema






−∆qv = g(x, u1), em Ω

v = 0, sobre ∂Ω,
(3.17)

onde g(x, u1) ∈ Ls(Ω), para todo s > 1. logo existe única solução v1 ∈ W
1,q
0 (Ω) de

(3.17). Além disso, por (3.16) temos o seguinte
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−∆qv1 = g(x, u1) ≥ g(x, u) ≥ −∆qv em Ω

e

v1 = v = 0 sobre ∂Ω.

Então pelo Princípio da Comparação Fraca temos que

v ≤ v1, em Ω. (3.18)

Por outro lado

−∆qv1 = g(x, u1) ≤ g(x, u) ≤ −∆qv em Ω

e

v1 = v = 0 em ∂Ω.

Então pelo Princípio da Comparação Fraca temos

v1 ≤ v em Ω (3.19)

De (3.18) e (3.19) temos

v ≤ v1 ≤ v. (3.20)

Segue que v1 ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) sendo solução de (3.17), pelo Lema 2.1 temos

v1 ∈ C1,α(Ω). Outra vez consideremos o problema do tipo







−∆pu = f(x, v1), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(3.21)

que admite única solução u2 ∈ W
1,p
0 (Ω). Notemos que

−∆pu2 = f(x, v1) ≥ f(x, v0) = −∆pu1 em Ω

e

u2 = u1 = 0 sobre ∂Ω.
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Então pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u1 ≤ u2, em Ω. (3.22)

Por outro lado temos que

−∆pu2 = f(x, v1) ≤ f(x, v) ≤ −∆pu em Ω.

Pelo Princípio da Comparação Fraca temos

u2 ≤ u, em Ω. (3.23)

De 3.22 e de 3.23 temos que

u1 ≤ u2 ≤ u. (3.24)

Daí u2 ∈ L∞(Ω), sendo solução de 3.21 pelo Lema 2.1 segue que u2 ∈ C1,α(Ω).

Seja o problema







−∆qv = g(x, u2), em Ω

v = 0, sobre ∂Ω
(3.25)

temos que g(x, u2) ∈ Ls(Ω) e s > 1. Logo existe única solução v2 ∈ W
1,q
0 (Ω).

Além disso por (3.24) temos

−∆qv2 = g(x, u2) ≥ g(x, u1) = −∆qv1 em Ω

e

v2 = v1 = 0. em ∂Ω.

Pelo Princípio da Comparação Fraca temos

v1 ≤ v2 em Ω. (3.26)

Por outro lado

−∆qv2 = g(x, u2) ≤ g(x, u) ≤ −∆qv, em Ω

e

v2 = v = 0 em ∂Ω
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Novamente por Princípio de Comparação Fraca temos

v2 ≤ v, em Ω. (3.27)

Concluímos até o momento que







u ≤ u1 ≤ u2 ≤ u

v ≤ v1 ≤ v2 ≤ v.
(3.28)

Continuando com este raciocínio, obtemos duas sequências de problemas







−∆pun = f(x, vn−1), em Ω

un = 0, sobre ∂Ω
(3.29)

Cujas soluções un ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C1,α(Ω) e verificam o seguinte

u ≤ · · · ≤ un ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u (3.30)

e







−∆qvn = g(x, un), em ∈ Ω

vn = 0, sobre ∈ ∂Ω
(3.31)

Cujas soluções vn ∈ W
1,q
0 (Ω) ∩ C1,α(Ω) e verificam o seguinte

v ≤ · · · ≤ vn ≤ vn+1 ≤ · · · ≤ v. (3.32)

Como toda sequência monótona e limitada é convergente, segue que podemos definir

as funções

u : Ω −→ R

x 7−→ u(x) = lim
n→∞

un(x)
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e

v : Ω −→ R

x 7−→ v(x) = lim
n→∞

vn(x)

Passando o limite em (3.30) e (3.32) ficamos com:

u ≤ u ≤ u e v ≤ v ≤ v

De un(x) −→ u(x) e f(x, vn−1) ∈ L∞(Ω) e uma função de Carathéodory temos pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫

Ω

f(x, vn−1)dx =

∫

Ω

f(x, v)dx (3.33)

de forma similar temos também que

lim
n→∞

∫

Ω

g(x, un)dx =

∫

Ω

g(x, u)dx. (3.34)

Por outro lado temos

∫

Ω

|∇un|
p−2∇un · ϕdx =

∫

Ω

f(x, vn−1) · ϕdx,

e

−‖u‖L∞(Ω) ≤ u ≤ u1 ≤ · · · ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u ≤ ‖u‖L∞(Ω).

Daí,

∫

Ω

|∇un|
p =

∫

Ω

f(x, vn−1) · undx ≤ ‖f‖L∞(Ω)

(

‖u‖L∞(Ω) + ‖u‖L∞(Ω)

)

|Ω|.

Portanto (un) é uma sequência limitada em W
1,p
0 (Ω). Sem perda de generalidade temos

(i) un ⇀ u em W
1,p
0 (Ω)

(ii) un −→ u em Lp(Ω), (imersão de Sobolev)

(iii) un(x) −→ u(x) q.t.p em Ω.
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Se p ≥ 2 e usando a Observação B.1 temos

0 ≤ cp

∫

Ω

|∇un − um|
pdx ≤

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇um|

p−2∇um,∇un −∇um〉dx

=

∫

Ω

|∇un|
p−2∇un · (∇un −∇um)dx−

∫

Ω

|∇um|
p−2∇um · (∇un −∇um)dx

=

∫

Ω

f(x, vn−1) · (un − um)dx−

∫

Ω

f(x, vm−1) · (un − um)dx. (3.35)

Agora pela Desigualdade de Hölder temos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x, vn−1) · (un − um)dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖L∞(Ω)

∫

Ω

|un − um|dx

≤ ‖f‖L∞(Ω)‖un − um‖Lp(Ω)|Ω|
1
p′ . (3.36)

Então de (3.35) e (3.36), concluímos que (∇un) é uma sequência de Cauchy em

Lp(Ω).

Logo ∇un −→ ∇u em Lp(Ω). Ou seja un −→ u em W
1,p
0 (Ω). Pela continuidade

do operador −∆p provada no Teorema 1.1, segue que

−∆pun −→ −∆pu.

Se 1 < p < 2 pela Observação B.1 temos

0 ≤ cp

‖un − um‖
2
W

1,p
0 (Ω)

(2C)2−p
≤ cp

‖un − um‖
2

(‖un‖W
1,p
0 (Ω) + ‖um‖W

1,p
0 (Ω))

2−p

≤

∫

Ω

〈|∇un|
p−2∇un − |∇um|

p−2∇um,∇un −∇um〉dx,

pois de un ⇀ u em W
1,p
0 (Ω), tem-se que ‖un‖W

1,p
0 (Ω) ≤ C. De uma forma inteiramente

análoga ao caso em que p ≥ 2 temos que

−∆pun −→ −∆pu.

Com os mesmos argumentos usados anteriormente pode-se mostrar que

−∆qvn −→ −∆qv.
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Portanto podemos concluir que o par (u, v) é solução fraca de (3.12). Como

u, v ∈ L∞(Ω), pois u ≤ u ≤ u e v ≤ v ≤ v, segue que u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) e

v ∈ W
1,q
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), sendo (u, v) solução fraca de (3.12) segue que ∆pu ∈ L∞(Ω) e

∆qv ∈ L∞(Ω) , então pelo Lema 2.1 u, v ∈ C1,α(Ω). �

3.3 O Resultado Principal de Existência

Nesta seção, vamos estabelecer a existência de soluções para o sistema (3.1) via

o método de sub e supersoluções.

Definição 3.3 O par de funções não negativas (u, v) é dito subsolução fraca de (3.1)

se (u, v) ≡ 0 em ∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx ≤ λ

∫

Ω

a(x)f(v) · wdx,

e
∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇wdx ≤ λ

∫

Ω

b(x)g(u) · wdx.

Para todo w ∈ W onde W = {w ∈ C∞
0 (Ω);w ≥ 0 em Ω}.

O par de funções não negativas (u, v) é dito supersolução fraca de (3.1) se (u, v) ≡ 0

em ∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e verifica

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx ≥ λ

∫

Ω

a(x)f(v) · wdx,

e
∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇wdx ≥ λ

∫

Ω

b(x)g(u) · wdx.

Para todo w ∈ W onde W = {w ∈ C∞
0 (Ω);w ≥ 0 em Ω}.

Definição 3.4 O par de funções não negativas (u, v) é dita solução fraca do sistema

(3.1) se satisfaz (u, v) = (0, 0) em ∂Ω, u ∈ W
1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω), v ∈ W

1,q
0 (Ω) ∩ C(Ω) e

verifica
∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx = λ

∫

Ω

a(x)f(v) · ϕdx,

∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇ψdx = λ

∫

Ω

b(x)g(u) · ψdx.

Para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω), e ψ ∈ W

1,q
0 (Ω).
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Para enunciar o resultado principal deste capítulo assumiremos as seguintes hipóte-

ses.

(H1) f, g : [0,∞) → [0,∞) são funções de classe C1 não decrescentes tais que

f(s), g(s) > 0 para s > 0.

(H2) Para Todo M > 0,

lim
x→∞

f(Mg(x)
1

q−1 )

xp−1
= 0

.

(H3) Suponha que existe ǫ > 0 tal que:

λ1,pa0

m
f
(

ǫ
1

q−1
)

< min

{

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

, a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)}

, (3.37)

λ1,qb0

m
g
(

ǫ
1

p−1
)

< min

{

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

, a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)}

, (3.38)

max















ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) ,
ǫλ1,p

a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)















≤
1

‖b‖L∞(Ω)

. (3.39)

Onde m, σ, a0, a1, b0 e b1 são dados respectivamente em (3.7), (3.8), (3.10) e (3.11).

Agora apresentaremos nosso resultado de existência de soluções.

Teorema 3.5 Suponha que (H1)-(H3) são verificadas. Então existe uma solução po-

sitiva de 3.1 para λ ∈ [λ∗(ǫ), λ
∗(ǫ)], onde

λ∗(ǫ) = min







ǫm

a0f
(

ǫ
1

q−1

) ,
ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) ,
1

‖b‖L∞(Ω)







,

λ∗(ǫ) = max















ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) ,
ǫλ1,p

a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
p

q−1

)















.

Observação 3.1 A hipótese (H3) implica que λ∗(ǫ) < λ∗(ǫ).
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Com efeito, se λ∗(ǫ) = 1
‖b‖∞

é imediato de (3.39). Suponha agora que

λ∗(ǫ) =
ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) e λ∗(ǫ) =
ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) .

Dai, observe que de (3.38) temos

λ1,qb0

m
g
(

ǫ
1

p−1
)

< b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

,

daí
ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) <
ǫλ1,qm

λ1,qb0g
(

ǫ
1

p−1

) =
ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) . (3.40)

Agora se,

λ∗(ǫ) =
ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) e λ∗(ǫ) =
ǫm

a0f
(

ǫ
1

p−1

) .

Se λ1,p ≥ λ1,q, de (3.37) temos

λ1,pa0

m
f(ǫ

1
q−1 ) < b1g

(

p− 1

p
ǫ

1
p−1σ

p

p−1

)

,

o que implica,

ǫm

a0f(ǫ
1

q−1 )
>

λ1,pǫ

b1g
(

(p−1
p

)ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

≥
λ1,pǫ

b1g
(

(p−1
p

)ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) ·
λ1,q

λ1,p

=
ǫλ1,q

b1g
(

(p−1
p

)ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) . (3.41)

Se λ1,q > λ1,p, suponha por contradição que

λ1,pa0

m
f
(

ǫ
1

q−1

)

≥ b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

.

Como, λ1,q

λ1,p
< 1 temos
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ǫm

a0f
(

ǫ
1

q−1

) ≤
ǫλ1,p

b1g
((

p−1
p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

=
ǫλ1,p

b1g
((

p−1
p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

λ1,q

λ1,p

<
ǫλ1,q

b1g
((

p−1
p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) , (3.42)

ou seja,

ǫm

a0f
(

ǫ
1

q−1

) <
ǫλ1,q

b1g
((

p−1
p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) .

Portanto
ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) <
ǫm

a0f(ǫ
1

p−1 )
. (3.43)

Caso ocorra,

λ∗(ǫ) =
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) e λ∗(ǫ) =
ǫm

a0f
(

1
q−1

) .

De (3.37) temos

λ1,pa0

m
f
(

ǫ
1

q−1
)

< a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

,

logo,

ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) <
ǫm

a0f
(

1
q−1

) . (3.44)

Por fim suponha que,

λ∗(ǫ) =
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) e λ∗(ǫ) =
ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) .

Se λ1,q ≥ λ1,p de (3.38) temos
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λ1,q

m
b0g
(

ǫ
1

p−1

)

< a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

.

O que implica,

ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) >
ǫλ1,q

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

>
ǫλ1,q

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) .
λ1,p

λ1,q

=
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) (3.45)

Se ocorrer λ1,q < λ1,p, suponha por contradição que

λ1,qb0

m
f
(

ǫ
1

p−1

)

≥ a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

.

Daí temos o seguinte

ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) ≤
ǫλ1,q

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

=
ǫλ1,q

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

ǫλ1,p

λ1,p

<
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) . (3.46)

Ou seja,

ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) <
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) .

Portanto
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) <
ǫm

b0g
(

ǫ
1

p−1

) .
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Portanto λ∗(ǫ) < λ∗(ǫ).

Demonstração. Do Teorema 3.5

Provemos que o par de funções

(u, v) =

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1φ
p

p−1

1,p ,

(

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1φ
q

q−1

1,q

)

,

é uma subsolução de (3.1).

Inicialmente temos que

∇u = ∇

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1 · φ
p

p−1

1,p

)

=
p− 1

p
ǫ

1
p−1 ·

p

p− 1
· φ

1
p−1

1,p · ∇φ1,p

= ǫ
1

p−1 · φ
1

p−1

1,p · ∇φ1,p. (3.47)

e que

|∇u|p−2 =
∣

∣ǫ
1

p−1 · φ
1

p−1

1,p ∇φ1,p

∣

∣

p−2

= |∇φ1,p|
p−2 ·

(

ǫ
1

p−1 · φ
1

p−1

1,p

)p−2

= |∇φ1,p|
p−2 · ǫ

p−2
p−1 · φ

p−2
p−1

1,p . (3.48)

De (3.47) e (3.48) podemos concluir que

|∇u|p−2 · ∇u = ǫ · |∇φ1,p|
p−2 · ∇φ1,p · φ1,p. (3.49)

Seja w ∈ W , a partir de 3.49 e usando a regra do produto para o gradiente temos
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∫

Ω

|∇u|p−2|∇u| · ∇wdx = ǫ

∫

Ω

|∇φ1,p|
p−2∇φ1,p · φ1,p∇wdx

= ǫ

∫

Ω

|∇φ1,p|
p−2∇φ1,p · [∇(φ1,p.w) − w · ∇φ1,p] dx

= ǫ

[∫

Ω

|∇φ1,p|
p−2∇φ1,p∇(φ1,p · w)dx−

∫

Ω

|∇φ1,p|
p−2∇φ1,p∇φ1,p · wdx

]

= ǫ

[∫

Ω

|∇φ1,p|
p−2∇φ1,p∇(φ1,p · w)dx−

∫

Ω

|∇φ1,p|
p · wdx

]

= ǫ

∫

Ω

[

λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p
]

· wdx. (3.50)

De forma inteiramente análoga se prova que

∫

Ω

|∇v|q−2|∇v| · ∇wdx = ǫ

∫

Ω

[

λ1,qφ
q
1,q − |∇φ1,q|

q
]

· wdx. (3.51)

Primeiro analisaremos o caso em que x ∈ Ωδm
. Temos por (3.7) que |∇φr|

r −λ1φ
r
r ≥ m

em Ωδm
para r = p, q e temos por hipótese que λ ≤ λ∗(ǫ), então

λ ≤
mǫ

a0f
(

ǫ
1

q−1

) . (3.52)

Agora usando a monotonicidade da função f e (3.52), como ‖φ1,q‖L∞(Ω) = 1 temos

ǫ(λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p) ≤ −mǫ

≤ −λ.a0f
(

ǫ
1

q−1

)

≤ −λ.a0f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1 .φ
q

q−1

1,q

)

≤ λa(x)f(v).

(3.53)

Ou seja,

ǫ[λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p] ≤ λa(x)f(v). (3.54)

Analogamente temos
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ǫ[λ1,qφ
q
1,q − |∇φ1,q|

q] ≤ λb(x)g(u). (3.55)

Para todo x ∈ Ωδm
.

Vamos considerar o caso agora em que x ∈ Ω0. Temos φ1,r ≥ σ, para r = p, q, e

também a(x) ≥ a1, b(x) ≥ b1 e λ(ǫ) ≥ λ∗(ǫ). Logo

λ ≥
ǫλ1,p

a1f
((

q−1
q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) . (3.56)

Como ‖φ1,p‖∞ = 1, a(x) ≥ a1 e de (3.56) temos para todo x ∈ Ω0 que

ǫ(λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p) ≤ ǫλ1,p

≤ λ.a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1 .φ
q

q−1

1,q

)

≤ λa(x)f(v).

Portanto

ǫ(λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p) ≤ λa(x)f(v). (3.57)

De uma forma inteiramente análoga obtemos

ǫ(λ1,qφ
q
1,q − |∇φ1,q|

q) ≤ λb(x)g(u), (3.58)

para todo x ∈ Ω0.

Observe que de (3.54) e de (3.57) temos

∫

Ω

|∇u|p−2|∇u|.∇wdx = ǫ

∫

Ω

[

λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p
]

.wdx

≤

∫

Ω

λa(x).f(v).wdx, (3.59)

e de (3.55) e (3.58) temos
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∫

Ω

|∇v|q−2|∇v|.∇wdx = ǫ

∫

Ω

[

λ1,qφ
q
1,q − |∇φ1,q|

q
]

.wdx

≤

∫

Ω

b(x).g(u).wdx. (3.60)

Portanto de (3.59) e de (3.60) par (u, v) é subsolução fraca do sistema (3.1).

Provaremos agora a existência de uma constante c suficientemente grande tal que,

(u, v) =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

ζp, g(c)
1

q−1 ζq

)

,

é uma supersolução fraca do sistema (3.1), onde ζr é a única solução fraca positiva de

(3.9), para r = p, q.

Inicialmente temos o seguinte

∇u = ∇

(

c · ζp
‖ζp‖L∞(Ω)

)

=
c

‖ζp‖L∞(Ω)

· ∇ζp, (3.61)

e

|∇u|p−2 =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−2

· |∇ζp|
p−2, (3.62)

de (3.61) e de (3.62) temos

|∇u|p−2.∇u =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−2

· |∇ζp|
p−2.

c

‖ζp‖L∞(Ω)

· ∇ζp

=

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

· |∇ζp|
p−2 · ∇ζp, (3.63)

então de (3.63) para todo w ∈ W temos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

|∇ζp|
p−2∇ζp · ∇wdx

=

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

1 · wdx. (3.64)

Pela hipótese (H2) escolha c suficientemente grande tal que
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cp−1
(

λ‖a‖L∞(Ω)‖ζp‖
p−1
L∞(Ω)

)−1

≥ f
(

‖ζq‖L∞(Ω)g(c)
1

q−1

)

.

Logo,

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

≥ λ‖a‖L∞(Ω)f
(

‖ζq‖L∞(Ω)g(c)
1

q−1

)

≥ λa(x)f
(

ζ(x)g(c)
1

q−1

)

= λa(x)f(v). (3.65)

Portanto substituindo (3.65) em (3.64) ficamos com o seguinte

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

1 · wdx

≥

∫

Ω

λa(x)f(v) · wdx. (3.66)

Por outro lado, desde que λ ≤ λ∗ e λ ≤ 1
‖b‖L∞(Ω)

segue que

∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇wdx =

∫

Ω

|∇g(c)
1

q−1 ζq|
q−2∇(g(c)

1
q−1 ζq) · ∇wdx

=

∫

Ω

g(c)
q−2
q−1 |∇ζq|

q−2g(c)
1

q−1∇ζq · ∇wdx

= g(c)

∫

Ω

|∇ζq|
q−2∇ζq · ∇wdx

=

∫

Ω

g(c) · wdx

≥

∫

Ω

g

(

c
ζp

‖ζp‖L∞(Ω)

)

· wdx

≥ λ‖b‖L∞(Ω)

∫

Ω

g

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

ζp

)

· wdx

≥ λ

∫

Ω

b(x)g(u) · wdx, (3.67)

pois ‖b‖L∞(Ω) ≥ b(x).

Portanto de (3.66) e de (3.67) segue que o par (u, v) é supersolução fraca do

problema (3.1). Vejamos que se considerarmos c suficientemente grande teremos u ≤ u

e v ≤ v.
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De fato de (3.50) e (3.64) podemos escolher c suficientemente grande de forma que

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

(

c

‖ζp‖L∞(Ω)

)p−1

·

∫

Ω

1 · wdx

≥ ǫ

∫

Ω

[

λ1,pφ
p
1,p − |∇φ1,p|

p
]

· wdx

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx.

Ou ainda, −∆pu ≥ −∆pu em Ω sendo u = u = 0 em ∂Ω pelo Princípio da Comparação

Fraca temos u ≥ u.

Por outro lado pela monotonicidade da função g, usando (3.51) e (3.67) temos para c

suficientemente grande que

∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇wdx =

∫

Ω

g(c) · wdx

≥ ǫ

∫

Ω

[

λ1,qφ
q
1,q − |∇φ1,q|

q
]

· wdx

=

∫

Ω

|∇v|q−2∇v · ∇wdx.

Ou ainda, −∆qv ≥ −∆qv em Ω sendo v = v = 0 em ∂Ω pelo Princípio da Comparação

Fraca, temos v ≥ v.

Portanto pelo Lema 3.1 existe uma solução fraca positiva do Sistema 3.1 que

denotaremos por (u, v) e satisfaz, (u, v) ≤ (u, v) ≤ (u, v). �

Exibiremos agora um exemplo como aplicação do teorema acima.

Exemplo 3 O Sistema











−∆pu = λa(x)e
α.v
α+v , em Ω,

−∆qv = λb(x)eu, em Ω,

u = v = 0, sobre ∂Ω.

(3.68)

Onde α > 0 é uma constante, admite uma solução fraca positiva.

Demonstração. Com efeito, fazendo f(v) = e
α.v
α+v e g(u) = eu. Temos que f, g

satisfazem (H1), (H2) e (H3)

(H1) : é satisfeita trivialmente.
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(H2) : temos o seguinte

lim
x→∞

f(Mg(x)
1

q−1 )

xp−1
= lim

x→∞

e
αMe

x
q−1

α+Me

x
q−1

xp−1
.

Note que

α+Me
α

q−1 ≥Me
α

q−1 .

Daí,

1

α+Me
α

q−1

≤
1

Me
α

q−1

.

Como a função exponencial é uma função monótona não decrescente, temos o seguinte

e

αMe
x

q−1

α+Me
α

q−1 ≤ e

αMe
x

q−1

Me
α

q−1 = eα.

Aplicando o teorema do confronto

0 ≤ lim
x→∞

e

αMe
x

q−1

α+Me
α

q−1

xp−1
≤ lim

x→∞

eα

xp−1
= 0.

Portanto (H2) é satisfeita.

(H3) : Inicialmente observemos que

lim
ǫ→0

f
(

ǫ
1

q−1
)

= lim
ǫ→0

g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

= lim
ǫ→0

f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

= 1, (3.69)

e

lim
ǫ→0

g
(

ǫ
1

p−1
)

= lim
ǫ→0

g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

= lim
ǫ→0

f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)

= 1. (3.70)

Para f = e
αu

α+u e g = eu.

Logo se
a0

m
e
b0

m
forem suficientemente pequenos de modo que

λ1,pa0

m
< min {b1, a1}

e
λ1,qb0

m
< min {b1, a1}, por (3.69) e (3.70) podemos escolher ǫ suficientemente pequeno

de modo que
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λ1,pa0

m
f
(

ǫ
1

q−1
)

< min

{

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

, a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)}

,

e

λ1,qb0

m
g
(

ǫ
1

p−1
)

< min

{

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

)

, a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)}

.

Por outro lado,

lim
ǫ→0

ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) = 0 = lim
ǫ→0

ǫλ1,p

a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

) . (3.71)

para f = e
αu

α+u e g = ev.

Logo por (3.71) podemos escolher ǫ suficientemente pequeno de modo que

max















ǫλ1,q

b1g

((

p− 1

p

)

ǫ
1

p−1σ
p

p−1

) ,
ǫλ1,p

a1f

((

q − 1

q

)

ǫ
1

q−1σ
q

q−1

)















≤
1

‖b‖L∞(Ω)

,

para f = e
αu

α+u e g = eu.

Portanto pelo Teorema 3.5 o Sistema 3.68 admite solução fraca positiva.

�



Apêndice A

Alguns Resultados Sobre Medida e

Integração, Espaços de Sobolev e

Análise Funcional

Apresentaremos agora alguns resultados e definições de medida e integração que

foram utilizados no decorrer do texto.

A.1 Medida e Integração

Definição A.1 O limite superior de uma sequência de conjuntos mensuráveis An ⊂ X

é definido como sendo

lim supAn =
∞
⋂

m=1

[

∞
⋃

n=m

An

]

.

Definição A.2 Se 1 ≤ p < ∞ o espaço Lp = Lp(X,A, µ) consiste de todas as classes

µ−equivalentes de funções reais A-mensuráveis f tal que |f |p é integrável com respeito

a µ sobre X. A norma em Lp é dada por

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

|f |pdµ

) 1
p

(A.1)

Lema A.1 (Lema de Fatou) Se (fn) pertence a M+(X,A), onde M+(X,A) é o

conjunto de todas as funções não negativas A-mensuráveis, definidas de X em R. Então
∫

(lim inf fn)dµ ≤ lim inf

∫

fndµ. (A.2)
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Demonstração: Ver [3].

Teorema A.3 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência

de funções integráveis que converge q.t.p para uma função real mensurável f . Se existe

uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N, então f é integrável e

∫

fdµ = lim
n→∞

∫

fndµ. (A.3)

Demonstração: Ver [3].

Teorema A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer x, y ∈ R
N , tem-

se |〈x, y〉| ≤ |x| · |y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y é múltiplo

escalar do outro.

Demonstração: Ver [17].

Teorema A.5 (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) onde p > 1

e
1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖L1(Ω)) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [3].

Lema A.2 Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e seja f ∈ Lp(Ω) tal que ‖fn−f‖Lp(Ω) →

0. Então existe uma subsequência (fnk) de (fn) e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

(a) fnk(x) → f(x) q.t.p em Ω

(b) |fnk(x)| ≤ h(x) para todo k ∈ N q.t.p em Ω

Demonstração: Ver [3].

A.2 Os espaços W1,p(Ω) e W1,p
0 (Ω)

Apresentaremos aqui alguns resultados e definições à respeito do espaço de Sobolev

W1,p(Ω). Que é definido como sendo

W1,p(Ω) =

{

u ∈ Lp(Ω);
∂u

∂xj

∈ Lp(Ω), j = 1, ..., N

}

,

Para cada u ∈ W1,p(Ω) ∂u
∂xj

denota a j-ésima derivada fraca de u ou seja
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∫

Ω

u
∂ϕ

∂xj

dx = −

∫

Ω

∂u

∂xj

ϕdx

para toda ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Dada u ∈ W1,p(Ω), definimos

∇u =

(

∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, · · · ,
∂u

∂xn

)

Então podemos escrever o espaço W1,p(Ω) como sendo

W1,p(Ω) =

{

u ∈ Lp(Ω); |∇u| ∈ Lp(Ω)

}

.

Neste espaço faremos uso da seguinte norma

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω)

Enunciaremos agora um resultado que fornece as principais propriedades do es-

paço em questão.

Teorema A.6 O espaço W1,p(Ω), é um espaço de Banach, reflexivo e separável se

1 < p <∞.

Demonstração:Ver [11].

Definição A.7 O espaço W1,p
0 (Ω) é definido como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) com

respeito à norma de W1,p(Ω).

Da definição de W1,p
0 (Ω) e das propriedades de W1,p(Ω) temos o seguinte

Teorema A.8 O espaço W1,p
0 (Ω), é um espaço de Banach, reflexivo e separável se

1 < p <∞.

Demonstração: Ver [11].

Observação A.1 O dual do espaço W1,p
0 (Ω) é denotado por W−1,p′(Ω).

Teorema A.9 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Ω seja um domínio li-

mitado em uma direção. Então existe uma constante C tal que para todo u ∈ W1,p
0 (Ω)

vale :

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).
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Demonstração: Ver [15].

Observação A.2 Da Desigualdade de Poincaré, segue imediatamente que

‖∇u‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ (C + 1)‖∇u‖Lp(Ω),

para todo u ∈ W1,p
0 (Ω). Portanto as normas ‖u‖W 1,p(Ω) e ‖∇u‖Lp(Ω) são equivalentes

em W1,p
0 (Ω).

Teorema A.10 Seja Ω ⊂ R
N um domínio limitado com fronteira suave, se 1 ≤ p ≤ ∞

as seguintes imersões são contínuas

(i) W1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω), onde 1
p∗

= 1
p
− 1

N
, se p < N

(ii) W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞), se p = N

(iii) W1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω), se p > N .

Demonstração: Ver [4].

Teorema A.11 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊂ R
N um domínio limitado com

fronteira suave, se 1 ≤ p ≤ ∞ as seguintes imersões são compactas

(i) W1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), onde 1
p∗

= 1
p
− 1

N
, se p < N

(ii) W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞), se p = N

(iii) W1,p(Ω) ⊂ C(Ω), se p > N .

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) compactamente para todo p e N .

Demonstração: Ver [4].

A.3 Multiplicadores de Lagrange

Definição A.12 Sejam X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e um conjunto de

vínculos

S := {u ∈ X : F (u) = 0}.

Suponhamos que para todo u ∈ S temos que F ′(u) 6= 0. Seja J ∈ C1(X,R). Dizemos

que c ∈ R é um valor crítico de J sobre S se existem u ∈ S e λ ∈ R tais que J(u) = c

e J ′(u) = λF ′(u). O ponto u é um ponto crítico de J sobre S e o numero real λ é

chamado Multiplicador de Lagrange para o valor crítico c.
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Teorema A.13 (Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipóteses e notações da definição

acima, suponhamos que u0 ∈ S é tal que

J(u0) = inf
u∈S

J(u).

Então existe λ ∈ R tal que

J ′(u0) = λF ′(u0).

Demonstração: Ver [15].

Teorema A.14 (Desigualdade de Clarkson) Seja 2 ≤ p < ∞. Podemos afirmar

que

∥

∥

∥

∥

f + g

2

∥

∥

∥

∥

p

Lp(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

f − g

2

∥

∥

∥

∥

p

Lp(Ω)

≤
1

2

(

‖f‖p

Lp(Ω) + ‖g‖p

Lp(Ω)

)

∀ f, g ∈ Lp(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Teorema A.15 Sejam X um espaço de Banach e (xn) uma sequência em X. Então

xn ⇀ x em X se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 para todo f ∈ X
′

.

Demonstração: Ver [4].

Teorema A.16 Sejam X um espaço de Banach e (xn) uma sequência em X. Se

xn ⇀ x em X, então ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim
n→∞

inf ‖xn‖.

Demonstração: Ver [4].

Teorema A.17 Sejam X um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma sequência lim-

itada em X, então existe uma subsequência (xnk) que converge na topologia fraca de

X.

Demonstração: Ver [4].



Apêndice B

Algumas Desigualdades Importantes e

a Derivada do Funcional Energia

B.1 Desigualdades importantes

Neste apêndice, demonstraremos algumas desigualdades que foram utilizadas nos

capítulos anteriores. Começaremos com o seguinte resultado que pode ser visto de

forma bem sucinta em [23].

Lema B.1 Sejam x, y ∈ R
N e <,> o produto escalar em R

N . Então

〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y
〉

≥







c1p|x− y|p, se p ≥ 2.

c2p

|x− y|2

(|x| + |y|)2−p
, se 1 < p < 2.

Demonstração. Sejam x, y ∈ R
N . Suponha ainda que |x| = 1 e |y| ≤ 1. Pois

caso contrário se ocorrer |x| > |y|, é suficiente considerar x̃ = x
|x|

e ỹ = y

|x|
.

Suponha agora que x = (1, 0, · · · , 0) e y = (y1, y2, 0, · · · , 0) para uma base con-

veniente de R
N . Pois dados x, y ∈ RN não colineares, então x, y determinam um plano

P ⊂ R
N , digamos que este plano tenha base β = {x, y}. Por outro lado o conjunto

β′ = {x = (1, 0), y = (y1, y2, )} é base de R
2. Então por resultados de algebra linear

podemos mudar as coordenadas dos vetores x, y da base β, para a base β′.

Daí, temos para 1 < p < 2,
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〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y|
〉

|x− y|2

(|x| + |y|)2−p

=

=

〈

1.(1, 0, · · · , 0) − |y|p−2(y1, y2, 0, · · · , 0), (1, 0, · · · , 0) − (y1, y2, 0, · · · , 0)
〉

|(1, 0, · · · , 0) − (y1, y2, 0, · · · , 0)|2

(|(1, 0, · · · , 0)| − |(y1, y2, 0, · · · , 0)|)2−p

=
1 − y1 − (

√

y2
1 + y2

2)
p−2 · y1 + (

√

y2
1 + y2

2)
p

√

(1 − y1)2 + y2
2

(

1 +
√

y2
1 + y2

2

)2−p

=
[

1 − y1 − (y2
1 + y2

2)
p−2
2 · y1 + (y2

1 + y2
2)

p
]

·

(

1 −
√

y2
1 + y2

2

)2−p

√

(1 − y1)2 + y2
2

=

[

1 − y1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

+
y2

1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

+
y2

2

(y2
2 + y2

2)
2−p

2

]

·

(

1 −
√

y2
1 + y2

2

)2−p

√

(1 − y1)2 + y2
2

=

[(

1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

)

(1 − y1) +
y2

2

(y2
2 + y2

2)
2−p

2

]

.

(

1 −
√

y2
1 + y2

2

)2−p

√

(1 − y1)2 + y2
2

. (B.1)

Se 0 ≤ y1 ≤ 1, temos

1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

≥ 1 −
y1

(|y1|2−p
= (1 − y1).

(

1 +
1

|y1|2−p

)

+ y1 −
1

|y1|2−p

≥ (1 − y1)p+ y1 − 1

= (1 − y1) · (p− 1). (B.2)

Se ocorrer y1 < 0 temos

1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

≥ 1 − y1 ≥ (1 − y1)p

≥ (1 − y1)p+ y1 − 1

= (1 − y1) · (p− 1). (B.3)

Então de (B.3) e (B.2) temos

1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

≥ (1 − y1) · (p− 1). (B.4)
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Agora de (B.4) e de (B.1) temos

〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y|
〉

|x− y|2

(|x| + |y|)2−p

=

=

[(

1 −
y1

(y2
1 + y2

2)
2−p

2

)

(1 − y1) +
y2

2

(y2
2 + y2

2)
2−p

2

]

·

(

1 −
√

y2
1 + y2

2

)2−p

√

(1 − y1)2 + y2
2

≥

[

(1 − y1)
2 · (p− 1) +

y2
2

(y2
2 + y2

2)
2−p

2

]

·
1

(1 − y1)2 + y2
2

≥
[

(1 − y1)
2.(p− 1) + (p− 1)y2

2

]

·
1

(1 − y1)2 + y2
2

= (p− 1)
[

(1 − y1)
2 + y2

2

]

·
1

(1 − y1)2 + y2
2

= (p− 1). (B.5)

Portanto de (B.5) concluímos que

〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y
〉

≥ c2p

|x− y|2

(|x| + |y|)2−p
.

Onde c2p = (p− 1).

Para o caso p ≥ 2 temos

〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y
〉

|x− yp|
=

1 − y1(y
2
1 + y2

2)
p−2
2 (1 − y1) + y2

2(y
2
1 + y2

2)
p−2
2

((1 − y1)2 + y2
2)

p

2

. (B.6)

Denote t = |y|
|x|

e s = 〈x,y〉
|x|.|y|

. Então provaremos que a função

f(t, s) =
1 − (tp−1 + t)s+ tp

(1 − 2ts+ t2)
p

2

, (B.7)

coincide com (B.6) e é limitada inferiormente.

De fato, para t = |y|
|x|

e s = 〈x,y〉
|x|.|y|

temos o seguinte
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f(t, s) =
1 − (tp−1 + t)s+ tp

(1 − 2ts+ t2)
p

2

=

1 −

(

(

|y|
|x|

)p−1

+ |y|
|x|

)

〈x,y〉
|x|·|y|

+
(

|y|
|x|

)p

(

1 − 2 |y|
|x|

· 〈x,y〉
|x|·|y|

+ |x|2

|y|2

)
p

2

=

|x|p − 〈x, y〉|y|p−2 + |x|p−2〈x, y〉 + |y|p

|x|p
(

|x|2 − 2〈x, y〉

|x|2
+

|y|2

|x|2

)
p

2

=
|x|p−2〈x, x〉 − 〈x, y〉|y|p−2 + |x|p−2〈x, y〉 + |y|p−2〈y, y〉

|x− y|p

=

〈

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y
〉

|x− yp|
.

Provaremos agora que a função f é limitada inferiormente. Fixando t e derivando

a função f em relação a s obtemos

∂f

∂s
=

(−tp−1 − t).(1 − 2ts+ t2)
p

2 + p

2
(1 − 2ts+ t2)

p

2
−1 · (2t) · (1 − (tp−1 + t)s+ tp)

(1 − 2ts+ t2)p

=
(−tp−1 − t) · (1 − 2ts+ t2)

p

2 + pt(1 − 2ts+ t2)
p

2
−1.(1 − (tp−1 + t)s+ tp)

(1 − 2ts+ t2)p
,

igualando
∂f

∂s
= 0, temos

(tp−1 + t) · (1 − 2ts+ t2)
p

2 = pt(1 − 2ts+ t2)
p

2
−1 · (1 − (tp−1 + t)s+ tp),

O que implica

(tp−1 + t) = pt(1 − 2ts+ t2)−1.(1 − (tp−1 + t)s+ tp),

ou ainda,

(tp−1 + t)

p
· pt(1 − 2ts+ t2) = (1 − (tp−1 + t)s+ tp). (B.8)

Logo se s0 é um ponto crítico de f , substituindo (B.8) em (B.7) e usando a hipótese

que p ≥ 2 e para t ≥ 0 temos
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f(t, s0) =
1 − (tp−1 + t)s0 + tp

(1 − 2ts0 + t2)
p

2

=
tp−2 + 1

p(1 − 2ts0 + t2)
p−2
2

≥
tp−2 + 1

p(1 + t)
p−2
2

≥
1

p
min
t∈[0,1]

1 + tp−2

(1 + t)p−2
.

O mínimo da última função ocorre quando

d

dt

[

1 + tp−2

p(1 + t)p−2

]

= 0,

ou seja, quando

0 =
(p− 2)tp−3(p(1 + t)p−2) − (p− 2) · p(1 + t)p−3 · (1 + tp−2)

p2((1 + t)p−2)2
.

O que implica

tp−3(p(1 + t)p−2) = p(1 + t)p−3 · (1 + tp−2),

resolvendo esta igualdade obtemos t = 1. Pois,

1p−3(p(1 + 1)p−2) = p2p−2

e

p(1 + 1)p−3 · (1 + 1p−2) = p2p−32 = p2p−2.

Logo,

f(t, s0) ≥
2

p · 2p−2
=

23−p

p
.

Donde segue o resultado. �

Corolário B.1 Sejam u1 e u2 ∈ W1,p
0 (Ω) então

∫

Ω

〈

|∇u1|
p−2∇1−|∇u2|

p−2∇2,∇(u1−u2)〉dx ≥



































cp

∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
pdx , p ≥ 2.

cp

(∫

Ω

|∇u1 −∇u2|
pdx

) 2
p

(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)
pdx

)
2−p

p

, 1 < p < 2.
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Demonstração. Inicialmente iremos tratar o caso em que p ≥ 2, que é uma aplicação

direta do Lema B.1. Suponha agora que 1 < p < 2, e fazendo so da Desigualdade de

Hölder temos
∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
pdx =

∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
p ·

(|∇u1| + |∇u2|)
p(p−2)

2

(|∇u1| + |∇u2|)
p(p−2)

2

dx

≤





∫

Ω

(

|∇(u1 − u2)|
p

|∇u1| + |∇u2|)
p(p−2)

2

) 2
p

dx





p

2

·

(∫

Ω

(

(|∇u1| + |∇u2|)
p(p−2)

2

)
2

2−p

dx

)

2−p

2

=

(∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
2

|∇u1| + |∇u2|)2−p
dx

)
p

2

·

(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)
p
dx

)
2−p

2

.

Então usando o Lema B.1, temos

(∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
pdx

) 2
p

(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)
p
dx

)
2−p

p

≤

∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
2

(|∇u1| + |∇u2|)2−p
dx

≤

∫

Ω

〈

|∇u1|
p−2∇1 − |∇u2|

p−2∇2,∇(u1 − u2)〉dx.

�

Observação B.1 O lema acima pode ser escrito em termos de norma em W1,p
0 (Ω),

neste caso temos

∫

Ω

〈

|∇u1|
p−2∇1 − |∇u2|

p−2∇2,∇(u1 − u2)
〉

dx ≥







cp‖u2 − u1‖
pdx, se p ≥ 2.

cp
‖u2 − u1‖

2

(‖u2‖ + ‖u1‖)2−p
, se 1 < p < 2.

(B.9)

Demonstração. De fato, como

(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)
p

) 1
p

= ‖|∇u1| + |∇u2|‖Lp(Ω)

≤ ‖∇u1‖Lp(Ω) + ‖∇u2‖Lp(Ω),

o que implica,

1
(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)

) 1
p

≥
1

‖u1‖W
1,p
0 (Ω) + ‖u2‖W

1,p
0 (Ω)

.
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Logo,

(∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
pdx

) 2
p

(

‖u1‖W
1,p
0 (Ω) + ‖u2‖W

1,p
0 (Ω)

)2−p
≤

(∫

Ω

|∇(u1 − u2)|
pdx

) 2
p

(∫

Ω

(|∇u1| + |∇u2|)
p
dx

)
2−p

p

≤

∫

Ω

〈

|∇u1|
p−2∇1 − |∇u2|

p−2∇2,∇(u1 − u2)
〉

dx.

Portanto

∫

Ω

〈

|∇u1|
p−2∇1−|∇u2|

p−2∇2,∇(u1−u2)
〉

dx ≥











cp‖u2 − u1‖
pdx, se p ≥ 2.

cp
‖u2 − u1‖

2

(‖u2‖ + ‖u1‖)2−p
, se 1 < p < 2.

�

O nosso próximo resultado nos fornece uma caracterização de funções convexas dife-

renciáveis.

Teorema B.2 Sejam C ⊂ H um conjunto convexo e aberto, onde H é um espaço de

Hilbert, e f : C −→ R uma função diferenciável em C. Então as propriedades são

equivalentes:

(i) A função f é convexa em C.

(ii) Para todos x, y ∈ C temos

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), x− y〉.

(iii) Para todos x, y ∈ C temos

〈∇f(y) −∇f(x), x− y〉 ≥ 0.

Demonstração. Provaremos primeiramente que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii). Suponha f

convexa, para x, y ∈ C e α ∈ [0, 1] definindo d = x− y, temos que

f(x+ αd) = f(αy + (1 − α)x) ≤ αf(y) + (1 − α)f(x),

daí,

α(f(y) − f(x)) ≥ f(x+ αd) − f(x). (B.10)
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Dividindo ambos os membros de (B.10) por α > 0, e passando ao limite quando α→ 0+

obtemos

f(y) − f(x) ≥ lim
α→0+

f(x+ αd) − f(x)

α

= 〈∇f(x), d〉

= 〈∇f(x), x− y〉.

Portanto,

f(y) ≥ f(x)〈∇f(x), x− y〉.

Logo obtemos (ii).

Invertendo x e y no item (ii), temos o seguinte

f(x) ≥ f(x) + 〈∇f(y), y − x〉. (B.11)

Somando (B.11) com a desigualdade de (ii), temos o seguinte,

0 ≤ 〈∇f(y), x− y〉 + 〈∇f(x), y − x〉

= 〈∇f(y) −∇f(x), x− y〉.

Donde obtemos (iii).

Provaremos agora que (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) Sejam x, y ∈ C. Pelo teorema do valor médio

existe α ∈ (0, 1), tal que,

f(y) − f(x) = 〈∇f(x+ α(y − x)), y − x〉. (B.12)

Usando (iii) para os pontos (x+ α(y − x)) e x obtemos

〈∇f(x+ α(y − x)), y − x〉 = α−1〈∇f(x+ α(y − x)), α(y − x)〉

≥ α−1〈∇f(x), α(y − x)〉

= 〈∇f(x), y − x〉. (B.13)
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Combinando (B.12) e (B.13) obtemos

f(y) − f(x) = 〈∇f(x+ α(y − x)), y − x〉

≥ 〈∇f(x), y − x〉.

Donde obtemos (ii).

Definindo novamente d = y − x, temos

f(x) ≥ f(x+ αd) − α〈∇f(x+ αd), d〉 (B.14)

e

f(y) ≥ f(x+ αd) + (1 − α)〈∇f(x+ αd), d〉, (B.15)

onde usamos (ii) nos pontos x e x + αd, y e x + αd, respectivamente. Multiplicando

(B.14) por 1 − α ≥ 0 e (B.15) por α ≥ 0 e somando as duas desigualdades obtemos

(1 − α)f(x) + αf(y) ≥ (1 − α)f(x+ αd) − α〈∇(fx+ αd), d〉 + α(f(x+ αd))

+ (1 − α)〈f(x+ αd), d〉

= f(x+ αd)

= f((1 − α)x+ αy).

Portanto f é convexa. �

Lema B.2 Sejam w1 e w2 elementos de R
N .

Se p ≥ 2, então

|w2|
p ≥ |w1|

p + p|w1|
p−2w1.(w2 − w1) +

|w2 − w1|

2p−1 − 1
. (B.16)

Se 1 < p < 2, então

|w2|
p ≥ |w1|

p + p|w1|
p−2w1.(w2 − w1) + c(p)

|w2 − w1|
2

(|w1| + |w2|)2−p
. (B.17)
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Demonstração. Iniciaremos a demonstração para o caso em que p ≥ 2. Faremos

uso da desigualdade de Clarkson.

∣

∣

∣

∣

a+ b

2

∣

∣

∣

∣

p

+

∣

∣

∣

∣

a− b

2

∣

∣

∣

∣

p

≤
1

2
|a|p +

1

2
|b|p, (B.18)

onde a, b ∈ R
N .

Usando o Teorema B.2, temos
∣

∣

∣

∣

w1 + w2

2

∣

∣

∣

∣

p

≥ |w1|
p +

1

2
p|w1|

p−2w1(w2 − w1). (B.19)

Combinando (B.18) e (B.19) temos o seguinte

|w1|
p +

1

2
p|w1|

p−2w1(w2 − w1) ≤
1

2
|w1|

p +
1

2
|w2|

p −

∣

∣

∣

∣

w1 − w2

2

∣

∣

∣

∣

p

,

ou seja,

|w2|
p ≥ |w1|

p + p|w1|
p−2w1(w2 − w1) + 2

∣

∣

∣

∣

w1 − w2

2

∣

∣

∣

∣

p

. (B.20)

Podemos observar então que obtemos a desigualdade (B.16) com constante 21−p em

vez de 1
2p−1−1

.

Usando (B.20) para os pontos
w1 + w2

2
e w1 temos

2

∣

∣

∣

∣

w1 + w2

2

∣

∣

∣

∣

p

≥ 2|w1|
p + p|w1|

p−2 · w1(w2 − w1) + 2.2

∣

∣

∣

∣

w2 − w1

2 · 2

∣

∣

∣

∣

p

. (B.21)

De (B.18) e (B.21), temos

|w1|
p + |x2|

p −
1

2

∣

∣

∣

∣

w1 − w2

2

∣

∣

∣

∣

≥ 2|w1|
p + p|w1|

p−2 · w1(w2 − w1) + 2 · 2

∣

∣

∣

∣

w2 − w1

2.2

∣

∣

∣

∣

p

,

logo

|w2|
p + |w1|

p ≥ 2|w1|
p + 2

∣

∣

∣

∣

w1 − w2

2

∣

∣

∣

∣

p

+ p|w1|
p−2w1.(w2 − w1) + 2 · 2

∣

∣

∣

∣

w1 − w2

2.2

∣

∣

∣

∣

p

,

donde segue que

|w2|
p ≥ |w1|

p + p|w1|
p−2w1 · (w2 − w1) + 2

∣

∣

∣

∣

w2 − w1

2

∣

∣

∣

∣

P

+ 4

∣

∣

∣

∣

w2 − w1

2.2

∣

∣

∣

∣

P

. (B.22)
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Assim conseguimos a desigualdade (B.16) para uma constante 21−p + 41−p em vez de

1
2p−1−1

.

Continuando com este raciocínio obtemos a constante

21−p + 41−p + 81−p + · · · =
1

2p−1 − 1
.

Provaremos agora o caso em que 1 < p < 2. Fixando w1 e w2 e fazendo a expansão

da série de Maclaurin na função

f(t) = |w1 + t(w2 − w1)|
p, (B.23)

temos

f(1) = f(0) + f ′(0) +

∫ 1

0

(1 − t) · f
′′

(t)dt. (B.24)

Logo de (B.23) e de (B.24) temos

|w2|
p = |w1|

p + p|w1|
p−2w1 · (w2 − w1) +

∫ 1

0

(1 − t) · f
′′

(t)dt, (B.25)

isto se, |w1 + t(w2 − w1)| 6= 0 com 0 ≤ t ≤ 1. Se w1 + t(w2 − w1) = 0 para algum

t ∈ [0, 1] é imediato que (B.17) ocorra.

Agora observe que

f ′′(t) = ((|w1 + t(w2 − w1)|
p)′)

′

= p · (|w1 + t(w2 − w1)|
p−2 · (w1 + t(w2 − w1)).(w2 − w1))

′

= p(p− 2) · |w1 + t(w2 − w1)|
p−4. [(w1 + t(w2 − w1)).(w2 − w1)]

2

+p · |w1 + t(w2 − w1)|
p−2 · |w2 − w1|

2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

f ′′(t) ≥ p(p− 2) · |w1 + t(w2 − w1)|
p−4 · |w1 + t(w2 − w1)|

2 · |w2 − w1|
2

+ p · |w1 + t(w2 − w1)|
p−2 · |w2 − w1|

2

= p(p− 1)|w1 + t(w2 − w1)|
p−2 · |w2 − w1|

2. (B.26)
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Agora de (B.25) temos

∫ 1

0

(1 − t) · f ′′(t)dt ≥
3

4

∫ 1
4

0

f ′′(t)dt. (B.27)

Note que |w1| + |w2| ≥ |w1 + t(w2 − w1)|.

Pois pela desigualdade triangular,

|w1 + t(w2 − w1)| ≤ (1 − t)|w1| + t|w2|

≤ |w1| + t|w2|

≤ |w1| + |w2|.

Usando (B.26)e a hipótese que 1 < p < 2, temos

f ′′(t) ≥ p(p− 1)
|w2 − w1|

2

|w1 + t(w2 − w1)|2−p

≥ p(p− 1)
|w2 − w1|

2

(|w1| + |w2|)2−p
. (B.28)

Então de (B.27) e (B.28) segue que

3

4

∫ 1
4

0

f ′′(t)dt ≥
3

4

∫ 1
4

0

p(p− 1)
|w2 − w1|

2

(|w1| + |w2|)2−p
dt

=
3

42
p(p− 1)

|w2 − w1|
2

(|w1| + |w2|)2−p
.

Portanto

∫ 1

0

(1 − t) · f ′′(t)dt ≥
3

4

∫ 1
4

0

f ′′(t)dt ≥
3

42
p(p− 1)

|w2 − w1|
2

(|w1| + |w2|)2−p
. (B.29)

Substituindo (B.29) em (B.25), temos

|w2|
p ≥ |w1|

p + p|w1|
p−2w1 · (w2 − w1) + c1(p)

|w2 − w1|
2

(|w1| + |w2|)2−p
,

onde c1(p) = 3
42p(p− 1). �
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B.2 Derivada do Funcional Energia

Mostraremos agora a existência e continuidade de derivadas de dois funcionais

que foram utilizados no Capítulo 1.

Definição B.3 Seja I : A −→ R um funcional onde A é um subconjunto aberto de

um espaço de Banach X. Dizemos que I tem uma derivada de Gateaux, f ∈ X ′, em

u ∈ A se, para qualquer h ∈ X

I ′(u) · h = lim
t→0

I(u+ th) − I(u) − f(th)

t
= 0.

Teorema B.4 O funcional

J : W1,p
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =

∫

Ω

1

p
|∇u|pdx,

é Gâteux-diferenciável com derivada

〈J ′(u), φ〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx, ∀ φ ∈ W
1,p
0 (Ω).

Demonstração. Sejam t ∈ R satisfazendo 0 < |t| < 1 e u, φ ∈ W1,p
0 (Ω). Defina a

seguinte função

ϕ : [0, 1] −→ R

s 7−→ ϕ(s) =
1

p
|∇u+ st∇φ|p.

Pela Regra da Cadeia temos

ϕ′(s) = |∇u+ st∇φ|p−2(∇u+ st∇φ) · t∇φ.

Sendo ϕ contínua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio existe

θ ∈ (0, 1) tal que

ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(θ) · (1 − 0),

ou seja,

1

p
|∇u+ t∇φ|p −

1

p
|∇u|p = t|∇u+ θt∇φ|p−2 · (∇u+ θt∇φ) · ∇φ.
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Daí

1

t

(

1

p
|∇u+ t∇φ|p −

1

p
|∇u|p

)

= |∇u+ θt∇φ|p−2 · (∇u+ θt∇φ) · ∇φ.

Consequentemente

lim
t→0

1

t

(

1

p
|∇u+ t∇φ|p −

1

p
|∇u|p

)

= |∇u|p−2∇u · ∇φ.

Por outro lado, temos o seguinte
∣

∣

∣

∣

1

t

(

1

p
|∇u+ t∇φ|p −

1

p
|∇u|p

)∣

∣

∣

∣

= ||∇u|p−2∇u · ∇φ|

= |∇u|p−1 · |∇φ|

≤ (|∇u| + |∇φ|)p−1 · |∇φ|.

Como

|∇u|, |∇φ| ∈ Lp(Ω).

Temos o seguinte

(|∇u| + |∇φ|)p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω).

Pela desigualdade de Hölder temos que

(|∇u| + |∇φ|)p−1 · |∇φ| ∈ L1(Ω).

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue ficamos com o seguinte

lim
t→0

∫

Ω

1

t

[

|∇u+ t∇φ|p−2 − |∇u|p

p

]

dx =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx.

Assim

〈J ′(u), φ〉 = lim
t→0

J(u+ tφ) − J(u)

t

= lim
t→0

∫

Ω

1

t

[

|∇u+ t∇φ|p−2 − |∇u|p

p

]

dx

=

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx.

Portanto
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〈J ′(u), φ〉 =

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx.

Quanto a continuidade da derivada segue do fato que J ′(u) = −∆pu que já foi mostrada

no Capítulo 1, mais especificamente no Teorema 1.1. �

Teorema B.5 O funcional

F : W1,p
0 (Ω) −→ R

u 7−→ f(u) =

∫

Ω

1

p
|u|pdx,

é Gâteux-diferenciável com

〈F ′(u), φ〉 =

∫

Ω

|u|p−2u · φdx, ∀ φ ∈ W
1,p
0 (Ω).

Demonstração. Quanto a existência de derivada de Gâteaux o procedimento

é inteiramente análogo ao do Teorema B.4. Falta então provarmos a continuidade da

derivada deste funcional.

Sabemos que 〈F ′(u), φ〉 =

∫

Ω

|u|p−2u · φdx, seja então (un) ⊂ W1,p
0 (Ω) tal que un → u

em W1,p
0 (Ω). Pelo Lema A.2 existe uma subsequência que ainda denotaremos por (un)

e uma função h em Lp(Ω) tal que,

un(x) −→ u(x) q.t.p em Ω. (B.30)

e

un(x) ≤ h(x) q.t.p em Ω. (B.31)

Daí temos que

|un(x)| −→ |u(x)| q.t.p em Ω. (B.32)

Para toda φ ∈ W1,p
0 (Ω) temos

|〈F ′(un) − F ′(u), φ〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

|un|
p−2un.φdx−

∫

Ω

|u|p−2u · φdx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(

|un|
p−2un − |u|p−2u

)

· φdx

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

∣

∣|un|
p−2un − |u|p−2u

∣

∣ · |φ|dx. (B.33)
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Fazendo

gn = ||un|
p−2un − |u|p−2u|, (B.34)

com n ∈ N. Daí, temos imediatamente que

gn ≤ |un|
p−1 + |u|p−1. (B.35)

Sabendo que |un|
p−1 + |u|p−1 ∈ Lq(Ω), onde q = p

p−1
. Então de (B.35) temos que

(un) ⊂ Lq(Ω).

Aplicando a Desigualdade de Hölder temos

|〈F ′(un) − F ′(u), φ〉| ≤

∫

Ω

∣

∣|un|
p−2un − |u|p−2u

∣

∣ · |φ|dx

≤

[∫

Ω

(gn)qdx

] 1
q

·

[∫

Ω

|φ|pdx

] 1
p

≤ ‖gn‖Lq(Ω) · ‖φ‖Lp(Ω). (B.36)

Donde concluímos que

‖F ′(un) − F ′(u)‖W−1,p′ (Ω) ≤ ‖gn‖Lq(Ω). (B.37)

De (B.30) e de (B.32) temos

gn(x) −→ 0 q.t.p em Ω. (B.38)

Por (B.31) e (B.35) temos

gn(x) ≤ h(x)q−1 + |u(x)|q−1 q.t.p em Ω.

Daí

gn(x)q ≤ 2q(h(x)p + |u(x)|p) ∈ L1(Ω) q.t.p em Ω.

Então aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue em (B.38) temos

lim
n→∞

∫

Ω

(gn)qdx = 0.

Portanto

‖gn‖Lq(Ω) −→ 0 quando n→ ∞. (B.39)

De (B.37) e de (B.39) temos que
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‖F ′(un) − F ′(u)‖W−1,p′ (Ω) −→ 0, quando n→ ∞.

O que conclui a continuidade da derivada de Gâteaux F ′. �



Apêndice C

Princípio do Máximo e da

Comparação e Lema de Hopf

No decorrer deste apêndice exibiremos algumas versões do principio do máximo

e da comparação que foram utilizados em demonstrações nos capítulos anteriores.

C.1 Princípio do Máximo Forte

Lema C.1 (Desigualdade do Tipo Harnarck) Suponha que exista

v ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C0(Ω) tal que

{

−∆pv ≥ 0, em Ω

v ≥ 0, em Ω.
(C.1)

Seja x0 ∈ Ω, δ > 0 satisfazendo

B(x0, 5δ) ⊆ Ω

e s > 0 onde s < N(p−1)
N−p

se p ≤ N e s ≤ ∞ se p > N . Então existe uma constante

c > 0 que depende de N, s, p e δ com a seguinte propriedade

||v||Ls(B(x0,2δ)) ≤ cδ
N
s inf

B(x0,δ)
v.

Demonstração. A prova deste lema pode ser vista em [7].

O nosso próximo resultado é uma versão do princípio do máximo.
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Teorema C.1 (Princípio do Máximo Forte) Suponha que Ω seja um domínio conexo

em R
N e que v ∈ W1,p

0 (Ω) ∩ C(Ω) seja tal que

{

−∆pv ≥ 0, em Ω

v ≥ 0. em Ω
(C.2)

Podemos concluir que ocorre apenas uma das alternativas

v ≡ 0 em Ω ou v > 0 em Ω

Demonstração. Suponha a existência de um certo x0 ∈ Ω tal que v(x0) = 0,

defina o seguinte conjunto

O = {x ∈ Ω; v(x) = 0}.

Temos O 6= ∅ e sendo v uma função contínua segue que O é um conjunto fechado em

Ω.

Sendo Ω aberto existe δ > 0 tal que B(x0, 5δ) ⊂ Ω. Pela desigualdade do tipo Harnarck

(C.1) existem c > 0 e s > 0 tais que

||v||Ls(B(x0,2δ)) ≤ cδ
N
s inf

B(x0,δ)
v.

Como v ≥ 0 em Ω e v(x0) = 0 segue que infB(x0,δ) v = 0, daí

∫

B(x0,2δ)

|v(s)|2ds = 0.

Sendo v ≥ 0 e contínua segue que v ≡ 0 em B(x0, 2δ). Portanto O é um conjunto

aberto. Sendo Ω conexo devemos ter O = Ω. Portanto v ≡ 0 em Ω ou v > 0 em Ω.

�

C.2 Princípio da Comparação Fraca

O resultado a seguir pode ser visto em [23].

Teorema C.2 (Princípio da Comparação Fraca) Seja Ω ⊂ R
N um domínio limi-

tado e com fronteira suave. Sejam u1, u2 ∈ W1,p
0 (Ω) satisfazendo

{

−∆pu1 ≤ −∆pu2, em Ω

u1 ≤ u2, em ∂Ω,
(C.3)
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no sentido fraco, isto é,

∫

Ω

|∇u1|
p−2∇u1 · ∇ϕdx ≤

∫

Ω

|∇u2|
p−2∇u2 · ∇ϕdx,

para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω) com ϕ ≥ 0. Então u1 ≤ u2 em Ω.

Demonstração. Por hipótese temos

∫

Ω

|∇u1|
p−2∇u1 · ∇ϕdx−

∫

Ω

|∇u2|
p−2∇u2 · ∇ϕdx ≤ 0,

daí

∫

Ω

〈|∇u1|
p−2∇u1 − |∇u2|

p−2∇u2,∇ϕ〉dx ≤ 0.

Para toda ϕ ∈ W
1,p
0 (Ω) com ϕ ≥ 0.

Considere a função teste ϕ = max{u1 − u2, 0}, que é não negativa e pertence a

W1,p
0 (Ω). Então pelo Lema B.1, e usando a função teste ϕ temos

0 ≤

∫

u1>u2

〈|∇u1|
p−2∇u1 − |∇u2|

p−2∇u2, (∇u1 −∇u2)〉dx ≤ 0.

Portanto

∫

u1>u2

〈|∇u1|
p−2∇u1 − |∇u2|

p−2∇u2, (∇u1 −∇u2)〉dx = 0.

Seja Ω0 = {x ∈ Ω;u1(x) > u2(x)}.

Então temos apenas duas alternativas para Ω0

(i) Ω0 = ∅

(ii) Ω0 é tal que ∇u1 = ∇u2.

O caso (ii) não ocorre pois caso contrário, teríamos u2 = u1+c, onde c é constante.

Afirmamos que c = 0. De fato, se c ∈ W1,p
0 (Ω) então existe uma sequência

(vn) ⊂ C∞
0 tal que vn −→ c em W1,p

0 (Ω). Ou seja

∫

Ω

|∇(vn − c)|pdx −→ 0.
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o que implica

∫

Ω

|∇vn|
pdx −→ 0

logo, vn −→ 0 em W1,p
0 (Ω). Portanto pela unicidade do limite segue que c = 0. Donde

concluímos que u1 = u2 em Ω0, o que contradiz o fato de u1 > u2.

Portanto Ω0 = ∅.

�

Para finalizar este apêndice enunciaremos uma versão do lema de Hopf.

Lema C.2 (Lema de Hopf) Seja Ω um domínio limitado com fronteira suave. Se

u ∈ C1(Ω) ∩ W1,p
0 (Ω) e verifica











−∆pu ≥ 0, em Ω

u > 0, em Ω

u = 0. em ∂Ω

(C.4)

Então
∂u

∂η
< 0 em ∂Ω. Onde η é a derivada normal exterior a ∂Ω.

Demonstração. Ver [23].
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