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Resumo

Neste trabalho mostramos a existéncia de solu¢ao, bem como, o comportamento

assintotico do funcional energia associado ao problema

"

\

onde © é um dominio limitado em R", 0Q =T =T UTI'; e b;, f e g sao, respectiva-

mente, os coeficientes e fungoes nao lineares satisfazendo algumas propriedades gerais.

Palavras-chave:

n ay/
y/l — Ay—l— ;b](l’,t)a—x] =0 em )X (O, OO)
yIO em Fl X (0700)
9y
ov
y(z,0) =4% o' (2,0) =y' em Q

+ f(y) +9(y') =0 em Ty x (0, 00)

Método de Faedo-Galerkin, Decaimento uniforme, Condigoes de

fronteira nao-lineares.



Abstract

In this work we prove the existence of solution, as well as, the asymptotic behavior

of the energy functional associated to the problem

"

\

n ay/
y/l — Ay—l— ;b](l’,t)a—x] =0 em )X (O, OO)
yIO em Fl X (0700)
9y
ov
y(z,0) =4% o' (2,0) =y' em Q

+ f(y) +9(y') =0 em Ty x (0, 00)

where (2 is a bounded domain of R, 902 = I' = I'yUI'y and b;, f and g are, respectively,

the nonlinear functions and coefficients satisfying some general properties.

Keywords: Faedo-Galerkin’s method, Uniform decay, Non-linear boundary condi-

tions.
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Introducao

Este trabalho aborda de forma didatica o artigo intitulado: On the Ezistence and
the Uniform Decay of a Hyperbolic Equation with Non-Linear Boundary Conditions
dos autores Juan Soriano, Luiz Adauto Medeiros, Marcelo Cavalcanti e Valéria Domin-
gos Cavalcanti [6] que trata da existéncia de solugao, bem como, do comportamento

assintotico do funcional energia associado ao problema

n ay/
Y — Ay—l—jzlbj(x,t)a—mj =0 em Q x (0,00)
(%) y=0 em 'y x (0,00)
9
v
y(x,0) =y% y'(x,0) =y em Q

+ f(y) +9(y') =0 em Ty x (0, 00)

.
onde €2 ¢ um dominio limitado em R", 92 = I' = I'yUI'; e b;, f e g s@o, respectivamente,
os coeficientes e fungoes nao lineares satisfazendo algumas propriedades gerais.

Nos ultimos anos, progressos significativos foram feitos acerca da estabilizacao,
dissipacao e controlabilidade de sistemas distribuidos de evolugao. Foram desenvolvi-
das novas técnicas que permitem estabilizar um sistema por meio de sua fronteira, bem
como, controla-lo a partir de uma condigao inicial e um estado final dado. Esta nova
tendéncia de estabilizacao ou controle de um sistema através da fronteira recebeu um
forte impulso apos a introducao do Hilbert Uniqueness Method (HUM), desenvolvido
por Lions [19]. Cabe salientar que, na época em que o artigo base deste trabalho foi
publicado, nao havia muita literatura sobre a existéncia e o comportamento assintético
de equagoes de evolucao com condigoes de contorno nao-lineares, mas vale ressaltar
as seguintes obras: Chen e Wong [7], Lagnese e Leugering [15], Zuazua [34], You [33],
Cipollati, Machtyngier e San Pedro Siqueira 8|, Lasiecka e Tataru [17], e Favini, Horn,
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Lasiecka e Tataru [11], entre outros. Além destes, utilizando uma base especial intro-
duzida por Milla Miranda e L. A. Medeiros em [27]|, Araruna e Maciel [1] mostraram
a existéncia de solugao e o decaimento da energia da equagao semilinear com condi¢ao
de fronteira linear e, ainda, Louredo e Milla Miranda [21] e Vitillare [32] mostraram
esses resultados para o problema com condi¢oes de fronteira nao linear e bem gerais.

O principal objetivo desse texto é mostrar a existéncia e unicidade de solugao
forte e a existéncia de solucdo fraca para o problema (%) e ainda provar que a energia
associada a essas solucoes decai para zero quando t cresce, sob as hipoteses de uma
fronteira nao linear e um amortecimento implicito vindo dos coeficientes b;.

Para tratar da existéncia de solu¢oes usaremos o Método de Faedo-Galerkin, o
qual foi desenvolvido pelo matematico italiano Sandro Faedo[10], em 1949, como um
aprimoramento ao método criado, trinta anos antes, pelo matematico e engenheiro,
nascido em Polotsk!, Boris Galerkin[12]. Este método foi idealizado, exatamente, para
encontrar solugoes para problemas de evolugao e consiste em aproximar uma solugao
para o problema estudado a partir de solugoes de problemas aproximados, porém, em
dimensao finita. Entretanto, trabalhando com esse método nos encontramos dificulda-
des técnicas para estimar o valor de alguns termos que dependem dos dados iniciais
e aparecem no decorrer do desenvolvimento, entao, para contornar esse déficit traba-
lharemos com um problema equivalente a (*) mas, com dados iniciais nulos que sera
obtido através de uma mudanca de variaveis. Esse procedimento ja havia sido adotado
pelos mesmos autores Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Soriano em [5] e por Lar’kin
e Medeiros em [16].

No que diz respeito ao estudo do comportamento assintotico do funcional energia
utilizaremos um método de perturbacao da energia, desenvolvido por Vilmos Komornik,
matematico hungaro, e Enrique Zuazua, matematico espanhol, em 1990 [13]| e cons-
truiremos um funcional de Lyapunov adequado, de modo a mostrar que o funcional
energia

Bt =5 [ Iy®Pdz+ 5 [ [9y@Pds+ [ P
2 /o 2 Ja To
decai exponencialmente para zero quando t tende ao infinito.

O desenvolvimento deste trabalho se dara em quatro capitulos os quais estao or-

1 Atual Bielo-Russia.
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ganizados do seguinte modo: No primeiro capitulo apresentaremos algumas notacoes e
resultados basicos que serao tuteis a leitura do texto. O segundo capitulo trata da exis-
téncia e unicidade da solugao forte para o problema (x), que, como dito anteriormente,
seré feito utilizando o Método de Faedo-Galerkin. Na pentultima parte do trabalho,
trataremos do estudo da solugao fraca do problema (x) por meio de argumentos de
densidade e dos resultados obtidos para a solugao forte e por fim, o ultimo capitulo

apresentara as taxas de decaimento uniforme do funcional energia.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

O capitulo que se inicia tem por objetivo apresentar os principais resultados que
sao necessarios ao desenvolvimento deste trabalho, bem como fixar as notacoes que
serao utilizadas nos proximos capitulos.

No que segue, faremos uma breve introducao a teoria dos espacos de funcoes,
cabe salientar que nao provaremos os resultados, mas citaremos a referéncia onde as

provas estao feitas.

1.1 Nocgoes de Derivada Fraca

Uma exposi¢ao completa do que iremos enunciar nesta se¢ao pode ser encontrada
em L.A. Medeiros e M.M. Miranda [24].

Muitos problemas descritos pelas Equagoes Diferenciais Parciais, possuem como
dados iniciais fungdes que nao sao regulares o suficiente para possuirem derivadas no
sentido cléssico. Para tentar sanar essa necessidade, em 1936, S.Sobolev introduziu um
novo conceito de derivada que é chamada de Derivada Fraca. Para compreender tal
conceito, necessitamos do seguinte:

Uma n-upla de inteiros nao negativos o = (aq, aa, ..., a,) é denominada multi-
indice e sua ordem é definida por |a] = a3 + as + ... + a,,. Representamos por D® o

operador deriva¢ao de ordem |af, isto é,

olel

a1 o2 Oén.
21052 Do

D =



10

Se a = (0,0, ...,0) definimos D% como o operador identidade.

Definicao 1.1 Sejam Q) um subconjunto aberto do R™ e f : © — R uma fun¢ao
continua. Definimos o suporte de f, e denotamos por supp(f), como sendo o fecho
em Q do conjunto {x € Q; f(x) # 0}. Se este conjunto for um compacto do R™, entdo

dizemos que f possui suporte compacto.

Denotaremos por C§°(£2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes infi-
nitamente diferenciaveis e com suporte compacto.

Defini¢ao 1.2 Seja Q um aberto do R™. Uma sequéncia (p,)nen em C§°(§2) converge

para ¢ em C§°(RY), quando existe um compacto K C §2 tal que:

i) supp(p), supp(p,) C K, ¥Yn € N.
1) Para todo multi-indice o € N*, tem-se D*(p, — @) — 0 uniformemente em K.

O espago C3*(QY), munido dessa nogao de convergéncia, é chamado de Espago
das Fungoes Teste sobre 2 e € representado por D(S).

Definicao 1.3 Uma distribui¢ao sobre um aberto 0 C R™ é um funcional linear T :
D(Q2) — R continuo no sentido da convergéncia em D(S2), isto é,
i) T(ap + b)) = aT(p) + 0T (¢),Va,b € R eV, € D(Q);
1) Se p, converge para ¢ em D(Q), entdao T'(¢,) converge para T(p) em R.
O espago das distribui¢oes sobre Q2 € denotado por D'(2).

Se T € D(R), representamos o valor da distribui¢do 7' em ¢ por (T, ). Com

isso, dizemos que
T, — T em D'(),
quando,
(T, ) = (T, p) em R, Vp € D(Q).

Denotaremos por L, (2) o espago das (classes de) fungdes u : Q — R tais que

|u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K C €.

Exemplo 1 (Distribuigao) Seja u € L, .(Q). O funcional T, : D(2) — R, definido

por
(T, ) = / u(a)p(z)dz

€ uma distribuicao.
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Lema 1.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L},.(Q2) tal que

loc

/Qu(x)gp(x)dx =0, Vo € D(Q).

Entao, u =0 quase sempre em €2.

Prova. Para a prova ver [24]. =

Observagao 1.1 Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u,v € L} (Q), entdo

loc

T, =T, em D' (Q) se, e somente, se u=v. Desta forma, temos uma correspondéncia

biunivoca entre as distribuigoes do tipo T, com o espago Lj,.(S2).

Sejam u, v definidos num aberto 2 C R"”, cuja fronteira I' é regular. Supondo que
u e v possuem derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u ou v se anula sobre T,

obtemos da férmula de Green que

/Q u(x)%(x)dx: _ /Q u(x)%(x)dx.

Essa expressao motivou a definicao de derivada fraca dada por Sobolev: Uma fungao
u € L} .(Q) ¢ derivavel no sentido fraco em €, quando existe uma fungao v € L} .(Q)

loc loc

tal que
0
/u(m)i(x)dx: —/v(m)gp(m)dm.
Q O; Q
para todo ¢ € D(Q).
A introducao desse conceito de derivada é considerado um marco na evolugao

das Equacoes Diferenciais Parciais, mas ainda apresentava um grave defeito: nem toda

1

Le(£2) possui derivada nesse sentido. Dai, com o intuito de sanar esse

funcao de L
problema, Laurent Schwartz, em 1945, introduziu a nocao de derivada no sentido das

distribuicoes, a qual serd apresentada a seguir:

Definicao 1.4 Seja T uma distribuicao sobre 2 e a um multi-indice. A derivada DT
de ordem |a| de T' é um funcional D*T : D(2) — R definido por

<DaT7 ()0> = (_1)n<T7 Da§0>'
Além disso, DT € uma distribuicao sobre €.

Observagao 1.2 Decorre da definicao acima que uma distribuicao tem deriwvadas de

todas as ordens.



12
1.2 Espagos LP({))

Seja 2 um aberto de R™. Denotamos por LP(2), 1 < p < 00, 0 espago das (classes
de) fungoes reais f definidas em €2 cuja p-ésima poténcia é integravel no sentido de
Lebesgue e por L>°(2) denotamos o conjuntos das (classes de) fun¢bes mensuraveis e
essencialmente limitadas em €.

O espago LP(§2) munido da norma,

1l = 11l = ( / Ifl”dw) se1<p<oo

1£llz@) = I flloo = sUD e35] f() =

é um espaco de Banach.
No caso p = 2, o espago L*(f) é um espago de Hilbert com o produto interno

dado por

(f79):/ﬂf(l‘)g(.r)dm.

Por L?

e(£2), 1 < p < 00, denotamos o espaco das (classes de) fungoes reais defi-

nidas em (2, cuja p-ésima poténcia é integravel a Lebesgue sobre qualquer subconjunto

compacto do R" contido em Q e por L2 () o espago das (classes de) fun¢oes men-

suraveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do R™ contido
em ().

A seguir apresentaremos alguns resultados relacionados aos Espagos LP(€2).

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo tal que ]% + é =1
ea,b>0. Entao
ab b
ab < — + —.
p q

Prova. Para a prova ver [23]. m

Corolario 1.6 (Desigualdade de Young para ¢) Sejam 1 < p,q < oo tal que % +
%: 1 ea,b>0. Entao

bq

P
ab < ed? + q(ep)q/P .

com € > 0 arbitrdrio.



13

Prova. Ver [2]. m

Proposigao 1.7 (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 <p < oo e f,g € LP(Q),

entao
1f =+ glly < 1fllp + llgllp-

Prova. Ver [23]. m

Proposicao 1.8 (Desigualdade de Hoélder) Sejam u € LP(Q2) e v € LY(Q), com

1§p,q§ooe%+%:1. Entao uvv € L'(Q) e

[wolly < fullpllvll,

Prova. Para a prova ver [23]. m

Corolario 1.9 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam ug,us, ..., ux fun-
¢es reais, tais que u; € LP(Q), 1 < p; parai = 1,...,k, e ainda, Yr_, pil_ = i < 1.
Entao u = ujus ... up € LP(Q) e

lullp < lluallp llusllp, - - el

Teorema 1.10 (Teorema de Representacao de Riesz) Sejam 1 < p < o0 e ¢ €

(LP(S2))'. Entao existe uma tunica fung¢ao u € L1(§) com % + é =1, tal que

(p,v) = /Qu(x)v(x)dx Vv € LP(Q).

Mazis ainda,
[ullg = 10l ey
E sep=1¢e¢e (L' (N)), existe uma tinica u € L>=(Q) tal que

(9,v) = /QU(@")v(ﬂf)d% Vo € LY(Q) e lulloo = 6]l z1@y-

Prova. A prova pode ser encontrada em [2]|. m

Observacao 1.3 Nas condi¢oes do Teorema de Representagao de Riesz, a aplicacao

¢ — u € um operador linear isométrico e sobrejetivo, e portanto, podemos identificar

(LP(Q2))" com L(RQ).
Além destes, valem os seguintes resultados:
o LP(Q) & reflexivo para 1 < p < oo.

o [P(Q) é separavel para 1 < p < oc.
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Definicao 1.11 Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y. Sejai : X — Y
a injecao candnica de X em Y, que a cada elemento x € X fazemos corresponder
i(x) = x como um elemento de Y. Dizemos que a imersdo € continua quando eriste

uma constante C' > 0, tal que
|z]lx < Cllz|ly, Vo € X.

onde ||.||x e |||y denotam as normas de X €Y, respectivamente.

Dizemos que a imersao ¢ compacta quando a imagem de subespacos limitados de X
por ¢ sao relativamente compactos em Y.

Denotamos as imersoes continua e compacta de X em Y, respectivamente, por
C
X=Y e X<=Y

Sabendo disso, vale:
e Se (2 élimitado e 1 < p < ¢ < oo entao

LU(Q) — LP(Q).

1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto limitado do R™. Se u € LP(Q2), com 1 < p < oo, sabemos, da
observagao (1.1) e da definigao de derivada distribucional, que u possui derivadas de
todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao é verdade, em geral, que D%u é
definida por uma funcdo de LP(2), em [26] podemos encontrar a prova desta afirma-
¢ao. Isto é o que motivou a definicao dos espagos de func¢oes denominados Espacos de
Sobolev.

Dado um numero inteiro m > 0, representamos por W™P(Q)) o espago vetorial
de todas as fungbes u pertencentes a LP(£2), tais que para todo |a| < m, temos que
a derivada de u no sentido das distribuigbes D®u, pertence a LP(Q2). Para cada u €

WmP(Q), definimos a norma de u pondo

Tr— / 1Dl |+ quando 1< p < oo

|a|<m

||| wm.oe ) = Z | D*u|| o), quando p = oo.

la|<m
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Observacao 1.4 O espago de Sobolev WP () é um espago de Banach.

Observagao 1.5 Para p = 2, representamos W™2(Q) por H™(Q), gragas a sua es-

trutura Hilbertiana.

Proposicao 1.12 O espago H™(S2) munido do produto interno
(1, 0) i) = > (D%, D*0) 120y
la|<m

€ um espago de Hilbert.

Prova. Para a prova ver [24] . =

O fecho de C§°(2) em H™(2) é denotado por HJ*(2) e por H () o dual
topologico de H'(2).

Outros espagos importantes, que nos serdo bastante tteis, sao os espagos H*({2)
com s € R, os quais serao caracterizados agora.

Consideremos

S ={p e C°R"); | lli‘m |z||* D*p(x) = 0, para quaisquer k € N e a € N"}

T||—00

o espago das fungoes rapidamente decrescentes no infinito (ou Espago de Schwartz), &’
o dual topolégico de S e, para cada funcao u € L'(R") a transformada de Fourier de

u que é dada por

n

i) = (2m) F / e u(y)dy

onde, (z,y) denota o produto interno usual de R", ou seja, (v,y) = 37, ;¥

Exemplo 2 Se p € C°(R"), entdo ¢ € S.
De fato, sejam K C R™ um compacto, tal que suppp C K e o > 0 tal que
K C B,(0). Assim, dadose >0, k € N e € N temos, para todo x € R"™ satisfazendo
||| > o, que
l]|*| D%p(2)| = 0 < e.

Conscientes do exposto acima, definimos para s € R,

HY(R") = {u € 8’ (1+ [a]?)30 € L*(R™)}.

Observagao 1.6 Se s > 0, temos que (H*(R™))' = H*(R") e H*(R") — L*(R") —
H=(R").
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A prova da observacao anterior, bem como da proxima proposi¢ao podem ser encon-

tradas em [24].

Proposicao 1.13 O espago H*(R™), munido do produto interno

(U, V) s (mny = / (14 ||lz||*) ()0 (x)dz
€ um espacgo de Hilbert.

Quando §2 é um aberto limitado e regular de R", definimos
H*(Q) = {ulo;u € H*(R")}
cuja norma é dada por

[ull sy = mE{[[v]| s &ny; v]o = u}.

Proposicao 1.14 Se 0 < 51 < s9 entao H* () — H* (Q).

Prova. Para a prova ver [24]. m

Proposicao 1.15 Quando s é um inteiro as definigoes de H*(Q) dadas acima e na

observagao (1.5) sao equivalentes.

Prova. Ver [24]|. m

No que segue listamos algumas propriedades importantes dos Espagos de Sobolev.

Teorema 1.16 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C R™ um aberto limitado em
alguma dire¢ao, digamos pr;(2) C (a,b), onde pr;(?) denota a proje¢ao de Q2 na dire¢io

i e (a,b) € um intervalo aberto e limitado de R. Entao,

ou
iz < (b= a)* [ |5

A prova deste resultado pode ser encontrada em [24]|. Nesta mesma referéncia podemos

2
dz, Yu € Hy(Q).

encontrar a prova do seguinte corolario.

Corolario 1.17 Em H[J'(R2), com Q nas condi¢oes do Teorema (1.16), as normas

||| zrm () e

> |Dﬁ"u2)é (1)

laj<m

[l 7z ) = [[Vull (2@ = (

sao equivalentes.
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Lema 1.2 (Imersoes de Sobolev) Seja Q um aberto reqular de R™, m € N e 1l <

p < 00. Entao, para qualquer j € N, as imersoes abaizo sao continuas.

1) Sem < 2, entdo WIT™P(Q) < WH(Q),q € [1, i );
n —mp

1) Se m = —, entao WIt™P(Q) — W¥1(Q),q € [1,0);

= 3T

i4i) Se m > . entio Witme(Q) — C7(Q),

o
onde C7(Q2) € o conjunto das fungdes continuas limitadas.
Prova. Para a prova ver [24]. =

Teorema 1.18 (Rellich-Kondrachov) Suponha que 2 € um aberto limitado de classe

C', j € N. Entdo as imersoes a sequir sao compactas:

i) Sem < E, entao WItmP(Q) — Wi1(Q), q € [1, np );
p n—mp

i) Se m = . entdo Witme(Q) — Wi1(Q), q € [1,00).
p
Prova. Para a prova ver [24]. =

Proposicao 1.19 Suponha que Q € um aberto limitado de classe O, j € N. Entao

vale o sequinte:

i) Se Q € limitado e p < n, entao WHP(Q) < L1(Q), para, 1 < np ;
n—mp

1) Se Q € limitado e p < n, entao W1P(Q) — L1(Q), para, 1 < o _ p*
n—p

Prova. Ver [24]. =

Observagao 1.7 O numero p* € conhecido como expoente critico de Sobolev.

Teorema 1.20 (Formula de Green) Seja Q2 um aberto limitado regular do R™. Se

u,v € HY(Q), entdo para 1 < j < n temos que

ov ou :
u—-dr = — | =—uvdr + | uwv’dot
o O; o 0z, r
onde v = (1, Vs, ...., ) denota o vetor unitdrio normal a I'.

E, seu e H*(Q) ev e HY(Q), entdo

/Vqudx: —/Audx%—/@vda:.
Q Q r Ov

Prova. Para a prova ver [4]. =

Aqui, u e v estdo identificadas com a imagem da aplicacdo traco, vy, que serd apresentada na

pentltima secao deste capitulo.
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Proposicao 1.21 (Regra do Produto) Consideremos um aberto @ C R™. Sejam
u,v € WHP(Q)N L>®(Q) com 1 < p < oo, entdo uv € WHP(Q) N L*(Q) e
O(uv) ou ov

=0 +u ,=1,...,n.

0xi OQTZ 8$i’ !

Prova. A prova pode ser encontrada em [2]. =
Pelo Teorema da Representacao de Riesz (Teorema (1.10)), temos a seguinte

cadeia de imersoes continuas
D(Q) — Hy(Q) — L*(Q) = (L*(Q)) — H Q) — D'(Q)

com cada espago denso no seguinte.

1.4 Espacgos LP(0,T; X)

Seja X um espaco de Banach. O espago das aplicacoes lineares e continuas
de D(0,T) em X serda denotado por D'(0,7,X), isto é, T' € D'(0,T,X), quando
T :D(0,T) — X ¢ linear e se 6,, — 6 em D(0,T) entao (T,0,) — (T,0) em X.
Diremos que 7,, — T em D'(0,7,X) se (T,,,0) — (T,0) em X, V0 € D(0,T). O es-
pago D'(0, T, X) munido da convergéncia acima é denominado Espa¢o das distribui¢oes
vetorias de (0,T) com valores em X.

Observacao 1.8 O conjunto {0£,0 € D(0,T),§ € X} € total em D'(0,T,X). Além
disso, mostra-se que o conjunto {6£,60 € D(0,T),¢ € D(Q)} é denso em D(Q2x(0,T)) =
D(Q).

Definigao 1.22 Dizemos que u : (0,T) — X € fortemente mensurdvel quando ezistir

uma sequéncia de fungoes simples (©n)nen, ¢n : (0,T) — X tal que
lon(t) —u(t)|x — 0, quase sempre em (0,T).
Denotaremos por LP(0,7, X) , 1 < p < 00, 0 espago das (classes de) fungoes u, definidas

em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e ||u(t)| é integravel a

Lebesgue. Neste espaco definimos a norma

T l
P
lull o) = ( / Hu<t>\|§zdt) |
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Por L>(0,T, X) representamos o espaco das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7)
com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u(t)| x possui supremo essencial

finito em (0,7"), a norma neste espago é dada por

lullLoe 0,7, x) = sup ess|lu(t)] x. (1.2)
0<t<T

Os espagos LP(0,7T,X) e L*>*(0,T,X) sao espagos de Banach com suas respectivas

normas.
Proposigao 1.23 O espago L*(0,T; X) é denso em D'(0,T; X).
Prova. Ver [3|. =

Observagao 1.9 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, seque que L*(0,T, X)

também € um espaco de Hilbert, cujo produto interno € dado por

(u,v)r2(0,7,x) :/0 (u(t),v(t))xdt.

Se X é reflexivo, podemos identificar
[L7(0,T; X)) = LU(0,T; X),

1
onde — + — = 1. E, no caso em que p = 1, identificamos
P q

[LY(0,T; X)) = L*(0,T; X')
Podemos encontrar a prova dessas identidades em [29].

Observagao 1.10 Uma identificacao que, eventualmente, usaremos € a sequinte: con-
sideremos €0 C R™ um aberto limitado, T >0 e Q = Q x (0,T) um cilindro em R"™!,

entao, para 1 < p < oo temos
L2(0,T; I7(Q) = I7(Q).

Defini¢ao 1.24 Dada T € D'(0,T,X), definimos a derivada de ordem n de T como

sendo a distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por:

arr d"p
— =(-1)"(T,— ),V D(0,T).
(o) = (1 52 ) e € DO.T)
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Representamos por C([0,7],X) o espago de Banach das fungdes continuas u,

definidas em [0, 7] com valores em X, cuja norma é dada por

ulleqorx) = sup |lu(?)|x-
te[0,T]

Denotaremos por H} (0,7, X) o espago de Hilbert
Hy(0,T,X)={uec L*0,T,X);u € L*(0,T, X),u(0) = u(T) = 0},
munido do produto interno

(1, 0)) s ) = / (u(t), v(t)) xdt + / (' (£), (1)) xdt.

Identificando L?*(0,7T,X) com o seu dual (L*(0,T,X))’, via Teorema de Riesz

(Teorema (1.10)), obtemos a seguinte cadeia
D(0,T,X) — Hy(0,T,X) — L*(0,T,X) = L*(0,T,X) — H*0,T,X) — D'(0,T, X),
onde

(Hy(0,T,X)) = H'0,T, X).

Proposigao 1.25 Seja u € L*(0,T,X). Entao, existe uma tnica [ € H*(0,T, X)
que verifica
(f,06) = ((u,0),£),¥0 € D(0,T),¥ € X

Prova. Ver M.M. Miranda [28] ou [29]. m
A proposicao anterior nos permite identificar v’ com f. Desse modo, diremos que

se u € L*(0,T, X) entao ' € H (0,7, X).

Proposicao 1.26 Seja X um espaco de Hilbert, entdo a aplicagcao
ue L*0,T,X)—u € H'0,T,X)

€ linear e continua.

Prova. Ver M.M. Miranda [28] ou [29]. m
Proposigao 1.27 Suponhamos que u,g € L*(0,T, X). Entdo, as condi¢oes abaizo sao
equivalentes:
t
i) Erxiste £ € X, independente de t, tal que u(t) = 5—1—/ g(s)ds quase sempre em
0

(0,7), (ué quase sempre uma primitiva de g);



T T
1) Para cada ¢ € D(0,T) tem-se / u(t)¢'(t)dt = —/ g)e(t)dt, (g = Y deri-
0 0

vada no sentido das distribuigoes);

d
i4t) Para cada y € X', £<u(t), y) = (g(t),y) no sentido das distribuicaes.

Prova. Ver [22] ou [31] . m
Sejam X e Y espagos de Hilbert, com X < Y. Definimos o espago W(0,7; X,Y)

como sendo
W(,T;X,Y) ={ue L*0,T; X);u € L*(0,T;Y)}.
o qual, munido da norma

HUH%/V(O,T;X,Y) = HUH%Q(QT;X) + HUIH%Q(O,T;Y)v

também é um espago de Hilbert. Além disso, esta imerso continuamente em C([0,T];Y).
Entao, faz sentido avaliar os elementos de W (0,7 X,Y) em 0 e T. Isto é consequéncia

do seguinte resultado.

Teorema 1.28 Sejam X, Y espacos de Hilbert tais que X — Y, u € LP(0,T,X) e
w e LP(0,T,Y), 1 <p<oo, entiou € C([0,T];Y).

Prova. Ver 22| =

Teorema 1.29 Sejam u € [L4(0,T, X)) ev € LP(0,T, X), com ]lj + % =1, entdo

T
(U, V) [La(0,7, X))/ x LP (0,7, X) Z/ (u(t), v(t)) x < xdt.
0

Prova. Ver [22]. =
Até aqui, definimos os espagos H*(€2), com 2 sendo um aberto limitado regular
do R™. Nos resta, agora, introduzir os espagos H*(I'), onde I' ¢ a fronteira de €.
Consideremos {(Uy, ¢1), ..., (Uk, pr)} um sistema de cartas locais para I'. A co-
bertura aberta Q, Uy, . .., Uy, de Q determina uma particdo C™ da unidade subordinada

a mesma. Mais precisamente, existem 0, 61, ..., 0, € C3°(R™) tais que
(1) supp(y) C Q; supp(h;) C U; parai=1,...,k;
(i) S8, 0i(x) =1; para todo z € (;

(iii) 0<0;, <1 parai=1,...,k.
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Se u ¢ uma funcdo definida sobre I, temos por (i) que

n

u(zr) = Z(Qzu)(x) q.t.p. em I

=1

Definimos, para cada i € {1,...,k}:

onde y € ¥ = (0,1)" %,

Notemos que

S(ub;) ={z e T';(ub;)(x) # 0} C supp(d;) NI CU;NT

o que mostra que S(u#;) é um compacto do R™ contido em U; NT'. Segue dai que o

conjunto:

S(ui) = {x € (0, 1) us(x) # 0}

¢ um compacto de R"™! contido no aberto 3, pois como ; ¢ continua e S(ub;) &

compacto, temos
@i(S(ubi)) = S(w).
Além disso, como,

supp(ui) C S(u;) C X

podemos estender u; a uma funcao u; pondo-se zero fora de X, ou seja,

o) (e (y)  se yeX
ui(y) =
0 se yeRNX.

Com isso, temos que u; herda as mesmas caracteristicas de u;. Dai, se u é integravel,

entao u; também o é. E ainda,

/Rn_l u;(y)dy = /Umr w(2)8;(x)J;(x)dT

onde J;(x) é uma aplica¢do infinitamente diferenciavel sobre I'; = U; N T". Por outro

lado, se @; for integravel em R"~! para todo i = 1,2...,k, temos que v também sera e

[ =3 fanma =3 [ s

onde, J(y) é uma aplicacdo infinitamente diferenciavel sobre R"~!.
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Denotando por dI' a medida superficial sobre I' induzida pela medida de Lebesgue,
designaremos por LP(I"), 1 < p < o0, o espago das fungoes integraveis sobre I' para a

medida superficial dI', munido da norma
ey = ffullpr = ( / |u<x>|ﬁdr) (1.3)

|t]|oo.r = sup ess|u(z)].
xel

sel <p<ooe,

Usando a parti¢ao da unidade {6; }o<;<x introduzida anteriormente, temos

—_—

P(T) ={u:T = R;ubop; ' =1; € LP(R" 1), i=1,...,k},

além disso, a norma
P
ue L) = llullr = (Z %l n s )
¢ equivalente a norma dada em (1.3).

Seja m € N, representamos por C™(I') o espago das fungdes u : I' — R de classe

C™ e por D(I") o espago das fungdes infinitamente diferenciaveis sobre I'; isto é,

—~——

C™"T)={u:T = Riubop; ' =, € C"(R" 1),i=1,....k}

—_—

D) ={u:I > Riubjop;' =i, € C"(R"™"), VmeN ei=1,...k}
Considereremos a aplicagao:

L. n—1
¢;:D(I') — DR - (1.4)
U = pi(u) = 1 = ub; o ;!

assim, se v € D(R"™1), temos que
(@il Doy = [ d)ol)dy
— [ u@bia)lale) Ha)r
U;nT

onde J;(z) é uma aplicacao infinitamente diferenciavel sobre I'; = U; N T.

Definindo
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entao, podemos escrever

(Pi(u), v)pr(mn-1)xDERN-1) = /u(m)wi(v)(m)dl“

T

ou ainda, como ¢ € D(I'), temos

(@i(u), V) pr(rn—1yxD@n-1) = (U, Vi(V)) /(1) x D)

dai, e do fato de D(T") ser denso em D'(T"), resulta que a aplicagdo definida em (1.4)
se prolonga, por continuidade a uma aplicagao que ainda denotaremos por ¢; de D'(I)

em D'(R"!). E, com isso, definimos para s € R,

HA(T) = {u; ¢i(u) € HS(R™), i=1,2,...,k}

1
2

E possivel mostrar, como feito em [24], que as defini¢coes acima, nao dependem

dotado da norma

[l

do sistema de cartas locais de I'. E, com isso, temos a boa defini¢ao do espago H*(I")
e da norma da qual é munido esse espago.

Além disso, vale o seguinte:
e D(I') é denso em H*(I"), para todo s € R.
e O espaco Hz(T') — LX(I).

As provas dos resultados acima, podem ser encontrados em [20)].

1.5 Teoria do Traco

Consideremos {2 = R’ ou €2 um aberto limitado bem regular do R". Denotamos
por D(I") o espago das fungoes reais definidas em I" que possuem derivadas parciais de
todas as ordens e por D(£2) o conjunto de todas as funcdes p : Q — R que sdo restricdes

de fungoes de C3°(R™), ou seja,

D(Q) = {¢ [a=p. & € C5°(R")}.

Dada uma funcéo u definida em €, representaremos por You a restricio de u a T
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Proposicao 1.30 Euziste uma constante positiva C', tal que
ol 3 ey < Cllullrey
para toda u € D(Q).

Prova. Para a prova, ver [24]. m
Desde que D(Q2) é denso em H'(Q) e de posse da proposicdo anterior, podemos

estender a aplicacao

70 : D@) » H(I)

a uma unica aplicacao linear e continua, que ainda vamos representar por 7o,
o HY(Q) — H3(D)

a qual chamamos de aplicacao trago de ordem zero.

Teorema 1.31 O niicleo de g € o espago HY ().

Prova. A prova pode ser encontrada em [24]|. m

Considerando, agora, €2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular

e denotando por v o vetor normal unitério exterior a I'. Para todo j =1,..., m—1¢e
u € D(Q), seja v = % .8 derivada normal de ordem j de u e you = u}r, assim, da

densidade de (D(T'))™ no espaco de Hilbert H™ 2 (I') x H™ 2(T') x ... x H2(I') temos

o seguinte resultado:

Teorema 1.32 Existe uma tinica aplicagdo linear e continua y do espago H™()) sobre
0 espago H;ZOI H™=3(T), com niicleo v~1({0}) = H™(Q) verificando o sequinte

Yu = (u

com o espaco H;.n:_ol Hm—j_%(l“) munido da topologia natural que é dada por

o1y

r ov r

a_u
I Oy

> ;u € D(Q),

onde w = (W, W, ..., Wy_1)-

Prova. A demonstragao encontra-se em [24]. m

Teorema 1.33 Sejam 1 < p <n e q= "L entdao, existe uma unica aplica¢ao linear
n—p

continua R : WHP(Q) — LA(T) tal que Ru = u‘r para toda u € C>®(Q).
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Prova. Ver [14]. m

Teorema 1.34 Seja p > n, entao para todo q > 1 existe uma unica aplicagao linear
continua R : WHP(Q) — LUT) tal que Ru = u|,. para toda u € C=(9).

Prova. Ver [14]. m

Observagao 1.11 De posse dos teoremas acima, escrevemos que W'P(Q) — L4(T)

no sentido que existe uma constante C' positiva tal que
[ullpary < Clluflwing)  Yu € C=(Q),

mas alertamos que —», aqui, possui conotag¢ao distinta do introduzido na defini¢ao

(1.11).

Além destes, consideremos o espago H definido abaixo:
Definicao 1.35 Denotamos por H o sequinte conjunto
H=H(Q,A) ={uecL*Q):Auc L*(Q)}
o qual, munido do produto interno,
((u, )1 = (u,v) 20y + (Au, Av) 20y, Yu,v € H

e norma

u [HUH%Q(Q) + ”AUH%Q(Q)]UQ

€ um espaco de Hilbert.

Lema 1.3 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) D(Q) ¢ denso em H;
(b) Existe uma aplicagaao linear e continua definida em H tal que

y:H — HYAT) x H32(T)
uo (o(w), 71 (u))

e ainda,a aplicagao v acima coincide com a aplicagao trago de ordem 2.

(c) Sewe HNHYQ), entio yyu € H2(T). E, ainda, a aplicagio v, € continua de
HNHY(Q) em H2(D).

Prova. Ver [4]. =
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1.5.1 Trago em L?(0,T; H™(Q))

Nesta secao e na seguinte, todos os resultados enunciados podem ser encontrados em
[28].
De acordo com o apresentado anteriormente, sabemos que existe uma aplicagao
traco
m—1

v H™Q) - [[ H=(I) (1.5)

3=0
que é linear, continua e sobrejetora.
Definamos, entao, a aplicagao
T HMQ) = L0, TS B3 (D) 1.6
u — Au, (Yu)(t) = yult)
onde yu(t) é a aplicagdo v de (1.5), aplicada em u(t) € H™(£2).

Observagao 1.12 A aplicacao v € linear, continua e sobrejetora.

Proposigao 1.36 Seja u € L*(0,T; H™(Q)) com v’ € L*(0,T; H™(R)), entio Au' =
(u)"

1.5.2 Trago em H (0,7; H™())

Consideremos o espaco £ = L*(0,T; H™(Q2)) x L?(0,T; H™(Q)), M o subespago fe-
chado de £ dos vetores {«, 8} tais que

(V) 2o/ mm () + (B, V") r2(0,15mm (@)

para todo v € Hg(0,T; H™(Q)) e & = {{¢%, Y3} € L; (¢5,v) + (¥, 0') = (f,v), Vv e
Hy(2)}, ou seja, £ & o conjunto dos {¢%,¢97} € L tais que f = ¢y — 1)y, entdo a

aplicacao
oc:H'0,T; H™(Q) — M*
f — {¢3, v3}
onde {¢%, ¥} € € ¢ tal que || f]| = [[{¢%, ¥}}]| ¢ uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H71(0,T; H™()), definimos 7 f da seguinte forma

T T
~ 0 0
= ) o dt+ 1 dt
<r)/f, w> /; (’)/ f7w)H;n:Bl H™I=3(T) /0 ( wa,w>H;yL:B1 H™ 73 (T)
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com w € H (O,T; H;n:_ol Hm—j—%(l“))

Assim, temos estabelecido uma aplicacao linear e continua
§ o HTHOT Q) — HH (0TI B3 (T)
f — qf

a qual é denominada aplicacio trago para as funcoes de H=(0,T; H™()).
Teorema 1.37 A aplicagdo trago 5 € sobrejetora e seu nicleo é H1(0,T; H"(Q)).
Proposigao 1.38 Se u € L*(0,T; H™(Y)), entao

7u|H3 (O,T;H;”:_Ol Hm—j—%(r)) = Yu.
Proposigao 1.39 Se u € L*(0,T; H™(R)), entdo yu' = (yu)'.

Observagao 1.13 Se considerarmos o espaco H em substituto a H™, obtemos uma

aplicacao linear, continua e sobrejetiva

v HN0,T;H) — H N0, T; H 2(T') x H 2(T")).

1.6 Resultados Auxiliares

Para concluir esse capitulo enunciaremos alguns resultados importantes que serao

utilizados no decorrer deste trabalho.
Proposicao 1.40 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam z,y € R", entao
|zy] < [z(ly.

Definigao 1.41 Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E, E') sobre E é

a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacées f € E'.

Seja (x,)ney uma sequéncia de pontos de E a qual converge para x € FE na

topologia fraca o(E, E’). Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:

T, = xem F.
Proposicao 1.42 Seja (z,)nen uma sequéncia em E, entao:
(i) =, =z em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z) para todo f € F';

(ii) Sez, — x em E, entao, v, =~ x em E ;
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(iii) Se x, = x em E, entao ||z,||g € limitada e ||x|| g < lim, inf||z,| g;
(iv) Sex, ~x em E e f, = f em E', entao, (fn,xn) — (f, ).
Prova. E possivel encontrar a prova em [2]. m

Seja F um espago de Banach e fixemos x € E. Definimos a aplicagao J, : £ — R

pondo
(Jo; [) = {f, 2).

Nessas condicoes, J, € E”, para todo x € E. Assim, podemos definir J : E — E”,
onde J(z) = J,.

Definigao 1.43 A topologia fraca %, denotada por o(E', E) é a topologia menos fina

sobre E' que torna continuas todas as aplicacoes J,.

Seja (fu)n € E', se (f,) converge para f em E’ na topologia o(F’, E), entao
escrevemos

fn = fem E
Proposicao 1.44 Seja (f,)n uma sequéncia em E', entdo:
(i) f. = f em E' se, e somente se, (f,z,) — (f,z) para todo v € E;
(ii) Se f, — f em FE', entao, f, — f em E' ;
(iii) Se f, = f em E', entio f, —=* f em E'.
Prova. Para a prova ver [2|. m

Lema 1.4 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,), wma sequéncia limitada

em E, entdo existe uma subsequéncia (T, )r C (Tn)n € x € E, tal que

T, — T fracamente em E.

Prova. Ver 2] =

Lema 1.5 (Desigualdade de Gronwall) Sejam z € L>*(0,T) e f € LY(0,T) tais

que z(t), f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

f(t) < c—l—/o z(s)f(s)ds vt € (0,7

entao,
f(t) < celo #()ds vt e [0, 7.
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Prova. Ver [26]. m

Lema 1.6 (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam z e f fungdes inte-

grdveis, nao negativas e g : [0,T] — R uma func¢ao continua, nao negativa que satisfaz:

ft) <c+ /Otz(s)ds - /Otg(s)f(s)ds vt € [0,7],

onde ¢ € uma constante nao negativa. Entao

f(t) < (c+ /Otz(s)ds) elo 9()ds,

Proposicao 1.45 (Teorema de Aubin-Lions) Sejam By, B, By trés espagos de Ba-
nach, tais que By < B < By, com By e B reflexivos. Definamos

d
W = {U;U € L"(0,T; By),v = d_: € L”(0,T, Bl)}

onde 1 < pg,p1 < 00,0 qual munido da norma

[vllw = l[v]|zro 0,780y + 1V [| o1 0.7, B1)

¢ um espago de Banach. Entao, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Prova. A demonstracao encontra-se em [18|. m

Proposigao 1.46 (Lema de Lions) Seja (uy,), C LI(Q) com 1 < g < co. Se
(i) w, — u quase sempre em Q;

(ii) |Jun|| < C, para todo n € N,

entao,

up, — u fracamente em LY(Q).

Prova. Ver [18]. m

Proposicao 1.47 (Regularidade para problemas elipticos) Seja Q um aberto de
classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € H}(Q) verificando

/Vqupdan/ugpd:v:/fgpdx, Y € Hy(Q)
Q Q Q

de Q. Além disso, se Q é de classe C™% e f € H™(Q), entao v € H™2(Q) com

ull grms2y < cllflamio), em particular, se m > %, entdo u € C*(Q). Ainda, se Q é

entio u € H*(Q) e ||ullpzq) < ¢l fllizq), onde ¢ é uma constante que sé depende

de classe C™ e f € C*(Q), entao u € C®(12).
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Prova. Para a prova ver [2|. m

Proposigao 1.48 Para todo u € H'(Q) tal que Au € L*(Q) ev € HY(Q) tem-se

(Au,v)12(0) + (Vu, Vo) r20) = (10U %00) b 1,k

Prova. Ver [4]. m

Consideremos 2 um dominio limitado do R™, n > 1, com fronteira suave I' =
I'yUT'y, onde I'y, I'; sao fechados e disjuntos e seja v o vetor normal unitirio exterior
al.

Definamos

V={ve H(Q);v=0em Iy} (1.7)

temos que V', munido do produto interno induzido por H!(2), ¢ um espaco de Hilbert

e, ainda, considerando em V' a norma
ullv = [[Vullr2@),  VueV

segue que
[-llv e -l
sao equivalentes. Assim, considerando o produto interno

((u,v)) = / VuVudz, Yu,veV
Q

concluimos que (V,((+,+))) é um espago de Hilbert.

Agora, supondo
00<7§$sen230u7>086n:1,2
e 0<p< - sen>3oup>0sen=1,2

segue das equivaléncias entre as normas de H'(Q2) e de V' e dos teoremas (1.33) e (1.34)
que

V s L20PD(T) e V s L2PH(D)
e, desde que v € V implica u =0 em I'y e 'y NI} = (), temos
Vs L20F)(y) e V e L2PH(Ty). (1.8)

Proposigao 1.49 Em V wvale a desigualdade de Poincaré.(Ver Teorema (1.16)).
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Prova. Ver [30]. m

Observagao 1.14 O espago V N H*(Q) € denso em V.

A fim de simplificar a notacao, denotaremos, no decorrer do trabalho,

)= [ uep@ds, o= [ s
o = [ @, ity = [ urar, e, = / )P



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade da Solucao

No que segue, iremos omitir, eventualmente, as variaveis das func¢oes com o intuito
de nao sobrecarregar a notagao.

Seja 2 um dominio limitado do R™, n > 1, com fronteira suave I' = ' U T} e
TonNT; = 0. Nosso objetivo consiste em provar a existéncia e unicidade da solucio

forte do seguinte problema:

4 n ay/

Yy — Ay+;bj(:c,t)a—xj =0 em Q x (0,00)
(%) y=0 em I'y x (0,00)
9y
ov

y(z,0) =9° ' (z,0) =y em Q

+ f(y) +9(y') =0 em T’y x (0, 00)

\

onde v é o vetor unitario normal a I' na direcao do exterior de €2 e b;, f e g sao, res-
pectivamente, os coeficientes e fun¢oes nao lineares satisfazendo algumas propriedades
gerais, as quais serao apresentadas a seguir.

(A.1) Hipoteses sobre os coeficientes:

0b;

—L e Y0 L>®() i=1,....n. 2.1
axje (7007 ()) ] b 7n ( )

Também assumimos que existe uma constante positiva d tal que

bj € Wh*(0, 00; C(9)),

bv>86>0 em I'y x (0,00) (2.2)

onde b = (bl,bg, S ,bn)
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(A.2) Hipoteses sobre f:

A funcdo f : R — R é de classe C* e satisfaz':
f(s)s >0 paratodo s € R. (2.3)
Além disso, existe uma constante Cyy > 0 tal que
|f(s) < Co(1+ s, seR (2.4)
0ndeO<7§ﬁsenZSouv>Osen:1,2e
If'(s)] < Co(l+1s]”), seR. (2.5)

Definindo
F(s):/o F(A)dA

assumimos que existem «, C' > 0 tais que
Cls|"™ < F(s) < asf(s), s€R, (2.6)
e ainda,

(F&) = FO)Yn —7) = —=Di(1€]" + E1)1€ = E|jn — 7 (2.7)

para algum D; > 0 e para todo &,&, 1,7 € R.
(A.3) Hipoteses sobre g:

A funcdo g : R — R & nao decrescente, de classe C! e satisfaz:
g(s)s >0 paratodo s € R. (2.8)
Além disso, existem constantes Cp, Cy > 0 tais que
Ch|s|P™2 < g(s)s < Cyls|t?, s€R (2.9)

0ndeO<p§ﬁsenZSoup>Osen:1,2.

Observacgao 2.1 As fungoes f(s) = |s|”s e g(s) = |s|’s satisfazem todas as condi¢des
actma.

De fato

i) f(s)s=|s]"s* >0, para todo s € R;

! Essa propriedade é conhecida como Condicao de Strauss.
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ii) |f(s)] = [s]"™ < Co(1 + |s|"™) para todo s € R e para qualquer Cy > 0;

iii) |f'(s)|=(y+ D)[s]" < Co(y+1)(1 +|s|”) para todo s € R;

y+2
iv) Como F(s / A AN = | 5 considerando o > ﬁ e0<C< +2 , temos

C|s|"" < F(s) < asf(s)  para todo s € R;

v) Sejam &, 3 n,7 € R, assim

(1€]€ — [€]€)(n — )
= ((lE] +EME &) — |E]e + |E"E) (n — )

(f(&) — ) —7)

> —|((E] +EME —E) — |E]e + €€ (n — B
> —(|lE]” + [E]]1€ — €] + [|E]E — €] EDIn — 7]
> (€[ + )€ — Elln — 7]

Donde f(s) = |s|"s satisfaz as hipdteses (2.3) —(2.7). De maneira inteiramente andloga

mostra-se que g(s) = |s|’s satisfaz as hipoteses (2.8) — (2.9).

(A.4) Hipoteses sobre os dados iniciais:

Counsideramos os dados iniciais verificando

W) e V@) e Ly f) 1 g =0emt, (210)

onde V' é o espago definido em (1.7).

Observagao 2.2 Observe que, de acordo com a escolha de vy e p e por (1.8) , temos

as sequintes 1Mersoes:
V s L2O0F(Ty) e V < LXPHD(Ty).
Note que, das hipdteses (2.4) e (2.9), temos
F@O < Col+1y" ™) e la(yh)] < Caly'

assim, elevando ao quadrado ambos os membros e calculando a integral sobre I'y, obte-

mos
-~ 2(v+1 2(p+1
PO, < Cot Coll 504 5, e la@whIE, < Cally' i) 5,

onde Co = Comed(Ty) , concluimos entao, pelas imersoes acima, que

FW"),9(y") € L*(Ty).
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Apresentadas as hipoteses gerais estamos, entao, em condi¢oes de enunciar o principal

resultado deste capitulo.

Teorema 2.1 Sob as hipdteses (A.1)—(A.4), o problema () possui uma unica solugao
forte y : Q2 x [0,00) — R de modo que

Yy S Lloc(07oo;v> y S Lloc(0 005 V) e y € Lloc(ovoO;L2(Q))

2.1 Existéncia de Solucao

Nosso principal objetivo, nesta secao, é provar a existéncia de solucao forte para
o problema (*) — quando os dados iniciais sdo suaves — e o faremos utilizando o método
de Faedo-Galerkin que consiste em aproximar a solugao de (%) por uma sequéncia de
solugoes de problemas aproximados de (). Além disso, considerando as dificuldades
técnicas para estimar o valor de |y”(0)| trabalharemos com um problema equivalente
a (%), porém com condigdes iniciais nulas que serd obtido através de uma mudanga de
variaveis.

Observamos que uma formulagao variacional do problema (%) nos leva para a

equacao

(" (1), w) + (Vy(t), Vw) + (f(y), w)r, + (9(4"), w)r, + Z(bg (t) w) =0 (2.11)

para todo w € V.

De fato, se y é solugao de (x), entao

n /

y'(t) — Ay(t) + ij(:c,t)%(t) =0 em Q x (0,00)

j=1 !
assim, dado w € V, calculando o produto interno em L?(Q2) de ambos os membros da

igualdade acima por w, obtemos
" - dy'
(y" (), w) = (Ay(t),w) + > (b(w, 1) 5y (1) w) =0
=1 !

agora, pela formula de Green (teorema (1.20)) , temos que

—(Ay,w) = /Q—Ay(x) dx—/Vy YVw(x)dr — gi( Jw(o)do

= v - ( Y (oyw(o)do + / 1%(0)10(0)(10)

oy

= (vya V’LU)— ro v

—(o)w(o)do
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a ultima igualdade segue do fato de w € V e assim, w = 0 sobre I';. Do nosso problema,

% + f(y) +9(¥') =0 em Ty x (0, 00)

logo,

%y

To 3V

(o)w(o)do = /F (f(w) +9))(@)w(o)do = (f(y), w)r, + (9(¥), w)r,

portanto,
—(Ay,w) = (Vy, Vw) + (f(y), w)r, + (9(y), w)r,

e assim obtemos a formulagao variacional (2.11) para o problema (x).

Solugoes fortes para () com condigdo de fronteira nao linear, (f(y)+ g(vy'), w)r,,
nao podem ser obidas através do método de "base especial’, isto €, uma base formada
por autofungoes do operador —A. Assim, devemos diferenciar (2.11) com respeito a t
porém, isso nos traz sérias dificuldades técnicas para estimar o valor de |y”(0)|. Dai,
para contornar essa dificuldade, transformaremos (*) em um problema equivalente com
valor inicial igual a zero.

Consideremos, entao,

o(z,t) = ylz,t) — ¢(z,1) (2.12)
onde
¢(x,t) = y'(z) + ty'(z)
da,
V@, t) =y (x,t) — ¢"(x, 1) = y'(x,1)
pois ¢/(x,t) = y'(z) e, portanto, ¢”(x,t) = 0. Ainda,

Av(z,t) = Ay(z,t) — Ag(x,t) e %(z,t) = %(x,t) - %(aj,t).

cabe observar que tem sentido calcular A¢, visto que y°, y' € H?(2). Logo,

/

0 = ¢'(x,t) — Ay(z,t) + Z bj(x,t)a—y(:v,t)

- 8xj
Jj=1
- o’ o¢
= (1) = Al ) = o)+ o) (G0 + 5 (0.1)
j=1
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e assim,
!/

W@ﬁ—Am@w+Z)mwg%@w:ﬁ@ﬁ

onde F(z,t) = A¢(z,t) — Zb azt z,t).
Portanto, o problema ( x) € equlvalente a

(
! a/
v’—Av+E b]é?x]_F em Q x (0,00)

(r 4 =0 om Tox(0,00)
O b Fw9) + 90!+ ¢) =G em Ty x (0,00)

v
v(z,0) =0=12'(z,0) em 2

8¢’ 09
=5,

Notemos que se v é uma solugao de (*); em algum intervalo do tipo [0, 7], entao

onde F = Ap — Z b]

y(x,t) = v(z,t) + ¢(z,t) é uma solugdo de (*) no mesmo intervalo. Assim, é suficiente
mostrar que (x); possui solu¢do local, o que garante que (*) possui solucdo local e,
utilizando métodos conhecidos, conseguimos estender a solugdo ao intervalo [0, c0).
E a esta prova que vamos nos ater agora, a qual serd feita utilizando o método de
Faedo-Galerkim.

Sejam (wy)aeny uma base Hilbertiana em V N H2(Q), V,, = [wy,wy, ..., wy] 0

subespago gerado por wy, ws, . .., W, € seja

:Z%mm@em

a solucao do problema de Cauchy?

(v (8); w) + (Vo (t), Vw) + (f (v () + 6(1)), w)r, + (g(vp, (1) + ¢'(2)), w)r,
(t),w) + (G(t),w)r, Yw eV,

+
=
=
=
SR
m& Sd\
=
I
)

(2.13)
onde cada solu¢ao é local em algum intervalo da forma [0,¢,,]. A extensao destas
solugbes para o intervalo [0, 7] é uma consequéncia da primeira estimativa, obtida a

seguir.

2A prova que este problema tem solugiono intervalo [0, ¢,,] encontra-se no apéndice deste trabalho.
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2.1.1 Estimativas a Priori

A primeira estimativa

Considerando w = v/, (t), temos w € V,,, pois v, Z Gim(O)w;(z) € V,, e substi-
tuindo em (2.13), obtemos

(0 (1), v, (1)) + (Vo (1), Vuy, (¢ )) (f( ( )+ 0(1)), i (8))rg

+(g(up, (1) + ¢'(¢) N, + Z v, (1)

= (F, v, (1) + (G(£), v (t))rs

Agora, observemos que

1), 00,(0)) = 20450, 0 (1) (214)
logo,
S @P] = @(0), (1)
Analogamente,

d
dt

Como F'(s / F(A)dA, temos

190 O] = (Tnl), Vel (1)

vm (t)+¢(t)
Flom(t) + 0(t)) = / FA)A

acarretando

C R (1) + 6(0) = Flo(t) + D) (0f(6) + (1)

donde

/F %(F(Um(t) + o(t))dl' = . fon(t) + o(t))vl,(t)dl + A f(om(t) + (1) (t)dl

Reescrevendo (2.13) a partir dos comentérios acima e somando (g(v), (£)+¢'(t)), ¢'(t))r,

a ambos os membros da igualdade, obtemos

B OF + 31Fun( + [ (Flent) + s(0)ar]
Pl (1), 01, (1)

+(g(v,(8) + &' (1)), v, (1) + &' () + ;@j aij » Um (2.15)

= (F(£), }u(£)) + (G (1), v (D)o + (F (vm (1) + 6(£)), &' (1)) +
+(g(0n,(8) + &'(£)), & ().
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A seguir, faremos uma anélise de alguns termos da igualdade acima de modo a obter

as seguintes estimativas:

¢ S 0FE O 2 -3 [ o) rar s ] [ par

= Oz,
o |(f(om(t) + (1)), &' (t))ro| < ks + Kallom + 010 5r, ;

o |(g(vr, (t) + &' (1)), & (t))ro| < v + &5 o, + ka5 5,

o (E():v,(1)) + (G() 01 (1))ry < ks + %Ivfnlz + g, (OIF,

onde k3, ko, kg sao constantes positivas e n > 0 é arbitrario.

De fato, pela formula de Gauss, temos

b, v\ o , Oul, 2
/(8917] i )vmdx——/ m@ dx+/r0bj|vm|ydI‘

onde 17 & a j-ésima entrada do vetor unitario normal v.

Dai,
ov ob; 1 4
v, —dx et 2 dx b.7 v |2dD
g [ St fr e [ g

o que implica em

- ov! 1 " Ob;
biv, —"dr = ——/ —L! |Pdx + = / b’ o) |2dl
Z/QJ 81']' 2 Q;8$3| | FOZ; | |
1

1
= ——/div( )\vm]2d33+—/ b.vlv) |?dl
2 Ja 2 Jry

e, por (2.2),

m 1 . /2 6 /12
Z/bvmax iz > —§/dw(b)|vm\ ot 5 [ (2.16)

Para a analise de (f (v, (t) + &(t)), ¢'(t))r,, observamos que

|(f (0m(8) + ¢(1)), ¢'())ry| = S (vm + cb)cb’dl“‘ </ |f (Vm + ¢)¢'|dI

’ To

= | |f (vm + @)]]¢|dD
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e, desde que (2.4) vale,

[(f (U (t) + (1)), &' (1)) < CO/F (L4 |vm + 0| "*)|¢'|dD
= O y¢’|dr+00/ |V + @[ ¢'|dT
To o
< ki + Co/ | + @[T ¢! |dD
o

Recordemos que ¢'(z,t) = y'(z) € V e como V < L20F)(T) pela observacio (2.2) e
L20FD)(Tg) < L*(Ty), pois 2(y 4+ 1) > 2, temos y' € L*(I'y), dai

Col¢'|t, = Coly' Iz, = k1.

Agora, notemos que =+ + —~ = 1 assim, pela desigualdade de Young (proposicao

a+2 y+2
(1.5)),
1 F+2 1
+1 1/ +1 P /1v+2
o+ 071] < gl + 0735 + 5l

v+1
logo,
v+l +2 1 1v+2
Vm + ¢ |dD < ——= [ Jom + 020 + — [ |¢|"T2dD
/Fo Y + 2 Ty Y + 2 Ty
o+l +2 1 117+2
= m”vm + ol or, + m||¢ (K
e, portanto,
2
|(f (m(t) + (1)), &' (1))ro| < ks + kallvm + Sl 15, (2.17)
onde ]{72 = 'YL::‘_; (§ kg = ]{71 + 'y_—lﬁ-ZH(Zﬁ,Hzig,Fo

Observacao 2.3 As normas ||Vy, + @||y+2.00: |€]|1+2.,00 fazem sentido pois vy, ¢, ¢’ €
V, Vs L20FD(y) e L2OH) (D) — L72(1y), visto que 2(y + 1) > v + 2.

Vamos analisar, aqui, o termo (g(v],(t) + ¢'(t)), &' (t))r,-
Por (2.9) temos

g(s)s < CofsP*

o que implica em

lg(s)] < Cals|™*.
Assim, das propriedades de integracao e da relacao acima,
(9wu(®) + 5 O). el = | [ g+ ar| < [ lg(wi,+ $)slar
FO F0

= lg(vm + 1AL < Co [ o), + &7 |¢/|dT

Fo I‘0
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1 1
Como 5 +f + m = 1 segue da desigualdade de Young para 7 (corolario (1.6))
p+

- pt2  ~
v+ 17| < (o, + ST+ Ra()
com 7] > 0 arbitrario.
Logo,
~ o2~
(90l 6) + (1)), &' (O] < ool + P54 Ral@ o)
= nllvn, + &Nl 45r, + ka5, (2.18)

onde, 17 é uma constante positiva arbitraria.

Por fim, observemos que,

(PO).v,0) + (G0, = [ doutir =3 [ b5 w0

_ a¢( t)u! (t)dD (2.19)

To aV
Como (2.1) vale, existe, para cada j € {1,...,n}, ¢; > 0 tal que |b;(t)| < ¢; para todo
t € [0,00). Sejam
oy

0.’13]‘ ’

Logo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do comentéario acima

Z/ axj tydz < Z ‘ / axj Unl? )d"“"‘

(0)|lou0)] < mealel (6)

C= IMaX ¢; € & = Inax
1<j<n 1<j<n

Jj=1

e, pela desigualdade de Young (com n = 1), temos que
/ AT
neafv, (t)] < (nea)” + 7 [vn, (0)]

portanto,
1
Z [ 0 000 < e+ 10
ou seja,

Z/ axj o' (H)dx < ks + %llv;n(t)\Q. (2.20)

onde k5 = (nca)?.
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Por outro lado, das desigualdades de Cauchy- Schwarz e Young(com n = 1),

obtemos
1
/S2A¢(t)vfn(t)d$ < [Ad@)ll (0] < [AG@) + Z v (P
Recordemos que ¢(x,t) = y°(x) + ty(x) dai, pela linearidade do operador ”A” e pelo

fato de t < T, segue que
[Ag(t)] = [Ay® + tAy!| < |Ay°| + T|Ay'| < Or < o0,
notemos que a desigualdade acima faz sentido pois y', ¢ € H*(Q2). Donde
/Agb t)de < ke + ~ |vfn(t)|2. (2.21)

com kg = (|Ay°|+T|Ay'])?. E,das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

8¢ a¢ / 7 ¢ 2 / 2
< |— < —_—
| 5,0 ar <[] kOl < Ro[Z00], + ok,
(§]
0¢ 3y0 oy’
Gu() ov F0+T ov 11y

e, por resultados do estudo do trago de ordem 1(segao (1.5)) existe ¢; > 0 tal que

-2 <c|| ol <ooea—yO < c1|y°] < 00
v Ir Y 1H2(Q v r, = Y 1H2(Q)
pois, por hipotese, y°,y; € H*(Q).
Logo,
09 2
— 5, (O vm(O)dl < k() + vy (85, - (2.22)
o v
. ayo ayl
onde ke(o) = ke (| 55| +7|51)

Segue entdo de (2.19), (2.31),(2.21) e (2.22) que

(F (), 07 (1)) + (G(8), 07, (1)) < k() + %IUW + v, (07, (2.23)

onde /{38(7]) = ks + kg + ]{77(7']) > 0.
Estamos, enfim, em condigoes de obter nossa primeira estimativa. Para tal, vamos

integrar (2.15) em (0,t), t < T, o que acarreta
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2"
= [ (Fnl0) + 60T+ [ (a(01(5) + ¢ (3)). 0 (5) + (5)
3 [ 0520 teis = [ {F) 106 + (GO0 (s s

+AuwM@+M@mwmmw+AumuQ+w@xw@mw

Usando o fato de v/, (0) = 0 = v,,(0)(consequentemente, Vv,,(0) = 0) como também,

(2.6) e (2.9), obtemos
1 ! 2 1 2 +2
SIOF + 51900 < =C [ Jua(o) + o0 +2ar

e |wx>+a>w“ﬂ*cn/ ol (5) + () [**2dTds

To

_Z/ (9:153 m(8))ds + /Ot {(ﬁ( ), U (8)) + (G(S),U;,L(S))po}ds

aAu<<wwm>m»mw+éwwwwww»¢@mw.
e (2.23), segue

Pelas estimativas encontradas em (2.16), (2.17), (2.18)

1 1
SO + ST (B + Cllom(®) +

t
KH—W/HU$+%Kmﬂ%ﬂ&%——n/fU8%ﬂs
< C|lvm(0) + YYEFO / /dw s)|*dxds

! 2
+A{@w+§mwn}k+/kdeumme

! 2
[ o+ kallon(e) + 607, s
0
pt2

+(0) 1755y + T ks +Tks+ka|| ' (5) 1275 1,

2
o712, +

Consideremos n < min{C1, $} e kg = C||v,,(0)

nessas condigoes, temos

1, 1
S OF + 5 [Von P + Cllom(t) + ()11 ,

t t
+@kwﬂ£“%@ﬂ%ﬂﬁﬂ%ﬂ&%——ml\%wﬁﬂs
t

§m+/{ﬁU@W+bMM) ST r, s

/ / div(b (5)|*dxds
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onde ky ¢ uma constante positiva que depende de T'.

Notemos que (Cy — 1), (2 —n) > 0 de acordo com a escolha de 7, logo,

1 1
SO + Cllun(®) + 9L, < SO + 3 V(D + Cllom(t) + 603,
/ / 6 ! /
+wrwu4W%@+¢wmﬂaﬂwu§—mlw%@mﬂs

Skwg/ﬁlmg$ﬁ+@oma> H(5) 12, s

/ / div(b ! (s)|*dxds.

Tomando C = max{1, £2}, temos

1
S+ Cllom() + G(0) 2, < Kot 5 / JRECEIEABIEEE

+/0t5{%yv;n(s)\2+cuvm( ) + (s )Hliiro}

Assim, estamos em condigoes de usar a Desigualdade de Gronwall Generalizada (lema

(1.6) )e, portanto

1
SO + Cllon(t) + 000 2n, < (hot / [ vl (o) dads ) expli

< k:0+00/ /dw ! (s)]2dxds

onde, EO = ko exp Jo Cds Cy = % exp Jo Cds

Desde que b; € WH(0, 00; C(2)) temos div(b) € L>=(Q), donde

1 1
S @OF < S1GOF + Cllvw(t) + ¢ (t)\llig,ro

< k:0+C’0/ /dw ! (s)|Pdxds

g%+%/2ww<mu(w<wws

0

o que acarreta, da Desigualdade de Gronwall (lema (1.5)),

1 ~
§|Ufn(t)\2 <k

com 7{?1 > 0 e dependendo apenas de T.E assim, existe L; > 0 que independe de
t €0, 7] em €N, tal que

[ @)1+ Vo) + lom (1) + 6O 5,

‘ ) : (2.24)
[ 1)+ O rgds + [ (o) ds < Lo



Donde concluimos que

{v/.} & limitada em L>(0,T; L*(9))
{vm} ¢ limitada em L>°(0,7;V)
{v,} € limitada emL>(0, T; LY2(T))
{v/.} & limitada emL?(0,T; LP2(T))
{v/.} ¢ limitada emL?(0,T; L*(Ty)).

A Segunda Estimativa
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Nesta se¢@o, nosso objetivo inicial é estimar o valor de |y”(0)|. Para tal, considere

w =/ (0) em (2.13). Assim,

(0 (), v7,(0)) + (Vo (1), Voy,(0)) + (f(vm(t) + (1)), v7.(0))r

+(g (v, (1) + ¢/ (1) FO+Z 3% 0 (0))
= (F(t),v1,(0)) + (G(t)w;’l(O))rm vt € [0,T].

Em particular, quando t = 0,

V(O + (Tum(0), Vi (0)) + (£ (1m(0) + 6(0)), s (0))r,
a0 0) + 900 1, O, + S (B0 F2(0).6,0)

j=1

= (F(0), 03, (0) + (G(0), v}, (0))r.

Como v,,(0) = v},(0) = 0, temos Vv,,(0) = 0 e %q;;;l (0) = 0, para j € {1,...,

ainda, recordando que ¢'(0) = y' e ¢(0) = 3°, segue que
+ (T 0).F4(0) = S5y (5(0) G20) ,(0) =0
o (f(vm(0) +(0)), v (0))r, = (f(¥°), v (0))ry;

o (9(v},(0) + ¢'(0)), v (0))ry = (9(y"), 7 (0))r,-

Portanto, das consideragoes acima e de F( ) = Ay® — > i1 bj (0)8—1“’1 e G(0) = —

a.CBJ'

equagao (2.25) se reduz a

o7 (0)1% + (£ ("), v (0))ry + (9(y"), v (0))ry = (Ay°, v7,(0))

(2.25)

n} e
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ou seja,
" 2 0 1 ayO 1 -
[0 ()" + (f(4°) +9(y") + 5 v (0D = (Ay?, vfy m(0))-

]:1
Mas, f(y°) + g(y') + %—yyo = 0 sobre Iy por (2.10), o que acarreta

W (O = (Mg (0)) — j{j(bj<o>§§§;7z4;<o>>

=1

Agora, usando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos
om(0)* < [(Ay®, v, (0))] + ZI U (0))]
< A 0 // 8y "
< A7 |vp( |+Z| | m(0)]

< ( 0>a—i‘> w (0)],

portanto, (supondo v/’ (0) # 0)
oy’
0)=—| |-
>8l’j >

[0 (0)] < (

Desde que b;(0) € CY() para cada j € {1,...,n} e y* € H?*(Q), temos bj(O)acr’Tyj €

L*(Q) para j € {1,...,n}, ou seja,

n

2

1

E assim, existe Lo > 0 tal que
[0 (0)] < Ly Vm € N.

Seguindo, agora, para a segunda estimativa derivemos (2.13) com respeito a t. Logo,

(0 (1), w) + (Vor, (1), Vo) + (f'(0m(t) + (1)) (v, (1) + ¢/ (1)), w)r,

(g (Vi (1) + ¢' (1)) (v (1) + 0" (1) F0+Zb/

+ SO F2 0. 0) = (F(0.0)+ (G 0).whry Vo € Vi
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Fazendo w = vl (t) = >, g, (t)w; € Vi, e observando que ¢”(0) = 0, obtemos

(0 (8), v () + (Vo (£), Vo, (8) + (f (om (t) + 6(8)) (07, (E) + & (2)), v, (£) )
(g (v, () + &' (1)) or, )re + Z (b( V(1))

+Z 050 (1) 1, (1)) = (1), (1) + (C(0), D),
J
Assim, usando o mesmo argumento de (2.14),

jt{u Yt )|2+%|w:n(t)|2}+ 5 Fom(t) + o) (Wl () + &' ()0 (£)dD
—|—/F g'(%ln(t) + (b/(t))w;/l(t)ﬁdr n Z(b;(t)a

+Z D0 14(0) = (FO.40)+ (0. O,

(£), v (1)) (2.26)

Vamos, entao, estimar alguns termos da igualdade acima. Sao eles:

o S BOGE.0)

J=1

A F'(m(t) + 6(8) (v, () + ¢'(2) vy, (£)dT.

Fazendo uso dos mesmos argumentos utilizados para estimar (2.16), obtemos

> (0055 .00 2 -3 [ dnoli O+ LR, (220

Para analisar /F £ (om(®) + 3(0)) (0], (£) + & (£))0" (#)dT observemos que
0 ()l < Co(L+1s|") VseR
por (2.5), ¢ assim,
|f' (i (t) + ()] < Co(1+ [vm(t) + o(1)]).

Logo,

: F'(Wm(t) + 6(8) (v, (t) + ¢'(£))vi, (£)dT
= [ (vm () + & () (0, (1) + ¢'(£))vy, (8) [T
= [ (vm () + () [V, () + ¢ (D)o, (£)dT

<G / (1 + [vm + 6P|l (1) + & (D)0 ()T
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ou seja,

A f'(m(t) + 6(8)) (v, (t) + ¢’(t))vf%(t)df‘ < Co | () + &' (@) v, (1) |dT

To

et / o (£) + B[t (£) + & (1) |/ ()]

Recordemos, da observacdo (2.2), que V — L20+1)(I'y), com isso

2(v+1)
v

v + @Y € L5 (Do) e |vl, +¢| € L*0HV(Ty)

e notemos que

1 1 L,
00 T4 1) 2
Y

donde, pela desigualdade generalizada de Holder(Corolario (1.9)), obtemos

/F [om (£) + &) |07, (£) + &' (1) |07 (£)]dT

(2.28)
< Jom(t) + O30 41) [ )+ &' (D) ll2341).r0[07,(E) |y -
Agora, pela desigualdade de Young para n > 0 arbitrario,
1
[0 () + &' (8)[ o, (8)] < @Ivfn(t) + &' () +nlop, ()
assim,
1
/F [0, (£) + ¢ ()] vy, (£)[dI" < 5\%@) + ' (O)If, + nlvn ()17, (2.29)
0

Seja Ag(y41) > 0, tal que
[[0m(t) + @) ll2(41).00 < Aoran[vm(t) + @)l = Aoy [Vom(t) + Vo(?)].
Analogamente,
107 () + &' (D)ll2+1).00 < Aoy [VUr, (8) + V' (1))
E, ainda, de V — L?(Ty), temos
|on () + &' (B)[ry < Ao|Vup, (1) + V' (2)].

Portanto, das consideragoes acima e de (2.28) e (2.29), obtemos

[ Fnle)+ 6004 0) + 6 ) ) (2:30
To

< k()| Vep+ VO +alunff, + KalVon+ V0P [V, + V|,
onde ks(n) = 42 e kg = A} L.
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Observacgao 2.4 Observe que as normas acima fazem sempre sentido, visto que vy, V), ¢
e eV.

Na primeira estimativa obtemos
[Vom(8)] < Ly

portanto,
ke[ Vom(t) + Vo) [Vor, () + V! (t)] vy, (8) |,
< ko([Vom ()] + [Vo(1)]) [V, (t) + V' (t)||v), (£)]r,
< Li[Vup, (t) + V' (t)[|vy, (8 r,

onde L} = k¢(L1 + |Vo(t)|)7.

Utilizando novamente a desigualdade de Young, obtemos
Li| Vv, () + V¢ ()] vy, ()lr, < ks(n)(L7)* [V, (1) + V&' () +nlvp, (IR,
e, assim,
k6 |V 0m (1) +V (1) [V 0y, (8)+V ¢ (1) o (D) Irg < K5(0)(L1)* [V, (4)+V e (1) *+nvp, (1)[2,

o que, substituindo em (2.30), implica

: F'(om(t) + 6(8)) (v, (t) + ¢'(t>)%(t)df‘ < ke()[ V', (8) + V' () + 2n]uy, ()7,
' (2.31)
com k7(n) = ks(n) + ki(n)(L})%. Assim, de (2.26),
1

{2 OF + TR} = - om0+ O + O] 00
- [ 0+ SOl O = D005 0. 0)-

7=1

—Z al.j () + (F'(2), 000 (1)) + (G (1), vl (£))ry

e, pelas estimativas obtidas em (2.27) e (2.31)

d 1 1
dt {aiv:;(t)P + §|Vv:n(t>|2} < kr(n)[Vog, + VO + 2l [,
0

—i—% / div(b)|v! (t)|*dx — §|v7’7'1(t)|12~0 - /FO gV, () + &' (t) |0 (t)2dT (2.32)

_Zb/

Agora, observemos que

() + (' (), v (1)) + (G (1), i (£)ry.




o1

. - / § (V) + & (@) (02T < 0;

< ks(IVom (8] + o, (O));

UK ORAT)

De fato, como g é, por hipotese, nao decrescente, segue que
g(s) >0, VseR
logo
g (v, (t) +¢'(1) > 0
acarretando em
- [ g+ S@lora <o
o
Agora,

/
ov,,

5—%@)\ Wl (1)

IN

n max ([[bjl|o

< ) / "
n e [V, (8)] 17, 0)

n max [|b;le

< (VP + i)

onde, a ultima desigualdade segue da desigualdade de Young. Portanto, escrevendo

n max bl
kg = — 5 segue

SO0 G0 0)| < KV O + 0

J=1

Por fim, utilizando mais uma vez as desigualdades de Young, obtemos

- 1
[F'@)F + 5o @)

(F(£), v(1)) < e,

1
2
(G'(t), vi()ry < ka()IG'(B)IF, + v (I,

para n > 0 arbitréario.
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Assim, substituindo as estimativas obtidas acima em (2.32), obtemos

o LSO+ ST < bmITe o+ Voo

0 "
SCAOI

1
+= / div(b) v (t)|*dx + (31 — 5
Q

2
1~ 1
Fhs([Vom(OF + [0 (01) + SIEOF + Slon(OF + k()G @)z,

Mas,

1 1
-gjﬁw@wmm%xs;mwwuwmm%
Q

//
o (1) = |Ag(r) }jéf’ O = 13y <
o8 12 oyt
2 | YP _ Yy .
Gk, = G0 =|3] <o

logo,
d 1 " 2 1 ’ 2 0 " 2
= {§|Um(t)| + 5V ()] } + (5 = 30l (I,

1 1
< La(m) + ([[div(b)lloc + 1+ 2ks) 5o, (1) + 2ks 5 | Vom (0
1 ~
onde Lg(n) = S|E(8)]* + ko(m)|G" (D) [F,-
Escolha 7 > 0 de tal forma que n < 2, e seja kig = (||div(b) o + 1 + 2ks), assim

d 1 /! 2 1 / 2 6 " 2
i B8 + 5V OF f+ (5 - 3l 0,

1 1
< Ly + ko (G0 + 5[ Tom(DP).

Agora, integrando a desigualdade acima em (0,¢) (¢t < T'), obtemos

1

! 1 !/ (5 ! "
SO = 59007 + (5 =30) [ 1o (o) s

1 1 2 1
- t + - ; ! t 2 -

2
Lol 1
<Lyt [ (R0 + 51Vum()R ) ds
0
implicando em
1 " 2 1 / 2 0 ! " 2
Slom@F + SV, (O + (5 =3n) [ [v(s)[p,ds
2 2 2 0 0

ool 1
<TLot Lot [ b5l + 51 Ven(s)F)ds
0
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1 1
pois 5 [vr, (0)* < Jor, (0)° < Lz e 5|Vur, (0)* =

Dai, pela desigualdade de Gronwall, obtemos
t
! ()2 + |w;n<t>|2+/ ()2 ds < Ly
0

onde L, é uma constante positiva que independe de m € N e ¢t € [0,7]. Com isso,
concluimos que

{v} & limitada em L>(0,T; L*(Q))

{v!.} é limitada em L>(0,7;V)

{v/'} ¢ limitada em L2(0,T; L*(Ty)).

2.1.2 Analise dos termos nao lineares

Nosso proximo objetivo é passar o limite no problema aproximado (2.13), mas
antes precisamos obter estimativas para as condigoes de contorno nao lineares no lado
esquerdo de (2.13) contendo f e g. E importante observar que estes termos nao foram
incluidos na primeira tampouco na segunda estimativa e, por isso, iremos analisa-los
aqui.

Note que, pela hipdtese (2.5), temos

T 42 zt2 T 42
/ |f(vm + ¢)|Wdth < 007“ / / (1 + |vm + ¢|7+1)Wdth
0 To 0 Ty
~42 T
= Co”“ 11+ [om + o] 31% . (2.33)

Agora, usando a desigualdade triangular e o fato de ||v,, + ¢||,42 < Ly (pela primeira

estimativa), obtemos

T T
L_‘_Q
/|H+Wm+dwﬂﬁ% < /(mw@®+m%+¢MHmV“ﬁ
0 0

T
< / (med(Tg) + Ly) 1 dt
0

2

portanto, escrevendo L = Cy™ T'(med(Ty) + Ll)wl

T
/ F(om + 07 drdt < L,
0 To

ou seja,

Flom +¢) € L3 (So 1)
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onde Xy =TIy x [0, 7.

Utilizando argumentos andlogos, a partir de (2.9), obtemos

T p+2
| [ et v orara<
0 o

assim,

g(vh, + &) € L5 (So ),

e ainda, como L independe de m € N, temos

{f(om + )} e {g(v, +¢)}

sao limitadas em L%(EQT) e L%(EQT), respectivamente.

Desde que Lo (Xor)e Lot (Xo,r) sdo reflexivos, existem subsequéncias de { f (v, +
o)} ede {g(v],+¢")}, as quais continuaremos denotando por { f(v,+¢)} e {g(v],+¢')}
tais que

f(vm + ¢) — x fraco em L%(ZO,T)
g(vl, + ¢') — ¢ fraco em L%(ZQT).
Mostraremos que, existe v tal que
x=flv+d) e (=g +¢)

Sabemos, da teoria do traco que

[omll 4 g,y < Aol VIl Yo EV

1
H?2 (Fo
e, da primeira estimativa,

Vo, < L, Vte|0,T],Yym €N

10go, {vn} ¢ limitada em L2(0,T; Hz(Ty)).
Desde que V' < L?(Ty), temos

[Up, e < A2V,

portanto, {v/ } ¢ limitada em L2(0,T; L2(Iy)). Agora, como a imersao Hz(I'y) <

L*(Ty) é continua e compacta, pelo Teorema de Aubin-Lions (teorema (1.45)) existe
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uma subsequéncia {v,x} C {vn}, a qual continuaremos denotando por {v,}, que
converge forte em L?(0,T; L*(Ty)). Seja, entao, v € L?(0,T; L*(Ty)) este limite.

Analogamente, pela limitacao de {Vv/,} obtida na segunda estimativa, temos
{v/ } limitada em L2(0,T; H2(Iy)) e,também da segunda estimativa, temos que {v/,
é limitada em L?(0,T; L*(T'y)). Assim, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos que {v], }
converge forte para v’ em L%(0,T; L*(Ty)).

De acordo com as convergéncias acima, podemos concluir que existem subsequén-

cias de {v,,} e de {v],}, as quais continuaremos denotando por {v,,} e {v/, }, tais que

Uy, — v q.t.p em Yo7,

v, — v q.t.pem Xgrg.
Agora, como f,g € C!, segue que
fm +0¢) — f(v+¢) qt.pem Zor,
g, +¢) — g+ ¢) qt.pem Zor
daqui e das limitagoes de f (v, + ¢) e g(v), + ¢') em L%(EO7T) e L%(EO,T), respec-

tivamente e utilizando o Lema de Lions (lema (1.46)), obtemos

f(vm + &) — f(v+ @) fraco em L%(EO,T%
gl +¢') — g(v' + ¢') fraco em L%(ZO,T)'

Das imersdes V < L20+)(Ty) e V « L2P+1(T), das hipoteses (2.5) e (2.10) e,
utilizando os mesmos argumentos de (2.33), obtemos uma constante L que independe

de m € N, tal que
T
| [ 15+ oyparar < 1.
0 Jro

T
/ lg(vl, + &) PdTdt < L
0 Ty

donde concluimos, pelo Lema de Lions que

f(om + &) — f(v+ @) fraco em L2(0,T; L*(Ty)),
g(vl, + @) — g(v' + ¢') fraco em L*(0,T; L*(Ty))

o que é suficiente para passar o limite no problema aproximado (2.13).



26

2.1.3 Passagem ao Limite

Tome j € N, m > j e seja 6 € D(0,T). Multiplicando a equagao de (2.13) por 6 e

integrando em [0, 7], obtemos
/0 (1), w;)O(H) it + / (Vo (), Vuy)(t)dt + / (F(om() + B(8)), wy)r, B(1)dt

+/0 (g(vin(t)+¢'(t))»wj)r09(t)dt+;/o (bj(t)%(t),wj)ﬂt)dt

= / T(ﬁ(t), w;)0(t)dt + / T(G(t), w;)r,0(t)dt

’ ’ (2.34)
onde w; € {wy} que é a base Hilbertiana de V N H%(Q).

Pelas limitagoes de {v/} e de {Vuv,,} obtidas na segunda e primeira estimativas,
respectivamente, e da reflexividade de L?(0, T'; L*(£2)), obtemos subsequéncias {v/,} C
{v/} e {Vuu} C {Vu,}, as quais continuaremos denotando por {v”} e {Vuv,,} tais
que

v/ — 0" fraco em L*(0,T; L*(Q)),
Vv, — Vv fraco em L2(0,T; L*(Q)).
Assim, fazendo m — oo em (2.34), e utilizando as convergéncias obtidas acima, segue

que
/0 (0" (t), w;)0(t)dt + /0 (Vo(t), Vaw;)0(t)dt + /0 (f(u(t) + (1)), w;)r,O(t)dt
+/0 (g(vf(t)+¢I(t)),wj)p09(t)dt+z/0 (b,(8) v

:/OT(F\(t),wj)e(t)dt—i-/OT(G(t),wj)FOQ(t)dt‘

w,)0(t)dt

Agora, desde que V N H%(2) é denso em V, o resultado acima vale para todo w € V,

isto é, fazendo 7 — 0o na equagao acima encontramos

/O(U”(t),w)e(t)dwr/o (Vv(t),vw)e(t)dt+/0 (f(u(t) + o(t)), w)r,0(t)dt

+/0<<<>+¢<> w)r,0 dt+Z/ ax] w)f(t)dt (2.35)

- / T(ﬁ(t),w)e(t)dt + / T(G(t),w)FUQ(t)dt, Vw € V,¥0 € D(0,T),
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em particular, a equagao acima é valida para w € D(Q2) C V, isto ¢,

/0 (U//(t),w)e(t)dt+/ (Vo(t), Vw)b dt+2/ 8% w)0(t)dt =

- /T(ﬁ(t),w)e(t)dt, Yw € D(Q),V0 € D(0,T),

(2.36)
visto que w se anula na fronteira de €2, e ainda, pela formula de Green, temos
(Vo(t), Vw) = —(Av(t),w) Yw € D(Q)
o que, substituindo em (2.36), acarreta
T
/ (W(£), w)0(E)dt — / (Ao(t), w)0()dt + Z / a w)0(t)dt
T
° ° ’ (2.37)
T
_ / (F(t), w)0(t)dt, Yw € D(Q),¥0 € D(0,T).
0
Tomemos wé, com w € D(Q) e § € D(0,T), logo
T
* / (W' (t), w)0(t)dt = (v", w0)p(Q)xD(Q);
0
T
. / (Av(t), w)0()dt = {Av, w8) prg) i)
0
T / 1
ov v
bi(t t O(t)dt = (b;——, wh)pr :
) O R R O s
T A~ —~
o [ e wpeit = Fud)oiopaa
0
onde @ = x (0,7"). Assim, substituindo as igualdades acima em (2.37),
31} ~
(v",00) pr(@)xp(@) — (Av, w8) pr(Q)x (@ +Z ,w) pr(Q)xp(@) = (F,wl) pr(@)xD(Q)

L
e, usando o fato de wé, com w € D(Q) e § € D(0,T) ser denso em D((Q), obtemos

"o ~
(" V)@@ = (A0 ¥)pgpigy + 2_big, VIr@xpi@) = (F ¥)r@xp@
- J

Jj=1

para todo ¢ € D(Q). Ou ainda,
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para todo ¢ € D(Q). Donde, concluimos

Agora, desde que v”, b; e F e L2(0,T; L3(Q)) = L2(Q), obtemos —Av € L%(Q), e

T Ox;
portanto,

~

o’ 5
j@xj =0 em L*(Q).

V! —
Fazendo v(z,t) = y(x,t) — ¢(x,t), obtemos
y"—Ay-l—zn:b%:O em L*(Q) (2.38)
2 b . :

Mostremos que y(z,t) = v(z,t) + ¢(x,t) satisfaz as condigoes de fronteira de (x).
Multiplicando a equagao de (2.38) por w6 com w € V e § € D(0,T) e integrando
m (0,t), obtemos

/0 (3" (t), w)0(t)dt — /0 (Ay(t) dt+z / a% w)f(t)dt = 0. (2.39)

Como y, Ay € L*(Q), resulta que y € H N H'(Q), logo, do lema (1.3)

W ¢ 1200, 7. -}
é)VEL(O,T,H (T))

dai, usando a férmula de Green generalizada em (Ay(t), w) e substituindo em (2.39),

obtemos
/ (' (1), W)t )dt+ / (Vy(t), Vuo)o(t)dt — / (O )y e e O
+Z/ &E w)B(t)dt = 0 Yw € V,¥0 € D(0,T).

Por outro lado, substituindo y = v + ¢ em (2.35), encontramos
| oo [ w0, vupwda [ .o
+ [ s Y [ w05

w)0(t)dt =0, Yw € V,V0 € D(0,T)

(2.41)
e, comparando (2.40) e (2.41), obtemos

oy B
/0 (50 T W)+ 900 g 1 eprh o) P ()dE = 0, Vw € V,V0 € D(0,T)
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portanto,
%
ov
Mas, f(y),g(y") € L*(0,T; L*(T'y)), donde podemos concluir

+ f(y) +g(y) =0 em H2(Ty).

dy

v

€ L*(0,T; L*(Ty)),

e assim,

% + fy)+g(y) =0 em € L*0,T; L*Ty)).

Por fim, devemos mostrar que

ye L2 (0,00, H2(Q)NV)

loc

para tal, considere o problema

—Ay(t) = — ij(x,t)g—i;(t) —¢/(t) em Q x (0,7)

y(t) =0 em I'y x (0,7

%@) = —f(y() — 9y (1)) em Soz

que, para quase todo t fixado é um problema eliptico, do qual y é solucao. E, portanto,

pela regularidade dos problemas elipticos (Proposi¢ao 1.47) temos a regularidade de y.

2.2 Condicoes Iniciais

Nosso objetivo, aqui, € mostrar que y satisfaz as condigoes iniciais inerentes ao
problema (x), ou seja, y(0) = yo e y'(0) = y;. Para tal, vamos nos utilizar das informa-

¢oes conhecidas de v e, a partir delas, mostraremos o resultado para y.

Note que, de Vv, — Vv em L?*(0,T; L*(2)), temos
|Vo(t)| < liminf |V, (t)] < Ly, Vte[0,T]

logo,
lo(t)|ly < L1, Vte0,T)

e, portanto,

ve L=0,T;V). (2.42)
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Analogamente, temos

o' € L0, T V). (2.43)

Agora, temos v/ — v” em L?(0,T; L*(Q)), portanto, pelo argumento utilizado acima,

temos

v € L0, T; L*(Q)). (2.44)
Assim, de (2.42), (2.43) e pela proposigao (1.28), temos
ve C(0,T;V)

ainda, desde que, V < L?*(Q) temos v € L>(0,T; L*(2)), e somando ao fato de valer

(2.44) e pela proposicao (1.28) obtemos
v e C((0,T): L*(0,T)),

donde
v e O0,T); V)N C([0,T]; L*(0,T)) (2.45)

por isso, faz sentido calcular v(0) e v'(0) e, consequentemente, podemos falar de y(0)
e y'(0).

Seja 0 € C'([0,T)) tal que #(0) =1 e §(T) = 0. De v/, —v' em L?(0,T; L*()),
temos

/0( ' (), w dt—)/ tdt Yw e L*(Q)

dai, por integracao por partes, obtemos

(0m(T), w)6(T) —(vm(O),w)H(O)—/ (Um (1), w)0'(t)dt — (v(T'), w)0(T)

ou seja,

—(Um(O),w)—/O (o (1), W) (¢ )dt—>—(v(0),w)—/0 (0(t), )0 ()dt, Y € L)

e, pela convergéncia de v,, — v em L*(0,T; L?(2)), podemos concluir que

/( m(t), w)d' (t dt—>/ t)dt Yw € L*(9).
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T T
n00) = [ on® 000t = { = (0n0)0) = [ a0l 0t}
T T
— [ ew.weoi-{-eow - [ oo
0 0
= (v(0),w), Yw e L*).
Como v,,(0) = 0 para todo m € N, temos
(v(0),w) =0 Yw € L*(Q),
portanto,
v(0) = 0.
Por argumentos inteiramente analogos, concluimos
v'(0) = 0.
Dai, pelo exposto acima e por

y(x,t) = v(z,t) + ¢(x,t)

obtemos,

y(x,0) = v(z,0) + ¢(z,0) = yo(x) e y'(z,0) ='(z,0) + ¢ (z,0) = yu(x).

2.3 Unicidade

Para mostrar a unicidade da solugdo de (x), vamos tomar duas solugbes que
satisfazem o problema e, nos utilizando da desigualdade de Gronwall, concluiremos
que elas sao, necessariamente, a mesma.

Sejam y; e yo duas solugbes regulares para o problema (x). Entado z = y; — o

verifica
(2"(t), w) + ), Vw) + Z 8% w) = (9(y(t)) — 9(11(1)), w)ry

+(f (w2(0) (1) = f(yl),w)ro, Vw eV,

em particular, quando w = 2/(t), obtemos
%{%yww V=) + Z
= (9(1(1)) — 9(y1 (1)), Z/(t))Fo + (f(yz(t)) — S (1)), 2'(1))ry-

Agora, observe que,

(2.46)
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°_Z 6% “”Slldz’v<b>lloolz'<t>|2—§|z'<t>|%o;

e (9(yz) — 9(v1), #'(t))r, < 0;

o (f(y2) = flxn), Z'())ry < Clhii(n)|V2(t)]* + n|zl(t)|1%0) em [0,T], onde C' é uma

constante positiva e n > 0 é arbitrario.

De fato, utilizando os mesmos argumentos introduzidos para estimar (2.16), obtemos

_z D (). (0) < [ dio)l2 e 51 O,

e, por (2.1)
=D (b(1), g—;(t% () < [ldiv(b)[l] 2" — g\Z'(t)\%o-

Por hipotese, g € mondtona nao decrescente, assim, se () < yh(t) sobre Iy,
temos g(y)(t)) < g(yh(t)) sobre I'y, caso contrario, ou seja, se y5(t) < yj(t) sobre Iy,

temos g(y5(t)) < g(y)(t)) sobre 'y, portanto, em ambos os casos,

(9(va) — g(y1), 2'(t))r, < 0.

Por fim, segue da hipotese (2.7) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

(f(y2(t)) = fn(0), 2 (W))rg = (f(w2(t)) = f(52(£)), 94.(8) — wa(8))rg
Dl/ (ly2|” + w2 ) [2(@)]|2 ()] dl

1)

< Dillga(O)y r, + 191,120 ro 2’ (),

IN

da desigualdade de Young, e da imersdo de V em L20F)(Ty) — L?>(Ty) e de V <
L?(Ty), obtemos

(f(y2(8)) = Fwr (1), 2 (8))ry < kun(m) D3 (ly2() 50 r, + 191 (D570, 12 B, + 1l 2 ()]
Da teoria do trago e observando que y;,ys € L*(0,7; V), obtemos

(f(2) = fyn), 2/ (O)rg < kun(m(IV2(O + 0l (OIF,)-

em [0, 7], onde k11(n) = K1y (0) Doy (V51 (D) oo + [ Vy2(8) o).
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Dai, substituindo as estimativas acima em (2.46) e escolhendo n < g encontramos

%{%Lz’(t)!? 4 %]Vz(t)\z} + (g — )12 (),

1 1
<0+ Li(512OF + V=)

em [0, 7], onde Ly = maz{2||div(b)] 0, 2C (k11(n)}.

Assim, integrando ambos os membros em (0,t), t < T,

1 / 2 1 / 2 1 2_1 2 é_ /t / 2
S OF = SEOF+5I90F - 51V + (5 -n) [ ()]s

1 1 ) !
= SFOF+ V=R + (5 -n) [ 1)
Pl e L 2
< 041y <—|z(s)| + = Va(s)| )ds
0 \2 2
e, utilizando a desigualdade de Gronwal obtemos
Loyine L 2 0 LA Lat
SO +5IVz0F + (5 -n) 1)k ds < 0P =0,
consequentemente,
') = [V2(t)| = [2'(s)Ir, = 0 em [0, 7]

em particular, de |2/(¢)| = 0 em [0, 7] segue que z(t) é constante em [0, 7] para T > 0.
E, desde que 2(0) = y1(0) — 2(0) = yo — yo = 0 concluimos que z(t) = 0 para todo

t € [0,T], donde y;(t) = yo(t) para todo ¢, ou seja, a solugdo do problema (x) é tnica.



Capitulo 3

Existéncia da Solucao Fraca

No capitulo anterior, provamos a existéncia da solugao forte para o problema (x)
com y° e y' suaves. Agora, se f = 0 ou se f é uma funcao linear, por argumentos de
densidade, podemos estender esse resultado para a solucao fraca. E é esse o objetivo
do capitulo que se inicia.

Observagao 3.1 Mostraremos a existéncia da solugao fraca para o caso de f =0. O

outro caso, ou seja, quando f € uma funcgao linear, € andlogo.

Para o estudo da solucao fraca, consideremos o seguinte acerca dos dados iniciais:
(H.1) Hipoteses sobre os dados iniciais: Consideramos os dados iniciais verifi-

cando

{yo,yl} eV x L2(Q>
Com isso, nosso intuito, aqui, é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Sob as hipdteses (A.1), (A.3) e (H.1) existe uma unica fungao y : Q X
[0,00) — R de modo que

y € C([0,T];V), y € C([0,T]; L*(Q)

/

n ay -
y' — Ay + ; bj(x,t)a—xj — 0 em H;;}(0,T; L*(2))

a_i +9(y') =0 em (Hg(0,T; H*?(To)) 0 LPH3(0,T; L' ()
y(@,0) =y"% y'(x,0) =y" em Q.
para todo T' > 0 fizado .
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3.1 Existéncia de Solucao
Dado {¢°,y'} € V x L*(Q2), considere
{y,} € Hy(Q) N H*(Q) e {y,} € D(-4)
onde D(—A) = {u € VN H*(Q); %% =0 em 'y}, de tal forma que

y, — y' forte em L*(Q) (3.1)
yg — 1° forte em V. ‘

Observemos que é sempre possivel tomar {y.} e {y)} nessas condigoes devido a den-
sidade de Hj(Q) N H*(Q) em L*(Q) e de D(—A) em V. E ainda, para cada p € N,
Yy, Y, satisfazem

W yp} € (VN H(Q))?

0

Y 1
_ = O
5, T 9W)

0

0
pois ) € D(—A), logo 8_%/ 0 sobre Ty e de (2.9) temos g(y;) = 0 sobre I

Assim, para cada p € N, yu,yu verificam (A.4) e, portanto, existe uma tnica funcao
Yu 2 x (0,00) = R tal que

/

a/
Ayu%—Zb xtai =0 em Q x (0,00)
j=1 J

() =0 em I'y x (0,00)
ayu
ov

[ Yu(2,0) =yp; y,(2,0) =y, em Q

+9(y,) =0 em 'y x (0, 00)

Agora, calculando o produto interno em L*(£2) de (**); por y/,, obtemos

"o / = ay; ’
(Yyur Y) + (=AY, y,,) + (;bja—%,yu) =0

Utilizando o mesmo argumento de (2.14), a formula de Green e a condigao de fronteira

segue que

5{ lyl* + —\Vyu|2}=—/F gy )y,dr — <Zbﬂax] ) (3.2)

Desde que (2.9) vale e considerando o mesmo raciocinio usado em (2.16), obtemos
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. - / g )yudr < —Cy [ |y edr
FO 1—‘0

/

n y 1 . 0
o (Cneng2a) < 5 [ o - Lk,
J

j=1

logo, substituindo as desigualdades acima em (3.2),

d 1 ,
{3+ 519l } [ i+ S, <5 [ bl Pao

e, portanto,
d f1 ,5 1 2 +2 0 112 ~ Lo
G+ 517+ o [ e+ S, < i) g1

Integrando a expressao acima em (0,t), t < T', encontramos
1 / 2 1 2 ! / p+2 5 ! / 2
S.OF + SIVu )"+ G |y, ()| "dlds + 5 [ [y, (s)|r,ds
2 2 o JTo 2 Jo
Loz . L 2 : "1,

< SBOF + 5V ) + [[div®)llo | 5lyu(s)]ds
0
t
, 1
= \yﬂ|2 IVy2|2+HdW(b)Hoo/0 319 (s)°ds.
2+

E, como —|yu |Vy2|2 < 00, por (3.1), podemos usar o lema de Gronwall, assim

P+ 0P+ [ [ epeaas [neka<n 63

onde L > 0 nao depende de p € Ne t € [0,T].
t
Em particular, de / / |y, (s)["*?dlds < L e de (2.9) obtemos
0 Jro

T T
/ oI5 drdt < ¢, / [P 2dTdt < CyTL, (3.4)
0 FO 0 F0

Agora, escreva 2,, = Y, — Yo onde pu,0 € N e y,,y, sao solugoes regulares de

(%x). Assim, z,, verifica

Azug—i-ZbJ (9x =
j

dai, calculando o produto interno em L?*(Q2) da expressao acima com z;w e utilizando

a identidade de Green, obtemos

%{%Izg,(,(t)ﬁ 5 V20(1) }+ij a*“’ = (9(y, (1) =9y, (1)), 2. (t))ro- (3.5)



67

Usando o fato de g ser mondtona (como argumentado para mostrar a unicidade da

solugao forte), bem como,

< 1 J
(ij T i) 5 [ dOL P SR

e integrando a expressao (3.5) em (0,t), t <T', obtemos

1 1 § [
31 OF + 5192008 + 3 [ o
1 1 1
< Sl O + 5192000 + div®) [ 51200 (5P

ou seja,

t
L (0) — s (O + [V(t) — V(1) + / () — o ()2, ds
0
t
<yt — g P + V8L — V2P + [[div(b) / 1,(5) — 31, (s) 2ds.
0

Assim, pelo lema de Gronwall

t
U400) = 95 007+ 93(0) = V) + 6 [ 00) =4 (5 s
< (Iyp = A2 + V9l — Vo2l exp(lldiv(b) | T)

para todo t € [0,7]. E, portanto,

o sup [y, () = v, (O < (Jyh = vl + [Vyl = Vo3I2) exp(||div(b) - T)

te[0,T]

o sup |Vy,(t) — Vy, (1) < (|y,i — Y+ V) — Vy3|2> exp(||div(b)||T)

te[0,T)

o 5 [ 106 = sy Vs < (I} =l + 1900 = VubP?) xpllaiv(t)] )

Como {y,} e {y)} foram tomadas de modo que convirjam forte para y" em L*(£2)
e ¢y em V| repectivamente, temos que o lado direito da expressao em (3.6) converge

pra zero quando u, o0 — 0co. De onde, podemos concluir que
{y.,} € de Cauchy em C(0,T; L*(2))

{y,} é de Cauchy em C(0,T;V)
{y.} é de Cauchy em L*(0,T’; L*(I'y)).
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Desde que C(0,T; L*(2),C(0,T;V) e L*(0,T; L*(Ty) sao espagos de Banach, existe
y:Qx[0,7] — R tal que

y, — y forte em C([0,T];V)
y,, — ¥y forte em C([0,T]; L*(2)) (3.7)
y,, — ¥y forte em L*(0,T; L*(I'y)).

Da ultima convergéncia, segue que
?JL — ' q.t.p em X1
e, desde que g € C*, temos
9(y,) = 9(y') a.t.p em Xz
como g(y,,) ¢ limitada em L%(ZO,T) por (3.4), o lema de Lions garante que
/ / £t2
g(yu) — g(y') fraco em Le+1 (X ). (3.8)

O que ¢ suficiente para passar o limite em (xx).

3.1.1 Passagem ao Limite

De (*%); temos que

n /

)
y = Ay, + Zb»i — 0 em L2(0,T; LA()), VT > 0.

J Oz,

Sejam w € D(2) e § € D(0,T), calculando o produto interno da igualdade acima, em

L*(Q), por w e multiplicando o resultado por 6 obtemos
(yps, Ow) — (Ay,, Ow) + Z(bj%, fw) = 0. (3.9)
=1 !
Agora, pela formula de Green generalizada, temos
—(Ay,, bw) = (Vy,, Vw)

portanto, substituindo a igualdade acima em (3.9) e integrando em (0,t), t < T, segue

que

/0( /(5), w)o(s )ds+/(VyM( ), Vo ds+2/ gz: Lw)(s)ds — 0
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e, por integracao por partes,

t . ) t n t ay/
_/ (y,(s),w)0 (s)d8+/ (Vy#(s),Vw)H(s)dstZ/ (bj(s)a—;(s),w)G(s)ds =0.
0 0 = Jo j
(3.10)
Notemos que, como b; 5% Qy# € L*(0,T; L*(Q)) pela proposi¢ao (1.23) resulta que

<(b-—ay“)l 9w> — <b»—ay" e'w>
J ) J ’
Ox; DI(Q)xD(Q) Oz, D'(Q)xD(Q)

por outro lado,

<(bj%)/ 0w> <b’ i 9w> + <bja—yL 9w>
Oz, D/(Q)xD(Q) T Ox;’ D/(Q)xD(Q) Oz, D(Q)xD(Q)

portanto,

<b-a—y;‘ 9w> <b’ OYu O > <b OYu 0w >
J ) .
Oz D’(Q)XD(Q) 10 D'(Q)xD(Q) (‘993] D'(Q)xD(Q)

Lembrando que, pelas respectivas regularidades, yit, Vy,, definem distribuicoes as quais
identificaremos com elas proprias e, utilizando a igualdade acima, podemos reescrever

(3.10) da seguinte forma

- <y;/u 91w>D’(Q) D(Q) + <vyu7 9VUJ>D/ Q)xD(Q)

_Z<b;%,8w> —Z<b gy“ 0'w > =0.
A T D(Q)XDQ) =1 Ly D'(Q)xD(Q)

j=

E, assim, passando ao limite quando p — oo, segue de (3.7) que

L0
— (v, 0'w)p (@)xp©@) + (VY, VW) (0 xD(Q) — Z<b el

=\ oz >D’(Q)XD(Q)
—Z< 8y 0w > =0.

D'(Q)xD(Q)

Agora, como y € C(0,T;V) — L*(0,T;V), temos bj% € L?(0,T; L*(Q)) e, portanto,

/
Z D(Q)xD(Q) xJ D'(Q)xD(Q)
logo,

o' B, 0
<bja—y,9w> <b’ay w > —<bay 0w > ,
T D(Q)xD(Q) Ly D/(Q)xD(Q) L D(Q)xD(Q)
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como também vale,

—(y, 0'w)pr@)xp@) = (¥, Ow)p(Q)xD(Q)

obtemos,
" 8y
(Y, 0w) o @xp@) + (Vy, VW) (o +Z i 0w =0. (3.11)
zj’ D/(Q)xD(Q)
E, desde que,
" /0y Ow
(Vy, VOw)p@)xp@) = <ya y>
- 9T 9T pQ)xp@)

L >D/(Q)XD(Q)
= —(Ay, 0w)p(Q)xp(Q)

substituindo em (3.11) encontramos

n 8y/
(Y, 0w) (@) <(@) — (AY, 0w)pr(@)xp@) + Y <bj%’ b
J

j=1

>D’(Q)XD(Q)

ou ainda,

<y —Ay+Zb % 9w> —0,
D'(Q)xD(Q)
para todo 6 € D(0,T) e para todo w € D(Q2). E, pela densidade do produto fw com

0 € D0,T) ew e D(Q) em D(Q) obtemos

" Ay + zn: ba—y/ v =0
y y . ]axja - )
7=l D'(Q)xD(Q)

para toda ¢ € D(Q). Com isso, concluimos que

n

" a/ /
y —Ay+ija—9:0emD(Q).

=1
Agora, note que como y' € L*(0,T; L*(Q2)) temos vy’ € H~'(0,T; L*(Q)) (como feito
em Milla Miranda [28]) e de a—j’ € L*0,T; L*(Q)) pois y € L*(0,T;V), temos gTyl_ €
H~1(0,T;L*(Q)) e, portanto, b; 5L ay e H1(0,T; L*()), logo,

/"

10, T L2(Q))

i axj
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o que implica,
/

- Jy _
" Yy 1 )
y —Ay+ jgl b; oz, 0em H (0,75 L*(Q)).

Vimos que

Y, — Yy em H_l(O,T; LQ(Q)), (3.12)
e, como
n ay/
//4 o g -1 72
_yu+2b —E .y +]Zlbjaxj = Ay em H™Y0,T;L*Q))
obtemos,
Y, — Yy em H_l(O,T;H). (3.13)

Assim, de (3.13) e do Lema (1.3), obtemos

Y.

W — ) =)= 5L em HOOTHOAT). (1)

ov

Recordemos do Teorema da Solugao Forte, que

9 :
St g(y) =0 em L2(0,T: LA(T)) (3.15)

e desde que
p+2
9(y,) = g(y") em Lo+ (Eo7)

e da convergéncia (3.14), podemos passar o limite em (3.15) e obtemos

8_3 +9(y') = 0 em (H (0, T3 H*(Ty)) N LP**(0,T; LP2(T)),

pois,
H=Y(0,T; H-(Ty)) + Lo+ (0, T; L1 (Tg))
= (H 0, T; H3*(Ty)) N LPT2(0,T; LPH2(Ty)).

3.2 Condicoes Iniciais

Para mostrar que a fungio y satisfaz as condigoes iniciais y(0) = y° e 3/(0) = y*,
recordemos de (3.7) que

y, — y forte em C([0,7T;V)
y,, — ¥y forte em C([0,T]; L*(2))
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assim,
Y, (0) = y(0) forte em V'
y,,(0) = 4/(0) forte em L*(9).
Agora, como
Y.(0) = ¢ — y° forte em V
y,(0) =y, — y" forte em L*(Q)

pela unicidade do limite obtemos o resultado.

Observagao 3.2 A unicidade da solugao fraca para o problema (%) ainda é uma ques-

tao em aberto.

Observemos que, até aqui, analisamos a solu¢ao y do problema (%) apenas em
intervalos do tipo [0, T], T > 0 qualquer, mas, como pretendemos estudar o decaimento
da energia relativa ao problema (x), devemos, antes, mostrar que a solugao é global-
mente definida com relagdo ao tempo, ou seja, y esta definida em [0, 00) . Isso é o que
faremos a seguir.

Recordemos de (3.7) que y € C([0,T]; V)N CY([0,T]; L*(2)). Considere, entao, o
intervalo maximal no qual existe solu¢do para o problema (x). Assim, y esta definida
em [0, Tinax), onde Trpax = supY e T = {T" > 0;y é solucdo de (x) em [0, 7]} e y €
C([0, Tinax); V) N CH([0, Tinax); L2 (1))

Afirmacao: Uma das opgoes abaizo € sempre satisfeita:

Tiax = 000U lim {]y’(zf)\2 + ]Vy(t)\z} = 00.
T,

max

De fato, supondo o contrario, ou seja,
Tax <00 e lim {[y/ ()" + [Vy(t)"} < oo
_> max

concluimos que existe M > 0 e uma sequéncia {7,,} C T com T,, < T,,+1 tal que

T,, — Tmax quando m — 0o

|y (To)|” + IVy(T) [P < M, ¥m €N,

dai, existem subsequéncias {y(7,)} C {y(Tm)} e {V'(T,)} C {¥'(T,,)} tais que

y(T,)) — yr fracoem Ve 9/(T,) — vy} fraco em L*(Q)
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quando v — co. Seja u a solucao do problema

( n /
u”—Au+;bj(:C,t)g—zj:0 em 2 x (0,00)
u=0 em T'; x (0,00)
8_u+ (') =0 em [y x (0,00)
8V gu - € 0 y OO

uw(z,0) =ypr; u(x,0) =1} em Q

\
entao, u € C([0, Tmax); V) N CH[0, Thnax); L2(2)). Agora, defina uma fungao £ da se-

guinte forma
fat) = y(x,t) se 0<t<T)
w(z,t —Ty) se Ty <t<Ty+T",
onde 0 < T < Tiax € 11 = Trpax — % < Thmax- Notemos que, pela definicao de £ e a
escolha de T7 e T*, £ é uma solugao de (%) em [0,7} + T*| e, portanto, T3 +T* € T.
Mas, T} + T = % 4 Thax > Tmax, contrariando o fato de T}, ser supremo em 1. A

partir disso, concluimos que a afirmagao é verdadeira.

Agora, se Ty < 00, devemos ter lim;_7 . {|y'(¢)|* + |Vy(¢)|*} = oo, mas
y € C([0, Tmax); V) € ¢ € C([0, Thnax); L*())

portanto,

[y (t)|* + [Vy(t)|> < M, para todo t € [0, Thax]

onde M > 0, contradigao. Logo, da afirmacao segue que T, = 00, ou seja, y esta

definida para todo t € [0, 00).



Capitulo 4

Taxas de Decaimento do Funcional

Energia

O capitulo que se inicia tem por objetivo obter o comportamento assintotico do
funcional energia relacionado a solugao regular do problema (x). Para tal, usaremos o
método da perturbagao da energia devido a Komornik e ZuaZua [13] e construiremos
um funcional de Lyapunov adequado de modo a mostrar que a energia

Bt =5 [ 1®Fd+ 5 [ 1Vo)Pdz+ [ Far

2 /g 2 Jq I'o

decai exponencialmente para zero quando ¢ tende ao infinito.
No que segue, 2° denotara um ponto fixado do R™.
Seja
m(z) =x — a2, (4.1)
assuma que a particio {To,I';} da fronteira I' com Ty NT; = @ tem a forma
Fo={zel'ym(z)v(r) >my >0} el ={zeimx)v(z) <0}

onde my é uma constante. Defina

R = max |lz — 2| (4.2
€

e, ainda, consideremos as seguintes hipoteses adcionais:

(A.5) Hipoteses sobre o decaimento uniforme: Assumimos que

bim; = b;m; em Q x (0,00), Vi,je€{1,2,...,n}; (4.3)



[f(s)] < Cols["™, s€R (4.4)
Ki|s|* < g(s)s < Kyls]?, s€R (4.5)

para algum K7, Ky > 0, onde m; é a i-ésima coordenada do vetor (4.1).

Sabendo disso, nosso intuito, aqui, é mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Sob as hipdteses (A.1)—(A.5) e considerando que ||b]| o, ||V ||oo € ||div(b)||oo

sao suficientemente pequenos, a energia

=5 [wwkds+ 5 [ 1vaopas+ | F(ar

associada a solugao forte y decai exponencialmente, isto €, existem constantes C,~vy > 0
tais que
E(t) < Cexp (—t); para todo t > 0.

4.1 Decaimento Uniforme da Solucao Forte

Sabemos que

Y — W _ 0 em L2(0.7; ()
](9.1'3‘ Y

assim, tomando o produto interno em L*(Q) da igualdade acima por y/(t) € L*(9),

obtemos
0 0)5/0) = Q0.5 ) + 3 (5L 04 0) =0

e considerando a formula de Green, os argumentos utilizados em (2.14) e a condigao

de fronteira

1 d / 2 2 _
5l OF + 55T+ [ () + ot dr+2( ol /0 =0
(4.6)
Agora, analogamente ao feito em (2.16), segue que
L 3 ! / ]- . / ]- /
> (b 0.0/0)) = =5 [ di@ly®Fda+ 5 [ baly P
= axj 2 Q 2 To
Logo, substituindo a igualdade acima em (4.6), obtemos
1d, , ., 1d 5 , ,
S5 OF + 5=V + | (Fy(®) + 9y ())y (t)dl
2 di 2 dt - )

1 1
——/div(b)|y'(t)|2dx+—/ buly (t)?dl = 0.
2 Ja 2 Jro



76

Como a energia relativa ao problema () ¢ dada por

B = 5 OF + 5Vy(0F + [ Flar
temos que
B0 =5 { G OF + ol |+ [ sy (4.5)

dai, comparando (4.7) e (4.8), encontramos

) =~ [ st/ Oar+3 [ divlyOPds =3 [ bayoFa. @)

E, desde que valem (2.2) e (4.5), obtemos

E'(t) < — <K1 + g) ; v/ ()|?dl" + % /Q div(b)|y (t)|*dz. (4.10)
Agora, dado € > 0 arbitrario, definimos a perturbacao da energia como sendo o funci-
onal
EL(t) = E(t) + (1)
onde
v(6) = 20/ (1), m.Vy(2) + (n = D/ (1), y(1) oy
+(b(t).-Vy(t), m.Vy(t)) + (n — 1)(b(£)-Vy(t), y(t)).
Mostremos que existe 6; > 0 tal que
|E.(t) — E(t)] < ebE(t).
De fato, observemos que
|E:(t) = E(t)] = el (t)] (4.12)
WO = 12(/(t), m-Vy(t)) + (n = D(y'(t),y(t)) + (b(t).Vy(t), m.Vy(t))

(n— 1)(b(t).Vy(t), y(1))|
2R3 |y ()][Vy()] + (n — Dy (®)][y()] + R b))% Ty ()]
+ (0= DB ZIVy®)|ly()

IN -+

onde as desigualdades acima seguem da desigualdade triangular em R, da desigualdade
de Cauchy-Schwarz em L?*(Q2) e do fato de m(z) < R para todo x € Q. Agora, da

imersao de V em L?(f2), temos que

ly| < A|[Vy| para todo y € V
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com A sendo a constante de imersao e, da desigualdade de Young, obtemos

YOIVYO] < Sl OF + 5Tu0)P

Y OlyO] < Sl OF + 20 < Ly OF + 550

logo,

()]

IN

(1, 1 1, A
22t {3IVOF + 5IV0OP |+ (= 1 {5 OF + 519w}
1 %1 %1
+2RH b5 VYO + 22(n = DIY|&5 [Ty
1 1 1 1 1
= (28} + A = 1) + 22 = )b Z2RF b)) 5[ Vy(D)

bR+ (- D)l ()

Seja 0y = 2R% +-A(n—1)+2A(n—1)||b| L2R b2 ¢ observemos que 2R3 +(n—1) < 61,
de onde

0] <0 O + 519
e, como por (2.6)

91/ F(y)dl > CO, | |y*2dl >0
1)

To
obtemos

1

w <o {3

S OF+ 5900 <o [ Py o

acarretando, quando substituindo em (4.12), que
|E.(t) — E(t)] < ebE(t) (4.13)
Nosso proximo passo é mostrar a existéncia de #5 > 0 tal que
EL(t) < —0,E(t).
Observemos que, ao diferenciar 1(t) com respeito a ¢, encontramos

() = 20(8), m.Vy(t) + 2(y/ (1), m.Vy' (1)) + (n = D" (1), y(1))
+ (n=1)'(1),y' (1) + ¥'(1).Vy(t), m.Vy(t)) + (b(t). Vy/(t), m.Vy(t))
+ (b(1).Vy(t), m.-Vy/' (1)) + (n — 1)(V'(1)-Vy(t), y(t))
+ (n=1)0()-Vy'(t), y(t) + (n = 1) (b(t)-Vy(t), y'(t))
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e ja que
' — Ay +0.Vy =0

obtemos

() = 2(Ay(t), m.Vy(t)) = 2(b(t).Vy'(t), m.Vy(t)) + 2(y/ (), m.Vy'(1))

— (n=DO®)-Vy'(t), y(t)) = (n = D(Ay(t), y(1)) + (n = (' (1), (1))

+ ('(1).Vy(t), m.Vy(t)) + (b(t).Vy'(t), m.Vy(t)) (4.14)
+ (b(®).Vy(t), m.-Vy/ (1)) + (n = (V1) Vy(t), y(t))

+ (n =10 Vy'(1),y(1)) + (n = 1)(0(t)-Vy(t), y'())

da hipotese (4.3) temos b;m; = bym;, parai,j € {1,2,...,n}, logo,

00y, m Ty 1) = 33 / bjmi(%gidx

assim, substituindo a igualdade acima em (4.14) e efetuando os respectivos cancela-

mentos, encontramos

() = 2(Ay(t), m.Vy(t)) +2(y' (), m.Vy' (1)) + (n — 1)(Ay(t), y(1))
(n =Dy OF + ¥'(t).Vy(t), m.Vy(t))

(n = D)V'(1)-Vy(t),y(1)) + (n = 1)(b(t).Vy(t),y/ (1))

+ (4.15)
+
A seguir, faremos uma analise de alguns termos da igualdade acima, sendo elas:
o 2Ay(H), m.Vy(t) = (n— 2)|Vy(t)]2 — /F(m.u)|Vy|2dF + 2/F(m.Vy)%dF;
o 2/ (0 m. Yy () = ~nly (OF + [ 1P m)ars
0

n—1

a /F F(y)dl = (n—=1)(g(s), y(t))r,-

o (n—1)(Ay(t),y(t)) < —(n—1)|Vy(t)]*—

De fato, notemos que

dy 82
m-Vy(l) Z / i 8% Bac

i,0=1
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agora, se ¢ # j, pela féormula de Green, obtemos

oy 0%y 0%y Oy 8y dy
. — P - Z F
/Qm] Oxj Ox? dx /Qmj dx;0x; Oz dr + / i 8% 8:6z vid

e, quando ¢ = j,

dy Py oy \° &%y Ay i (9 2
A =2 ar
/ 81‘] ax d / (ax]> dz — / m; 8272 a dSC + /F an d

logo,

oy %y . 9%y 83/
Z / ]ax 0z? 92 Z / J@xjaxl 8332

zgl

6y 8y / ( )
+ vl — — | dz
”21 /F 7 dx; O, ]Zl o \0z;

mas, também pela féormula de Green, obtemos

oy 0% dy Py dy
_ —~ | dI’
/ 83:@ &cjaxld /Q (8331) du +/ g O0x;0x; 8:620[ /m] 8%

ou seja,
oy 0% dy\° dy
-2 = - J I
/ j@xl (9xjaxldx /Q(ax) du /ijy 8% d

Assim, das consideragoes acima,

a oy 9%y
2(Ay(t),m.Vy(t)) = ZZ/mj%de
j

portanto,

2(Ay(t),m.Vy(t)) = (n — 2)|Vy|* — /F(m.l/)|Vy|2dF + QA(m.Vy)%dF. (4.16)

Agora, para estimar 2(y'(t), m.Vy'(t)) observemos que,

(y'(t),m.Vy'(t Z/mja




e, pela formula de Green, segue que

oy, / N2 / , 0y YY)
m; yde=— [ (y)de — | m;y da:—{—/m-ujy dr’
/(; ]8xj Q( ) o J axj r J ( )

ou ainda,

Xz

/
2 [ yae = W OP + [ mp
Q J r
= —lWOF+ [ mp(y)dr,

onde a ultima igualdade segue do fato de v/ € V.

Assim, do argumentado acima,

2/ (£), VY (1) = —nly/ (D) + / (m.v)ly/ T

o

Por fim, pela formula de Green, obtemos

(1= D@0, (0) = ~(n = DITYOP + (0= 1) [ yte)glar

mas,
oy

5, = W)~ g(y/) sobre Ty e y=0sobre [

logo,

y 9y
t)=—=dl' = t)==dIl'
IR /Foy“au
agora, por (2.6)
e portanto,

- [ s <= [ Far

donde, substituindo em (4.18), obtemos

= D@y(e)pe) = -0 - " [ Fgar

—(n—1) / y(t)g(y/)d.

80

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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Das estimativas (4.16), (4.17) e (4.19) segue que

Wl < -2V - [ VyoPar+2 [ Zhar - iy

R — - 1ieyoF - "= [ rar

To

—(n - 1)/F y(®)g(y)dl + (' (). Vy(t), m.Vy(t))
+(n = 1)(6(t).Vy(1),y'(t) + (n = (' (). Vy(t), y(1)).

Consideremos, agora, L = min{%, 1}. Efetuando os devidos cancelamentos na desi-

gualdade acima obtemos

Y(t) <

IN

9y = nly @ = P2 [ par - [ ey par

w2 [mp3hirs [ W Fmor - -1) [y
).y (t), m Fy(0) + (n— 100 V(1) /(1)

= 1))V y(1), (1)

~LE() - [ (ma)|Vy(e)

(-1 / y()g(y )T + (0(8) Vy(t), m. V(1))
(n— D)(b(1). V(). 5/ (1)) + (n — 1)(H(6).y(t),y(1)).

t)
)|?dT + Q/F(m.Vy)%dF +/F /() |*(m.v)dD

Notemos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™ e L*((2), acarreta que

(b (). Vy(t), m.Vy(t))

V(). Vy (@) [[m.Vy(t)]
3 11

20|0'[|% B2 5 Vy ()]

2[|b'||% B2 E(1);

ININ A

(1= DOO-Vu0./0) < (0= DOl )
< (- DIy )
< (- 1>||br|oo( TuOF + SO )
< (n-DbILE);

(n — DHE.Fy1).5(0) < (n - DIFE).Ty(0) )
< (n- DIIL Ty o)
< M- DIy
< 2A(n - DILEE)



Assim, pelos argumentos acima, obtemos

V() < —LE()+ QIERE + (0 — DB + 2\(n — 1)[|V]|2)E(t)
—/F(m.y)|Vy(t)|2dF+2/F(m.Vy)@dF—l— |/ ()|?(m.v)dl

ov T
(1) / y(t)g(y/)dr,

o

por outro lado, a% = (%) V¥ sobre I';,! dai,

~ Oy N~ 0y Oy
(m.Vy) = jzlmja_l’j = ijuj—y =(mv)== em I}

J=1

S 2 S @)@ Eer-@) -

J=1

consequentemente, obtemos

- [omresorir = - [ ey - [ o (%) r

2/—y(m.Vy)dF - 2/ ?(m.Vy)dF—FQ/ ?(m.Vy)dF
r Iy

v r, Ov

_ _2{ Fof(y)(m.vy)dr+/Fog(y’)(m-Vy)dF}

2 [ ) (2 i

Desde que m.v < 0 sobre I'y, temos

/ (m V) —y dl’ <0
) . " g ]
logo,

W) < —LE(t) + 2V |ZRE + (n— DIb2 + 2A(n — 1)V Z)E@)
- / () Vy)Far =2 [ f(g)m.vg)ar

= / 9 ) m.y)ar + [ 1y O (mv)dr

o

~n=1) [ Oty
To
Observemos que

- | y<t>g<y'>dr\ < “‘;—n”zw;w'(t)\%o + mE(t):

1Como feito em [25]

Fla

82
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RCF(2X\a(y+1))
n

[E@ + 0 VylE,:

2 / Of(y)(m-Vy)dF’ <

R
—2/ g(y’)(m-Vy)dF' < glg(y’)l%o + n|Vylg,-
To

onde 1 > 0 é arbitrario.

De fato, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos que

IN

(= Dy (Ol o),
A0 = 19900,
OOy, + nlvu(o

o | 0 0/ )ar

IN

IN

com 7 > 0, arbitrario.
De (4.5), temos
g(s) < Kyls]?, VseR

portanto,

-0 [ st < PP 4olwyP

= _43 B0k, om0, 420)

Utilizando os mesmos argumentos da estimativa anterior e o fato de valer (4.4), obtemos

que
-2 [ Inar| < A7k,
o
< 2Rl Vylk,
RC,
< =G, + IVl
ou seja,
RC,
=2 [ F)mVyr| < = 2Ol + a9yl

1)

Agora, como V — L20F)(Ty), temos

RC(2Xa(41))* Y (1

|2 [ 1) mvy)r] S1vul) " vy,

T'o N U]
RCO(2)\2(7+1))2(7+1)
n

(20)™ + vy, (@21)
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Por fim, notemos que

IN

2‘9(9/)‘F0|(m-vy)|1‘0

2R2|g(y) ro| VY,

-2 Og<y'><m.w>dr'

IN

IA

R
;|g(y’)|%0 +n|Vyl3,

e, por (4.5)

/ RK22 112 2
=2 [ g(y)(m.Vy)dl'| < p Y5, + IVYlE,- (4.22)
1)

Assim, utilizando as estimativas encontradas em (4.20), (4.21) e (4.22), obtemos
WD) < —LE(®) + (2AWER + (0= p% + 2200 - Y12 E()
n—1)?
- [y P+ [ 1yopmar -+ e o,
Fo l—‘O
RCy(2X(y41))*0 Y
n

R
oW e + vyl
e, desde que m.v > mg > 0 sobre Ty e |(m.v)|y/(¢)|?| < RJy'(t)]* segue que

+2nE(t) + [E@ +nlVy(t)lz,

1 1 1
) < LB+ (VISR + (0= DIPIE + 270 — DY) +20) B@)
n—1)>2 R
~(ma = 2V, + (PSR R S ) WO,
+RCo(2/\2(7+1))2(7H)

; [E@E().

(4.23)
Afirmacgao: FExiste M > 0 tal que

E(t) < M, Vt>0.

De fato, por (4.10) temos
1
E't) < — (K1 + é) |/ (t)]?dl + —/ div(b) |y (t)*dx
2 T'o 2 Ja

div(b)ly (1) d

1 / 2
3 | ok

|
DN | —

IN
o8

(
(

IN
oy

onde,

oo



85

Assim, multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por exp (— / B (s)ds) ,
0

obtemos
E'(t) exp (— /0 tB(s)ds) — exp (- /0 t B(s)ds> B(t)E(t) < 0.
agora,
t{en( [ow)} - sivon(- )
- g [ )t
logo,

i {0 (- ) <0

Integrando a desigualdade acima em (0, ), encontramos

—B(0) exp (— /0 06(3)d3> + B(#) exp (— /0 tB(s)ds) <0

0 que acarreta,

B0 < B0 exp ( [ B

E(t) < E(0) exp ( /0 h B(s)ds)

e, desde que, % € L*(0,00; L>®(Q)) para j € {1,...,n}, temos
J

exp (/OOO B(s)ds) < 00

o que conclui a prova da afirmacao.

e assim,

Dai, podemos escrever

() < =(L = (N+2n+J0)E®) = (mo = 20)[Vy@)[E, + Ky (17,

= (2WNIERE + (0 = Db)E + 2200 = D)X,

—1)2 R
K(n) = (%/\2&? + R+ ZKg)

RCO(2A2(7+1))2(VH)
n

J(n) = M
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Escrevendo M; = R(2Ay(,11))>0+tY MY > 0 e considerando N < L, Cy < ﬁ(i\f — L)?
e 7 < min {”; : (\%(%(N — L)? = CoM;y)? + 1(L — N)) }, obtemos

V(t) < —BE(t) + K|y (1)[F, (4.24)

onde B= (L — (N —-2n+J))>0.
Agora, de (4.24) e (4.10), obtemos

EL() = E'(t)+e(t)

1 .
< K, + ) |Fo 5 /de(b)|y/(t)|2dx — eBE(t) +6K\y'(t)|%0

< (K1+§—ef<) WO, + [div®)| L2 51y (0 ~ <BE(®)

< - (Kit G-k ) WOR, - 6B~ lan®ILE®,
Considerando € < £2 + -2 e ||div(b)]| suficientemente pequeno, obtemos
EL(t) < =0s]y/ ()|}, — 02E(t) < —0E()
com #3,05 > 0. Isto é,
EL(t) < —0,E(t). (4.25)
Como por (4.13),

obtemos

assim, tomando € < %,

E
% <E.(t) < ;E(t) < 2E(1)
dai, por (4.25)
E(1) <~ ZE)
ou ainda,
B+ 2@ <0 (4.26)

2

com 6 > 0. Ou seja, em (4.26), temos uma EDO, cuja solugao satisfaz

E.(t) < E.(0)exp <—%t) , Vt>0.
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Com isso,

E(t) <2E.(t) <2E.(0)exp (—%t) < 4FE(0) exp <—%t) , VYt >0. (4.27)

Escrevendo C = 4E(0) e y = %, obtemos

E(t) <Cexp(—nt), Vt>0.

4.2 Comportamento Assintético da Solucao Fraca

Observemos que, por (4.27), para cada p € N, y, (solucdo forte do problema

(xx)), satisfaz

1 1
But) =5 [ 100Pdz+ 5 [ [Vy(OF de < 4E0)expl-pt) ¥t 20,
Q Q
Agora, como
Yy, — y forte em C([0,7];V) < L*(0,T;V)
y,, — ' forte em C([0,T7; L3(Q)) = L*(0,T; L*(Q))
segue da Proposicao (1.42)
Y, — y fraco em L*(0,7;V)
y,, —y' fraco em L*(0,T; L*(Q))

logo,
IVy(t)|? < liminf [Vy,|?
H—00
/ 2 < limi / 2
ly' () < liminf [y, (£)]%,
com t > 0. Portanto,

B() = gly(0P + 5 Vu()P

IA

1 1
im inf 5V, (1) + L inf 510, (1)

IN

o 1 9 1 2
h;?i)lolo}f <§|Vyu(t)| + §]y;(t)| >

liminf4£,(0) exp(—vt) V¢ > 0.
H—00

IN
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E, observando que

liminf £,(0) = hir_l)golf <%]y2(0)’2 + %]Vyﬂ(())P)

H—00

H—00

1 1
= (Gl + 319)

= E(0),

.. 1 1
= liminf <§]yi|2 + §|Vy2|2>

obtemos

E(t) <4E(0) exp(—~t) Vt>0.

Assim, concluimos que a solucdo fraca associada ao problema (x), assim como
acontece com a solugao forte, decai exponencialmente a medida que t cresce.

Com este resultado, encerramos a proposta do nosso trabalho.



Apéndice A
O Teorema de Carathéodory

Neste Apéndice, enunciaremos o teorema de Carathéodory que foi utilizado para
provar a existéncia de solugao para o problema aproximado (2.13) e, em seguida, mos-
traremos essa prova.

Seja © C R™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (t,x),

teR, x € R" seja f: ) — R" uma funcao e consideremos o problema de valor inicial

#'(t) = [t z(t))

z(tg) = xo.

(A.1)
Definicao A.1 Dizemos que f : Q2 — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre
Q se:
(1) f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fixado;
(i) f(t,z) € continua em x para quase todo t fizado;
(iii) Para cada compacto K C ), existe uma funcao real mg(t), integrdvel, tal que

(@) len < mic(t),  V(E,2) € K.
Teorema A.2 (Carathéodory) Seja f : Q — R" satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre ). Entao existe uma solugao x(t) de (A.1) sobre algum intervalo

Prova. Ver [9]. m
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Corolario A.3 Sejam Q= 1[0,T]x B comT >0, B={x € R";|z| < b} ondeb>0 e
f:Q — R™ satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre Q). Suponhamos que x(t)
¢ uma solugao de (A.1) tal que |zo| < b e que em qualquer intervalo I , onde x(t) estd
definida, se tenha |z(t)] < M , ¥Vt € I, M independente de I e M < b. Entao x(t)

possui um prolongamento a todo [0,T].

Prova. Para a prova ver [9]. m

A.1 Existéncia de solucao para o problema aproxi-
mado (2.13)

Para cada m € N, denotamos por
Vm = [w17w27 < 7wn]

o espago gerado pelos m primeiros vetores da base Hilbertiana {w, },en de V N H?(Q).

Dizemos que

m
U (t) € V, se, e somente se, vy, (t) = Zgjm(t)wj
j=1
e consideremos, o problema :

(0 (), w) + (Vom(t), Vw) + (f (0m(t) + (1)), w)r, + (9(vr, (1) + ¢'(2)), w)r,

+ Z(bj(t)?;;i‘ (t),w) = (F(t), w) + (G(t), w)r, Yw € Vi

(A.2)
A seguir, obteremos um problema aproximado equivalente ao problema acima de tal
forma que o mesmo esteja nas condi¢oes do Teorema de Carathéodory.

Em (A.2); fagamos w = wy, k € {1,2,...,m}, ou seja

(0 (1), we) + (Vo (1), Vwg) + (f (vm(t) + 6(8)), wi)r, + (9(vr, (1) + & (1)), wi)rg

#3052 0. w) = (), + (G0, w0,




m

Substituindo v, (%)
j=1

Z I ()

w]awk’ +§ g]m
7=1

= (F(t),w,) + (G), wi)ry, k=1,2,....m

= Z gjm(t)w; na equagao acima, obtemos

b))
giomein) o) oo
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(A.3)
Assim, o problema (A.3) é equivalente ao seguinte sistema
(wy,wy)  (wa,wr) (W, w1) Yim
(wi,wa) (w2, w) (Wi, w2) Yom
I (w1, W) (We, W) .. (W, W) 1 | 9mm
| (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vwy) ... (Vwpy, Vuw) 17 Jim
N (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vws) ... (Vwpy,, Vws) Gom
I (Vwy, Vwy,) (Vwy, Vwy,) ... (Vwy, Vo) | [ gmm
( (Zr gty +00) swn) (9 (5 g (O + 0/®)) un)
+ : + f
(F (S5 gomtyws +0(0) ) (9 (Z7 gom(ywy + (1)) )
[ ow) n owyy n ow,, 1 - -
Zi_i(bi(t)%vwl) iz (i )37}7 1) : Zi_i(bi(t)aa—x;’wl) g,
o | TG Thbge) o DLOOZE ) | b,
n ‘8w’ n ow: n bwin
> i (t)a_:cj’ m) D il Z(t)a_xj’ m) > imi(i(t) oz , W) | Jmm
(E(t), wi) (G(1).wh)r,
= : + :
(F(t), wn) (G(t), wm)r
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Denotando,
(wi,w1)  (wo,wr) oo (W, wh)
o (wy,wse)  (we,wz) ... (Wp,ws)
I (w1, W) (Wo, W) .. (W, W) |
[ (Vwy, Vuwy)  (Vwg, Vwy) ... (Vwpy, V) ]
. (Vwy, Vwy)  (Vwy, Vws) ... (Vwpy,, Vws)
(Vwy, Vw,,)  (Vws, Vw,,) (Vwy,, V)
n ow n ow, n ow!,
> i (bi(t) Gx«l’wl) > i (bi(t) 8;771’1) > i (bi(t) O w1)
ow!, 8w92 ow’
n 1 n n m
E(t) — Zz:z( Z(t) 85@‘7 2) Zz:z( l(t) 8LUZ 7w2) szz( 1<t) 31,1 2)
n 8’(1),1 n awé n 8w;n
S0 Gt ) SO G ) o S0 G )
gim
H = [wy wy wy e z(t) = Jom
L gmm

obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias:

C2"(t) + Az(t) + E(t)2'(t) + B(2(t)) + D(2'(t)) = F(t) + G(¢)

onde

(7 (5t s+ 00) 1),
B(a(1)) = f

<f (Z;n:1 gym(t)w; + ¢<t)) ’wm>ro

(9 (St gm0y +90)) ),
D(<(t)) = f

(o (S im0y + 60) )

(F(t), wn) (G (), w)ry
P(t) = 5 e G) = '

(F(t), wn) (G(t), wm)r,
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No que diz respeito as condigoes iniciais do problema, observemos que:
0=0m(0) =D gim(Ow; e 0=0,(0)=2  gim(O)w;
j=1 j=1
mas, como {w,} formam uma base para V N H?*(2), podemos concluir que

Assim,

(0) = (0) =

0

logo, denotando a matriz nula acima, apenas por 0, obtemos o seguinte problema de

valor inicial

C2"(t) + Az(t) + E(t)2'(t) + B(2(t)) + D(2'(t)) = F(t) + G(¢)

A4
2(0) =2'(0)=0 Ay

Afirmacao: A matriz C € inversivel.
De fato, para mostrar que C' é inversivel, observemos inicialmente que C' é uma
matriz real e simétrica de onde podemos concluir que C' é auto-adjunta e, portanto,

diagonalizavel. Logo, existe uma matriz M inversivel tal que
D=M"'CM

¢ uma matriz diagonal.

Assim, é suficiente provar que D é inversivel ou, equivalentemente, que zero nao
¢ autovalor de D.

Suponha, por absurdo, que zero é autovalor de D, entao, existe um vetor nao

nulo de R™

Uy

Uz

tal que
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Desde que M é inversivel, satisfaz
M1'p=0=¢=0

como

0=Du=M'CMu

podemos concluir que

CMu=0.
Escrevendo _ -
©1
- <pm —
obtemos ~ _ _ -
> iy pi(wi, we) (D0 piwi, wr)
Yoy pilwi, wa) (Do wiwi, wo)
| Xliwiwiwn) || (0L eiwi wm) |
ou seja,

(ngiwi,wj) =0 Vje{l,2,...,m}
i=1
portanto, o vetor

m
o= E YiW;
i=1

é ortogonal a todo vetor de V,,,. Em particular, (o, @) = 0, de onde obtemos o = 0 e,
portanto, ¢; =0 parat=1,2,...,m.

Como M ¢é inversivel, a transformacao linear definida por M é injetora, logo,
u = 0, contrariando o fato de u ser autovetor de D. O que prova a afirmacao.

Com isso, podemos reescrever (A.4) da seguinte forma

Z'(t)+ C Az(t) + CTPE(t)Z(t) + C7'B(2(t)) + CID(Z'(t)) = CT1F(t) + C7'G(t)

2(0) =2'(0)=0
(A.5)
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Definamos,

Yi(t)
Yi(t) = =(¢), Ya(t) =2(t) e Y(t)= ]

Ya(t)

entao

e RACH I ORI
Y5 (t) 2" (t)
(1)
C7IF(t) + C7'G(t) — C7rAz(t) — CTYE()Z/(t) — C7'B(2(t)) — C7'D(Z'(t))

0 que acarreta

Y/(t) =

0
C'F(t) + C7'G(t) — C'B(Yi(t)) — C7'D(Ya(t)) ]

0 I
—C'A —C'E(1)

+

Yi(t)
Ya(t)

Assim, temos o seguinte problema de valor inicial

CLE(t) + C7'G(t) — C'B(Yi(t)) — C~'D(Ya(t))

H
Y(0)=Y° =
K 0

Provaremos que o problema acima possui uma tnica solugao local utilizando o

0 1

Y ()
—C'A —CE(t)

Teorema de Carathéodory, para tal, considere a aplicagao
h:[0,T] x R —s R?™
definida por

0
C'F(t) + C7'G(t) — C7'B(y1) — C7'D(ye) } "

Ondey =Y = (517527 ce u€m7€m+17 ces 7§2m)7 h = (517527 ce 7§m) €Yz = (§m+17 cee 7§2m>'

Inicialmente, vamos verificar que a aplicagao h esta nas condig¢oes do Teorema de

0 I

h(t,y) = ) )
—C'A —C'E(t)

Carathéodory.

Com efeito,
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(i) Seja y € R?*™ fixado. A fungao h é mensuréavel como fungao de t € [0,7], uma
vez que C71F(t),C1G(t) e C7'E(t) sdo mensuréveis e os outros termos nao

dependem de t.
(ii) Para cada t € [0, 7], fixado, h é continua como fungao de y.

De fato, notemos que a aplicagao

N: R*™ —R>™
0 I
—C'A —C'E

y

é linear e, consequentemente, continua, pois E(t) é constante.

Por outro lado, da continuidade das aplicacoes f e g segue que C~*B e C~1D
sdo continuas, respectivamente, e como C~1F(t) e C'G(t) sao constantes, segue

que h é continua.
(iii) Seja K C [0,7] x R®*™ um compacto, entao
1h(t, ) lzen < [C! Byt |lrm +[|C™" Dyalron + [C™ Fllren + 1O Gl + | Ny ||z

Agora, como B, D e N sao continuas segue que sao limitadas em K e como F' e

G sao constantes existe M > 0 tal que

IC™ Byr|[zen + 1|C~" Dy

Rm™ + ||071F‘ Rm + HCilG’

Rm —'_ ||Ny||R2m S Mk
para todo (¢,y) € K, onde y = (y1,y2). Assim, concluimos que

[h(t, y)|lrem < My,  V(t,y) € K.

Logo, de (i) — (i7i), temos que as condi¢oes de Carathéodory estao satisfeitas e, como
consequéncia, existe uma solug¢ao Y (¢) do problema de valor inicial
Y'(t) = h(t,y)
Y(0)=Y?"

em algum intervalo da forma [0,t,,), t,, > 0. Além disso, Y é absolutamente con-
tinua, portanto, derivavel quase sempre em [0,%,,). Resulta dai, que z(t) e 2/(t) sdo
absolutamente continuas e, consequentemente, z”(t) existe em quase todo ponto de
0, ).

O teorema do prolongamento, juntamente com a primeira estimativa, garantem

a extensao da solucao para [0, 7.
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