
U F C G zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V E R S I D A D E F E D E R A L D E C A M P I N A G R A N D E 

C E N T R O D E E D U C A C A O E SAUDE 

U N I D A D E A C A D E M I C A D E E D U C A C A O 

L I C E N C I A T U R A E M FISICA 

Fenomenos Eletromagneticos em Meios com 
Indice de Refragao Negativo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Filipe da Costa Silva 

Cuite - PB 

- 2014 -



Filipe da Costa Silva 

Fenomenos Eletromagneticos em Meios com 
Indice de Refragao Negativo 

Monografia apresentada ao curso de Licenciatura em Fisica, 

da Unidade Academica de Educagao, do Centro de Educagao 

e Saude, da Universidade Federal de Campina Grande, como 

requisito de obtengao do titulo de Graduado em Licenciatura 

em Fisica. 

Orientador. Prof. Dr. Fabio Ferreira de Medeiros 

Cuite - PB 

- 2014 -



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA NA FONTE 

Responsabilidade Msc. Jesiel Ferreira Gomes - CRB 15 - 256 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S586f Silva, Filipe da Costa. 

Fenomenos eletromagneticos em meios com fndice de 
refracao negative / Filipe da Costa Silva. - Cuite: CES, 
2015. 

46 fl. 

Monografia (Curso de Licenciatura em Fisica) - Centra de 
Educacao e Saude / UFCG, 2015. 

Orientador: Dr. Fabio Ferreira de Medeiros. 

1. Reflexao. 2. Metamateriais. 3. Indice de refracao 
negative 4. Reflexao total. I. Titulo. 

CDU 53.082.53 

4



Filipe da Costa Silva 

Fenomenos Eletromagneticos em Meios com 
Indice de Refragao Negativo 

Monografia apresentada ao curso de Licenciatura em Fisica, Unidade Academica 

de Educagao, Centro de Educagao e Saude, Universidade Federal de Campina Grande, 

como requisito de obtengao do t i tu lo de Graduado em Licenciatura em Fisica. 

Aprovada em 18 de Setembro de 2014. 

B A N C A E X A M I N A D O R A : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Prof . D r . F a b i o F e r r e i r a de Medeiros 

(Presidente - U F C G / C E S / U A E ) 

Prof . D r . D a n y e l J u d s o n B e z e r r a Soares 

(Membro - U F C G / C E S / U A E ) 

Prof . D r . H e r o n Neves de Freitas 

(Membro - U F C G / C E S / U A E ) 

Prof . D r . J o s e / d e M i r a n d a Henriques Neto 

(Suplente - U F C G / C E S / U A E ) 



"Talvez ndo tenha conseguido fazer o melhor, mas lutei 

para que o melhor fosse feito. Nao sou o que deveria 

ser, mas Gragas a Deus, ndo sou o que era antes." 

(Marthin Luther King) 



A todos que tornaram possivel a realizagao deste trabalho 

e principalmente ao meu maior tesouro, minha familia. 



Agradecimentos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sou muito grato as pessoas que colaboraram para a realizagao desta etapa da 

minha vida, algumas de forma tecnica, outras pessoal. A todos listados abaixo, agradeco 

e deixo um forte abrago. 

A Deus, por ser a fonte e o sustentaculo da minha vida e por ter me concedido 

sabedoria e forga para concretizar esta graduagao. 

A minha familia, que me permit iu nascer e que cuidou de m i m da melhor maneira 

possivel, devotando amor, carinho, compreensao e sendo os maiores incentivadores para 

a realizagao deste curso, dando todo o suporte necessario para este fim. 

A meu grande amigo e "irmao"Acacio Silveira pela sua amizade e companhei-

rismo diante dos desafios e das metas conquistadas durante todo curso. 

Ao meu orientador Fabio Ferreira que me guiou e me deu suporte para a reali-

zagao dessa pesquisa. 

A minha namorada, amigos e companheiros de curso,em especial Cesar Augusto, 

Adriano Oliveira, Francinildo Macedo e Isaac Felix, pelo companheirismo, incentivo e 

ajudas. 

A minha grande amiga Tercia Vieira pela sua amizade. 

A todos os professores que contribuiram de forma direta ou indireta para minha 

formagao profissional e pessoal. Tambem agradego a todos os meus professores do 

ensino basico, que foram os precursores na construgao do meu conhecimento. 

A todos os funcionarios que compoem o Centro de Educagao e Saude, pelos 

servigos prestados tornam possivel o funcionamente deste campus. 

Ao P I B I D de forma geral pelo suporte financeiro e por ter contribuido para a 

minha formagao profissional. 



Resumo 

Materials com indice de refragao negativo compreendem uma classe relativa-

mente recente de materials fabricados artificialmente, denominados de metamateriais. 

Eles exibem propriedades opticas completamente novas e com possibilidade de apli -

cagoes tecnologicas inovadoras as quais representam um grande potencial no advento 

de superlentes, fibras oticas metamaterias, circuitos fotonicos mais eficientes do que os 

circuitos eletronicos convencionais, celulas solares de autodesempenho, o tao sonhado 

"manto da invisibilidade", escudos acusticos, alem de fornecer uma compreensao feno-

menologica nova do eletromagnetismo quanto ao que se refere a interagao da luz com 

os metamateriais ou materials com indice de refragao negativo. Neste trabalho apre-

sentamos as propriedades opticas dos materials que exibem indice de refragao negativo. 

Diante disto, veremos as mudangas que ocorreram nos fenomenos da Lei de Snell- Des-

cartes, da reflexao interna tota l e do angulo de Brewster ao ser introduzido nos mesmos 

um indice de refragao negativo, afim de verificar os resultados encontrados no trabalho 

pioneiro que se refere ao estudo desses fenomenos desenvolvido por Veselago em 1968, 

o qual deu suporte a toda a pesquisa envolvendo metamateriais. 

Palavras-chave: Metamateriais, Indice de Refragao Negativo, Lei de Snell-Descartes, 

Reflexao Total , Angulo de Brewster. 



Abstract 

Materials w i t h negative refractive index comprise a relatively new class of art i f i -

cially manufactured materials, called metamateriais. They exhibit completely new and 

innovative technological applications possibility of optical properties that represent a 

potential allies i n the advent of superlens, optical fibers metamaterias, photonic cir-

cuits more efficient than conventional electronic circuits, solar cells self-performance, 

the dream " invisibil ity cloak", acoustic shields in addition to providing a new pheno-

menological understanding of electromagnetism as i t refers to the interaction of light 

w i th metamateriais or materials w i th negative refractive index. We present the optical 

properties of materials that exhibit negative refraction. Given this, we w i l l see the 

changes that occurred in the phenomena of Law Snell- Descartes, the tota l internal 

reflection and Brewster angle to be introduced in ourselves a negative refractive index 

in order to verify the results found in the pioneering work that refers to study of these 

phenomena developed by Veselago in 1968, which gave support to all research involving 

metamateriais. 

Keywords: Metamateriais, Negative Refractive Index, Law of Snell-Descartes, 

Total Reflection, Brewster angle. 
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Capitulo 1 

Introdugao 

Este capitulo tem como principal objetivo introduzir as tematicas envolvidas na 

elaboragao desta monografia numa perspectiva contextual e de motivagao. Tambem se 

encontra uma visao panoramica dos pressupostos e objetivos que alicergao a sua cons-

trugao, bem como uma sintese da sua estrutura. Os conteudos aqui abordados sao de 

conhecimenfeo da comunidade cientifica e estudantil desde os seculos passados, sendo a l -

guns desenvolvidos antes mesmo da era crista, mas com uma abordagem recentemente 

desenvolvida que fez surgir novas e surpreendentes implicagoes. Com isso leitores com 

interesse no estudo das propriedades opticas e eletromagneticas podem fazer uso deste 

texto para obterem um maior aprofundamento de seus conhecimentos na area. A de-

cadas atras, mais especificamente em 1959, o fisico Richard Feynman (1918 - 1988) 

sugeriu que atomos poderiam ser organizados conforme a necessidade, mas sem violar 

as leis da natureza e que a part ir desse entendimento seria possivel criarmos materials 

com propriedades inteiramente novas. Surge entao u m novo e grande campo de estudo 

na ciencia ate entao inexplorado, chamado de nanotecnologia, o qual consiste no en-

tendimento da constituigao da materia em uma escala nanometrica ( 1 0 _ 9 m ) . Seguindo 

esta linha de pensamento, os cientistas surgiram com uma nova ideia, a construgao de 

materials artificials a partir de materials convencionais de forma a obterem materials 

com propriedades adequadas as suas necessidades. Ultimamente, tem-se intensificado 

a busca por materials artificials que apresentem novas propriedades eletromagneticas. 

O estudo dos fenomenos eletromagneticos se resume a analise da interagao da 

radiagao eletromagnetica com a materia. Neste sentido, a obtengao de novas funci-

onalidades eletromagneticas esta baseada na elaboragao de estruturas e geometrias 

produzidas a partir de materials disponiveis, com as quais se possam manipular as 
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ondas eletromagneticas de forma a obter as propriedades desejadas ( C A I ; S H A L A E V , 

2010). Nesta conjuntura surgem os metamateriais, que despertam o fascinio por mani-

pularem a radiagao, em particular a luz, de maneira surpreendente ( W I T H A Y A C H U M -

N A N K U L ; A B B O U T T , 2009), revelando propriedades nao encontradas em materials 

naturais. 

A principal propriedade e o fato dos mesmos apresentarem um indice de refragao 

negativo, curvando a luz de forma inversa ao que acontece em todos os materials 

naturais, os quais possuem indice de refragao positivo, alterando significamente a lei de 

Snell-Descartes, nao em sua forma matematica, mas no seu comportamento fisico, sendo 

esta mudanga mais notoria em consequencia da refragao negativa. Outras mudangas 

sao observadas no fenomeno da reflexao interna to ta l e consequentemente no angulo de 

Brewster. 

Tambem verificou-se algo que alguns pesquisadores chamam de anomalia no 

efeito Doppler e na radiagao Cherenkov. Ocorre uma reversibilidade nestes fenomenos, 

quando os mesmos acontecem em meios de indice de refragao negativo. Esse quadro 

de alteragoes nos fenomenos faz surgir uma nova fisica em torno da propagagao da 

radiagao nestes novos meios. Mas aqui nao vamos entrar em detalhes na "nova" fisica 

destes fenomenos. 

Apos o primeiro metamaterial ser construido, pode verificar-se todas essas sur-

preendentes propriedades. Elas despertaram u m grande interesse da comunidade ci-

entifica. Esse estudo tern crescido de maneira bastante expressiva nos ultimos anos, 

devido principalmente a possibilidade de varias aplicagoes inovadoras e tambem devido 

a posssibilidade de se construir a variedade de estrututas metamateriais idealizadas e 

estudadas teoricamente. Isso devido ao grande avango da nanotecnologia, visto que as 

pesquisas mais recentes e mais inovadoras em metamaterias t ra tam de estruturas em 

escala nanometrica. 

A pesquisa em metamateriais possui uma caracteristica bastante peculiar e que 

a torna bastante expressiva no meio cientifico. Esta tem um carater interdisciplinar 

no qual pesquisadores de diferentes areas do conhecimento, como por exemplo ele-

tromagnetismo, optica, optoeletronica, engenharia de antenas, nanociencia, abordam 

problemas de suas areas envolvendo metamateriais, tornando-se um campo de intensa 

pesquisa na atualidade. 
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Embora os metamateriais sejam alvo de intensas pesquisas, os fenomenos fisicos 

que envoivem este campo de pesquisa, assim como suas incomuns pripriedades, ainda 

nao estao sendo introduzidas nos livros texto dos cursos de graduagao ou mesmo inclui-

das na grade curricular dos cursos de graduagao. Este panorama tambem compreende 

a grade curricular e os livros texto do ensino medio, e mesmo assim, desde 2010 este 

tema tern sido abordado em questoes do E N E M (Exame Nacional do Ensino Medio) e 

do vestibular da U N I C A M P (Universidade Estadual de Campinas)(SANTOS, 2011). 

Assim, este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de investigar de forma sis-

tematica-e um pouco aprofundada as propriedades fisicas relacionadas a propagagao 

de ondas eletromagneticas em meios metamateriais, realizando primeiramente um t r a -

tamento dos fenomenos opticos e eletromagneticos, ressaltando seus conceitos e abor-

dagens comumentes examinados atraves da eletrodinamica classica, e posteriormente, 

introduzindo os novos conceitos que envolvem a teoria eletromagnetica referente aos 

metamateriais, afim de divulgar e de tornar conhecida no meio academico e escolar 

esta nova fisica. 

Os comentarios anteriores acerca deste novo campo de pesquisa forneceram a 

motivagao para a realizagao desta pesquisa, que sera desenvolvida no decorrer dos ca-

pitulos seguintes. No Capitulo 2, apresentamos inicialmente uma descrigao sobre a 

definigao do termo metamaterial. E m seguida fizemos um tratamento referente aos pa-

rametros efetivos do meio materialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e /x, os quais sao denominados fungoes respostas 

do meio por descreverem as propiedades do meio em resposta a interagao da radiagao 

eletromagnetica com o mesmo e relaciona-las com o indice de refragao. Posteriormente 

fizemos uma abordagem historica relacionada ao surgimento dos metamateriais e uma 

sintese do estudo sobre o primeiro metamaterial construido e do "estado da arte" res-

pectivo aos metamateriais. 

No terceiro Capitulo fizemos u m estudo sistematico sobre os fenomenos fisicos da 

lei de Snell-Descartes, da reflexao interna tota l e do angulo de Brewster, introduzindo 

na analise dos mesmos um indice de refragao negativo que os torna consequentemente 

fenomenos anomalos. 

Por fim, no Capitulo 4 apresentamos uma sinopse dos resultados e conclusoes 

obtidos nesta pesquisa, juntamente com a proposta do desenvolvimento de um trabalho 

futuro, dando continuidade a um topico abordado nesta monografia. 
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Capitulo 2 

Metamateriais 

2.1 Afinal , o que sao metamateriais? 

O prefixo "meta" vem do grego e signiflcazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA alem de, dando a palavra metamaterial 

o significado de meios alem dos materials convencionais. Entretanto nao encontramos 

na l iteratura uma definigao exata e unanimente utilizada pelos grandes pesquisado-

res da area para o termo "metamaterial" ( C A I ; S H A L A E V , 2010). Eles definem u m 

metamaterial como sendo uma estrutura material artificial que faz surgir suas propri-

edades a partir de sua estrutura, em vez do t ipo de material que o constitui, sendo 

numa escala de homogeneidade muito menor que o comprimento de onda de interesse 

e sua resposta eletromagnetica expressa em termos dos parametros homogeneos do 

material. Mas segundo eles nao ha uma definigao exata e unica estabelecida, visto 

que as definigoes existentes nao satisfazem todos os pesquisadores; o Institute Virtual 

Metamorphose os define como sendo "um arranjo de elementos estruturais artificials, 

destinados a alcangar propriedades eletromagneticas vantajosas e incomuns". Segundo 

Withayachumnankul e Abboutt (2009) os metamateriais sao compositos artificials que 

adquirem suas propriedades eletromagneticas de estruturas de dimensoes abaixo do 

comprimento de onda utizado. 

De maneira geral, um metamaterial e uma estrutura artificial constituida de 

minusculos "elementos" construidos a part ir de materials convencionais como o cobre, 

por exemplo, os quais podem ser distribuidos de forma periodica, na grande maioria 

( C A I ; S H A L A E V , 2010), que simulam os atomos ou moleculas de um material conven-

cional (PENDRY; S M I T H , 2006), resultando em propriedades extraordinarias que nao 

existem em materials encontrados na natureza como, por exemplo, um indice refragao 

negativo ( S M I T H et al . , 2001). 
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Assim, como ha varias definigoes na l iteratura para os metamateriais, tambem 

sao encontrados com varios nomes distintos, como por exemplozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA negative-index mate-

rials (NIMs) ; left-handed metamaterial ( L H M ) ; negative-index of refraction medium 

(NIR) ; double negative metamaterial (DNG) e meio com permissividade e permeabili-

dade simultaneamente negativas. 

Eles nao sao os unicos materials artificials que sao fabricados atualmente e que 

exibem notaveis propriedades, tambem temos os cristais fotonicos (BERRIER et al. , 

2004), as matrizes de furos metalicos (EBBESEN et al . , 1998) e as superficies de 

frequencia seletiva (Chan et al, 1988); eles sao diferenciados desses outros materials, 

devido apresentarem uma estrutura que pode ser descrita por um conjunto de parame-

tros eletromagneticos homogeneos, os quais sao determinados pela resposta coletiva de 

pequenos ressonadores condutores distribuidos periodicamente no interior do material, 

cuja razao entre o comprimento de onda operacional e o parametro de rede e da ordem 

de dez ou mais ( W I T H A Y A C H U M N A N K U L ; A B B O U T T , 2009). 

Desde o surgimento do primeiro metamaterial, varios tipos de ressonadores me-

nores que o comprimento de onda de geometrias diferentes foram desenvolvidos para 

formarem as estruturas metamateriais como, por exemplo, fios finos (PENDRY, 1996; 

PENDRY et al . , 1998) e os Split Ring Ressonators (SRRs) (PENDRY et a l , 1999), os 

quais serao abordados com mais detalhes na Segao 2.3. Pendry et al . (1999) tambem 

estudaram um metamaterial cuja estrutura e formada por rolos suigos ordenados em 

uma matriz periodica, na qual e aplicada um campo externo perpendicular aos ci l in-

dros semelhante o que ocorre com a matriz de fios finos. Eles sao construidos enrolando 

uma folha metalica de maneira a formar uma bobina em forma de cilindro(ver Figura 

2.1). Cada espira da bobina e espagada por uma distancia d a patir da folha anterior. 

Imhof e Zengerle (2006) propos u m metamaterial formado por uma estrutura 

formada por pares de cruzes como ilustrada na Figura 2.2. As barras em forma de cruz 

formam uma matriz de pequenos dipolos eletricos que fazem surgir uma permeabilidade 

magnetica efetiva negativa, como resultados das oscilagoes dos eletrons estimulados nos 

condutores. 

A uniao entre as duas barras cruzadas dentro da celula elementar forma um tipo 

de circuito LC, onde a indutancia e construida pelas duas travessas opostas. Deste 

modo, uma componente do campo magnetico perpendicular a area entre os cruzamen-
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Figura 2.1: Representagao da estrutura metamaterial em forma de rolos suigos. Uma 

folha metalica e enrolada em torno de cada um dos cilindros da bobina. Retirado de 

Figura 2.2: Representagao da disposigao de tres celulas elementares de metamateriais 

com estrutura em forma de pares de cruzes. Retirado de ( I M H O F ; Z E N G E R L E , 2006). 

tos induz uma corrente que flui na estrutura. Este ciclo e fechado pela corrente de 

deslocamento nas laterals finas das barras transversals e devido as barras da estru-

tura atuarem como capacitores eletricos, o fluxo da corrente e ressonante. Com isso 

a interagao entre a estrutura e o campo magnetico cria uma permeabilidade efetiva 

negativa. Dai a estrutura produz um indice de refragao negativo. WegenerzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA et al, em 

2006, formulou uma estrutura semelhante a redes de pesca (ver Figura 2.3). Este meta-

material e composto por dois conjuntos de sub-circuitos que simulam os atomos de um 

cristal. U m e formado por uma bobina de indutancia L em serie com dois capacitores 

de capacitancia C, formando juntos um circuito L C , que proporciona uma ressonancia 

magnetica a frequencia de ressonancia LC que da origem a uma permeabilidade ne-

gativa e o outro e formado por dois fios longos metalicos que atuam como u m metal 

diluido abaixo da frequencia de plasma, originando uma permissividade negativa. 

(PENDRY et al . , 1999). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 2.3: (a)Esquema da estrutura metamaterial em forma de rede de pesca e a 

configuragao da polarizagao. (b) Vista superior de uma estrutura metamaterial real em 

forma de rede de pesca atraves da micrografia eletronica. Retirado de Doll ing ( I M H O F ; 

ZENGERLE, 2006). 

Tambem foram desenvolvidos metamateriais com uma estrutura da forma de 

pares de placas de metal como mostra a Figura 2.4( Doll ingzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA et al., 2005). 

Figura 2.4: Representagao de um metamaterial em frequencias opticas. O bloco de 

construgao para um tal metamaterial (a esquerda)consiste de um par de nanobastoes 

de ouro. Numa rede de pares desses nanobastoes(a direita)a ressonancia dos eletrons 

resuslta em e e ii negativos. Por conseguinte, a estrutura tem um indice de refragao 

negativo. Retirado de (PENDRY, 2006). 

O estudo e o desenvolvimento dos metamateriais teve um grande progresso de-

vido sua caracteristica peculiar da possibilidade de se poder controlar a permissividade 

eletrica e a permeabilidade magnetica dos mesmos, de modo a obterem-se quaisquer 

valores para esses parametros, inclusive valores menores que um e ate mesmo zero. 
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2.2 Parametros efetivos 

E m otica estudamos fenomenos eletromagneticos na materia a partir da i n -

teragao descrita por parametros microscopicos como o comprimento de onda. E m 

caso mais especifico como na interagao da luz, que tern u m comprimento de onda A 

(~ 4000A-7000A) , como o vidro, por exemplo, os detalhes da interagao a nivel micros-

copico (ou nivel atomico) sao despreziveis, visto que a luz tem um comprimento de onda 

centenas de vezes maior que as distancias interatomicas entre os atomos. Podemos tam-

bem fazer um tratamento dessa interagao a nivel macroscopico, descrevendo-a a part ir 

dos parametros eletromagneticos efetivos, a permissividade eletricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e a permeabili-

dade magnetica que tambem sao chamadas de fungoes respostas por surgirem da 

resposta dos constituintes da materia (atomos e moleculas) a radiagao eletromagnetica. 

A permissividade eletrica mede a capacidade de um material de transmitir um 

campo eletrico e de se polarizar em resposta a esse campo, influenciando, por exemplo, 

na quantidade de carga eletrica que u m condensador pode armazenar em fungao de um 

campo eletrico aplicado, enquanto que a permeabilidade magnetica esta relacionada 

com o grau de magnetizagao adquirido pelo material quando exposto a u m campo 

magnetico externo (Super Interessante 159, 2011). As quantidades e e 11 podem ser 

encontradas nos materials nas combinagoes possiveis colocadas no espago de parametros 

(ver Figura 2.5), em que a parte real da permissividade e plotada no eixo horizontal 

enquanto que o eixo vertical corresponde a parte real da permeabilidade. 

A grande maioria dos materials conhecidos apresenta simultaneamente e e \ x 

positivos. Tambem encontramos facilmente materials com e ouzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /1 negativos, mas nao 

ambos simultaneamente negativos. Como exemplo de materials com e negativo temos 

alguns metais como prata, ouro e aluminio na faixa de frequencia do visivel e de mate-

rials com fj, negativo temos os meios ferromagneticos e antiferromagneticos num regime 

de frequencias do infravermelho abaixo (PENDRY; S M I T H , 2004). Essas grandezas 

fisicas sao muito importantes, pois tanto a velocidade da luz num meio v — ——, 

quanto o indice de refragao n = y/FJi, o qual e demonstrado nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Apendice A , sao 

determinados a part ir das mesmas. 

Microscopicamente, quando um material, u m cristal, por exemplo, e exposto a 

um campo eletromagnetico (luz) a componente de um campo eletrico pode fazer surgir 

pequenos dipolos em cada molecula. Estes dipolos excitados criam um campo local 
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Figura 2.5: Espago de parametros representando as classes de materials. Adaptada de 

Cai ( C A I ; S H A L A E V , 2010). 

periodico denominado campo local de Lorentz, que torna a distribuigao do campo no 

interior do cristal nao uniforme, entretanto a luz nao "enxerga" a heterogeneidade do 

cristal. A descrigao macroscopica desta interagao e estabelecida atraves das equagoes 

de Maxwell que relacionam o campo eletrico E, o campo magnetico H, o deslocamento 

eletrico Deo campo de indugao magnetica B que dao origem a permissividade e a 

permeabilidade nos meios. 

Do mesmo modo como acontece nos materials convencionais, as respostas eletro-

magneticas aos campos externos aplicados podem ser homogeneizadas e descritas por 

parametros como a permissividade, a permeabilidade, o indice de refragao e a impedan-

cia, fato que explica o porque que os metamateriais sao identificados como materials 

em vez de dispositivos ( C A I ; S H A L A E V , 2010). 
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2.3 Materials com indice de refragao negativo 

E m 1968, o fisico russo Victor Veselago1 surgiu com uma ideia inovadora a 

qual se tratava da possibilidade de materials exibirem um indice de refragao negativo 

(verzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Apendice A ) . Esta ideia estava fundamentada em um de seus trabalhos teori-

cos publicado neste mesmo ano, no qual ele havia analisado a propagagao de ondas 

eletromagneticas em um suposto meio com permissividade eletrica e permeabilidade 

magnetica simultaneamente negativas. Neste trabalho Veselago concluiu que a possi-

bilidade da existencia de materials com estas caracteristicas resultaria no surgimento 

de profundas mudangas nos fenomenos eletromagneticos em consequencia das notaveis 

propriedades destes materials (PENDRY; S M I T H , 2004; PENDRY, 2001). 

U m dos principals resultados obtidos neste trabalho foi a descoberta da possi-

bilidade de materials exibirem um indice de refragao negativo, propriedade que trouxe 

muita expectativa em relagao a gama de aplicagoes que poderiam v im a surgir (VESE-

L A G O et al . , 2006). O indice de refragao sendo negativo implica em uma velocidade 

para a onda tambem negativa. Deste modo, a velocidade da luz no vacuo e a veloci-

dade da luz no meio devem ter sinais opostos. Uma interpretagao cinematica para este 

fenomeno nos leva a concluir que essas velocidades possuem sentidos opostos. Este re-

sultado e dificil de ser compreendido ao imaginarmos a luz vinda do vacuo e penetrando 

num meio. 

Mas a explfcagao deste fato torna-se clara quando tomamos conhecimento de 

que uma onda possui varias velocidades, a destacar temos as velocidades de fase e 

de grupo. A velocidade de fase consiste na velocidade com que a fase de uma onda 

periodica com frequencia e comprimento de onda definidos se deslocam no espago e a 

velocidade de grupo e a velocidade de propagagao de um pulso, ou seja, de uma onda 

que possui inicio e fim, formada a part ir da superposigao de um grande numero de 

ondas harmonicas com comprimentos de onda e frequencias diferentes. 

As limitagoes experimentais da epoca impediram a comprovagao experimental 

destes fenomenos e fizeram com que o magnifico trabalho de Veselago ficasse esquecido 

V i c t o r Geogievich Veselago e um fisico russo. Graduou-se em 1959 pela Universidade de Moscou, 

recebeu seu grau de doutor em ciencias (Fisica do Estado Solido) em 1959 pela investigagao de espectros 

moleculares atraves de radioespectroscopia e recebeu seu grau de Ph.D em 1974, pela investigagao de 

estados s6lidos em campos magneticos, ambos atingidos no P.N. Lebedev Physical Institute. Ele foi 

a primeiro a publicar uma analise teorica sobre os materials com permissividade e permeabilidade 

simultaneamente negativas, o qual foi fundamental para o avanco da Eletrodinamica e a Optica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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perante a comunidade cientifica por algumas decadas. 

Ate este momento da historia, materials com indice de refragao negativo eram 

apenas hipoteses. No entanto, na decada de 1990, pesquisadores iniciaram estudos a 

fim de construirem materiais com essas propriedades. Finalmente, nesta mesma de-

cada, mas precisamente em 1999, Jonh Pendry 2 juntamente com cientistas da empresa 

britanicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M a r c o n i Mater ia ls Technology demonstraram ser possivel a construgao 

de materiais portadores de um indice de refragao negativo a partir de estruturas me-

talicas. 

Como j a mencionado na Segao 2.2, o indice de refragao pode ser dado em ter-

mos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e fi, consequentemente o mesmo sera negativo se quaisquer umas dessas 

quantidades tambem forem negativas. Uma permissividade negativa e obtida, a partir 

do modelo de Drude-Lorentz 3 , em plasmas quando a frequencia da onda incidente e 

menor do que a frequencia do plasma. N u m plasma com cargas eletricas positivas e ne-

gativas, com umas delas livres, a onda incidente pode alinhar os dipolos aleatoriamente 

distribuidos no material ou tambem movimentar as cargas e alterar sua densidade de 

forma a produzir dipolos; em ambos os casos surgem forgas restauradoras no material 

que dependem do campo eletrico do material de modo a produzir uma permissividade 

dependente da frequencia dada por 

onde w p e a frequencia do plasma ou frequencia de oscilagao coletiva dos eletrons e T 

e o fator de amortecimento ou frequencia de colisoes, o qual esta relacionado com a 

absorgao da radiagao pelo material. 

Nos metais, em que somente e e negativo, nao ocorre a propagagao da onda 

incidente porque sao formadas ondas evanescentes que sao atenuadas rapidamente e 

2 John Pendry e um fisico britanico teorico da materia condensada no Imperial College em Londres. 

Ele recebeu seu Ph.D. da Universidade de Cambridge em 1969 e trabalhou na Bell Labs (1972-1973). 

Ele se tornou o chefe do Departamento de Fisica. Trabalhou extensivamente em propriedades eletro-

nicas e estruturais de superficies desenvolvimento da teoria da difragao de baixa energia e de estados 

eletronicos de superficie e tambem se dedicou no estudo do transporte em sistemas desordenados, 

onde ele produziu uma teoria completa das estatisticas dos transportes em um sistemas dimensionais. 

Em seu estudo sobre metamateriais, desenvolveu a proposta de uma lente perfeita, cuja resolugao e 

ilimitada por um comprimento de onda. Em 2006, juntamente com David Smith sugeriu a proposta 

de construgao de mantos da invisibilidade. 

3 0 modelo de Drude-Lorentz descreve a resposta dos eletrons livres dos materiais na presenga de 

um campo eletrico externo variavel, o qual faz os eletrons oscilarem completamente fora de fase, dando 

origem aos plasmons, que e a excitagao coletiva dos mesmos. 
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suas frequencias de plasma podem chegar ate o ultravioleta. 

Pendry e seus colaboradores estenderam ate a frequencia do plasma, utilizando 

um arranjo periodico de fios delgados condutores, o qual foi denominado dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cut-wire, 

como ilustrado na Figura 2.6, esse arranjo faz surgir uma permissividade negativa na 

faixa de frequencias dos GHz (PENDRY et al . , 1999), obtendo como resultado uma 

permissividade efetiva para este meio dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 ( W) = 1 -
u y 2 - wl 

(2.2) 
to2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ + iuT' 

em que UJP e a frequencia do plasma e UJQ e a frequencia de ressonancia. Ambas sao 

determinadas pela geometria da estrutura do metamaterial, em vez da carga, da massa 

efetiva e da densidade dos eletrons, como ocorre em materiais convencionais (PENDRY, 

2004). 

Segundo Pendry (1996) a frequencia do plasma para este caso e dada por 

<4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
In (?)' 

(2.3) 

em que CQ e a velocidade da luz no vacuo, a e a distancia entre os fios e r o raio dos 

fios. Com isso o comportamento de e de um meio pode ser estabelecido em fungao da 

frequencia. 

Assim, para frequencias entre UQ ^ u ^ up, obtem-se uma permissividade 

negativa. 

Figura 2.6: Fios condutores de cobre ordenados periodicamente (PENDRY et al . , 1999). 

Esta estrutura foi construida de modo a produzir uma ressonancia de plasma 

ao se aplicar um campo eletrico polarizado na diregao z com o vetor de onda dirigido 

paralelamente a normal do piano da grade ( C A I ; S H A L A E V , 2010). 
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Para obteren? uma permeabilidade negativa, construiram uma estrutura consti-

tuida por aneis milimetricos abertos de materiais condutores ordenados periodicamente, 

os quais foram chamados dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Split Ring Ressonators (SRRs). Estes aneis foram desen-

volvidos com base num sistema magnetico solenoide que ao ser percorrido por uma 

corrente fornece um momento de dipolo (PENDRY; S M I T H , 2003). 

Baseado neste fenomeno, os SRRs da forma ilustrada na Figura 2.7, ao serem 

irradiados por u m campo magnetico variavel, segundo a Lei de Indugao de Faraday, 

produz uma forga eletromotriz devida esta variagao, fazendo surgir correntes eletricas 

no interior do condutor. A abertura nos aneis faz surgir uma capacitancia, fazendo com 

que eles se comportem tambem como u m capacitor com uma frequencia de ressonancia 

bem definida ( S M I T H et al . , 2000). 

Figura 2.7: Desenho esquematico de um Split Ring Ressonator (SRR), ( S M I T H et al. , 

2000). 

Com o estudo destes dispositivos Pendry et al . (1999) encontrou uma permea-

bilidade magnetica da forma 

Fu2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f*(«) =  l - - a (2- 4) 

CO2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — LJQ + IUzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT 

onde e a frequencia de ressonancia, T e o fator de amortecimento da onda e F e um 

parametro que depende da geometria da celula unitaria, o qual Pendry et al . (1999) 

definiu como sendo o volume parcial da celula ocupada pelo interior de um cilindro e 

e dado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7rr
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' - • y (2-5) 

E m 2000, David R. Smith e colaboradores da Universidade da California cons-

tru i ram pela primeira vez o material idealizado por Smith et al . (2000), combinando 
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as duas estruturas propostas por ele em uma unica estrutura como ilustrada esquema-

ticamente na Figura 2.8. 

Figura 2.8: Esquema da estrutura desenvolvida por Smith et al . (2000) 

Esses pequenos circuitos com dimensoes menores que o comprimento de onda 

com o qual se deseje a refragao negativa (neste caso ondas na faixa de microondas), 

se comportam como um circuito eletrico L C , e ao serem ordenados periodicamente 

exercem uma fungao analoga a de moleculas em uma estrutura cristalina de u m cristal 

convencional, fazendo com que as ondas eletromagneticas enxerguem o material como 

sendo um meio homogeneo com permissividade e permeabilidade simultaneamente ne-

gativas, e consequentemente, com indice de refragao negativo. Essas Estruturas ficaram 

conhecidas como metamateriais. A Figura 2.9 mostra imagens dos metamateriais cons-

truido por Smith em 2000. 

Outro exemplo de um metamaterial pode ser visto na Figura 2.10, a qual mostra 

a fotografia de u m material criado para fornecer um indice de refragao negativo numa 

visao tridimensional. 

A interagao das ondas eletromagneticas com a estrutura atomica dos materiais 

depende diretamente do comprimento de onda incidente e do parametro de rede (dis-

tancia entre os atomos) dos materiais. Assim, para que os metamateriais apresentem 

tais propriedades, os comprimentos de onda dependem do tamanho das nanoestru-

turas, significando que o desenvolvimento dessa tecnologia e totalmente dependente 

do desenvolvimento de uma nanotecnologia cada vez mais sofisticada. Como men-

cionado anteriormente, os primeiros metamateriais produziam refragao negativa para 

ondas com comprimentos de onda pequenos, neste caso na faixa de microondas, as 

quais apresentam comprimento de onda entre l m (0,3 GHz de frequencia) ate 1,0 m m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.-) 



(a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<b) 

Figura 2.9: Metamateriais construidos a partir de fios condutores de cobre e SRRs. 

(a) A primeira estrutura de metamaterial fabricado pela Universidade da California, 

San Diego (UCSD). O meio consiste de SRRs, criados por litografia em uma placa 

de circuito, e pinos metalicos; (b) SRRs gravados em uma placa de circuito de cobre 

acrescidos de u m fio de cobre para gerarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e /x negativos. Retirado de (PENDRY, 

2004)). 

Figura 2.10: O cubo de Boeng: metamaterial tridimensional que produz indice refragao 

negativo na faixa de GHz (PENDRY; S M I T H , 2003). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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(300 GHz). Com o avango da nanotecnologia, o desenvolvimento destes materiais teve 

um grande progresso e hoje j a estao sendo construidos metamateriais que atuam na 

faixa de frequencia do visivel. No ano de 2010 cientistas do Inst i tuto de Tecnologia 

da California (Caltech), construiram o primeiro metamaterial que apresenta indice de 

refragao negativo na faixa da luz visivel (BURGOS et al . , 2010). 

2.4 Aplicagoes em metamateriais 

A descoberta dos novos fenomenos eletromagneticos advindos dos metamateriais 

abre caminho para uma nova era na ciencia por tornar possivel o surgimento de inova-

doras tecnologias, muitas delas tratadas anteriormente apenas como ficgao cientifica. O 

exemplo mais expressivo desta realidade e a construgao de u m manto da invisibilidade 

capaz tornar materiais invisiveis para o olho humano, que ate algum tempo atras nao 

passava de um sonho, sendo apenas realidade nas produgoes cinematograficas como 

por exemplo, no filme de Harry Potter. O avango das pesquisas com metamateriais 

esta tornando esse sonho cada vez mais realidade (J IANG et al . , 2013). 

Alem dos mantos da invisibilidade, o uso dessa nova tecnologia tras um grande 

avango em diversas areas, principalmente apos a construgao de metamateriais em 3-

D ( V A L E N T I N E et al . , 2008), como a area mi l i tar que alem da hipotese do uso dos 

mantos da invisibilidade tambem estao construindo escudos acusticos com o objetivo de 

camuflarem navios e submarinos ( U R Z H U M O V ; S M I T H , 2011), nas telecomunicagoes 

com a construgoes de antenas com redugao dos indices de interferencia ( V A L E N T I N E 

et al . , 2008; A Q U I N O ; F E R N ANDES, ) , na medicina com o melhoramento dos exames 

de ultrassom, transformando essas ondas em sinais oticos, possibilitando ver o interior 

do corpo com mais precisao e detalhamento, nos livrando dos perigos da radiagao e de 

metodos invasivos como as biopsias ( Y A K O V L E V et al . , 2013; ZHU et al . , 2011). A 

seguir, temos uma breve descrigao sobre algumas das aplicagoes que mais se destacam 

em pesquisas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.1 Manto da invisibilidade 

A historia da invisibilidade se remonta deste o inicio da civilizagao. O termo 

invisivel esteve presente em historias, na mitologia, em lendas folcloricas e nos tempos 

modernos em filmes, e series, em desenhos animados e jogos. Por exemplo, na mitologia, 
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o gigante hipolito foi morto por Hermes, enquanto o deus usava o elmo de invisibilidade 

de Hades, que tambem foi usado por Perseu para derrotar a gorgona Medusa. No filme 

o Quarteto Fantastico, uma das personagens integrantes do quarteto e chamada mulher 

invisivel por possuir esta propiedade. A invisibilidade tambem esta presente em duas 

grandes produgoes literarias que se tornaram muito famosas e deram origens a filmes, 

a primeira e a histotia do mais famoso bruxo Harry Potter, na qual ele uti l iza um 

manto que o torna invisivel, e a outra e a trilogiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA The lord od the rings (O senhor 

dos aneis). Estas historias fascinantes ainda tem pouco a ver com a fisica na vida 

real. Mas na natureza e em algumas tecnologias este fenomeno e observado em uma 

certa medida. A palavra invisibilidade significa em termos literarios que um objeto 

nao e visto pelo observador mesmo estando a sua vista. No mundo real ser invisivel 

na grande maioria das vezes esta relacionado com o ato de esta camuflado, isto e, 

usar tecnicas que permitam um animal ou um objeto torna-se indistinto do ambiente 

em que o cerca. A exemplo temos o camaleao que adequa sua cor conforme as cores 

do ambiente em que se encontra e o uniforme de combate dos soldados que possui 

texturas que se misturam as cores da floresta. Dentre todas as possiveis tentativas de 

se tornar invisivel nenhuma produz esta propiedade perfeitamente. Com o advento dos 

metamateriais esta ideia esta cada vez mais proxima de se tornar realidade, ao passo 

em que estao sendo desenvolvidos metamateriais capazes de fazer com que u m objeto 

contornado pelo mesmo, nao reflita nenhuma luz e nem absorva energia, os chamados 

Electromagnetic Cloak of Invisibility (mantos da invisivilidade eletromagneticos) ( C A I ; 

S H A L A E V , 2010). 

Estes metamaterias guiam a luz em torno de um objeto, sem que haja nenhuma 

reflexao nem difragao. A Figura 11 que se segue, ilustra as trajetorias de raios de luz 

dentro de uma capa esferica com parametros do material indicado. 

A onda plana incidente entra no involucro concentrico e passando suavemente 

em torno do objeto camufladado devido aos valores especificos das componentes de e 

e // do escudo de camuflagem. Apos a esfera interna, a distorgao da onda e totalmente 

recuperada saindo do sistema como onda plana novamente. Os campos fora do dis-

positivo da camuflagem nao contem nenhuma informagao sobre o sistema, incluindo 

qualquer coisa escondida no interior da regiao camuflada. Assim, electromagnetica-

mente, o dispositivo e completamente invisivel e nao detectavel para um observador 
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Figura 2.11: Esquema do funcionamento de um manto da invisibilidade. O meta-

material distribui os raios de luz em torno da esfera, formando a camuflagem ( C A I ; 

S H A L A E V , 2010) 

externo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.2 Escudo Acustico 

O avango nas pesquisas referentes aos mantos da invisibilidade eletromagnetico 

tornaram possivel tambem a criagao de manto da invisibilide para ondas mecanicas 

(som) ou tambem denominados de escudo acustico (ZHANG, 2010). Os cientistas do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Instituto de Tecnologia Karlsruhe criaram uma regiao virtualmente a prova de som 

( W I L H E L M ; W E G E N E R , 2012). 

Eles construiram um material artificial composto de dois polimeros, um macio 

e outro rigido, ambos montados sobre uma placa de 1 milimetro de espessura, os quais 

foram misturados em diferentes proporgoes criando 16 metamateriais diferentes. Esses 

metamateriais foram entao dispostos sobre a placa em 20 aneis concentricos, a qual 

vibra a cerca de 100 Hz, bem na faixa audivel pelo ser humano (ver Figura 2.12). 

Essa estrutura metamaterial guia as ondas sonoras ao longo da area circular 

coberta pelos metamateriais, de tal forma que as vibragoes sonoras nao podem nem 

sair e nem entrar nessa area, de modo que as as ondas sonoras nao sao nem absorvidas 

e nem refletidas, impedindo que qualquer pessoa fora desse local consiga ouvir o que e 
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Figura 2.12: Vista obliqua da fotografia de um escudo acustico antes de ser preeenchido 

com PDMS (dimetil polissiloxano). Estrutura formada por 16 metamateriais diferentes 

em 20 aneis concentricos.O objeto a ser camuflado e colocado no interior do circulo 

central ( W I L H E L M ; W E G E N E R , 2012). 

dito la dentro e vice-versa. 

Os pesquisadores tambem afirmaram que a partir desta descoberta, ha possibi-

lidade de se combinar camuflagens opticas com a camuflagem acustica, sera possivel 

criar uma regiao que apenas nao podera ser vista, como tambem nada do que for dito 

em seu interior podera ser ouvido. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.3 Superlentes 

Os microscopios oticos atuais ainda nao produzem imagens com aita definigao 

devido a agao l imitada de suas lentes, pelo efeito da difragao. A resolugao das lentes 

convencionais e l imitada, devido ao fato de podermos enxergar com nitidez apenas 

objetos com dimensoes da ordem de grandeza do comprimento de onda da luz. A luz 

emitida ou espalhada por um objeto inclui nao so ondas de propagagao, mas tambem 

ondas evanescentes. Essas lentes nao focam as ondas evanescentes, fazendo com que a 

construgao do objeto no piano da imagern seja imperfeita, devido a perda dos detalhes 

menores que o comprimento de onda, transportados por estas ondas. 

Esta barreira pode ser vencida apos Veselago demosntrar que utilizando materi-

ais que exibem indice de refragao negativo, os NINs, seria possivel construir uma lente 
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que dobra e focaliza a luz de maneira surpreendente(ver A N E X O A ) , amplificando as 

ondas evanescentes, e neste caso, tanto as ondas de propagagao quanto as ondas eva-

nescentes contribuem para a formagao da imagem ( C A I ; S H A L A E V , 2010). Pendry 

(2000) mostrou que uma lente N I M pode ser uma "lente perfeita", na qual as ondas 

evanescentes, em vez de decairem sao reforgadas, possibilitando restaurar ou recuperar 

os detalhes perdidos. As ondas evanescentes decaem exponencialmente em qualquer 

meio com indice de refragao positivo e nao sao capturadas pelas lentes convencionais. 

E m uma lente N I M , essa ondas sao fortemente amplificadas por toda a lente e depois 

de sairem da mesma, elas decaem ate atingirem suas amplitudes originais no piano 

da imagem ( Z H A N G ; L I U , 2008). A luz vinda do espago livre ao penetrar num N I M 

com espessura suficiente para atuar como uma lente, seus raios divergentes sao refrata-

dos negativamente na primeira superficie da lente N I M e sao refratados negativamente 

novamente na segunda superficie (ver Figura 2.13 ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

|  1 1 1 •  

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d/2 3d/2 2d 

Figura 2.13: Trajetoria dos raios de luz atraves de uma lente plana de Veselago. (GON-

gALVES, 2011) 

Deste modo modo, cria-se uma imagem invertida no interior da lente e uma 

segunda imagem nao invertida no espago livre apos a interface de saida da lente (ver 

Figura 2.14). E ao contrario das lentes convencionais convexas, a lente N I M nao apre-

senta nenhurn eixo de curvatura, nem concentra raios paralelos e nem amplia imagens 

31 



de objetos ( C A I ; S H A L A E V , 2010). 

Figura 2.14: Simulagao de uma imagem projetada por uma lente metamaterial (PEN-

DRY; S M I T H , 2006) 

Atualmente tem se intensificado as pesquisas referentes as lentes metamateriais 

tambem chamadas de superlentes e e notorio a sua evolugao. Em 2013, um grupo 

de pesquisadores criaram uma lente plana metamaterial formada por nanocamadas 

alternadas de prata e dioxido de t i tanio (ver Figura 2.15) que foram capazes de curvar 

e focalizar ondas eletromagneticas na frequencia do ultravioleta (UV) e criar projegoes 

de imagens de objetos em 3D flutuando no espago livre. Alem disso, essa lente tambem 

devera permit ir a observagao de detalhes de objetos menores que o comprimento de 

onda da luz. 

Os pesquisadores relataram que nao ha limites para o uso dessas lentes e que 

elas podem serem aplicadas na fotolitografia, na fabricagao de processadores para com-

putadores, na manipulagao de objetos em nanoescala e na nanofabricagao ( X U et al . , 

2013). 
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Figura 2.15: Esquema da refragao negativa de luz ultravioleta vinda do ar para um 

metamaterial formado por nanocamadas de prata (cor cinza) e dioxido de titanio (azul 

marinho) alternada(XU et al . , 2013). 

Alem dessas aplicagoes, ha tambem outras como, por exemplo, a construgao de 

metapaineis solares que pretendem melhorar a capacidade das celulas solares capitarem 

os fotons (BURGOS et al . , 2010) e construgao de surpelentes que possibilitarao a analise 

mais detalhada de estruturas menores que o comprimento de onda da luz ( V A L E N T I N E 

et al. , 2008; BURGOS et al . , 2010). 
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Capitulo 3 

Efeitos em Meios com Indice de 

Refragao Negativo 

3.1 Lei de Snell-Descartes 

A velocidade de propagagao das ondas depende de propriedades do meio atra-

ves do qual a onda se propaga. Por exemplo, a velocidade de propagagao das ondas 

eletromagneticas depende da permissividade e da permeabilidade do meio atraves do 

qual elas se propagam e consequentemente do indice de refragao deste meio. 

Quando uma onda atravessa uma superficie de separagao entre dois meios, ocor-

rem dois fenomenos, o da reflexao e o da refragao, entre outros, os quais sao consequen-

cia da dependencia da velocidade da onda em relagao as propriedades do meio. A onda 

refletida e uma nova onda que se propaga em sentido contrario e no mesmo meio em 

que a onda inicial estava se propagando. A onda refratada e a onda transmitida para 

o outro meio, sofrendo uma mudanga na diregao de propagagao quando a incidencia 

nao for perpendicular a interface de separagao entre os dois meios. A Figura 3.1 ilustra 

estes fenomenos. A energia da onda incidente divide-se entre a onda refletida e a onda 

refratada e dependendo da situagao uma ou outra fica com uma parte maior da energia. 

A propagagao de uma onda e governada pelas equagoes do campo ao qual a onda 

corresponde. Por conseguinte, ao conhecermos a fonte da onda, podemos, em principio, 

conhecer sua propagagao, desde que consideremos as variagoes nas propriedades do 

meio. 

Consideremos uma onda eletromagnetica incidindo numa interface de separagao 

entre dois meios, fazendo um angulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q\ com a reta normal a essa superficie, conforme 

a Figura 3.1. 

As equagoes de Maxwell para um meio homogenio, isotropico e linear com p = 0 
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas para analise da reflexao e da refragao na interface 

de separagao entre os meio 1 e 2. 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J = 0 sao da forma 

V • £ = (), (3.1) 

dt' 

Com as seguintes relagoes constitutivas deste meio, 

V • B = 0, (3.2) 

V x £ = - ^ , (3.3) 

V x B = e / i ^ - . (3.4) 

B = fiHeD = eE. (3.5) 

Ao desacoplarmos os campos, encontramos a equagao de onda que governa a 

propagagao da mesma que e dada por 
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V2E = e p w .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.6) 

As solugoes dessa equagao de onda e da forma e*^'**-"^. Assim, para a intensi-

dade do campo eletrico da onda incidente tomamos 

E = E0ei{^f-ut\ (3.7) 

onde K eo vetor de onda e usando as relagoes (A.22) e (A.26), encontradas no Apendice 

A, obtemos a equagao para a indugao magnetica 

KixE= K l B. 

Correspondentemente, temos para a onda refratada 

Et = Et0ei^2ff-U2t\ (3.9) 

Bt = v ^ % ^ - (3-10) 

E para a onda refletida, 

Er = E r 0 e i i g r r - U r t \ (3.11) 

Br = v ^ ^ - (3-12) 

Da mesma forma que acontece na incidencia normal, tambem neste caso devemos 

ter a contmuidade dos campos Et,Ht,Dn e Bn na interface. Para satisfazer estas 

condigoes de contorno em todos os instantes e em todos os pontos da interface, os 

fatores de dependencia temporal e espacial das ondas incidente e refletida devem ser 

iguais no piano z = 0, ou seja 
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g*(JCi-f—«it) _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ei(K2-r-uj2t) _ g i ( ^ r - r - U r t ) ^ j ^ ) 

Aplicando as propriedades da fungao exponencial na relagao acima, obtemos 

que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K\ • r — u)\t = K2 • r — u2t + rai2"7r = Kr • r — urt + m2l'K, (3-14) 

para todos os instantes, onde m\ e m2 sao inteiros. Isto deve valer para todo f na 

interface, e em particular, para a onda incidente na origem; ou seja, para m\ = m2 = 0 

e f = 0 . Para r = 0 e t ^ 0 com m\ = m2 — 0, concluimos que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UJ-I = UJ2 = ur. (3.15) 

Portanto, a frequencia da onda nao e alterada na reflexao e na refragao. Alem 

disso, isto implica que 

Ki = —y/eifii = —y/eivi = Kr, (3.16) 

c c 

isto e, os vetores das ondas incidente e refletida sao iguais em magnitude. 

Devido a relagao (3.15), obtemos que 

(Ki • r U o = (K2 • f% = o = (Kr • f % = 0 . (3.17) 

Isto implica que as projegoes de K\, K2 e Kr na diregao de qualquer r da 

interface sao todas iguais entre si. Mas, isto somente e possivel se K\, K2 e Kr 

pertencerem ao mesmo piano, o chamado P L A N O DE I N C I D E N C I A . Este resultado 

e denominado de Primeira Lei da Refragao. 

Utilizando estes fatos, a Figura 3.1 pode ser interpretada do seguinte modo: 

Escolhendo um valor particular de f sobre o eixo x, f = xe\. Assim, temos 

Kixcos(K,ei) = i f 2 £coszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( # 2 , 6 1) = Krxcos(Kr,ei) (3.18) 

Com isso, a Figura 3.1 fica da forma como apresentada na Figura 3.2. 

A partir da Figura 3.2, obtemos a seguinte relagao 
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meio 2 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *2f 
£2,1*2 

i ^2 /  /  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ * '\ ® zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w 

X 

s. i r 

meio 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
| 

Figura 3.2: Figura semelhante a Figura 3.1, mas com a introdugao de um novo angulo 

para a onda refratada. 

7̂T 

2 n - ( - + 9T) i^lZCOS - = K2XCOS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 62^  = KrXCOS 

XiXCOS - = K2X COS ̂  - 0 2 ) = -ft'r^COS ^ - 0r^j , 

sin #i = K2x sin # 2 = Krx sin # r . (3.19) 

Como Ki = Kr, 

sind^ = siner (3.20) 

0i = 0 r . (3.21) 

Portanto, os angulos de incidencia e de reflexao sao iguais. Este resultado e 

denominado Lei da Reflexao. Alem disso, da relagao (3.19), temos tambem que 

^ = % (3.22) 

2TT 2n 

Temos a seguinte relagao, A = — =» K = — . Deste modo, Eq. (3.22) flea da 

K A 
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seguinte forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

sin92~ Kx~ \2
 [ 6 - Z 6 ) 

CJi u2 

A relagao (A.26) tambem implica que K\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ^ J e { i i \ e K2 = —y/£~2fJ,2. Logo 
c c 

a Equagao (3.23) pode ser reescrita da seguinte forma 

U 2 , 

sin02 y/m' 

De acordo com o Apendice A , o indice de refragao e definido da forma n = y/Fji. 

Assim temos 

sinOi _n2 _cx 

sirw2 ni c2 

onde Ci =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — - — e c2 = — - — sao as velocidades da luz nos meios 1 e 2 respectiva-

mente. 

A part ir da Eq. (3.25) tambem encontramos que 

n\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s i n 0i = 7 i 2 si n 92. (3.26) 

Esta equagao e conhecida com a Segunda Lei da Refragao ou Lei de Snell-

Descartes. 

A velocidade da luz, o comprimento de onda e o angulo sao menores no meio 

de maior densidade optica, enquanto que o indice de refragao, a permissividade e a 

magnitude do vetor de onda sao maiores. 

A lei de Snell-Descartes da forma como apresentada na Eq. (3.26) e representada 

geometricamente da forma como mostra a Figura 3.3. 

No fenomeno da refragao, tanto a velocidade de propagagao, quanto o compri-

mento de onda se modificam, mantendo entre si uma proporgao direta, cuja constante 

de proporcionalidade e a frequencia da onda. A mudanga na velocidade de propagagao 

ao passar de um meio para outro, observada na Figura 3.3, e causada pela diferenga 

entre as propriedades dos meios, mais especificamente pela diferenga entre os indices 
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(onda incidente) Meio 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

int erface 

Meio 2 

(onda transmitida) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.3: Representagao da Lei de Snell-Descartes. 

de refragao de cada meio. 

Deste modo, como foi visto no Apendice A , o indice de refragao alem de ser 

definido a partir da optica como sendo a razao entre a velocidade de propagagao da luz 

no vacuo e a velocidade de propagagao da luz em um meio qualquer, n =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —, tambem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v 

pode ser expresso em termos das propriedades dos meios deduzido a partir das relagoes 

de Maxwell, 

Pelo fato da velocidade da luz na materia ser sempre menor do quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c e tambem 

que e e ii se apresentam nos materiais em termos de valores positivos, o indice de 

refragao geralmente e posit ive 

Ao analisarmos a Eq. (3.27), devemos ter cuidado com a raiz quadrada, porque 

e e ii geralmente sao fungoes complexas e devido a esse fato podem gerar ambiguidades 

no sinal da raiz. Podemos evitar esse problema se reescrevermos a permissividade e a 

permeabilidade da forma e = exp(iir) e ii = exp(iir), por exemplo. 

Deste modo o indice de refragao se torna 

Assim, obtemos um indice de refragao negativo. Aplicando este resultado na 

(3.27) 

(3.28) 
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Lei de Snell-Descartes, surge um efeito no qual o raio refratado desvia se mantendo 

no mesmo lado da normal a superficie do raio incidente, se comportando deste modo 

como se sofresse uma reflexao na normal, mas nao necessariamente obedecendo a lei 

da reflexao. Este novo fenomeno faz surgir uma nova representagao para a lei de Snell-

Descartes, que esta ilustrada na Figura 1.4. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Meio 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

! 

\  ^1 

(onda incidente) \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"t er f ace 

% > 0 

w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 
n 2 < 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w 

X 

(onda transmitida) /  

Meio 2 

K2 

Figura 3.4: Representagao da Lei de Snell para um meio com indice de refragao nega-

tivo. 

Na pratica e dificil imaginarmos como esse fenomeno acontece. No entanto, ha 

um experimento bastante utilizado por professores nas aulas de otica no ensino medio 

para ilustrar o fenomeno da refragao. Este experimento consiste em mergulharmos um 

lapis ou um bastao qualquer num copo com agua. Quando feito isto, enxergamos o 

lapis como se estivesse quebrado devido ao indice de refragao da agua ser maior do que 

o do ar. 

Agora, se ao inves da agua imaginarmos que o copo contenha uma substan-

cia que apresente um indice de refragao negativo, veremos este mesmo efeito de uma 

forma estranha. Como nao e possivel fazer essa experiencia devido ao fato de nao 

existir substancias semelhantes a agua com indice de refragao negativo, alguns pes-

quisadores fizeram uso das potencialidades dos computadores e realizaram simulagoes 

desta situagao, como podemos ver na Figura 3.5. 
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(a) (b) (e) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.5: (a)Imagem de um bastao de metal dentro de um copo de vidro vazio. (b) 

Mesmo cenario, mas com o copo preenchido com agua normal de indice de refragao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = 1.3, o que leva a uma refragao ordinaria. (c) Ainda no mesmo cenario, mas neste 

caso a agua e substituida por uma "agua" de n = —1.3. ( D O L L I N G et al . , 2006) 

Como podemos ver na figura 3.5 (c), na refragao negativa o bastao mostra-se 

quebrado como na Figura 1.5 (b), mas neste caso o bastao esta quebrado no sentido 

contrario. A Figura 1.6 mostra mais uma simulagao na qual temos a ilustragao de 

uma piscina com agua normal e outra piscina com "agua" com um indice de refragao 

negativo. Nesta Figura e observada a diferenga entre as imagens de um mesmo objeto 

devido a uma mudanga no seu indice de refragao. 

Figura 3.6: Imagem gerado por computador de uma piscina com(a) agua de indice de 

refragao n = 1.33 e com (b)"agua" de indice de refrago negativo(n = —1.33).A linha 

preta foi adicionada para ilustrar a localizagao da borda inferior da piscina e do canto 

(DANNER , 2009). 

As Figuras 3.5 e 3.6 foram produzidas a partir de modelagens atraves do metodo 
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das Diferengas Finitas no Dominio do Tempo ( F D T D ) . 1 A caracterizagao de materiais 

atraves desse metodo possibilita geralmentre determinar, sua permissividade efetiva, 

sua dispersao e a dependenca da polarizagao da permissividade (DANNER, 2009). 

Uma onda eletromagnetica ao passar de um meio de densidade optica maior 

para outro de densidade optica menor ocorre que o angulo de refragao e maior do 

que o angulo de incidencia. Contudo ha um certo angulo de incidencia para o qual o 

angulo de refragao alcanga 90°, consequentemente a mesma nao mais penetra no meio 

de densidade optica menor e se desloca ao longo da interface de separagao entre os 

dois meios. De acordo com eletromagnetismo classico, nestas cincunstancias a reflexao 

intenal total ocorre se o angulo de incidencia for maior que o angulo critico (BORN; 

W O L F , 1999). Estas situagoes podem estao ilustradas na Figura 3.7. 

Figura 3.7: A reflexao interna total e o angulo critico de um feixe de luz tramsmitido 

de um meio com indice de refragao maiorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n\ para outro de indice de refragao menor 

n2. 

Para uma analise detalhada desse fenomeno, vamos considerar uma onda se 

propagando de um meio com indice de refragao maior, para um meio de indice de 

x O metodo FDTD foi criado por Yee em 1966, baseado em um metodo de resolugao numerica 

de equagoes chamado Metodo das Diferengas Finitas (FDM) criado por Thorn. O metodo FDTD 

e um metodo computacional que visa resolver numericamente as equagoes diferenciais de Maxwell 

que descrevem a propagagao, transmissao e espalhamento das ondas eletromagneticas em qualquer 

meio submetido as condigoes de contorno. Ele consiste em uma tecnica de aproximagoes sucessivas 

que transforma as equagoes diferenciais em equagoes discretas ou finitas, atraves do conceito da 

aproximagao da derivada central de um ponto. 

3.2 Reflexao Interna Total 
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refragao menor, como por exemplo, da agua para o ar. 

Neste caso, pela Lei de Snell-Descartes, temos 

f ^ L = 2*=*.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA si^ = ^S%nti2. (3.29) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
SZ77.02 Til fli 

Como 77,1 > ™2 ,  

Portanto, 

5in0i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —sin02 ^ sin$2 (3.30) 
ni 

sind\ ^ 517102 (3.31) 

Para que a reflexao interna tota l ocorra, devemos ter para um angulo de refragao 

de 02 = f ' u m &ngm0 d e incidencia 0i = 0C ta l que, de acordo com a lei de Snell-

Descartes, 

sen6c i\2 

sen{ir/2) n\ 

sin0c = — . (3.32) 

Tli 

na qual 0C e o angulo critico de incidencia. Uma relagao trigonometrica nos diz que 

sin
2

02 + cos
2

02 = 1 cos02 = y/l - sin
2

02. (3.33) 

De acordo com a Eq. (3.29), a Eq. (3.33) pode ser reescrita da seguinte forma 

n? 

n 2
2 

cos02 = \  I - s m 2 0 i . (3.34) 

Substituindo a razao dos indices de refragao pelo angulo critico, obtemos o 

angulo de refragao para um angulo de incidencia arbitrario 0 i , 
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Para um angulo de incidenciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9\ ^ (9C, ainda teremos um valor real para cos92, 

e portanto para 92. Entretanto, para angulos de incidencia 9\ > 9C, cos92 se torna 

puramente imaginario, ou seja, 

cos92zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = i (3.36) 

Sabemos que a fungao que descreve o comportamento de uma onda eletromag-

netica e da forma 

f(r,t) = f0e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
_ f i(KfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-Lot) 

(3.37) 

Se o pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x,y), na Figura 3.7, e o piano de incidencia, para a onda refratada 

temos, 

iK-r ^(K-ixX+Kizz) f}i(K2Xsin02+K2Zcosd2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ ^i(K2Xsin02)pi(K2Zcos02) 

e = e (3.38) 

De acordo com as Eqs. (3.30) e (3.36), a Eq. (3.38) pode ser reescrita da 

seguinte forma 

e i K f = e 

Tli j , 

iK2x — sinOi " 2 Z 

V>2 e 

sin9-[ 

\ \sin9i 
(3.39) 

Contudo, esta equagao mostra que ao longo da interface se propaga uma onda 

estacinaria de fase e
iK2x{ni/n2)smei e p 0 r t ; a n t o o segundo fator exponencial com argu-

mento real e negativo mostra que a onda decai exponencialmente na diregao z, ao 

entrar no meio com indice de refragao menor, resultado que confirma a teoria de que a 

onda incidente nao ultrapassa para o outro meio. 

Vamos agora investigar as caracteristicas da propagagao de uma onda eletromag-

netica na interface de separagao entre um meio anisotropico e um meio metamaterial 

indefinido quando a mesma e incidente sobre a interface do lado do meio anisotropico. 

Esta situagao esta representada geometricamente pela Figura 3.8, na qual temos uma 

onda plana de frequencia u incidente corn um angulo 9, partindo do meio 1 para o meio 
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2 (metamaterial). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Me i ol 

x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Meio 2 

: z 
• 

Figura 3.8: Representagao geometrica da propagagao de uma onda eletromagnetica na 

interface de separagao entre um meio anisotropico (meio 1) e um meio metamaterial 

indefinido (meio 2). 

O meio 1 e caracterizado por uma permissividadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e\  e uma permeabilidade fi\  e 

o metamaterial e caracterizado por uma permissividade e e uma permeabilidade / i, de 

modo que a interface de separagao entre os dois meios e paralela ao piano xy e normal 

ao eixo z . 

De maneira geral, um meio anisotropico e um material no qual alguma de suas 

propriedades fisicas apresentam valores distintos em cada diregao espacial como por 

exemplo, num sistema de coordenadas {x,y, z ), ou seja, e dependente da diregao, o 

que representa a situagao em que os vetores de polarizagao nao estao alinhados com 

seus respectivos campos (SILVA, 2013). Assim, os parametros efetivos e e //, tornam-se 

fungoes e sao definidos em forma de tensores que podem ser representados da seguinte 

forma: 

e = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

exy £xz 

£yx eyy 

&ZX £Zy £zz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I1 

ftxx f^xy ftxz 

l^yx ftyy LLyz 

y [Izx Pzy ftzzi J 

(3.40) 

em que a Eq. (3.40) representa os tensores para meios anisotropicos. 

Tendo em vista uma analise mais simplificada para o nosso problema, vamos 
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considerar que os tensores anisotropics permissividade e permeabilidade sao simulta-

neamente diagonizaveis, em outras palavras, vamos considerar os eixos cartesianos ao 

longo dos eixos principals do meio, entaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj podem assumir as formas (LUO et al . , 

2007), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ = 

e x 0 0 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ey 0 

0 0 £ , 
I 

o 0 

0 fly 0 

{ 0 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tiz ) 

(3.41) 

Vamos considerar tambem que o metamaterial indefinido possui uma anisotropia 

optica uniaxial com o eixo 6ptico(eixo z ) normal a interface. Desta maneira podemos 

fazer uma simplificagao igualando os valores de duas diregoes cartesianas, isto e, £x = 

e y ^ e z e fig =  Hy ^ nz. 

Agora vamos analisar a propagagao da onda em um meio anisotropico uniaxial, 

assumindo o vetor de onda k localizado no piano xz  e campo eletrico incidente definido 

como da forma E = yEoe
1

^
11

^
12

*"̂ , em que k x e k\ z sao as componentes l e z d o 

vetor de onda incidente. No Apendice A , encontramos que a relagao dispersao para 

um meio isotropico e homogenio e da dada pela Eq. (A.26), logo temos que a relagao 

de dispersao para u m onda T E em um meio isotropico regular e 

^ + ^ = £ iMi (^ 2 / c 2 ) , 

e para um metamaterial indefinido e ( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007): 

U4 

-a ' 

(3.42) 

(3.43) 

Eyf-tZ Ey[iX C 

A partir da Eq. (3.41), vemos que a componente do vetor de onda no metama-

terial indefinido satisfaz a seguinte relagao, 

£yHZ 

De acordo com a Figura 3.8, a componente k x do vetor de onda no meio aniso-

tropico e dada por: 
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kx = kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0sen6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA => k2
x = klsen

2

9 => k2
x = (cu2/c2)£inisen

2

6, (3.45) 

em que k% = u}2/<?e\H\. 

Logo, temos que a Eq. (3.44), pode ser reescrita da seguinte forma 

k\z = {u2/c2)eypx - \ - J - J - i n £ y l l x (3.46) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\ Ey[XZ J 

klz = (^ 2 / c 2 ) [£yVx ~ exfui^/fi^ser^e] (3.47) 

O caso em que k2
z > 0, exprime os valores reias de k2z e corresponde as ondas 

que se propagam. O caso em que k^z < 0, exprime os valores de k2z imaginarios, ou 

seja, as ondas evanescentes. 

Utilizando as condigoes de contorno para os campos eletrico e magnetico na 

interface, encontramos os coeficientes de transmissao e de reflecgao para os modos T M 

e T M ( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007). 

r™ = 
2iixk zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I z 

Pxhz + P\k2z 

(3.48) 

(3.49) 

Para que ocorra a reflexao tota l , k2
z deve satisfazer a seguinte condigao: 

* £ = 0. (3.50) 

Assim, igualando a Eq. (3.47)a zero, obtemos que o angulo critico e dado por 
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( w 2 / c 2 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [eypx - eizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ J i(/x a : / / i 2)sen 2f9 c] = 0, 

£yPx ~ £\Pi(nx/nz)sen20c = 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2/ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EyflX 

sen 6r = 

\J (Vx/Vz)eiVii' ' 3 ' 5 1 ' 

De acordo com Eq. (3.44), para que tenhamos k2
z = 0, devemos ter um valor 

corresponde de k2 da forma 

kc - k0y/£yHz, (3.52) 

em que kc e o vetor de onda de corte que separa as solugoes de ondas propagantes das 

solugoes de ondas evanescentes. 

Diante disso, se k\z < 0 sempre ocorrera reflexao total e k2z se torna imaginario, 

entao 

£yPx - £\P\{px/tiz)sen29 < 0. (3.53) 

Vamos verificar a possivel existencia de uma reflexao interna total para diferentes 

parametros fisicos. Para isso, fazermos duas restrigoes, a primeira restringao esta 

relacionada ao angulo critico, o mesmo deve satisfazer a seguinte desigualdade ( X I A N G ; 

D A I ; W E N , 2007), 

0 < sen29c < 1. (3.54) 

A desigualdade acima e equivalente a termos, 

0 < Eyllz < E\\L\. (3.55) 

Esta condigao se assemelha ao caso de uma reflexao tota l convencional em que 

temos a propagagao de onda eletromagneticas de um meio de densidade optica maior 
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para urn meio de densidade optica menor. 

A segunda restringao, deriva da desigualdade (3.53), a qual nos possibilita dividir 

o metamaterial indefinido em 4 classes distintas que estao dispostas na Tabela 1, de 

acordo com ( S M I T H ; SCHURIG, 2003; X I A N G ; D A I ; W E N , 2007). 

Tabela 3.1: Classes de materiais 

Classe Condigoes do meio zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Cutoff zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> o , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPx/Pz > 0 

Anti-cutoff EyPx < o , Px/Pz < 0 

Never cutoff EyPx > 0 , Px/Pz < 0 

Always cutoff EyPx < o , Px/Pz > 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C a s o 1: Meio cutoff 

Neste meio a reflexao tota l acorre de acordo com a desigualdade (3.53), resul-

tando na condigao em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 > 6C, assim novamente recaimos no fenomeno da reflexao 

total convencional exemplificada na Figura 3.9. 

•f—< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O 

4->  

u 

I •  I •  I 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 

Angulo (grau) 

Figura 3.9: Grafico da reflectancia em fungao do angulo de incidencia para um 

meiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cut off indefinido com e\  = \ i\  = 2 , e e y = — l,fix = —l,p z = —2(linha 

continua),e y = - 2 , / x x = -l,p z = - 1 (linha tracejada), e y = - 3 , / x x = - l , / x 2 = - 1 

(linha pontilhada).Retirado de ( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007). 

C a s o 2: Meio Anti-cutoff 

Neste meio os parametros fisicos e y i i x e p x/ p z sao simultaneamente negativos, 

assim de acordo com a desigualdade(3.53), temos a condigao para o angulo critico, 

50 



0 < OcezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA portanto kiz sera imaginario e a onda incidente sera totalmente refletida como 

podemos ver na Figura 3.10. Esta condigao e totalmente diferente da condigao para 

um meio cutoff, o que torna o fenomeno da reflexao total no meio anti-cutoff anomala. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

An gu lo (gr au ) 

Figura 3.10: Grafico da reflectancia em fungao do angulo de incidencia para u m meio 

anti-cutoff indefinido com e\ = \i\ — 2 , e ey = —2,fix = —l,fiz = — l ( l inha 

continua),e y = — l,ux = l,uz = —2 (linha tracejada), eyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  —3,ux = l . / i 2 = — 1 

(linha pontilhada)e ey = — 3, fix = l , / z 2 = —2 (linha pontilhada tracejada)Retirado de 

( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007) . 

Ainda e visto que, se ex\iz > £\H2 , o angulo critico sera igual a 7r/2 , entao 

ira ocorrer uma reflexao unidireccional, e para quaisquer angulos de incidencia, a onda 

incidente T E sera totalmente refletida, no entanto esta reflexao tota l anomala nao pode 

ocorrer quando o segundo meio e um meio convencional ( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007). 

C a s o 3: Meio never cutoff 

Como neste meio ey\ix > 0, fix/fiz < 0, de acordo com a desigualdade (3.53), 

A>2z sempre sera real tornando possivel a propagagao das ondas eletromagneticas para 

o segundo meio. Podemos ver esta situagao na Figura 3.11. 

C a s o 4: Meio always cutoff 

Este meio e caracterizado por apresentar eyux < 0,fix/fiz > 0, o que torna 

k2z sempre imaginario. Portanto, a reflexao interna total pode ocorrer para qualquer 

angulo de incidencia, como pode se visto na Figura 3.12. 
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

An gu lo (grau) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.11: Grafico da reflect Ancia em fungao do angulo de incidencia para um meio 

never cutoff indefinido comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S\ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fa — 2 , ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ey = 1, \LX = 1, \ i z — - 2 ( l i n h a continua),£,y = 

2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ux = l , / i 2 = —1 (linha tracejada), ey = 3,fj,x = l,fiz = - 1 (linha pontilhada) 

Retirado de ( X I A N G ; D A I ; W E N , 2007). 

C 

u 

1.0 

0.5-

0 . 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— i i i i i i i i i i i i i i i i i 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

An gu lo (grau) 

Figura 3.12: Grafico da reflectancia em fungao do angulo de incidencia para um meio 

always cutoff indefinido com E\ = fi\ = 2 , e ey = 1, \ix = — l , / z z = —2. Para qualquer 

angulo de incicencia a reflexao e sempre unitaria.Retirado de ( X I A N G ; D A I ; W E N , 

2007). 

Nesta conjuntura encontramos as condigoes necessarias para a ocorrencia da 

reflexao interna total na interface de separagao entre u m meio convencional isotropico 
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e um metamaterial indefinido. 

3.3 Angulo de Brewster 

Existe urn t ipo de incidencia de ondas eletrornagneticas em que a onda e to ta l -

mente transmitida sem haver nenhuma reflexao. De maneira geral isso ocorre quando 

uma onda eletromagnetica (luz) incide na superficie de um dieletrico com o campo 

eletrico oscilando normal ao piano formado pelo raio incidente e a normal a superficie. 

Este fenomeno pode ser melhor compreendido analisando-o microscopicamente. 

A onda incidente excita os eletrons do dieletrico fazendo surgir neste dipolos eletricos 

oscilantes. Na superficie de contorno duas diregoes de radiagao efetiva sao formadas 

pela interferencia da radiagao de todos os dipolos; uma delas da origem a onda refratada 

e a outra da origem a onda refletida. Se os dipolos oscilarem na mesma diregao da onda 

refletida, a intensidade da radiagao e igual a zero, entao nenhuma onda e refletida e a 

radiagao media desses dipolos se propagam perpendicular a diregao de oscilagao, com 

isso as ondas refletidas e refratadas sao perpendiculares. Portanto, os dipolos oscilantes 

so emitem radiagao na diregao perpendicular ao seu eixo. 

Contudo, o angulo para o qual a diregao de reflexao e perpendicular ao feixe 

transmitido e chamado angulo de Brewster. Segundo Bedran e Lesche (1997) esta con-

digao e valida, tanto para materials nao magneticos quanto para materials magneticos, 

sendo que no. caso de materials magneticos deve-se levar em consideragao a contribuigao 

da emissao de radiagao dos dipolos magneticos. 

Ao estudar ondas eletrornagneticas em optica e comum especificar o t ipo de 

polarizagao da onda. As ondas eletrornagneticas tambem sao classificadas de acordo 

com as suas componentes longitudinals, de modo que obtem-se tres tipos: as ondas 

T E M ou ondas transversals eletrornagneticas, ambos os campos sao perpendiculares 

a diregao de propagagao; ondas T E ou transversals eletricas, tambem chamadas de 

polarizagao s, o campo eletrico e perpendicular a diregao de propagagao e as ondas 

T M ou transversals magneticas tambem chamadas de polarizagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p. Nesta o campo 

magnetico e perpendicular a diregao de propagagao. 

Iremos agora fazer um estudo deste fenomeno em metamateriais. Tal estudo sera 

baseado num trabalho desenvolvido por Fu, Zhang e First (2005). De modo semelhente 

a ele, vamos considerar uma onda se propagando de um meio convencional(com indice 
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de refragao positivo) para um meio metamaterial conforme ilustra a Figura 3.13. 

De acordo com os autores, so existe angulo de Brewster para ondas T M quando 

a onda refratada e perpendicular a onda refletida, implicando quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d\ + 62 = 90°. 

Combinando este criterio com a lei de Snell-Descartes e tomando 0i = 9B, obtemos a 

formulagao convencional para o angulo de Brewster. 

riisinBi = n2sin02, 

n\sin9\ = n2sin(90°zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB), 

n\sin6i = n2(sin90°cos9BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  sin6Bcos90°), 

n\sin9\ = n2cosOB, 

tgOB = —, 
n i 

Inicialmente vamos investigar o comportamento das ondas T E . Entao conside-

remos uma onda plana harmonica viajando do vacuo para u m metamaterial, como 

ilustra a Figura 3.12. 

O campo eletrico e caracterizado por 

Eincidente = E i 0 e ^ - ^ =>E{ = Ei0[0,1,0]e^x+k^z-^ (3.57) 

Etransmitida = E ^ ^ =» Et = Et0[0, 1, ̂ ^ z z - u t ) (3.58) 

Erefletida = E ^ ^ ^ => Er0 = [0, 1, 0]^<*WH*U*-«*)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 3 5 9 ) 

Como j a sabemos, a frequencia da onda nao se altera na reflexao e na refragao, 

consequentemente os vetores de onda incidente e refletido sao iguais em modulo. Assim, 

pela lei da reflexao, temos 

7r —  Ul. 
(3.60) 

E pela lei da refragao 

sinOi k2 y/ezjjy f . 
• Q

 = T~ = j 1 (3.61) 
sinv2 k\ y/eifii 

54 



Meio 1 (PIM) 

Meio2 (NIM) 

Figura 3.13: Representagao da reflexao e refragao de uma onda T E na interface entre 

o vacuo e u m meio metamaterial. O vetor onda refratada oposto ao sentido do fluxo 

de energia. (O sentido positivo para todos angulos e anti-horario). Positive-index 

materials (PIM) e negative-index materials(NIM). 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kx = ( - J y/eifa e k2 = y-j y/eoTi-

Se EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ e perpendicular ao piano de incidencia, entao pela condigao de conti-

nuidade das componentes tangencial e normal dos campos e pela condigao geral de 

contorno z = 0, temos 

(En + Eto + E r 0 ) xh = 0, (3.62) 

que eleva a seguinte relagao 

Ei0 + Et0 + #ro = 0. (3.63) 

Para o campo B: 
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(5m> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bto + A o ) • fi = 0. (3.64) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—»  

Para o campo i f : 

( A o + A o + A o ) x n = 0. (3.65) 

E para o campo D: 

( A o + A o + A o ) • n = 0. (3.66) 

Lembrando que KxE = —fiH eK = —y/Fjie devido a condigao de contorno Ao(t) 

Ao(t)> a Eq.(3.64) pode ser reescrita da seguinte forma 

S l i K l xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E , O ) + c f t x A i +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / i r ^ M ( 3_ 6 7 ) 

£ l ( ^ X A 0 ) / ^ ( / f r X A p ) / J T ( A ; X A p ) 

x n + , / — x n + , / — x n = 0, (3.68) 
Mi Ki V MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<2 # 2 V Mi 

mas 

i f ( i ? i x 4 o ) . 1 / 1 ? 

K l V Ml 

e que 

h Ei0, 
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e tambem que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e2 (K2 x Ao) „ 1 /e^\ ( j 7 - N 

K2 K2 VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M2 

K2 V M2 

§ i feo, (3.70) 

# 2 V M2 

^ ( A X E r 0 ) „ 1 / i T . /r7 

Mi A- -^r V Mi 

1 . f^Eroih-Kr), 

Kr V Mi 

£ l - A 0 . (3.71) 

A V Ml 

Logo, temos que 

^ . ^ 0 + ^ ^ 0 - ^ , ^ 0 = 0. (3.72) 

A A/ Ml ^ 2 V M2 A V Ml 

E m modulo, temos 

(Ao - Ero&M+^f^E* = 0 (3.73) 

Agora, temos um sistema de duas equagoes (3.62) e (3.72), que fornece 

Ao = -(Ao + Ao) (0 

(Ao - Er0feM+ ^ f n o = 0 (ii) 
Kx A/ Mi A V /x2 

Substituindo a Eq. (i) na Eq. ( i i ) , obtemos 
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(Ei0 - E T 0 ) ^ M + ^M[-(E,o + Er0)} = 0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.74) 

Ao / A VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Mi A V M2 V ^ 

Ao 
A razao entre a amplitudade da onda refletida e a onda incidente —— e chamada 

Ao 

de coeficiente de reflexao e denotaremos por rs para o caso de ondas T E . Assim, a Eq. 

(3.74) pode ser reescrita da seguinte forma 

, Klz feT K2z feT\ Klz fe[ K2z [e^ 

K\z K2z r&i 

A V ^1 ^ 2 V ^2 

Como pode ser verificado atraves da Figura 3.13, vemos que 

Kiz =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( - ) y/eiiLicosOu (3.78) 

K2z = (^) yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/e^cose2. (3.79) 

Entao a Eq. (3.76) fica da seguinte forma 

—cosOi — . —cos92 

r - = ± w ( 3 - 8 0 ) 

—cosOi + w — C O s 0 2 

Mi V M2 

Agora vamos analisar essa propagagao para o caso de uma onda T M . Partiremos 

da condigao de continuidade do campo eletrico expressa pela Eq. (3.62), 
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(Ao xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h + A o x n + A o x n) = 0, 

Ei0sin(Ei0, n) + Etosin(Eto, h) + Er0sin(Er0, h) = 0, 

EiosinOi + EtocoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA$2 — ErQCosd r = 0. (3.81) 

Como #i = # r , temos que 

( A o - Ao)cos0i + Aocos6>2 = 0. (3.82) 

A partir da Eqs. (3.77) e (3.78) encontramos que 

c\ A , 
cos^ = [ - ] — ( 3 . 8 3 ) 

cos92 = ( - ) (3.84) 

Logo, a Eq. (3.81) fica da forma 

(Ao - A o ) - ^ = + - ^ = A o = 0 (3.85) 

Da condigao de continuidade (3.65) e sabendo que D = eE , encontramos a 

eguinte relagao 

( s i A o + £ i A o + £2Ao) • n = 0[ei (Ao + A o ) + &2A0] • n = 0 

£ i (Ao + Ero)sin0i + e2Etosin02 = 0 

e1(En + ErO)^^+e2Eto = 0 (3.86) 

Da lei de Snell-Descartes temos que 
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s m 0 2 n 2 v^27*2 

Assim, podemos reescrever a Eq. (2.90) da seguinte forma 

£ l ( A o +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E r 0 ) ^ L + e 2 A o = 0, 

A o = - - ( A o + A o ) ^ ^ . (3.88) 

Substituindo a Eq. (3.87) na (3.84) encontramos 

(Ei0 — Er0)—p=z 2 z —(EjQ + E r 0 ) ^2!zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ^Z = 
y/£\l'izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA >/ £2/42 2̂ 

(l-rp)Klz-K2A(l + rp) 
£2 . 

= 0, 

( l - r p ) A ' u - A ' 2 2 ^ ( l + r p ) = 0, 

2̂ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( i^h + A 2 - J r p = - A , + AT 2 A 
£2 £2 

A , - I T * -

r = E l 

&2 

A z A 
2z 

r p = ( 3

-
8 9 ) 

£i £2 

na qual rp = —— e o coeficiente de reflexao para a onda T M . 
Eio 

Usando novamente as Eqs. (3.77) e (3.78), a Eq. (3.88) se torna 
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(3.90) 

Como o meio 2 apresenta u m indice de refragao negativo, de acordo com a lei de 

Snell-Descartes a onda e refratada para o mesmo lado da onda incidente e semelhante 

a uma reflexao, tomando como como referenda a normal. 

Com isso,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 02 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k2z tornam-se negativos, mas cos02 continua positivo, pois e uma 

fungao par. Estes result ados sao facilmente verificados ao analirsamos geometricamente 

a Figura 3.13. 

De maneira geral, devido a razao entre a permissividade e a permeabilidade ser 

positiva, os coefiecientes de reflexao sao reais e dependem apenas da magnitude de e e 

fj,. Mas, se | rai/rc2 |> 1 temos que 

yfelMl 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^2M2 
> 1 > 1 => y/£iHi > y/£2^2 => £lA*l > £2^2, (3.91) 

com £i,e2,Hi, fJ>2 reais. Considerando 0\ como sendo o angulo critico e 92 = 90°, a lei 

de Snell-Descartes nos fornece, 

7ii | sinOc =| r i2 \ sm90°, 

' n2 I 
sin0r = 

9C = s i n _ 1 r ~ . (3.92) 
I ni I 

Neste caso ocorrera reflexao interna tota l para angulos de incidencia igual ou 

maior que o angulo critico, para qualquer t ipo de polarizagao. 

Ao penetrar no meio 2, a onda decai de forma evanescente na diregao positiva 

do eixo e isto nos leva a uma restringao para os valores possiveis dos vetores de onda 

refratada. 

u 
Visto que K = n— e em conformidade com a Figura 3.7 , temos que 

c 
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K2z = n2^cos92.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.93) 

Da lei de Snell-Descartes, encontramos que 

.2 
cos262 = 1 - - i s m 2 0 i . (3.94) 

n 2 

O angulo de Brewster corresponde ao coeficiente de reflexao (3.79) e (3.89) 

igual a zero. Assim, para uma onda T E temos a seguinte formulagao para o angulo de 

Brewster: 

—cos% = —cos292. (3.95) 
MizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M2 

Substituindo na equagao acima o resultado obtido atraves da lei de Snell-Descartes 

(3.93)e lembrando novamente que n = y/eji, encontamos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ l

 2n  £ 2 / - £lMl • 2/) A 

—cos 91 = — I 1 sin 91 , 

Mi M2 V £ 2M2 / 

£i/x 2(l - sin29i) = e2\xx ( 1 - E-^-sin29x ) , 

V ^2M2 / 

• 2 a ^ 2 M l £ l M l • 2n 
£iM2 - £\H2sin 9i = e2fii sin 9\, 

^2M2 

e2Mi£iMi\ . 2 

^iM2 - ^2Mi = £iM2 sin Vi, 
^2M2 

£lM2 — ^2Ml • 2/i m n C \ 

^iM2 
£2M2 
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DividindozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA odivisor e o dividendo do lado esquerdo da equagao acima porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £\U\, 

obtemos 

1 £?Mi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 _ £iMig2Mi 5 m v 

?s — sin 1 

= s i n - 1 

1 _ g 2 M i 

glM2 

^ _ c i / i i £ 2 / i i 

£l/''2^2M2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i - x y 
(3.97) 

De modo que A = e i = . 

Novamente igualando o coeficiente de reflexao a zero (sendo que desta vez e o 

coeficiente de reflexao para uma T M ) Eq. (3.89), encontramos o angulo de Brewster 

para uma onda T M : 

'Mi a /M2 

COSV\ —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , / COSV2 Si 

— COSdi +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A ^COS#2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£l V e2 

= 0, 

— C0S9\ — A — COS02 = 0, 

^008% = f^COS2e2l 

Si £2 

^ - ( 1 - sin%)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = —  1 - ^sin% , 

£l ^2 V ^2^2 

•  2n £\V2£\U\ . 2n 
£2[ l\ —  £2^\Sin Vi = £if l2 sin 0 i , 

£2^2 

(3.98) 
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/ £iU2£ifii\ . 2 u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
^2Ml - £lM2 = ^2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/^1 SZ7T01, 

\ ^2^2 

^2^2 

Dividindo o lado direito por £\\i2, obtemos 

= 6 2 , 1 1 e , ^ , - ( 3 - " ) 

£2Mi ~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£\V>2 
- 1 

g2Ml _ g lMl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£lU2 £2LL2 

* B = sin 

£2f*l 
- 1 

1 SlfJ-2 
- 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  £2^1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  £\fJ-2 Z2V2 

9B = sin-l[y/(Y -\)I{Y -X)]. (3.100) 

Novamente com X = ^itl e Y = g2^*. 
621*2 £lM2 

As relagoes dadas pelas Eqs. (3.97) e (3.99) foram apresentadas por Fu, Zhang 

e First (2005), elas determinam o angulo de Brewster para ondas T E e T M respecti-

vamente para materials com diferentes paramentros constitutivos (e,/x) exceto para o 

caso em que X = 1. 

No caso em X = 1, temos que 

£lMl = £21*2 (3.101) 
U2 Si' 

Como o indice de refragao e definido em termo dos parametros constitutivos, 

n = y/iji, occorre que | nj \ = \ n\ |. O resultado e dado em modulo devido ao fato 

de £ e fi assumirem valores positivos e negativos. Combinando este resultado com a 

lei de Snell-Descartes encontramos que | 0\ \=\ 02 | e neste caso utilizamos o valor em 

modulo para cumprirmos com a generalidade dos fenomeno, visto que os angulos de 

incidencia e de refragao sao iguais tanto para o caso de uma incidencia numa interface 

P I M - P I M quanto para uma incidencia numa interface P I M - N I M , mas que no segundo 

caso o angulo de refregao e medido no sentido contrario ao do primeiro caso (Ver Figura 
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3.13 ) . 

Tambem temos que a reflectividade e definida da formazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ps = \ rs |2 e pp = \ rp |2, 

para ondas T E e T M respectivamente. 

A part ir da Eq.(3.79),que expressa o coeficiente de reflexao para uma onda T E , 

obtemos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1C0S9\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — x — COS02 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Mi V M2 

COS0\  + , /  COS02 
Ml V M<2 

y/e\ cos9\  — . COS92 

ra = ^ = • (3.102) 

,Je\ Cos9i + , ^ ^ -cos9 2 

V M2 

Combinando com a Eq.(3.99), obtemos 

r„ = 

e2
4 

y/e\ COs9\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — y -^ —cos9 2 

y/E\CX)sO\ + y —COS02 

y/e\ *cos9\  — y/k~z1~cos92 

y/e~\ 2~cos9i + \fe^ cos92' 

r,. = 
1 £ i 2 cos9\  — £ 2 2 COS02 

I d 2 cos9\ + £ 2 2 COS02 
(3.103) 

Como | 0 i |=|  0 2 |, a Eq.(3.101) pode ser escrita da seguinte forma 

, 2 1 I 2 
£l - £ 2 

, £ l 2 | + | £ 2
2 | 

Logo, a reflectividade para uma onda T E e dada por 

(3.104) 

Ps = 

\ei2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—  £ 2 2 | 

| e i a + ^ 2 2 | 

(3.105) 

Procedendo de maneira semelhante, encontramos uma expressao para a reflec-

tividade de uma onda T M da forma 
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pp = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- 1 \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l w 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ \»2
2

\ 
(3.106) 

Assim, vemos que para este caso a reflectividade nao depende do angulo de 

incidencia. 

Para o caso em que Y = 1 temos que 

e2LL1=ein2 (3.107) 

A partir da Eq.(3.79) que expressa o coeficiente de reflexao para uma onda T E , 

temos 

ra = 

— cosOizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — A—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACOs9 2 

PizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V P2 

—cos6\  + , —cos9 2 

Pi V P2 

£iPi  a £2Pi  a 

COSUizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  A /  COSV2 Pl£l P2^1 

Ll cos9\  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A j^ ^ cos9 2 

Pl£2 P2^1 

(3.108) 

Combinando com a Eq.(3.105), obtemos 

(3.109) 

cos9\  —  C O S 0 2 

C0S9\  + C O S 0 2 

Logo, a refletividade para uma onda T E e dada por 

(3.110) 

cos9\  — cos92 
lAJ^Vl —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <-<AW 2 , 111) 

^ S cos9\  - f cos92 

Operando de maneira analoga, encontramos a expressao para a reflectividade 

de uma onda T M identica a da reflectividade de uma onda T E , mostrando assim que 

a reflectividade nao depende da polarizagao. A analise dos argumentos das fungoes 

das Eqs. (3.96) e (3.98) que descrevem os angulos de Brewster evidenciam que alguns 

valores para X e Y sao proibidos. Para as ondas T E , X e Y podem assumir todos 
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os valores desde qtrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XY / 1 e para as ondas T M , podem assumir quaisquer valores 

exceto para X = Y. 

Com base nas discussoes acima, construimos um mapa de regime de diferentes 

parametros materials para expressar todas as possibilidades de valores para o angulo 

de Brewster como ilustra a Figura 3.14, que foi adaptado de Fu, Zhang e First (2005). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

X = 1 
X = Y/ 

(I) (") 

Y = 1 

/ i n ) (IV) XY = 1 

1 X = £1HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1/s2n2 

Figura 3.14: Mapa de regime baseado nos parametros X e Y. O angulo de Brewster 

existe para ondas T M nas regioes(I) e ( IV) e para onda T E nas regioes ( I I ) e ( I I I ) . 
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U m angulo de Brewster existente para uma onda T E pode ser encontrado na 

regioes (I) e ( IV) e para u m a onda T M nas regioes ( II ) e ( I I I ) . A linhazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 cor-

responde ao caso em que a reflectividade nao depende do angulo de incidencia. A 

linha Y = 1 corresponde ao caso em que a reflectividade nao depende da polarizagao 

e e zero para uma incidencia normal. No ponto X — Y — 1 temos que £i£ 2 = H\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALI2 

e consequentemente a reflectividade e zero para ambas as polarizagoes independente-

mente do angulo de incidencia. As curvas X = Y e X Y = 1 correspondem ao caso 

em que a onda refratada e perpendicular a onda refletida numa interface P I M - P I M 

(0L +Q2 = 90°) e numa interface P I M - N I M (0i - 62 = 90°) ou perpendicular a onda 

incicente para interfaces P I M - N I M e N I M - P I N . E m sintese, concluimos que o angulo 

de Brewster pode ocorrer tanto para ondas T E como para ondas T M com a condigao 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ 1 = ± £ 2 ou /zi = ±fi2 e a onda refratada e perpendicular a onda refletida ou 

aonda incidente. Estes resultados sao uteis para uma compreenssao mais abrangente 

dos fenonemos eletromagneticos envolvendo o angulo de Brewster, tornando possivel 

advento de tecnologias avangadas utilizando metamateriais. 

68 



Capitulo 4 

Consideragoes finais 

0 estudo das propriedades oticas e eletrornagneticas dos metamateriais e um 

campo de pesquisa que esta em grande ascensao atualmente. Isto se deve ao fato de que 

estes materias sao uma grande promessa para a construgao de tecnologias inovadoras, 

como o manto da invisibilidade, e aliado com a fotonica, a construgao de circuitos 

fotonicos que visam substituir a eletronica com maior eficiencia. Aliado a isso, tambem 

ha o interesse dos cientistas no conhecimento teorico e tecnico sobre a nova fisica 

relacionada a propagagao de ondas eletrornagneticas na materia. 

Diante deste cenario, fornecemos informagoes para uma melhor compreengao 

da dinamiea da interagao eletromagnetica em metamateriais que possuem simultanea-

mentezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e \i negativos. Inicialmente, no Capitulo 1, fizemos uma descrigao a respeito 

da etimologia da palavra metamaterial seguindo da descrigao dos varios tipos de me-

tamateriais e de seus comportamentos fisicos. Ainda neste capitulo descrevemos, em 

sintese, um pouco da historia que envolve o surgimento desta arrojada area de pesquisa, 

relatando seu progresso ao longo do tempo ate os dias atuais. Finalizamos com um 

breve relato sobre as aplicagoes relacionadas aos metamateriais, que mais se destacam 

em pesquisas, mostrando assim, um dos motivos pelos quais este campo cientifico tem 

se mostrado tao atraente e esta em constante desenvolvido. No Capitulo 3, analisa-

mos o comportamento de alguns fenomenos opticos e eletromagneticos, j a conhecidos 

na fisica a muitas decadas, em meios exibem indice de refragao negativo. E m nossa 

descrigao o indice de refragao e definido pelos parametros efetivos do meio, a permissi-

vidade eletrica e e a permeabilidade magnetica // e e a caracteristica mais importante 

do material ao analisarmos a propagagao de uma onda eletromagnetica entre dois meios 

com indices de refragao distintos. 
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Nosso estudo iniciou-se com a lei de Snell-Descartes, seguido da reflexao interna 

tota l e do angulo de Brewster. Este estudo montrou, concordando com os resulta-

dos obtidos primordialmente por Victor Veselago, que ocorre uma mudanga bastante 

significativa, no comportamento de um feixe de luz ao atravessar uma interface de 

separagao entre u m meio convencional, em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e fi sao positivos e um meio metama-

terial indefinido, apresentando e e / i simultaneamente negativos. Neste caso, acontece 

que uma refragao contraria, devido o raio refratado se desviar mantendo-se no mesmo 

lado da normal a superficie, do raio incidente. A reflexao interna total , ela se mostra 

anomala, ao apresentar um comportamento peculiar e incomum, ao ocorrer em meio 

Anti-cutoff, o qual e caracterizado por apresentar os parametros fisicos ey\ix e nx/Pz 

simultaneamente negativo. nesta circunstancia, o angulo de incidencia e menor que 

o angulo critico. em um meionever cutoff, ou seja, em que eyfix > 0 e ux/fiz < o, 

ocorre propagagao de ondas eletrornagneticas para o segundo meio. Para o caso de um 

meio always cutoff com eyfix < 0 e fix/uz > 0, a reflexao interna tota l pode ocorrer 

para qualquer angulo de incidencia. Finalizamos este capitulo determinando as varias 

possibilidades para existencia do angulo de Brewster nos metamateriais, as quais mso-

traram que o angulo de Brewster pode ocorrer tanto para ondas T E como para ondas 

T M na condigao em que e\ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ±£2 ou fii = ±.\i% e a onda refratada e perpendicular a 

onda refletida ou a onda incidente. 

Todas essas informagoes podem ser usadas como embasamento e motivagao para 

o desenvolvimento futuro de trabalhos voltados para uma analise mais aprofundada de 

algumas dessas aplicagoes ou mesmo de algumas dessas incomuns propriedades. Vale 

ressaltar tambem que podem ser apresentadas durantes os cursos de graduagao em 

fisica, que ainda tern pouco conhecimento sobre essa nova fisica. Este capitulo encerra 

nossa discussoes a respeito da propagagao de ondas eletrornagneticas em meios com 

indice de refragao negativo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Apendice A 

Ondas Eletrornagneticas na Materia 

A . l Indice de Refragao 

Vamos aqui demonstrar que o indice de refragao tambem pode ser expresso 

atraves dos parametros efetivos que sao a permissividade eletrica e a permeabilidade 

magnetica. Entao, consideremos ondas eletrornagneticas se propagando em meios ho-

mogeneos, isotropicos e infinitamente extensos, caracterizados pela permissividade ele-

tricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e a permeabilidade magnetica fi e pela condutividade a. 

Assumindo que estes meios sejam lineares, temos entao 

D = efi, B = uH, J = oE. ( A . l ) 

Tambem assumindo que p = 0 (ou seja, o meio e neutro), obtemos para as 

equagoes de Maxwell: 

V - B = 0, (A.2) 

V-D = 4np => VE = 0, (A.3) 

V x E + i f = 0 V x B = - ^ f , (A.4) 
c at c at 

4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtt r \dB „ - 4 ™ - ; edE _ 
V x / / = - J + - — => VxH= E + - — . A.5 

c c at c c at 

Observemos que ao desacoplarmos os campos, aplicando o rotacional em ambos 

os lados na Eq.(A.5), encontramos 
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_ , „ - x „ / 4-7T -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ dE 
V x V x i f = V x — aE+-—-

\ c c at 

V . ( V . # ) - V * # = V x ( ^ g + ^ 

\ c c at 

V • ( V • i?) - V 2 / ? = (—a + ( V x £ ) . (A.6) 

\ c c a t / 

Substituindo as Eqs. (A.2) e (A.4) na Eq. (A.6), obtemos 

„ 0 f* (4ir £ d \ I a dE 
- V 2 # = ( —(7 + 

\ c cat J \ c at 

v * H - ^ — + ^ — (\7) 

Fazendo o mesmo processo com a Eq. (A.4), obtemos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fidfi 
V x ( V x £ ) = V x 

c dt 

V . ( V . £ ) - V 2 £ = ( - ^ j ( V x i ? ) , 

fi d\ ( £ dE AiraE 
-V2E = . 

c dt ) \c dt c 

As Eqs. (A.7) e (A.8) desempenham um papel importante na propagagao de 

ondas ao longo de fios e sao chamadas de equagoes telegraficas. Em particular, quando 

a = 0 (ou seja, o meio e isolante) as equagoes telegraficas se reduzem a equagoes de 

onda ordinarias do t ipo 

V W - S f S * ( A , 0 , 

Sabemos que a equagao tridimensional de uma onda qualquer e dada por 
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1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B2f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 7 = ^ , (A.11) 

onde v e a velocidade de propagagao da onda no meio. 

Comparando as Eqs. (A.9) e (A. 10) com a Eq. (A. 11), obtemos que 

1 £ 9 

V* fl 

r2 

£fl 

Sabemos que o indice de refragao e definido como sendo a razao entre a veloci-

a luz no vac 

Assim, temos que 

dade da luz no vacuo e a velocidade da luz no meio em que se propaga, ou seja n = -. 

v 

c 

n = V ' 

y/£ji 

rE\i 
n = c 

c 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — y/Eji. (A.13) 

como queriamos demonstrar. 

A.2 Parametros Efetivos Dependentes da Prequencia 

Ja sabemos que o indice de refragao pode ser expressado pelo pelos paramentros 

efetivos dos materials de modo que 

n = y/iji. (A.14) 

E m media temos /x ~ 1, entao em uma boa aproximagao obtemos que n w y/i. 

Esta relagao e confirmada na pratica para ondas longas e para alguns materials como, 

por exemplo, 02,A^,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CO2 e H2, e valida ainda para a luz visivel. Por outro lado, para 

outros materials ela apresenta falhas e isto esta relacionado ao fato de que para ondas 

eletrornagneticas de alta frequencia as constantes e, / i e a tornam-se dependentes da 
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frequencia. 

Portanto, vamos agora assumir quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e — s{w),\x =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / / ( c j ) w 1 e o = o~(u) e utilizar 

as solugoes em forma de ondas planas, que e o caso mais simples de ondas, para os 

campos eletrico E(r,t) e magnetico H(r,t) das equagoes de onda (A.9) e (A.10), 

E{f,t) = E0e^-Ut\ (A.15) 

H(r,t) =Hoe^-ut). (A.16) 

Dai resulta que 

V x H = V x {H0ei{Kf-ut)), 

= V(eiigf-Ut)) x H0, 

= iKSR?~ut)) x H0i 

= iKx (Hoe^-^), 

= iKxH. (A.17) 

De maneira analoga encontramos que 

V x E = iK x E (A.18) 

As derivadas temporais dos campos nos fornecem que 

dt &t{ 0 h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= - I UJE (A.19) 

— = -iuH. (A.20) 

CJL 

Substituindo as Eqs. (A.17) e (A.19) na Eq. de Maxwell (A.5), obtemos 
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• f>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r-? E t • f*\ 47TCT -* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

iK x H = -(-iuE) + E, 

c c 
-tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - / id 4ni(j\ -* 

KxH = [ e 

- - a; / 47rza , 
K xH = £ + E, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UJ 

KxH = - - T } E . (A.21) 
c 

em que 77 = e H — e a permissividade generalizada. 

Agora, substituindo as Eqs. (A. 18) e (A.20) na Eq. de Maxwell (A.4), encon-

tramos que 

iK x E = --(-iuH), 
c 

KxE = -uH. (A.22) 
c 

Aplicando a solugao de ondas planas para o campo eletrico (A. 15) na Eq. de 

Maxwell (A.3), obtemos que 

V • ( j ^ * - * - * ) )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 0, 

V ^ e * * ^ ) • E0 = iK.Eoe**^) = 0, 

iK.E = 0, 

K.E = 0 (A.23) 

Igualmente, podemos obter que 

K.H = 0. (A.24) 

Portanto, em u m meio condutor as ondas eletrornagneticas tambem sao trans-

versals assim como no vacuo, e tambem aqui K, E e H formam um sistema dextrogiro 

nesta ordem. Contudo, as magnitudes dos campos eletricos e magneticos nao sao mais 

iguais, isto e, nao temos mais que | E |=| H |, como acontece na propagagao dessas 

ondas no vacuo. 
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Da equagao (A.21), podemos ter ainda que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K x H = --rjE, 
c 

K x(K xH) = --r)(K x EY 
c 

K(K -H)-{K- K)H =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -T](-uH), 

K*H = %(h&). 
c c 

K = -gWi 

u2 ( Ano-

+ (A.25) 

A Eq.(A.25) e a relagao de dispersao para u m meio condutor. Quando a = 0 

,isto e, o meio meio e um isolante, esta equagao de reduz a 

K = -Jeji = -n. (A.26) 
c c 

A qual e relagao de dispesao para um meio dieletrico. 
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Apendice B 

Velocidade de fase e velocidade grupo 

para meios metamateriais comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e a 

simultaneamente negtivos 

Inicialmente, vamos considerar a imagem instantanea de uma onda monocro-

matica harmonica senoidal que se propaga num meio convencional. O comprimento de 

onda A e a distancia entre dois pontos que possuem a mesma fase igual em qualquer 

tempo. A velocidade em que a oscilagao de fase se propaga e chamada de velocidade 

de fase e sendo T o periodo de oscilagao a velocidade de fase e definida da seguinte 

forma 

w ' - f - a F - r ( B 1 ) 

Este t ipo de onda nao transporta nenhuma informagao. Entretanto, na natureza 

nao lidamos com onda monocromaticas com um numero de onda e frequencia bem de-

finidos, pois quando por exemplo ondas eletrornagneticas (um pulso de luz) se propaga 

num meio dispersivo, a onda muda de forma a medida que penetra no meio devido a 

permissividade ser uma fungao da frequencia e = e(uj) e o pulso passa a se comportar 

como uma superposigao de ondas harmonicas formando um pacote de onda. 

Devido a dispersao, alguma marca da imagem resultante das ondas, como por 

exemplo, o pico mais alto da onda, nao se move na media com a mesma velocidade de 

fase das varias ondas que compoem o pacote. Assim, passamos a calcular tambem a 

velocidade do pacote de ondas, denominada velocidade de grupo, definida como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Ja e sabido que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k = n-. (B.3) 

Derivando. obtem-se 

dk If dn\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- [n + u— . (B.4) du c \ du 

De acordo com as Eqs. ( B l ) e (B3), a Eq. (B4) se torna 

1 = 1 + ^ . (B.5) 

Vg Vf C OU 

Com isso, concluimos que a velocidade de grupo so sera igual a velocidade de 

fase quando o indice de refragao nao depender da frequencia, ou seja, um meio nao 

dispersive 

A Eq. (B3) pode ser reescrita da seguinta forma 

k2 = uj2£0fi0£fj,. (B.6) 

Derivando em relagao a frequencia , obtem-se 

ag) _ _ £ o ^ ) ( w ) + ( R 7 ) 

Agora, se considerarmos um meio metamaterial com e e a simultaneamente 

negativos, a part ir da Eq. (B.7) concluimos que 

Tambem podemos reescrever a eq.(B.7) da seguinte forma 

d(k2) nldk rt udk n u ( 1 u dn\ n 1 1 

2k— = 2n-—- = 2n- — + -— = 2u . (B.9) du du c du c \Vf c du J Vf v. 
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Logo, obtemos que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUJ— —  < 0 . (B.10) 

VfVg ' 

Portanto, concluimos tambem que num meio dispesivo com indice de refragao 

negativo a velocidade de grupo e a velocidade de fase tern sentidos opostos. 
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Anexo A 

The eletrodynamics os substances 

wi th simultaneously negative values 

dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e e a . 
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S O V I E T P H Y S I C S U S P E K H I 

538.30 

V O L U M E 10, N U M B E R 4 J A N U A R Y - F E B R U A R Y 1968 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

THE ELECTRODYNAMICS OF SUBSTANCES WITH SIMULTANEOUSLY NEGATIVE 

VALUES OF e AND u 

V . G . V E S E L A G O 

P . N . Lebedev P h y s i c s Institute, Academy of Sciences , U . S . S . R . 
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1. I N T R O D U C T I O N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T H E die lectr ic constant € and the magnetic p e r m e a -

bilityzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n a r e the fundamental c h a r a c t e r i s t i c quantities 

which determine the propagation of electromagnetic 

waves in matter . T h i s i s due to the fact that they a r e 

the only parameters of the substance that appear in 

the dispersion equation 

| ~ 2 - 8 « M « -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P6U + kikj | = 0, ( l ) 

which gives the connection between the frequency a> 

of a monochromatic wave and its wave vector k. In 

the case of an isotropic substance, E q . (1) takes a 

s i m p l e r form: 

(2) 

Here n 2 is the square of the index of refraction of 

the substance, and is given by 

n 2 = en. (3) 

If we do not take losses into account and regard n, e, 

and n a s r e a l numbers, it can be seen from (2) and 

(3) that a simultaneous change of the signs of e and 

H has no effect on these relat ions . T h i s situation can 

be interpreted in various w a y s . F i r s t , we may admit 

that the properties of a substance a r e actually not 

affected by a simultaneous change of the signs of € 

and M- Second, it might be that for t and u to be 

simultaneously negative contradicts some funda-

mental laws of nature, and therefore no substance 

with € < 0 and n < 0 can exist . F i n a l l y , it could be 

admitted that substances with negative € and y. have 

some properties different from those of substances 

with positive e and M- AS we shal l see in what fo l -

lows, the third case is the one that is r e a l i z e d . It 

must be emphasized that there has not so far been 

any experiment in which a substance with e <; 0 and 

H < 0 could be observed. We can, however, at once 

give a number of arguments as to where and how one 

should look for such substances . Since in our opinion 

the electrodynamics of substances with e < 0 and 

/ J < 0 i s undoubtedly of interest , independently of our 

now having such substances available, we s h a l l at 

f i r s t consider the matter purely formally . T h e r e -

after in the second part of this a r t i c l e we s h a l l c o n -

s i d e r questions connected with the physica l r e a l i z a -

tion of substances with e < 0 and n < 0. 

H . T H E P R O P A G A T I O N O F W A V E S IN A S U B S T A N C E 

W I T H € < 0 AND M < 0. " R I G H T - H A N D E D " A N D 

" L E F T - H A N D E D " S U B S T A N C E S 

To ascerta in the electromagnetic laws essential ly 

connected with the sign of e and n, we must turn to 

those relations in which € and u appear separately, 

and not in the form of their product, as in (1)—(3). 

These relations a r e p r i m a r i l y the Maxwell equations 

and the constitutive relations 

c dl 

rot H M r , 
C dt 

B - nH, 

D — eE. 

(4)' 

(4') 

F o r a plane monochromatic wave, in which a l l 

quantities a r e proportional to e ^ ^ - ^ 1 ) , the e x p r e s -

sions (4) and (4') reduce to 

(kEl =• 

[kHl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACD », 

— f L . 

(5)t 

It can be seen at once from these equations that if 

e > 0 and \i > 0 then E , H, and k form a r ight -

handed triplet of vectors , and if e < 0 and M < 0 they 

a r e a left-handed s e t . ' " If we introduce direction 

cosines for the vectors E , H, and k and denote them 

by « i , Pi, and y i , respectively, then a wave p r o p a -

gated in a given medium w i l l be c h a r a c t e r i z e d by the 

m a t r i x [ 2 j 

/ a , a 2 a 3\ 

6 - 1 Pi P2 P3 . (6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\Yi Y2 yJ 

The determinant of this matr ix i s equal to +1 if the 

vectors E , H, and k a r e a right-handed set, and —1 

if this set is left-handed. Denoting this determinant 

by p, we can say that p c h a r a c t e r i z e s the " Tight-

n e s s " of the given medium. The medium i s " r i g h t -

handed" if p = +1 and " l e f t - h a n d e d " i f p = - 1 . The 

elements of the matrix (6) satisfy the relation 

Gth^pAik. (7) 

Here A j ^ i s the algebraic complement of the element 

Gik- F u r t h e r m o r e the elements of G a r e ortho-

*rot = curl. 

U k E U k x E . 
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a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b)  

FIG.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. a) Doppler effect in a right-handed substance; b) Doppler 

effect in a left-handed substance. The letter A represents the source 

of the radiation, the letter B the receiver. 

n o r m a l . The energy flux c a r r i e d by the wave is de -

termined by the Poynting vector S, which i s given by 

(8) 

According to (8) the vector S always forms a r ight -

handed set with the vectors E and H . Accordingly, 

for right-handed substances S and k a r e in the same 

direction, and for left-handed substances they are in 

opposite d i r e c t i o n s . ^ Since the vector k i s in the 

direction of the phase velocity, it i s c l e a r that left -

handed substances a r e substances with a s o - c a l l e d 

negative group velocity, which occurs in part icular 

in anisotropic substances or when there i s spatial 

d i s p e r s i o n . ^ In what follows we s h a l l for brevity 

use the term " le f t -handed s u b s t a n c e , " keeping in 

mind that this term is equivalent to the term " s u b -

stance with negative group v e l o c i t y . " L e t us now 

consider the consequences of the fact that in left -

handed substances the phase velocity i s opposite to 

the energy flux. F i r s t , in left-handed substances 

there w i l l be a r e v e r s e d Doppler effect.^ 1 

Indeed, suppose for example that a detector of 

radiation which is in a left-handed medium moves 

relative to a source which emits a frequencyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJQ.  In 

its motion the detector w i l l pursue points of the 

wave which correspond to some definite phase, as is 

shown in F i g . 1. The frequency received by the de -

tector w i l l be s m a l l e r than CJ0> n o t l a r g e r as it 

would be in an ordinary (right-handed) medium. U s -

ing the quantity p for the medium in question, we 

can write the formula for the Doppler shift in the 

form 

to-wo ( l — -

Here the velocity v of the detector is regarded as 

positive when it is receding from the s o u r c e . The 

velocity u of the energy flux is regarded as always 

posit ive. 

The Vavi lov -Cerenkov effect w i l l a l so be r e -

versed , just l ike the Doppler e f f e c t . 1 1 , 8 J If a part ic le 

FIG. 2. a) The Vavilov-Cerenkov effect in a right-handed sub-

stance; b) The same effect in a left-handed substance. 

moves in a medium with speed v in a straight line 

( F i g . 2), i t w i l l emit according to the law 

g^kzz + k r r - u j t ) ^ a n ( j t ^ e w a v e vector of the radiation 

w i l l be given by k = k z / c o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 and i s in the general 

direction of the velocity v . The quantity k r w i l l be 

different in different media, in accordance with the 

expression 

kT=:p\Vk^=T?Z\. (10) 

This choice of the sign for the square root in (10) w i l l 

a s s u r e that the energy moves away from the radiating 

part ic le to infinity. It is then c l e a r that for left -

handed media the vector k r w i l l be directed toward 

the trajectory of the part ic le , and the cone of the 

radiation w i l l be directed backward relative to the 

motion of the p a r t i c l e . T h i s corresponds to an obtuse 

angle 6 between v and S . F o r a medium of either 

" T i g h t n e s s " this angle can be found from the e x p r e s -

sion 

H I . T H E R E F R A C T I O N O F A R A Y A T T H E B O U N D -

A R Y B E T W E E N TWO M E D I A W I T H D I F F E R E N T 

R I G H T N E S S E S 

In the passage of a ray of light from one medium 

into another the boundary conditions 

zlE„ i = e 2 E o , , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Htl = Hlv ( 1 2 ) 

(13) 

must be satisfied, independently of whether or not the 

media have the same Tightness. I t follows from (12) 

that the x and y components of the fields E and H 

in the refracted ray maintain their directions, inde-
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FIG. 3. Passage of a ray through 

the boundary between two media. 1 — 

incident ray; 2 — reflected ray; 3 — re-

flected ray if the second medium is left-

handed; 4 - refracted ray if the second 

medium is right-handed. 

pendently of the Tightnesses of the two media . A s for 

the z component, it keeps the same direction only if 

the two media a r e of the samezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T i g h t n e s s . If the T i g h t 

n e s s e s are different, the z components change s ign. 

T h i s corresponds to the fact that in passage into a 

medium of different Tightness the vectors E and H 

not only change in magnitude owing to the difference 

in e andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n but also undergo a reflection relative to 

the interface of the two media . The same thing hap-

pens to the vector k a l s o . The simultaneous r e f l e c -

tion of a l l three vectors corresponds p r e c i s e l y to a 

change of sign of the determinant G in (6) . The path 

of the refracted ray produced as the resul t of such 

reflections i s shown in F i g . 3. As we see, when the 

second medium i s left-handed the refracted ray l ies 

on the opposite side of the z axis from its position 

in the case of a right-handed second m e d i u m . ^ It 

must be noted that the direction of the reflected ray 

i s a lways the same, independent of the Tightnesses of 

the two media . It can be seen from F i g . 3 that the 

usual SnelPs law 

sinij) 1 , 2 V e,.u, 
(14) 

h a s  to be given a m o r e  p r e c i s e f o r m  i f the T i g h t n e s s e s  

o f m e d i a 1 a n d  2 a r e different. The c o r r e c t way to 

write the f o r m u l a is now 

sint|> 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 2

 PI I V e j u , 

(15) 

Here pt and p 2 a r e the Tightnesses of the f i r s t and 

second media . It i s c l e a r from (15) that the index of 

refraction of two media can be negative if the r ight -

FIG. 4. Passage of rays of light through a plate of thickness d 

made of a left-handed substance. A — source of radiation; B — de-

tector of radiation. 

FIG. 5. Paths of rays through lenses made of left-handed sub-

stances, situated in vacuum. 

nesses of the media a r e different. In part icular , the 

index of refraction of a left-handed medium relative 

to vacuum i s n e g a t i v e . ^ 

F r e s n e l ' s formulas a r e commonly used to find the 

amplitudes of the reflected and refracted light. 

T h e s e formulas involve the quantities e, n, n, cp, 4>. 

In order not to make mistakes one must always use 

the absolute values of these quantities in F r e s n e l ' s 

formulas . 

An interesting case is that of a ray passing from 

a medium with Cj > 0, ^ >0 into one with e 2 = —€ l t 

p^ = —p.1. In this case the ray undergoes refraction 

at the interface between the two media, but there is 

no reflected r a y . The use of left-handed substances 

would in principle allow the design of very unusual 

refracting s y s t e m s . An example of such a system is 

a s imple plate of thickness d made of a left-handed 

substance with n = —1 and situated in vacuum. It is 

shown in F i g . 4 that such a plate can focus at a point 

the radiation from a point source located at a d i s -

tance / < d from the plate. This i s not a lens in the 

usual sense of the word, however, s ince it w i l l not 

focus at a point a bundle of r a y s coming from infinity. 

A s for actual lenses , the paths of r a y s through 

lenses made of a left-handed substance a r e shown in 

F i g . 5. It i s seen that the convex and concave lenses 

have " c h a n g e d p l a c e s , " s ince the convex lens has a 

diverging effect and the concave lens a converging 

effect. 

FIG. 6. Reflection of a ray propagated in a medium with ( < 0 

and \i < 0 from an ideally reflecting body. The source of radiation 

is denoted by a heavy black point. 



512 V . G . V E S E L A G O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ft 

E I 

M a 

F I G . 7. e -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n diagram. 

A monochromatic wave in a left-handed medium 

can be regarded as a s t r e a m of photons, each having 

a momentum p = hk, with the vector k directed 

toward the source of radiation, not away from it a s 

i s the case in a right-handed medium. Therefore a 

beam of light propagated in a left-handed medium and 

incident on a reflecting body imparts to it a m o m e n -

tum p = 2Nhk ( N is the number of incident photons) 

directed toward the source of the radiation, as shown 

in F i g . 6. Owing to this the light p r e s s u r e c h a r a c t e r -

i s t i c for ordinary (right-handed) substances i s r e -

placed in left-handed substances by a light tension 

or attraction. 

These a r e some of the features of the electrody-

namics of left-handed substances . L e t us now c o n -

s ider the question of their phys ica l real izat ion . F o r 

this purpose we f i r s t examine what the values of e 

and n a r e that various substances may have. 

I V . W H A T S O B T O F V A L U E S O F e A N D n A B E I N 

P R I N C I P L E P O S S I B L E ? 

F i g u r e 7 shows a coordinate system in which 

values of e and u a r e marked off on the axes . We 

s h a l l try to locate in it a l l known substances, at f i r s t 

confining ourselves to the case in which € and M a r e 

isotropic . Then the f i r s t quadrant contains the 

majority of isotropic d ie lectr ics , for which e and /x 

a r e posit ive. In the second quadrant (€ < 0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (J. > 0) 

there w i l l be p lasmas , both gaseous p lasmas t 8 ] and 

sol id-state plasmas.^ 7 ~ 9 ^ In a p l a s m a with no m a g -

netic field the value of e is given by 

e - t , -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 3 - . (16) 

wherezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OJQ = 47rNe 2 /m, N being the concentration of 

the c a r r i e r s , e their charge, and m their m a s s , and 

the summation is over a l l types of c a r r i e r s . It i s not 

hard to see that at s m a l l frequencies € i s s m a l l e r 

than z e r o . F o r e > 0 and n > 0 the value of n 2 given 

by (3) i s negative, which leads to reflection of waves 

from such a medium. T h i s fact i s wel l confirmed by 

experiment, for example, i n the ionosphere. 

The third and fourth quadrants in F i g . 7 a r e u n -

occupied. So far there i s not a single substance known 

with u < 0. A s we s h a l l see in what follows, this i s 

not accidental . 

L e t us now go on to anisotropic substances . In this 

case the quantities £ and M a r e tensors, and we c a n -

not make use at once of a diagram l ike F i g . 7. In 

some substances, however, we can do this for waves 

propagated in p a r t i c u l a r direct ions . Gyrotropic s u b -

stances a r e especial ly interesting in this respect . 

F o r gyrotropic substances the tensorszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e\k and 

a r e of the forms 

ie 2 

°\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ie 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

0 0 J 

r*l 

i u 2 f*l ° 
0 0 

(17) 

(18) 

A wel l known example of a gyrotropic substance is a 

p l a s m a in a magnetic field, which i s character ized 

by a tensor €fo of the form (17) and a s c a l a r value 

of n. If a plane c i r c u l a r l y polarized t r a n s v e r s e wave 

of the form ^V^-d»t)  i s propagated in such a p lasma, 

with kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II z II H 0 , then n 2 i s given by 

n* = u(e, ± e 2 ). (19) 

The sign ± corresponds to the two directions of 

polarization of the wave . If | e21 < | € t | and e t > 0, 

two waves can be propagated in the plasma, but if 

I
 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 21

 >

 I
 €

i I
 = — e

i » then only one wave i s propagated, 

that for which n 2 > 0. In these c a s e s the p l a s m a must 

be placed in the f i r s t quadrant of F i g . 7 (^ i s of the 

order of 1). A s for the second wave in the case | €21 
>

 I € i 1 = —
 €

i t  it cannot be propagated because for it 

e < 0, which by (19) leads to an imaginary value of 

n. In this case the p lasma belongs in the second 

quadrant in F i g . 7. 

Another example of gyrotropic substances i s 

various magnetic mater ia l s , in which, in contrast to 

the p lasma, it i s p and not € that i s a tensor . F o r 

these m a t e r i a l s the analog of (19) is 

n* = e(u, ± u 2 ) . (20) 

Here also there can in principle be a situation in 

which > = —pu and this case corresponds 

to the fourth quadrant in F i g . 7. 

Quite recently there have begun to be intensive 

studies of gyrotropic substances in which both e and 

H a r e t e n s o r s . l 1 0 " " 1 5 ^ Examples of such substances a r e 

pure ferromagnetic metals and semiconductors . F o r 

such substances the index of refraction of a c i r c u -

l a r l y polarized wave travell ing along the field is 

given by 

(21) 

and it is easy to see that in this case the effective 

e l e c t r i c and magnetic permeabil i t ies can both be l e s s 

than zero, while n 2 remains positive and the wave 

w i l l be p r o p a g a t e d . 1 8 ' 1 8 ' 1 5 ^ Such substances occupy the 

third and last quadrant of F i g . 7. Accordingly we see 

that we must look for substances with € < 0 and 
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H < 0 p r i m a r i l y among gyrotropic media . F u r t h e r -

more it i s obvious thta negative values of e and / i in 

gyrotropic substances can be r e a l i z e d only for those 

waves that a r e propagated along the magnetic f ield. 

F o r other directions of propagation e andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p can no 

longer be regarded as s c a l a r s . Nevertheless , for a 

c e r t a i n range of angles between H and k the vectors 

S and k w i l l make an angle close to 180° and w i l l 

qualitatively satisfy a l l of the laws which a r e c h a r a c -

t e r i s t i c for left-handed substances . 

In concluding this section we note that s imultane-

ous negative values of e and u can be rea l ized only 

when there is frequency dispers ion . In fact, it can be 

seen from the relation 

(22) 

that when there i s no frequency dispersion nor a b -

sorption we cannot have e < 0 and ^ < 0, s ince in 

that case the total energy would be negative. When 

there i s frequency dispersion, however, the relation 

(22) must be replaced by 

W (23) 
dco ' ''<» 

In order for the energy W given by (23) to be positive 

it i s required that 

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ecu) > o , d(u<») 

do) 
> o . (24) 

These inequalities do not in general mean that e and 

y> cannot be simultaneously negative, but for them to 

hold it i s n e c e s s a r y that e and n depend on the f r e -

quency. 

It i s appropriate to emphasize here that the c o n -

clusion that there is a light attraction in left-handed 

substances, which was obtained at the end of S e c . HI 

from quantum arguments, can also be obtained in a 

purely c l a s s i c a l way. To do this we must use the 

c l a s s i c a l express ion for the momentum of the field ^17^ 

dt 
(25) 

the relations (23) and (24), and also the connection 

between the Poynting vector S and the group velocity 

v g =du/dk, 

S = W . v g r (26) 

Combining the expressions (23)—(26), we get 

It follows from this that in left-handed substances the 

field momentum p is directed opposite to the P o y n -

ting vector S . 

V . G Y R O T R O P I C S U B S T A N C E S P O S S E S S I N G P L A S M A 

AND M A G N E T I C P R O P E R T I E S 

It is c h a r a c t e r i s t i c of gyrotropic media of this 

kind that, f i rst , they contain sufficiently mobile c a r -

r i e r s forming an electron-hole p lasma, and, second, 

that there exists a system of interacting spins which 

provide a large magnetic susceptibi l i ty . T h i s a s s u r e s 

the simultaneous propagation of spin and plasma 

waves, and naturally there is an interaction between 

them. If this interaction is strong enough, the waves 

propagated in such a substance a r e of a mixed, s p i n -

plasma, c h a r a c t e r . In this case the values of e and 

H a r e of the following form [ 1 5 j : 

u (w ± Q) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT) *
2

 | - Q'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ±  0) 

(28) 

7i* = eu. (29) 

Here a> is the frequency, u>\ = 4rNeVm is the square 

of the p l a s m a frequency, N i s the concentration and 

m the m a s s of the c a r r i e r s ; the summation i s taken 

over a l l types of c a r r i e r s ; ft = e B / m c , and 

where H 0 is the external field, M s is the saturation 

magnetization, A is the exchange-interaction c o n -

stant, m 0 i s the m a s s of the electron, and e i s its 

charge . 

I n 1 - 1 5 ^ a graphical analys is has been made of E q . 

(29), with € and / i of the form (28); it was shown 

that for certa in relations between the parameters 

that appear in (28) it is possible to have wave p r o p a -

gation with e < 0 and fi < 0 in conducting f e r r o m a g -

netic substances . As examples of such conducting 

ferromagnetic substances there a r e in the f i r s t place 

ferromagnetic metals , for example n i c k e l . T h e r e i s 

a lready a communication^ 1 8 ^ on the observation of 

coupled s p i n - p l a s m a waves in this metal , but it is not 

c l e a r just what were the values of € and n in this 

case , and in p a r t i c u l a r whether or not they were 

negative. A s for semiconductors which have magnetic 

properties , s e v e r a l such compounds have recently 

been i n d i c a t e d , 1 1 9 - 2 1 ] in part icular C u F e S 2 , U T e 2 , 

InSb-FeSb , and others . At present the mobility of the 

c a r r i e r s in these m a t e r i a l s is s t i l l very s m a l l , and 

does not allow the observation of weakly damped waves 

in them. Constant technological progress gives the 

hope, however, that such m a t e r i a l s with good mobility 

w i l l be produced, and then experiments with s u b -

stances in which e and n a r e l e s s than z e r o wil l 

s u r e l y become pract icable . It must be noted that such 

experiments with gyrotropic substances can confirm 

only some of the properties of left-handed substances 

which we have expounded. F o r example, it w i l l be 

v e r y difficult to make experiments on the refraction 

of waves, s ince for r a y s propagated in left-handed 

substances at an angle with the external magnetic 

field the relation (21) i s no longer v a l i d . A s has a l -

ready been stated, it w i l l be approximately c o r r e c t 

only for s m a l l angles between the field and the vector 

k, and a l l experiments must be arranged so as not 

to go beyond such angles . In view of this difficulty, 

it would be v e r y desirable to have an isotropic left -

handed substance. Unfortunately, a s has already been 

said , we do not know of even a single substance which 
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FIG. 8. Passage of a ray through a sphere with e < 0 andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y. < 0 

situated in vacuum. The source of radiation is indicated with a 

heavy black point. 

could be isotropic and have p < 0. T h i s i s true b e -

cause the sources of magnetic field a r e not charges , 

but dipoles . If the magnetic field, l ike the e l e c t r i c 

field, could a r i s e from charges , a gas of such 

charges would have a magnetic permeabil ity given, 

in analogy with (16), by the formula 

(30) 

Here = 1 - 4 j r N g 2 / m t , where N t i s the concen-

tration of the charges , g, i s their magnitude, and m, 

their m a s s . The hypothesis of the" existence of such 

charges was stated by D i r a c as ear ly as 1931 

there have been many papers on the possible p r o p e r -

ties of this charge (the D i r a c monopole), for example 

a review a r t i c l e / 2 3 ^ and also ^24~26K So far, however, 

attempts to observe it have given no r e s u l t . t 2 3 - 2 7 ^ If 

the monopole were found, then a mixture of ordinary 

p l a s m a and a gas of monopoles would have a value of 

M given by (30), and the p of the mixture would be 

given by 

8 _ i _ ™o (31) 

At sufficiently low frequencies such a mixture would 

be a left-handed isotropic substance. 

L e t us i m a g i n e t 2 8 ^ that such a mixture uniformly 

f i l ls a sufficiently large spher ica l region in space, 

and that outside this region there i s vacuum. F o r 

s implic i ty suppose that inside the sphere U J M = u>0, 

and that radiation i s incident from outside the sphere 

at a frequency such that inside the sphere e =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = — 1. 

Then there w i l l be no refraction of an incident ray at 

the points where it enters and leaves the sphere . At 

the same time there w i l l be imparted to the sphere 

at each of these points a momentum directed toward 

its center, as is shown in F i g . 8. I f we imagine that 

the sphere is i rradiated from a l l s ides , then it w i l l 

experience an isotropic compress ion . Accordingly, 

if D i r a c monopoles were uniformly distributed in 

space together with an ionized gas, under the inf lu -

ence of radiation this mixture would be continuously 

concentrated in c e r t a i n local regions. T h i s argument 

i s of course very approximate, and does not take into 

account many other factors, but it may possibly help 

to explain the lack of s u c c e s s in the experimental 

observation of D i r a c monopoles. 
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