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RESUMO

Baseado no avango crescente da robotica na mecatronica ¢ da necessidade de
técnicas de controle 6timo para robds, onde uma localizagdo exata € essencial para o
desempenho correto das tarefas que estdo a eles estdo destinadas. E, sabendo que este
problema ndo ¢ de resolugdo elementar principalmente quando se pretender evitar custos
elevados. Este trabalho apresenta o Filtro de Kalman Discreto (FKD) e o Filtro de Kalman
Estendido (FKE) como técnicas de controle preditivo, implementado como um sistema
estimador para corre¢do da posi¢do do Robd, para obtermos uma boa estimagdo da posi¢do
do robo, bem como, quando necessario, a corre¢io de sua posi¢do. Para exemplificar estas
técnicas apresentamos uma trajetoria linear para o FKD, e duas trajetorias - circular e
eliptica - para o FKE, implementadas computacionalmente no Matlab®, onde conseguimos
bons resultados. Além disso, apresentamos métodos de averiguagdo da validade do modelo
e construgdo do filtro. Também demos enfoque ao fato de que para o FK, uma escolha nédo
adequada dos parametros do sistema, bem como dos ruidos da observagdo e da estimagéo,

pode gerar divergéncias no FK.
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1. Introducao

A mecatronica inicialmente foi uma mistura das ciéncias mecanica e eletronica, porém
atualmente com o desenvolvimento cientifico e tecnologico atual, ela inclui outras ciéncias, entre

elas, a eletrotécnica, a automagdo e a Informatica.

O sistema automatizado de maior uso na mecatronica ¢ a manufatura integrada pelo
computador que integra muitos equipamentos mecatronicos na automagao de todo o sistema de
manufatura (robos, CNCs, CLPs, etc). Dentre eles, a parte da mecatronica mais desenvolvida nos

ultimos anos € a robotica.

A mecénica contribui com os componentes e a estrutura dos robds, a eletricidade e
eletronica com seus sensores, atuadores e equipamento de controle, a automagio com o0s
algoritmos e estratégias de controle espacial e a informatica com sua programagdo e supervisao.

Assim, uma defini¢do completa da Robdética poderia ser:

“4 robdtica é uma ciéncia da engenharia aplicada que é tida como uma
combinagdo da tecnologia de mdquinas, de operadores e da ciéncia da
computagdo. Inclui campos aparentemente tdo diversos quanto projeto de
mdquinas, teoria de controle, microeletrénica, programagdo de computadores,
inteligéncia artificial, fatores humanos e teoria da produgdo.””

Os robos podem ser classificados em fungdo do seu uso: Robds Seqiienciais (2 a 4 graus
de liberdade); Robds Programaveis (4 a 6 grau de liberdade); Robos Inteligentes (Robds

industriais especiais, Robds moveis para aplica¢des espaciais, medicina, etc.), entre outros.

O uso dos robos industriais tem diversas vantagens por seu amplo campo de aplicagdo,

mas podem ser resumidas nos seguintes fatores:

v" Fatores técnicos
* Flexibilidade na gama de produtos fabricados.
= Incremento da precisdio, robustez, rapidez, uniformidade e suporte a
ambientes hostis.
= Incremento dos indices de qualidade e de pegas rejeitadas.
v Fatores econdmicos
= Utilizagdo eficiente de unidades de produgdo intensiva.
= Aumento de produtividade (inexisténcia de interrupgdes, absentismos,
etc.).
* Redugdo do tempo do WIP (Work in Process) e do tempo de preparagéo
da fabrica.

! Groover, Mikel P., Weiss, Mitchell. “Robética: Tecnologia ¢ Programagdo”. McGrawHill, Sdo Paulo. 1989.
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v" « Fatores sociologicos
= Redugdo do nimero de acidentes.
* Afastamento do ser humano de locais perigosos para a saude.
» Redugio de horarios de trabalho.
= Aumento do poder de compra.

Os avangos na automatica que influem no desenvolvimento dos robds e o incremento do
uso dos mesmos nas industrias, deve-se a alguns s fatores:
v Robotica
» — Redugdo no custo de 5-8%.
= — Aumento no custo de mao de obra de 5%.
v Tecnologia de Sensores
* — Ganho em prego/desempenho de 10-15%.

v" _Tecnologia de Controle
* — Melhoria de 15-20%.

Na robdtica movel, e podemos incluir também os satélites, uma localizagdo exata ¢
essencial para o desempenho correto das tarefas que estdo destinadas aos Robés. Este problema
ndo € de resolugdo elementar principalmente quando se pretender evitar custos elevados. Por esse
motivo a localizagdo de robos moéveis ¢ motivo de uma intensa investigagdo cientifico-

tecnologica.

Existe uma diversidade grande de técnicas baseadas em diferentes principios fisicos e
diferentes algoritmos para localizagdo. As técnicas baseadas em sistemas de visdo apresentam,
hoje em dia, custos muito interessantes e ¢ possivel a identificagdo de diversos elementos visuais

da imagem.

Além destas, a implementag@o de algoritmos matematicos estocasticos como meio de
processamento de sinais discretos em sistemas de comunicagdo, tem permitido a melhoria da
coordenagdo e o controle dos procedimentos de atividades de forma consideravel. Assim,
especificamente se observa que o uso de algoritmos inteligentes fundamentados no modelo
matematico de filtros discretos de Kalman em sistemas de comunicagdo de robdtica industrial,
onde se tem como objetivo cientifico realizar a estimagdo, medi¢@o e localizagio da trajetoria de

movimentos realizados pelos mesmos, tém sido bastante satisfatorios.

Para esta problematica propomos implementar um sistema estimador para corre¢do da
posi¢do do Robd baseado num Filtro de Kalman Estendido. Com esta proposta espera-se como
beneficio uma boa estimacdo da posi¢do do robd, bem como, quando necessario, a corregio de

sua posi¢ao.
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2. Fundamentacao Teorica

2.1 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman foi criado por Rudolph E. Kalman em 1960, o Filtro de Kalman foi
desenvolvido inicialmente como uma solugdo recursiva para filtragem linear de dados discretos.
Para isto, utiliza equagdes matematicas que implementam um estimador preditivo de estados,
buscando corrigir interativamente a resposta de um determinado sistema através de multiplas

variaveis relacionadas a ele.

Suas 4reas de aplica¢do sdo muito diversificadas, tais como: processamento de imagem,
supervisores de eventos discretos, processamento de sinais, sistemas de inferéncia, etc. A
estrutura original do filtro de Kalman esta baseada no modelo de espaco de estados (MEE)
desenvolvido, inicialmente, para sistemas lineares. Este modelo busca definir a relagdo entrada-
saida de um sistema linear indiretamente, por meio de um conjunto de variaveis internas k x
denominadas estados. Os estados sdo influenciados por seus proprios valores passados e pelas

entradas do sistema, que por sua vez influenciam as saidas do sistema.

O problema da estimagiio do estado de sistemas estocasticos dindmicos, a partir de
observagdes da saida afetadas por ruido, ¢ de grande importancia na engenharia. O interesse neste
problema data de aproximadamente dois séculos atras.

Em relag¢do a formulagdo do Filtro de Kalman para sistemas lineares faremos a seguinte
consideragdo: A estimativa do estado do sistema € corrigida quando se processa uma observagdo
com base nos residuos. Estes residuos podem ser utilizados para medir o desempenho do filtro,

como mostramos mais adiante.

O Filtro de Kalman pode ser derivado da régua de Bayes. Considere o sistema geral a

seguir. Onde cada passo do sistema de estados evolui de acordo com:
x(k+ I) = Ax(k)+Bu (k)-!- v

A idéia é fazer uma previsdo do estado de acordo com a equagdo de diferenca
estocastica acima, podemos determinar a (fungio densidade de probabilidade) p.d.f. da previsdo
como:

p(x(k+1)|x(k)) = N (Ax(k)+Bu(k). AP (k|k))
p(x(k+1)x(k)) = N (x(k+1]k).P(k+1]k))
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Isto se torna a nossa previsdo para o proximo passo. Agora fazemos uma medida e dela

determinamos fung¢do da probabilidade:

p(z(k+1)|x(k+1))= N(Hx(k+1]k).R)
Podemos agora computar a densidade posterior combinando com o valor previsto e a
probabilidade. Nossos resultados precedentes nos mostram que este sera normal, e terdo média e

covariancia:
P(k+1k+1)= (P(k+1|k)" + HTR"H)]

K(k+1[e+1)=P(k+1[k+ 1) P(e+ 1) (6 +1]E) + HR 'z (k+1)
que sdo as equagdes de atualizagdo do Filtro de Kalman. A 1ltima ¢ vista mais frequentemente na

forma:

k(k+1[k+1)=x(k+1]k)+P(k+1[k+1)HR™ [ z(k+1)-Hx (k+1[k) |

2.2 Filtro de Kalman de tempo discreto

2.2.1. Pressupostos Basicos

O problema que nos estamos dispondo a resolver ¢ a estimagdo continua de um conjunto
de pardmetros cujos valores mudam com o tempo. A atualiza¢do € encontrada por um conjunto

de observagdes ou medidas, z(¢), as quais contem informag#o do sinal de interesse x(¢). A tarefa
do estimador ¢ providenciar uma estimativa X(¢+ 7)em algum instante do tempo (¢+7). Se

7 >0, nos temos um filtro de previsdo, se o contrério, se 7 <0 teremos um filtro de alisamento
(ou, um Filtro de suavizagiio - smoothing filter) e se =0, a operagdo ¢ simplesmente chamada

de filtragem.

Lembramos que um estimador néio polarizado de variincia minima (MVUE) ¢ um

estimador que ndo ¢ polarizado e que minimiza o erro médio quadratico:
~ . A 2
X =arg min E["x—x" |z] = E[ x|z ]
a2 A .
O Termo E I:Hx—x“ ] , chamado de varidncia do erro, demonstrado pela matriz de

% 5 A AyT . o .
covaridncia de erro £ [(x—x)(x—x) ] Especificamente, o erro de covariancia de erro da

matriz E[nx—iﬂz] =trace E[(x—- i)(x— i)T] :
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7
Notacoes
As notagdes seguintes serdo utilizadas:

Simbolo Significado Defini¢io matemitica Avaliacio
X; Vetor estado do sistema no instante 7, . X, =®.x,  +w, Vetor de dimensdo n.
I, Instante da k-ésima medida. e Escalar.

k indice das medidas no tempo discreto —— Inteiro.
zZ, Vetor de observagdes no instante &. z, =H,x, +v, ;"emr de Miomcto
H " Matriz transicdo de saida. ——— Matriz mxn.
R, Matriz Covariancia de ruido da medigéo. R, =E(v,v,”) Matriz mxm.
i . Variavel aleatoria com média gaussiana ) .
\f Vetor ruido da medigdo. 2610 ¢ com a Covaridncia da matriz R, . Vetor de dimensdo n.
® Matriz de transigdo do sistema linear dindmico do o
k instante 1, , para f, T e
. . Variavel aleatoria com media gaussiana )
W, Vetor ruido do processo (ou sistema, ou planta). zero e com a Covaridncia da matriz Q, . Matriz nxn.
Qk Matriz Covaridncia do ruido do processo (ou sistema, Q,= E(“"k “"nr) Kl
ou planta).
P, Matriz Covaridncia do erro de x, condicionado a Z, . P,=E [(xk =% )(x - %, )T |Z,C| Vetor de dimensio n.
Matriz Covaridncia do erro de x, condicionado a _ \T )
M, 7 ‘ M,= E[(x,—x,)(x,—x,) IZH] Vetor de dimensio n.
k-1
X, Estimativa de x, no instante £, condicionado a Z, . %,=E(x,|2,) Vetor de dimensao n.
X Estimat;éfo dc? X no instante k baseada sobre o L R
L instante i. k> i.
X Kk Erro de estimagfo: X, —x, (notacdo til). R Vetor de dimensdo n,
F, Matriz transicdo de estado. S Matriz mxn.
G & Matriz transi¢do de entrada (controle). —— Matriz mxn.
K i Matriz Ganho de Kalman. B Matriz mxm.
v, Inovagdio (Residuo) no instante k. — —
S Matriz Covariéncia de inovagdo (Residuo) no instante L L
k k.
F, Matriz transi¢éio de estado. S =
G, Matriz transi¢io de entrada (controle). — ——
Conjunto de observagdes até (e incluindo) o instante _ Conjunto de Vetores
Zk k. g 2= {k"l&’k’""’k‘} de dimensdo m.
P Man:iz de Flovariﬁncia do Erro de Covariancia da p= E[(x,, 1) -8 )r] Nl men.
o medida inicial.
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2.2.2. Sistema e modelo de observacio

Agora comecamos a analise do Filtro de Kalman. Observe a Figura 01. Supomos que o

sistema pode ser modelado por uma equagdo de transic¢do de estado,
X, =Fx,+Gu, +w, 2.1
Em que x, é estado do sistema no instante £, u, ¢ um vetor entrada de controle, w, é um

ruido aditivo do sistema, G, € a matriz de transi¢do de entrada e F, ¢ a matriz de transi¢do de

estado.

Supomos que as observagdes do estado sdo feitas através de medidas do sistema, as quais

sdo representadas por uma equagdo linear na forma,
z, =H.X, +v, 2.2
Em que z, ¢ a observagdo ou medida feita no tempo £, x, € estado no instante k, H, ¢ a

matriz de observagdo e v, ¢ o ruido aditivo da medigdo.

atraso b

unitério > H

F

Figura 01 — Modelo no Espaco de Estados
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2.2.3. Hipotese de Trabalho

Faremos as hipoteses seguintes:

e O ruido no sistema, w,, ¢ o ruido na observagdo, v,, sdo processos aleatorios ndo

correlacionados, brancos, com média zero e com covariancias conhecidas. Entdo:

5 Q,. k=1
Elw wi]1={""* : 2.3
[w,w,; ] 0. k#l
R .
vy 1= ; .
o, k=i
E[w,v/ =0, para todo &, L. 2.5

e Emque Q,eR, sdo matrizes simétricas positivas e semi-definidas.

e O estado inicial do sistema, x,, ¢ um vetor que ¢ ndo correlacionado com ambos os
ruidos.
e O estado inicial do sistema tem um valor médio conhecido e uma matriz de covariancia.

Xor0 = E[%,] € Py = E[(3y;0 =% WXos0 =x,)] 2.6
Dadas as hipoteses acima a tarefa € determinar, dado um conjunto de observagdes

z,,...2;,,, um filtro de estimag@o que no um dado instante de tempo seguinte, k+1, gere uma
estimativa 6tima do estado x,,,, o qual serd denotado por x,,,, que minimiza a expectancia’ do

erro médio (fungdo de custo/perdas),

E[" x.h-l —‘i,h—l ”2] = E[(xk+| _‘ih»l)T(xfzﬂ “‘ilﬂ)] 2?

2.2.4. Desenvolvimentos

Considere a estimativa de estado x,, baseadas sob as observagdes até o instante de

tempo k, z,,..z,,, isto é X Esta estimativa ¢ chamada de predigdo um passo a frente, ou

k+1/Z%°

simplesmente de uma predi¢io (Previsdo). Agora, a solugio que minimiza a eq. (1.7) € a

% Esperanga matematica
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expectancia do estado no instante de tempo £ +1 condicionada as observacdes feitas até o instante
k. Assim,
Xeow = Bl 1 252 1= D%y, | Z*) 2.8
Entio a predi¢do de estado ¢ dada por
Zaw = Elx0 | ZF1= E[Fox, +Gu, +w, | Z*]
Xpop = E[Fyx, | Z 1+ E[G u, | Z* 1+ E[w, | 2]
X = FElx, | Z* 1+ G Elu, | Z* 1+ E[w, | Z*]
o =F Xy +Gu, 2.9
Onde usamos o fato que o ruido do processo tem o valor médio zero e u, € conhecido

precisamente.
Observe que E[w, | Z*]=0¢e E[u, | Z"]=u,.
A variancia da estimativa, F,,,, , € o erro médio quadratico da estimativa X, :

Entdo, usando o fato de que wy e .i’k‘ , ndo sdo correlacionados:

B, = El(Xyyy = Zp oy WXt —Fpus)” | Z")
P, = E[(Fyx, + Gy, +w, — B3, —Gu X Fx, +Gu, +w, — F %, — G, ) 1Z*]
PA+I|A = E[(Fx, +w, — F;-’Em WEx, +w, — F;-’H‘.q.t)r | Zk]
Py = EL(F, (%, = %) + W )(F (x5, — 5 )+ w,)" | 2]
B = EL(F, (x, - -’Em )+w, WE! (%, = J’em ) + wr.t ) Z¥]
P = ELF, (%, = )6, = %) B +ww' | 2]
P = FEIC =200 =3 | 281 + Elww', | Z*)
Pmur = E[(x,, — ;‘Mm [ _';Ehllk )" | Z‘] = FerHk FkT +Q, 2.10
Tendo obtido uma estimativa preditiva, x,,,,, suponha que agora obtemos uma outra

observagdo z,,,. Podemos utiliza-la supondo que a nova estimativa (atualizagdo) ¢ uma soma

linear ponderada da predigdo X,,,, € danova observagéo. Como € descrita na equagdo (2.11).

2 R
Xislfks1 = KXo + K,iiZi 2.11
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Onde os pesos, ou matrizes de ganho, sido denotados por K/, e K, ., . Nosso problema ¢

determinar K, e K, , de modo a minimizar o erro médio quadratico da estimagio, onde o erro

de estimagéo é dado por:

R TP e T R 2.12

2.2.5. Condic¢#o de ndo tendenciosidade

Para que o filtro seja ndo tendencioso € necessario que E[X,,,,,, 1= E[x,,,]. Supomos que

X, € uma estimativa ndo tendenciosa. Substituindo a equagio (2.2) na equagio (2.11) e

aplicando o operador esperanca, temos:
Elinum] N E[Kr:njmm + K (Hy 1 X0 V)]

E[‘ehllkﬂ] = KI:+IE[£I:+1U:]+ Kk+lHk+IE[xk+l]+ K}r+l E[VIHI] 2.13

Como o valor médio do ruido é zero: E[X,,,,]1= K, E[X,,,, 1+ K, . H, E[x,,,].

Aplicando o operador de expectiancia na eq. (2.9) e observando a condigdo de ndo

tendenciosidade, temos:

E[£k+ll.&]=FkE[ikik]+Gkuk = Elx,,,] 2.14
Combinando as equagdes (2.13) e (2.14) temos:

E[£k+!|k+]] =K} Elx 1+ K Hy Elxg
E[x 0] = (K, + K H ) E[x,
Observe que a condi¢do de ndo tendenciosidade exige que:
K, +K, H,, =1 ou
K.,,=1-K, H,, 2.15
Aplicando este tltimo resultado a equagdo (2.11), temos:
‘il.t+l\.t+l =(I-K, H,,, )£k+]|k +K,12Z00

Xeoksr = X T K.z —H, 1 Xe) 2.16

A constante K é conhecida como Ganho de Kalman.
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Note que o termo H,, x,,,, pode ser interpretado como uma previsdo da observagio

z,,, (veja figura 1). Assim poderemos interpretar a equagdo (2.16) com a soma da previsdo mais

uma fra¢do da diferenga entre a observagdo e a sua predicao.

2.2.6. Determinando a covariancia do erro

Determinamos a covaridncia do erro da Predigdo pela equagdo (1.10). Faremos agora, a

atualizacdo do erro da covaridncia.
- . ) ek
Pin = E[(X4 s Fpagpnr) [ Z£7]
- - T ok
Pen = ET(x,0 = Xy Xray — Xgpin) |Z7]

Pl+l!t+l = (l i Kt-rlHk-vl )E[i‘kﬂlkf:ﬂll ](l = Kl*]“til )r +Kl+lE[vk+1v:+l] KI*] + 2(l = Ki-&l“tﬂ)E(il-ol[lv:-ﬂ)K‘Id

Tomando:
E[Vhsvfn ] =Ry,
B[ Zupdlu | =B
E[ikﬂlkvfﬂ] =0
Obtivemos,

T
Pk+l\k+l = (I_ Kk+lHk+1 ) Pk+l|k (I - KIz+IHk+I) +Kt+le+IKI+I 2 1 7

Assim a estimativa atualizada da covaridncia ¢ expressa em termos da predi¢do da

covariéncia P,,,, , do ruido da observagdo R,,, e daatriz ganho Kalman K,,.

2.2.7 Escolhendo o Ganho de Kalman

Nosso objetivo ¢ agora minimizar o erro de média quadratica condicional da estimativa

com respeito ao ganho de Kalman, K.

. =T = k+l
L = min E[xunuathn|z ]

Kea

. ~T = k+1
L= min trace (E[:&,H”M!K,H”,‘+| | Z™ ])
k+1

L = min trace (P,.,;.,) 2.18

K.l-l
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Para qualquer matriz A e uma matriz simétrica B:

iA(trace(ABA")) =2AB

(para isto, consideramos escrever a linha como Z aTBa,. onde a; sdo as colunas de AT, e entdo
i i
diferenciamos com respeito a a;).
Combinando as equagdes (17) e (18) e diferenciando a respeito da matriz de ganho

(usando a relagdio acima) e igualando-a a zero resulta:

oL
aKh-l

k+17 N k+1

= 2(1 KHIHHI )Pk+l|kHt+l +2K,, R
Re-organizando temos a seguinte matriz de ganho:

Kk+i - PIHIIA:H;H [H»H-IPIH-I H:H +Rk+l 2|9

Junto com a equagéo 16, isto define a média-quadratica linear 6tima do erro do estimador.
2.2.8 Resumo das Equacgdes Chaves

Previsio: Também conhecido como tempo de atualizagio. Ele prediz o estado

e a variancia do instante k+1 dependendo da informagdo do instante £.

im;x = Fkiuk +Gu, 2.20
Pmpu =K PkuFl +Q, 221
Atualizag¢ao: Também conhecido como medida da atualizagdo. Ele

atualiza o estado e a variancia usando a combinagéo do estado de previsdo e da observacdo z ;.

~

Xpstpst = ’A‘hnk +K,, [zm - Hk+lik+l|kj| 2.22

(I Kk+IHk+l) £+1|.t (I ﬂK&+IHt+I)T +Kk+IRk+lKi+] 2‘23

k+||k+l

onde a matriz de ganho ¢ determinada por,

: -1
Kk+l|t+l ﬁ:+l|tHi+I [H Pk+l|kH£+| St Rk+l] 2.24

Junto com as condigdes iniciais na estimativa e sua matriz de covaridncia do erro
(equagdo 2.6), a matriz de ganho define a seqiiéncia discreta no tempo, um algoritmo recursivo

para determinar a estimativa de variancia minima linear conhecida como Filtro de Kalman.
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2.2.9 Interpretando o Filtro de Kalman

Olharemos agora, com mais detalhes, para o algoritmo global do Filtro de Kalman. A

Figura 02 resume as fases do algoritmo na forma de um diagrama de bloco.

- Medida

.~ Medida

. ‘_,---" Prevista

Residuo. Z
Corregédo-__ . Estado . Estado
e _/Estimado ~ Previsto
atraso
=¥ 5 @ p{ e | Xyl F » H
“Mistura”

Figura 02 — Diagrama em Blocos do Filtro de Kalman Discreto no Tempo
A inovacdo (innovation — whitening), v, ,, ¢ definida como a diferenca entre a
observagdo (medida) z, , e a previsdo imu feita com baseada na informagdo avaliada no

instante k. Isto é uma medida da nova informag¢@o dada pela soma da outra medida no processo de

estimagdo.
Dado que,
Gl k
Ziopw = E[zm Z :l
=E[Ht+IX.&+I +Vin Ztil 22D
= Hk+lik+l|k
A inovagdo, v, pode ser expressa por,
Vier =Zp — Ht+|ik+;|* 2.26

A inovagdo ou residuo ¢ uma medida importante da performance do estimador. Por
exemplo, pode ser usado para validar uma medida antes dela ser incluida como parte da

seqiiéncia de observagdo (mais posteriormente).
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O processo de transformagdo de z,,, em v, , pode ser alcancado diretamente pelo
Filtro de Kalman Branco. Isto se deve ao fato de que o residuo forma uma seqiiéncia ndo-
correlacionada ortogonal do ruido branco do processo V**' com o equivalente estatistico das
observagdes Z'"'. Isto é importante porque como Z,,, ¢ geralmente estatisticamente
correlacionada, o residuo v,,, € ndo correlacionado, entdo, efetivamente isto nos d4 uma nova
informagdo ou “inovagdo” (que chamamos de residuo).

O residuo tem média zero, entdo:

E[vm z } = E[zJHL - ik+l|k Zk]
=E[2,,[2" | -2, 227
=0
E a variancia do Residuo S,,, € dado por:
Sier = E[vevin
-E [(zm “Hy % ) (20— Bk )T] 228
Sean :Rk+1HIr+IPk+I|kHI+I

Usando as equagdes 26 e 28 podemos reescrever a atualizagdo de Kalman em termos do

residuo e da variancia, como segue:

ik+l|k+l = ik+l|}c +K Ve
#
P"*'|’f+l = E|:(xk+lxk+l|k _Kk+lvk+l)(xk+1xk+lik _Kk+lvk+1) jl 229
"‘ "
Pk+l|k+] = E[(ka - xfurljfc )(Khl _xkﬁ-ﬂk) }_KchE[kav[H]
Pkmrul = Pm;k ~K;, S0 K 230
Onde, da equagdo 19:
K;n= PmptHIuS?n 2.31
(5]
Sin= Hk+lPk+||kHI+l +R,, 2.32

Esta é uma forma conveniente do Filtro de Kalman, usada frequentemente em analises.

Embora o algoritmo do Filtro de Kalman seja usado principalmente como um “estimador de
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estados”, ele pode ser usado também para estimar outros pardmetros do vetor de estados.

[lustrados na Figura 2.

1. Se aplicado para estimar z, . ¢ chamado de Filtro de Medida.

k+1k

2. Se aplicado para estimar x, . ¢ chamado de Filtro de Previsio.

k+jk
3. Se aplicado para estimar v, , € chamado de Filtro de Branco.

4. Se aplicado para estimar x ¢ chamado de Filtro de Kalman.

k+1jk+1

O Filtro de Kalman envolve uma seqiiéncia de equagdes recursivas como foi determinado
acima, para k=0,1,2,..., Logo abaixo temos um exemplo de um cddigo de programa no Matlab

que implementa o Filtro de Kalman para uma .

1. Ambos, K, e P

ks tendem para os valores constantes como k — oo (estado-fixo).

2. A estimativa x tende a seguir a medida avalia bastante de perto. Realmente desde

k+1lk+1

que K € que uma fungdo de pesagem que age na medida isto esta clara que este efeito é

mais proeminente quando K for alto.

% calcula as predicgoes iniciais
function [xpred, Ppred] = predict(x, P, F, Q)
xpred = F*x;
Ppred = F*P*F' + Q;
% funcao que atualiza as predigoes
function [nu, S] = innovation(xpred, Ppred,

nu = z - H*xpred; %% atualizacgao
S = R + H*Ppred*H'; % atualizacao de covariancia

$funcao [xnew, Pnew] = atualiza¢do do residuo (xpred, Ppred, nu, S, H)
K = Ppred*H’ *inv (S); %% Ganho de Kalman

xnew = xpred + K*nu; %% novo estado

Pnew = Ppred - K*S*K’; %% nova covariancia

Quadro 01 (a) — Codigo fonte do Matlab que implementa o Filtro de Kalman para
representar a estimativa e observagdo de uma trajetoria
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Documento Original do Matlab para similar dados e processos usando o
Filtro de Kalman

$Matriz transicdo de estado

$Matriz transicdo de saida.
$Matriz Covaridncia de ruido do processo

$Matriz Covaridncia de ruido da medicdo

(00 @25 1 & 2.5 5.5 ]z %Vetor de observagdes no instante K
zeros (2, 6); %Vetor estado do sistema no instante k.
= zeros(2,2,6); %estimacdo da Covaridncia no instante k

x(:,1) = [ 0 ;10]; $Estimacdo de x no instante k baseada sobre
o instante i, k>i
P(:,::;1) = [ 10 0; 0 10 1; $Matriz Covaridncia
for i=2:6 % calculo das estimativas para o sistema
[xpred, Ppred] = predict(x(:,i-1), P(:,:,i-1), F, Q):
[nu, S] = innovation(xpred, Ppred, z (i), H, R):
[x(:,1), P(:,:,1)] = innovation update (xpred, Ppred, nu, S, H):
end
3Saida real e estimada do sistema
plot(z(2:6),'b");
hold on;
plot(x{1l,2:6), '=");
axis ([0 5 0 6]1):

Quadro 01(b) — Codigo fonte do Matlab que implementa o Filtro de Kalman para
representar a estimativa e observagdo de uma trajetoria

O resultado do Programa apresentado no Quadro-01 pode ser visto na Figura 03. A

observagdo e a estimativa seguem o mesmo padréo.

TS
S ey

Figura 03 — Medidas (o) e estimativas () dos estados de uma trajetoria.
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2.3 Desempenho do Filtro de Kalman

Neste topico consideramos como avaliar o desempenho de um Filtro de Kalman.

Focamos-nos no entendimento dos seguintes problemas:

1. Como um Filtro de Kalman de um sistema perfeitamente modelado se comporta com o

ruido perfeitamente estimado.

2. O efeito que as mudangas nos valores das fontes de ruido tém no desempenho global de

um filtro Kalman.

3. Como reconhecer se as suposi¢des do filtro estdo de acordo com a pratica. Isto é
particularmente importante em muitas situagdes praticas desde que muitos sistemas
reais ndo sdo bem representados por um modelo linear e a medida de ruido do sistema ¢

nao-Gaussiana.

Para o ponto (3), consideramos como descobrir um problema com um Filtro de Kalman.
Consideramos também, como modificar o Filtro de Kalman para acomodar as ndo linearidades do

processo, e, modelos de medida e ruidos ndo-Gaussianos na parte final.

2.3.1 Desempenho sob condi¢des de modelagem ideal

Consideramos primeiro o desempenho do Filtro de Kalman sob condigdes de modelagem
ideais significando que se conhece o modelo do sistema precisamente da forma dos modelos do

processo e do ruido.

Na figura 04 mostramos a trajetoria da posi¢@o alcangada aplicando o Filtro de Kalman.
Na figura 04(a) mostramos as posigdes preditas e calculadas junto com as medidas para a
trajetoria completa. A trajetodria inicial ¢ mostrada de perto na Figura 04(b). A questdo chave que

notamos aqui ¢ que a estimativa atualizada x,,,,,, sempre se situa entre a predi¢do e a medida

z,,, - Isto segue do fato que a atualizagdo ¢ uma soma ponderada do prognéstico e da medida.

Na figura 04(c) mostramos de perto do estimador quando estd no estado estacionario.
Neste caso, os pesos (i.e. o ganho de Kalman) usados na atualizagio sdo aproximadamente
constantes. Na figura 05 mostramos a trajetoria da velocidade alcangada aplicando o Filtro de
Kalman. Nenhuma medida ¢ feita do estado de velocidade, assim sdo produzidas estimativas pela

correlagdo cruzada entre a velocidade e posigéo (i.e. por P).




U Sistema de Controle da Trajetoria de um Robé Usando o Filtro de Kalman

estimate

Figura 05: trajetoria da velocidade

19
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2.3.1.1 Desempenho do estado estacionirio

Mostramos na figura 06 as covaridncias de erro predito e estimado para posigdo e

velocidade. Em particular, note que eles tendem a valores constantes quando k ¢ grande.

20en 2wy o

5 i 4

| : N
Figura 06: (a) covaridncia do erro de posigdo; (b) covaridncia do erro de velocidade.

O desempenho no estado estacionario depende dos valores escolhidos para o processo e as

medidas das matrizes de covariancia do ruido, Q e R.

Dado que
Puq.e = FkPk|kF; +Q;
€
B 5 . -1
Pk|k = Pk|k7| _Pk|k—]Hk [HkPﬂk—lHic +Rkj| Hth|k~l
Temos
3 -1 ;
P.t+|q.t =F}: |:Pk|k—1 g .t|l;-|H.Ikr [Hkpﬂk—IH; +R*:| Hkpt!kullek? +Q& 2.33

A equagdo 2.33 € conhecida como Equagio Matricial de Ricatti discreta no tempo. Se, o
sistema ¢ invariante no tempo- (i.e. F, G e H sdo constantes), ¢ a medida do ruido do processo
sdo estacionarios (Q e R sdo constantes) entdo como k — o a solu¢do para equagdo 2.33
converge para uma matriz definida positiva P contanto que o modelo de sistema seja

completamente observavel e completamente controlavel. A matriz de ganho correspondente
K=PH’S"' também sera constante e chamada o ganho em estado estacionario.

A importancia deste resultado ¢ que em algumas aplicagdes vocé pode assumir que o
Filtro de Kalman trabalha sob condi¢des de estado estacionario. Neste caso vocé fixa o valor de

P e consegiientemente K desde o comego e condigdes iniciais ndo precisam ser especificadas.
Uma vez que K ¢ agora fixo significa que podem ser feitas economias computacionais

consideraveis desde que K ndo tenha que ser recomputado a cada passo de tempo.
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2.3.1.2 Inicializacio

Recorde que parte das exigéncias para um Filtro de Kalman é a especificagdo das
condigdes iniciais. Entdo, ao considerar a implementagdo de um Filtro de Kalman uma
preocupagdo importante € como fixar (supor) valores para Xgo € Py, Ja que eles ndo sdo
conhecidos. A pergunta ¢bvia € o quanto sua suposigdo € boa (ou ruim)?

Uma possibilidade ¢ inicializar o vetor de estado das medidas

z()
Xoo =| 2y =2,
At

e um modo simples para inicializar a matriz de covarincia de estado ¢ fixar isto para ser um

multiplo R da matriz de ruido do processo
Pyo = RQ,
Onde R € uma constante (tipicamente R = 10)

Na figura 07 ilustramos o efeito que a mudanga dos parametros de inicializagio tem sobre
o desempenho do Filtro de Kalman por completo. Note que sem considerar os valores iniciais de

x ¢ P eles tendem a valores constantes em poucas iteragdes.

s
&
Y VI W VR S |

1118

B=1

Figure 07: (a) Efeito de usar valores de inicializagdo de posigdo diferentes:b) efeito de mudar R
para inicializar Pom
Mais formalmente, pode ser mostrado que contanto que o sistema seja observavel e
controlavel o erro devido a inicializagdo tende a zerar quando k — . Finalmente note que
embora boa inicializagdo seja desejavel para um Filtro de Kalman linear ndo ¢ essencial (o
estimador apenas leva muito mais tempo para se estabilizar). Porém, uma boa inicializa¢do ¢

critica na implementagdo de filtros de Kalman para modelos de sistemas ndo-lineares.




L)
L

U Sistema de Controle da Trajetoria de um Robé Usando o Filtro de Kalman

2.3.1.3 Consisténcia de verificacio

Desde que na pratica ndo podemos medir o desempenho com respeito a medidas de erro
de estado, uma vez que ndo sabemos os verdadeiros valores de estado, como conferimos que o
filtro esta executando corretamente? A resposta ¢ que podemos definir medidas de desempenho

do filtro em termos da inovacéo (residuo).

Sabemos que se o filtro esta trabalhando corretamente entdo v, tem média zero e € branco
com uma covaridncia S,. Assim podemos verificar que o filtro ¢ consistente aplicando os dois
procedimentos seguintes.

L. Cheque que o residuo € consistente com sua covariancia verificando que a

magnitude do mesmo ¢ limitada por ﬁ\/g .

2. Verifique que o residuo € imparcial e branco. Isto pode ser verificado usando

teste de hipotese (teste 7°).

Teste 1 — teste do limite de magnitude do residuo: Na figura 08 mostramos o residuo
junto com os limites +oe 120 em sua magnitude. A figura pareceria indicar que o residuo €
imparcial e aproximadamente 95% dos valores se situam dentro do limite como exigido. Este
simples teste as vezes ¢ suficiente para conferir a consisténcia do filtro. Porém, na pratica ¢é

também mais habitual aplicar o proximo teste discutido.
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Figure 08: Residuo e limites de desvio - padrio do residuo.
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Teste 2 — Teste 7’ normalizado quadritico dos residuos: para testar para

imparcialidades computamos os residuos normalizadas quadradas.

U (I) = Vint (i)s;:-l (i)th (’) 2.34
para uma seqiiéncia de 7 tentativas de um Filtro de Kalman. Se as suposigdes de filtro sdo

conhecidas entdo o g,,,(i)sdo cada yz* em m graus de liberdade, onde m = 1 em nosso caso (a

dimensdo do vetor de medidas). Assim,

E[g;.]=m 2.35
Isto prové o teste para imparcialidade. Para estimar o significado precisamos ter N

amostras independentes de ¢,,, (i), i =1,..., N . A média desta seqiiéncia,

- | 2
D :W;an (1)
Que pode ser usada como uma estatistica de teste uma vez que Ng,, € z° com Nm
graus de liberdade.

Em nosso caso, porém, podemos explorar o fato que o residuo ¢ ergodico’ para calcular

r

o significado da amostra da média de tempo para uma seqiiéncia longa (isto é, a média do

movimento) em lugar de uma média de conjunto. Assim, podemos calcular a média como,

q==2 4% 2.36

de um anico periodo do Filtro de Kalman. Com a Figura 09 mostramos o residuo normalizado e a

mudan¢a média do mesmo. O posterior tende para 1.0 & medida que k cresce. Para testar a

imparcialidade precisamos verificar que g se situa no intervalo de confianga [r,r,| definido pela
hipétese Hy que Ng ¢ z; distribuido com probabilidade 1—a . Assim, precisamos encontrar

[1.7,] de tal forma que

P(Nge[n.n)|H,)=1-a 2.37

3 Hipétese ergodica. (Fis.) - Qualquer hipdtese que permita provar a coincidéncia entre a média de uma varidvel de um sistema fechado tomada
sobre o tempo e a média da mesma variavel calculada no espago de fase.
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Figure 09: Residuo normalizado e média de movimento

Para o exemplo, estamos considerando N =100, g =1.11, e faga & =0.05( isto é, definido

para regido de confianga 95% bi-lateral). Usando tabelas estatisticas achamos que,

[1.73] = [ 200 (0.025), 270 (0.975) | =[ 74.22,129.6]

A hipétese realmente ¢ aceitavel para este exemplo.

Teste 3 - Teste do Residuo Branco (auto-correlac¢iio): Para testar a clareza precisamos

provar que.

O
E[v[v,]=83, 2.38
Podemos testar isto conferindo todos os pontos, exceto i = j, a estatistica definida pela

Equagdo 2.9 é zero dentro de erro estatistico permissivel. Novamente, podemos explorar a

ergodicidade para redefinir a estatistica de teste como uma correla¢do tempo-médio.

N-1-1

1 .
r(r)=— > viv.. 2.39
N k=0
A auto-correlagdo € normalizada normalmente por r(0).

Na Figura 10 mostramos a auto-correlagdo normalizada do residuo para o exemplo que
foi considerado. Note que os picos em 7=0 e em todos os outros lugares ¢ distribuido
aleatoriamente em torno de zero. Podemos testar que as oscilagdes aproximadamente zero sdo

aleatorias calculando a variancia da estatistica de teste. Para grandezas até N podemos assumir

que r(7)é normalmente distribuido com zero médio e variancia 1/N . Entio podemos computar




U Sistema de Controle da Trajetéria de um Robé Usando o Filtro de Kalman 25

a janela 20 como iZ/ JN e checar que em pelo, menos 95% dos valores caem dentro desta

regido de confianga. Novamente em nosso exemplo a auto-correlagdo satisfaz a hipétese.

Figura 10: Auto-correlagdo para o residuo

2.3.2 Validagio do modelo

Até agora consideramos apenas o desempenho de um Filtro de Kalman quando o
modelo do sistema e o ruido do processo forem precisamente conhecidos. Um Filtro de Kalman
pode nio executar corretamente se houver modelagem ou erro de estimativa de ruido ou ambos.
Aqui discutimos as causas e identificamos a maioria das técnicas importantes usadas para
controlar um Filtro de Kalman de divergéncia. Consideramos dois tipos de erro e as suas

caracteristicas;
1. Erro no processo e na especificagdo da observagdo do ruido.

2. Erro na modelagem dinamica do sistema (modelo de processo).

Observacoes gerais:
v Se a relagiio do processo e ruido da medida ¢ muito baixa, a seqiiéncia do residuo se torna
correlacionado.
v Os valores absolutos do processo e do ruido da medig¢@o podem ser fixados ajustando seus
valores de forma que o teste do residuo y’ seja satisfeito.
v No exemplo mostrado aqui, ajustar é muito mais sensivel para as mudancgas no ruido da
medida que ao ruido processo. Neste exemplo, isto ocorre porque ruido da medida afeta a

posi¢do e o ruido do processo sé afeta a velocidade.
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2.3.2.1 Detectando erros de modelagem do processo

Consideramos agora o que acontece se tentarmos aplicar um estimador da medida de
dados que ndo se ajustam ao modelo. O problema e denominado de Filtro mal combinado.

Especificamente, consideramos o caso de usar o Filtro de Kalman com uma velocidade
constante para localizar uma particula que tem uma verdadeira trajetéria de movimento definida

por um modelo de acelerag@o constante. Assim, o verdadeiro movimento € descrito pela equagio

de transigdo:

X, =Fx, 4w, 2.40

Escrevendo a matriz de transi¢ao de estados

1 AT AT?
F,=e*=(0 1 AT 2.41
0 0 |

Com

AT*[20 AT'[8 AT’[6
Q. =E[w,w,/ |=¢q| AT'/8 AT*[3 AT*|2 2.42
AT?[6 AT?[2 AT

- 2.4 Filtro de Kalman Estendido

Esta segdo trata de uma variagdo do Filtro de Kalman discreto que ¢ qtil quando
algumas das suposigdes da estrutura convencional do Filtro de Kalman ndo funcionam.

Recordemos que os trés pontos chaves do problema para um Filtro de Kalman sdo:

1. Inicializacio: Supomos que o vetor do estado inicial e sua matriz de covaridncia do erro

sdo conhecidos.

2. Modelagem: Supomos que temos um modelo linear exato do sistema do processo ¢ da

medida.
3. Ruido: Supomos que o ruido do processo e das medigdes sdo Gaussianos.

Nesta se¢do veremos como tratar do cada um destes problemas.
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O Filtro de Kalman estendido ¢ aplicado a modelos de sistema ndo lineares. Supomos

que o sistema pode ser representado por um modelo ndo-linear do de espago de estado discreto no
tempo.

Xy =1(x,.0,,k)+w, 243

z, =h(x,,k)+v, 2.44

Onde f ( .,.,k) ¢ uma matriz ndo-linear da transi¢do de estado e h( .,k) é uma matriz

ndo linear da observagdo. Supomos que os ruidos do processo e da medigdo sdo Gaussianos, ndo

correlacionados e com zeros ndo significativos, assim:

E[w,] =0
E[v,]=0
E[ww]] =4,
E[v,vf] = §,R,

E[w,vf] =0

2.4.1 Predicao

Como no caso linear, supomos que temos no tempo k

i, =E[x|2'], By
Para gerar a predigdo expandimos a equagfo 4.10 em séries de Taylor sobre a predigdo x W €M

termos de primeira ordem:

Xin =f(ik|t’“k’k)+|:g:|[xk _iklk:I+Q([xk "iﬂt ]2)+wk

Assim o jacobiano de f é avaliado para i*lt' Fazendo os calculos da equagdo 2.45 e

2.45

ignorando requisitos dos primeiros termos, podemos supor ik‘k ¢ aproximadamente igual a média
condicional do o ruido do processo.
ik|* = E[x* ‘Z"]
=f(ik|k,uk,k)

2.46
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A covariéncia do estado pode ser encontrada como segue. O erro da predi¢io é dado

primeiramente por:

Xpate = Xpr X

=f(iw,u,(,k)+[%ﬁx* —iklk]+Q(|:x,‘ —iﬂ,]z)wk ~1(Ry00u,.k)
~ [g}[xl _f‘m]"'wx

B = {%}[im} +w, 2.47

A covaridncia da predigdo € encontrado entdo fazendo exame da expectativa do produto

do erro da predigdo:

Z"]
PR
(Sl 5] et

o, [of]
k+1jk =|:E] Py [g:‘ +Q, 2.48

Note que a covaridncia da predigdo tem a mesma que seu equivalente linear com o

k+1|k |:xk+|1kxk+1|.k

Jacobiano com o papel de matriz de transi¢do Fy

2.4.2 Predicio e residuo da observagio

A observagiio z pode ser escrito como uma série de Taylor expandida sobre a predigdo

xk+l|k .

Ly = h(imu )+|:%j|[ik+l|k _xm]'*'Q([iMM .t P T)+w*+|

Truncando os termos de primeira ordem e fazendo um exame de expectativas sobre as

observagdes

k+||k h( k+l|k) 249
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O residuo € encontrado entdo como

Vian =Ziy _h(ilﬁ.]‘k ) 2.50

E a covaridncia do residuo é encontrada como segue:
_ T
Spa = E[V&nvm:l

coffsesal]
(2 mow n [2] o )

oh oh
Sin= [g} Pk+l|k [a:l + RA+1 2.51

Onde o jacobiano h ¢ avaliado para x e Note outra vez que a equagdo 4.18 esta no

. ch -
mesmo formato que suas contrapartes lineares exceto por [g que substituiu Hy + ;.

2.4.3 Atualizacio

Pelo raciocinio similar ao feito para o caso linear ¢ possivel derivar dos primeiros
principios as equag¢des para o ganho do filtro, a atualizagdo do estado e o atualizagdo da

covariancia.

K P

k1 = Tk

2
[%E] St 2.52

A atualizagdo do estado é dado por
ik+l|k+] = ik+l|k +K,, [zkﬂ ~h (ik+l|k )] 2.53

E A atualizagdo da covariancia ¢ dado por

kel =

P

k+1jk

= Kk+ISk+lK:.+l 2.54
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2.4.4 Resumo das Equacdes
Predicio:
ikHEk zf(it\w“mk) 255
of of ]’
P&+l|k 2[:5}1)&!* {a} +Q;‘ 2.56
Atualizacio:
ik+l|k+l = i.nq.e +K,, |:zk+l —h (ihllk )} 2.57
Pk+l1k+l = Pk+lp: _KHISHIKLI 2.58
Onde,
oh
K= Pk-r-i]k l:g} S 2.59
<,
oh oh]
Sea = [a:l Ph!!.t [g} +Ry, 2.60

Alguns comentarios gerais

L.

: . of oh | -
Os jacobianos [—] e [Ex—-] sdo as fungdes do estado e do tempo; ndo sdo constantes;

Estabilidade: Desde que estamos tratando dos modelos de perturbagdo das matrizes do
estado e da observagdo sobre a predi¢do da trajetoria, € importante que as predigdes sejam

proximas dos estados verdadeiros, pois do contrario o filtro possivelmente divergira.

Iniciagfio: Ao contrario do caso linear, temos que ter um cuidado especial ao inicializar o

Filtro de Kalman Estendido.

Peso computacional: O Filtro de Kalman Estendido é computacionalmente mais
significativamente pesado que os filtros lineares. Isto limitou seu uso nas aplicagdes.
Entretanto, hoje as execugdes computando em tempo real do EKF podem ser conseguidas

usando recursos computacionais moderados.
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2.4.5 Divergéncia no Filtro

Os ruidos tem uma importincia fundamental no que tange ao comportamento dos
processos de estimagdo. Iniimeros trabalhos tem sido desenvolvidos de maneira a elucidar a

influéncia dos ruidos no processo de estimagéo do filtro.

Ressaltamos aqui um dos problemas principais abordados nestes trabalhos: a divergéncia.
Diz-se que ocorre divergéncia quando, apos um certo periodo de operagéo, os erros na estimativa
eventualmente divergem dos valores reais preditos pelas equagdes do filtro. A explicagdo mais
freqliente para este fenomeno ¢ que as covariancias calculadas dos erros nas estimativas podem
tornar-se muito pequenas. Como resultado a predigdo através do modelo torna-se mais importante
na estimativa do que as medidas subseqiientes, causando uma degradacdo significativa na
precisdo. Este efeito pode ser devido a uma infinidade de causas; em geral a imprecisdo na
modelagem ou mesmo o procedimento computacional adotado podem fazer com que o calculo da

matriz de covariancia se torne um tanto quanto irreal.

A escolha de um nivel apropriado para os elementos da matriz dos ruidos de entrada do
sistema € heuristica, dependendo em grande parte do conhecimento sobre as aceleragdes ndo

modeladas.

Dada a ndo linearidade do problema em questdo, tornou-se necessario 0 recurso a um
Filtro de Kalman Estendido. Ndo ha, portanto, garantias tedricas de otimizagdo e nem de
convergéncia deste método. Por isso, procuramos implementar um modelo de simulagdo que
permite, debaixo de condigdes proximas da realidade verificar o desempenho desta técnica. O
método apresentado ndo faz uma localizagdo absoluta instantdnea mas medidas sucessivas levam

a que o estado estimado convirja para o estado real do robd.
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3 Implementacio e Resultados

A questdo da implementag@o € similar a do Filtro linear de Kalman e vocé pode testar o

desempenho do filtro usando todas as técnicas apresentadas na se¢do 2.

Em particular, temos que ter o cuidado de fazer um estudo e verificar se o processo do
sistema e do ruido estdo modelados corretamente. H4 obviamente alguns erros introduzidos

usando a linearizagdo do modelo.

Um ponto importante adicional para notar ¢ que a matriz de covariancia do estado é so
uma aproximacdo da média quadratica do erro e ndo uma covariancia verdadeira. Lembrando que
Pi+ip+1 determina o peso dado a medidas novas no procedimento de atualizag@o. Assim, se
P+ € escolhido de modo errado e fica pequeno, as medidas sdo pequenas e afetam na

estimagdo o que provavelmente fara com que o EKF venha a divergir.

3.1 Modelo do Robd

Vamos considerar um robd com tragdo diferencial e que nio ha escorregamento de
qualquer tipo, nomeadamente lateral, ou seja, que a velocidade das rodas, no ponto de contacto

com o chdo é sempre perpendicular ao seu eixo.

T L]

x{K)=(x,y.®)

X, X, (a) origin = (b)
Figura 11: (a) Representagdio grafica do estado associado ao Robd. (b) Geometria de um
veiculo-robd, explicitando o observador.
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Considere a descrigdo do movimento de um veiculo robético ilustrado na Figura 11.
Consequentemente, o estado do Robd, em termos de posicionamento e velocidade, pode ser

representado por:

X()=[x(r) »(r) 0(r) v(r) o(r)] 3.1

Em que x(¢) e y(¢) representam a posi¢cdo do ponto C no plano (Figura 11(a)), 6(7) a

atitude do Robd, v(7) a velocidade tangencial do ponto C e o(7) a velocidade angular, isto é, a
velocidade de rotacdo do Robd segundo o eixo vertical que passa por C. Entretanto, queremos a
priori controlar a trajetoria, entdo, separando a parte cinematica de fora, podemos reescrever a

equagdo 3.1 para o dominio discreto. O estado simplificado € agora descrito no tempo discreto

como x, = [xk Vs, ]T . O controle ¢ provido por um vetor de controle de entrada que determina a

. a T ~ - ,
velocidade da viagem u, =[V,,¢,] , ento nosso sistema sera:

Xgai x, +ALV, COS(¢& +¢k)
Yin |=| Vi ALY, Sin(‘ﬁrz "'991) +q, 3.2

¢,{+%Atsin(¢t)

Onde, At € o intervalo de tempo entre as medidas. B ¢ a linha de base da roda, qx € o

vetor do ruido que combina erros de modelagem do processo e do controle.
Supomos que medidas da escala (profundidade) e o rolamento ¢ feito a um jogo das
localizagdes fixas em B, =[X.Y, ]' i=l...N. O modelo ndo-linear da observagio ¢

conseqiientemente:

1 | N-x) +(@-n)
2 =] ¥ |= Y +r, 33
[ek] l:an"[ 2L )—ﬂ
X-x

Onde ri € o erro na medigdo.
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Predicio

Da equagdo 2.46 o estado de predigdo J?:Mlk ¢ dado por:

Xesile
yk+l|k
¢k+l|k

A predig@o da matriz de covariancia é:

Onde,

Atualizacio:

of
Pk+1pt = |:5x{| Pt|.t

0 0

X + ALV, cos(gﬁm +o, )

- jzklk+AtV Si“('ﬁqx*%) +q;

¢k|k AI sin (%p‘ )

of T
H +Q

10 —AtV,‘sin(qz;w+qot)

]: 0 1 +AtV,‘cos(¢3,(|k+(9*)

1

As equagdes para atualizar o estado da covariancia sdo:

Xpapr = Xpape T Koy |:zk ~h (xk+l|k )j|

Onde,

l:'.k'+1|k+1 - Ph—l!k
K= Pk+l|k l:

ch
Sin = [g} Pk+l|lt

Onde também,

2

fp = X)/d
(e =)/

Onde d = \/(X—iw )2 (Y

Vi ) .

- K&+|Sk+1KI+|

ol
_] Sk:—l

ox

|

x

T
ah:l + Rlc+1

(5’“4* -¥)/d

hlp: - X)/dz =

34

32

33

34

3.5
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3.2 Implementacio do Filtro de Kalman no Matlab® para as Trajetérias
Circular e Eliptica

Baseado nas equagdes do Filtro de Kalman Estendido apresentadas na segdo anterior,
escolhemos dois tipos de trajetoria para nosso Robo, a primeira, uma trajetoria circular; a outra,
uma generalizagdo da primeira, uma trajetoria eliptica. A trajetdria circular foi escolhida por ser
simples e abrir caminho para a implementagdo da eliptica, que tem bastante uso na area da
robdtica, um exemplo € o controle de satélites em Orbita, que geralmente cumprem uma trajetéria
eliptica, e, em muitos casos o controle ¢ feito através do Filtro de Kalman. Tomamos como base

para descrever as trajetorias do robd as equagdes paramétricas da circunferéncia.

Figura 12 — circunferéncia.

Definida por:
2 +y2 -
onde, x=rcose
y=rsing

Podemos obter a elipse partindo de suas equagdes paramétricas:

D X
Figura 13 — Elipse

Definida por:
2 2
(i) + (%) =1 - Elipse centrada na origem. Definimos sua equagdes paramétricas como:
a
X=acos@ _ _
y=bsing onde, a e b sdo os semi-eixos da elipse.

r=+a®cos’ @+b*sin’ @ ,
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Ou ainda, “achatando” um lado da circunferéncia, que neste caso, é o mais interessante
a fazer, ja que ja dispomos da implementagdo feita para a circunferéncia.
No quadro abaixo apresentamos a rotina do Matlab® que implementa um filtro de

Kalman para o controle de uma trajetoria circular de um robd.

% nome do arquivo twodim nonlin: sistema modelado por tres graus de liberdade
clear all;

close all;

cle;

% definigdo de pardmetros

% intervalo entre os passos

delT = 1;

% vetor inicial de estado do sistema
=[0; -2; 0];
vetor velocidade de controle
= [F=1: 0.2 ):

% posicgdo do sinalizador

XB = [5, 5];:

de covariancia do ruido no sistema
00
10
0.0002];
de covarinancia do ruido na medicdao
0
0.00001 ]1;
%% Posicao inicial
xhat = [0; -2; 0 ]:

% matriz de covariancia da previsdo
P = 10*Q;

% Geragac do Estado "Real”
for i=1:32
w = gennormal ([0;0;0], Q): % ruido gaussiano
X robot (x, u) + 0.01*w; % atualizacoes, modelo do sistema

x{1:2)

plot (x(1),x(2),"*k");
plotrobot(x, 'b"):;

hold on;

plot (XB(1),XB(2),"ok");
axis([-10 10 -10 10]):
pause (1) ;

% GERACAO DAS MEDIDAS
v = gennormal ([0;0], R):
z = beacon(x,XB) + v; % simulagdo das medicdes
$ observe que o x & obtido do modelo do sistema
% PREVISAO
[xpred, Ppred] = predict_nonlin('robot', xhat, u, P, Q):
plot (xpred (1), xpred(2),'+k'):
plot_covar (xpred(1:2),Ppred(1:2,1:2),"g"):
pause (1) ;
ATUALIZACAO
[xhat, P] = update nonlin(xpred, Ppred, z, 'beacon', XB, R);
plot (xhat (1) ,xhat (2),"*k");
plot_covar (xhat(1:2),P(1:2,1:2),'c");
pause (1)
end

Quadro 02 - Filtro de Kalman para controle de um rob6 em uma trajetéria circular.”

4 Ver no Quadro 01 implementagdo das fungdes: predict, innovation.
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a

%%% fungdo robot - Ge
function [xnew, xdf]
B = 0.5; % largura do
%%%

xnew (1) %(1) + u(l)*cos(x(3)+u(2)):
xnew (2) x(2) + u(l)*sin(x(3)+u(2)):

ragcdo de uma matriz de estado estimado, xnew exibe informagdes
= robot (x, u)
pneu

xnew (3) x(3) + u(l)/B*sin(u(2));

0, -u(l)*sin(x(3)+u(2)),
15 u(l) *cos(x(3)+u(2)),
1]:

Quadro 03 — Cédigo que gera o estado do robd realizando uma trajetoria circular.

O codigo do quadro 02 foi usado para simular o comportamento (estado) de um robd em
trés circunstancias: estado esperado (desejado), estado medido (observado) e estado previsto
(estimagdo através do Filtro de Kalman), quando o rob6 exerce uma trajetéria circular. O modelo
acrescenta ruido gaussiano ao sistema medido para fazé-lo mais préximo do que acontece
realmente, além do ruido na previsdo. Lembrando que a avaliagdo do filtro € feita através do
residuo. E no quadro-03 geramos a matriz de estados do robd, que define sua trajetoria, neste

caso circular.

A figura 14 foi gerada pelo Matlab® através do codigo apresentado no quadro-02,
representamos as posigdes: desejada (simbolicamente representada por - o) junto com um
retAngulo que representa nosso robd; observada (simbolicamente representada por - +) e prevista
pelo Filtro de Kalman (simbolicamente representada por - *), ambas com elipses a volta

representando sua covariancia.

-
|
L

Figura 14 - Trajetéria circular: Desejada (0), Observada (+) e Prevista pelo Filtro de
Kalman (*), cortada antes de divergir.
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No quadro abaixo apresentamos a rotina do Matlab® que implementa um filtro de
Kalman para o controle de uma trajetoria eliptica de um robd, baseada na rotina anterior, para a

trajetdria circular e evidenciando neste modelo o estado desejado, observado e previsto.

% nome do arquive twodim nonlin

% sistema modeladoc por tres graus de liberdade
clear all;

close all;

clc;

s definigdo de pardmetros
% intervalo entre 0s passos
elT = 1;
% vetor inicial de estado do sistema:
gera uma matriz coluna vetor estado do sistema no instante k.alterado de 2 p
[ 0; -3; 0 1;
% vetor velocidade de controle
[ =1; 01 }:
(7, 71:
. matriz de covariancia do ruido no sistema/processo
= [0.1 00
00.10
0 0 0.0002);
y matriz de covarinancia do ruido na medigdo
= [ 0.010
0 0.00001 1;
%% Posicao inicial
xhat = [0; -2; 0 ]:

% gera uma matriz coluna
$posigdo do observador alterada de 5

% matriz de covariancia da previsdo
P = 10*Q;
% Geragao do Estado "Real"
for i=1:30
w = gennormal ([0;0;0], Q)
x = robot(x, u); %+ w;
x(1:2)
plot(x(1l),x(2),'ok"); %
plotrobot(x, 'b");
hold on;
plot (XB(1) ,XB(2), 'ro'");
axis([-12 12 -12 12]);
pause(l);

% Numero de iteragdes, usado também com 23.
% geracdo de ruido gaussianoc no processo
% atualizacdo dos estados

% GERACAO DAS MEDIDAS

v = gennormal ([0:;0], R);
z = beacon(x,XB) + v; % simulacdo das medigdes

% observe que o x €& obtido do modelo do sistema

% PREVISAQ
[xpred, Ppred] = predict _nonlin('robot', xhat, u, P, Q):

plot (xpred (1), xpred(2),'+k');
plot_covar (xpred(1:2),Ppred(1:2,1:2),'g");
pause (1) ;

s ATUALIZACAO
[xhat, P] = update_nonlin(xpred, Ppred, z, 'beacon', XB, R);

plot (xhat (1) ,xhat (2), "*k"):
plot_covar (xhat(1:2),P(1:2,1:2),'c");

pause (1) ;

Quadro 04 — Filtro de Kalman para controle de um robé em uma trajetéria eliptica.’

3 Verno Quadro 01: implementagdo das fungdes: predict, innovation.
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|
%%% funcdo robot - Geragdo de uma matriz de estado estimado, xnew exibe informacgdes
function [xnew, xdf] = robot(x, u)
0.5; % larqura do pneu
%%% Criamos uma Elipse alongando a circunferencia em 65% no eixo-x
xnew (1) x(1) + u(l)*1.65*cos(x(3)+u(2));
xnew (2) x(2) + u(l)*sin(x(3)+u(2));

xnew (3) x(3) + u(l)/B*sin(u(2));
xnewdot = [ 1 0 -u(l)*sin(x(3)+u(2))
01 u(l)*cos(x(3)+u(2))
00 1

Quadro 05 — Codigo que gera o estado do robd realizando uma trajetoria eliptica.

O codigo do quadro 04 foi usado para simular o comportamento (estado) de um robd em
trés circunstancias: estado esperado (desejado), estado medido (observado) e estado previsto
(estimagdo através do Filtro de Kalman), quando o robd exerce uma trajetdria circular. O modelo
acrescenta ruido gaussiano ao sistema medido para fazé-lo mais proximo do que acontece
realmente, além do ruido na previsdo. Lembrando que a avaliagdo do filtro € feita através do
residuo. E no quadro-05 geramos a matriz de estados do robd, que define sua trajetoria, neste

caso eliptica.

A figura 15 foi gerada pelo Matlab® através do codigo apresentado no quadro-04,
representamos as posigdes: desejada (simbolicamente representada por - o) junto com um
retdngulo que representa nosso robd; observada (simbolicamente representada por - +) e prevista
pelo Filtro de Kalman (simbolicamente representada por - *), ambas com elipses a volta

representando sua covariancia.

| L0 ) o\
L RN '
|

Figura 15 — Trajetéria Eliptica: Desejada (o), Observada(+) e Prevista pelo Filtro de
Kalman (*), cortada antes de divergir.
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E muito importante notar que para ambas as trajetorias [Figuras 14 e 15] a estimativa do
percurso do filtro de Kalman e as medidas geradas pelo Matlab® acompanham muito bem as
trajetorias propostas até 75% do percurso. A figura 15 foi criada com 23 iteragdes, parando antes
de divergir; enquanto que a figura 16 foi criada com 30 iteragdes, e mostra claramente o ponto

onde comegam a divergir.

Figura 16 - Trajetoria Eliptica: Desejada (azul), Observada (verde) e Prevista pelo Filtro
de Kalman (vermelho), divergindo.

Como dissemos na se¢do 2 os ruidos sdo extremamente importantes para a descrigdo e
controle do comportamento dos processos de estimagdo. Uma escolha ndo adequada dos ruidos
de medigdo e previsdo (no caso de simulagdes, ja4 que na pratica os ruidos de medi¢@o ndo sdo
controlaveis, mas podem bem identificados e compensados).

A explicagdo mais provavel para a divergéncia no nosso caso € que as covariancias
calculadas dos erros nas estimativas podem estar muito pequenas. Por isso, o resultado da
predigdo através do modelo torna-se mais importante na estimativa do que as medidas
subseqiientes, causando uma degradag@o significativa na precisdo. Este efeito pode ser devido a
uma infinidade de causas; em geral a imprecisio na modelagem ou mesmo o procedimento
computacional adotado podem fazer com que o célculo da matriz de covaridncia se torne um

tanto quanto irreal.
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4. Conclusao

O uso de robos vem crescendo largamente dentro da industria juntamente com a
necessidade de eficiéncia de sistemas integrados de automagdo industrial. Com isso a
mecatronica ganha novas areas de trabalho. Neste projeto nos focamos na robotica mével, no

controle da localizagdo exata e desempenho correto das tarefas que estdo destinadas aos Robds.

Para isso, nos focamos no estudo e aplicagdo do Filtro de Kalman, ou seja, na
implementagdo de algoritmos matematicos estocasticos para o processamento de sinais discretos.
Implementamos um sistema estimador para corre¢do da posi¢do do Robd baseado num Filtro de
Kalman Estendido, para duas trajetorias, circular e eliptica. Também demos enfoque a questio da
divergéncia, para o caso de sistemas cujas modelagens ndo atendem ao que era pedido, o que

resulta em um projeto fraco.

Os conceitos relativos a estimagdo e corre¢do de posigdo foram validados via simulagao
usando o Matlab®. Foi utilizado um conjunto de codigos para representar o sistema integrado
interno de medigdo do manipulador.

Caracterizamos as medida matematicamente e demonstramos a importancia da fusdo de
informagdo para reunir toda a informagao valida. Como o modelo € néo linear, foi utilizado um
Filtro de Kalman Estendido para a fusdo de informagdo de autocorrelagdo dos erros da medida e
da estimagdo. Ndo ha portanto, a priori, garantias teéricas de otimizag¢do e nem da convergéncia
deste método.

Por isso, procuramos implementar um modelo de simulag¢do, que permitisse condigdes
proximas da realidade, para verificar o desempenho desta técnica. Um outro fator extremamente
importante foi a caracterizagdio das covaridncias dos sinais presentes no sistema.

Os resultados da simulag@o confirmaram que esta técnica é valida e promissora para o
controle de trajetorias para robds, ja que corrigirem a sua localizagdo considerando o erro minimo
quadratico das suas covariancias.

A fusdo de dados relativos a velocidade do robé movel e do movimento do mesmo ¢
conseguido, existindo convergéncia durante todo o processo por aproximadamente 75 a 80% dos
percursos que propomos. O método apresentado ndo faz uma localizagdo absoluta instantanea,
mas medidas sucessivas levam a que o estado estimado convirja para o estado real do robd.
Assim, com essa pesquisa e desenvolvimento, comprovamos a eficacia do Filtro de Kalman

Estendido para o controle de trajetorias robéticas.
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