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Resumo

Nas ultimas décadas, a descoberta da Matéria e Energia Escura trouxeram problemas
para a Relatividade Geral de Einstein (RG), mesmo sendo ela uma teoria muito bem
consolidada. Com isto, novas abordagens alternativas a essa teoria surgiram buscando
solucionar alguns desses problemas. Em particular, as teorias de gravidade baseadas
em Ricci, entre as quais se destacam as teorias f(R) e a teoria inspirada na gravidade
de Eddington (FEiBI), quando formuladas “d la Palatini”, permitem ser mapeadas na
Relatividade Geral e vice-versa, tanto no nivel das equagdes quanto no das solugoes. Este
fato, torna possivel a utilizagdo de resultados e métodos muito consistentes da Relatividade
Geral para explorar novos resultados nesse contexto estendido da fisica gravitacional. Este
procedimento vem sendo aplicado em alguns casos na literatura. Neste trabalho, nos
concentramos na teoria da gravidade EiBI, acoplada a uma eletrodinamica nao linear
(NED), e mostramos que, com o uso do mapa, é possivel relacioné-la com outras NEDs
acopladas a RG. Para o caso particular da eletrodinamica de Maxwell encontramos, por
meio desta correspondéncia, uma eletrodinamica nao linear do tipo Born-Infeld no lado da
RG. Por fim, resolvendo o caso de eletrovacuo esfericamente simétrico na RG, mostramos
como o mapa fornece diretamente as solucoes certas para a FiBIl. Este procedimento abre
uma nova porta para o estudo de cenarios astrofisicos e cosmolbgicos em teorias estendidas
da gravidade, explorando todo o poder dos métodos analiticos e numéricos desenvolvidos
no ambito do RG.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Gravidade Baseadas em Ricci. Eletrodinamica nao

linear. Mapa.






Abstract

In the last decades, the discovery of Matter and Dark Energy brought problems to
Einstein’s General Relativity (GR), even though it is a very well-established theory. With
this, new alternative approaches to this theory have emerged seeking to solve some of
these problems. In particular, the theories of gravity based on Ricci, among which stand
out the f(R) theories and the Born-Infeld theory inspired by Eddington’s gravity (FEiBI),
when formulated "a la Palatini', allow to be mapped in General Relativity and vice versa,
both at the level of equations and solutions. This fact makes it possible to use very
consistent results and methods from General Relativity to explore new results in this
extended context of gravitational physics. This procedure has been applied in some cases
in the literature. In this work, we focus on FiBI coupled with a nonlinear electrodynamics
NED, and show that, with the use of the map, it is possible to relate it to other NEDs
coupled to GR. For the particular case of Maxwell’s electrodynamics, we find, through this
correspondence, a non-linear Born-Infeld electrodynamics on the General Relativity side.
Finally, solving the case of spherically symmetrical vacuum in GR, we show how the map
directly provides the right solutions for EiBI. This procedure opens a new door for the
study of astrophysical and cosmological scenarios in extended theories of gravity, exploring

the full power of the analytical and numerical methods developed within the scope of GR.

Keywords: General Relativity. Ricci Based Gravity. Nonlinear Electrodynamics. Map.
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1 Introducao

Desde a antiguidade, o ser humano busca apresentar explicacoes para os mais
variados fendmenos que podem ser observados no dia a dia. Um dos questionamentos
que ainda geram muitas duvidas atualmente esta diretamente relacionado a estrutura e

composicao do Universo.

Antes mesmo que Isaac Newton tivesse desenvolvido a teoria da Gravitacao Uni-
versal, teoria esta, que é responsavel por juntar a descricao dos fenémenos gravitacionais
que ocorrem na Terra, como também nos Corpos Celestes, Galileu Galilei ja trabalhava
com alguns experimentos, como péndulos por exemplo, a fim de verificar os efeitos da

gravidade no movimento dos corpos.

Até entdo, a cosmologia se preocupava bem mais com a geometria do Universo, e
descrevia o seu conteiido material por meio de uma equagao em que os aglomerados de
galédxias eram considerados particulas de um fluido. Desse modo, a parte das equagoes
relativisticas responséaveis por descrever o conteiido do Universo envolvia apenas a pressao
e a densidade desse fluido. No entanto, evidéncias observacionais foram indicando que nao
¢é possivel explicar o conteiido de matéria do Universo pensando-se somente na matéria

visivel, ou seja, nas estrelas, galaxias e suas aglomeragoes.

De fato, novos fendomenos foram observados, como a expansao acelerada do Universo,
que indica a existéncia de uma “Energia Escura”, com efeitos antigravitatorios, e a Matéria
Escura, que é uma forma de matéria cuja presenca é detectavel apenas através de seus
efeitos gravitacionais na formacgao e evolugao de estruturas do Universo como galdxias e

aglomerados de galaxias.

Até o presente momento, nao existem observacoes diretas das particulas que
compoem a Energia e a Matéria Escura. No caso da Energia Escura, uma explicacao
tedrica estd relacionada a existéncia de uma constante cosmologica A, que pode ser
interpretada como efeito de flutuagoes quanticas do vacuo, porém nos leva ao chamado

problema da constante cosmolégica.

Entretanto, na busca por meios de solucionar os problemas que surgiram ao se
considerar estas novas componentes no Universo no cendrio da RG, passou-se a considerar
teorias alternativas & RG (ou extensoes dessa teoria), que tentam resolver os problemas
antes citados, com sua participagao reduzida ou, diretamente, sem a inclusao das Com-
ponentes Escuras. Em geral, essas teorias buscam modificar a descricdo gravitacional

inserindo novos graus de liberdade.

Algumas teorias de gravidade ja foram descartadas gracas as recentes observagoes
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gravitacionais e eletromagnéticas combinadas, produzidas durante a fusao de duas estrelas
de néutrons; e outras foram colocadas sob fortes restricoes. Contudo, mostrou-se que
para a classe de teorias baseadas no tensor de Ricci RBGs (iniciais do termo inglés:
Ricci-Based Gravities), formuladas no formalismo métrico-afim (onde conexao e métrica
sao consideradas como objetos independentes), nao ha propagagao de quaisquer graus de

liberdade além das duas componentes tensoriais propagadas na teoria de Einstein.

Por outro lado, uma interessante vantagem dessas teorias é que existe uma corres-
pondéncia entre seu espago de solucoes e o espaco de solucoes da RG. Isso traz implicacoes
técnicas importantes, pois é possivel definir um problema em uma dada teoria RBG,
maped-lo em RG, onde pode ser resolvido por métodos analiticos ou numéricos bem
conhecidos e, em seguida, trazer a solucao obtida de volta a teoria RBG original, via
transformacoes puramente algébricas, evitando assim a necessidade de desenvolver métodos

especificos para aquela teoria RBG em particular.

Nosso objetivo principal nesta dissertacao é o estudo do mapeamento existente entre
a familia de teorias RBG e a RG; e mostrar que fazendo uso desse procedimento é possivel

buscar resultados consistentes de uma teoria, e leva-los para a outra reciprocamente.

Para isso, abordaremos uma teoria RGB geral, considerando matéria escalar,
com o intuito de apresentar o funcionamento do método. Em seguida, estenderemos o
mapeamento para o caso de fluidos anisotrépicos e, por fim, sera considerado o caso onde
podemos tratar a matéria eletromagnética como sendo um fluido, acoplado a teoria de

gravidade FiBI (iniciais do termo em inglés: Eddington-inspired Born-Infeld gravity).

A existéncia deste procedimento é essencialmente 1til para aplicagbes em astrofisica
e cosmologia de modelos nao lineares da matéria, especialmente aqueles com eletrodinamica
nao linear NEDs(iniciais do termo inglés: Nonlinear Electrodynamics). De fato, neste
ultimo caso, a solugdo da Relatividade Geral é conhecida de forma fechada e exata. Isso
permite encontrar solugoes explicitas no lado das RBGs, resolvendo equagoes algébricas
ao invés de diferenciais, fazendo uso do mapeamento aqui descrito. Existem dois fatores
de interesse para este resultado. Por um lado, ele da nova vida a varios desses modelos
NEDs, em particular aqueles que sdo descartados no cenario da Relatividade Geral devido
a falta de significado fisico, ja que a contraparte NEDs no lado RBG/FEiBI pode ser
de interesse fisico real. Por outro lado, aproveitando toda a capacidade dos métodos
analiticos e numéricos desenvolvidos dentro da RG, pode-se agora explorar em detalhe
novas aplicagoes astrofisicas e cosmologicas de RBGs, em cenarios menos simétricos com
campos eletromagnéticos, algo dificilmente acessivel previo ao desenvolvimento desse

método, devido ao alta nao linearidade das equagoes de campo RBGs.

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos
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as Componentes Escuras que fazem parte da composi¢ao do Universo, e os problemas
que elas trazem, como também algumas possiveis vias de solugdo que sao consideradas

atualmente, com o objetivo de sanar os problemas relacionados a estas Componentes;

O capitulo 3 ¢é responsavel por exibir um caso especifico da classe de teorias RBGs
que sdo conhecidas como teorias de gravidade f (R), onde obtemos as equages de campo
para dois formalismos distintos: o formalismo métrico e o formalismo de Palatini ou

métrico-afim. Obteremos também as equagoes de campo para a teoria de gravidade FiBI;

Ja o capitulo 4 é dedicado a trazer uma descricao geral das teorias RBGSs e a
obtencao das equacoes de campo. O método de mapeamento entre as RBGs e a RG esta
descrito no capitulo 5, onde apresentadas um caso geral para este método considerando
um campo escalar. Descrevemos também como o mapeamento funciona no caso de fluidos

anisotropicos

No capitulo 6, particularizamos o método para o modelo gravitacional EiBI, onde
identificamos a classe particular de fluidos anisotrépicos que os campos de eletrovacuo
correspondem. Esses resultados sao particularizados para a gravidade FiBI acoplada a
eletrodinamica de Maxwell. Encontramos a solucao correspondente identificando a eletro-

dindmica nao linear associado no contexto da RG pela aplicacao direta do mapeamento.

Por fim, o capitulo 7, estd reservado as conclusoes, onde trazemos um resumo

juntamente de algumas perspectivas para pesquisas futuras.



2 O Problema das Componentes Escuras

Neste capitulo serao apresentadas as componentes escuras que sao propostas como
complemento a matéria visivel observada no Universo, e a maneira como elas se manifestam
dentro do cendrio da Relatividade Geral. Discutiremos alguns dos problemas decorrentes
de considerar tais componentes e quais seriam as possiveis vias de solugao para estes

problemas.

Uma das grandes incégnitas da atualidade esta relacionada a estrutura do Universo,
em particular, acerca da propria matéria que o compoe. A teoria cosmologica mais
aceita atualmente afirma que o Universo consiste em trés componentes principais: matéria
barionica (conhecida assim por estar composta principalmente por particulas desse tipo,
descritas no modelo padrao de particulas elementares), Matéria Escura e Energia Escura
[1]. Na literatura, é possivel encontrar diversas evidéncias indiretas da presenca dessas
componentes no Universo. No entanto, a sua natureza ainda é objeto de estudo de grande
parte dos cientistas da area, e € um dos problemas mais fundamentais da fisica de particulas

e da cosmologia dos nossos dias [2].

Mesmo com todo o aparato tecnoldgico e cientifico disponivel hoje, ainda se sabe
muito pouco sobre a natureza da Matéria Escura, mesmo considerando que ela aparenta
ser cinco vezes mais abundante do que a matéria comum no Universo. Além da Matéria
Escura nao ser visivel (no sentido de nao interagir eletromagneticamente), acredita-se que
sua composi¢ao seja em maior parte do tipo nao barionica. Por esta razao, é extremamente
dificil detecté-la, exceto pelos seus efeitos gravitacionais sobre a matéria visivel [1]. A
partir desses efeitos gravitacionais entre matéria barionica e Matéria Escura, sabemos
que somente cerca de 4% da densidade de matéria-energia total no Universo pode ser
vista diretamente. Assim, estima-se que cerca de 22% da densidade total do Universo seja
composta de Matéria Escura. Sobram entao ~ 74%, que acreditamos ser constituida de
“Energia Escura”, uma componente ainda mais estranha, que se distribui de maneira difusa
pelo espago [3]. A Energia Escura, é um componente tedrico necessario para explicar
a aparente expansao acelerada do Universo [1] e a sua propor¢do é a necessaria para

compatibilizar o modelo com a aparente planice do Universo em larga escala.

2.1 A Matéria Escura

A primeira vez que se teve evidéncias relacionadas a Matéria Escura foi através
de um estudo realizado ha quase 100 anos pelo astrénomo suigo Fritz Zwicky [4] para

explicar a dispersao da velocidade de aglomerados de galaxias. Zwicky, em seu estudo,



2.1. A Matéria Escura 23

observou que as velocidades de algumas galdxias em aglomerados eram de fato muito
maiores do que era previsto pela relagdo massa-luminosidade [5]. Esse tema ficou esquecido
durante algum tempo e s6 nos anos 1970s ele voltou a se destacar quando foi estabelecido
por Rubin e Ford [6] que havia algum componente invisivel que seria necessario para
explicar por que as velocidades de rotacao observadas em objetos orbitando nos arredores
das galédxias eram inesperadamente altas. Com este estudo do movimento das galéxias é
possivel determinar a massa dos objetos astronémicos usando os outros corpos a sua volta
[7]. Em diversos casos (principalmente envolvendo galdxias espirais) existe uma diferenga
notavel na estimativa da massa total destes objetos, e é creditado a Matéria Escura essa

diferenga na massa.

O problema da Matéria Escura pode ser dividido em dois casos: a Matéria Escura
local, proximo ao plano de nossa galaxia, que surge do estudo da sua dindmica; e a Matéria
Escura global, em torno das galaxias e aglomerados de galaxias, que foi detectada a partir

da medicao do redshift* no aglomerado de Coma.

No final dos anos 1970, a maioria das objecoes contra a hipétese da Matéria Escura
havia sido rejeitada. Porém, ainda nao se tinha uma ideia clara de como explicar a restrigao
da nucleossintese do Big Bang sobre a baixa densidade da matéria e a suavidade da Lei de
Hubble. Esta lei foi apresentada por volta de 1923, e é incumbida de expressar a velocidade

com que as Galaxias se afastam em funcao da sua distancia, através da seguinte equacao:
UV = H()D 3 (21)

onde, v representa a velocidade de afastamento da galdxia medida a partir do seu redshift
em km/s, Hy é a constante de Hubble e D é a distancia (propria) que a radiacdo
eletromagnética gerada pela galaxia viajou até chegar ao referencial inercial do observador,

medida em MpcP.

As galaxias espirais apresentam bracos que se enrolam em torno de uma regiao
central que é o seu nicleo. Em torno desta grande estrutura de bracos e nicleo temos
toda uma regiao aproximadamente esférica, que envolve totalmente a galaxia, essa regiao é
denominada de halo [3]. Acredita-se que, além gés interestelar pouco denso, uma parte da
Matéria Escura necessaria para explicar a dinamica das galaxias espirais através dos halos,
pode estar na forma de MACHOs (iniciais do termo inglés: Massive Astronomical Compact
Halo Objects), que poderiam ser compostos por estrelas velhas como anas vermelhas e

anas marrons; objetos formados a partir do colapso gravitacional de parte de uma nuvem

& Redshift é um termo da lingua inglesa cujo o significado é “deslocamento para o vermelho”. O redshift é

um deslocamento produzido na frequéncia de uma onda eletromagnética na diregdo de frequéncias mais
baixas ou, equivalentemente, comprimentos de onda maiores. O redshift gravitacional ocorre quando
o comprimento de onda da luz que sai de um corpo com grande massa (uma estrela por exemplo),
é deslocado na dire¢ao do vermelho devido & perda de energia necessaria para escapar do campo
gravitacional do corpo.

Magaparsec (Mpc) é uma unidade de medida astrondémica para comprimento, sendo que 1 magaparsec
equivale a 3 milhdes de anos-luz.
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molecular gigante que contraiu mas nao alcangou massa suficiente para dar inicio a reagoes
nucleares e se transformar em uma estrela. Uma outra possibilidade de MACHOs seriam

buracos negros, cada um com uma massa de dezenas de vezes a do Sol. [8].

Um dos candidatos mais fortes a Matéria Escura sdo chamados WIMPs (iniciais
do termo inglés: Weakly Interacting Massive Particles), particulas hipotéticas que teriam
massas comparaveis a do proton, no entanto, seriam resistentes a interagir com a matéria
usual que encontramos no Universo, com exce¢ao da gravidade, e acredita-se que por esse

motivo ainda nao foram detectadas [8].

Uma questao que pode ser levantada é: qual é o papel da Matéria Escura na
evolucao do Universo? Para solucionar tal problema foram usadas as observacoes da
radiagao cosmica de fundo em microondas (RCF') ou, como é mais popularmente conhecida
CMB (do inglés: Cosmic Microwave Background), e a distribuicao de estruturas em larga

escala [7].

A CMB, corresponde a uma radiagao na frequéncia das microondas emitida no
periodo inicial da formacao do Universo, e foi constatada pela primeira vez em 1965 pelos
astronomos Arno Penzias e Robert Woodrow Wilson do Bell Telephone Laboratories — New
Jersey [9]. Entretanto, a CMB ja havia sido prevista teoricamente por George Gamow,
Ralph Alpher e Robert Herman no ano de 1948 e, posteriormente, por Robert Dicke, como
resultado de uma teoria cosmoldgica na qual o Universo teria iniciado a partir de um
estado extremamente quente e denso. A CMB dispde de muitas informagoes a respeito do

Universo primitivo [10, 11].

Em grandes escalas, os dados observacionais disponiveis sao bem descritos por um
modelo simples de Matéria Escura estavel, sem colisao e fria (nao relativistica). O modelo
de Matéria Escura fria se encontra entre os mais bem-sucedidos, pelo menos em grandes
escalas (> 1Mpc) [12]. As propriedades fundamentais da Matéria Escura - por exemplo,
massa de particulas, secao transversal de auto-interacao, acoplamento ao modelo padrao e
evolugao no tempo - podem ser impressas na distribuicao macroscopica da Matéria Escura

de maneira detectavel [13].

Além dos resultados observacionais recentes, o sucesso surpreendente do paradigma
inflacionario de Matéria Escura fria ou como ¢ conhecido na literatura CDM (do inglés:
Cold Dark Matter), na explicagdo das medigoes de alta precisdo da anisotropia no CMB,
aglomerados de galdxias, floresta de Lyman-a (Ly,)°. Lentes gravitacionais e outros
fendmenos astrofisicos, também podem ser considerados uma evidéncia indireta, mas

importante, da existéncia de um componente dominante de Energia Escura, de carater

¢ Em espectroscopia astronémica, a floresta Lyman-o (Lyo) é uma série de linhas de absorcéo nos

espectros de galaxias e quasares distantes, decorrentes da transicao eletrénica de Lyman-a do atomo de
hidrogénio neutro. A medida que a luz viaja através de varias nuvens de gds com diferentes redshifts,
véarias linhas de absorcao sao formadas.
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repulsivo [14].

As observacoes atuais também mostram que além da massa minima de Matéria
Escura produzida termicamente, outros mecanismos como objetos compactos seriam
capazes de originar a Matéria Escura com massas consideravelmente menores. Estes
objetos compactos, principalmente buracos negros, representam um dos modelos mais

antigos de Matéria Escura.

Como alternativa, alguns modelos de particulas escuras podem permitir o seu
resfriamento e colapso da Matéria Escura, fornecendo outro mecanismo para a formagcao de
buracos negros [13]. De fato, é improvéavel que esses buracos negros irradiem para deixar

uma assinatura detectavel e, portanto, sao candidatos naturais a Matéria Escura.

A abundancia de objetos compactos testa a Matéria Escura através de um canal
puramente gravitacional e, portanto, é sensivel a modelos que nao podem ser sondados
em laboratério. A Matéria Escura do objeto compacto é fundamentalmente diferente da
dos modelos de particulas; buracos negros primordiais nao podem ser estudados em um
acelerador e s6 podem ser detectados através de sua forga gravitacional. As restri¢oes
atuais sugerem que os buracos negros primordiais nao poderiam compor a totalidade da
Matéria Escura. No entanto, essas restrigoes podem ser evitadas se os buracos negros

primordiais estiverem agrupados espacialmente.

Vérias pesquisas experimentais relacionadas a Matéria Escura de particulas nao
barionicas procederam com o passar dos anos em aceleradores de particulas, através
de experimentos de detecgao direta, que tentam produzir e detectar essas particulas
[2]. Simultaneamente a esses estudos, pesquisas indiretas sobre a natureza da Matéria
Escura buscam detectar os produtos energéticos do Modelo Padrao a partir da aniquilagao
ou decaimento de particulas de Matéria Escura presente em sistemas astrofisicos [13].
Estes campos de estudo oferecem técnicas complementares para estudar as propriedades
fundamentais da Matéria Escura. Mesmo com tantos esforcos experimentais, as tinicas
medidas empiricas robustas e positivas da Matéria Escura até hoje, vém de observacoes da
sua interacao gravitacional com a matéria visivel em sistemas astrofisicos e cosmologicos.
Assim, a Matéria Escura é estudada diretamente através da gravidade, ja que é o tinico

tipo de forga a qual é acoplada que se conhece até agora.

2.2 A Energia Escura

A outra componente desconhecida, a Energia Escura, foi proposta para explicar a
atual expansao acelerada do Universo. Tal fato indica que o Universo nao seria governado
somente por matéria comum, se a Relatividade Geral é assumida como correta, desde que
é necessaria uma pressao negativa [15], responséavel por acelerar a expansao do Universo, e

que ¢é atribuida a Energia Escura.
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No final dos anos 1990 a Energia Escura foi notada pela primeira vez a partir de
varias observagoes astronomicas independentes, que incluem medi¢oes de distancia das
supernovas do tipo Ia (SNIa)?, estimativas da idade do Universo, medi¢des da radiagio

cosmica de fundo, anisotropias e estimativas de agrupamento [14].

A abordagem mais comumente usada para estudar a Energia Escura é através do
seu efeito na historia de expansao do Universo. Este efeito pode ser detectado através da
distancia de luminosidade e a distancia angular. Ademais, o crescimento das estruturas
em larga escala também pode fornecer restricoes tteis a Energia Escura. Das observacoes
do CMB, algumas distancias podem ser extraidas para restringir a energia escura. Por
exemplo, o chamado “parametro shift”, que esta relacionado a posi¢cao do primeiro pico
actstico do espectro de poténcia das anisotropias CMB. E uma quantidade frequentemente
usada em testes simples de modelos de Energia Escura e serve para analisar o seu desvio
com relacao ao chamado Modelo AC DM, conhecido também como Modelo Padrao da

cosmologia, que descreveremos na proxima se¢ao.

No atual contexto cosmolédgico, a Energia Escura é representada por um fluido com
densidade de energia e pressao. Os dados obtidos a partir destas observagoes sugeriam
que a Energia Escura seria um componente de energia que domina o Universo atual. A
inclusdo de um termo constante nas equagoes de campo da teoria da Relatividade Geral
aparece como uma pressao adicional no tensor energia-momento e, precisamente, uma
pressao negativa. Logo, a inclusdo dessa componente justificaria o processo de expansao
acelerada que observamos. Assim, o candidato mais simples a Energia Escura é a constante

cosmolégica, representada por A.

As consideragoes tedricas relacionadas constante cosmologica comegaram quase
um século atrés [16]. Ela foi introduzida nas equagoes de campo por Einstein em 1917
para descrever um modelo cosmolégico estatico. Em complemento a esta visao classica,
onde o vacuo é entendido como uma regiao desprovida de matéria, radiacdo ou qualquer
outra forma de energia, na Teoria Quantica de Campos, o termo A poderia estar associado
as flutuagoes quanticas do estado do vacuo. Essas flutuacdes podem ser demonstradas
experimentalmente, por exemplo, através do Efeito Casimir. A constante cosmolégica A é
identificada como a densidade de energia do vacuo, sendo considerada a forma mais simples
para interpretar-se fisicamente a Energia Escura, e nos possibilita explicar e conhecer
o valor atual da taxa de aceleragao com que o Universo se expande. Contudo, o valor
tedrico previsto para a constante cosmologica pela Teoria Quantica de Campos é enorme
em comparacao com o limite experimental obtido pelas observagoes de supernovas e pela
CMB, onde a discrepancia é um fator de 1072 [17].

4 Supernovas do tipo Ia é uma subcategoria das estrelas varidveis cataclismicas, resultado de uma

violenta explosdao de uma estrela ana branca. Este tipo de supernova apresenta fortes linhas de silicio e
funcionam como “velas padrao”.
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2.3 Rotas de Solucdo para o problema das Componentes Escuras

Na secao anterior foi apresentado o chamado problema das Componentes Escuras,
componentes hipotéticas do Universo, requeridas para explicar uma grande variedade de
observagoes colhidas ao longo dos ultimos 100 anos. A partir de agora, descreveremos
algumas das principais rotas propostas para tentar soluciona-los. Sera analisado melhor o
caso do modelo com constante cosmolégica ACDM. E também sera apresentada uma nocao

geral do que sao as Teorias de Gravidade Modificada com suas principais caracteristicas.

2.3.1 Matéria Escura: O Modelo ACDM

O modelo ACDM é considerado o atual paradigma da Cosmologia. Esse modelo,
baseado na Relatividade Geral de Einstein, consiste em uma constante cosmolégica
(A) mais a matéria escura fria (CDM). O modelo ACDM fornece um excelente ajuste
com base em um numero notavelmente pequeno de parametros cosmolégicos , para a
riqueza de dados observacionais de alta precisdo [18]: uma série de observagoes que se
tornaram disponiveis nas ultimas duas décadas, e que nos impuseram uma composi¢ao
surpreendente para a densidade de energia de diferentes componentes do Universo, que
desafia qualquer explicacao simples [19]. Em particular, fornece um bom ajuste para as
principais observacoes astronomicas como a estimativa da distancia de luminosidade de
SNla, CMB e BAO® (do inglés: Baryon Acoustic Oscillations. BAOs sdo ondas geradas
pela emissao dos atomos de Hidrogénio neutro no inicio do Universo, que podem ser

detectadas na faixa de radio frequéncia) [20)].

Por outro lado, a Matéria Escura fria foi introduzida no modelo afim de explicar as
influéncias gravitacionais observadas em estruturas em grandes escalas, e que nao podem ser
explicadas pela quantidade de matéria observada [21]. Apesar dos sucessos observacionais,
ha um interesse persistente em estender a cosmologia além do modelo padrao, ACDM. Isso
¢ motivado por uma série de questionamentos tedricos aparentemente sérios, envolvendo
questoes como o problema constante cosmologica, a natureza das particulas da Matéria
Escura, a validade da Relatividade Geral em grandes escalas, a existéncia de anomalias no
CMB e em pequenas escalas, e a previsibilidade e testabilidade do paradigma inflacionario
[22].

Entre os varios candidatos a Energia Escura, a constante cosmoldgica A é fenome-
nologicamente a mais simples e fornece bom acordo com os dados observacionais, mesmo
que esta tenha trazido consigo varios problemas desafiando a fisica fundamental. Na

Relatividade Geral, A é forcada a ser uma constante verdadeira pela covaridncia da teoria.

¢ Inclusive a UFCG vém trabalhando na construgdo de um radiotelescépio chamado BINGO (acrénico
de Baryon Acoustic Oscillations in Neutral Gas Observations) com o intuido de medir a expansdo do
Universo e inferir sobre as propriedades da Energia Escura, ou seja, o BINGO captara a radiacao de
hidrogénio, que pode indicar a distribuicao das galaxias logo ap6s o Big Bang.
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No entanto, no intuito de resolver diversos problemas, os pesquisadores tém considerado
repetidamente a possibilidade de a constante cosmoldgica ser promovida a uma variavel
dindmica. A maneira mais simples de se fazer isto é substituir A por um campo escalar
dindmico (com termos cinéticos e potenciais). Dessa maneira, introduz-se um novo grau
de liberdade de propagacao ao Universo, como foi feito na quintesséncia ou em outros
modelos dindmicos de Energia Escura [23]. Neste sentido, podemos modificar a teoria da
gravidade, no nivel da acao ou no nivel das equagoes de campo, para criar novas teorias da
gravidade projetadas para produzir a expansao acelerada tipicamente atribuida a Energia
Escura ou a A [24].

Uma outra forma de solucionar estes problemas consiste na modificacao da teoria
de gravidade subjacente. Na préoxima secao serao apresentadas algumas das Teorias de
Gravidade Modificada.

2.3.2 Modificacoes da Gravidade

Desde a formulacao da Teoria da Relatividade Geral feita por Albert Einstein,
varios testes foram feitos afim de comprovar se os resultados experimentais corroborariam
com os propostos por Einstein em sua teoria [25]. A interacao gravitacional descrita a partir
da Relatividade Geral forneceu uma mudanca significativa de paradigma quando se trata
da natureza do espago-tempo [26]. Assim como qualquer nova hipdtese, ela sé seria aceita
depois de explicar fendmenos ja conhecidos mas que nao tinham uma explicacao convincente.
Hoje a Relatividade Geral é uma teoria muito bem consolidada, principalmente com os
testes recentes que confirmam varias das suas previsoes [27, 28, 29, 30, 31]. No entanto,
mesmo com essas comprovacoes, ao longo dos anos, varias criticas a teoria de Einstein
foram levantadas, e os cientistas comecaram a pensar se RG é a Unica teoria capaz de
explicar com sucesso a interagao gravitacional [32]. Este novo ponto de vista acerca da RG
tem origem em diversos campos de estudo como: Astrofisica, Cosmologia, Fisica de Altas
Energias, e a Teoria Quantica de Campos. Neste sentido, os cientistas passaram entao a

estudar Teorias Alternativas de Gravidade, afim de buscar respostas para esses problemas.

Podemos, entao considerar as Teorias Alternativas de Gravidade como um novo
paradigma para suprir as deficiéncias da Relatividade Geral em explicar certos fendmenos.
Essas Teorias, sao uma abordagem que, preservando os resultados positivos da Teoria
de Einstein, visam resolver problemas conceituais que surgiram como consequéncia do
avanco da precisao observacional. Em particular, o objetivo é abranger problemas como a
Inflacdo Cdésmica, Energia Escura, Matéria Escura, estruturas em grande escala e, também,
fornecer pelo menos uma rota vidvel para o desenvolvimento da gravidade quéntica [33].
Outras razoes para modificar a RG surgem do problema das singularidades, que aparecem
inevitavelmente na teoria, e suas consequéncias com relagao ao “problema da informacao”,

que surge nos buracos negros, da combinacao de singularidades e horizontes de eventos
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que esses objetos apresentam.

Diversas teorias alternativas de gravidade vem sendo amplamente estudadas na

literatura atualmente. Algumas delas sao:

e MOND (iniciais do termo inglés: Modified Newtonian Dynamics) esta teoria surgiu
como uma alternativa a Matéria Escura buscando solucionar o problema da curva
de velocidade de rotacao de galaxias espirais e sugere modificagbes na dindmica
newtoniana, o que resulta na alteracao das leis que regem o movimento dos corpos

em regimes de baixas aceleragoes [34].

 Teorias escalar-tensorias, propostas inicialmente em [35], que sdo caracterizadas pela
presenca de um campo escalar que, em conjunto com a métrica, sao responsaveis
por descrever fendmenos gravitacionais [36]. Assim, podemos dizer que as teorias
escalar-tensoriais sao teorias em que o campo gravitacional é descrito apenas pelo

tensor métrico.

Dentro desta classe de teorias, destacamos o modelo proposto por Brans e Dicke
[37], onde, com o objetivo de preservar o principio de equivaléncia, assumiram que
o campo escalar deveria surgir desacoplado da lagrangiana de matéria. Na teoria
de Brans-Dicke, o campo escalar, é considerado como sendo sem massa, e acopla-se

com a curvatura por um fator constante [38].

« Teorias Bimétricas; propostas inicialmente por Rosen [39], esta teoria inclui dois
tensores métricos de rank 2, sendo um deles uma métrica dinamica g,,, e o outro
uma métrica nao-dindmica g,g, onde a métrica dindmica se acopla aos campos de
matéria e com ele podemos construir o tensor energia-momento. Ja o fato, de termos

a segunda métrica nao-dindmica possibilita que ela seja altamente simétrica [40)].

o Teorias de dimensoes extras, a ideia para esta teoria foi proposta no inicio do século
XX por Nordstrom [41] e alguns anos mais tarde por Kaluza [42] e Klein [43], com o
proposito de unificar os campos eletromagnéticos e gravitacionais, introduziram uma
dimensdes extra para unificar tais campos em um tinico campo de maior dimensao

isto é, uma teoria 5D-dimensional, com uma dimensao extra periddica [44] .

o Modelos de Branas: a ideia central para esta teoria, é que, nosso Universo seja
entendido como uma parede de dominio de dimensoes extras imerso em um bulk com
mais dimensoes espaciais. Os cendarios de branas fornecem novas possibilidade de
explicar algumas dificuldades que surgem no Modelo Padrao, como o problema da
hierarquia, da constante cosmolégica, a energia escura e a quantizacao da gravidade

[45, 46, 47].

A teoria de Horava-Lifshitz apresentada em [48], propoe modificagoes na RG quando

se estd no regime de altas energias (limite ultravioleta), e a torna, renormalizavel
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e quantizavel, que faz com que a teoria de Einstein padrao seja recuperada para o
limite de baixas energias, no infra-vermelho. Porém, quando sao feitas medi¢oes
para o comportamento ultravioleta, é necessario inserir derivadas de ordem superior
na lagrangiana, estabelecendo a renormalizacao [49]. Todavia essa insercao resulta
em alguns problemas, como derivadas de ordem superior no tempo, que ao serem

aplicadas na teoria, levam a campos fantasmas [50]

No capitulo a seguir, apresentaremos as Teorias f(R) de gravidade, este tipo de
teoria substitui o escalar de curvatura R por uma fun¢do mais geral do mesmo na agao de
Einstein-Hilbert. Discutiremos também a possibilidade de derivar as equacoes de campo
aplicando dois formalismos distintos, e como isso afeta a estrutura das equagoes no caso

da teoria considerada ser distinta da de Einstein.
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3 Teorias de Gravidade f(R)

Como dito anteriormente, & RG é uma teoria bem consolidada, e seus resultados a
nivel do Sistema Solar se mostram bem consistentes, embora ainda haja alguns problemas
em aberto. Antes de partimos paras as Teorias f(R), iremos primeiramente apresentar
alguns resultados importantes da RG com o intuito de, ao final deste capitulo, fazermos
um comparativo entre os resultados que ja sdo bem conhecidos dentro do cenario da RG e

os resultados presentes nas Teorias f(R).

3.1 Gravitacao de Einstein

Segundo Einstein, a descricao das forcas gravitacionais através da curvatura é
representada por um tensor métrico g,,. Este que ¢ responsavel por relacionar o elemento
de linha ds* = g,,dz"dz” de um dado espago-tempo quadrimensional. Desta maneira,
a curvatura do espaco-tempo é estabelecida por uma distribuicdo de matéria, que é
representada através do tensor Energia-Momento 7),,. Para a métrica g,,, a curvatura ¢é
descrita pelo chamado tensor de Riemann, definido em termos da conexao afim, I', segundo

R, =00 — 0.1, + 10,0, =TT, . (3.1)
O tensor de Riemann, pode ser utilizado para definir varios outros tensores importantes

[51]. Deste modo, realizando uma contra¢ao em (3.1) podemos definir o tensor de Ricci
R, =R) (3.2)
e, contraindo (3.2) com a métrica, obtemos
R=g¢"R,, , (3.3)

que é o escalar de Ricci (ou escalar de curvatura) e desempenha um papel fundamental

dentro das teorias de gravidade.

A gravitagao de Einstein, além de trazer informacoes sobre o espago-tempo, descreve
sua dinamica a partir de um conjunto de equacoes que relacionam a curvatura do espaco-
tempo com a distribuicao de matéria-energia no espaco. Para se chegar as equagoes de
Einstein em uma formulacao variacional, partimos de uma ag¢ao originalmente proposta

por Hilbert, dada por:

1
§=55 / d*27/=gR + St (g, ) - (3.4)

onde x?% e ¢ a constante de Newton e seu valor é: k% = 817G, e Sy representa a acao de

matéria, onde ¢ denota coletivamente os campos de matéria.
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Fazendo uso do principio variacional de Hamilton, chegamos a:

1
Guw =R — §9WR = k*T,, (3.5)
onde G, ¢ conhecido como tensor de Einstein, e este conjunto de 10 equacoes acopladas
sao as conhecidas Equagoes de Einstein. O lado direito da Eq. (3.5) descreve a distribuigao
das fontes de matéria-energia e o lado esquerdo a geometria do espago-tempo consistente
com esta distribuicdo. As equacoes de campo de Einstein também sdo responsaveis por

descrever fendomenos como ondas gravitacionais e buracos negros.

3.2 Teorias f(R)

A classe de Teorias de Gravidade f(R) vem sendo amplamente estudadas nas duas
ultimas décadas, pois este tipo de teoria poderia ser capaz de descrever o atual crescimento
acelerado do Universo sem a necessidade de incluir um novo tipo de energia mas sim, com

a inclusdo de um novo grau de liberdade na Relatividade Geral [52].

Como dito no capitulo anterior, as Teorias de Gravidade f(R) consistem basica-
mente em substituir o escalar de curvatura por uma func¢ao nao linear do proprio escalar.
Entéao, para as teorias f(R), a agdo de Einstein-Hilbert (3.4) é substituida por uma agao

da seguinte forma:

Slowl = 5.3 [ doV/=0I (B) + Sulgu. ) (3.

onde, Sy representa a acao de matéria e ¢ denota os campos de matéria como no caso da

RG.

3.2.1 O Formalismo Métrico

Para calcularmos as equagoes de campo, é necesséario aplicar o principio da minima
agao na equagao (3.6), e realizar as variagoes em relagdo as varidveis do sistema, neste

caso, as variacoes sao realizadas com relagao a métrica g, .

Na teoria de Einstein, a conexao ¢ fixada através da equacao de compatibilidade
(Vg = 0), que é satisfeita se as componentes da conexao forem os simbolos de Christoffel
da métrica g,, e as conexoes sao as de Levi-Civita. E, por este motivo, sobra apenas
a métrica como variavel. No formalismo métrico, o mesmo critério é obedecido, por
estd razao, para se obter as equagoes de campo para esse formalismo é suficiente apenas
realizar as variagoes com relagdo a métrica . Porém, no formalismo Palatini (métrico-afim)
(que estudaremos mais adiante) deixa as equagdes de campo fixarem a conexao. Por
“coincidéncia”, no caso da agao de Einstein-Hilbert, as equagoes da conexao condizem,

justamente, com a mesma eq. de compatibilidade e, portanto, a mesma conexao de
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Levi-Civita. Porém, para outras lagrangianas (como a de f(R)), essa coincidéncia ja nao

acontece.

Assim, para o setor gravitacional, no formalismo métrico, obtemos

§= 5 [ ded (Vaf(R) = 5 5 [ 2[5 (v=a) F(R) + V=d (F(R))]  (37)

a partir deste ponto, com o intuito de simplificar as equagoes iremos considerar a seguinte

notagdo: fr =df/dR e f = f(R). A variagdo do determinante da métrica (/—g) é :

1
o/—q = —5\/—ggw(5g““ , (3.8)
lembrando que, da definicao do escalar de Ricci R, temos:
OR = R,,,09" + g"" 0 R, (3.9)

entao, obtemos:
"6 Ry = g" (V-0T7,,) (3.10)

onde os simbolos de Christoffel (componentes da conexao de Levi-Civita) para a métrica

Juv SA0 €XPIessos por:

FT = au} =35 ( ugAu+augAu 8)\91/#) . (311)

e considerando que V, (/—g) =0 < V,9,, = 0.

Assim, é possivel reescrever a Eq. (3.7) como

=3, 2/d4x\/_

fRRw/ - g;wf + guquR VuvnfR

59" = 0. (3.12)

Para o setor de matéria, a variacao da acao pode ser resolvida de maneira semelhante,

ou seja,
55y = / d*es (V=gLu)
_ / d'e/=g ( u,,) g (3.13)
onde, o tensor Energia-Momento é expresso por: T, = —%%.

Com isto, obtem-se as seguintes equagoes de campo:

f
fRR/w - §g,ul/ + g,uZ/DfR - v,uvufR = 'KLT;W . (314)
Agora, perceba que, tomando o trago da Eq. (3.14) com a métrica inversa g"”,

temos
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onde T' = ¢g"T,,, ¢é o trago do tensor energia-momento. A relacao diferencial existente
entre R e T, nos diz que as teorias f(R) podem conter mais solugdes do que a teoria de

Einstein.
Reescrevendo as equagoes de campo (3.14) de gravidade para o formalismo métrico
na forma das equacoes de Einstein, temos

1 w7, f=Rir  9wbOfr+V,.Vifr

G,=R,, —~g.,R = i ,
p w = 59u T + 9 2 I
_ kK eff
onde foi introduzido um tensor Energia-Momento efetivo
e f - Rf
T;Sz/ff) = TRQMV - guVDfR + Vp,vufR (317)

Desta maneira, a modificacao da acao, passando da agao de Einstein-Hilbert, linear
em R, para a acao f(R) (3.6), se obtém uma “corregao” efetiva de origem geométrica no
lado das “fontes”. E nesse sentido que se propoe este tipo de modificacdo da gravidade

para resolver os problemas da Matéria e Energia Escuras.

Porém, como pode se perceber em (3.14), a equac¢do de campo para f(R) obtida
no formalismo métrico, é uma equacao diferencial de quarta ordem na métrica, uma vez

que, em R ja contenha derivadas de segunda ordem da métrica [53].

Isso causa problemas para esta teoria, como por exemplo, a apari¢dao de “fantasmas”
(ghosts), que a tornam instével perante pertubagoes, essas instabilidades se dao devido ao
teorema de Ostrogradski [54], que afirma que teorias de ordens superiores nao possuem

um estado de minima energia, podendo decair até estados infinitamente negativos [55].

Com o objetivo de solucionar esse tipo de problemas podemos enunciar um for-
malismo distinto para realizar a variagdo da acao descrita pela Eq. (3.6), a saber, o

Formalismo de Palatini que sera descrito na proxima secao.

3.2.2 O Formalismo de Palatini

Embora, ndo leve seu nome, o formalismo de Palatini parece ter sido inicialmente
considerado por Einstein [56, 57], que o descartou ao perceber que as equagoes dindmicas
obtidas no caso da acao de Hilbert eram equivalentes as obtidas no formalismo métrico.
Caso tivesse considerado alguma outra acgao, teria percebido que essa equivaléncia s

acontece nesse caso particular

Pela sua prépria definicao, o formalismo de Palatini fornece equagoes de campo
diferenciais de segunda ordem na métrica, o que corta pela raiz os problemas das instabi-
lidades mencionadas nas teorias de gravidade modificadas no formalismo métrico. Uma

outra qualidade extremamente importante é que, também pela estrutura natural deste
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formalismo, as equagoes para as componentes da conexao sao vinculos, e ndo equagoes
dindmicas. O que, em outras palavras, quer dizer que nao introduz novos campos dindmicos

(capazes de se propagarem) no jogo.

Por esses motivos, o formalismo de Palatini apresenta uma via muito interessante
nas tentativas de explicar a expansao acelerada do Universo sem precisar considerar a

Energia Escura.

No Formalismo métrico, realizamos a variacao da acao com respeito a métrica e
consideramos a priori que a conexao € a de Levi-Civita. No Formalismo de Palatini, porém,
vamos supor que métrica e conexao sao entidades geométricas igualmente fundamentais
e independentes. Como tal, suas equagoes de campo devem ser obtidas por variagoes

independentes da acao em relacao a métrica e a conexao.

Para comparar os resultados do formalismo de Palatini, estudaremos de novo nessa
secdo a acao da Eq. (3.6). Contudo, diferente do que ocorre no Formalismo Métrico,
a conexao [}, é independente da métrica g,,. Neste caso iremos adotar um tensor de
Ricci (R,), este que é formado a partir da conexdo independente e da métrica. Com isto

também podemos adotar um scalar de Ricci (R = ¢""R,,,), por consequéncia.

Tomando a variacao da agao com respeito a métrica e a conexao, para o setor

gravitacional, obtemos:

08 = 21,@ / d* [V=9f (R) + V=9f=Ruw (06" + V=9 Frg" (0Rw)| . (3.18)
e, lembrando que
0V=g = ng (09") (3.19)

temos que:
_ 1 4 f 2 I uv
08 = 55 | d'av/=g || [rRyw = 59w = K T | 06" + frg" Ry | - (3.20)

Qualquer tensor de dois indices pode ser escrito como uma parte simétrica mais
uma outra anti-simétrica, ou seja, R = R.) + Ry, onde a parte simétrica e a parte
anti-simétrica sdo expressas por (uv) e [uv| respectivamente. Entao, para o primeiro termo

da integral da Eq. (3.20), obtem-se Ry,,16g"” = 0, pois a métrica inversa g"” é simétrica.

Consideremos agora, que as conexdes sejam simétricas (isto é, a torsdao é nula).
Podemos fazer esta consideragdo pois, nos casos em que, o tensor de Ricci é simétrico,
a conexao pode ser escrita como sendo a soma de um termo simétrico mais uma parte
vetorial, esta chamada de modo projetivo, que serve de fonte para a torcao. Porém, devido
a invariancia projetiva do tensor de Ricci, o modo projetivo nao influencia as equagoes de
campo para a métrica e, por essa razao, é possivel estabelecer desde ja que a torcao é nula

[58, 59], logo podemos expressar:

Ry =V (017,) =V, (T, (3.21)
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onde V representa a derivada covariante com relagao as conexoes independentes. Substi-
tuindo a Eq. (3.21) em (3.20), logo, para o tltimo termo da integral (3.20) encontramos a

seguinte expressao

[ = / d* 17/ =g frg" (Rw) = / d'ev/=gfrg™ [Va (6T,) =V, (6T))] . (3.22)

o integrando pode ser reescrito usando a definicdo de derivada covariante do produto, ou

seja,

Vi [v=afrg™ (010,)] = V=9frg"'Vx (0T},) + Va [V=gfrg"] (6T2,) .  (3.23)

Vo [V=9frg" (0T0,)] = V=4frg"' V. (0T),) + Vo [V=9frg™] (6T}\) - (3.24)
Substituindo as relagdes anteriores na Eq. (3.22), obtemos
[ a2 [Va (V=a/rg"0T0) = Vo (V=3/rg" 6T} (3.25)
+ [ [ (V=ate) (0T) + Ve (V=afeg (30))]
redefinindo os fndices e reorganizando os termos obtemos
1= [daVay=g*+ [ 'z [~Vs (V=afrg"™) + Vo (V=alrg™) 5] 6T, . (3.20)

onde J* = fr (g“”(SFfw - g’“dfﬁ). Logo a primeira integral em (3.26) é um termo de

superficie e, assumindo que se anula assintoticamente, temos

1 f v
0§ = o2 /d4a:\/—g [(fRRW = 39w = /£2TW> ogh (3.27)
+([-Va (V=9frg"™) + Vo (V=gfrg™) 5] 017, )]
o segundo termo da integral, pode ser reescrito da seguinte forma:

/ d'z H 5T (3.28)

pv

note que, H{” nao possui simetria nos indices ur, no entanto podemos escrevé-lo como
HY = H*™) + H"™ de modo que

H™ = =V, (V=9frg") + Vo (vV=0frg"") 8," (3.29)

" =V, (V=g1rg™) 5 (3:30)

Como H /[\“ v = 0, entdo o segundo termo da integral da Eq. (3.27), pode ser expresso como

[ e [-Va (V=airg"™) + Vo (V=gfrg™™) 8] oT2, (3.31)
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Assim, a varia¢ao da ac@o (3.6) no formalismo de Palatini é

1
0S = ﬁ/d‘lx\/—g l(fRRw, — ‘ggw, — /<;2TW) ogh” (3.32)

+ ([~ (V=atrg™) + Vo (V=aifrg™™) 67| T3, )]

A extremizacao requer 0S = 0 na equagao anterior, logo, da variagdo da acao (3.6) com

relagdo a métrica g"” obtemos

f
PR Ry = 59w = 52T (3.33)
onde, o tensor Energia-Momento é expresso por: T}, = _\/%7125%5 dado que a acao de

matéria é Sy = [d*r\/—gLy;. Vale lembrar que, a acio de matéria nio depende das

conexoes ['®

Lv» Mas somente da métrica g,,, e dos campos de matéria.”

O trago do segundo termo da Eq. (3.32), produz a equagdo para as componentes

da conexao

Vi (V=9lrg™) =0 (3:34)

Note que as equacoes de campo sao equagoes de segunda ordem, ao contrario do
que acontece no Formalismo Métrico que fornece equagoes com derivadas de quarta ordem
da métrica g,,. Note também que, tomando o trago em (3.33) com a métrica, obtemos
seguinte equacao algébrica

fRR —2f =kT . (3.35)

Neste ponto, é conveniente introduzir um novo objeto, que funcionard como uma

métrica auxiliar

h/w = nguV ) (336)

tal que V, (\/—hh’“’) = 0. Isto nos permite resolver diretamente a Eq. (3.34), cuja
solugao é a conexao de Levi-Civita. Portanto, as componentes da conexao em termos da

nova métrica sao

1
Loy = 50" Db + Ouhyg — Ohy) (3.37)

ou, em termos da métrica g,

F;);V = QchRg/\o{au (nguU) + al/ (ng,LMT) - 80 (ng;w)} . (338)

O tensor de Ricci generalizado R, é escrito como

31 1
ifingvuf?avufn - JTR

Isto é um ponto importante para evitar a quebra do Principio de Equivaléncia de Einstein [59].

1
RMV = R/“, —+ <VMVV - quulj> fR ) (339)

a
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onde R, ¢ o tenso de Ricci da RG construido pelo simbolo de Christoffel. Tracando a

expressao (3.39) encontramos o escalar de Ricci
3 3
R=R+ V. [rV'fr+ —0Ofr . (3.40)
2fr Ir

A partir dos resultados (3.39) e (3.40), podemos reescrever as equagoes de campo em

termos do tensor de Einstein:

K 1 f
Gw = —Tuw—=9uw|R - —VV W —
1% fR % 29u ( fR) + f ( g/ )fR
31 1
5 r2 { uva fR g,uu (va) :|
2 fr
_ P eff
= + [T + T (3.41)
onde, para o formalismo de Palatini temos o seguinte tensor energia-momento efetivo
. S =Rz Rf’]g 3 1
T,S,yff) = %% Guv + - (V VVfR g mVDfR) 2/‘€fR { uva fR g,w <VfR)

(3.42)

Note que existe dependéncia tanto da métrica g,,, como dos campos de matéria
em ambos os lados da Eq (3.41). Isto as torna semelhantes as equagoes da RG contudo, o

lado da fonte foi alterado.

Perceba também, que o tensor energia-momento encontrado para o formalismo de
Palatini (3.42) nos temos um termo a mais o que difere do tensor energia-momento efetivo
encontrado no formalismo métrico (3.17), ou seja, a mudanca no formalismo vai além da

modificacdo das equacoes de campo.

3.3 Além das teorias f(R).

As teorias f(R) sao somente um caso de uma classe de teorias métrico-afins (ou
formuladas d la Palatini) construidas com base no tensor de Ricci, chamadas teorias RBGs

[58, 60], que abordaremos no préximo capitulo.

Outra familia dessa classe, que vem ganhando destaque nos esforgos de lidar com
o problema das singularidades nas solugoes é a teoria de gravidade EiBI, proposta em
[61]), pois foi constatado que, em certos sistemas, as solugoes desse modelo caraterizando
buracos negros ou outros objetos compactos, podem evitar ou melhorar singularidades, o

que poderia trazer modificagoes significativas nos resultados padrao da astrofisica estelar
[62, 63, 63].

3.3.1 Teoria de gravidade EiBI
Essa teoria de gravidade é derivada a partir da seguinte acao:

1
Swipr = = [ d's W—@W YR (D) = A\ 3| +Su (g V), (3.43)
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onde a parte de matéria é representada por Sy, os campos de matéria sdo denotados por
U, e € é o parametro constante da teoria com dimensao de comprimento ao quadrado.
Em geral, a constante de acoplamento A esta relacionada com uma constante cosmologica
efetiva A = 1 4+ eA. No entanto, por simplicidade, nesse trabalho iremos considerar, como
em [64], A =1 (ou A =0).

As equagoes de campo da teoria EiBI original possui uma estrutura diferencial
peculiar, que é semelhante as equagoes encontradas na abordagem metrico-afim das
teorias f(R), que vimos anteriormente, ou seja, a conexao é considerada como um campo
independente. Como resultado, elas exibem problemas de instabilidades comuns com esta
ultima e com outras teorias em que a matéria é acoplada ao escalar de Ricci, que também
apresenta caracteristicas semelhantes [65]. Por esse motivo, iremos considerar apenas a
parte simétrica do tensor de Ricci construido com a conexao I', o que restabelece a

simetria projetiva, resolvendo os problemas de instabilidades (fantasmas) [66].

Assim, podemos definir o tensor
Py = G + Ry (3.44)

que resulta simétricos, sendo que g¢,, € R, o sdo. Desta forma a acao (3.43), se torna

Spr = G;/dzlx [\/—_h— \/—_g} + S, (345)

com h = det h,, e det g,,. Tomando as variacoes independentes da métrica e da conexao

obtemos as equagoes de movimento:

VR = =g (g — e®T) (3.46)
Vi (V=) =0, (3.47)

onde a eq. (3.46) é a eq campo para o tensor métrico e (3.47) é a eq. de campo para a

conexao. O tensor energia-momento relacionado aos campos de matéria é expresso por:

™ = —\/%fgg‘;—]”. Tomando a eq. (3.47), podemos concluir que a conexao associada a
nv

métrica auxiliar é a de Levi-Civita, ou seja,
M

qu = 7 (a,uhllﬁ =+ a,uhuﬁ - aﬂh,uz/> (348)

3.3.1.1 Matriz auxiliar Q)
Rescrevendo a eq. (3.44) na forma:
GRMV (h) = h’,ul/ — Guv (349)

podemos pensa-la como uma equacao para se obter h,,. Note que o lado esquerdo desta

eq. possui derivadas de segunda ordem na métrica h,,, e, para resolvé-las, é necessario que
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exista uma relagao entre a métrica auxiliar h,, e a métrica fisica g,,. Assim, assumiremos

que existe uma matriz O que as relaciona, segundo
h,uu = g,uonS ) (350)
e substituindo essa expressao em (3.46), obtemos

v

0 (Q71)" =0, — T, (3.51)
Agora, contraindo a eq. (3.49) com a métrica h**, chegamos a:
€Rl (h) = L (68 — h™g,,) . (3.52)

v

Trabalhando um pouco mais a expressao anterior, obtemos
1 o
I wo_ -1 Al
RHV (h) - € (51/ (Q ))\g gau>
e, finalmente,

Ii2

1]

V19l =1
ol + T

€r?

Ry (h) = (3.53)

Se considerarmos o caso de vacuo, ou seja, 1), = 0, a matriz expressa por (3.50) é
proporcional a (3.51), de maneira que tanto a métrica fisica g,, quanto a métrica auxiliar
h,, se tornam conformes, e |Q2] = 1 [67]. Isso implica que, no vacuo, as solugoes desta

teoria sao idénticas as mesmas que as encontradas na RG.

E possivel observar que, quando utilizamos o formalismo de Palatini, as equacoes
de campo para a métrica auxiliar, tanto para teorias f (R) quanto para FiBI sao similares

na sua estrutura [68], que basicamente apresenta a forma

R () =

(L™, +TH) (3.54)

~

2]

No caso de f(R) no formalismo de Palatini, Lo = 75 f (R); para o caso de EiBI a

V9=

er?

sobre a versao geral das RBGs, isto é, considerando uma lagrangiana de gravidade

Lagrangiana é dada por Lg = . No préximo capitulo, iremos trabalhar diretamente

L(Guw, Ry (I')) genérica.
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4 Teorias baseadas no tensor de Ricci

(RBGs)

Como vimos no capitulo anterior, as teorias de gravidade modificada tentam oferecer
possiveis vias de solugao para os problemas que ainda estao em aberto e que envolvem
a RG. Principalmente, estas teorias buscam apresentar solugdes para os problemas da

Matéria e Energia Escura, entre outros.

No presente capitulo, apresentaremos a classe de teorias que chamamos “RBGs”

[59] (do inglés Ricci Based Gravities ou Teorias de Gravidade baseadas no tensor de Ricci.

Consideremos a seguinte acao:

S = 21%2 / d4iL‘\/—_g {‘cG(g/“/’ R(l“’) (F)) + ‘Cm(glwv wm)} 5 (4.1)

onde a lagrangiana gravitacional L¢(guw, Ry (")), é construida a partir da métrica de

espaco-tempo g,, (onde g indica o seu determinante), e o tensor de Ricci simetrizado

(67

iws que € independente da métrica.

Ry ('), a partir da conexao afim I'

O fato de nao impormos a priori nenhuma estrutura definida para a conexao,
diferente do caso da RG, onde se assume desde o inicio uma conexao do tipo Levi-Civita,
implica que a principio, em geral, deveremos levar em conta sua parte anti-simétrica, a
torsao Sy,. Veremos que as teorias RBGs resultam, por construgao, independentes da

torsao. E, por isto, poderemos deixa-la fora de consideracao.

Para vermos isto escrevemos primeiramente a conexao em termos de suas partes

simétrica C'j, e anti-simétrica S, Assim
I, =Ch + 55, . (4.2)

Temos também que a lagrangiana de matéria é representada por L,,(g,.,¥m), onde 9

denota os campos de matéria que acoplam com a geometria apenas através da métrica g, .

4.1 Equacoes de campo nas RBGs

Para obtermos as equagoes de campo, consideraremos a variagdo da agao (4.1),

tomando as varia¢oes independentes em relagao a métrica e a conexao. Temos:

5S = 2152 / d'z {6 [V=9Lc(gur Ry (D))] } + 68,

- 2/12 /d4x { [6\/—_9] La++V—g [Mg(gw, R(W)(F))} } 5S,, (4.3)
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Vamos considerar as seguintes relagoes:

1
0N/ —g = —5\/—gg“”(59u,, (4.4)

OLa 0Lqg
5 1] v F 5 v AR (T)
£G’ (g’u R(M ) ( )) ag,uy gH aR(ull) (F)

substituindo os resultados (4.4) e (4.5) em (4.3), obtemos

0Le La 0Lg
4 _ %
=53 /d { [8 - 5 gu,,] ogh” + aR(W)(D(SR(W)(F)} +4S,, (4.6)

5R(W) (I) (4.5)

A variagdo do Tensor de Ricci é dado por:

0Ru =V (013,) =V, (0T3,) +28,6T%, (4.7)
vamos considerar também, que Z* = B%f‘y. Assim, a Eq. (4.6) pode ser reescrita da
seguinte maneira

0Ls Lg
_ 4 ad<d uv
—22/d { [3“” 29459
+2m [Vy (013,) =V, (0T3,) + 280,015, |} + 0Sm - (4.8)

Agora iremos trabalhar apenas com o segundo termo da integral (4.8), desta forma, temos
Ir = / d'zy/—g2" [V, (6T),) — V, (6T3,) + 252,67, (4.9)
reorganizando os termos e considerando que K* = Z“"éF;}B, a Eq. (4.9) se torna
/ d'x {V\ (K*/=g) = 6TV, (vV—92")
V=92t |-V, (0T35) + 250,013, } (4.10)
manipulando a expressao anterior e isolando o termo de fronteira, chegamos a
I = / e {0, (V=gK*) = Vi [V, (V=g2"™) - 255,/ 92| 6T} (4.11)

Agora, podemos substituir este resultado na expressao (4.6)

- = 2/d4 { (aLG _fe, )59“"+28,\ (V=9K*) (4.12)

g~ 2 M

+2v/—g [ u (V=92") + S8, 270 + 25;2#”] 5%} + 68

\/_

Logo, as equagodes de campo tem a forma

0Ls  La
HQTIW = ag/w_7gw (4.13)
1
WHS = ——=V\(V=g2") + 8:,27 + 283, 2" (4.14)

NS
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. o) s _ 2 JS,
o tensor Energia-Momento para os campos de matéria ¢ expresso por 1), = Vet E O

acoplamento de conexdo-matéria é dado pelo tensor H,”?, no entanto, assumiremos que
os campos de matéria nio esteja acoplado & conexao, portanto teremos H,"” = 0. Assim
a Eq. (4.14) se torna

S
NS

Tomando a expressao (4.2), e considerando que a derivada covariante para um dado tensor

0= Vs (V=92") + S5, 270 + 285,21 (4.15)

qualquer V,, é dado por
vV, =0V, - C’E‘VVQ — Sﬁl,Va = VSV,, - SﬁUVa , (4.16)

esta expressao nos permite reescrever a Eq. (4.15) como
1
v—9

Esta relacgao, é responsavel por permitir que possamos trabalhar, tanto para o caso em

v§ (V=92 = sp, 2 — 80, 7 (4.17)

que matéria esteja acoplada a conexao, quanto para o caso em que nao tenha acoplamento

entre conexao e matéria.

Associando um tensor de Kronecker 6* ao tensor Z°”. Desta forma a eq. anterior

pode ser reescrita como:
1
v—9

Agora, trangando para pua e, apos realizar algumas manipulagoes, chegamos a

VS (V=goh 2y = 83,84 21 — S ok 2 (4.18)

L

V=3

o
S)\o'

Vi (V=977) = SZ = SLAN - 077 4 2

(0027 = o5z")  (4.19)

A partir da equagao anterior, podemos propor uma descricao alternativa para a
conexao, que sera expressa em termos de uma nova variavel I'. Estamos propondo essa nova
conexao pois, buscamos obter o tensor de Ricci simetrizado vai depender Considerando a

torsao, a parte simétrica de I' ird se relacionar com I', da seguinte forma:

~ 1
A A A Qo A Qo
o =Th+3 (5285, — a,55,) (4.20)
Onde, definindo que S’;‘V = fﬁy, tal que:
~ 1
A A X Qo A Qo
Cov=Cp=3 (6385, — a,55,) (4.21)
e
~ 1
A QA A Qo A Qo
S =15 =73 (6285, — a,S5,) (4.22)
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assumindo as propriedades de simetria da conexao T, na eq. (4.19), obtemos

\/i—gvf (\/—_QZﬁy) = (S'Z)\gﬁ” - ng)\g)\n) g/\pZHp + %5:\\Sga (951/ - gyﬁ) (9 = 9") Zp

= (Stag™ = S0Ag™) 6 2, (4.23)

Como estamos considerando o tensor de Ricci simétrico, entao Z,, = 0 e, também a torsao
X 4 : ¢ I _ gl .
S,y € nula. Assim, V) =V = V|, portanto:

1 I v
ﬁvu (vV=92") =0 (4.24)

que implica na dependéncia da conexao na derivada.

4.2 Meétrica auxiliar e matriz de deformacao

Agora, associando um tensor simétrico g, tal que

V=997 = V=44, (4.25)

a relacao (4.24) se reduz a uma equacao de compatibilidade para ¢, , que funcionara como

uma métrica auxiliar
Vi (V=4q") =0 (4.26)
Portanto, podemos agora escrever as componentes da conexao I', como os simbolos de

Christoffel em termos do novo tensor g,

Ao
q ~ ~
I, = 5 (V<o + VG — Vi) (4.27)

Neste ponto, iremos introduzir uma matriz de deformagao 2, esta que sera responsa-
vel por relacionar a métrica de espago tempo g,,, com a métrica auxiliar g, algebricamente

da seguinte maneira:
e v - H av
Quw = Gually, & ¢ = (Q 1)ag (4.28)

Vale salientar que, como veremos adiante, 2%, é determinada pelo contetido de matéria,

através do tensor de energia-momento.

A matriz €2, em conjunto com a relagao acima, nos permite reformular a definigdo

da equagao da métrica auxiliar dada pela expressao (4.25). Logo, obtemos
V=g = V=99" (4.29)

A partir deste resultado podemos expressar o tensor de Riemann em termos da

métrica auxiliar

« _ po ~ Cra Cra A A
RS, (T) = RS, (C) + VGT5, — VOTG, + Thyl, — ThsTo (4.30)
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uma vez que conhecemos o tensor de Riemann, contraindo a relagao anterior obtemos os

tensor de Ricci,

Ry (T) = Ry (C) + VGT, + T) T, — T,I7 (4.31)

vyt pA P VA

Juntando essas tltimas expressoes, podemos construir o tensor de Einstein, para

obter as equagoes na forma semelhante as da Relatividade Geral,

&la) = e, (2o + D)o 4.32
V(q)_|§‘2|1/2|: V_<G+2> M]' ( )

No préximo capitulo, apresentaremos um método desenvolvido recentemente, que
consiste em um procedimento algébrico capaz de realizar um mapeamento entre as teorias

RBGSs e a Relatividade Geral, relacionando as equagoes de campo e as solugoes.



5 Mapeamento RBGs para RG

Neste Capitulo trataremos de um método de mapeamento, apresentado primeira-
mente em [69], que é capaz de levar as equagoes e solucoes das Teorias RBGs para a RG, e
vice-versa. Este procedimento é um método algébrico para mapear as equagoes de campo
de teorias métrico-afins de gravidade nao lineares (da classe RBG), acopladas & matéria
descrita por uma determinada lagrangiana, nas equagoes de campo da RG acopladas a
uma lagrangiana descrevendo o mesmo tipo de de matéria porém, com uma estrutura
(dindmica) diferente [70].

A grande vantagem disto é que permite fazer uso dos métodos e resultados bem
estabelecidos no contexto da RG, para resolver sistemas das RBGs que, devido ao fato de

serem fortemente nao lineares, possuem uma dificuldade muito maior [69].

Consideraremos primeiramente o caso geral com matéria escalar e, em seguida,
mostraremos que o procedimento pode ser estendido em forma bastante direta para o caso

em que a fonte é descrita por um fluido anisotrépico.

5.1 Mapeamento com matéria escalar

Como dito anteriormente iremos apresentar um caso geral do método de mapea-
mento entre as teorias RBGs e a RG, onde iremos considerar campos escalares. Apesar
deste ser o tipo mais simples de matéria, desempenham, por um lado, um papel importante
na cosmologia inflacionaria, e em modelos de Energia Escura. Por outro lado, no contexto
das RGBs, permite a obtengao de solugbes caraterizando objetos compactos (escalas
astrofisicas), com interessantes propriedades em relagao a sua estrutura (sem horizonte de
eventos e sem singularidade central, mas com estrutura de buraco de minhoca), que varia

em funcao da teoria especifica de gravidade, L, considerada.

Assim, vamos considerar uma teoria de gravidade Lg arbitraria, acoplada a um
campo escalar real com agao genérica nao canonica P(X), descrita pela seguinte acao:
1
Su(X.0) = =3 [ d'V=gP (X,0) (5.1)
onde X = ¢*%0,005¢ e P é uma fungdo escalar arbitraria de seus argumentos. Entdo,

realizando a variacao da expressao anterior

58(X,6) = =3 [ d* (5v=9) P(X,0) + (6P (X,6)) V=7 52

lembrando que a variacao de \/—g é dado por

—1
0/ —g = 7\/—gg“”5g,w (5.3)
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e a variagao da fungao P (X, ¢) é

or or

onde, estamos considerando Py = dP/dX. Agora, substituindo as expressoes (5.3) e (5.4)

em (5.2), chagamos a

5, (X, ) = —; [ { [—;\/——ggwaguy] P(X,6)+ anx\/——g} (5.5)

manipulando a expressao anterior, obtemos

58m(X, ) = —; [ d'av=309" g {PXg"‘” 60,6 — P(;M)} (5.6)
logo, o tensor energia-momento é dado por:
1", = Pxg"*0.00,¢ — W{S‘L, (5.7)
ou ainda, podemos reescrever a expressao anterior da seguinte maneira
T" = Px X! — P()Q(ﬁ)é"y. (5.8)

considerando que X! = ¢g"“0,¢0,¢ e, portanto, X = X é seu trago.

Note também que podemos realizar uma expansao de 2 em séries de poténcia do

tensor energia-momento

02, = ay (X, 0) 0, + ar (X1,6) T% + a (X, 6) THTS + - - (5.9)

v =

Esta ¢ uma maneira bastante conveniente para expressar o tensor energia-momento, pois
podemos expressa-lo como poténcias de X. Um fato importante em se ter esta relacao
esta ligada aos campos de matéria. Pois, X é responsavel por descrever a dinamica dos

campos escalares.

Agora, com o intuito de simplificar a expansao anterior, tomemos a eq. (5.8).

Assim, 2%, deve apresentar a forma
0 =C(X,9)0", +D(X,0) X" (5.10)

onde as fungoes C (X, ¢) e D (X, ¢) sao dependentes do modelo de gravidade estudado.

Devido a estrutura que a equagao (5.10) apresenta, é permitido mostrar que a
dependéncia que existe do lado direito da equagao (4.32) em ¢g"”, pode ser eliminada em

favor dos campos de matéria e de ¢"”. Note entdao que, pela relagao (4.28), temos que:

9" 0a = 0" 00 = ¢"° (CO§ + DXG) 0u0 = (C + DX) ¢"° 03¢ (5.11)
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Entao, podemos escrever

X' = (C + DX) Y, (5.12)
e, consequentemente
X
Y = —— Nl
C+ DX (5.13)

lembrando que Y} = ¢"*0,¢0,¢ ¢ Y = Y}, considerando esta funcdo Y = Y (X, ¢)
podemos obter uma relacao inversa. Desta maneira, os termos dependentes da métrica g,,,
do lado direito da equagao (4.32) podem ser expressos em termos da métrica auxiliar g,,.
Isso permite uma interpretacao de TW como um tensor Energia-Momento real dos campos
de matéria no espago-tempo relacionado com ¢,,. Logo, podemos assumir a existéncia de

um modelo de campo escalar descrito por uma agao:

~ 1
Sn(Y,0) = =5 [ d'V=aK (v.9). (5.14)
a variacdo da expressao anterior obtem-se que o tensor energia momento tem a forma
- K (Y,
T = KyY" — (2’@5*;. (5.15)

onde, temos também um Tensor Energia-Momento associando T# = Ky Y*# — %f( (Y, ).
Assim, para que o mapeamento entre as Teorias RBGs acopladas a um campo de matéria

escalar e a RG acoplada a um outro campo escalar, deve-se solucionar a seguinte equagcao

algébrica
A R ) +f 5" (5.16)
v =g [T~ \Fet g ) 0] '
Considerando as seguintes relacoes:
1
[T 1
KyY! = |Q|1/2PXX” (5.17)
1
K(YVi0) = oo (2o + XPy— P (X.0) (5.18)

substituindo as relagoes (5.17) e (5.18) na eq. (5.16), obtemos

N 1 XPx—P
T = —— {P Xh — (ﬁ ) 5“] , 5.19
Perceba também que, o trago da eq. (5.12) combinado com a eq. (5.17) nos da
1
HTIE x (C+ DX) (5.20)

Finalmente, para estabelecer o mapeamento de maneira adequada entre teorias acopladas
a matéria escalar, é necessario se a solucao é compativel com as equagoes de evolugao dos
campos escalares, que surgem da variacdo de matéria em relacdo ao campo escalar e pode
ser escrita em duas formas equivalentes, que sao:

P
oy (\/—_gPXg““@oxb)—\/—_97(ZS =0 (5.21)
Ky

0, (V=1K24"0.0) —V=a1" = 0 (5.22)
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Agora, considerando o determinante da eq. (4.28) e o trago das eqgs. (5.12) e (5.17),

encontramos
V=9Pxg"0s0 = /—q(C+ DX) Kyq¢"“0,¢ (5.23)
= V—qKyq¢"0 .0
A partir deste resultado, e comparando as egs. (5.21) e (5.21), chegamos a:
Py
Ky=—7 (5.24)
€2

onde, Ky = 0,K (Y, ¢).

A eq. (5.24) em conjunto com as egs. (5.17) e (5.18) formam o sistema de equagoes

referentes ao mapeamento.

5.2 Mapeamento com fluidos anisotrépicos

Na se¢ao anterior, apresentamos o caso geral do método de mapeamento para
RGBs acopladas a matéria escalar, e obtivemos equacoes explicitas, a partir da relagao

entre os correspondentes tensores de energia-momento.

Independente dos campos de matéria, essa relacao pode ser aplicada também ao
caso em que a matéria considerada pode ser interpretada como um fluido. Nesse caso,
podemos partir diretamente das equacoes que relacionam 7, e Tw- No intuito de manter
o problema o mais geral possivel, consideraremos um fluido anisotropico, descrito por um

tensor energia-momento com a forma|[71]:
T = (p+p)U'U" +prg" + (pr — p)X"X" (5.25)

onde g, U*U" = —1 e g, x"*x" = 1 sdo vetores unitarios temporal e espacial, respectiva-
mente; p representa a densidade de energia, e p, e p; sdo as pressoes radial e transversal
(a x*) (um fluido perfeito é o caso particular em que p, = p,). Contraindo a eq. (5.25)

com a métrica g"”, obtemos

T, = (p+p)U*U, +pi6", + (pr —20)X"X0 (5.26)

e seu traco é dado por:
T=p—p—2p1 (5.27)

Nas coordenadas adaptadas ao fluido (coméveis), o tensor energia-momento (5.25)

fica diagonal:
™ = diag(=p, pr, pL,P1)- (5.28)

Este resultado nos sera bastante Util mais adiante.



50 Capitulo 5. Mapeamento RBGs para RG

Para podermos utilizar o método de mapeamento neste caso, precisamos compor a
estrutura algébrica compativel com a do fluido anisotrépico em questao. Propomos entao

o0 seguinte ansatz para a matriz de deformagao da eq. (4.28) que tem a forma
Qt, = ad*, + pU*U, + vx"xu - (5.29)

onde os coeficientes «, [ e v sdo fungoes de p, p, e py. Substituindo entéo as eqs. (5.26) e

(5.27) no tensor de Einstein expresso pela eq. (4.32), obtemos

2

- |Q’f1/2

a*,(q) (p+p)UT, + (pr — pL)X" X0 + (p ;p’“ - 5(;)5%} . (5.30)

Neste ponto, iremos considerar um novo fluido, este acoplado a RG, com o objetivo
de explorar as possiveis correspondéncias entre as variaveis em termos da métrica g e as
variaveis da métrica g. Para identifica-las, as densidades de energia, e as pressoes radiais e
tangenciais dadas em termos da métrica ¢, serdao denotadas segundo: p?, p? e p?. Assim,

o tensor energia-momento em termos da métrica ¢, é expresso na forma
T, = (p" + p1)V'V, +p1o", + (p! - p1)E"E (5.31)

Agora, considerando que

Gi(q) = K*T}(q) (5.32)

substituindo (5.30) e (5.31) obtemos

2

(p—kpl)U“UL+—Q%-—pL)x“xV+—(p_;pr——LG>5”4 = (5.33)

= E2(p? + p VIV, +plot, + (pf—pl)ere, ,

|Q|—1/2

o que, assumindo as relagoes U*U, = V*V, e x*x, = ", nos leva em

1 P — Dr :|
T .y 5.34
p WQ[ g (5.34)
ypl = LD 5.35
P+l a2 (5.35)
q _ 9 — pT’_pL 536
2z by ’9’1/2 . ( )

Esse sistema de trés equacoes é responsavel por fornecer a correspondéncia entre os
dois conjuntos de escalares expressos por: {p, p.,p1} e {p?,p?, p?}. Esta correspondéncia
nos permitird, uma vez definida a Lagrangiana gravitacional L5 da RGB que formos

estudar, escrever a matriz 2, da eq. (5.29) em termos das solugdes encontradas na RG.
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6 Aplicacao do Mapa: Gravidade EiBl com

Eletrodinamica nao linear

Como um exemplo de aplicagao de todos resultados que obtemos até agora, iremos
implementar o método de mapeamento para o caso da teoria de gravidade EiBI, acoplada
a campos eletromagnéticos descritos por uma teoria nao linear. Veremos como esse sistema
extremamente nao linear (nao linear no setor de gravidade e nao linear no setor de matéria)
pode ser levado a uma forma muito mais palpavel, pondo em evidencia a poténcia do

método de mapeamento.

6.1 Gravidade EiBl com fluido anisotrépico

Note que, partindo das rela¢oes para o fluido anisotrépico que foram descritas na
secao anterior, e utilizando a forma diagonal do tensor de energia momento obtida em
(5.28), o determinante de Q) pode ser calculado explicitamente a partir da eq. (3.51), e

obtendo-se:

g = [0 =p) (=) (0 —p1)?] - (6.1)

Por outro lado, multiplicando ambos os lados da eq. (3.51) pela matriz Q obtemos

VI, = av, 32, - e’T2] (6.2)

Substituindo agora o ansatz (5.29) para a Q" e o tensor energia-momento (5.26) na

equacao anterior, ficamos com

VI, = (@80 4+ BU U + 1"Xa) [ME = e ((p+ pL)UT, + P10 + (r = pLX"X)]
(6.3)

substituindo também o determinante de (6.1) na eq. anterior e, apés realizar algumas

manipulacoes algébricas, e introduzindo a notacdo p = ex?p, p, = ex’p, e P = ek’py,

chegamos ao seguinte conjunto de equagoes:

N —p1) (A —p,)"

e o
= ~1/2

st o

o= A+ =p) (6.6)

Lembrando que a lagrangiana para a teoria de gravidade EiBI é Lgipr = (\/|Q] — A)/er?,

e utilizando o determinante de ) obtido em (6.1), e aplicado no conjunto de equagoes
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(5.34), (5.35) e (5.36), obtemos

N L L e e .
S PO P 3} N ) (6.7)
+ P 2 | [1+ 2 ]
—
N el -
A—pL = (6.9)

1
\/1+ 5+ (ﬁq;ﬁ?)}\/l_i_ 79 — )] ’

onde p? = ex?p?, pl = er?p? e P = ex®p?, sdo fungoes do fluido na RG. Essas relagoes sdo
as responsaveis por estabelecerem a correspondéncia explicita entre as fungoes do fluido
do lado da RG (sobrescrito q) e as do lado da Teoria FiBI.

6.2 Mapeamento de fluidos eletromagnéticos

Um exemplo interessante a se considerar, onde podemos aplicar os resultados obtidos
em forma geral, é o caso das eletrodinamicas nao-linares (NEDs, do inglés: Nonlinear
Electrodynamics), pois os campos eletromagnéticos, mesmo em modelos nao lineares,

podem ser descritos como fluidos anisotrépicos.

6.2.1 NEDs como fluidos anisotrépicos

A lagrangiana de Maxwell se escreve na forma

1
Shtax = 5 /d4x\/—gF , (6.10)

ou seja, é linear no invariante F = —%FWF # sendo F),, = 0,4, — 0,A, o tensor de
campo eletromagnético é F* = gt*g"PF, 5. Logo, chamamos de eletrodiniAmica ndo linear

(NED) a um modelo de campos eletromagnéticos descrito por uma acao da forma

onde ¢(F) é uma fungao arbitraria do invariante F'. Assim, a equagdo de campo para o

campo NEDs toma a forma
(V=g orF") =0, (6.12)

onde ¢pp = d¢/dF, e o correspondente tensor de energia momento é dado por

T = =L [¢rFiFS — L6(F),| . (6.13)

v

Para nosso objetivo de mostrar que as NEDs podem ser interpretadas como fluidos, é

conveniente estudar um caso concreto. Por simplicidade, consideraremos uma configuracao
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esfericamente simétrica e estdtica. Logo, o invariante assume a forma F = —gyg,..(F™)?, e
a equacdo (6.12) se reduz para a componente na dire¢ao radial, 0,(¢rr*\/—gu g F'") = 0,
que pode ser integrada para obtermos@rr?y/—gu g " = @, onde a constante de integracio
() esta relacionada com a carga elétrica do campo. Em termos do invariante, essa mesma
expressao leva a F¢% = Q*/rt, que é uma equacio algébrica para F' = F(r), que depender4,
da funcao ¢(F’) escolhida.

Substituindo esses resultados na expressao (6.13) do tensor energia-momento

Th, = diag (6~ 2o, 6~ 2Fbr, 6, 6) (6.14)

e comparando com (5.26), vemos que as NEDs podem, de fato, ser interpretadas como

fluidos anisotropicos que satisfazem as relacoes:

¢ —2F¢pp = —p, Dr=—p, pL=o(F). (6.15)

A primeira equagao implica que o invariante devera ser uma fungao da densidade, F' = F(p).
A dltima relagdo permite entao interpretar também p, = K(p), onde a funcao K(p)

carateriza o modelo de fluido particular, do mesmo jeito que ¢(F') especifica a NED.

Nessa altura é possivel visualizar de forma clara um ponto que vale a pena ser
destacado. Olhando para o lado esquerdo das Eqs. (6.7) e (6.8) é facil ver que a condigao
da NED no referencial da RGB, p., = —p, leva automaticamente numa condi¢ao analoga,
p? = —p?, no referencial da RG. A consequéncia disto é que uma NED acoplada a uma
RGB ¢é mapeada naturalmente em um NED acoplada a RG. Perceba que no meio da
grande nao linearidade do mapa entre essas teorias, essa propriedade nao ¢ nem um pouco

obvia.

Assim, as Egs. (6.7), (6.8) e (6.9) que mapeiam EiBI em RG, quando particulari-

zadas para o caso do “fluido eletromagnético”, se simplificam para a forma

. PRG
= e 6.16
PEiBI 1 —~pRG ( )
~ K
Krgip —5 (6.17)

onde KEiBI(ﬁEiBI) e KGR(ﬁGR) sdo as fungoes que especificam os fluidos/ NEDs na EiBI e

na RG respectivamente, e tomamos A = 1 (solugoes assintoticamente planas).

6.2.2 Exemplo: Eletrodinamica de Maxwell

Até aqui, mostramos que existe um mapa explicito capaz de relacionar FiBI com
RG, no caso de setores de matéria de campos eletromagnéticos governados por dindmicas
gerais (nao-lineares ou NEDs), utilizando sua interpretacao como fluidos anisotrépicos.
Como exemplo simples, porém muito ilustrativo, vamos considerar agora a eletrodinamica

de Maxwell acoplada a gravidade EiBI
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A lagrangiana de Maxwell é um funcional linear no invariante eletromagnético,
isto é, ¢(F) = F. Portanto, as condigoes (6.15) obtidas na se¢ao anterior para o “fluido
eletromagnético” se reduzem para: p, = —p = ¢(F) — 2F¢pp = —F, logo Fyax = p. Além
disso, lembrando que F¢% = Q?/r?, obtemos Fy.x = Q*/r*. Por tltimo, p, = ¢(F) = F

e p; = K(p). Portanto, no caso de FiBI acoplado a Maxwell temos Kg;pr = pgisr-

As equagoes de mapeamento de fluido (6.16) e (6.17) nos fornecem as fungdes

correspondentes ao fluido no lado da RG, que tem a forma

B PEiBI
_ _PmEBL_ 6.18
PRG 1 + pEiBr ( )
~ PRG
K = — 6.19
ne 1 —2pra ( )

6.2.2.1 Lagrangiana NED em RG

Temos obtido o mapa entre as componentes dos fluidos, de Maxwell acoplado a

EiBI, e um NED acoplado a RG. Portanto, ja estamos em condig¢oes de reconstruirmos a
lagrangeana da NED do lado da GR.

Propomos entdo uma agdo para uma NED arbitraria, andloga a (6.11), que acopla

com ¢y,
1
S = / A/ —q9(2) (6.20)

onde o invariante eletromagnético Z = —%BWB’“’ esta associado ao tensor de campo
B, = 0,B, —9,B, e B = ¢"¢"’B,3.

Para configuragoes eletrostaticas com simetria esférica, o correspondente tensor de

energia momento (6.13) sera

1
T, = —diag(® ~ 2795, @ ~ 279,,9,9) , (6.21)
7

e as relagoes (6.15) nesse caso se escrevem na forma pgr = 27 d 7 — P e Kar = (f>, onde

P = (ex?/8m)®. Utilizando entdo (6.19), obtemos uma equagao diferencial para d da

forma . o
Ao &+ 2
dZ 1420

(6.22)

Cuja solugao ¢é a equagao quadratica P2+d—7 /(4Zy) = 0, com Z, constante de integragao.

Portanto, a func¢ao @(Z ), isto é, a densidade lagrangena da NED acoplada a RG, é da

b(2) =5 (-1+ 1+ Z) . (6.23)

onde temos escolhido o ramo com sinal positivo para recuperar a eletrodinamica de Maxwell

forma:

(® ~ Z) no limite de campos fracos; Isto também fixa a constante de integragdo, ja que
d = (er?/81) D ~ Z/(47Z,), e entdo Zy' = (er?/2r).
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O surpreendente dessa expressao (6.23) é que sua forma coincide exatamente com

a densidade Lagrangiana da eletrodindmica de Born-Infeld [72],

Lpr=26"(1-\/1-%) . (6.24)

onde o parametro de Born-Infeld [ foi introduzido originalmente para evitar a divergéncia

do campo elétrico e da auto-energia de uma carga pontual.

De fato, as equagoes do campo NED neste caso, V,, (®zB") =0 ?, para solucoes
estéticas esfericamente simétricas ficam 22®, 72 = Q, com Z = —quq..(Z')%. Assim,

obtemos o invariante de campo®

2
Z(x) = 224(1_1;2%) , (6.25)

Para o lado eletrodindmico de Born-Infeld correto, isto é, Para o sinal “correto” (e < 0)
do pardmetro de Born-Infeld, Z(x) produz um campo elétrico limitado no centro, Z(z =

0) = 8% = |27 /er?| = Zy, que é o comportamento esperado para este modelo.

Com isto temos resolvido o mapeamento do setor da matéria. Agora sé falta aplicar

o mapa no setor gravitacional, ou seja, para as fungoes da métrica.

6.2.2.2 Matriz deformacdo.

O conjunto de equagoes (6.37), (6.38) e (6.30) estabelecem o mapeamento entre
as componentes dos tensores energia-momento acoplados as duas teorias de gravidade.

Porém, o objetivo final do mapeamento é obter solu¢des gravitacionais de forma explicita.

A aplicagao fica particularmente transparente quando a solugdo da RG é conhecida
de forma analitica. Assim, o ultimo passo do mapeamento serd gerar a solugdo para as
fungoes métricas no lado da EiBI (acoplada a eletrodindmica de Maxwell), partindo da

sua contraparte da RG (acoplada a eletrodinamica de Born-Infeld (6.24)).

Invertendo a relagao (4.28), obtemos g,, = (271) ua Jav- Portanto, basta aplicar a
inversa da matriz deformacao a uma solucao de RG, para obtermos solugdes explicitas da
teoria FiBI. Para isso, temos que escrevé-la em termos dos campos de matéria. De acordo
com (6.14), o tensor energia-momento é da forma

1
8

Porém, como vimos antes, usando o conjunto de egs. (6.17), (6.19) e (6.16), é possivel

T", = —diag(—pgis1, —priB, Keisr, Keir) - (6.26)

mostrar que Kpipr = pripr. Assim, a relacdo Eq. (3.51), /|Q] (01" = 6, — ex?T*, nos

14

leva em

07! = diag(Q=1, 071,071,071, com Qi =1+ jmp (6.27)

Lembre que para a métrica g, se cumpre V g"" = Vy/—q = 0.
b Aqui estamos considerando que x é a coordenada radial da solucdo esfericamente simétrica.

a
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onde estamos considerando que /|2 = 1 — pip;

Dado que nos interessa mapear solugoes de RG em solugoes FEiBI, precisamos

escrever Q" em termos da matéria de RG. Usando (6.16) obtemos

1—5
QJ_rl —1— ﬁRG 7 Q—l _ PRG

= — . 6.28
1 —2pra (6.28)

6.2.2.3 Mapeamento da solucdo de eletrovacuo (RG)

Do lado da NEDs acopladas a RG, tomaremos as bem conhecidas solugoes de
eletroviacuo; que sao esfericamente simétricas, assintoticamente planas (A = 1), e que se

aproximam a Maxwell no infinito. A métrica possui a forma (veja Apéndice A e Ref. [73])

dst,p = —C(z)dt* + Ccf‘g) + 22dQ%(0, ¢) | (6.29)

onde
Clz)=1- 2]\/1(:6) ; M(z) = My + %5 /:3(:16’)2 T'(2")da’ (6.30)

com
T' = —per = e [1 —y\/1- E;jff] (6.31)
Introduzindo uma variavel adimensional y = x/r., com r! = —ex?Q?/2m, para simplificar

2 /4
as expressoes obtemos prg = y%igﬂ Substituindo em (6.28), obtemos

CPVITT g VT
292 ’

W) =TT

(6.32)

Logo, escrevendo o elemento de linha da métrica EiBI, g,,, na forma genérica
dstygr = —A(r)dt* + B~ (r)da® + r?(x)dQ* | (6.33)

0 mapa entre as métricas, dsip; = 2 ds g, leva em

A(z) = Q' (y)Clrey) = (6.34)
B(z) = Q (y)C(rey) (6.35)
Zy) = QW =301+t + 1) (6.36)

onde, por praticidade, definimos a fungao radial adimensional z(z) = r(z)/r.. A relagdo

entre as fungoes radiais é a chave para escrever tudo coerentemente. Assim, invertendo

(6.36) vemos que: y? = 271

02 )y = Q_ /).

. ~ ~1/2
. Derivando esta relagao, podemos escrever % = / /25 =
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Para completar a correspondéncia, basta, além da relagao entre as coordenadas
radiais (6.36), escrever o elemento de linha (6.33) na forma conveniente
C(y) dy?

ds?. = ——L g ~ 2(4)d0? .
SEiBI QO + Q,C(y) + 2%(y) (6.37)

onde e a coordenada temporal foi redefinida na forma (r.t) — ¢, e

Cly) = : [1 - ZMy(y)] , My = 1 [Mo — OO?fﬁRG(?/)dy} (6.38)

com
7~ VT
292 .

Integrando esta expressao, especifica-se totalmente o elemento de linha.

pra(y) = (6.39)

Vale a pena, como tltimo detalhe, conferir a escrita da funcao de massa da solugao,
em termos das variaveis adequadas, isto é, da densidade do fluido acoplado a EiBI. Para

isso, ¢ mais simples olharmos a sua derivada (A.8)

M,(y) = =5y par(y) = — 5 <y2 —\yt+ 1) : (6.40)

Logo, escrevendo M, = M, (%) (%), temos

B 3 3. ()32,
M, = e pEiBI(Y) _Te iy pEiB1(Y) (6.41)

1/2 - 4 )
€ Q+/z4 € Yy

_ A

onde usamos que: pgipi(y) = ey el

Isto finalmente resolve o problema.



7 Conclusoes

Iniciamos este trabalho apresentado uma discussao acerca do conteido presente na
composicao do Universo, onde podemos destacar: Matéria Baridonica, Matéria e Energia
Escuras, sendo que as duas ultimas se mostram as mais abundantes no Universo pois,
somadas, representam cerca de ~ 96% da sua composicao total. A natureza destes
componentes ainda é um mistério, no entanto sao de grande importancia para explicar
certos fendomenos, como por exemplo, a aparente fase atual de expansao acelerada do

Universo.

Devido a incégnita que sao as componentes escuras, alguns caminhos podem ser
considerados, com o objetivo de tentar resolver os problemas presentes que surgem ao
incluirmos essas componentes. Podemos destacar o Modelo ACDM como o principal
candidato incluindo Matéria e Energia Escura, na descricao da cosmologia. Este modelo,
que considera a constante cosmoldgica A como o candidato mais acessivel a Energia Escura,
oferece bons ajustes para as principais observacoes disponiveis atualmente, além de ajudar

a explicar as influéncias gravitacionais em grandes escalas.

No entanto, a falta de evidencias diretas da existéncia de particulas de matéria
escura, junto com as limitagoes da constante cosmoldgica, deram espaco para a conside-
ragao de outras possibilidades para solucionar os problemas dessas componentes escuras.
Em particular, as chamadas teorias de gravidade modificada. Embora sabendo que a
Relatividade Geral é uma teoria muito bem consolidada, as teorias alternativas conservam
seus resultados positivos presentes na Relatividade Geral. Dentre as diversas teorias de
gravidade disponiveis na literatura, neste trabalho foi considerado o formalismo métrico
ou de Palatini, no tratamento de teorias que fazem parte da classe de Teorias RBGs, com

particular énfase na teoria FiBI.

Este trabalho também apresentou alguns dos principais resultados da Relatividade
Geral, como o escalar de Ricci, que tem um papel fundamental dentro das teorias de
gravidade f(R). Em seguida foram discutidos os formalismos métrico e de Palatini, onde
obtemos equagoes de campo para as teorias de gravidade f(R). Viu-se que as equagao de
campo obtida no formalismo métrico é de quarta ordem na métrica o que causa problemas
para esta teoria. Ja, no formalismo de Palatini, as equagoes de campo sdao de segunda
ordem. Uma outra questao que se pode levantar esta ligado ao tensor energia-momento
efetivo encontrado para ambos os casos que, mostra que as equagdes de campos nao sao
os tnicos resultados distintos entre os formalismos. Uma outra teoria de gravidade aqui
estuda é a teoria de gravidade EiBI. Nessa teoria, como no formalismo de Palatini a

conexao ¢ gerada por uma métrica auxiliar g,,.
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Em seguida, foi proposto um caso geral para a classe de teorias RBGs. Onde
foi demonstrado que as equagdes de campo possuem uma estrutura semelhante a da
Relatividade, porém, em termos de uma métrica auxiliar. E o tensor energia-momento em
que a matéria é acoplada a métrica auxiliar, reproduz exatamente a estrutura da equacao
de Einstein da RG.

A partir dos resultados obtidos no caso geral da teorias RBGs, foi possivel trabalhar
o método de mapeamento, responsavel por levar as solugoes das teorias RBGs para a
RG e vice-versa. Este procedimento s6 é possivel, gracas as caracteristicas presentes
nas equagoes de campo das teorias RBGs. Para mostrar o funcionamento deste método,
consideramos o caso para um unico campo escalar descrito por lagrangianas candnica,
para assim obter as equagoes gerais do mapeamento neste caso. E também, mostramos
que este procedimento pode ser estendido ao caso de se considerar que a matéria acoplada

seja um fluido anisotrépico.

Ainda dentro do cenario de fluidos, usamos o mapeamento afim de mostrar a
correspondéncia existente entre os espagos de solucoes da teoria de gravidade FiBI e da
RG acoplados a fluidos eletromagnéticos como fonte de matéria. Além disso, o mapeamento
foi utilizado juntamente com o fato de que, campos elétricos esfericamente simétricos, nao
lineares, possam ser vistos como um tipo particular de fluido anisotropico, para construir
as solugoes de eletrovacuo EiBI em termos das solugoes correspondentes presentes no

cenario da RG.

Considerando ainda, como uma aplicacao explicita do mapa, pode-se mostrar que
quando EiBI é acoplado a eletrodinamica de Maxwell, a teoria da matéria correspondente
no lado RG é um NED especifico com uma estrutura de raiz quadrada, que para o ramo
negativo do parametro FiBI coincide exatamente com a da teoria da eletrodindmica de
Born-Infeld.

O método descrito neste trabalho permitira futuramente melhorar as diversas
aplicagoes nos cenario da astrofisica e cosmologia, podendo assim, abrir uma nova porta
para abordar problemas no cenario destes campos, que antes eram inacessiveis devido
a dificuldade de se resolver explicitamente as equac¢oes de campo. A partir disto, as
solucgoes regulares, ondas gravitacionais, assinaturas de objetos compactos sem horizonte,
configuragdes cosmoldgicas menos simétricas e assim por diante, nas teorias RBGs, agora
poderao ser abordadas a partir de uma nova perspectiva usando a capacidade total dos

métodos analiticos e, também numéricos desenvolvidos presentes no cenario da RG.
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Apéndices



APENDICE A - Solucio de eletrovacuo
(RG)

Vamos descrever brevemente as conhecidas solugoes de eletrovacuo esfericamente
simétricas de NEDs acopladas a RG. Neste caso, para solugoes assintoticamente planas

(A =1), e que se aproximam a Maxwell no infinito, temos

dx?
dst.p = —C(z)dt* + @) + 22dQ? | (A.1)
onde d2* = df? + sin? (0) d¢?* é o elemento angular das 2-esferas, e
2M
Cl) = 1- M) (A.2)
x
K2 oo
M(z) = My+% / 22T (z)dx (A.3)
com My a massa de Schwarzschild, e T?, = —prg. Estas expressoes fornecem a métrica

em forma direta quando um dado modelo é especificado.

Ao aplicarmos a condi¢ao de conservagao Vng)T’“’ = 0, a geometria esfericamente

simétrica estdtica (6.37) do nosso fluido NED, obtemos a equagao *

dp , 2lp+ K(p)]

=0. A4
dx T (A4)

Separando variaveis e realizando uma primeira integracao se chega em

dp’
22 = 22 exp [— /p ] , A5
‘ P+ K(p) (A5)

onde 7y é uma constante de integragdo. Substituindo (6.19) na equagao anterior e

integrando chegamos na equagao quadratrica
4
er’p’ —p+38=0, (A.6)

cuja solugao, levando em conta o limite assint6tico de Maxwell ( p (z — 00) — Q?/(87x?)),

é

p=5Ls (1 /1 e;;g) . (A7)
onde tomaremos € < 0. Assim, da eq.(6.30), temos que
z? ~ x? ex2Q?

onde M, = dM/dz.

a

Nos célculos que seguem, p = prg-
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