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Resumo

Uma questao bastante pertinente na Fisica Teérica é da viabilidade da Relatividade
Geral (RG) no regime de altas curvaturas, relacionada a vérios fatores como a
presenca de singularidades inevitaveis, com o consequente problema de perda de
informacao e a impossibilidade de renormalizacao da versao quantizada da teoria.
Por outro lado, para acordar a previsao tedrica com os resultados inerentes as
observagoes cosmoldgicas e astrofisicas, a RG requer a inclusao de fontes exdticas
(Energia e Matéria escura). A falta de comprovagao experimental da existéncia
dessas componentes exéticas em forma direta, ou indireta por meios além dos
efeitos puramente gravitacionais, abre a possibilidade de considerar caminhos
alternativos para a descricao desses fendmenos. Entre eles, modificagoes e extensoes
da descri¢ao da interagao gravitacional. O presente trabalho traz uma classe de
teorias de Gravidade Modificada, as Ricci-based gravities (RBGs), cuja dindmica é
descrita no formalismo métrico-afim (ou Palatini). Estas teorias servem como rotas
de investigacao dos fendomenos mencionados, evitando ou reduzindo a necessidade
de invocar fontes exdticas. Dentro dessa classe de teorias, fazemos uma descri¢ao
detalhada das chamadas gravidades f(R), EiBI e f(R, R""R,,). Na sequéncia, e
como estratégia de trabalho, construimos todo o arcabougo tedrico de um método
de Mapeamento (ou Correspondéncia) entre as RBGs e a RG, aplicando ao caso de
matéria descrita por campos escalares. Isto nos permite o tratamento do modelo
quadratico de gravidade f(R) = R+ aR?, no qual aplicamos o método apresentado,
para obtermos solucoes dessa RBG, a partir de uma solucao conhecida para campos
escalares com simetria esférica na RG. Finalmente, analisamos profundamente os
resultados obtidos, discutindo suas caracteristicas e apontando o carater compacto

desses novos objetos.

Palavras-chave: Métrico-afim. Objetos Compactos. Gravidade Modificada.

Mapeamento.






Abstract

A very pertinent question in Theoretical Physics is the viability of General Relativity
(GR) in the high curvature regime, related to several factors such as the presence
of unavoidable singularities, with the consequent problem of loss of information
and the impossibility of renormalizing the quantized version of theory. On the
other hand, in order to agree the theoretical forecast with the results inherent to
cosmological and astrophysical observations, GR requires the inclusion of exotic
sources (Energy and Dark Matter). The lack of experimental proof of the existence
of these exotic components in a direct or indirect way by means other than purely
gravitational effects, opens the possibility of considering alternative ways to describe
these phenomena. Among them, modifications and extensions of the description of
the gravitational interaction. The present work brings a class of Modified Gravity
theories, the Ricci-based gravities (RBGs), whose dynamics are described in the
metric-affine (or Palatini) formalism. These theories serve as routes of investigation
of the mentioned phenomena, avoiding or reducing the need to invoke exotic sources.
Within this class of theories, we make a detailed description of the so-called gravities
f(R), EiBI and f(R, R"R,,). As a work strategy, we built the entire theoretical
framework of a Mapping (or Correspondence) method between the RBGs and
the GR, applying to the case of matter described by scalar fields. This allows us
to treat the quadratic model of gravity f(R) = R+ aR?, in which we apply the
presented method, to obtain solutions of this RBG, from a known solution for
scalar fields with spherical symmetry in the GR. Finally, we deeply analyze the
results obtained, discussing their characteristics and pointing out the compactness

of these new objects.

Keywords: Metric-affine. Compacts Objects. Modified Gravity. Mapping.
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1 Introducao

Apos o advento da teoria da Relatividade Geral, em especial entre as décadas
de 1930 e 1970, constatou-se através de observagoes astronomicas,a existéncia
de sistemas cuja dindmica parece fugir das predigoes da fisica newtoniana (ou
pés-newtoniana, a aproximacao da Relatividade Geral de Einstein no regime de
baixas curvaturas e energias). Posteriormente, sobre o final dos anos 1990s, novos
fendmenos que nao se encaixam na descricao puramente da Relatividade Geral
foram observados, e isto trouxe a tona a ideia de um “universo desconhecido”. Este
universo desconhecido, é descrito através de componentes denominadas de Matéria
e Energia Escura; as quais poderiam compor ~ 95% da massa-energia total do
Universo [2, 3, 4]. Embora nao existam comprovagoes empiricas, no sentido de
testes experimentais executados em laboratério ou observagoes diretas que lhes
deem sustento, as componentes escuras passaram a ser levadas em consideragao
no ambito da Astrofisica e da Cosmologia Moderna, devido aos fortes argumentos
tedricos desenvolvidos ao longo das ultimas décadas. Como veremos, matéria e
energia escura estao ligadas aos problemas da taxa de expansao e de distribuicao

da matéria do Universo.

1.1 Manifestacao e indicios de Energia e Matéria Escura

Cosmologia

Na descricao basica do nosso Universo como um todo, a primeira regra
¢ o chamado Principio Cosmolédgico, que supoe isotropia e homogeneidade em
larga escala [5, 6, 7, 8, 9, 10]. Do ponto de vista geométrico, isotropia implica
na invaridncia do tensor de Riemann na variedade pseudo-riemanniana (M, g)
representando o espago-tempo. Isto é, as propriedades fisicas sdo independentes da
diregao considerada. E, assumindo que (M, g) admite bijecao métrica do espaco

(homogeneidade)([3, 11, 12, 13], para qualquer ponto coordenado z* devemos ter
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91 (@) = 9.0 () (1.1)
Ty () = T (). (1.2)

guv € o tensor métrico e T}, o tensor energia-momento. Como as equagoes de
Einstein estabelecem uma relacdao entre a distribuicao de energia e matéria, e
a geometria do espago-tempo, através dos tensores energia-momento, 7}, e de
Einstein, G, respectivamente; ¢ de se esperar que as solucoes dessas equacoes
apresentem dependéncia com a densidade de matéria e pressao[4, 14]. Como o
Universo possui uma energia total (constante no sistema), bem como uma densidade
de massa visivel (planetas, estrelas, poeira cosmica entre outros corpos celestes),
surgem trés possibilidades a respeito da quantidade de massa total do Universo e a
aceleragao, que estao ligadas a sua geometria global (topologia), e discriminadas

pela sua curvatura espacial s.

Decorrentemente, a métrica proposta por Friedmann, Lemaitre, Robertson

e Walker para descrever o Universo, em coordenadas (t,7,6, ¢), tem a forma

dr?

2 2 2

+ r2df* + r2sin26d¢2> (1.3)
Esta métrica carateriza uma solugao das equacoes de Einstein que incorpora as
simetrias de isotropia e homogeneidade. A curvatura escalar em R3, correspondente
a (1.3), é dada por®

K(t) = ka™2(t). (1.4)

Nessas expressoes, a(t) é o chamado fator de escala®, que é varidvel no tempo;
enquanto k descreve a curvatura (normalizada) das se¢oes espaciais do Universo
e é constante no tempo [13, 15, 16], podendo assumir os valores: -1, 0 e 1; que
correspondem & topologia do Universo ser aberta (geometria espacial hiperbdlica,
expansao eterna), plana ou critica (geometria espacial euclidiana, expansao atinge
o equilibrio assintéticamente e para em um tempo infinito), ou fechada (geometria

espacial esférica, colapso futuro o ‘Big Crunch’).

@ Para uma revisdo detalhada, ler capitulo 14 de [13] e capitulo 7 de [3]

b Na literatura se encontra também a notagio S(t), inicialmente interpretado como uma fungao
desconhecida
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Os dados observacionais mais precisos e confidveis obtidos até o momento
indicam que o nosso Universo é Plano. Por outro lado, veremos mais a frente
que as observacoes das curvas de luz das Supernovas Ia® fornecidas pelo satélite
astronomico HST(Hubble Space Telescope)[18, 19], apontam fortemente para um
estagio atual de expansao acelerada do nosso Universo. E isto nos conduz a

investigar a natureza e origem dessa aceleracao.

1.2 Expansao acelerada e Energia Escura

Admitindo a isotropia e homogeneidade do espago (Principio Cosmolégico),
em acordo com os dados observacionais de Hubble[5, 9, 20], a distdncia radial entre
dois pontos quaisquer r(t) deve considerar a expansao do Universo, levando em
conta o fator de escala a(t) na forma

r(t) = a(t)r(to) , (1.5)
onde 7(tg) descreve a distancia entre os dois pontos quando a(t) = 1. Observe que
a distancia radial r(¢) depende do tempo. Isto é, diante da distribui¢do de massa
investigada, o desvio para o vermelho (redshift) detectado pelas observacoes de
Edwin Hubble (1889-1953)[20], da luz emitida pelas galdxias distantes, indicou
que todas as galdxias estavam se afastando umas das outras (o Universo nao era
estatico)?d. Percebeu também que, quanto mais distantes do referencial da Terra,

com maior velocidade se afastavam, sendo esta velocidade diretamente proporcional

a distancia o que deu lugar & chamada lei de Hubble (na forma vetorial),

onde Hy é a constante de proporcionalidade na época atual (pardmetro de Hubble

ou taxa de expansao).

A vista do exposto, a distribuicdo de matéria e energia deve caracterizar a

geometria do Universo, isto é, o tipo de curvatura, a uma taxa de expansao

a
=2 (1.7)
a
A principio, as evidéncias para a aceleragdo do Universo ndo eram suficientes para alguns
pesquisadores da época que acreditavam em uma explicacdo alternativa: extin¢ao de poeira
(cf. [17])

4 As galaxias mais proximas apresentavam um desvio para o azul

C
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que esta relacionada com a densidade de matéria e energia do Universo, pg [5, 8.

Partindo de argumentos de simetria (niimero maximo de vetores de Killing
associado ao principio cosmoldgico), pode se ver[13] que a densidade de matéria e
energia correspondente a uma distribuicao em larga escala, 1til a nossa descriacao

do Universo, tem a forma

1 K\ 13 3 K
n=a ( " r2) 2V 8rG * r2)’ (18)
onde V define o volume da esfera e G é a constante gravitacional.

Acatando a descrigao da métrica plana[l3], a conexdo — objeto geométrico
sobre a variedade riemanniana que possibilita a diferenciacao covariante — em

termos da curvatura (1.4),
Fuu)\ = K(t)x“gw\a (19)

fornece, por meio da equagao da geodésica, um conjunto de solucoes que caracteriza

o tipo de Universo em termos da curvatura:

< 0, sinh (Tﬁ)
Kt)=rka(t)? =4 = 0, 0 (1.10)
> 0, sin (T\/K)

Isto significa que, assumindo o Principio Cosmolégico, a teoria da Relatividade

Geral fornece trés modelos de Universo possiveis classificados pelo valor de .

A respeito da distribuigdo de matéria e energia do Universo, além de (1.8),
é 1til considerar a taxa de expansao atual e determinarmos a densidade critica do

Universo; escrita como
2
_ 3H§
81G

Quando relacionamos a densidade de matéria é conveniente trabalharmos com o

Pe (1.11)

seu valor relativo a densidade critica do Universo [21, 22]; entao definimos

Po
0= 1.12
" (1.12)

Um dos indicios que direciona os cientistas a avaliarem a hipotese de existén-

cia da Matéria Escura, é o fato de a matéria visivel apresentar uma densidade menor
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do que p.. Se py < p., o Universo é tipo aberto e continuard em expansao. Mas, nos
estudos da radiacao césmica de fundo, 0o WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe), entre outras fontes, apresentou resultados que apontam fortemente para
a planicidade do Universo[21, 23], ou seja, 2 = 1. Resultado condizente com o
previsto pela teoria inflaciondria. Fisicamente, isto nos diz que o Universo (em
expansao) sofrerd uma desaceleragao suficientemente grande como para frear a

expansao e manter o equilibrio estacionario.

Isto s6 é possivel se supomos que a densidade total de matéria-energia é
constituida por, além das componentes visiveis, uma outra parte de componentes

“escuras’:
pPo = pv + pPE- (1.13)

De acordo com as observagoes, a densidade de matéria-energia escura pgp ¢ bem

maior do que a das componentes visiveis (py << pg).

Como vimos, os dados observacionais mais recentes dao indicios sobre

a geometria global ou topologia do Universo. E isto enaltece a importancia

de compreendermos como a gravidade esta relacionada com a planicidade do

Universo. Nesse sentido, em virtude da forga gravitacional ser predominante

na escala cosmolégica, até o final dos anos 1990s, acreditava-se que a atracgao

gravitacional fosse suficiente para desacelerar a expansao do Universo; o que

indicava que o Universo era dominado por matéria[5]. A grandeza que descreve

o quanto a expansao do Universo estd mudando, denominado de “parametro de
desaceleragao” ¢(t), é dado por

aa
q(t) = -~ (1.14)
Utilizando (1.7), podemos relacionar o pardmetro de desaceleragdo com a taxa de

expansao do Universo:

a(t)

t)=— : 1.15
Das equagoes de Friedmann, explicitamos a equacao da aceleragao
a(t) e ( 3P>
- = 1.16
o) s Pt =) (1.16)
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considerando a taxa de expansao atual (H — Hj) para relacionarmos a densidade
de matéria com a densidade critica do Universo, e obtermos o parametro de

desaceleragao atual (gp); substituindo (1.16) em (1.15), temos que

4G 3P e
qo (Po ) =

= — — 1.17

onde a aproximacgao corresponde a um universo predominantemente constituido
por matéria nao-relativista, que, em termos do parametro de densidade de matéria
toma a forma:

Q,

A pressao material positiva influencia para que a atracdo gravitacional
aumente[5, 21] e, consequentemente, possa desacelerar a expansao do Universo.
Isto significa que o pardmetro de densidade explicitado em (1.18) (pardmetro de
densidade atual) deve fornecer as informagoes necessarias para a analise tedrica da

interacao entre a forca gravitacional e a expansao do Universo.

A Constante Cosmolégica como Energia Escura

Esta evidéncia, assim como a suposta abundancia de Matéria Escura em
aglomerados de galaxias, possivel detectagao por lentes gravitacionais e até por
Oscilagoes Actsticas Baridnicas (BAO) (vide Segoes 1.3.1 e 1.3.2 mais adiante),
induziram a comunidade cientifica a interpretar a origem da expansdo acelerada[24,
25] no sentido de que o Universo seria dominado por uma componente exética de
energia que exerce pressao contra a forca gravitacional[14] (pressao negativa): a
chamada Energia Escura. Esta hipotese, havia sido explorada por Einstein sob
a forma da Constante Cosmolégica (A) com o objetivo de estabilizar o modelo
de Universo, que o mesmo acreditava ser estatico. A utilizagdo da constante
cosmologica, na perspectiva de Einstein, passou a ser descartada logo apods a
aceitagao, mediante as observagoes de Hubble, de que o Universo expandia-se. De
fato, a introducdo da Constante cosmoldgica implica na implementacao de um
termo extra nas equagoes de estado satisfazendo a condicdo de planicidade do
Universo (k = 0), ou seja [26]

U+ QO =1, (1.19)
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onde o parametro de densidade da constante cosmoldgica pode ser escrito na forma

A
~ 3H?'

Note que a dimensdo de A se restringe somente ao tempo ([7]7?). Desta forma, o

N (1.20)

pardmetro de desaceleracao descrito em (1.18) deve apresentar valores inferiores

em razao da expansao acelerada do Universo:

Qm

O cenéario da expansao acelerada do Universo descrito acima, incitou a
construcao de diversos modelos buscando explicar as observagoes, que apontam
que a Cosmologia encontra-se em um estagio de mudanga paradigmatica: embora
a natureza das componentes escuras ainda seja desconhecida, o Universo observado
necessita da existéncia destas, ou de alguma explicacao alternativa. Nesse sentido,
diversos modelos propoem-se explicar a expansao acelerada do Universo excluindo

a hipotese da existéncia da Energia Escura.

1.3 Materia escura

1.3.1 Dinamica das galaxias

O primeiro e um dos principais argumentos que fometaram a hipétese de
Matéria Escura surgiram a partir dos estudos da dinamica das Galaxias. Nesse
sentido, as proeminentes observagoes feitas inicialmente por Zwicky|[5, 8, 14, 27, 25],
e mais tarde por Vera Rubin [8, 27], mostraram (mais claramente no caso das
galdxias espirais) o efeito chamado de “planicidade das curvas de rotagao das
galdxias”[28], onde a velocidade de rotacao da matéria que compoe a galdxia na sua
regiao mais externa permanece constante com relagdo a distancia radial ao centro,
o que estd em flagrante desacordo com a quantidade de massa (visivel) mensurada,

se a lei de Newton for valida.

Ainda com relagao a galaxias, uma outra evidéncia para a Matéria Escura,

em uma escala maior, é a dispersao dos aglomerados devido a magnitude da
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energia cinética das galaxias constituintes que é, aparentemente, superior a atracao
gravitacional entre elas. Contudo, isso nao é verificado. E de se imaginar entéo
que os aglomerados permanecam localizados por existir uma certa distribuicao
de matéria nao-visivel proporcionando essa atracao gravitacional, denominada de

Matéria Escura.

1.3.2 Lentes gravitacionais

As lestes gravitacionais (fracas ou fortes) sao fenomenos oriundos da curva-
tura do espaco-tempo nas regides em torno de objetos muito massivos, como por
exemplo, aglomerados de galaxias (clusters), que permitem detectar, indiretamente,
a existéncia da Matéria Escura. Quanto mais denso for o aglomerado (lentes gravi-
tacionais fortes), maiores desvios da luz podem ser observados, formando inimeras
imagens distorcidas (arcos gravitacionais) do objeto original. Estas imagens nos
fornecem dados a respeito da curvatura, associada a distribuicao de matéria-energia
na regiao, o que possibilita tragar o perfil de dispersdao luminosa[29]. Quando
comparado com a matéria visivel, permite determinar a provavel regiao em que ha

concentragao de Matéria Escura e estabelecer “mapas” com esses dados[30)].

1.3.3 A natureza da Matéria Escura

No cendrio atual, outras fortes evidéncias estabelecem a necessidade da
existéncia de Matéria Escura e algumas delas preveem uma possivel interacao entre
a Matéria Escura e a matéria bariénica no inicio da formagao das estrelas[31]. Ainda,
o estudo da nucleusintese primordial do Universo e as observacoes provenientes
da Radiagdo Césmica de Fundo (CMB, pelas suas siglas em inglés) indicam que a
Matéria Escura ¢ um elemento essencial que deve ser considerado para a construgao
de um modelo cosmoldgico que satisfaca as condigoes impostas pela estrutura do

Universo como o conhecemos hoje.

Tendo em mente que a Matéria Escura nao interage, ou interage em forma
extremamente fraca, tanto eletromagneticamente quanto nuclearmente (salvo os

MACHOs*?), a discrepancia apresentada no parametro de densidade de matéria

¢ Massive Compact Halo Objects, € uma classe especifica da parte que compoe a Matéria Escura
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do Universo[18, 5, 4, 23, 32], além de indicar a existéncia da Matéria Escura, nos
permite supor que esta nao é baridnica, o que esta de acordo com o processo de
formagao de estruturas do Universo. Se a matéria é baridnica, as estruturas so
podem ser formadas na época da recombinacao, isto ¢, quando a matéria desacopla
da radiacdo e se recombinal[8, 21, 31]. O verificado pelas observacoes da CMB é que
as perturbagoes apresentam um valor inferior[2] ao de um universo constituido por
perturbagoes vinculadas a matéria barionica; indicando que a Matéria Escura torna-
se a componente essencial para a formacao de galaxias, por poder formar estruturas
antes da recombinacao. Ainda sobre a Matéria Escura, podemos classifica-la em
funcao da velocidade das “particulas” constituintes e a assinatura das flutuagoes
geradas no processo de formagao. Assim, a chamada Matéria Escura Fria (Cold Dark
Matter - CDM) é nao-relativista e acumularia pequenos vestigios das flutuagoes
estruturais da época de formacao do Universo, enquanto que a Matéria Escura

quente é relativista e apaga estas mesmas flutuagoes (de baixa escala).

que interage eletromagneticamente.

Este periodo é marcado pelo fato de que os atomos de hidrogénio passam a estar neutralizados
em virtude dos fétons ndo possuirem energia suficiente para manter o processo de ionizacao.
Para uma revisdo mais detalhada consulte[14]
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2 Abordagens das componentes escuras

Dada as circunstancias, a Cosmologia Moderna encontrou-se propensa
a descrever o Universo considerando a existéncia (mesmo nao elucidada) das
componentes escuras. No geral, os modelos alternativos buscam ampliar a fisica
tedrica em relagdo ao tratamento das componentes escuras [33] com o objetivo de
conciliar os resultados observacionais que estao em desacordo com o previsto na

teoria.

2.1 Aspectos essenciais para um modelo atualmente viavel

Para um quadro geral de modelos que expliquem as componentes escuras,
algumas consideragoes ou “requisitos” devem ser levados em conta. A viabilidade

ird existir se o modelo

Prever a expansao acelerada do Universo atual;
Acordar as observagoes cosmolégicas (Universo plano);

Explicar a dindmica e formacao das galdxias no contexto observacional;

N

For descrito por uma teoria de gravidade que seja efetiva para escalas astrofi-

sicas e cosmolbgicas.

5. Harmonizar (ou modificar) a previsao tedrica e observacional nas escalas e

contextos bem testados da Teoria da Relatividade Geral;

Dentro dessas orientacoes, no tocante a Matéria escura, em especial a fria,
passou a ser aceita com bastante facilidade, ja que resulta necessaria para explicar
a dindmica e a formacao das galdxias[34, 35], o que gerou diversas propostas de

modelos baseados nesta componente.

Com respeito a Energia Escura, na literatura pode-se encontrar diversos
modelos com carateristicas bem especificas. Entre eles ha manifestacao da energia

escura por meio da constante cosmoldgica A, energia do vacuo[26, 36, 37]; a variagao
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da energia do vicuo, consistente com o modelo inflaciondrio A(t), pois a densidade
de energia do vacuo diminui com a expansao do Universo[38, 39, 40]; , o modelo
x-matéria[41]; e destacam-se os modelos que possuem o campo escalar minima ou
nao-minimamente acoplado a gravidade: quintesséncia, gas de Chaplyging, campos
fantomicos (phantom), entre tantos outros[14, 35, 41, 42, 43, 44].

Esses modelos, a priori, assumem fontes exdticas para acordar a Gravidade
de Einstein em escala cosmolégica. Porém, a falta de comprovacdes empiricas
solidas da existéncia de tais fluidos ou particulas exéticas é comprometedora. E
por esta razdo torna-se razoavel considerar rotas alternativas de trabalho. Isto é,
modelos que nao incluam componentes exéticas (escuras) para explicar, parcial
ou totalmente, o setor escuro. Em particular, mudancas na propria descricao da
gravidade é considerada. [45, 46, 47].

Assim, podemos afirmar que existem, essencialmente, dois paradigmas
plausiveis na tentativa de explicar os varios comportamentos inesperados descritos

acima:

I) modelos que consideram a existéncia de componentes escuras e,

IT) teorias de gravidade que estendem (ou modificam) a Relatividade Geral de

Einstein.

Para o presente trabalho, nos interessa a analise profunda dos modelos
na segunda classe. No entanto, a seguir descreveremos brevemente o modelo

paradigmatico da classe que inclui componentes escuras, o chamado modelo “padrao”
da cosmologia (ou ACDM).

2.2 O universo descrito por ACDM

Em concordancia com a teoria do Big Bang, o modelo cosmoldgico padrao
considera como elementos essenciais para sua construcao e previsoes cosmologicas
a Materia Escura Fria e a constante cosmoldgica (A), que da sustento a Energia

Escura. Nesse modelo, o perfil de densidade de energia associado a constante
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cosmoldégica é descrito como

A
PA = 87TG7

que, naturalmente, satisfaz as condicoes para que o Universo se encontre em uma

(2.1)

fase de expansao acelerada, isto é, pp +py = 0. ?

Em razao disso, a utilizacdo da constante cosmoldgica nos permite inferir
que o tensor de energia-momento pode ser descrito considerando que o Universo é

permeado por um fluido perfeito satisfazendo a equacgao de estado

p=uwp (2.2)

com w = —1. A rigor, como A é responsavel por exercer a pressao negativa no
Universo, compreender a natureza fisica de tal constante ainda é um problema, assim
como a existéncia da Energia escura. Baseados no Efeito Casimir no espaco curvo
e conceitos de gravitacao quantica, se propoe em [48], que a constante cosmolégica
estd intrinsecamente associada as flutuagoes quanticas do vacuo (estado de minima
energia), o que possibilita comparar os resultados teéricos (previsao) e cosmologicos

(observagoes) do limite observacional em relagao a densidade de energia do véacuo.

Embora o modelo ACDM esteja de acordo com os dados observacionais
coletados até o presente, este modelo apresenta algumas inconsisténcias tedricas
como, por exemplo, a densidade de energia do vacuo. Se a densidade de energia
estd muito préxima da densidade critica do Universo, como apontam os dados
observacionais, a relagao (1.19) nos induz a inferir que a densidade de energia
do vacuo possa ser estimada calculando a diferenca entre a densidade critica e
a densidade de matéria. Este resultado, quando comparado com a interpretacao
da Teoria Quéntica de Campos para a constante cosmoldgical36, 43], dispoe que
existe uma discrepancia ~ 1,2 x 10? vezes maior, adotando o limite da escala de
Planck para a densidade de energia do vacuo estimada observacionalmente segundo

o modelo ACDM. No limite Cromodinamico a praxis téorica-observacional ainda é

& O motivo dessa relagao é de origem termodindmico: se temos uma certa quantidade de energia

contida num volume V', um aumento dV desse volume requer que o sistema entregue trabalho
ao meio, diminuindo sua energia em dU = —PdV. Agora, se esse volume estiver “cheio de
vazio”, com densidade de energia p,, a quantidade de energia total contida aumenta com
o aumento de volume (passa de ppV para pp(V +dV)). Assim, —PdV > 0 e, portanto, a
pressao deverd ser negativa. De fato P = —p.
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inconsistente; apresentando uma discrepancia ~ 40 vezes maior que as previsoes
observacionais. Este problema bem como a relevancia (ou nao) das componentes

exéticas, passam a “filtrar” o modelo ideal para o atual cendrio cosmoldgico.

2.3  Gravidade Modificada

Diversos modelos generalizam a teoria gravitacional incorporando novos
graus de liberdade de origem geométrica como, por exemplo, quando — no contexto
da Relatividade Geral — considera-se um campo escalar nao-minimamente acoplado
a gravidade (modelo de quintesséncia). Essa generalizacao nao afeta em nada a
Teoria de Gravidade de Einstein, pois a gravidade possui a mesma patologia fisica,
ou melhor, segue com a mesma dinamica. Todavia, podemos encontrar diversos
tipos de teorias gravitacionais[49, 50], além da teoria de Einstein, que podem ser

classificadas como teorias métricas e ndo-métricas.

De essas alternativas, entre as teorias métricas mais bem citadas na literatura
se destacam: 1) Bi-métrica e Escalar-Tensor, que admitem a existéncia de campos
extras para descrever a dinamica gravitacional; e Branas e Kaluza-Klein, que
estendem as dimensoes do espaco-tempo. E entre as nao-métricas, podemos citar:
IT) Einstein-Cartan, que propde uma conexao linear compativel com a métrica
e nao necessariamente simétrica; e métrico-afim, que admite que a conexao e a
métrica sao entidades independentes uma da outra. Neste formalismo, a torgao

pode ser considerada diferente de zero.

O formalismo métrico-afim é o de mais interesse para este trabalho, princi-
palmente porque, para descrever a dinamica gravitacional, trataremos com teorias
construidas a partir do tensor de Ricci (Ricci-based gravities - RBGs) que sao

baseados nessa formulacao.

2.3.1 Gravidade f(R) (formalismo métrico)

Em Relatividade Geral a dinamica do campo gravitacional é descrita pelo

tensor métrico g,,,, relacionado a curvatura do espago-tempo, o escalar de Ricci
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R. A acdo correspondente® ¢ descrita por uma densidade escalar no quadrivolume,

linear em R, a conhecida acao de Einstein-Hilbert

— 1 4
Sa = 5.2 /d v/ —gR, (2.3)

que descreve o setor gravitacional puro. Para obtermos equacoes de campo que
descrevam a dinamica incluindo as fontes, consideraremos a agdo completa: S =
Sa + S

Quando passamos de uma densidade lagrangeana linear no escalar de curva-
tura R para uma fungio arbitraria desse mesmo invariante (R — f(R)), modifica-

mos o funcional gravitacional expresso em (2.3), obtendo

So= 53 [ deV=af(R), (2.4)

Logo, ao aplicarmos o principio variacional (§Sz = 0) variando com respeito a

métrica e fazendo algumas manipulacoes algébricas, tendo em mente que
— B B
0Ruw =V (6T0,) = V., (0T35,) , (2.5)

vemos que

35c = 55 [ dev=g { fuk = 31 (Rgu (26)
+frg™ Vs (015,) =V, (675,)] } = 0

Onde fRE%, e a constante de acoplamento x? (constante de Einstein), tem

dimensdes especificas para cada teoria gravitacional (na RG, k* = 87G).

Como passo seguinte nos interessa explicitar a dependéncia da conexao com
a métrica. Apos manipulagoes algébricas e renomear alguns indices, o segundo

termo do lado direito da expressao (2.6) assume a forma mais simples
g [vﬂ (5F§u) -V, (5Fﬁ6>} = (V5Vi09ua — VValdgu) g;wgﬂa (2.7)

Para finalmente escrevermos a variagdo com respeito a métrica, iremos ignorar o

termo nulo da equagao. Para isto, devemos levar em conta as carateristicas que a

b Observe que o termo acelerativo A nio esté sendo considerado.
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métrica possui quando é descrita na forma covariante ou contravariante. Perceba
que 6¢°* = —¢*6g,, 9" e também que —g°*dg,,g"" = —g’* (—gw,égﬁo‘gga) ghv.

Introduzindo estas duas relacaoes em 2.7, atentando-se aos indices, nos reduzimos

a

vﬁva (59111/9}“/9/806 - 5g;wgw/gﬁa) = _vﬁvaégﬁa - gﬁavﬁva (_guuégﬁagﬁa) gl“/
= —V5Vadg™ + 4"V 5V 09,09 950"
= —V5Vadg + V5Vagsag g’ (2.8)

Definindo 0 = gﬁO‘VgVa e Agq = VgV, — gso, concluimos que

9" (0Ryuw) = = A9 (2.9)
Ao substituirmos (2.7) por (2.9) em (2.6), temos que

1 1
08¢ = ?/ V=gd'z [fRRm/ - §f(R)g#,, — A fr| 09" (2.10)

E como o principio variacional deve ser satisfeito para qualquer variacao da métrica,

expressamos uma equacao dinamica:
1
fRR,“, — if(R)gm, — Ap,u R — 0 (2.11)

A equagao (2.11) governa a dindmica do sistema no vacuo. O caso com

fontes requer incorporar o setor da matéria, descrito por uma acao da forma
35Sy = / d*zs (v=gLu)

com o correspondente tensor energia-momento dado por

o _ 2 Su
Mg agm

Finalmente, obtemos a equagao de campo completa para f(R):

1
frR, — 5 f(R)gu — D fr = KT, . (2.12)

Note que se substituimos f(R) = R, recuperamos as equagoes de campo da
Relatividade Geral.
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Por outro lado, enquanto na Teoria de Einstein
—R=rtr (T,,), (2.13)

onde o escalar de curvatura se relaciona linearmente com o tensor de energia
momento, a equagao (2.12) admite outras solugdes se consideramos uma fungao

arbitraria do escalar de curvatura.

No capitulo a seguir, iremos explorar o formalismo métrico-afim. Em
particular, nos debrucaremos sobre duas teorias que pertencem a uma familia
de modelos baseados no tensor de Ricci (Ricci-based Gravities ou simplesmente,
RBGs). Mais adiante, estudaremos detalhadamente suas equagoes de campo para
mostrar que, mesmo quando a RG admite apenas a métrica como variavel dinamica,

é possivel efetuar uma transigdo (ou mapeamento) entre as RBGs e a RG.[51, 52]






41

3 Teorias de gravidade baseadas no ten-
sor de Ricci (RBGs)

Observe que o transporte paralelo descrito na se¢ao anterior, é implementado
pela conexao de Levi-Civita, uma vez que existe apenas uma unica escolha natural

(ou compativel) com a métrica numa variedade riemanniana, onde a torsdo (S, =

3 (Ffw — Fﬁu>) é considerada nula. Porém, se considerarmos que

(), = T3,) 678, # 0, (3.1)

estamos alterando, nitidamente, a variacao do tensor de Ricci. Diante disto, a

expressao (2.5) passa a ser escrita como

0Ru =V (6T0,) = V, (015,) — 28),0T% (3.2)

Nesta dissertacao, trabalharemos com casos bastante gerais, pois estudare-
mos teorias gravitacionais nas quais assumiremos que a conexao e o tensor métrico
sao variaveis dinamicas independentes. Nessa perspectiva, por possuirem proprie-
dades geométricas bem distintas uma da outra, a andlise das equacoes de campo
devera fornecer relagoes para a determinacao de solugoes tanto da métrica quanto

da conexao.

3.1 Dinamica das RBGs

Assim como no caso f(R), ver-se-4 que as teorias EiBI e f(R,Q) sao
baseadas no tensor de curvatura de Ricci e que, em razao da conexao ser determinada
dinamicamente (devido a independéncia entre as estruturas afins e a métrica),
devemos definir claramente o seu papel no acoplamento com a matéria. Nos
modelos que iremos considerar, é assumido que nao existe acoplamento direto
entre a conexao e os campos de matéria. Essa restricao tem o importante objetivo
de preservar o Principio de Equivaléncia de Einstein e evitar instabilidades na
teoria.[53].
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Ainda sobre essa classe de teorias, nos interessa fornecer uma “visao geral”
acerca da estrutura métrico-afim utilizada, e de como esse formalismo se reflete
nas equagoes de campo associadas & métrica e a conexao; (caso geral de teorias no

formalismo de Palatini).

Consideremos a familia de lagrangeana descrita por uma fungao arbitraria

da métrica e o tensor de Riemann

L (g R3) = (2627 f (o BS) - (3.3)

Para o caso geral, a acdo S é escrita como

1 e

S = 22 /d437v —9f (g/w;Rﬁ/W) + v (Gpus ¥ur) s (3.4)

onde 1); representa os campos de matéria que agregam a contribuicao de matéria
nas equacgoes de campo por meio da acao Syy.

Variando a acao (3.4), encontramos

of  f
ogrv 2

of
ORg,,

1
0S8 = 272/6#93\/ -9 K g;w) og"” + 5R§W] + 0SM (Gpws Yr)-
(3.5)
O tensor de Ricci é determinado mediante contragoes do tensor de Riemann
(R = R;,,). Substituindo (3.2) na variagao da acdo (3.5) obtemos
f

o L 4 — af 4 uv
08 = 2,12/4 T/ QHagW 29;“/] g+ (3.6)

0
+3 ng V,u (0755) =V, (0155 + 255,6T%] } + 0Su

Como a variagdo com respeito a métrica fica evidente por ser dg*” arbitraria,

nos resta apenas trabalhar com o segundo termo de (3.6) (que diz respeito a variagao

da conexao). Por simplicidade notacional, definimos o tensor: P°* = 83{ , e
Buv

entao observamos que

0
[F = /d4$\/ _gﬁR;{(SRgNV
Buv

_ / diay/=gP [V, (0T%,) =V, (T%,) + 250,615, (3.7)
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Dado que 0I' é um tensor e que, por Leibniz,
(T,05,) V=GP = =005, (VZGPI) + ¥, (3T TGP
a parte da agao que corresponde & variacao da conexao, a expressao (3.7), é tal que
/ e {V,, (7'V=g) - 6T%V, (V=gPi") + (3.8)
+V=gPl =V, (01S,) + 28),0T5,] }

Note que consideramos JH = ngw(srgﬁ.

Tendo em vista que a derivada covariante de (J#,/—g) assume a forma
V (J'V=g) = 0. (V=9") + 255,/ =g.J", (3.9)
IeesCrevemos

V=P =V, (0T5,) + 285,015, = =0, (V=gJ") — 2S5, P2 +
+ 0TSV, (V=gPM™) + 28,0105 /=g P

Introduzindo este resultado em (3.8), e considerando as propriedades de simetria

dos indices, ficamos com

1
Ir=2 / d*z/=gol'%, [QSgqu[“” + S¥, PhoA \/__gvu (s/_—gP(f[W])] (3.10)

Portanto, a variacao da acao geral com respeito a métrica e a conexao, expressao

(3.6), nos leva a

0
5= gz [ atev=i{ (o - S ) o + 311)

1
+20T8, lzsgﬂp,f[ﬂ" SR = <=V, (V=g pf[ul/])] } 55y

Com isto, discutiremos as equagoes de campo para métrica, onde a varia¢gdo do

setor de matéria aporta o tensor energia-momento 7},

af [

2 _— —
K Tuy - 89’“’ 29;11/7 (312)
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bem como as equagoes correspondentes a conexao, para as quais o setor de matéria
arbitrario aportarda um tensor advindo da presenca da conexao nesse setor, que

denominamos H%’

e = - (V=) i

= - (v= >_1 Vi (V=gPIm) 4 82 P 4257, P (3.13)

3 3

Notando agora que a conexao pode ser descrita em func¢ao de sua parte

simétrica C}, e anti-simétrica 57, segundo
67 « 1 o o e} [}
Fo = Ciu 5 (T~ T5,) = Cia + S5, (3.14)

Sendo assim, a derivada covariante da parte simétrica para um vetor qualquer
A, é VSA,, =V, A, + SE‘VAQ, se e somente se, V,A, = 0,4, — waAa - SﬁVAa.
Consequentemente, isto nos permite modificar o tensor de acoplamento conexao-
matéria (3.13):

v ]' 17 v [oa o v
K2ZHY = ——_gvu(\/—_ng[“ N+ Sy Pl 4257 PO

1 (6% v 4 14 v
= (V6T SvTa) I+ g (0,0 - Ol -
- Sv pﬁuv+cu pﬁvu+gv pﬁvu+05 pvuv+55 prev _ B prvn

po v po” v po” v ur= o 722 722

— SﬁVP;W + C[ijfW + S;jVPfW - CZVPO?W — SZWPO?’W + CZnPf“" +
v 8 . Bvny 61% v Bo o Blpv]

+ Sy, PO —ch PR — gk PP)| 4 Sy PP 4 257, P

Finalmente, utilizando as propriedades de simetria, alguns termos anulam-se; e
com isto chegamos a uma expressao mais simplificada para o termo de acoplamento

conexao-matéria:
-1 ” y
WHY = — (V=g) VS (V=gPl) + 8, P{" — sl P, (3.15)

Observe que se assumirmos que a matéria nao estd acoplada a conexao, a relagao
(3.15) nos leva a (k2HY? = 0):

—1 v y
(v=g) V¢ (v=gPi¥) = sp, P — 57 paim (3.16)
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Isto nos permite trabalhar com o caso em que admitimos que a matéria esta acoplada
a conexao ou com o caso em que nao admitimos o acoplamento. Uma revisao
mais detalhada acerca das implicacoes que o acoplamento de matéria minimo e

nao-minimo oferecem a conexao pode ser feita em [54].

3.1.1 O papel da torsao.

Claramente, a conexao afim I' nao é do tipo Levi-Civita, isto é, suas compo-
nentes nao sao dadas pelos simbolos de Christoffel, além de nao ser necessariamente

simétrica.

Porém, como mostrado em [54] e, mais recentemente em [53], teorias cuja
densidade lagrangiana nao respeite a simetria projetiva (semelhante a transfor-
magoes de calibre na conexao), estdo sujeitas a instabilidades acarretadas pelos
chamados “campos fantasmas” (ghosts). Portanto, as chamadas teorias RBGs, na
verdade, sao construidas com a parte simétrica do tensor de Ricci, para garantir

essa simetria, essencial para uma descri¢ao consistente.

Portanto, em todos os casos consideraremos o tensor de Ricci simetrizado
R,y (mesmo que, por simplificar a notagao, nao coloquemos os parénteses em

algumas derivagoes)

Convenientemente, a invariancia projetiva garante que possamos sempre
escolher um “calibre” no qual a torcao se anula (SL\V = 0), o qual nos permite
trabalhar com mais facilidade, pois nos livra de algumas mazelas de cunho algébrico.
Sendo assim, essa serd nossa escolha padrao para trabalhar com as teorias da classe
RBG. Contudo, na proxima secdo, consideraremos a derivacdo no tratamento mais

geral possivel, isto ¢, nao faremos qualquer escolha com relacdo a torgao.

3.1.2 Equacdes de campo para a conexao

Exposto o caso geral, sera conveniente trabalhar com a dependéncia explicita
no tensor de Ricci, pois possibilitard desenvolver uma relacao direta para as teorias
RBG no tratamento e andlise das equagoes de campo da conexao. Nesse sentido,

como o tensor de Ricci é determinado pela contracao do tensor de Riemann,
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podemos reescrever o objeto definido em (3.5) na forma:

of
pBw = 5# 3.17
¢ ORg, “ ( )
Assim, definimos P* = a?zf . Tendo em vista que o tensor P*” corresponde a

derivada da densidade lagrangeana em funcao do tensor de Ricci vemos que
polwl — plBvign (3.18)
e com isto, a expressao (3.16) assume a forma:
(V=g) VS (V=gP®5) = ), P53 — 5 PvIge (3.19)
Tracando em pa e fazendo algumas manipulagoes algébricas, obtemos

V¢ ( N p[ﬁV]>
v—9g

ou, semelhantemente, para a parte simétrica do tensor P:

V< (v=gP™)
V=9

S5,
= SUPP = SOP = S P g e > (o5 P = 32P") (3.20)

14 14 14 SUO’ 14 14
=S¥, PPN _ g% pAl _ oA piv % (5aP5’\ i A) (3.21)

As expressoes (3.20) e (3.21) sugerem que podemos considerar uma descri¢ao
alternativa para a conexao em que esta é escrita em termos de uma nova variavel:
. Por considerarmos a torsdo, a simetria de I se relaciona com I, de tal forma
que F’\ = F)‘ ((VS" —69° ) Isto implica que

v~ou u~ov

nv v™ou u~ov vop u~ov

= :?1)(5*50 —0)835,) e Sh =S+ (5&90 — 5282,

Desta forma, introduzindo as propriedades de simetria da conexao [ em (3.20),

ficamos com

VE (ﬁp[ﬁﬂ)
N

= <S¢g>\gﬁm - S’ffxg””) QAprw

2
+ 3NS5 (97 = 97) (6" — &) Pues
= (809" = S0h9™) 6V Py (3.22)



3.1. Dinamica das RBGs 47

Analogamente, para a expressao (3.21) concluimos que
-1 ~ ~ ~
(v=9) VS (V=9gP") = (S9™ — 55,6"") §* Ps. (3.23)

Como a dependéncia das equagdes é referente apenas a conexao, quando simetriza-
mos o tensor de Ricci (Rjg,) = 0), garantimos a existéncia de um volume associado
a conexao I'[55]; por consequéncia, o volume deve ser definido por um tensor cuja
solugao de (3.23) é ndo-nula. Recorde que para o presente caso consideramos que
C’A = C’\ e, como garantimos a simetrizacao do tensor de Ricci, P, = 0 e a

torsao S’\ desaparece. Desse modo, VC —>VF VC logo:

(V=9) Vi (vV=gP*) =0 (3.24)

Uma vez concluido o caso geral, podemos determinar a forma do tensor
PP% dos casos mais relevantes das classes de teorias RBG e obtermos as equacoes
de campo para as lagrangeanas em questao, de acordo com as equagoes de campo
gerais
JL¢ Lg

By~ g 9w = T (3:25)

Vi (V=gP™) =0 (3.26)

3.1.3 Meétrica auxiliar e matriz deformacao

Para estabelecermos uma relagdo de volume com (3.26), a principio, devemos

associa-la a um tensor simétrico. Optando pela escrita
Vi (V=99"P) =0 (3.27)

e considerando um tensor simétrico de rank-2 g, satisfazendo

V. (v=ag™) =0 (3.28)

Logo, de acordo com (3.28), ficamos com

V=997 = V=aq", (3.29)
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A grande vantagem da introdugao do tensor g, ¢ que, segundo (3.28), a conexao I'
serd do tipo Levi-Civita com respeito a ¢, isto é, suas componentes serao dadas

pelos simbolos de Christoffel contruidos com uma métrica g,,,.

Isto soluciona formalmente a equacao da conexao. Porém, na pratica nao
temos a relacao explicita entre a conexao I' e a métrica fisica g,,. Portanto,
¢ conveniente propor uma relagao entre as métricas g,, e ¢u; nesse sentido,

consideramos a relagao que segue:

q,LLZ/ = ganay; (330)

onde 27 é uma matriz que devera ser determinada a partir das equagoes. E
importante destacarmos aqui o grande avanco desse passo: de temos transformado
uma equagcao diferencial para I' em uma equagao algébrica para entre g e ¢ que,
como veremos, sera resolvida através de uma equacao também algébrica para a

matriz deformacao €2.

Serd 1til mais tarde percebermos que o determinante da matriz 2% vem
A —1/2
dado pela razdo dos determinantes em (3.29) de tal forma que £ = [(] ?

Por questoes de completeza, se faz necessario descrever o tensor de Ricci
associado as métricas g-¢q. Recorde que a parte simétrica de T coincide com a
conexao Levi-Civita

Cg, = 4" (57, p) (3.31)
e no caso em que seja vidvel trabalhar com a métrica g, relacionamos os simbolos
de Christoffel do tensor g, (também conhecido como métrica auwxiliar) com a
conexdo de Levi-Civita da métrica g,, pelo tensor (de projecao livre)
A =T9 —Cf, (3.32)
para obtermos
o _ 97 (oo ¢ ¢
B = o (Vu v + Vil =V, q,“,) ' (3.33)
Como consequéncia direta desse resultado, o tensor de Riemann com respeito aos

simbolos de Christoffel é descrito por

R3,, () = RS, (C) + VA%, — VIAY, + A, A% — A AS,, (3.34)

14
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o que nos permite descrever o tensor de Ricci, se assim for conveniente, na

métrica ¢, com a derivada covariante da conexao de Levi-Civita.

Descrito o tensor de Riemann, basta contrairmos a relagao para determinar-

mos o tensor de Ricci, tal que

Ruw(T) = R (C) + VG Ay + AL AT, — AN AL (3.35)

Por outro lado, em acordo com (3.24) e (3.31), quando 5';\,/ =0, o tensor de

Ricci simetrizado em Christoffel coincide com a conexao de Levi-Civita

R (') = Ruw) (€) (3.36)
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3.2 Teoria FiBI (Eddington-inspired Born-Infeld)

A Teoria da Relatividade Geral apresenta, a grosso modo, um problema
teorico de extrema importancia; prevé a singularidade do espago-tempo para altas
curvaturas[56]. Nesta temédtica, a teoria de gravidade modificada inspirada na
gravidade de Eddington “Eddington-inspired Born-Infeld"(FEiBI) propoe solugoes
atraentes que, em certos casos, resolvem a singularidade. Isto é, apresenta solu-
¢oes de objetos compactos sem a existéncia de singularidade. Tais solugoes sé
aparecem na medida em que consideramos o acoplamento de campos de matéria
nao-lineares[57], mesmo que a gravidade FiBI, no vicuo, seja equivalente a teoria

de Einstein.

Para obtermos as equagoes de campo para a teoria EiBI, dentro do forma-

lismo métrico-afim, consideremos a agao

Siint = 622 [ <\/—|gu,, + Ry (D) - )\\/—_g> , (3.37)
onde k? = 87G/c* é a constante de acoplamento no regime da teoria de Einstein,
€ ¢ um parametro pequeno com dimensoes de comprimento ao quadrado, que
determina o quanto se afasta a teoria EiBI da RG; enquanto o parametro A\ define

uma constante cosmoldgica efetiva dada por Acpp = (A —1)/e.

Como destacado na secao anterior, resulta ser conveniente introduzir uma
métrica auxiliar ¢, tal que a conexao satisfaca a equagao de Levi-Civita (3.28), ou
seja, que ¢ seja compativel com a conexao I'. No caso da teoria EiBI, a métrica

auxiliar ¢, coincide com o argumento da rafz quadrada da acdo (3.37) [58]. Assim,

Qv = Guv + €R(yu).- (3.38)

Introduzindo a deformacao matricial Q2 = 6 4+ ¢*” R,,,, tendo em vista que

Qv = GupSdl, resulta que
V19 + R (D)) = =lgwl = v/ -laul /120 (3.39)
Dali, segue que det §2*, = Q, logo, da equacao (3.37), ficamos com

1 A 1/2
Sgipr = ?/d%v -9 <|Q| - )\> : (3.40)
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Desta forma, identificamos que

~1/2 af
Q A=
] o

0 que nos permite reproduzir os resultados do caso geral.

— DMV
= P,

Recorde que nao nos interessa o caso em que existe o acoplamento de
matéria a conexao; variando a ac¢ao (3.40), vemos que as equagdes de campo para

a lagrangeana em questao, de acordo com (3.25) e (3.26) sao

V=g — V=g = —er® T (3.41)
Va (x/—qq‘“’) =0 (3.42)

Note que a deformacao referente a métrica auxiliar e a métrica é determinada pelo
tensor energia-momento, como destaca (3.41). No que segue, considerando (3.38) e
(3.41), ao modo que R* (q) = ¢"*Ra., escrevemos o tensor de Ricci

A 1/2
219 = A

~1/2

2]

R" (q) = o + 17, (3.43)

€K
em termos da métrica q. Tomando a relacao para o tensor de Ricci descrito em
termos da conexao de Levi-Civita de ¢, (3.36) e tragando (3.43), “fabricamos” uma

relacao similar para o tensor de Einstein, obtendo:
2

0" Gy = G (q) = — 7 — (Lo + %) 6], (3.44)

~ 1/2 v

2]

A 1/2
onde, para o presente caso, Lg = (|Q2] = — \)/ex? representa a lagrangiana para
a gravidade E7BI. Por complemento, observe que T#, = ¢g"*T,,, uma vez que a

matéria deverd seguir a geodésica da métrica g.

3.3 Teoria f(R, R"R,,)

Na literatura podemos encontrar diversos trabalhos sobre gravidade modi-
ficada, que dao especial atencao a Gravidade f(R). Contudo, podemos explorar

teorias mais gerais, por exemplo, um modelo descrito por uma ac¢do da forma

5= 21&2 [ dev=gf(R.Q) + Sulgus ) (3.45)
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Sua varia¢ao no formalismo métrico-afim apresenta os seguintes termos

onde vamos considerar que
R= g‘LWR(HV) e Q = guygaIBR(ua)R(uﬂ) ) (347)

onde Rp) = %(Rag + Rg,). E, entdo, podemos escrever as variagoes de forma

explicita:
V=g = —3V=99u09" = +5vV=99" g (3.48)
oR = R(My)ég‘w + g’W(SR(,W) (3.49)
0Q = QQQBR(MQ)R(W;) og + QQMVQQ’BR(Vg) 5R(ua) (3.50)

Substituindo essas relagoes, podemos escrever

F(R,Q)0V/=g + V=3(frOR + f@0Q) =v/=g [frg" + 2f0 9" 9" Riap)| IR (3.51)
V=9l frR(uw) + 209" Riua) Rws) — 590"

Note que, pela forma da contragao dos indices p e v e a simetria do R,g, podemos

escrever
[fr g™ + 20099’ Rap| 0Row) = [Ir.9as + 2faRiap)] 99" 5Ry  (3.52)

Para termos a variacao explicita do setor gravitacional em termos das
variaveis g,, e I' nos resta explicitarmos 0R,,, (I'). Da relacao (3.2) a variacao da

acao fica

1 — v
0S = 27%2/6#33 {\/ -9 {fRR(W) +2fo gO‘BR(ua)R(Vﬁ) — ggw — QTMV} Sgh  (3.53)
+V/=9 | fr 905 + 2fqRip)| 9"9" (5300 — 5350) VaA(0T5,)}
—2 0Sm(guv,¥m) 4

i T é o aporte da variacao do setor de matéria, 9.9,,.

Integrando por partes a derivada da conexao (e desprezando termos de

onde T}, =

superficie) obtemos

05 = 222 / d'w {/=g [~ Low + faRiw) + 2f 9°° Riua) Rius) — 52T | 09" (3.54)
—Va (\/__9 (5352 - 5352) g"g" [fR Jop + 2fQR(a5)D 5F§#} :
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Portanto, as equagoes de movimento para a Gravidade f(R, Q) que obtemos ao

impor 65 = 0 assumem a forma

frBw) +2fq gaﬂR (ne) Bwpy — ggm, = /izT#,, (3.55)
~Va (V=9 (50— 5257) 99" [ /rgas + 2fR(ap|) = 0 (3.56)

Aplicando o trago em 6 e p na equacgao (3.56) chegamos a

\ [\/—_g g’ (fR 85 + Qng“"‘R(aﬁ))] =0 (3.57)

Nesse ponto, como no caso geral, ¢ conveniente definir o tensor

V=9q"" =/=g9"” [fR 05 +2fe9"* R aﬁ)} (3.58)

de tal modo que V,, (\/ q”ﬁ) = 0. Comparando (3.58) com (3.29), identificamos

que
A 1/2 .
QT ()" = fr5 +2f9" Riap) - (3.59)

Contraindo a equagao da métrica (3.55) com a métrica inversa g" temos

Fr9" Ry + 2f0 0" Riom g° Riup) — L6%, = KT, (3.60)

2V v
Invertendo a defini¢ao (3.30) vemos que g"* = Q“pqp”, logo g"" R(gy) = Q“pq”"R(a,,).
Substituindo essa expressao no lado esquerdo de (3.60) obtemos
frRC, + 2fq RO, Q5 RY, = (Q71), (7T, + 6", (3.61)
Onde R”,(q) = ¢"° Ry, (q). Calculamos o trago dessa ultima expressao

frR+2fgQ%RRE, = (Q71)2, (52T + £6%) (3.62)

Por outro lado, ao considerarmos o produto (R(a,,) gﬂa) em (3.58), nos
atentando ao resultado de (3.59), estamos na verdade explicitando o tensor de
Ricci em fungdo da métrica auxiliar (a correspondente para o mapeamento); o que

nos permite inferir que ¢"’Rg, = R* (¢). Com isto, note que

(Rong™) (07 = ¢"9s0 (Riang™) = ¢"°Ra, = R"(a)  (3.63)
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Este resultado nos permite relacionar (3.59) com (3.61) desde que descritos pela
métrica auxiliar e a matriz correspondente (como feito anteriormente para obter
(3.60)). Isto é, tomando o produto

1/2

A1/2 « - A oo —
Q1 (Riang™) (75 = 19 R QBq7 ()4,

a relagao (3.59) fica como

F28"s (Rand™) + 2609 Rias) (Riang™) = 19 Rian 2,07 (@Y,
Fr0"3 R Q07 + 2 fo¥'5¢" Riap) Rian 4", = |§2|1/2R(W)Qﬁ T (Vi
TR R, () + 2/ R0 R (0) = 101 R, ()% () 4
S 0 (F (@) + 2o @05, (@) = 10 R @071, (364
Observe que relacionando (3.63) e (3.64), concluimos que
RA () = \;B/ (R (@) + 200 B0 7 (0)) = B, ()08, (3.65)

Desta forma, relacionamos o tensor de Ricci (modificado) com o tensor energia-

momento expresso em (3.61), tal que

QM
R'(q) = m‘j (frR%(q) + 2/ R, ()% R, (9)) (3.66)
= 1072 (217 + £0%,). (3.67)

Note que G*(q) = ¢"*G4, e, em virtude desse ultimo resultado, como a

forma da equagdo de Einstein é bem conhecida, é facil obter G* (q). Assim,

2

Gilq) = — 175 T8 — (La + %) o] (3.68)

~ 1/2 v
€
O que temos conferido nessa secao é que nossa expressao satisfaz a equacao

geral para as teorias da classe RBG, com setor geométrico com a lagrangeana

Le = f(R,Q)/2x>.
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4 Correspondéncia RBG-RG

Das equagoes gerais do formalismo métrico-afim, (3.25) e (3.26), percebe-se
ainda que, mesmo que a func¢ao seja especifica a teoria, a forma das equagoes gerais
nao mudam. O mesmo acontece com o tensor de Einstein descrito em fungao da
métrica auxiliar ¢ — como destacado nas teorias EiBI e f(R, Q). A importancia de
se obter a forma geral das equac¢des do movimento e tensor de Einstein reside na

questao de que as RBGs sao descritas por uma familia especifica de lagrangeanas.

Mediante as equagoes do formalismo métrico-afim é possivel estabelecer uma
relacao de correspondéncia entre as teorias cuja familia de lagrangeanas dependem
do tensor de Ricci simetrizado e, por construgao, com dependéncia somente da
conexao, como nos assegura (3.35) e (3.36). Isto é, a lagrangeana das teorias
RBG assume a forma Lg {gm,, R(W)(F)} e, como mostraremos, a dindmica destas
se relacionam com a dinamica da RG de tal modo que possa ser feita uma transicao

entre essas classes de teorias.

Assim, podemos encontrar trabalhos[51, 52, 1] que executam o mapeamento
de campos para as teorias f(R) e FiBI, e fazem a devida andlise das solugoes. Tais
trabalhos consistem, principlamente, na aplicagdo do método de mapeamento no
caso de simetria esférica, da RG para as RBG (teorias f(R) e EiBI com distintos
tipos de matéria), para a obtengao de novas solugdes. Nas teorias de Gravidade
f(R) e EiBI foi possivel obter novos objetos compactos com caracteristicas, a
grosso modo, similar aos Buracos Negros (Buracos de minhoca, membranas de
buraco de minhoca, bolas compactas, etc), em muitos dos casos, sem a presenca de

horizontes.

Nos interessa aqui apresentar uma visao detalhada dos conceitos basicos
do método de mapeamento, bem como discutir os pontos principais do método
aplicado as teorias f(R) e EiBI para que possamos construir o arquétipo desejado
e em seguida reproduzir, mais detalhadamente, o mapeamento em gravidade f(R)
e fazer comparagoes com a gravidade f(R, R* R,,) para uma perspectiva futura

de aplicacao.
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4.1 Conceitos fundamentais

Como produzimos o tensor de Einstein, (3.44) e (3.68), e este é descrito
em funcao da métrica-g, nos interessa remover a dependénca da métrica-g em L,
T e Q, de tal forma que todo o lado direito da expressao possa ser interpretado
como um tensor energia-momento de um outro campo escalar acoplado a gravidade
descrita por ¢. Assim, fixando a dependéncia na métrica auxiliar, inferimos que

deveremos ter

T*,(q) = quaTav =

v

— [T = (La+ %) 0t (4.1)

para, convenientemente, obtermos
(4.2)

Por consisténcia, a identidade de Bianch deverd ser satisfeita para V},G*, (q) =0,
o que de fato ocorre em fontes de matéria minimamente acopladas, como por
exemplo, campos escalares[52], os fluidos anisotrépicos[51] e/ou em campos de

matéria eletromagnétical[59].

As equagoes (4.1) e (4.2) sugerem que existe uma relacao entre a dindmica

do setor de matéria das RBG com RG da forma:

Tensor energia-momento ‘ Teoria
1%(9) RBG (nao-métrica)
T (q) RG (métrica)

Tabela 1 — Relagao do setor de Matéria

A relagao descrita na tabela s6 é possivel devido a deformacao matricial
definida outrora em (3.30), que a métrica e a métrica auxiliar (g, = g,.82). E
ainda, pelo fato de que a matriz de deformagao depende essencialmente do contetido
de materia, sua estrutura estara relacioanda com a do tensor energia-momento.
Logo, para a implementagao do mapeamento, nos é de fundamental importancia

obter uma solugao de Q2 que, naturalmente, dependera da teoria RBG considerada.
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4.2 Mapeamento com campos escalares

Para abordarmos o procedimento do mapeamento, consideraremos o caso
de um campo escalar real descrito por uma lagrangiana arbitraria P(X, ¢), onde
o termo cinético X = g*¥0,¢0,¢ e pode existir um potencial escalar V(¢), de tal

forma que o setor de matéria é descrito pela acao

Son(X, ) = —; / A/ —gP(X, é). (4.3)

Note que essa acao é independente da conexao, como proposto para as teorias
de gravidade tipo RGB. Assim, variando a agao (4.3), ficamos com uma equacao

relativa & métrica:

35,(X.0) = — [d's <_¢2—_99W(;gwp(x, 8) + V=gPxig™ a¢8u¢> (4.4

1 P(X,
— —§/d4x\/—géga”gw (Png’@angaygb — (2¢)> , (4.5)
que nos leva ao tensor energia-momento
1
T = Py X%, — = P(X, )60 (4.6)

2
Onde Py = dP/dX e X", = g'*0,¢0,¢. Recorde que Q¥ pode ser escrito como
uma fungao (ndo linear) do tensor T* — o que possibilita 0 mapeamento entre as
RBGs e a RG. Deste modo, assumimos que a matriz {2* possa ser escrita em uma

série de poténcias do tensor energia-momento descrito em (4.6):
Q‘LLV = CL()(X, ¢)55 + al(X7 (b)T‘LIL/ + a2(X7 gb)T#aTO:/ T+ (47>

onde a2, (X, ¢) sdo fungdes dos campos de matéria, no presente caso, do campo

escalar.

Uma grande simplificacao dessa expressao é possivel gragas a uma propri-
edade carateristica do termo cinético, que é idempotente. Isto é, a aplicagao de
X* em si mesmo, no sentido que Xn = X"‘lX, onde X = X*, é o traco. Logo,
qualquer poténcia do tensor energia-momento em (4.6) pode ser escrita como uma
combinagao linear do objeto X* e §#[52, 60]. Dai, podemos reescrever (4.7) como

uma combinacao linear mais simples

Q*, = C(X,6)3t + D(X, 6) X", (48)
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As fungoes C(X, ¢) e D(X, ¢) dependem, explicitamente, do modelo utilizado para

descrever a dinamica gravitacional.

Agora, nos interessa eliminar, completamente, a dependéncia em g, a favor
da métrica auxiliar g,,, e dos campos de matéria. Tendo em mente a relagao (3.30), é
possivel escrever uma relacio similar para os campos escalares: gH*0,¢ = ¢"*Q\0\¢.
Isto implica que a deformacao matricial associada as métricas ¢, € g, tém a

forma

220:¢ = (C + DX) 0ub - (4.9)

Com isto, da equagao (4.8), relacionamos o objeto X*, a métrica g,,, com o

propésito de substituirmos pelo lado direito de (4.9) e assim
§" 0000, = (C + DX) ¢"* 000, ¢, (4.10)

mas como definimos X* = ¢g"“0,¢0,¢, e por sua vez, definiremos um objeto Z#,

para o campo associado a métrica-q, tal que Z* = ¢"*0,¢0, ¢, obtemos
Xt =(C+DX)Z", - Z=(C+DX)"'X (4.11)

Z = Z* é o trago. Note que de (4.11) podemos ter X = X (Z, ¢) como também
7 =7(X,0).
Neste ponto, observando o suposto da relagao (4.2) isto é, que existe um

campo escalar acoplado a RG, descrito por uma densidade lagrangeana, K =

K(Z,¢), minimamente acoplada a métrica g, na forma da

1

Sl 2,0) = = [ d'ov/=aK(2,0). (4.12)

que, aplicando o principio variacional, nos leva a
~ 1
55u(Z.0) = —; [d'o{BV=qK(Z.0)+ V=dloK(Z )]}

= L [ [—“;_qquuéqﬂ”K<Z,¢)+¢—_qKzaz], (4.13)

com Kz = dK/dZ. E como §Z4,6; = §¢"*0,¢0,¢0;; fazendo v — a no primeiro
termo de (4.13), obtemos

K(Z,9)
> ] S (414)

N 1
5Sm(Z7 ¢) - _5 /d4l’\/ _qua(Sq#a [Kunaaa¢ay¢6Z -



4.2. Mapeamento com campos escalares 59

Logo, o tensor energia-momento referente a S,,(Z, @), e que deverd vir satisfazer

(4.1), é escrito como

K(Z,¢)
2

portanto, para explicitar a correspondéncia (o mapeamento) entre as RBG acoplada

T = K, 7" — o (4.15)

a agao de matéria escalar S,,(X, ¢) e RG acoplado a outro campo escalar descrito
pela acdo S,,(Z, ¢), basta introduzirmos a relacio T = T(T) em (4.2). Assim,

recorrendo a equacao (4.6), vemos que

3 1 7T T
™ = —— | (L )5“}
Yol <G+2 v
1 P(X X Py — 2P
BNIE Pty = (27¢)55_(LG+ g )54
1 T XPy— P

Isto implica que, de acordo com (4.11) e (4.16), podemos descrever a forma da
correspondéncia entre o setor de matéria das densidades P(X, ¢) e K(Z,¢). Para
isso, nos interessa agora verificar a evolugao das equagodes de campo com respeito a
matéria associada a P(X, ¢) e a K(Z,¢), que no caso da RG, devera cumprir as

equagoes de Bianchi. Das egs. (4.6) e (4.15), encontramos

0, (VA7) = 0= 0, (V=3Px0" 0us) — 5 V=3P, (4.17)
e também
0, (V=AT) = 0= 0, (V=GR 20" 0us) — 5 V=Ko (4.18)

respectivamente. Com estes resultados, identificamos que as derivadas associadas

as densidades P e K, tendo em vista que

P(X
VP00 =T

K2q"00p = V—0K2G"" Ons,

nos levam as seguintes relacoes de correspondéncia

K(Z,¢) = Q2L + X Py — P), (4.19)
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Ky =10 Py (C+ DX), (4.20)

A —1/2
K,=|Q| P, (4.21)
Note que, em consisténcia com o mapeamento, podemos trabalhar com o
caso em que K = K(Z,¢) ou para K = K(X, ¢), basta manipularmos a relagao

(4.11). Dando continuidade, isto signifca que podemos escrever (4.21) em termos
de K(X,¢) e K(Z,¢). Observe que introduzindo (4.11) em (4.20) chegamos a

P(X,¢) = K(X, )|, (4.22)

0 que nos permite escrever Kz como uma soma de K(Z,¢) e K(X,¢).Por fim,
obtemos

05K (2.0) = 0,K(X,0) — K1 Zy, (4.23)
onde 0,K(Z,¢) = Ky. Concluimos que (4.21) e (4.23) sao equivalentes.

Uma abordagem mais detalhada acerca do método de mapeamento para um
numero arbitrario de campos escalares reais, como complemento, é feita na secao 4

de [52]. Esta abordagem também é vilida para campos escalares complexos.
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5 Mapeamento entre f(R) e R

Com o procedimento do mapeamento descrito, nos interessa agora obter as
solugdes especificas de Q*,. Considerando a densidade lagrangeana Lg = f(R)/2K?,
identificamos que Q" = frd* , onde fr = df /dR. Nesse caso, os coeficientes de
(4.8)

C(X,0)=fr e D(X,9)=0. (5.1)
E inserindo a densidade f(R) na equagao de campo (3.25), vemos que o trago

corresponde a
Rfr —2f(R) = &*T, (5.2)

que de acordo com a agao de matéria Sy, (X, ¢), nos leva a

Rfr —2f = k*(XPx — 2P). (5.3)

Nos interessa agora explicitar a dependéncia de K em K = K(X,¢). Da

equacio (4.20), tendo em vista que |Q|/2 = f2, obtemos

K(X,¢) = flé (F{; +XPy - P> | (5.4)

Note que a partir da relagio X = Zfg, descrevemos K = K(X(Z),$) (nosso

objetivo final), imediatadamente.

5.1 Modelo f(R) = R+ aR?

Como modelo concreto de trabalho no contexto das teorias f(R), considere-
mos o modelo quadrético de gravidade f(R) = R+ aR? Assim, fr =1+ 2aR, e

nesse ponto, de (5.3) vemos que
Rfr —2f = —R = k*(XPx — 2P), (5.5)

onde « é uma constante com dimensoes de comprimento ao quadrado (importante

para a andlise das solugoes).
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5.1.1 Mapa f(R) em RG

Para aplicarmos as relagoes de mapeamento, consideremos uma lagrange-
ana simples, com a forma canoénica P(X,¢) = X — 2V (¢). Consequentemente,

escrevemos (5.5) na forma
R=—2[X — 2(X — 2V(6))] = (X — 4V(5)), (5.6)
e, como (C' + DX)/|Q|1/2 = frl,

X = Z[1+2ar*(X —4V(9)] (5.7)
= Z(1-8ar®V(9)) + 2ak*X Z; (5.8)

atentando-se ao fato de que Z = X/ fg, temos que

X (1 - Xzom?) = X(1-2ar*’2) = Z(1 — 8ar?V (9)), (5.9)
Ir
logo,
X =71 -8ar’V(9))(1 — 2ax*Z)" (5.10)

Agora, introduzindo este tltimo resultado e P(X, ¢) em (5.4) é possivel encontrar

a forma da densidade lagrangeana para K = K(Z, ¢),

L[ 20 —8ar?V(9)]  ,[Z(1—8ar?V(9)) 2
N 1% { 1-2ar2z " l 1—2ak2Z 4‘/(@] - 2V(¢)}

(1 — 8ar?V(9)) Z ar?Z(1 —8ar’V(¢)) 2
- [ {1 —2aK2Z <1 " (1 —2ar?7) o V(¢)> "

ak?16V (9)? — 2V (¢)
T stV (9) } ’ .
2 = [142ar2X — 8ar?V(¢))?
- [(1 — 8ar®V (¢)) (1 + %)]

1—8ar?V () \>
( 1 —2ak2Z ) ’ (5.12)
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ap6s algumas simplificagoes, determinamos a forma mais simples de K (Z, ¢):

Z(1 —ak?Z) 2V (9)
1—8ar2V(p) 1—8ar?V ()

K(Z,¢) = (5.13)

Note que para um campo escalar livre, V(¢) = 0, a equacao (5.13) se reduz a
K(Z,¢)=Z(1 —ar*Z), (5.14)

que ¢é a densidade lagrangeana de matéria escalar correspondente a teoria de

Einstein.

Assim, temos completado o conjunto de transformagoes, que nos mostram as
relagoes que podem ser construidas entre uma RBG com matéria escalar candnica,

e a Relatividade Geral com lagrangiana de campo escalar ndo-canonica (5.14).

5.1.2 Mapeamento inverso: da RG para a f(R)

Uma das possibilidades mais interessantes do mapeamento ¢ o chamado
“problema inverso” ou mapeamento inverso, que propoe pensar a transformagao
partindo da RG acoplada a uma matéria K (Z), para obtermos uma teoria RBG
acoplada a alguma descrigdo de matéria P(X). Esse sentido do mapa habilita a
reinterpretacao das componentes escuras através de uma degenerescéncia entre a
gravidade usual acoplada a matéria ndo canonica, e uma gravidade alternativa (no

caso uma RBG) acoplada & matéria usual.

De (4.22) e (5.4), temos que

P(Z¢) = K(X,0)9" (5.15)
— "R+ X Py - P) (5.16)
= [+ [R(ZK; - K). (5.17)

Deste tltimo resultado, para conseguirmos mapear P(X, ¢), precisamos expressar
o escalar de curvatura em termos da densidade K(Z,¢). Com K(Z,¢) dado, é
possivel encontrar a densidade lagrangena, P(X, ¢), associada & gravidade f(R).
Assim, da relacdo de deformagao matricial das métricas g-q e da relagao (5.6), para

o campo escalar canonico

K(Z,6) = Z — 2V (¢), (5.18)
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€SCrevernos

. R
R(q) = fr¢" Ry = —K*T — = k(2K — ZKy). (5.19)
R

Com isto, a dinamica do setor de matéria associado a gravidade de Einstein pode

ser mapeada para Z = Z(X).

Por fim, atendendo a (5.17) e (5.19), encontramos a densidade lagrangeana

para o setor de matéria associado a f(R):

X(1+ ar?X) 2V (9)

PX,0) =1 8ar2V(¢) 1+ 8ar2V(¢)

(5.20)

Note que, além da dependéncia explicita em X (ndo mais em Z), o sinal que
acompanha a constante v muda com relagao ao obtido em (5.13). E ¢é este termo

que nos permite controlar as nao-linearidades associadas ao setor gravitacional.

Um ponto interessante que fica evidente nesse exemplo é uma carateristica
bastante peculiar da correspondéncia descrita: No presente caso vemos que uma
gravidade f(R) = R+ aR?, quadratica em R, com matéria P(X,¢) = X — 2V (¢)
linear em X, resulta mapeada em uma gravidade linear em R (a RG), com setor
de matéria K(Z,¢) dado em (5.14), que apresenta a mesma estrutura quadrética,
mas agora em Z. O mesmo observamos no mapeamento inverso: quando partimos
de uma lagrangeana canonica K(Z, ¢) (5.18) acoplada a RG, chegamos em uma

Lagrangiana quadratica acoplada a lagrangiana quadréatica P(X) (5.20).

Esse fenomeno se repete ao aplicar o mapa em distintas RBGs e com
distintos tipos de matéria: as nao-linearidades no escalar de curvatura do setor

gravitacional aparecem mapeadas ao setor de matéria da RG [52].

5.2 Gravidade f(R, R"R,,)

Com o objetivo de se obter solugoes exatas e extrair informagoes mais
detalhadas sobre o comportamento dos objetos compactos nas RBGs, consideramos
trabalhar com o método de mapeamento na Gravidade quadrética, f(R, R* R, ).

A descricao dessa teoria foi previamente trabalhada no Capitulo 3.
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Para explicitarmos as relagoes de correspondéncia entre os campos escalares
RBG-RG na gravidade quadratica, precisamos encontrar solugoes para (3.59), que
ao contrario do caso f(R), a matriz Q) ndo é proporcional a matriz de identidade I
(@ = frl).

Recorde que da definicdo do tensor T k. eq. (4.1), concluimos que este
representa o conteido de matéria no ‘Einstein frame’, onde é possivel identificar
que o determinante da matriz Q aparece. Logo, para que a defini¢ao seja valida,
devemos poder exprimir \Q\ em termos dos campos de matéria. Para tanto, observe

primeiro que, de (3.59), trivialmente temos que

g"* Ry = Q“BQBQR(QV) = Q“BRBV(q) ) (5.21)

Isto permite eliminar a presenga explicita de g,, da equacao, obtendo
Q2 (@7, = fad, + 2/ VR, (0) (5.22)
Que podemos escrever na forma
5%, = frIQIT2Q0, + 20| QT A(2)%,Q" R, (). (5.23)

Note que ¢é possivel identificar a dificuldade de ser obter as relacdes de mapeamento

para a gravidade f(R, Q) observando que a equagao (5.22) é quadrética em Q.

Foram feitas algumas tentativas, no sentido de obter as solugoes, mas nao
conseguimos chegar a uma solucao consistente. Mais Recentemente, poucos dias an-
tes de finalizarmos o presente trabalho, através de comunicacgao privada[61],ficamos
sabendo que esse problema foi resolvido, obtendo-se as relagées de mapeamento
para a Gravidade quadratica aplicando uma abordagem “hibrida”, trabalhando
sobre a expressao (3.59) em termos da métrica g,, no lado direito, junto com a
equagao (3.67) escrita para um objeto construido com o tensor de Ricci e a métrica

9w~ Tudo indica que novos objetos compactos poderao ser encontrados.

Ressalta-se que embora nao tenhamos obtido resultados consistentes, o
passo-a-passo da nossa abordagem esté disponivel apenas para simples conferéncia

no Apéndice A.
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6 Objetos compactos em gravidade

f(R) = R+ aR?

Como destacado anteriormente, o método de mapeamento nos permite
fazer uma transicao entre as teorias RBGs e a RG. Por equanto, nossa abordagem
se limitou, essencialmente, apenas a estrutura analitica do método. Ou seja,
nao nos detemos a explorar ainda a fisica envolvida. Agora, com as relacoes de
correspondéncia para a gravidade f(R) explicitadas, em especial para o modelo
quadrético f(R) = R+ aR?, podemos descrever o elemento de linha associado a
gravidade f(R) a partir dos termos métricos da teoria de Einstein, e obter novas

solugoes para o quadro f(R).

Trabalharemos com o modelo de campo escalar livre e estatico com simetria
esférica, originalmente obtido para a RG por Max Wyman[62]. Este tipo de solugao
¢ obtida usando o fato de que a equagao para o campo escalar resulta extremamente
simples, ¢,, = 0, o que facilita resolver as equagoes de Einstein para o presente
caso, utilizando uma engenhosa escolha de coordenadas, isto é, tomando ¢ =y, o
que pode ser feito sem sofrermos perda de generalidade. O elemento de linha assim

obtido por Wyman tem a forma
dshe = —e’dt* + "W tdy® + W2(d6? + sinf*dd?), (6.1)

onde v e W sao funcoes métricas que dependem da coordenada radial y, cuja

solugao, no caso assintéticamente plano, tem a forma

e = e’ (6.2)
oy/24; h
W= ;Wy) (6.3)

no qual a constante o esta relacionada a massa newtoniana da solucao no limite
assintético (M), 0 = —2M e a constante 7 é definida como v = Vo2 + 2k2/2.
Note que o limite adotado para obtermos as equagoes (6.2) e (6.3), implica que

o campo escalar desaparece quando a coordenada radial tende a zero y — 0, na
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medida em que no centro da solucao esférica y — oco. Nesse sentido, analisaremos
as propriedades das solugdes da densidade (5.20), que por sua vez, estd acoplada a
gravidade f(R).

6.0.1 Propriedade das Solucoes

Respeitando os limites assintoticos, para o campo escalar real e livre, de

(5.20) podemos verificar que
P(X,¢) = X(1 +ar’X), (6.4)

e, como existe uma relacao entre a métrica g, e a métrica auxiliar g,,, podemos
explicitar fr para obtermos o elemento de linha associado a gravidade f(R). Da
relacao (5.3), vemos que

fr=0—-2arx*2)7", (6.5)

e como Z relaciona o perfil da métrica auxiliar ¢,,, ao campo escalar, para o presente

caso, Z corresponde a
Z = q"0,0,6 = ¢V &) = Wie™. (6.6)

Em consisténcia com o método de mapeamento, o elemento de linha para f(R) =
R+ aR? (gravidade f(R)), ou seja, os elementos diagonais do tensor métrico g,,,

assume a forma

dsip) = fr'dshe (6.7)
= (1 —2ar*Wie™) {—e”dt2 + W el dy*+
+ W2(d6? + sinb*dd?) | (6.8)

Observe que mesmo com um elemento de linha associado a gravidade f(R) e outro
associado a gravidade de Einstein, a geodésica associada a essas solugoes continua

seguindo a métrica g, ."

No contexto da gravidade f(R), analisaremos o impacto que a deformagcao

(descrita por fr') confere as solucdes da teoria de Einstein. Isto significa que

& Justamente com esse objetivo é que se escolhe o setor de matéria independente da conexao.
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partiremos do elemento de linha modificado, (6.8), e faremos uma devida andlise

das carateristicas da solu¢ao que, como veremos, corresponde a objetos compactos.

Nosso primeiro foco se reduz a analisar o comportamento e as propriedades
do setor esférico de (6.8), ou seja, nos interessa as solugdes para a métrica descrita
gee, que estd relacionada a uma fungio da coordenada radial y; definimos r(y)* = ggp-
Nesse sentido, de acordo com os limites assintoticos adotados, assim como na RG,
quando y — 0, a funcao de forma r(y)? tem um comportamento inversamente
proporcional para o centro da solugao: r(y)? ~ y=2 — co. Contudo, préximo ao
centro da solucao esférica, para altos valores de y, podemos encontrar diferentes
efeitos na geometria, que estarao modulados pelo sinal da constante a; em outras

palavras, analisaremos os efeitos na geometria para o = s|al, onde s = £1.

0.0.1.1 a<0

No caso em que s = —1, a fungdo r(y)* assume a forma
r(y)? = (1 + 2|C¥|l€262MyW4) W2, (6.9)

Note que essa funcao esta definida em um intervalo coordenado de y entre os limites
(0,00( , e é sempre positiva. Além disso, o produto |a|e*¥ com W sendo uma
funcao crescente, cresce com y — oo. Isto implica que o termo (de correcao) |«
estard dominando em grandes valores de ¥, e, consequentemente, a fungao r(y)?
crescerd no limite em que |«| domina. Para um melhor entendimento, iremos
considerar o grafico extraido da Ref.[1] que atribui valores especificos para as

constantes %, |a| e 0.

Como é possivel verificar na Figura 1, assim como y~2, a fungio r(y)?
primeiro diminui na medida em que y cresce e em seguida aumenta conforme
y — 00. Esse comportamento da funcao radial é carateristico dos objetos chamados

de “buraco de minhoca”.

Observe que a garganta do buraco de minhoca est4 no minimo de r(y)? e que

pode ser fechada, retornando a gravidade de Einstein, quando a@ — 0 (f(R) = R).

Embora a localizacao do buraco de minhoca varie conforme «, ele é mais

sensivel a ¢ (como pode ser observado na Figura 1). E por esse motivo, nos
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Figura 1 — Comportamento da fungao radial 7(y)? para a gravidade f(R) quadrética
com deformacao fr = 1 — 2ak%Z, caraterizando uma solucdo tipo
“buraco de minhoca” (wormhole). k> =1, |a| = 107!, € oyerge = —40,
Olaranja = —20 € 04,u = —10. Obtido de [1] com anuéncia dos autores.

é conveniente estabelecer a localizagdo do minimo; considerando que a funcao
hiperbdlica métrica pode ser aproximada pela fungao exponencial sinh(vyy) ~ e /2,

na regiao em que v~ ! < y, identificamos que

< (024-2k2)3/2 (\/02-1—72524-0) >
log

la]w?
Hmin = 2vV02 +2Kk%2 + o

que pode ser simplificada, para baixas curvaturas, no limite astrofisico ( |o|> >> x?):

(6.10)

2
Youim & log <0> o] . (6.11)

|l
Consequentemente, quando a coordenada radial y tende a ymn, a equagao (6.9)

pode ser escrita como sendo

2

lim r(y)? =~ o + K’ [3 —log <U)] + O(rY). (6.12)

Y—Ymin ‘ [0 ‘

Esta ultima expressao indica que a area da garganta do buraco de minhoca é menor
do que o horizonte de eventos, comparada a solucao esférica de Schwarzschild
(r = 2M). Portanto, mesmo que para 0 nNosso caso a massa seja a mesma, Nao
se observa a formacgao de um horizonte de eventos. Ou seja, nossa solu¢ao nao

admite regiao ou limite em que a matéria possa ser atraida forcadamente. Um
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outro ponto importante é que nao hé presenga de singularidades[63] (entende-se que
a singularidade fisica ou geométrica é um problema teérico) e isto atribui extremo

interesse acerca do movimento no interior da garganta.

Movimento geodésico no interior do Buraco de Minhoca

De fato, a deformagao imposta pela modificacao da densidade lagrangiana,
se a # 0, altera as estruturas geométrica e fisica com relacao as da teoria de Einstein.
E isto implica que as geodésicas associadas a métrica do espaco-tempo podem, ou
nao, ser incompletas, como na RG. Para tanto, precisamos analisar as propriedades
internas do Buraco de Minhoca. Como o elemento de linha para a geometria esférica,
simétrica e estdtica é dada como ds? = —C(y)dt*+B(y) ~*dy*+r(y)?(d6?+sin6*dd?),

a equagao da geodésica para particulas pontuais, no ambito da gravidade f(R) é

(A Al (L
i (dA) - g 20 (W k) (6.13)

onde A é um parametro afim (ou tempo afim), pois mede o tempo ao longo da geodé-

sica, e k caracteriza o tipo de geodésica, podendo assumir trés valores, k = (—1,0, 1),

correspondentes a geodésicas temporais, nulas e espaciais, respectivamente.

A funcdo A(y), além de depender da coordenada radial, estd associada a
massa do sistema e a descrigdo do horizonte[64]. E é a energia por unidade de
massa, e L o momento angular por unidade de massa (para mais detalhes vide
segoes b, 7, 8 e subsecdo 8.3 da ref.[63]).

Da Eq.(6.13) é possivel observar que, assim como no caso Reissner-Nordstrém
em RG[1, 63], quando o momento angular é nulo (L = 0), ou quando a geodésica
é do tipo tempo (k = —1), verificamos que a geodésica é incompleta, pois nao
alcanca a garganta do Buraco de Minhoca, similarmente a o que acontece na RG.
Isto quer dizer que a regiao assintotica

lim r(y)? — oo,

Y—00

caracteriza o infinito interno assintético, com tempo afim finito, assim como para a
RG (y — o0), e ndo existe continuagao da geodésica no espago-tempo além desse

limite.
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No caso em que a geodésica é nula (k = 0), a solugdo coincide com o

encontrado para a RG, pois os raios nulos da solugao nao sao sensiveis a deformacao

fr[1].

06.01.2 a>0

A geometria do espago-tempo é tao sensivel a «, que quando consideramos
s = +1, ja ndo encontramos a estrutura de Buraco de Minhoca. Por outro lado,
a funcao radial r(y)? atinge um comportamento quase plano quando perpassa a
regiao em torno do raio de Schwarzschild. Neste ponto, ndo é possivel determinar
o minimo, pois a fun¢do nao o atinge, e continua decrescendo até se anular quando

y atinge o valor finito ¥ = ymsx- O Ymax para o centro da solugao é dado por

(0'2+2I€2)2
Yinix = log () . (6.14)
2024+ 2k2 4+ 0o

Podemos visualizar a dependéncia da funcao de forma r(y)* com o pardmetro
|a] no plot retirado da ref.[1], Figura 2. Mais adiante analisaremos o plot do

comportamento da fungdo de forma com as fungoes métricas gy € g
r(y)

200

150 |

100 |-

50 -

i 1 i i i i | " i
1.5 2.0 Y

0.0 0.5

Figura 2 — Comportamento da funciao de forma r(y)? para a gravidade f(R) com
deformacao fr = 1—2ak%Z, associada ao modelo quadratico, com a > 0.
Para k? =1 e 0 = —10, e trés diferentes valores de |af: |a|au = 1077,
|aranja = 1072 € |@|yerde = 1075, Se |a| — 0, voltamos a RG.
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Para um melhor entendimento do gréfico acima (Figura 2), consideremos o
plot da funcao de forma e as fungdoes métricas no limite assintético. Pois, nesse
caso, sao as fungoes métricas que nos possibilitardo verificar a existéncia (ou nao)

de horizonte, bem como a estrutura do possivel objeto. Idem ref.[1].

1
0.5 1.0 1.5

Figura 3 — Comportamento das fungoes r(y)?, gy e g,» para 0 = —10 e |a] = 1073,

A funcao de forma r(y)? tem o comportamento descrito pela linha azul e
as fungoes métricas gy (linha pontilhada laranja) e g, (linha pontilhada verde)

partem de 10 e 1, respectivamente, respeitando a assinatura adotada, —, +, +, +.

A Figura 3 configura uma bola compacta de matéria escalar, cuja area é
praticamente a mesma esperada para a solucao de Schwarzschild quando se considera
a mesma massa|l]. Note que a fungdo métrica g,., no regime assintéticamente
plano, em que g, — 1 quando y = 0, atinge o pico maximo do campo (na regiao
em que 7(y)? é achatado) e em seguida relaxa a zero, ou seja, 7 = 0 € Y = Ymsx- E a

componente métrica gy cresce até o centro da solugdo quando g; — —1 em y = 0.

Esse caso traz uma informagao importante em relagao a estrutura geodésica.
Para coordenadas radiais nulas, encontramos geodésicas semelhantes ao caso em
que se considera o ramo positivo na RG. Este resultado esta associado ao fato de
que o movimento geodésico dos fétons é invariante perante a deformacao fr, que é

do tipo conforme, como em todas as teorias tipo f(R)[1, 64].

Ressalto que assim como para o caso a < 0, também nao foi encontrado
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horizonte de eventos.

6.0.2 Densidade de Energia e Curvatura

Até o presente momento, verificamos que novos objetos compactos podem
ser configurados, teéricamente, além da Gravidade de Einstein (Figuras 1 e 3), e
ainda podemos extrair informagoes importantes acerca da geometria no interior
dos objetos encontrados. E para isso, recorde que, como destacado no capitulo
anterior, o método de mapeamento nos permite fazer uma transicao, sempre que
conveniente, entre as RBG e a RG. Isto significa que podemos analisar as solucoes
encontradas para f(R) = R+ aR? tanto no contexto da teoria f(R) quanto no da

teoria de Einstein.

Em decorréncia da contribui¢ao do fator conforme «, para podermos obter
uma previsao tedrica sobre a curvatura na regiao interna dos objetos, nos interessa
determinar o escalar de curvatura associado a teoria de Einstein, pois, no quadro
geral do método de mapeamento, a pode assumir trés valores: a < 0, a =0 e
a > 0. Existird solu¢ao para f(R) se, e somente se, &« < 0 e/ou a > 0. Para tanto,
no intuito de obter relagoes mais compactas, aproximamos as func¢oes hiperbodlicas
a fungbes exponenciais novamente, para quando o = 0. Nesse regime, o escalar de

curvatura para o centro da solucao da RG tem a forma

H26(2\/02+252+0)y
lim Rrg = Ro—o =~ 6.15
yoroo  RG 0 (0% + 2,{2)2 (6.15)

que diverge exponencialmente para o centro da solugao.

No limite astrofisico, |o|? >> k2, as contribuigoes quadriticas de f(R), nos

levam as seguintes curvaturas:

_ 302
€
im R 3 (6.17)
im Roso ~ — . :

Assim, vemos que existe divergéncia para densidade de energia e curvatura

para o > 0, Egs. (6.15), (6.17), e que para o caso a < 0, em que existe estrutura



(0]

de Buraco de Minhoca, a curvatura (6.16) nos indica que a geometria interna é
semelhante ao caso de Sitter (veja a Figura 4 da secao III da ref. [1]), com o
tensor energia-momento de poeira, como pode ser observado analisando o tensor

de Einstein, com o elemento de linha associado a curvatura R,

. 2 2 2 2 2
Gt = diag(322, 22 2 2y — 2 g g, (6.18)
onde a densidade de energia da poeira é tal que paust = —0°> /2a > 0.

O caso a < 0, traz consigo uma informagao bastante pertinente: mesmo que
no interior do Buraco de Minhoca o espaco-tempo seja geodesicamente incompleto,
isto é, as geodésicas nulas alcancam r — oo em um tempo finito, a densidade de
energia, bem como a curvatura sao finitas (ndo divergem) em todos os pontos[64].
Para se compreender esta diferenca de divergéncia entre o Buraco de Minhoca e a
bola compacta, os préprios autores de ref.[1], afirmam que para se tirar quaisquer
conclusoes, seria necessario uma andlise mais detalhada acerca do impacto sobre

observadores fisicos.
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7 Conclusao

No contexto da gravidade de Einstein, os buracos de minhoca sao considera-
dos objetos exdticos cuja solugao é obtida definindo uma geometria simples e bem
comportada para depois, determinar as fontes de matéria que geram a geometria
utilizada, a priori[65]. Algumas dessas fontes de matéria sdo de natureza exdtica

do tipo que viola a condi¢ao de energia nula. A saber,
T, v"v” <0, (7.1)

onde v* é qualquer vetor nulo. Ainda nesse sentido, mesmo que a violacao da
condicao de energia nula esteja presente em sistemas quanticos, onde por exemplo,
ocorrem o efeito Casimir ou a evaporagao continua, numa perspectiva para altos
niveis de energia (ou curvatura), considerar teorias que ao menos satisfagam as

condigoes de energia ou que minimizem a violagao citada, é pertinente[66].

As RBGs, construidas no formalismo métrico-afim, sdo alternativas viaveis
para resolver e minimizar alguns problemas (como o citado no pardgrafo anterior) e
além disso, apresentam caracteristicas gerais, em contraste com a RG, que valorizam

ainda mais a possibilidade de se trabalhar com essa classe de teorias. Tais como,

e Modificam a RG no limite ultravioleta;
e As equacoes do movimento sao de segunda ordem;

« Nao apresentam instabilidades com campos fantasmas;

As solugbes no vacuo recaem na RG.

No geral, podemos pensar que as RBGs sao teorias promissoras e como descrito

nos capitulos anteriores, percebe-se que o método de mapeamento contribui, sig-
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nificativamente, para que se considere trabalhar com tal classe da Gravidade

modificada.

Além da aplicagdo do mapeamento nos possibilitar efetuar uma transicao
entre as RBGs-RG, vimos que as nao-linearidades concernentes ao setor gravitacio-
nal sdo mapeadas no setor de matéria do ’Einstein-frame’. E ainda, observamos
que novos objetos compactos podem ser encontrados no contexto das teorias RBGs
e quando viavel, também é possivel analisar as solugoes dentro do contexto da RG,

explorando as possibilidades do mapeamento apresentado.

Além disso, quando aplicado o mapeamento inverso, da RG para a RBG,
surge uma 'degenerescéncia’ entre a gravidade usual acoplada a matéria exdtica
(descrita por uma lagrangeana nao-canonica), e a RBG acoplada a matéria usual,

descrita por uma lagrangeana candnica.

Portanto, além do préprio formalismo métrico-afim, o método de mapea-
mento é uma potente ferramenta para se trabalhar no ambito da Astrofisica e/ou
Cosmologia moderna. E tal tratamento nos permitira enxergar problemas tedricos

em uma outra perspectiva e até mesmo romper alguns paradigmas.

Dito isto, o grande marco para as RBGs é a possibilidade de nos fornecer
informagoes sobre novos objetos compactos, por enquanto no terreno teérico, mas
que talvez possam vir a ser verificados mediante observac¢oes ou analisados por

simulagao com base em dados reais.
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APENDICE A — Mapeamento de
f(R,Q)

A.1 Mapping em gravidade f(R, Q)

Ao contréario da Teoria f(R), a matriz de deformagao ) ndo é proporcional
a matriz de identidade ( Q= fRf ). Para obter as relagoes de correspondéncia para

a gravidade quadratica, nos interessa solugoes para
Q2 ()" = frdt + 200 R (9), (A1)

onde R* (g), dispoe que a equagao (A.1) deve ser interpretada como uma equagao
hibrida, pois, ao invés de escrevermos o tensor de Ricci satisfazendo as condigoes
de mapeamento (R*,(q)), como destaca a eq. (5.22), optamos por trabalhar com
a métrica g implicita. No que segue, precisamos explicitar a matriz 2% de tal
forma que todo o lado direito da equagao (A.1) dependa explicitamente da métrica
auxiliar g,,,. E para isto, iremos propor uma forma de solugao analoga a abordagem

feita para a gravidade FiBI. Partindo deste pressuposto, escrevemos

Q2 (Q71)" = A(X, ¢)3% + B(X, ) XL = froll + 2foRL, (A.2)

1/2
U = C(X, )8! + D(X, ) XL = [fr (fr+ 2o X)) = 2fq <fR+f§fQX> '
A.3)

Cujo determinante associado e com dependéncia explicita em X é: Q = f3 (fr + 2foX).
Por agora, iremos eliminar a dependéncia na métrica g,, e escrever a matriz de

deformagao com dependéncia na métrica auxiliar. Desta forma, temos
(@) = A(Z,0)0% + B(Z.0) 2 = 1QI72 (fadh + 20 28)  (A4)
e também

‘Q‘71/2 ié,u 2fQ A

B O w > H _

(A.5)
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Recorde que a existéncia do objeto Z enaltece a dependéncia na métrica g,,. Sobre
esta tltima equacio, identificamos que |Q|~2 = [f3 (fr + 2f02)]"*. De (A.5),

concluimos que

. Z
- C+DZ

Observe que para explicitarmos a matriz 2%, em decorréncia da dependéncia na

7' =(C+D2)X! — X (A.6)

métrica-q, foi necessario descrever nossas equagoes em termos do objeto Z* e nao

em X/ (como ¢ feito na teoria f(R)).

Da relagao (A.6), apds algumas simplificacoes, temos que®

;. NeE (Jrt2f02) o (Jr+t2/o2)

= A7
fr+2foZ VI (fr+2f02) A0

Para assegurar consisténcia com a matriz (A.5), as derivadas fr e fg, devem ser
descritas com respeito a lagrangeana de matéria canonica K(Z,¢) = Z — 2V (¢).
Ou seja, devemos adotar R = x%(Z — 4V (¢)) na descri¢do das derivadas. Nesse
sentido, as expressoes prescritas para o mapeamento devem satisfazer a forma
quadrética de Q. Da relagao de correspondéncia (vide se¢oes de mapping geral),

no contexto de f(R, ), temos que
R|Q|V? = K?(2P — X Py), (A.8)

e com isto, as relagoes de correspondéncia para as densidades lagrangeanas estabe-

lecidas anteriormente (no capitulo anterior), tém a forma
XPx = ZKZ Q™2 =  P(X,¢) = K(Z,¢)|Q7V2 (A.9)

Note que o sinal do expoente do determinante segue a construcao da matriz descrita

em (A.5) e, consequentemente, segue a relacao entre os objetos Z-X, (A.7).

Por fim, concluimos que

1 (f(RQ
QR

(C+D2Z)

P(Xv(b) |Q|1/2

—|—ZK2—K> e PXI Kz. (AlO)

: ~ - . 1\ A
& Neste caso, a relagdo das métricas com os campos escalares se dé por g"*0,¢ = gH® (Q l)a oz

= (@) 0zp = (C + DZ)Dad.
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No que segue, nos interessa obter uma solucao para a densidade de matéria

K = K(Z,¢), onde
f(R,Q)

K2

K(Z,¢) = +|QY2(X Px — P) (A.11)

A.1.1 Relacdes f(R)-f(R,Q)

Como nossa matriz foi construida em termos da métrica g, de forma direta,
para podemos mapear a matéria P(X, ¢) basta introduzirmos a deformagao inerente
a curvatura; a curvatura que em f(R) correspondia a matéria original, passa a ser
a nossa curvatura secundaria. Pois, no presente caso, nossa curvatura original é

aquela correspondente a matéria K(Z,¢). Considere a Tabela 2.

Tabela 2 — Propriedades gerais

Ricci-based gravity Relagao com Q Curvatura Matéria original
f(R) Q) = fro} R = r*(2P — X Px) P(X.9)
PR By Ry | Q2 (01 = frdt +2foRE | R(q) = 2K — ZK7) | K(Z.0)

A.1.2 Solucdes para a matéria do Einstein-frame

Por questoes de simplicidade iremos obter primeiro uma solucao para a
matéria original. Tendo em vista que o escalar de curvatura associado a X, é dado

CcOomo

R= Q26> (fr+2£02)|0)'?Z — 4V (9)], (A.12)
para o modelo gravitacional f(R,Q) = R+ aR?+ BQ, a equacao (A.11) nos leva a
K(Z,0) = (fr+2f2)IQZ + (a+ B)QI"2R[(fr + 2f)|QV?Z — 4V ()]* — Q' *2AA(#))

= [1—(a+5>n28V<¢>1{IQ|<fR+2sz> 7+ LA n + 202) 27

1 — (a+ B)r28V(9)

ol B)R2I6V (6)? — 2V(9)]
= (a + A8V (9) } ’ (A-14)

+ 19

onde
fr+2foZ =1—8ar*V(¢) +2Z(ak* + ) (A.15)



90 APENDICE A. Mapeamento de f(R,Q)

e

Q712 = {(1 — 8ar?V () + 2ak*Z)3[1 — 8ar?V (@) + 27 (ar® + 5)]}1/2 . (A.16)

Campo escalar livre: Como ansatz, ao considerarmos o campo escalar

V(¢) = 0, identificamos a forma de uma possivel solugao
K(Z,9)=Z + (a + B)r*EZ?, (A.17)

onde

5 1+ 2Z(ak?+ B)
B (14 2aZk?)?
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