S S
PR OMNes LUK WS

Universidade Federal de Campina Grande

Centro de Engenharia Elétrica e Informatica

Curso de Graduacao em Engenharia Elétrica

ITALO RODRIGO MONTE SOARES

ANALISE DE ALGORITMOS PARA RECONSTRUCAO DE SINAIS
ESPARSOS NA AMOSTRAGEM COMPRESSIVA

Campina Grande, Paraiba
Agosto de 2011



ITALO RODRIGO MONTE SOARES

ANALISE DE ALGORITMOS PARA RECONSTRUCAO DE SINAIS
ESPARSOS NA AMOSTRAGEM COMPRESSIVA

Trabalho de Conclusdo de Curso submetido a
Unidade Académica de Engenharia Elétrica da
Universidade Federal de Campina Grande
como parte dos requisitos necessarios para a
obtengdo do grau de Bacharel em Ciéncias no
Dominio da Engenharia Elétrica.

Area de Concentracao: Processamento de Sinais

Orientador:

Professor Edmar Candeia Gurjao, Dr. Sc.

Campina Grande, Paraiba
Agosto de 2011



ITALO RODRIGO MONTE SOARES

ANALISE DE ALGORITMOS DE RECONSTRUCAO DO SINAL
ESPARSO NA AMOSTRAGEM COMPRESSIVA

Trabalho de Concluséo de Curso submetido & Unidade
Académica de Engenharia Elétrica da Universidade
Federal de Campina Grande como parte dos requisitos
necessarios para a obtencdo do grau de Bacharel em
Ciéncias no Dominio da Engenharia Elétrica.

Area de Concentracao: Processamento de Sinais

Aprovado em / /

Professor Avaliador
Universidade Federal de Campina Grande
Avaliador

Professor Edmar Candeia Gurjao, Dr. Sc.
Universidade Federal de Campina Grande
Orientador, UFCG



Resumo

A Amostragem Compressiva € um novo paradigma de aquisi¢do de sinais. Ela busca solu-
cionar uma inefici€éncia no processo de amostragem baseada no critério de Nyquist seguido da
compressio, que captura um grande nimero de amostras, mas grande parte desses dados sdao
descartados na compressdo. A Amostragem Compressiva s6 pode ser realizada se o sinal for
esparso. Os dois pontos bdsicos nessa nova teoria sdo como adquirir o sinal, tornando-o esparso
antes, e como realizar a recuperagdo desse sinal. Neste trabalho vamos focar nesse segundo
item, a recuperacao do sinal esparso. Para isso, analisamos trés algoritmos, o Basis Pursuit, o
Matching Pursuit e o Orthogonal Matching Pursuit.
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1 Introducao

Seguindo o critério de Nyquist, o nimero de amostras necessarias para reconstruir sem
erro um sinal € ditado pela sua largura de banda. Mesmo com essa limitagdo, sabe-se que al-
guns sinais tem uma estrutura, e dessa forma podem ser comprimidos eficientemente sem muita
perda perceptivel. Antes de obter essa representacdo compacta, o sinal inicialmente € adquirido
(amostrado), calcula-se todos os coeficientes dessa representacdo, codifica-se os maiores coefi-
cientes e descarta-se os demais. A questdo que se levanta € se ndo seria possivel, jd na aquisicao

do sinal, levar em conta esse descarte de coeficientes e obter somente os mais representativos.

Essa pergunta € respondida pela Amostragem Compressiva, Compressed Sampling ou Com-
pressed Sensing em inglés (ainda ndo existe consenso sobre o termo, tanto em inglés quanto em
portugués). Essa técnica realiza a amostragem do sinal levando em conta sua redundancia,
€ com isso permite que menos amostras sejam necessdrias para representd-lo. Dessa forma,

durante a amostragem j4 se realiza a compressao do sinal

1.1 Objetivos

Estudar os conceitos bdsicos que envolvem a teoria da Amostragem Compressiva e analizar

os algoritmos utilizados na reconstrucao de sinais esparsos.

1.2 Organizacao

No capitulo 2 sdo apresentados conceitos de dlgebra linear e da representacio de sinais no
espaco vetorial. O capitulo 3 descreve a ideia de Amostragem Compressiva. No capitulo 4 sdao
apresentados trés métodos utilizados para a recuperacao de sinais esparsos e no capitulo 4 sdo

feitas as andlises desses métodos. As conclusdes do trabalho sdo apresentadas no capitulo 6.



2  Representacao de sinais no espaco
vetorial

Um sinal é formalmente definido como uma fun¢do de uma ou mais varidveis, a qual ve-
icula informacdes sobre a natureza de uma fendnemo fisico. Um sistema € difinido como uma
entidade que manipula um ou mais sinais para realizar uma fungao, produzindo, assim, novos
sinais. [17] O sinal pode ser apresentado de vdrias formas, como uma fungéo continua f(t),
uma sequéncia discreta de pontos f[n|, um dudio, uma imagem, etc. Neste trabalho, o sinal
serd representado por um vetor multidimensional. Considerando o sinal como um vetor em
um espaco vetorial apropriado, os sistemas sdo operadores que mapeiam o sinal de um espago

vetorial para outro.

Esta representacdo do sinal como vetor permite trabalhar com conceitos intuitivos oriundos
da geometria no R3, como comprimento, distincia e angulo, para descrever e comparar sinais.
Aplicar ferramentas de andlise vetorial e dlgebra linear para analisar os sinais facilita a utiliza¢do
de técnicas para interpolacdo, aproximacao, transformadas e compressao da informagdo. Nesta
secdo iremos rever alguns conceitos de espaco vetorial e dlgebra linear que sdo fundamentais

para compreender a teoria da Amostragem Compressiva.

2.1 Espaco vetorial

Um espaco vetorial € um conjunto V, ndo vazio, com duas operacdes: soma, V xV —V e

multiplicagdo por escalar, K x V — V (sendo K um corpo de escalares, i.e. K =R ou C).

Existem vdrios tipos de espacos vetoriais. Dentre eles, o espaco de Hilbert € o mais utilizado
em processamento de sinais e consiste em um espacgo vetorial com produto interno, o que tras
uma no¢ao de distancia e angulo ao espago. O espaco de Hilbert obedece também uma relacio
de completude, um propriedade que determina a existéncia de limites no espaco o suficiente

para permitir que as técnicas de cdlculo sejam utilizadas.
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2.2 Norma

A nocdo de comprimento dentro da dlgebra linear ¢ dada pela fun¢cdo norma. Ela associa
a cada vetor no espago vetorial um ndmero real ndo-negativo. A definicao formal de norma é

dada a seguir.

Seja V um espago vetorial sobre K, a norma é uma fung@o || - || : V — R tal que:

Ix[| > 0,vx € V

X[ =0 <= x=0

lox|| = |exl[|x[|, Vx € V, a0 € K

Ix-+y| <|x]|+]yll,Vx,y € V (desigualdade triangular)

Norma /,

A norma [, € um tipo de norma definida por:

n 1 .
(X, )P pel,eo);

X[, =
max;=1,.. N |xi| s P =°

Na pritica, apenas trés normas [, sdo utilizadas, sdo elas:

o |x = XY, |xl

* lIxll2 = /T, Jxif?

o HXHM = mMax;=1,..N \x,-]

A nog¢do de norma [, pode ser extendida para p < 1. Nesse caso ela passa a ser chamada de
quase-norma, pois nao obedece a propriedade da desigualdade triangular presente na defini¢ao
de norma. Fazendo p — 0, temos a quase-norma chamda de [y, definida como: ||x||o = Zé\’: _01 1[i]

0 ,sex[k]=0

considerando a fungdo [k] =
1 ,sex[k] #0

Em outras palavras, a norma /y € o nimero de elementos ndo-nulos de x
Para ilustrar, a Figura 2.1 mostra as normas /,, de uma circunferéncia unitaria em R?

Na analise sinais, a norma € utilizada nas medidas de um sinal ou no tamanho de um erro.

A Figura 2.2 mostra a aplicacio da norma para calcular o erro. E dado um sinal x no R? e
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Figura 2.1: Esfera unitdria no R? para normas [, com p=1, 2 e o e a quase-norma para
p = 1/2, respectivamente. Fonte: [8].

queremos aproximé-lo usando um ponto em um espaco A de uma dimensdo. Para medirmos
o erro de aproximag@o usando uma norma /,, temos que achar um ponto £ € A que tenha a
menor norma ||x —£||,. A escolha de p terd um efeito significativo nos propriedades do erro
de aproximacdo resultante. Para p = 2 e o 0 erro tende a espalhar, tem coeficientes nas duas

dimensdes. No caso de p =1 e p = 1/2 o erro fica mais concentrado, tende a ser esparso.

S N

Figura 2.2: Melhor aproximacdo de um ponto no R? para um subespaco de uma dimensdo
usando a norma [, para p = 1, 2 e e ¢ a quase-norma para p = 1/2, respectivamente. Fonte:

[8].

2.3 Produto interno

Considerando x,y € V e o € R. O produto interno € um ndmero real que satisfaz:
* (x,y) =(y,x)

s (x+y,z) = (x,y) +(y,2)

¢ <a'X7Y> =a- <X7y>

(x)>0,¥xeVe(x,x)=0 < x=0

Sendo V um espago vetorial em RY, x = [x1x2 - - -xy]T e y = [y1y2---yn]?, 0 produto interno

assume a forma:

N
(x,y) = inyi = XTY
i=0
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2.4 Base

Dentro do espaco vetorial V existe um conjunto finito de vetores ® = {¢;, ¢, ---, Py}
tais que qualquer outro vetor de V possa ser escrito como uma combinagdo linear deles. Esse

conjunto de vetores € chamado de base vetorial de V.

Um exemplo de base, chamada de base candnica, para o espago vetorial RY é:

¢ T 7 - 7] 7 )

0
0 1
¢:{¢17¢27"'7¢N}: SRR PR
\ _0_ _0_ _1_ )

A conbinagdo linear que representa um sinal x em uma base ® pode ser encontrada pelo
produto interno do sinal com os vetores da base. A expressio matemdtica do sinal x € RV

representado na base @ é

N

X= Z aiq’i?
=1,

onde o; = (X, ;).
Dicionario

O termo diciondrio possui um conceito similar ao de base, porém mais abrangente. A
matriz que representa a base de um sinal no RY possui exatamente N colunas linearmente
independentes e cada sinal possui um tnico conjunto de coeficientes ¢;. J4 um diciondrio ¥
pode ser uma matriz N X Z, com N ndo necessdriamente igual a Z, que também representa
um sinal x € RN como uma combinacio linear dos seus elementos (columas da matriz ¥). O
dicionério pode possuir mais de uma forma de representar o mesmo sinal, neste caso ele é
chamado de redundante.

x=a¥, acR?

2.5 Representaciao esparsa

A partir de diferentes bases podemos gerar representacdes diferentes para um sinal. Uma
base apropriada pode deixar o sinal mais conciso, ou seja, podemos representd-lo por uma

quantidade menor de coeficientes.

A esparsidade é uma medida que indica quantos coeficientes diferentes de zeros existem
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em um sinal. Matematicamente, a esparcidade de um vetor x é dada por K(x) = ||x||o.

A base na qual a representacao de um sinal € esparsa € conhecida como base de esparsidade

desse sinal.

2.6 Projecao

Dado um espaco vetorial linear V, seja'y € V um vetor que fornece uma determinada di-

recdo. A projecao de qualquer vetor X € V na direcdo de y € dada na forma:
. (x,y

projy(x) = - —=7

Ty

Caso o vetor y tenha norma unitaria, (y,y) 12_1e¢a projecdo de x na direcao y é

proj,(x) = (x,y) -y

2.7 Conjuntos ortonormais

Em um espaco vetorial com produto interno V, dois vetores X,y € V sdo ortogonais se

(x,y) = 0. A ortogonalidade de dois vetores € indicada pelo simbolo x Ly

Um conjunto de vetores ® = {@;, ¢y, -- , ¢y } é chamado de ortonormal sempre que ||@;||> =
1 paracadaie ¢;L¢; para todo i # j. Todo conjunto ortonormal é linearmente independente e

se for formado por N vetores do espaco R" é uma base ortonormal desse espaco.

Ortogonalizacio de Gram-Schmitd

Todo espago N-dimensional finito V possui uma base ortonormal U = {uj,up,--- ,uy}.
Para achar esse conjunto de vetores ortonormais existe o processo de ortogonaliza¢do de Gram-
Schmitd, que € definido por:

X B Xk—Zf;f(lli,Xk)lli
TR T e xw,
1 1%k — Xy (i, Xpu|

onde {x,Xp, -+ ,Xy} é uma base de V.
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3 Amostragem Compressiva

A Amostragem Compressiva € um novo paradigma de aquisi¢do de sinais. Ela busca solu-
cionar uma inefici€ncia no processo de amostragem baseada no critério de Nyquist seguido da
compressdo. Nesse processo é capturado um grande nimero de amostras, mas grande parte

desses dados sdo descartados na compressao.

Os processos de aquisi¢ao e reconstrugao sao realizados de formas diferentes na amostragem
cldssica e na Amostragem Compressiva. Na primeira, a aquisi¢do € feita por amostras do sinal
em pontos especificos e a reconstru¢do do realizada por interpolacdo. Neste novo método, as
medi¢des do sinal sdo adquiridas pelo produto interno entre o sinal e um conjunto de func¢des de
teste (que podem ser vetores de um diciondrio especifico), e na reconstrucao do sinal é realizado

um processo de busca. A seguir vamos descrever os principios da Amostragem Compressiva.

Como visto no capitulo anterior, um sinal x pode ser considerado um vetor em R" e repre-

sentado em uma base W formada pelos vetores {l//,}fvz 1

N
x=Y s;yjoux="Ws
i=1

sendo s; = (X, ;) e s a representacdo do sinal dominio W.

O sinal € considerado esparso no dominio ¥ se o niimero de coeficientes s; diferentes de
zero (K) for muito menor que o tamanho do sinal, K < N. Se a maioria destes coeficientes for
préxima de zero, o sinal é compressivel. Na prética € dificil encontrar um sinal esparso, o mais

comum € trabalhar com sinais compressiveis.

Um dos métodos de compressao do sinal € a chamada codificagdo por transformada. Ele
localiza os K maiores coeficientes da representacéo esparsa do sinal e descarta os (N — K)
restantes. O que mostra a ineficiéncia, pois o nimero de amostras (N) é bem maior que as
amostras desejadas (K). Além disso, a localiza¢do dos maiores coeficientes deve ser codificada

e colocada em um cabecalho.

Pode-se melhorar esse processo adquirindo uma representacdo comprimida do sinal. Em
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vez de adquirir N amostras, sdo realizadas M < N medidas lineares, cada uma € o produto
. . . M _ . . .
interno entre o sinal X e um conjunto de vetores {¢;}'Z, y; = (x,¢;). Considerando o conjunto

de vetores (])jT como as linhas de uma matrix M x N e as medidas y; um vetor M x 1, temos,
y = dx

substituindo x por ¥'s
y = P¥s =0s

Com isso, as informagdes contidas no sinal x estdo uniformemente espalhadas nos coefi-

cientes de y. A Figura 3.1 ilustra as matrizes e vetores citados acima.

Figura 3.1: Amostragem Compressiva do sinal x. Fonte: [7].

Para realizar o processo acima, duas questdes sdo levantadas: Qual matriz ¢ deve ser uti-

lizada e como recuperar o sinal x a partir de y.

Um ponto importante € garantir que o sinal ndo seja concentrado, simultaneamente, em
ambos os dominios de esparsidade e medicdo, ¥ e . Em outras palavras, os dois dominios
devem ser altamente descorrelacionados. Uma medida para calcular essa relagdo entre as bases

€ a coeréncia, que € definida como

w(®, W) = VN -max; ; |(¢i, y;)|
a incoeréncia maxima é quando pu(®,¥) = 1. Matrizes aleatérias possuem grande incoeréncia
com qualquer base fixa V.

Com essa defini¢do de coeréncia podemos enunciar o principal teorema da Amostragem

Compressiva.

Teorema: Seja p?(®, ¥) a coeréncia entre a base de amostragem P e a base de esparsidade
W, N a dimensao do sinal amostrado e S a sua esparsidade. O ndimero minimo de amostras para

a perfeita reconstrucao do sinal é dado por

M>C-pu*(®,¥)-S-In(N).
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Outro critério para garantir a perfeita reconstrucdo do sinal € a Propriedade de Isometria

Restrita (do inglés Restricted Isometry Property - RIP). A definicdo de RIP é dada a seguir.

Para cada inteiro K = 1,2,--- ,N defini-se a constante de isometria restritiva g de uma

matriz & como o menor nimero tal que

para todo vetor K-esparso s.

A RIP de ordem 2K para dois sinais K-esparsos, Xy € X3 implica em:

H<I>}i{1—<l>x2||122

%1 — %217

(1—-8x) <

< (14 &)

Se &k for um valor pequeno, a distncia entre os sinais serd preservada quando eles forem

representados na base ®. A Figura 3.2 ilustra essa situacdo.

RN RM

K-planes

Figura 3.2: Propriedade da Isometria Restrita, garante uma recuperacio robusta e eficiente do
sinal esparso. Fonte: [10].

A matriz Gaussiana obedece ao critério da RIP e tem uma coeréncia baixa com qualquer

outra matriz. Por isso, utilizamos uma base Gaussiana nos testes realizados nesse trabalho.

A pergunta que resta agora é como recuperar o sinal x a partir de y. Como X estd na sua rep-
resentacdo esparsa s € possivel achar uma tnica solucao, apesar do sistema ser indeterminado.

Alguns métodos de busca do sinal s sd@o descritos no capitulo seguinte.
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4  Recuperacdo do sinal esparso

Um dos principais pontos na teoria da Amostragem Compressiva € a recuperacao do sinal
esparso. O desenvolvimento de algoritmos que sejam rdpidos, precisos e estdveis na recon-
strucdo do sinal x a partir de y (sendo y = ®x) € uma das dreas que mais mais tem sido

pesquisada na Amostragem Compressiva.

O projeto dos algoritmos de recuperagdo esparsa € guiado por vdrios critérios, dentre eles:

* Niimero minimo de medidas O algoritmo deve ser capaz de recuperar o sinal a partir do

menor numero de amostras possivel;

* Robustez ao ruido O algoritmo deve ser estdvel com relacdo a pertubacdes no sinal de
entrada e ruidos adicionados na medicdo, esses dois tipos de erros surgem naturalmente

em sistemas praticos;

* Velocidade O algoritmo deve se esforcar para gastar o minimo de recursos computa-
cionais, tendo em vista que muitas aplicacdes trabalham com sinais de dimensdes muito

altas.

Existe um grande nimero de algoritmos e varia¢des deles presentes na literatura. Os méto-
dos para recuperacdo podem ser dividos em trés categorias: baseados em otimiza¢ao convexa,
algoritmos gulosos e algoritmos combinatoriais. Neste trabalho vamos analisar trés algoritmos
diferentes, um de otimizacao convexa, o Basis Pursuit, e dois que utilizam a técnica gulosa, o

Matching Pursuit e o Orthogonal Matching Pursuit.

4.1 Basis Pursuit

Um sinal é mais esparso quando possui um menor nimero de coeficientes diferentes de
zero. Logo, para procurar esse sinal a partir de um diciondrio devemos fazer a busca pelo menor

norma [y, que, como visto em 2.2, d4 o nimero de coeficientes diferentes de zero. Entretanto, a
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norma /g ndo € convexa, o que torna a sua minimiza¢ao um problema NP-completo. Donoho e
Candes, [3] e [6], propuseram utilizar no lugar da norma /y a norma /1, que é convexa, fazendo
com que a busca possa ser feita com programacao linear. Entdo, o algoritmo para recuperacdo

do sinal esparso € um que busque a minimizacdo da norma /;.
f= Z 0;9;, que minimiza ||a||; = Z o
i€l i€l
Essa minimizacdo € um problema de otimizacdo convexa e utiliza o método primal-dual

interior-point descrito em [11].

A substitui¢do da norma [y pela /; ndo funciona para todos os casos. Existem algumas
restri¢des relacionadas a matriz de amostragem e a matriz da base de esparsidade. A descri¢ao
dessas restrigoes € encontrada em [6]. Neste trabalho utilizaremos uma matriz de amostragem
gaussiana normalizada, que obedece as condicdes para a utilizacdo da técnica de minimizagdo

da norma /;.

4.2 Matching Pursuit

O Matching Pursuit (MP) é um algoritmo guloso iterativo que decompde o sinal em uma
combinacdo linear de elementos a partir de um dicionario. No caso estudado nesse trabalho,
o diciondrio é a matriz de amostragem ® € RM*N A estratégia gulosa reduz a complexi-
dade computacional presente no Basis Pursuit. O desenvovimento abaixo e suas provas estao

disponiveis em [1].

A 1ideia principal do MP € representar o sinal f como uma soma ponderada de elementos
do diciondrio, ¢, (também chamados de dtomos). Ele inicia projetando f no vetor ¢, € ® e

calculando o residuo Rf.
f =)+ RS

como Rf € ortogonal a ¢y, tem-se

P = [F, 9 * + IRFII.

Para minimizar o residuo ||Rf|| deve-se escolher ¢y, que maximize |(f,¢y,)|. A busca pelo

vetor ¢y, mais adequado € feita da seguinte forma:

[(fs ¢p0)| = Oﬂarg;naﬂ(f,%ﬂ
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sendo o € (0, 1] um fator de otimizagéo.

A perseguicio iterage repetindo o mesmo procedimento, substituindo f por R f. Supondo
que o residuo de ordem m ja tenha sido encontrado, a proxima iteragdo escolhe um novo ele-

mento ¢y, € P tal que
[(R™f, ¢y, )| = ccargmax [(R™ [, ¢y)|
Y

e projeta R f em ¢y,
R"f = (R"f.0y,) 9y, +R""'f

A ortogonalidade de R"!f e ¢y,, implica em
IR™ 11> = [(R™ £, ¢y ) |* + | R™ L £
Somando os residuos com m entre 0 e M — 1

M—1
m=0

Um teorema apresentado em [1] prova que ||R" f|| converge exponencialmente para zero

quando m tende a infito. Recuperando o sinal f

o0

f: Z <Rf7¢7m>¢7m

m=0

Na prética € utilizado um nimero finito de iteracdes usando como critério de parada um

valor de erro €. O Algortimo 1 apresenta um pseudocddigo para o MP

Algoritmo 1: Matching Pursuit.
Entrada: Sinal: f, dicionario: ®.
Saida: Lista de coeficientes: (R"f, ¢y, ) € @y,
inicio
RVf + f;
m <+ 0;
repita
achar ¢, € ® com o maior produto interno (R™, ¢y, )
R™f <« R"f —(R"f, y,) 9y,

m+—m+1
até |[R"|| < &;

fim
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4.3 Orthogonal Matching Pursuit

Uma pequena modificagdo no algoritmo MP faz com que o nimero de iteragcdes para re-
cuperar o sinal diminua. Essa nova técnica, conhecida como Orthogonal Matching Pursuit

(OMP), foi aplicada na reconstrugdo de sinais esparsos na Amostragem Compressiva por Tropp,
[14].

Essa melhoria no MP ocorre ortogonalizando as dire¢des da projecao, com o processo de
Gram-Schmidt. A busca ortogonal faz o processo convergir com o numero finito de iteragdes.
O ponto negativo do OMP € o aumento do custo computacional devido o processo de ortogo-

nalizacdao de Gram-Schmidkt.

O algoritmo seleciona um elemento do diciondrio, vetor ¢y, , que inicialmente ndo € ortogo-
nal com os vetores selecionados anteriormente, {q)yp }Yo<p<m. Para projetar os residuos, um novo

conjunto de componente ortogonais ¢ introduzido {u, }o<p<m-

Iniciando com ug = ¢y,, 0 processo de busca seleciona ¢, que satisfaca

[(R™f, ¢y )| = arg;naXKR’"f’ 9p)|

O algoritmo de Gram-Schmidt ortogonaliza ¢y, em relagio a { @y, }o<p<m € difine

m—1 (P u
Um = Py, — Z L p>uP

2l P

O residuo R™ f € projetado em u,, em vez de ¢y,

R )

R"f =
H“mH2

m RS

Somando essa equacdo de 0 < m < k

k—1 m Up,

Rk
L RS

Provas apresentadas em [1] mostram que a convergéncia € obtida com um nimero finito de

iteragdes M e que (R™ f,u,,) = (R" f, ¢y,,2). Com isso, o sinal recuperado é

Fo Z Rf‘f’m)

2wl
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5 Anadlise dos algoritmos

Utilizamos as rotinas para o Matlab disponiveis na biblioteca SparseLab para analisar os
algoritmos de recuperacdo do sinal esparso. Essa biblioteca foi desenvolvida por Donoho e sua
equipa da Universidade de Stanford, serve como base para as pesquisas feitas pelos autores e
disponibilizada para a comunidade de pesquisadores da drea. O SparseLab é bem documentado

e de facil utilizagdo.

Para testar os algoritmos, geramos sinais de esparsidade S e comprimento N = 256. O
sinal, x, € criado escolhendo S locais aleatérios e colocando valores +1 ou -1 neles. Uma matriz

Gaussiana ®(M x N) é utilizada para realizar a amostragem, gerando o sinal y = ®x.

O objetivo era recuperar um sinal X mais préximo possivel do sinal original x tendo como

entrada a matriz de amostragem ® e o sinal y.

Foram utilizadas trés rotinas para recuperar o sinal, SolveBP.m, SolveMP.m e SolveOMP.m.
Elas implementam os algoritmos Basis Pursuit, Matching Pursuit € Orthogonal Matching Pur-
suit, respectivamente. Podemos determinar a tolerancia ao erro ||£ —x||» como critério de parada

para os algoritmos, fixamos esse valor em 10~ para todos os exemplos do trabalho.

Para verificar e comparar o desempenho dos trés métodos de recuperacao, utilizamos sinais
de diferentes esparsidade S e variamos o nimero de amostras M da matriz ®. Para cada conjunto
de valores (S,M) repetimos 100 vezes o procedimento e calculamos a média do erro || — x||».

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 e a Tabela 5.1 mostram os resultados obtidos.

Tabela 5.1: Numero de amostragem M a partir do qual o sinal S-esparso foi recuperado.

Basis Pursuit | Matching Pursuit | Orthogonal Matching Pursuit
S M M M
4 49 73 41
12 89 121 89
20 113 145 97
28 129 169 121
36 153 193 137
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Recuperagdo do sinal esparso utilizando o algoritrmo Basis Pursuit

? T T T T
—a— 5=4
ol —&— 5=12 ||
5=20
—— 5=28
5k 5=36
=
5 4F
=
=l
£
5 ar
=
2
1 -
I:I .T. .71: i i
0 50 100 150 200 260

Mdmera de amoastras (W)

Figura 5.1: Erro na reconstru¢do do sinal em funcdo do nimero M de medi¢des para diferentes
niveis de esparsidade S com o método BP

Recuperagio do sinal esparso utilizando o algoritmo Matching Pursuit

—&— 5=4
e —o— 5=12 i
5=20
—4— 5=28
5 5=35
2
T 4
[l
]
£
s 3
=
2

S o O e O S S W o O )

0 S

0 &0 ~0d T 1e0 200 250
Mdrmero de amostras (W)

Figura 5.2: Erro na reconstru¢do do sinal em funcdo do nimero M de medi¢des para diferentes
niveis de esparsidade § com o método MP
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Recuperagdo do sinal esparso utilizando o algoritrmo Orthogonal Matching Pursuit
9

—o— 5=

gr —i— 5=12
5=20

—#— =20
5=36

Morma do erro

A R A e e e A me. s e - .

il Sudd i A
Mdmera de amoastras (W)

Figura 5.3: Erro na reconstru¢do do sinal em funcdo do nimero M de medi¢des para diferentes
niveis de esparsidade S com o método OMP

Os resultados comprovaram a teoria da Amostragem Compressiva. Mostraram que € pos-
sivel recuperar um sinal amostrado com uma quantidade de amostras menor que a indicada no
teorema de Nyquist, pelo qual s seria necessdrio uma recuperaco do sinal se M > 128. Outra
conclusdo que podemos tirar dos resultados € a de que quando mais esparso € o sinal, menos

amostras sao necessarias para recupera-lo.

Comparando o desempenho dos métodos, constatamos que o Basis Pursuit e o Orthogonal

Matching Pursuit sdo similares e superiores ao Matching Pursuit.

Outro teste comparativo foi realizado. Este mais ilustrativo ja que envolve apenas um sinal,
ao contrario do anterior que repetia o processo para 100 sinais diferentes em cada situagdo. A
Figura 5.4 mostra a recuperacdo de um mesmo sinal de tamanho N = 256 e esparsidade S = 10
amostrado por uma matriz M X N com M = 60, utilizando os trés métodos. A Figura 5.5 repete

o0 mesmo experimento, modificando apenas o M para 55.

Com 60 amostras 0 OMP realizou uma recustrugao perfeita do sinal, com ||£ — x|, = 2,7 -
10~'6. O MP também conseguiu uma boa aproximacio, com ||£ —x|[; = 5,7-107>. J4 0 MP

£—x|,=0,7.

apresentou o maior erro,

Com apenas 5 amostras a menos, M = 55, o MP e o OMP niao conseguem recuperar o sinal.
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Ja o BP manteve uma aproximacao aceitavel.

Sinal ariginal
1 T T T T T
05k =
1
05+- |
1 I I I 1 1
a 50 100 160 200 250 300
Sinal recuperado com BP
1 T T T T T
0&+ =
1]
05+ -
A I I I 1 1
a 50 100 150 200 250 300
Sinal recuperado com WP
1 T T T T T
05k -
AT . 4 4 A "y
1
i i
05 =
1 I I I 1 1
a &0 100 150 200 250 300
Sinal recuperado com OMP
1 T T T T T
0&r+ =
1]
05k _
1 I I I 1 1
a 50 100 150 200 250 300

Figura 5.4: Comparacgdo da recuperacdo do sinal esparso pelos métodos BP, MP e OMP, com

uma amostragem de M = 60.



5 Andlise dos algoritmos

22

Sinal ariginal
1 T T T T T
05 -
0
05 .
1 1 I I 1 I
0 50 100 150 200 250 300
Sinal recuperado com BP
1 T T T T T
05k -
0
05k -
- 1 I I 1 I
0 50 100 150 200 250 300
Sinal recuperado com MP
1 T T T T T
05 [ ‘ -
0 Tle +h PR RC SO . TT [ 1 " 1ol e Tt h
¥ l i} r‘r"'l" 1 i R i S T T
05 .
1 1 I I 1 I
0 50 100 150 200 250 300
Sinal recuperado com OMP
2 T T T T T
i | ‘
0 A ol s " " vJ T I 1 T o1, I + ?T
[ ! I i
Ak -
) 1 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 250 300

Figura 5.5: Comparagdo da recuperacao do sinal esparso pelos métodos BP, MP e OMP, com

uma amostragem de M = 55.
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6 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os conceitos presentes na Amostragem Compressiva. A
revisdo de algebra linear e o conhecimento das técnicas de recuperagdo do sinal esparso servirdo

de base para um trabalho mais aprofundado na area.

Em relacdo aos algoritmos analisados concluimos que o Basis Pursuit € o Orthogonal
Matching Pursuit apresentam resultados parecidos. O Matching Pursuit apresentou resultados

inferiores, logo, ndo € recomendado a sua utilizacdo em trabalhos futuros.
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