
�������	
�� �� ����	 ������	��� ������ �� �	�

�� ���
�� ��������	� �� 	��	�

���� �	���	 ���	� �� �	���

���� �� �����	
�� �������
 � ���	���
��� �� �	��	
�
 �� ����

�	
��
��� �� ������
	
 ����	
 �
 ����	��
�� ����	
� ��

�
� �
 �	
��� � �
� �� �� �
� �
 �	
��� ���  
	�� ���

	�!����� �����"	��  
	
 
 �������� �� �	
� �� �����	 �� �#��


� �� ���$�� �
 ������
	
 ����	
%

&	�
 �� ������	
���' (���	�����
��� � ����	���

��	��� )�*���� +
		��, ��%�

-	���
��	

�
� �
 �	
���, �
	
$�
, +	
��

©.��� +
���
 /�	
� ��� 0
����, ����	�	� �� 1234



�������	
�� �� ����	 ������	��� ������ �� �	�

�� ���
�� ��������	� �� 	��	�

���� �	���	 ���	� �� �	���

���� �� �����	
�� 
�	�����
�
 � ����	��	� �� ����

��	��� )�*���� +
		��, ��%�

-	���
��	

�
� �
 �	
���, �
	
$�
, +	
��, ����	�	� �� 1234





�������	��

5 ���
 �� ��
 6�
 ��
	
 � � ���
 7��
 /
	
 8�$�
%






�	���������

�	��	
����� ����
	
 �� 
�	
���	 � ����, ��� ��� �
�
 ��	
  ���$���% 6�	
���	

 ��� ��� �
 ��
,  ��
 �
9�� �  ��
� �	
�
� �����
� ����� �� �
�% 6��
 ����
	


�� 
�	
���	 � :���
 0����	
  ��
 ���	����� �� ����� �� ��������% �� �����
,

����
	
 �� 
�	
���	 � ���
 �� ��
  ��
  
#�
, 
 ��, 
�*
�� � 
��	 !�� ��� 	�

�� 
;��
	
� � �� 
;��
� �� ����� �� ��������% 6�� ����  
�  ���� ����
������

!�� �� 
�� 
��
� 
� ���� �
 ��
%

6�	
���	 � ���� 
���� !��, �� ��
 <�	�
 �� �� ���	
, ���	��$	
� �� ��



�*
�� � �� ������=�� � �	�
����  
	
 
 	�
�*
��� ����� �	
�
���% ���	� �����,

����
	
 �� 
�	
���	 ��  
	���
	 
 ���	��  ��
� �����=�� ���	� ���	��� � 
 0
���

 ��� 
 �� �� � 8
��> �
 ��	
��� �� 
����
� 7��	
�%

6� �	�<����	 ��	��� )�*���� +
		��, !�� �� ��
����� ��	
��� 
 	�
�*
��� �����

�	
�
��� �� ����,  ��
� 	$�
� � ������=�� 	����
���� <��
� ��	
��� 
 �	���
��� �  ��


�� �����
�� ��	
��� ���� � ��� �% 6��� �
 
�*
��, 
 �� � � �	����
��� �� ���	�

	�	 ��� 
���%

��	 7�, ����
	
 �� 
�	
���	 
��  	�<����	�� +����
	 6���
	, /
�	$� +���	��,

?�������� /���
, 6��	� /
���� � ��"��� �
	
  ��
 �� ����� ��  
	� 
	 �


�
�
 �� 
�
�
��� ����� �	
�
��� �� ����% 0�
� ���	���=�� <�	
� <���
����
� �


��
��	
��� ����� ��������%

�



������

:���� �	
�
��� ����� 
 	�����
�
� ���	���=�� �
 "	�
 �� ����7
��� �� �����
�  
	


�����
� 0(0- @��
 ���	
�
 � ��
 �
$�
A �  
	
 �����
� /(/- @�9�� �
� ���	
�
� �

�9�� �
� �
$�
�A%

�	��	� ���  	� ���
� ���
� �� ����7
��� �� ������� �� �	��� 	���*�
  
	


�����
� 0(0-, �� ��;
, ������� ��  	��	
 �	��� �� 
�	
�� @�-���A � �� ������


�	��� �� 
�	
�� @0-���A% ����� ������� ��� �� �
� ���*
��� ��  	�;��� � �����


�� ���	��
��	�� �(�%

-  	�;��� ��� �> �	������ ���*
���  
	
 ����	 
� �<�	�
�=�� ���	� � �����
 ���

�
��
��� �� �> �	����� �� 	���, �� ��;
, �
��
��� �
 <	�!�#�
 	$�
 ωu �� !�� 
 <
��

�� �����
 � −180◦% -� ��
� ��	
��� �>�
� � �����
 �� ��
 	���� �� <	�!�#�


!�� �
	
 �
 �
>
 <	�!�#�
 
�� ωu% ����� ����, �� ������� ����7
��� 	� 	�����
�

� �����
 �� ��
 	���� �
�	 �� <	�!�#�
 �� !�� 
!����� ������ ���*
��� 
 ��
� 


�<�	�
��� ��  ���� 	$��% 6��� ����, �� ������� ����7
��� ���*
��� 
� ���
�

 	� ���
� ��� ������ �� <�	�
 ����
�
 ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
%

�� �����
, �� ������� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� ��� 
 	�����
��� � ���*
���

!�
��� ������� �� �	��� �� �	�	 ��� �����"	�� �
 	� 	�����
��� �� �����
% :�

���
���, 
  	�����
 �� 
�	
�� 	�����
 �� ������� �� �	���� ��������
	
����� ����
�
�,

;" !�� 
!���� � ���	�� �� <�	�
 ��;���
 �� 
� ��B�
� �� �����
% ����� ����, ��

������� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �� 
�	
�� @-+����A ��� ��7����% ����� ���

������� ����
��� �� !�� � 
�	
�� � ���	�� �� <�	�
 �� 
	
�
%

:� ���
���, 
�� � ��;���� 7�
� ��;
 �  	�;��� �� ���	��
��	�� �� �	��� 	���*�
,

���  �	 �>�� �� ���	��
��	�� �(�, 
��
 ��� �����"	�� ������� �� �	���� 	���*�
�

�� � � �-��� � 0-���% ����� ����, ���  	� ���
� ���
� �� 	������ �� �������

���*
��� ������� -+���� �� �	���� �� �	�	�� �� �� ��� �� ���
��� �� 	��$���% 6

�� ���
��� �� 	��$��� @�<�	�
��� ���
	�
�
A � �����"	
 !�
��� 
 �	��� �� �����


� �
�	 !�� �� @ 	��	
 �	���A �� ��� @������
 �	���A% ���� 
 �	��� �� �����


��� ��� 	� � �����
, ��� <�	���
�
� ��
�  	� ���=��  
	
 ��	7
��� �
 ������
��

�
 �� ���
���%

:� ����>�� ��� �����
� /(/-, 
� ���
�  	� ���
�  
	
 ������� �� �	���� 	��

��*�
� �  
	
 ������� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �� 
�	
�� ��� <�	���
�
�% �
	


����� � �� �� �����
� ���	
 �����
 ���� ��	 <��
 ��	
��� 
 ��
 
 �� ����7
���' 


�����
 �
 ���	���	
 �����
	"���% ���	�
� ���	���	
� ��� 
 	�����
�
� � ���	�
� ��

�



<����� �
� �<�	�
�=��  	����
	�� �� ��$��� ���	� � �����
% ���
� �<�	�
�=��  	���

��
	�� ��� 
� ����
���� �� ��� � � �� 
�	
���% 6��� ���� 
 ���������
 �> �	����
�

�
���� ���� ��	 ������
' ��� ������� �� ������	
�*
�
% :
 ��� ������� ��
 ���

�	
�
 � �>�
�
  �	 ��* � �
 ������	
�*
�
 ���
� 
� ���	
�
� ��� �>�
�
� 
� �����

��� �%

-� �����
� /(/- �<�	�� ��� �����
� 0(0- ����� � �>��#�
 �
� ���	
�=�� � �
�

�	��=��% 6� �	��=�� ���  
	���
	����� � �	�
���� �
 ����
��� ��� �����
� /(/-

�
�������
���% 6� �	��=�� �� 	�<�	�� � �� ���#�
 �� �
��� �� �����
 �� 	��
���

�� ����
�=�� �� ���	
�
� 
 �
�
�% ����� ����, �	�
� ����
�=��  	���*�� ��


�
	
��� �
�	 �
� �
$�
� �� !�� ���	
�% 6����
� �����=�� �� ������ ��  	�;��� ���

�> �	������ �� ����7
��� �� �
��
 
��	�
 ��� 
�
�
�
� ����� ����>��% 6��� ����,


 !�
��
�� ��� ������� ����7
��� ���*
��� 	�����
��� �� ����
��� �� �� ������

�� �7
�� �� ��
 ����
 �� �����
��� �� 
��
  �	�*
 ��� 
 	�����
���%

�




���	��

(� ��� C�	D 
	�  	������� ���	������ <�	 ��� ����7
��� �< 0(0- @����� � ��, �����

��� ��A 
�� /(/- @���� �� � ���, ���� �� ��� ���A �E�����%

�	��, ����7
��� ����!��� �< 	����� �	��	 ������ <�	 0(0- �E����� 
	�  	� ����,

��
� � 7	�� �	��	  ��� ��� ���
E @�-���A ������ 
�� ����� �	��	  ��� ��� ���
E

@0-���A ������% ����� ������ 
	� ��� ���� ����� ���� ������ � ��� �(� ���	����	�

 	�;�� 
�� �����%

��� ����7
��� �> �	���� � �
��� �� ��� �<�	�
��� ���
��� �E ��� 	��
E <����

�
D �> �	����, ��
� � �
��� �� ��� 	�
� <	�!���E ωu C��	� ���  �
�� � −180◦%

��� �>�
��� � �� ���� �< 
 ��� <	�!���E  
	� @	��
EA 
�� 
 ��C <	�!���E  
	�

@ ����A% ��� C
E, ��� ����7�� ������ 	� 	����� ��� �E���� � 
 C��	 <	�!���E 	��

��� ��
� ����� ������ ����7�� ���� ;��� ��� 	�
�  ��� �<�	�
���% (� 
�����,

��� ����7�� ������ ���
��� ���� ���  	� ���� ����!��� 
	� �
��� �� ��� ������

�<�	�
��� �� ��� ��� 
�� �� ��� <	�!���E ���
��%

��� �	�����	�
� �
��� <����� ������ 
	�  	������� 
�� ���E 
	� ���� 
� ��� �	��	

�E���� ������% +�� < ��� ��� ���
E �  	�����, ��� ����� �	��	 � �������
	�E ���%

��� C
E, ��� �	����	�
� �
��� <����� ������  ��� ��� ���
E @-+����A 
	� ��7���%

����� ������ 
	� ������ ������ �< 
� �	����	�
� �
��� <����� �����  
	� 
�� 


��� ���
E  
	�%

+�� < ��� ����� � ������� �� �� ���� �� �(� ���	����	 �����, 	����� �	��	 ������


� �-��� �	 0-��� ������ 
	� 	�!�	��% 0�, � �  	� ���� 
 	������ ����� ����!��

���� -+���� ������ C�� �	 C����� 	����� �� ���
���% ��� 	����� �� ���
���

@�<�	�
��� ��� �����	��A � �����
	E < ��� �E���� �	��	 � ����	 ��
� ��� @7	�� �	��	A

�	 �C� @����� �	��	A% �C�  	� ������ 
	�  	����� �� ��	<E < ��� 	����� �� ���
���

�� ��� 	������ ����!�� � �����
	E ��
��� ��� �E���� �	��	 � ��� �����
	�E D��C�


  	�	%

��� ����7
��� ����!���  	� ���� <�	 	����� �	��	 ������ 
�� �	����	�
� �
���

<����� ������  ��� ��� ���
E 
	� <�	���
��� <�	 /(/- �E�����% ��	 /(/- �E�����


�����	 ��� ���� �� �� �
��' ��� �����
	
��� ��	���	�% 0���	
� ��	���	�� 
	�

 	������� 
�� ���	��� �
��� �� ���  	����
	E �<�	�
��� 
�
�
���% ����� �<�	�
�

��� 
	� ��� ��� ����
��� 
�� ��� ��� ���
E�% (� 
����� �� ��
�, ��� �> �	����
�

����������E ���� 
��� �� ��� �����' ��� ������ �	 �����	
�*��% ?�� ��� ��� ���

���� ����������E ��� � �� � �>��� 
� 
 ��� 
�� C�� ��� �����	
�*�� ����������E


�� ��� � ��� 
	� �>��� 
� ��� �
�� ���%

�



��� �
� �F�	���� ���C��� /(/- �E����� 
�� 0(0- �E����� 
	� ���  	�����

�< ���	
���� 
�� �	�����% ��� �	����
��E � ��	E � �	�
�� <�	 �����������

/(/- �E�����% ����� �	����� ���	�� ��� �E���� �
� �� �����E C�� 	�� �� ��

��� � �� ����
����% ��� C
E, �	�
� ����
���� 	������ �� 
 ����	 �
	
��� ��

��� ��� ��� ��
� ����	�% 0��� � �� ��� �> �	����
� ����� ����!��� 
	� ��
��
��� �

��� ����>� 
�� ����
��� 	������ �
��� �� 
 �� �7�� ���  �	�E �����
��� �����

����� 
	�  	�������%

�



�������

� �������	
� �

3%3 /���
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % G

3%1 )����� �����	"7
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % H

3%1%3 /������ �-��� � 0-��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % H

3%1%1 +
��� �� <���=�� �	����	�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I

3%1%4 0����
 /(/- �
�������
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 32

3%4 ��7���� ��  	�����
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 31

3%G ����	���=�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 31

3%J �	
�
����  ���
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34

3%K -	�
�*
��� �� ��>�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3G

� ���������� ������� ��

1%3 0����
� � ��
� ���$���� �� ��� � % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3K

1%3%3 0����
� � ��
� 	� 	�����
�=�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3H

1%3%1 :�	�
� �� ����	��, ��
� � �����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % 12

1%1 �� 
�� �� L���	� � �
��� �� <���=�� �	����	�
� % % % % % % % % % % % % % % 11

1%1%3 �� 
�� �� L���	� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 11

1%1%1 ����=�� �	����	�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1G

1%1%4 /������ �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� % % % % % % % % % % % % % % 1G

1%1%G 6 	�>�
��� �
 	�� ���
 
� � ���� % % % % % % % % % % % % % % % % % 1J

1%1%J 6 	�>�
��� �
 <����� �� �	
��<�	#�
 % % % % % % % % % % % % % % % 1J

1%1%K ����=�� �� �
D��
D
�/
��!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1K

1%1%H �����
 �
� <���=�� �
�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1H

1%4 �	�;��� �� �> �	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1I

1%4%3 �> �	������  	����
	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1I

1%4%1 �> �	������ 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 42

1%G ������	
�=�� 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 41

>



� ��������	
� �� ������� ���� � ����� ��

4%3 (��	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 44

4%1 �> �	����� �� ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 4G

4%4 (����7
��� �� ������� �-��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 4I

4%4%3 (�<�	�
��� �� ���$�� �
 <	�!�#�
 % % % % % % % % % % % % % % % % % 4I

4%4%1 8����  
	
 ��  
	B���	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % G2

4%4%4 ���
 �� ����7
��� �� ���$�� �� ��� � % % % % % % % % % % % % G3

4%G (����7
��� �� ������� 0-��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GG

4%J �>�� ��� �� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GH

4%J%3 �>�� �� 3 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GH

4%J%1 �>�� �� 1 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J3

4%J%4 �>�� �� 4 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J4

4%K ��
�
<�	�
 �> �	����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JK

4%K%3 ���	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JH

4%K%1 �	� 
� �� ������� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JH

4%K%4 )�����
��� �> �	����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JM

4%H ������	
�=�� 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % K3

� ��������	
� �� �������� ���� ���������� ������� � !�� ��

G%3 (��	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % K4

G%1 /������ -+���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % KG

G%4 ����
��� �� /������ -+���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % KK

G%4%3 �> �	����� �� ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % KK

G%4%1 ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % KK

G%G /������ -+���� �� �� 
�� �� ���
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % KH

G%J (����7
��� �� ������� �-��� � 0-��� ���*
��� ������� -+���� % H2

G%J%3 /������ -+���� �� �	��� 	���*�
 % % % % % % % % % % % % % % % % % H3

G%J%1 /������ -+���� �� �	��� �� �	�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % HG

G%K �>�� ��� �� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I1

G%K%3 �>�� �� 3 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I4

G%K%1 �>�� �� 1 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IK

G%K%4 �>�� �� 4 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IM

G%K%G �>�� �� G % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M3

G%H )�����
��� �> �	����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MH

G%I ������	
�=�� 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 322

>



" ��������	
� �� �������� ���� �#�

J%3 (��	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 323

J%1 /������ -+���� /(/- % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 324

J%1%3 ��7���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 324

J%1%1 ���	���	
� �����
	"��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 32G

J%1%4 ����
��� �� ������� -+���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 32J

J%4 /������ -+���� �� �� 
�� �� ���
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 32K

J%G (����7
��� �� ������� �-��� � 0-��� ���*
��� ������� -+���� % 333

J%G%3 /������ -+���� �� �	��� 	���*�
 % % % % % % % % % % % % % % % % % 333

J%G%1 /������ -+���� �� �	��� �� �	�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % 334

J%J �>�� �� �� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33K

J%J%3 �6)�� ( � ����
��� �� ������� �-��� � 0-��� % % % % % % % % 33H

J%J%1 �6)�� (( � ����
��� �� ������� -+���� % % % % % % % % % % % % % 33M

J%K )�����
��� �> �	����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 313

J%H ������	
�=�� 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 31I

� �������� ���� ���!����������� ��$

K%3 (��	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 31M

K%1 �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 342

K%4 �����
� �� �����
��� �� 
��
  �	�*
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 343

K%G �	�;��� ��� �> �	������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34G

K%G%3 0�
� ��� �		��
��
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34J

K%G%1 0�
� 	��
��
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34J

K%G%4 0�
� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34H

K%J 6�
�
��� �
� �	��=�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3G2

K%K ����
��� �� ����	 �
��	 �����
	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3G1

K%H N�
��
�� ��� ������� ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3G4

K%H%3 O���� �� !�
��
�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3G4

K%H%1 )�����
��� �� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GG

K%I ������	
�=�� 7�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GI

% &�����'�� � ���(��)�� ������ �"#

H%3 ������=�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3J2

H%1 �	
�
���� ����	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3J1

*�+��,����  �(���-�.��� �"�

>



/ �������� �� �������� ���

6%3 �	����� �� L
�
�
	� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3KK

6%1 �	����� �� P	���D�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3KK

>



�	�

����

6)/6Q �����������	
� ��
	�� 
���� �	�� ��������� 	���� @
���		��	������ ��

���	
�
 �>����
 � ���
 �����A

6)Q �����������	
� �	�� ��������� 	���� @
���	��	����� �� ���	
�
 �>����
A

6�R �������� ��	�	�� ������

+. +�>�.��D��

�8� ����	��
��	 8��� �	��	
�"���

��� ������ ������ ��	� @���
�� ���	
� ��  	����
�����A

�() �	�	�� 	������ �������� @	�� ���
 
� � ���� 7��
A

�-��� �	��� ����� ���� �	�� ���� @ 	��	
 �	��� �� 
�	
��A

�+: ������	��� �	��� ��	�� @	�$�� ��"	� ����	
�*
��A

(L/ (���	<
� L��
�� /"!��


8(� 8��
	 � ��
	
��� �� ��� �

/(/- ����	��� 	����� ����	��� ������� @�9�� �
� ���	
�
� �9�� �
� �
$�
�A

/(0- ����	��� 	����� �	���� ������ @�9�� �
� ���	
�
� ��
 �
$�
A

-+� ���������� ��	�  ���	�� @�
��� �� <���=�� �	����	�
�A

-+���� ���������� ��	�  ���	�� ���� �	�� ���� @�
��� �� <���=�� �	����	�
�

�� 
�	
��A

-� ������ ����� @�		� �
 �
$�
A

-�� �!"  �� ������ �������

�� ������� �������� @�� ��
��	  ����
�A

�(� �	� �	��
� (����	
� ��	�
���

�)+0 ������ �	��� ����� �	��� @��!�#�
 ��"	
  ������
��
��	
A

�?/ ����� #	��� ������	�� @�����
���  �	 �
	��	
 ��  ����A

3



������	�� 1

)�6 $���	
� �	� ��� @����	 �� �
���� 	��
����A

0�6�6 %����
	���� ������� ��� &� �'�	�	�	�� @�����
 �� �	���	� �� ����

	��� � 
!����� �� �
���A

0(0- %	���� 	���� �	���� ������ @��
 ���	
�
 ��
 �
$�
A

0-��� %���� ����� ���� �	�� ����@������
 �	��� �� 
�	
��A

0R� %	����� 
��� �������	�	�� @���� ����� �� �
��	�� �����
	��A

�(�- (�� 	���� ��� ������ @��
� ���	
�
� � ��
� �
$�
�A



��
� �� ���	


1%3 � �� �� 	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 42

4%3 �
��� �� <����� �� N2 � �� α % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 4H

4%1 �>�� �� 3 � /������ ����7
��� �� ���	��� 	�$��� % % % % % % % % % % % GI

4%4 �>�� �� 3 � /������ ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GM

4%G �>�� �� 3 � ����
��
 ���  
	B���	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GM

4%J �>�� �� 3 � 8����  
	
 ��  
	B���	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GM

4%K �>�� �� 3 � �
	B���	�� �� 
�
 ��	
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % GM

4%H �>�� �� 3 � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J2

4%I �>�� �� 1 � /������ ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J3

4%M �>�� �� 1 � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J1

4%32 �>�� �� 4 � /������ ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J4

4%33 �>�� �� 4 � ����
��
 ���  
	B���	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JG

4%31 �>�� �� 4 � 8����  
	
 ��  
	B���	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JG

4%34 �>�� �� 4 � �
	B���	�� �� 
�
 ��	
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % JJ

4%3G �>�� �� 4 � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JJ

4%3J )�����
��� �> �	����
� � /������ ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % JM

4%3K )�����
��� �> �	����
� � ����
��
 ���  
	B���	�� % % % % % % % % % % % K2

4%3H )�����
��� �> �	����
� � 8����  
	
 ��  
	B���	�� % % % % % % % % % % % K2

4%3I )�����
��� �> �	����
� � ε % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % K3

G%3 �>�� �� 3 � /������ ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I4

G%1 �>�� �� 3 � ���7����� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IJ

G%4 �>�� �� 1 � /������ ����7
��� 0-��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % IK

G%G �>�� �� 1 � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IH

G%J �>�� �� 1 � ���7����� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % II

G%K �>�� �� 4 � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M3

G%H �>�� �� G � ���7����� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M1

3



����
 �� �
���
� 1

G%I �>�� �� G � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M1

G%M �>�� �� G � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MK

G%32 )�����
��� �> �	����
� � ���7����� ����
��� ���*
��� �
��� �� 8
�

���		� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MI

G%33 )�����
��� �> �	����
� � ���7����� ����
��� ���*
��� �
��� �� P
��* MI

G%31 )�����
��� �> �	����
� � ε % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MI

G%34 )�����
��� �> �	����
� � /������ -+���� 	���*��� % % % % % % % % % % % MM

G%3G )�����
��� �> �	����
� � ε /������ -+���� 	���*��� % % % % % % % % % % MM

J%3 �>�� �� � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33M

J%1 �>�� �� /����� -+���� �� �
��� �� 8
���		� % % % % % % % % % % % % % % 312

J%4 �>�� �� � /����� -+���� �� �
��� �� P
��* % % % % % % % % % % % % % % % 312

J%G �>�� �� � ε � E % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 313

J%J )�����
��� �> �	����
� � /������ �-��� � 0-��� % % % % % % % % % % % 314

J%K )�����
��� �> �	����
� � /����� -+���� �� �
��� �� 8
���		� % % % % 31J

J%H )�����
��� �> �	����
� � /����� -+���� �� �
��� �� P
��* % % % % % 31K

J%I )�����
��� �> �	����
� � ε  
	
 ������� �� �	��� ����
�
 n = 6 % % % % 31K

J%M )�����
��� �> �	����
� � /������ �-��� 	���*��� % % % % % % % % % % % 31H

J%32 )�����
��� �> �	����
� � /������ 0-��� 	���*��� % % % % % % % % % % % 31H

J%33 )�����
��� �> �	����
� � ε  
	
 ������� �� �	��� 	���*�
 % % % % % % % 31H

K%3 :��
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 341

K%1 �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34G

K%4 )�����
��� �� ����7
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GK



��
� �� �����


1%3 ������ ��	
� �� 	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 42

4%3 �> �	�����  	����
	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 4J

4%1 ��	�
� �� <
�� �� <����� �� α � � �$����� • �		�� ���� 
 N2 = 2 � �

�$����� � �		�� ���� 
 N2 = 3 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 4H

4%4 �>�� �� 3 � �>�
���  	� ���
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % GI

4%G �>�� �� 3 � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J2

4%J �>�� �� 3 � )�� ���
� 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J2

4%K �>�� �� 1 � �>�
���  	� ���
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J3

4%H �>�� �� 1 � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J1

4%I �>�� �� 1 � )�� ���
� 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J4

4%M �>�� �� 4 � �>�
���  	� ���
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JG

4%32 �>�� �� 4 � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JK

4%33 �>�� �� 4 � )�� ���
� 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JK

4%31 �����	
7
 �
  �
�
<�	�
 �> �	����
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JI

4%34 �
�	
�
 �� ��;���� ������� �����	, �����
��	, ��� 
��	 �  �

 ��

���
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JI

4%3G �> �	������ � �>�
���  	� ���
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % K2

4%3J )�����
��� �> �	����
� � )�� ���
� 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % K3

G%3 )� 	�����
��� ��!���"�
 �
 �> 
���� �� ��	� �� ������ -+� % % % % % KI

G%1 �>�� �� 3 � �> �	����� �� ����7
��� ���*
��� �)+0 % % % % % % % % % IG

G%4 �>�� �� 3 � )�� ���
 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IG

G%G �>�� �� 3 � )�� ���
 ��  	����� 
� �)+0 @�
��
���A % % % % % % % % % % % IJ

G%J �>�� �� 3 � �		� 
������� �� <����� �� ��� � % % % % % % % % % % % % % % % IK

G%K �>�� �� 1 � )�� ���
 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % IH

G%H �>�� �� 1 � �		� 
������� �� <����� �� ��� � % % % % % % % % % % % % % % % II

G%I �>�� �� 4 � )�� ���
 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M2

3



����
 �� ����	
� 1

G%M �>�� �� 4 � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M2

G%32 �>�� �� G � )�� ���
 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M4

G%33 �>�� �� G � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M4

G%31 �>�� �� G � )�� ���
 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MJ

G%34 �>�� �� G � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MK

G%3G �> �	������ � �>�
��� ���*
��� �)+0 % % % % % % % % % % % % % % % % % % MH

G%3J �> �	����� � )�� ���
 ��  	����� 
� �)+0 @�
��
���A % % % % % % % % % MM

J%3 )� 	�����
��� �� ��  	����� /(/- p × m % % % % % % % % % % % % % % % % 321

J%1 ���	���	
 �����
	"��� �� ������ -+�  
	
 ��
� ���	
�
� � ��
� �
$�
� % 32H

J%4 �>�� �� � �>�
���  	� ���
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33H

J%G �>�� �� � �
�	
�
� �� :E!��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33I

J%J �>�� �� � )�� ���
� 
� ���	
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33M

J%K �>�� �� � )�� ���
 ��  	����� 
� �)+0 % % % % % % % % % % % % % % % % % % 312

J%H �> �	������ � ���	
�
 u1 �>�
�
 � ���	
�
 u2 �����	
�
 % % % % % % % % 311

J%I �> �	������ � ���	
�
 u2 �>�
�
 � ���	
�
 u1 �����	
�
 % % % % % % % % 311

J%M )�����
��� �> �	����
� � )�� ���
� ��� ������� ����7
��� �-��� �

0-��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 314

J%32 �> �	������ � �>�
�=�� ���*
��� ��
� �)+0 % % % % % % % % % % % % % % 31G

J%33 �> �	������ � 0
$�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 31J

J%31 �> �	����� � )�� ���
 ��  	����� 
� �)+0 @�
��
���A % % % % % % % % % 31K

K%3 ��!���
 �� ��
 ����
 �� �����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 341

K%1 R
��	�� �����
	�� �� <����� �
 <	�!�#�
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % 344

K%4 �>�
�=�� ��� �		��
��
�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34J

K%G 0
$�
� ���*
��� 
� �>�
�=�� ��� �		��
��
�
� % % % % % % % % % % % % % 34K

K%J �>�
�=�� 	��
��
�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34H

K%K 0
$�
� ���*
��� 
� �>�
�=�� 	��
��
�
� % % % % % % % % % % % % % % % % % 34I

K%H �>�
�=�� �� ��
� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 34M

K%I 0
$�
� ���*
��� 
� �>�
�=�� �� ��
� ����
��� % % % % % % % % % % % % 34M

K%M �	���� �
� �
$�
� ���*
��� ��
� ��� �		��
��
��� % % % % % % % % % % % 3G2

K%32 �	���� �
� �
$�
� ���*
��� ��
� 	��
��
��� % % % % % % % % % % % % % % % 3G3

K%33 �	���� �
� �
$�
� ���*
��� ��
� ����
��� % % % % % % % % % % % % % % % 3G3

K%31 ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
 � 	
*�� ���
 ���	�


� 
� ������ �
� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� % % % % % % % % % % % % % 3G1

K%34 ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
 � 32S �
 	
*��

���
 ���	� 
� 
� ������ �
� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� % % % % % % 3G4



����
 �� ����	
� 4

K%3G 0
$�
� �� ������ ����7
�� �� 	�� ���
 
� �> �	�����  	� ���� % % % % 3GJ

K%3J R
��	�� �����
	�� �� <����� �
 <	�!�#�
 % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GK

K%3K ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
  
	
 �� ��
� ���

�		��
��
��� � �	
�� ����� � � �
��	 	�
� � �� �	
�;
��� ��� �� �
��	��

����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GH

K%3H ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
  
	
 �� ��
�

	��
��
��� � �	
�� ����� � � �
��	 	�
� � �� �	
�;
��� ��� �� �
��	��

����
��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3GI

K%3I ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
  
	
 �� ��
�

����
��� � �	
�� ����� � � �
��	 	�
� � �� �	
�;
��� ��� �� �
��	�� ����
���3GI



�����	� �

����������

:���� �
 $���� ����� ���	�
� 
� ����
�=��  
	
 � �������������� �� �	
�
���, 


��7���� ��  	�����
 �	
�
�� � 
� ���	���=��% 6��� ����, 
����� ��� �	
�
���� ���

���������� �
 ���	
��	
 ��� 
 	�����
��� �
 	����� �����	"7
%

��� ������	
�

6 �����
���  ���, �� ��	��� ��	
�, ��	 ���	�
 ��� 
 
���
�� �� ��������������

�� �������% ����� �������  ���� ��	 ����
�, �
���"���, �	"7�� ���	� ���	��% �
�

������� ��� �
��
��� � �	�
���� �� ���	�
� "	�
� ��� �����
, <$�
 � ������
	
%

�>���� ���	��� ������ !�� ;���7
� 
 �����
��� �� 
 ����	���� �� �������%

6����� ������ ���'

• /����	
	 � ��������� �� �����
  
	
  	����� �� <
��
�T

• �	���	 � �� �	�
����� <���	�T

• R
��
	 ���	�� ������� �>�������T

• �	�;��
	 � �����
 �� ���	���%

6� ���������
� �� �����
���  ���� ��	 �
��7
�
� �� �	#� 
����	
�' 
>


�	
�
, 
>
  	��
 � 
>
 �*
% 6 ���������
 
>
 �	
�
 �
��
��� �� ���������

�
� ��� <���
����
� !�� 	���� � �����
,  �	 �>�� �� 
� ��� <$�
�% :
 ���������



>
  	��
 ��� � ���*
�� ������ ��������� ���	� � �����
, ������� � �� �	�
�

����� �� ��	��� ��� ��
� �
� ���	
�
� � �
� �
$�
� @�
��� ������A ���" �� ��$���% 6

����
��� ����
� ��
� ���������
� 	�����
 �
 ���������
 
>
 �*
%

�� ���
� ���
�=��, 
 ���*
��� �
 ���������
 
>
 �	
�
 �� �
 �����
���

���	
 �� ��	�
 ���� �� ��>
 �� 
�� ����� � ���$���% 6���, �� ������� ��� ������

G



�
������ �� ���	���� � J


  
	�	 �� �<�	�
�=�� �� �> �	������ 	�
�*
��� ��  	����� 	�
�% 6 ���������
 
>


 	��
 �, ��  
	��, 
 
>
 �*
 �
���� ��� �����
� ��� ����7
��� �� �����
�%

��  ���� �� ���
 �
 ����7
��� �� �����
�, �  ���$��� ���
	 
�����  
���� �����
�

 
	
 �  	�������� �� �������� �� ������� @�����, 3MMMA'

• �	�;��� �� �> �	����� � ����
 ��� �
���T

• �	����
����� ��� �
���T

• �����
 �
 �
��� �� �������T

• �
	
���	*
��� �
 �
��� �� �������T

• �����
 �� 	��	� �� ����7
���T

• �"���� �� ������T

• R
��
��� �� ������ �����%

�	�!���������� � ������ �����  ���� 	���	��� �� �� ��>�
��, �� ��;
,  ����

	���	��� �� ��
 �	���% �� �>�� �� �$ � �� ������
	
 �� ���	��� � 
 �������� ��

�������  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	��' �� �� �
�, �  	�;��� �� ���	��
��	�� �(� %

-� ������� ���*
��� ��� ��  	��	
 �� ������
 �	��� �� �� ��� 
�	
��� �� ��� �%

:���
� ���
�=��, 
�� � ������ ����� ��;
 �� �	��� ����
�
, � �����"	� 
���
	 ��

 
��� 
 �
� ��  	�������� 
���	�	'

• )������ �� ������, 
 	�>�
��� �� ������ �����  �	 �� ������ �� �	��� 	��

��*�
%

��
�  	����
�  ���� ��	 ������
� ��	
��� �  	�������� �� ����7
���% :


 	��	
 � ��;���� � �����	
	 � ������ 	�
� ��  	�����% :
 ������
 � ��;���� �

�����	
	 � ������ !�� �����	 
 	�>�
 �  	����� ������� �� ����	��
�� 	��	�%

��  ���� �� ���
 ��  	�;��� �� ���	��
��	, � 	��	�  ��� ��	 
 	���� �� <	�!�#�


�� !�� � ������ ��	" ���*
��%

:��  	��	�� �	
�
���� �� ����7
���, � ��;���� �	
 �����	
	 � ������ 	�
� ��

 	����� @���	
��, 3MHGA% :� ���
���, �
�
� 
� �
���� �� ������� ���*
�
�, � �����

�� ������ 	�
� <� ��>
�� �� �
�� @�����, 3MMMA% 6���, � ��;����  
���� 
 ��	 � ��

��� �����	
	 �� ������ !�� �����	 
 	�>�� �  	����� @����7
��� 
 	�>�
�
A%

-�  	��������� �� ����7
��� 
 	�>�
�
 �
� ���*
��� ��� 
!����� !�� ���*
�

� �		� ��  	�����% :���� �	
�
��� ��� 
�
��
��� �� �������  �	 �		� ��  	����� �� ��

 
��� 
 <	����%



�
������ �� ���	���� � K

-� ������� ������ ���*
��� 
 ���*
��� �� �		� ��  	����� ��	
������ 	� 	��

����
� �����	 �  	����� �
 	���� �� 
��
 <	�!�#�
 @�����, 3MMMA% :� ���
���,  
	



 �
�=�� �� ���	��� �  	�����, ���	
� 	��=�� �� <	�!�#�
 �
���� ��� � �	�
����%

����  	�����
  ��� ��	 	������� 
  
	�	 �
  	��7��	
��� ��� �
��� ������% :� ���
���,

��� � �����"	� � ������ ��  	�����  
	
 ����	��
	 �  	��7��	�, ����  	�����
 ���

 ��� ��	 	�������  	��
�����, �� ��;
, ��� �  ���$��� ����	��"��� 
���� �
 ����7
���

�� ������ @�����, 3MIH, 3MMMA%

-��	�  ���� !�� ��	�� ����
!�� � 
 �������
	�
�� ���  
	B���	�� 
 	�����
�


!�
��� ���	���	
� �� ������� ��	
� ��� ���*
�
�% ����� ����, � 	��	� ��� �$����

!�
�	
��� ���  ���� ������� 
�
�$�
  
	
 �  	�����
 �� ����
���% 6 <����� 	�����
���

� ��� ���
	 ���  
	B���	�� � � �$��� ����
�  ��� ��� ��	 �����	
�� @���*
��� ���

����>
A%

6  
	�	 �
 ���	���	
 �� ������ ��	
�, ��
� ���	���	
� �� �$7
� !�� 	�����
� ��

<���=�� ���
	�� ���  
	B���	�� ���  
	���
	����� � �	�
����' ������� 6)Q � ���

����� �()% :� ���
���, �� ������� ��  	����� � �� 	�$�� ��� ���  
	
���	*
��� ��

<�	�
 �� 
	
�
 !�
��� ���
� ���	���	
� ��� ���*
�
� �  ���� ��	 �����"	�� �����

��7�����  
	
 	� 	�����
	 �  	����� �� 
 �>
���� ����;
�
%

����
 <�	�
, ��� 9����� 
��� 
 	� 	�����
��� ��  	������ ���*
��� �
��� �� <���=��

�	����	�
� ��� ��� �
��
��� ���*
�
 �
 ����7
��� �� �����
� @	������� 	
��

��	����, 122JA% 6  	� 	��
�� �	����	�
� 	�����
 �� ��
 �	
��� �� �7
���, �
���

�
 
�"��� !�
��� �
 �$����� �� �������% -  	�����
 �� ����
��� ��  
	B���	�� ���

�*
��� � 	��	� ��� �$���� !�
�	
��� � ���
	 @���*
��� ����>
A � �� �������

��  	����� � �� 	�$��  ���� ��	  
	
���	*
��� �� <�	�
 ��� ������� @	�������

	
�� ��	����, 122JA% 6��
, �� 
 �����
 
 	� 	
�
 �
� <���=�� �
��, � �9��	�

��  
	B���	�� !�� ����� ��	 ����
���  ��� ��	 	���*�� ��� �
	7
	 
 �>
���� ��

������%

6��� �
 �����
 �
� <���=�� �
��, � �������������� �� ������� -+� �� �� �9��	�

	���*�� ��  
	B���	�� �� �  ���$��� �� <�	�� ���*
�
� ��
� ����
��
� ���  ���� ���

��
���� ��  	����� @����� �������� �	�	����, 1233A% 6� ����
��
� ���  ����

����
���� ��� ��	�
������ ����
� 
  
	�	 �� �� �> �	����� �� 	�� ���
 
� ���	
�

�� ��� �
��
�
� �� ��������� �� � �	
��	%

�� ������
	
 �� ���	���, �
��� �� ������� ������ ���*
��� � �		� ��  	�����

!�
��� �� ������� ������ ���*
��� �
��� �� <���=�� �	����	�
� ��� ��	�
������

���*
���  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	��% -� ���	��
��	�� �
� ���*
��� 
��
������

��� �� ���	��
��	�� �(�% ����
��� !�� �
� �� MJS �
� �
��
� �� ���	��� ���*
�

���
 ���	���	
 @��, 3MMMT ������ 	�������, 122KA% /������ �� ��� ��  	��	
 ��



�
������ �� ���	���� � H

������
 �	��� �� 
�	
�� ��� 
� �
����� ���*
��� �
 �����
 ������ ���	��
��	��%

- ������ !�� ��� 	����� �
� 
������ � � ������ �-��� @�����, 1221A%

:� ���
���, �� ������� ������ ���*
��� <���=�� �� �
��� �	����	�
� ��� ��	�
��

����� �� �	��� ����
�
 �, 
���, ����� ��	 	���*���  
	
 ������� �
� �� ��� ��

 	��	
 �� ������
 �	��� �� 
�	
��, �� ���� 
 	�
�*
	 �  	�;��� �� �����
 ��� ���

�	��
��	�� �(�% ��	��, 
 ���*
��� �� ������� -+� �
 
 	�>�
��� ��  	������ ��


�	
�� 	�����
 �� ������� �� �	���� ��������
	
����� ����
�
� ����� � 	� 	�����
���

�� ��	� �7��
 �� 
�	
��%

��� ����
� �����������

����� ������	 
��� � ����

6 ����7
��� �� ������� �� �	��� 	���*�
 � �� �	
��� � �	�B�
  
	
 �  	�;���

� �����
 �� ���	��
��	�� �(�% -� ������� �
� ���*
��� ��� �� ������� �-��� �

0-��� @	���� ���
�� ����, 1221T ��	��
�, 122K
T ���	�, 122H
A%

���	� �� ���	��� �������  ���$���  
	
 	� 	�����
	 � �����
 	�
�, �� �� �	��� 	��

��*�
 ��� ��� <���� �� ����� ������� @����� 	���� �
�, 3MMHA% - ������ �
 ���*
�

��� ��� ������� �� �	��� 	���*�
 �� ���� 
� <
�� �� 
 	���� �� <	�!�#�
, �
 !�
� 
 <
��

�
	
 �� 2 
�� −π 	
�, 	�U��	 
 
	
��	$��
 <���
����
� �
 	�� ���
 �� �����
 @����,

122JT ����� ���� ���, 3MMIT ���� ���� �����, 1223A% ����
 <�	�
, �� ������ !�� 	��

 	������ ��� �  	����� ����
 	���� �� <	�!�#�
 ���	��  
	
 �� �����	 ���	��
��	

@	���� ���
�� ����, 1221A%

�� 3MG1, V����	 � :���� @������� ���	
��, 3MG1A ����		
� ��
� ���
� �� ���

 
	
 ����	��
	 ��  
	B���	�� �� �� ���	��
��	' 
  	��	
 ���*
��� 
 ����
��� ��

�� ������ �-��� 
  
	�	 �
 	�� ���
 
� ���	
�T 
 ������
 ���*
��� 
 �<�	�
���

�� �
��� 	$�� � �
 <	�!�#�
 	$�
%

6  
	�	 ���  	�����
�  	"��� 
 	�����
���  ��
� ���
� 
���	�	��, W��	X� � LY��

�����  	� ���	
� 
 ���������� �� �
���  	� �	��
�  �	 �� 	��� @������ 	���

�����, 3MIGA% ����
 <�	�
, 
 �<�	�
��� �� �����
 � ����
 �� �� ���� 	�����
���%

6 ����7
��� 
�	
��� �� �> �	����� �� 	��� ��� 	����� ���
 
������ 
 �� �

�	
�
���  ���	� �� W��	X� � LY������% 8�E��� @������, 3MIHA <� �� ���  	��	��


 ���*
	 � �> �	����� �� 	��� �
 ����7
��� �� �����
�% - ������ �� ����7
���

� �����
  	� ����, ������
�� 6�R, �� ��	��� ��  
�	��  
	
 ���	��� ��  	������

!�$���%

/
� �
	��, 
 ���
 6�R <� ���7
�
 �� ���� 
 ����
	 
 ������
�� �� ��



�
������ �� ���	���� � I

��������  	��� �� �
��� ���"�� �� �����
 @��� �������� ������, 3MM3A% -��	
�

���7
�=�� <�	
� <��
�  
	
 �����	
	 
 ����7
��� �� ������ @�	���� �	��� ��,

3MM1A% - �������������� �
 ���*
��� �� �> �	����� �� 	���  
	
 �����
 �� ���	��

�
��	��, 
�� 3MMM, ���" �������
�� �� @��, 3MMMA%

8�E��� @������, 1223A  	� �� 
 ���*
��� �� <�	�
�� �
 	�� ���
 
� �> �	����� ��

	���  
	
 �����	
	 
� ����
��
� ���  
	B���	�� �� ������ �-���% �� @�	������

���� ��, 1224T ������ ��, 122JA, ���
 ���
 <� �������
  
	
 �� ������� 0-���%

0	��
�
� � ���
��
	
� @���������� �	��������, 1224A 
 	�����
	
� ��


���
  
	
 ����
��� ���  
	B���	�� �� �� ������ �-��� 
  
	�	 �� 
 ��
� �� �>�

 �	����� �� 	��� 
�����	�% R��D � ���
��
	
� @������ �	��������, 122J
A ���

��		
� ��
 ���7
��� �
 ���
 
���	�	  
	
 ���*
	 � �> �	����� �� 	��� ����	�%

-� ������ 
���	�� 
��
 ����		
� ��
 ���	
 ���
  
	
 �������� ���  
	B���	�� ��

�� ������ �-��� ���"��� @������ �	��������, 122J�A%

/
� 	����������, �
 ����7
��� �� ������� �-��� � 0-��� �
��
��� �� �> ��

	����� �� 	�� ���
 
� ���	
� ����

���� 
� ���
� 
 	�����
�
� �� @������, 122MT

���� ��
, 1232T �� ��  !", 1233T �������� ����
� �����, 1233T �	��� ��� ����,

1233T 	���� �����, 1231A �  
	
 ���
� �
��
�
� �� �> �	����� �� 	��� ����

��

�� @���� ��
, 122MT ���� ����� ����, 1232
, 1232�T ��� #�� �	���, 1233T ��� ��  !",

1233T �	��, 1233T ������ �	��������, 1231A%

����� ��	�	 �� ������	 ����������	

6 ���*
��� �� <���=�� �	����	�
� ��  	����
����� �� ��
� � �"��
% -�  	��	��

�	
�
����  ���
��� !�� ���*
	
� <���=�� �	����	�
� <�	
� �� �� :% ?���	 � [% ?%

8�� @���, 3M43, 3MK2T �����, 3MJKA% �
��� ?���	 !�
��� 8�� ���*
	
� 
� <���=��

�� 8
���		�% ���
� <���=�� ��� ��7��
�  ����  ������� �� 8
���		� 
 	�����
��� ��

3IHM  ��� �
���"�� <	
�#� �% 8
���		�% 6 	��
��� ���	� ��  ������� �� 8
���		� � 
�

<���=�� �� 8
���		� � ����	��
�
 ���*
��� 
 �	
��<�	�
��� ����
	 � 
� �	
��<�	�
�
�

�� ���	�	%

�
D��
D
 � /
��!��� ����������	
�, �� <�	�
 ��� �������,  	
�
����� � �����

�	
�
��� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� 	
��
� �� ����>�� �
 
 	�>�
��� �� ���

���
� ���*
��� ���	 ��
��� @��������, 3M1JT ����#����, 3M1JA% 6� �
��� ������

�����
� <�	
� 	���
�
� 
� ���  ��!��
��	�� � ��� 
��
������ �����
� ��� <���=��

�� �
D��
D
�/
��!��� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� ����	
�*
�
�%

6� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!��� <�	
� ���*
�
�  �	 .% 8% ?
���  
	
 
 
 	�>�

�
��� �� �����
� �
��� �� ���$�� �� ��� � ��	��� !�
��� �� ���$�� �� ��� �



�
������ �� ���	���� � M

���$���% ����	� �� ���	��� �	
�
����  ���
���, � !�� 	����� 
 �
�	  
	�� ��� ����

	�����
��� ����� �� @����	, 3M4JA%

:�� 
��� �!����
 � �������
, �  	�����
 �
 �	�����
�*
��� �� �� ��;���� ��

<���=�� �> ����
� ���$��
� <� 	������� � 
 	�����
�� �� @�����, 3MJGA% 6 ��


<� ����	��
	 
 �	
��<�	�
�
 �� 8
 �
� �		�� �������% -��	�� �	
�
���� 	��
��
�

��� <�	
� ������������ �� �����  �	$��� @	���, 3MJKT �
���� 	������, 3MK1A% 6�


 �
�=�� <�	
� �� �	
���  
	�� ���  	�;���� �� 7��	�� � �
� 
 	�>�
�=�� �� ��
�%

��
 ���� ��	
� �
 
 	�>�
��� �� ��
� ���*
��� <���=�� �> ����
� �	�����
� �


 	�����
�
 �� @���, 3MIJT ������� �������, 3MIHA%

:���� �����  �	$���, 
 
 �
��� �
� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �
 ����7
��� ��

�����
� ���*
��� 
� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!��� ����� �� @
��, 3MKGT �

��,

3MKJT ������, 3MKKA% �� @��
���, 3MKJT ����� �������
�
��
�, 3MHH, 3MHMA, �

 	�����
 �� ����7
��� �� �����
� ���*
��� �� �7
����� �
��� �� 8
���		� <�

�	
�
��%

:
� ��
�
� �� �����
 � ������
, � ���	���� �
  
	
���	*
��� �� ������� ���*
���

�
��� �� <���=�� �	����	�
� 
������� �
��
���% 6  	� 	��
�� �	����	�
� � 
 ���
	�

�
�� ���  
	B���	�� <�	
� 
����
� 
	
��	$��
� !�� ����
	
� � ���	����% :���


� �
, �� �	
�
���� !�� ������ �� @��	����, 3MM3, 3MMG, 3MMKA ���*
��� 
� �
���

�� 8
���		� � P
��* ��� �"����% -��	�� �	
�
���� 	��
��
��� � ����7
��� �� ���

���
� ������ �� @�������, 3MI1T �����, 3MIHT ������� ����, 3MM3T 	�������

	
�� �
���, 3MMJT 	
�� 	������� �
�
, 3MMJT �
���� ������ ��	����, 3MMKT

�������� ��������
�, 3MMHT ������� �������, 3MMIA%

/
� 	����������, ���	� 
� ���	���=�� �
 <�	���
��� ���	
 �
�  	� 	��
��� �
�


 	�>�
�=�� �� �����
� ���*
��� �
��� �� <���=�� �	����	�
�, ���  ��
	*
��� �

�
	B�
,  ������� ����

	 �� �	
�
���� !�� ������ �� @������, 1222T $��� �����,

1223T ������, 1223T �������� 	�������
�, 1221T ����	���� �����, 122GT ��������

	�������
�, 122GA% 6  	� 
� 	�<�	#�
 �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� 	
��
�


��
������ � � ��	�  ���
�� �� 122J � !�� �	
* 
� ���	���=�� �� ���	��� 
���	��

@	������� 	
�� ��	����, 122JA%

6 �� � �	
��� �9��	� �� 
 �
�=�� �
� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �
 �����

7
��� �� �����
�, ���
 "	�
 
��
 � �� �	
��� ���	���� 
��
������% ���	� �� �	
�

�
���� 
 	�����
��� ����

���� @�
���� �������, 122GT �������
��� ��  !", 1224T

������ �����
��� �����, 1224T ����, 122GT ��������� ������ ������	��,

122MT ������	��� �	�	, 122JT ������ ������	��� ����, 1233T ����� ��������

�	�	����, 1233A%

:� ����>�� ��� ������� -+�  
	
 �����
� /(/-, �� ���  	��	�� �	
�
����



�
������ �� ���	���� � 32

�� !�� �� ������� -+� <�	
� ���*
��� �
 ����7
��� �� �����
� /(/- <� � ��

@	������� 	
�� �
���, 3MM2A% -��	�� �	
�
���� �� ����� 
���	  ���
��� ������

�� @	������� 	
�� �
���, 3MMJT 	������� 	
�, 3MMKA%

�� <�	�
  
	
���
, ���	�� �	
�
���� <�	
� ������������ �
 <�	���
��� �
�  	� 	��
���

��� ������� /(/- ������ ���*
��� 
 	� 	�����
��� �� �
��� �	����	�
�% ���	� ����

��� ����

��� �� �	
�
����  ���
��� �� @�������� �%���� �����, 3MMJT ��������

�%���, 3MMKT �������� ��������
�, 3MMHT �
������� 	������� 	
�, 3MMIT ����

���� �������, 3MMMA%

/
� 	���������� �� ������� -+� <�	
� ���*
��� �
 	� 
	
���	*
��� �� �������

6)Q � 6)/6Q �� �� 
�� �� ���
���% ���
� ���
� <�	
� 
�
�
�
� �� ����>�� �
�

����
� �� �����
���% -� �	
�
����  ���
��� ������ �� @������	��� �	�	, 122JT

��������� ������ ������	��, 122MT ������ ������	��� ����, 1233T �����

�������� �	�	����, 1233A%

����� ��	���� ���� ��������������	

6��� �
� ���	
�=�� @��>������� �� 
�� 0(0-A, ���	
 �<�	���
 ���	� �����
� 0(0- �

/(/- � 
  	�����
 �
� �	��=�� �� 
�� �����
	"���% 6� �	��=�� �� 	�<�	�� � �� ���#��


 �� �
��� �� �����
 �� 	��
��� �� ����
�=�� �
� ���	
�
� @��� ���, 3MMKA% �����

����, �	�
� ����
�=��  	���*�� ��
 �
	
��� �
�	 �
� �
$�
� �� !�� ���	
�% ����

�<���, � �
� ������� �� �����
� ���� �
�������
���%

0����
� �
�������
��� ��� �� ���
7� ��  ���� �� ���
 �
 ����7
���,  ��

�> �	������ �� �
��
 
��	�
 ���*
��� �>�
�=�� ��� �		��
��
�
� ������ 
 �>�
	

� �����
 !�
�� !�� ���
������ �
 �	���� �� �
�	 �
���% 6���, 
 �<�	�
��� �
 �	����

�� �
�	 �
��� � � 	�$�� ���  	�����
���� ���	� 
 �	���� �� ����	 �
��� � � ������

����� ��� � 
��!�
��  
	
 �  	�;��� ��� ���	��
��	�� @�	�� ����, 122KA%

����� ����, �
��� �> �	������ �� �
��
 
��	�
 ���*
��� 
 ���������
 ��� ���

����� !�
��� �> �	������ �� �
��
 
��	�
 ���*
��� 
 ���������
 ������	
�*
�


 ���� 	�����
	 �� ������� �>
��� ��  ���� �� ���
 ��� ��������� �����
� �
 �
�	*

�� <���=�� �� �	
��<�	#�
% :� ���
���, �
�� !�� ����� �> �	������ ��� �>�
� ��

<�	�
 
��!�
�
 
 �	���� �� ����	 �
���, � ������ �����
	"��� ����� ��� � ��7"���

@��� ���, 3MMKA% ����� ����, �� ��� ������ �����
	"��� � �
� � �	�
��� �� !��

���� ������� �����
�@�
���� ������
, 3MM4A%

�� @�
���� ������
, 3MM4, 3MMGA <� ����	
�� !�� � ����� ���� �� ���	��
��	

�����
	"��� � ���� ����$��� 
 �		�� ��� ����	�� �
��	�� �����
	�� � 
 �		�� �
 �
�	*

�� ����	�� �����
	�� �� ���	
�
% ��  	� ���
 ��
 ���
 ��  	�;��� �� �>�
��� ��



�
������ �� ���	���� � 33

�
��
 
��	�
 �� ���� 
 �>�
	 �
��� 
 �	���� �� �
�	 �
��� !�
��� 
 �	���� �� ����	

�
���% ���� � ��������� �
 �	���� �� ����	 �
��� � �����"	�  
	
 �  	�;��� �

���
 �<�	�
��� ��� ���" �� ��$���  	��
�����, �  	�;��� �
� �>�
�=�� � �>���
�� ��

<�	�
 ��	
��
% �� @����
�� �����, 3MMIA, �� ������ 	�����
��� <�	
� �����	
���

!�
��� 
 �
��� �� ����>�� ��  	�;��� �� ���	��
��	��  
	
 ����
� �� �����
���%

�� @��� ���, 3MMKA <� ����	
�� !�� 
� �	��=�� �
 �
�	* �� �
��� �� 	����  �	�
�

����� ��� �>
�
����� ����	��
�
�, �� �
��� �� ��������� �
 �
�	* �� �
��� G !�
���

�
 �
�	* G−1 <�	�� �>
�
����� ����	��
���% ����  	� ���	
� �� ��;���� �� �> ��

	������ 0(0- �� �
��
 
��	�
 � �� �
��
 <��
�
% 6 ����
��
��� � � 
������ ��

�9��	� �� �> �	������  
	
 �����
� �� �
� �� ��
� ���	
�
� � ��
� �
$�
�%

�� @����� ���
��
�, 1224A �� 	�����
��� 
 	�����
��� �� @�
���� ������
,

3MM4, 3MMGA <�	
� ���*
��� ��  	�;��� �� �>�
�=��  
	
 
 ����7
��� �� ������ 
���

��  	������ �
�������
���% ���� ����	
	
� !�� 
 �<�	�
��� ���	� 
 �	���� ��

����	 �
��� � �����"	
  
	
 
 �		��
 ����	��
��� �
 �	��� ��  	�����%

���� �� @�
���� ������
, 3MM4, 3MMGA ��� <� 
��	�
�� �  	�����
 �� 	���	�

�=�� �� ���	
�
� � �
$�
�, �� @����� ������
, 122KA <�  	� ���
 ��
 <�	���
���

!�� ���� 	���	�=�� �
� ���	
�
� � �
� �
$�
� ��� �
��	�� �">��� � �$����% ��

@�	��� ��� ��
�����, 122KA �  	�����
 �� 	���	�=�� �
���� <� 
��	�
��%

�� @�	�� ����, 122KA <�  	� ���
 ��
 ���
  
	
 �  	�;��� �� �>�
�=�� �� !��

� ��
� � <�	�
��  �	 ��
  
	�� �� �	
��� �
������ �� ���	
�
� �		��
��
�
� �

��
  
	�� ��  �!���
 �
������ �� ���	
�
� ����		��
��
�
�% 6  
	�� <�	�
�
  �	

���	
�
� �		��
��
�
� �>�
 
 �	���� �� ����	 �
��� � 
  
	�� <�	�
�
  �	 ���	
�
�

����		��
��
�
� �>�
 
 �	���� �� �
�	 �
���%

�� @����	�� ����
��	��, 122IA ���	�
� ���
� ��  	�;��� �� �> �	������  
	
 


����7
��� �� �����
� �
�������
��� <�	
� 
�
�
�
� �� ����>�� �
 ����7
���

���*
��� ���
�  �	 ������ 
���% �� @�
���� ���
�, 122GA 
� ����
� ���
�

<�	
� 
�
�
�
� �� ����>�� �
 ����7
��� ���*
��� ������� �() � 6)Q%

�� @����
�
� ��������� �����, 1231A �
���� <�	
� <��
� �� 
	
�=�� ���	�

���	�
� ���
� ��  	�;���% ���
� ���
� <�	
� 
 �
�
� �� ����>�� �
� ����
�

�� �����
��� 
  
	�	 �� ������ �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 �� �7
��% - �	
� ��

�>�
��� �� 
�
 �	���� <� 
�
�
�� 
  
	�	 �� ��  
	B���	�  	� ����%

�� @����� ���
��
�, 122MA �  	�����
 �
� �	��=�� <� <�	���
�� 
  
	�	 �� ��

��;���� �� ��!�
�=�� ��	�
� ��  ���� �� ���
 �
 ��	��*
 �
 �������� �
 �<�	�
���

 	����
	 ���	� � �����
 /(/-%

�� @���� ���, 1231A � ����� �� <����� �� �	
��<�	#�
 �	��
�, �� ��;
, 
 <����� ��

�	
��<�	#�
 ���	� ��
� �
$�
�, <� 
 	�����
��% ���
 <����� �� �	
��<�	#�
 <� ��7��




�
������ �� ���	���� � 31

 
	
 � 
�� �� !�� �  �
�� �� �
$�
 � ��
������ �>�
��% ��	
� ���*
��� �9�� ���

����� ��� �>�
�=�� � 
� �
	���
� <�	
� ������
�
� �� 
�	�� �� 
 �
������ ��

�
��� ��  	�����%

��� ����	
� �� �������

6  
	�	 �
� ���=�� 
���	�	�� ����	�
��� �� �	
��� 
�
��� �
 ��7���� � ��� �
� �
���

�� <���=�� �	����	�
� �
 ����7
��� �� �����
� � ���
� �� ����7
��� �� �������

�-��� � 0-��� ���*
��� � �> �	����� �� 	���% :� ���
���, 
 ��
	 �� �	
��� 
�
���

�� �������������� ��� ������� -+�  
	
 
 �$����� � 
�"���, �  	�����
 �
 ����7
���

��  	������ �� 
�	
�� ���*
��� ������� �� �	��� 	���*�
 
��
  �	����%

6��� ����, � �9��	� ��  
	B���	�� ���*
��� �
 	� 	�����
��� �� ������� -+�

� 	���*�� �� <�	�� ���*
�
� ��
� ����
��
� ���  ���� ����
���� ��  	�����% :


 	"�
, ���
� ����
��
� ��� ��	�
������ ����
� ���*
��� �� �> �	����� �� 	�� ���



� ���	
� �� �
��
���� �� ��������� �� � �	
��	% �> �	������ �� 	�� ���
 
�

���	
�  ���� ��	 ������, ���  ��� �<�	�
���� � ���� ����$��� 
  �	��	�
�=�� ��	
���

��
 	�
�*
���%

6���, ��  	�����
� �� 
��	�� ��  
	
������ �	
�
��� 	��
��
��� � ����7
���

� 
 
 �
��� �� ������� ���*
��� �
��� �� <���=�� �	����	�
� � ������� �-��� �

0-��� ���'

• ����
��� �� ������� -+�  
	
  	������ �� 
�	
��T

• -������� �� ������� �-��� � 0-��� 
  
	�	 �� ������� -+�% ����� �������

��� �����"	�� ��  	�;��� �� ���	��
��	�� �(�T

• ����	��
��� ���  ���� ����
���� ��  	����� ���*
��� ��  	�������� ��

�> �	����� �<�	�
��� ��  ���� �� ���
 �
� �� ������� �� <	�!�#�
 � �����

����$��� 
  �	��	�
�=�� !�� � �> �	����� �� 	�� ���
 
� ���	
�T

• ����
��� �� ������� -+�  
	
 � 
�� �����
	"���, �9�� �
� ���	
�
� � �9�� �
�

�
$�
�T

• 6�
�
��� �
� �	��=�� �� ����>�� ��� �����
� �����
	"��� �
�������
���%

��� ���������	��

6� ���	���=�� ����� �	
�
��� �� �����	
�� ���'



�
������ �� ���	���� � 34

• �	� ���
 �� �� �> �	����� �� ����7
��� �
��
�� �� 	��� ���*
��  
	
 ����	

�<�	�
�=�� ���	� �  	����� �� ��	�� �� <	�!�#�
� �� ���	����T

• ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �-��� � 0-��� ��� ���$��� �� ��� �

� �
 <	�!�#�
T

• ��7���� � ����
��� �� ������� -+����  
	
 �����
� 0(0- � /(/-% -� �������

-+���� ��� ������� ����
��� <�	�
���  �	 �� ������ -+� �  �	 �� ������

�� @
�	
��A% -� ������� -+���� ��� ��7���� �
��� �� <���=�� �� �	
��<�	#�


!�
��� �� �� 
�� �� ���
���T

• ���
� �� 	������ �� ������� �� �	��� ����
�
  
	
 ������� �� �	��� 	���*�


@�� �� ��� �� ���
��� �� 	��$���A, �� �7
����� ������� �-��� � 0-���%

6� ���
� �� 	������ <�	
�  	� ���
� �
���  
	
 � 
�� 0(0- !�
���  
	
 � 
��

/(/-T

• 6�
�
��� �� ���	�
� ���
� ��  	�;��� �� �> �	������ �� �
��
 
��	�
  
	



 ����
��� �
 �	���� �� ����	 �
��� � �� 
	
��� ��� 	�����
��� ��  ���� ��

���
 ��� ������� ����7
���%

�� !�����"�� ���������

-� �	
�
����  ���
��� ��	
��� �  �	$��� �� �����	
�� ���'

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% �> �	����
� ��
��
��� �< 
 ��� ���
�

(����7
��� <�	 �-��� 0E����� ���� �	�!���E ���
� (�<�	�
���% (�' )*)

��������� +��	��	�� �� �����,�	, 1231, �
� �
 �	
���%  % 31M�34K%

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% �	�;��� �� �> �	������  
	
 (����7
���

�� �	������ /����
	"��� /
��������
���% (�' )*) ��������� +��	��	�� ��

�����,�	, 1231, �
� �
 �	
���%  % 1I4G�1IG3%

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% �	����
	E  	���� �<�	�
��� 
� �� ���

� -+���� ����� ����
���% (�' -.�� *��� %�����	�� �� %����� *����	/�	��,

1231, +	�>��
�% �	������� �< ��� 3K�� (�6� 0E� ���� �� 0E���� (����7
���,

1231%  % 3I2I�3I34%

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% ��� ���
� (����7
��� <�	 �	���-	��	

 ��� �������
E 0E����� ���� �	�!���E ���
� (�<�	�
���% (�' 01�� �����



�
������ �� ���	���� � 3G

��� ����� � ��� *""" *������	� "������	� %�	���, 1233, /�����	��% �	�����

��� �< 4H�� 6���
� ���<�	��� �< ��� (��� (�����	
� ����	��� 0���E, 1233%

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% 0� �� (����7
��� ����!��� <�	 �	���

-	��	 
�� 0�����-	��	 0E�����% (�' )�*** ��������� +��	��	�� �� �����,�	,

1232, +����% 6�
� �� QR((( ����	���� +	
���	� �� 6����"�
, 1232%

• 06:�-0, .% +% /% T +6))-0, �% )% 6 0� �� (����7
��� ����!�� <�	 0�����

-	��	  ��� �������
E 0E�����% (�' 2�� *������	��� %�����	�� �� &���	�

�� ������� � ������ %������, 1232, 8�����% �	������� �< ��� M�� (���	�
���
�

0E� ���� �� �E�
�� 
�� ����	�� �< �	���� 0E�����, 1232%  % 3HG�3HM%

��# $�����%�	
� �� �&��

���� �	
�
��� �� ���� ���" �	�
�*
�� �
 ������� <�	�
'

• &�01���� �2 ����� 
 $���� ��	�����	� ����� �� ���
� 
� ����
�=�� �� �	
�
���,

��
 	����� �����	"7
, 
 ��7���� ��  	�����
 � 
� ���	���=�� 
 	�����
�
�%

• &�01���� �2 ����� 
 $���� ��� 
 	�����
��� ��  	� 
� <���
������ �����"	��


� ����������� �� �	
�
���% 0�� 
 	�����
��� ������ �� �����
�, ��
�, �
���

�	����	�
� �  	�;���� �� �> �	������%

• &�01���� �2 
� ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �� �	��� 	���*�
 �-���

� 0-���  	� ���
� ��� 
 	�����
�
� ����� 
 $����% - �> �	����� � 
 	�����
��

� 
� ���
� ��� 
�
�
�
� �� �>�� ��� �� ����
���%

• &�01���� �2 �� ������� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �� 
�	
�� -+���� ���

��7���� ����� 
 $����  
	
 �����
� 0(0-% -� ������� -+���� ��� ���*
���

�
��� �
 ����7
��� �� ������� �� �	��� �� �	�	 !�
��� �
 ����7
��� ��

������� �� �	��� 	���*�
% :� 
�� �� ������� �� �	��� 	���*�
, ��
 ���


�� 	������ �� ������� �
��
�
 �
 �� ���
��� �� 	��$��� �  	� ���
%

• &�01���� "2 ����� 
 $���� 
� ���
� �� ����7
��� 
 	�����
�
� ��� �
 $�����

4 � G ��� <�	���
�
� �� ����>�� ��� �����
� /(/-% 0�� <�	���
�
� 
� 	� 	��

����
�=�� �� �� 
�� �� ���
���  
	
 �� ������� -+���� /(/- � 
� ���
� ��

	������ �� �������% 6��� ����, ��� 
 	�����
�
� 
����
� �
�  ���$��� ���	���	
�

�����
	"���%



�
������ �� ���	���� � 3J

• &�01���� �2 ����� 
 $���� ��� �����
��� ��  	������ /(/- �
�������
���%

:���� ����>�� �  	�����
 �
� �	��=�� � ��7��� � 
����
� �����=�� ��� 
 	�����

�
�
�% ���
� �����=�� ��� 
�
�
�
� ���*
��� � ������ �� �7
�� �� ��
 ����


�� �����
��� �� 
��
  �	�*
%



�����	� �

���������
 ������


:���� �
 $���� ����� 
 	�����
��� ��  	� 
� <���
������ ���	�� ���*
��� 
� �����

����� �	
�
���% - �
 $���� � �	�
�*
�� �
 ������� <�	�
' �
 0���� 1%3 ��� 
 	�����
���

�� ������ �� �����
� � ��
� ���$���� �� ��� �T �
 0���� 1%1 � ��7��� � �� 
�� ��

L���	� � 
� �
��� �� <���=�� �	����	�
�T �
 0���� 1%4 ��� 
 	�����
��� 
����� ������

	��
��
��� 
�  	�;��� �� �> �	������%

��� '������  ������ ���(���� �� ����

�� ����� 
� �� �
 #�
,  �	 �>�� ��, �����
, 7����7
, �����
, �
���"�
, �

��	�� �����
 � ���*
��  
	
 ���	���	 � ��;��� �� ������% N�
��� �� �	
�
 �� �����
�

<$���  
	
 ����7
��� � ���	���, � ��	�� � ���*
��  
	
 	� 	�����
	 ��  	�����

<$�� !�� ���� ��	 �����
�� �� ���	��
��%

0�
� �>��	��� !�� �>�	�� ��
 �U�#�
 ���	� � �����
 ��� �
�
��� �� �
	"���

�� ���	
�
% 0�
� ��	
��� �� �����
 � !��  ���� ��	 ����	�
��� ��� �
�
��� ��

�
	"��� �� �
$�
%

��
 ���	
�
 � �� ��
� �� ����	 �� ��
� !�� ��
��
 
 � �	
��� �� ��  	�����%

��  	�����  ��� ��	 ��� � �� �� ���	
�
�'

• ���	
�
� �
� ��
�
� u(t)%

• ���	
�
� !�� ���  ���� ��	 �
� ��
�
� d(t)% ���
� ��� ����
� �� ��
�  
	���'

���	
�
� w(t) !��  ���� ��	 ����
� � ���	
�
� v(t) !�� ���  ���� ��	 ����
�%

��
 �
$�
 � �� ��
� �� ����	 �� ��
� !�� ��	�
  ���$��� 
 ����	�
��� �
 � �	
���

�� ��  	�����% 6� �
$�
� ��  	����� ��� �
�
�  �	 y(t) �  ���� ��	 ����
�%

�
� ��7��=��, �� �����
 ��  	�����  ��� ��	 �� 	������ ��� �� � �	
��	 !��

�
 �
 ���	
�
� �� �
$�
�%

3K



�
������ �� ����
����� ��!	��� 3H

����� ��	����	 � 	��	 �����	�������	

�� �����
 ���$��� �� ��� � ���
	 � ��
	
��� �� ��� � @8(�A � ��7��� �� ���$��

�� 8
 �
� ���

Y (s) = G(s)U(s) @1%3A

�� !�� G(s) � 
 <����� �� �	
��<�	#�
 �� �����
, Y (s) � 
 �	
��<�	�
�
 �� 8
 �
� ��

y(t) � U(s) � 
 �	
��<�	�
�
 �� 8
 �
� �� u(t)%

�� �����
 ���$��� �� ��� � 8(� � ���"��� �� <�	 
�
�$�� �� ��� �
�� ��!��	��

��  �
�� �% (��� ���7
 !�� ����� �� ����  ���� ����� ���
	 �� ��� �
�� ��!��	�� ��

 �
�� � @ ����	  
	�� 	�
� ���
��
A%

��
 	� 	�����
��� 
���	�
��
 � 
�	
��� �
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
���% 6

	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� �� �����
 ���$��� �� ��� � 8(� � �
�
  �	

�� ��;���� �� �!�
�=�� �<�	��
�
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 G(s) ��� � 9�
, �� ��;
, ���	�
� 	�
�*
�=�� �� �� 
�� �� ���
���  ���� 	��

����
	 �
 ����
 <����� �� �	
��<�	#�
 G(s)% 0� (A,B,C,D) � ��
 	�
�*
��� �� G(s)

� T ∈ Rn×n � ��
 �
�	* ��� �����
	, ����� (T−1AT, T−1B,CT,D) �
���� � ��


	�
�*
��� �� G(s) @�	��, 3MMMA% ���
 �	
��<�	�
��� � �����
 ��� �	
��<�	�
���

�� ���
	�
�� �� 
 �
�	* �� ���
	�
�� T %

�����	
� � ���������	�	
�
�� 3����4 -2225 � �� (A,B) 6 �	�� ������,
�� �� ��	���

�� ����� u(t) '�� ��
� � �	���� �� '��'��� ����� 	�		� x0 = x0 �� '��'���

����� /�� xf �� �� ����� /�	��7

�����	
� � �������	�	
�
�� 3����4 -2225 � �� (A,C) 6 �	�� �����
,
�� �� ��

'��'��� ����� 	�		� x0 = x0 �������	�� ��	��� �� 	������ �� ����� /�	�� t0 > 0 ��



�
������ �� ����
����� ��!	��� 3I

'�� x0 ���� ��� ������	���  ���	� �� ����	����� �� ������ � �8�� �� 	����
��

[0, t0]7

6� �
�	*�� �� ���	��
���
�� � ����	�
���
�� 
���
�
� �� ��
 �
�
 	�
�*
���

�� �� 
�� �� ���
��� (A,B,C,D) ��� ��7��
� ���

Wc �
(

B AB ... An−1B
)

@1%JA

Wo �
(

CT (CA)T ... (CAn−1)T
)T

. @1%KA

�
���� �  ���$��� ��7�	 ���	��
���
�� � ����	�
���
�� 
  
	�	 �
� �
�	*�� Wc

� Wo% -  
	 (A,B) � ���	��"��� �� � ������� �� 
 �
�	* �� ���	��
���
�� Wc ���	

 ���� n% -  
	 (A,C) � ����	�"��� �� � ������� �� 
 �
�	* �� ����	�
���
�� Wo ���	

 ���� n%

�����	
� � ����	����� ���	��� 3����4 -2225 � ���	�9:� �� ���9� �� ������ 6

�	� �8�	� �� � ������� �� � �� (A,B)  �� ������,
�� � � �� (A,C)  �� �����
,
��7

� ����� � ���	�9:� �� ���9� �� ������ �8�	� 6 ��� �� ��� �� ��	���7

6 	�
�*
��� (A,B,C,D) � ��
 
������
����� ���"��� �� Re(λ(A)) < 0, �� !��

Re(x) � 
  
	�� 	�
� �� �9��	� �� ��>� x � λ(A) � � ��;���� <�	�
��  ���� 
����
��	��

�
 �
�	* A% ����� �  ���$��� ��7�	 � �	
��
�� �� ���	��
���
�� P � � �	
��
��

�� ����	�
���
�� Q ���

P =

∫ ∞

0

eAtBBT eA
T tdt @1%HA

Q =

∫ ∞

0

eA
T tCTCeAtdt. @1%IA

-� �	
��
��� P � Q �
��<
*�� 
� �!�
�=�� �� 8E
 ����

AP + PAT +BBT = 0 @1%MA

ATQ+QA+ CTC = 0. @1%32A

�����	
� � � ���������9:� �� ���9� �� ������ (A,B,C,D) �� '�� Real(λ(A)) < 0

6 ������,
�� �� � ������� �� P > 0 � 6 �����
,
�� �� � ������� �� Q > 07

6 ���	 	��
��� ��� �	
��
��� � �
�
, ���	� ���	��, �� @��
��, 3MIGT �������

�
�� �

����, 3MM2T �	��, 3MMMA% - �	
��
�� �� ���	��
���
�� P ���" 	��
��
��

�� 
 !�
���
�� �� ���	�
 �����"	
  
	
 
���	 � ���
�� 7�
� xf 
  
	�	 �� �� ���

�
�� �
� x0 = 0, ���
 ���	�
 � ��
� 
 xT
f P

−1xf % 0� P <�	 !�
�� �����
	, 
�����



�
������ �� ����
����� ��!	��� 3M

���
��� ��  ���� ��	 
�
��
��� ���*
��� �� �$��� ����
�� �� ���	�
% ��	 ���	� �
��,

� �	
��
�� �� ����	�
���
�� Q ���" 	��
��
�� �� 
 !�
���
�� �� ���	�
 �
 �
$�


y(t) �� x0 = x0 � u(t) = 0  
	
 t ≥ 0 � � �
�
  �	 xT
f Qxf % 0� Q <�	 !�
�� �����
	, 
�����

���
��� ��	��  �!���
 �U�#�
 �
 �
$�
%

�
�� !�� 
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
��� ��� � 9�
, 
� �
�	*�� P � Q �
����

��� ��� 9�
�% - ����� � �"���  
	
 	�
�*
�=�� �$��
�, �� ��;
, �<�	����� 	�
�*
�=��

�$��
�  ������ �<�	����� �
�	*�� P � Q%

6 ��
	 ����, �  	����� PQ  �	�
��� � ����� �� �  	����� PQ � ��
	
��� ��

	�� ��� � �	
��<�	�
��� �� ���
	�
�� @�������
�� �

����, 3MM2A% -� 
����
��	��

��  	����� PQ ��� 	�
� �  ������ � 
 	
* !�
�	
�
 ������ 
����
��	�� � ������
�


�� �
��	�� �����
	�� �� L
�D��%

�����	
� " ������� �	�������� 
� ������� 3�����	4 -2;<5 %�= �� ���	�9:� ��

���9� �� ������ ���,
�� (A,B,C,D) �  ��9:� �� ���� ��>�	 G(s) = C(sI−A)−1B+

D7 �� 
����� �	������� �� ?�@�� �� G(s) �:� ��/�	��� ���

σH
i (G(s)) �

√

λi(PQ) @1%33A

�� '�� P 6 � ���	�	�� �� �������	�	��� � Q 6 � ���	�	�� �� �����
�	�	���7

��
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� !�� 
� �
�	*�� P � Q ��� ��
� � �
���
�

� ��
 ��
 	�
�*
��� �
�
��
�
% ���
 	�
�*
��� � � �	�
���,  �� �� ���
��� ���

�	�
�*
��� �� ��
������ ���	��"��� � ����	�"���%

������� � �� �	���� ��  ��9:� �� ���� ��>�	 G(s) ���,
�� �����	 �� ��������A

�9:� �� ���9� �� ������ (A,B,C,D) �	� ����� �� ��� ���	�9:�  �� �8�	�

�

P = Q = Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn)

�� '�� Σ 6 � ���	�	�� �� G(s) � �� σiB� �:� �� ���
����� �� ?�@�� �� '�� σ1 ≥
σ2 ≥ ... ≥ σn > 07

���3�4 6� �
�	*�� P � Q ��� ����	
� � �����7��
�  ����
�% 6���, ���*
���


 <
��	
��� �� ������DE, 
 �
�	* Q  ��� ��	 ��	�
 ���

Q = RTR. @1%31A

6 �
�	* S ��7��
 ��� S � RPRT � ��7��
  ����
 �, ���*
��� 
 ���� �����

�� �
��	�� �����
	��,  ��� ��	 ��	�
 ���

S = UΣ2UT @1%34A



�
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�� !��

UTU = I @1%3GA

Σ2 = diag(σ2
1...σ

2
n). @1%3JA

6 �	
��<�	�
��� �� ���
	�
�� �����"	
 �

T = Σ−1/2UTR. @1%3KA

6���

P̄ = TPT T = Σ−s1/2UTRPRTUΣ−1/2 = Σ @1%3HA

Q̄ = T−TQT−1 = Σ1/2UTR−TQR−1UΣ1/2 = Σ. @1%3IA

�
�
 ��
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� �� �����
 ���"���, � ��� 	�  ���$���

�����	
	 ��
 �	
��<�	�
��� �� ���
	�
�� �� ���� !�� 
 	� 	�����
��� �� �� 
�� ��

���
��� �	
��<�	�
�
 ��;
 �
�
��
�
 @���� ��  !", 3MIHA%

�����  ����	 �� !�����	" 	����	 � 	�	����	

\ �����"	
 ��
 <�	�
 �� ���	 � �
�
��� ��� ��
� � ��� �����
�% �
	
 ��� � ���*
��

� ����� �
���"�� �� ��	�
% 6 ��	�
 �
� ���*
�
 � 
 ��	�
 ����
�
 �� ����	��

‖x‖2 =
√

‖x1‖2 + ‖x2‖2 + ... + ‖xm‖2%

�����	
� % � ���� �� x 3'�� ���� ��� �� 
����4 ���	�4 �	�� �� �	����5 6 ��

�C���� ��� ����������� ��� ‖x‖ '�� ��	� � � ����	���� �����	�����D

-7 E:� ����	
�D ‖x‖ > 07

F7 ���	�	
�D ‖x‖ = 0 ⇔ x = 07

07 ?����>���D ‖α.x‖ = ‖α‖.‖x‖ �� '��'��� ���� ������� α7

<7 $����	�  ���	������ ��	�����D

‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖ @1%3MA

- �������� x � �����	
�� ��� �� �������� �� �� 
�� V �� 
� � ��� �9��	��

�� ��>�� C% �	#� � �� �� ��;���� ��� �����	
���' ����	��, ��
� � �����
�%
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5���� �� 3������

- ����	 a  ���� m ���������, �� ��;
, � �� ����	 �� �� 
�� V = Cm% 6 ��	�
� �� a �

�
�
  �	

‖a‖p =
(

∑

i

|ai|p
)1/p

@1%12A

�� !�� p ≥ 1%

�	#� ��	�
� �� �	#� �
��	�� �� p ��� � �	�
����% 0�� ���
�'

• 5����!�2 �
���� �����
 ��� ��	�
 �
 ���
 � �
�
  �	

‖a‖1 =
∑

i

|ai|. @1%13A

• 5����!�2 �
���� �����
 ��� ��	�
 ����
�
 � �
�
  �	

‖a‖2 =
√

∑

i

|ai|2. @1%11A

• 5����!∞2 � � �������� �� �
�	 �
������ � �
�
  �	

‖a‖∞ = ‖a‖max � max
i

|ai| @1%14A

5���� �� ��������

\ �����	
�
 ��
 �
�	* ����
��� A �� ������� l×m% 6 �
�	* A  ��� 	� 	�����
	


 	�� ���
 �� <	�!�#�
 �� �� �����
%

�����	
� 6 ��  ��9:� �� �� ���	� ���������� ��� ‖A‖ 6 �� ���� ��4 �6�

�� '���� �����	����� � &�/�	9:� 14 ���6� ��	�/���  ���	������ ����	��	�	
D

‖AB‖ ≤ ‖A‖.‖B‖ @1%1GA

6��� ��� �� 
�� ��� ����	��, �	#� ��	�
� ��� � �	�
����'

• 5���� �� ����2 ���
 �
� �
������� ��� ��������� �
 �
�	*% \ �
�
  �	

‖A‖soma =
∑

i,j

|aij|. @1%1JA

• 5���� �� ��(�����2 �
���� �����
 ��� ��	�
 ����
�
% \ 
 	
*

!�
�	
�
 �
 ���
 ��� !�
�	
��� �
� �
������� ��� ��������� �
 �
�	* � �
�


 �	

‖A‖F =

√

∑

i,j

|aij|2 =
√

tr (AHA) @1%1KA

�� !�� � �	
�� tr � 
 ���
 ��� ��������� �
 �
���
�  	� 
� � AH � � ��;��
��

�� ��>� �	
�� ���� �� A%
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• 5���� �� ����� ��������2 � � �������� �� �
�	 �
������ � �
�
  �	

‖A‖max = max
i,j

|aij| @1%1HA

5���� �� ������

\ �����	
�
 
 ��	�
 ��� �	
� �� �� ��
� �
	
��� �� ��� � e(t)% 6 ��	�
� � ��7��


���

‖e(t)‖p =
(

∫ ∞

−∞

∑

i

|ei(τ)|pdτ
)1/p

. @1%1IA

6� �	#� ��	�
� �
� ���*
�
� ���'

• 5����!�2 �
���� �����
 ����	
� �� �		� 
������� @(6�A � �
�
  �	

‖e(t)‖1 =
∫ ∞

−∞

∑

i

|ei(τ)|dτ. @1%1MA

• 5����!�2 �
���� �����
 ��� ��	�
 !�
�	"�
, ����	
� �� �		� !�
�	"��

@(0�A �� ���	�
 �� ��
� � �
�
  �	

‖e(t)‖2 =
√

∫ ∞

−∞

∑

i

|ei(τ)|2dτ. @1%42A

• 5����!∞2 � � �
��	 �">�� �� ��� � � �
�
  �	

‖e(t)‖∞ = max
τ

(

max
i

|ei(τ)|
)

. @1%43A

��� )���	� � *�����  ���� � +��	�� �����������

- ��� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
� �
 
 	�>�
��� � 
�"��� � <���
����
� �� ���
�

"	�
� �� ����7
��� �� �����
�, ���	
 �� ���	��� �  	����
����� �� ��
�% 6� �
���

�� <���=�� �	����	�
� <�	�
� �� ��;���� �� <���=�� �	�����
� � ��	�
�%

����� #	���� �� $��%���

- �� 
�� �� ����	�� �
� ������ � � �� 
�� �� <���=�� ���$��
� f : [a, b] → R

��	�
������ 	� 	�����
��  �	 C([a, b])% �
	
 !�� ��;
 	�
�*
�
 !�
�!��	 
�"��� �����

�� 
�� �� ����	�� �� �� !�
�!��	 ���	�, � ����� �� ��	�
 � �����"	�% 6 ��	�
 ��7��

� ����� �� �
�
��� �� �� 
�� �� ����	��%
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�� �� 
�� �� ����	�� V �� !�� �  	����� ���	�� � ��7��� � �
�
�� �� �� 
��

��  	����� ���	��% �� 
��� ��  	����� ���	�� ��� � �	�
����,  �� 
��� �  ���$���

�����	
	 �� ��;���� �� ����	�� �	�����
� ������ �� 
���%

-��	� ����� � �	�
��� � � �� �� 
�� �� ����% �� �� 
�� �� ����	�� � ���

�� ���� �� ���
� 
� ��!�#�
� �� �
��E �� �� 
�� �����	
�� ����	�	��  
	
 ��

�������� �� �� 
�� @������, 3MHIA%

- �� 
�� �� L���	� H  ��� ��	 ��7��� ��� �� �� 
�� �� ���� �� !�� �  	�����

���	�� ���" ��7���% -  	����� ���	�� � ��	�
������ 	� 	�����
��  �	 〈., .〉 � !�� ��
��	7
� 
� ��������  	� 	��
���'

3% 〈x, y〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ H , �� !�� (.) � � �� ��>� ��;��
��T

1% 〈αx+ βy, u〉 = α〈x, u〉+ β〈y, u〉 ∀x, y, u ∈ H � α, β ��� ��
�
	��T

4% 〈x, x〉 > 0 � 〈x, x〉 = 0 �� � ������� �� x <�	 � ����	 ����%

-  	����� ���	��  ��� ��	 ���*
��  
	
 ���*	 
 ��	�
 �� �� �������� �����

�� 
�� ��� ‖x‖ =
√

〈x, x〉 @�
���, 3MIIA%
- �� 
�� �� L���	� H2(R) �� <���=�� !�
�	
�
����� ����	"��� � ��7��� ���

〈f(t), g(t)〉 =
∫

R

f(t)g(t)dt @1%41A

�  
	
 � 
�� H(C) � ��7��� ���

〈f(t), g(t)〉 =
∫

C

f(t)g∗(t)dt @1%44A

�� !�� ∗ 	� 	�����
 
 � �	
��� �� �� ��>� ��;��
��% ��
 <����� � ��
 !�
�	
�
�

����� ����	"��� ��
∫

S

f 2(t)dt < ∞ @1%4GA

�� !�� S ⊆ R �� S ⊆ C%

6  
	�	 ��  	����� ���	�� �  ���$��� ���	 
 ���
	�
�� ���	� ��������� �� �� 
��

�� L���	�% 0� �  	����� ���	�� <�	 *�	� 〈x, y〉 = 0, �� ��� ��������� ��� ���� �	�����
�%

�� ��;���� �� <���=�� {fk(t)}k∈Z+ �� �� 
�� �� L���	� H � �� ��;���� �	�����
�

�� ����� �� ���� ��������� ��� �	�����
�, 〈fi(t), fj(t)〉 = 0  
	
 i �= j � ∀i, j ∈ Z+% 0�


� <���=�� <�	�� ��	�
�*
�
� �
� !�� ‖fk(t)‖ = 1 ∀k ����� ���� ��;���� � �� ��;����

�	����	�
�%

- ��;���� �� <���=�� {fk(t)}k∈Z+ � ��� �� ���� �� �� 
�� �� L���	�H �� � �������

�� 
�
 <����� �� H  ���	 ��	 ��	�
 ��� ��
 ����
��� ���
	 �� �� �9��	� 7���

�� <���=��% ���� ��;���� � ������
�� �� �
�� �	����	�
� �� ���
%



�
������ �� ����
����� ��!	��� 1G

����� 
�����	 ����������	

��
 ��!�#�
 �� <���=�� 	�
� f1(t), f2(t),%%% <�	�
 �� ��;���� �	����	�
� �� ���	�
��

(0,∞) �� ���
� <���=�� ��� �
� !��
∫ ∞

0

f 2
i (t)dt = 1 @1%4JA

∫ ∞

0

fi(t)fj(t)dt = 0. @1%4KA

�� ��;���� �� <���=�� �	����	�
� fi(t) � ��� �� ���� ��, �>��� 
 <����� �����


����� ���
 ��� �>��	 ��
 <����� m(t) ��
∫∞

0
m(t)2dt < ∞ �
� !��

∫ ∞

0

m(t)fi(t)dt = 0 @1%4HA

�� !�� i = 1, 2, ...

6� <���=�� �� 8
���		� ��� �� �>�� �� �� �� ��;���� �� <���=�� �� ���� �	����	�

�
� @���, 3MK2A% - ��;���� �� <���=�� �� 8
���		� � ��7��� ���

l1(t) =
√

2pe−pt

l2(t) =
√

2p(−2pt+ 1)e−pt

%%% =
%%%

li(t) =
√

2p

[

(−1)i−1 (2p
i−1)

(i− 1)!
ti−1 + (−1)i

(i− 1)(2pi−2)

(i− 2)!
ti−2 + ... + 1

]

e−pt

�� !�� p > 0 � �
�
�� ��  ��� �� 8
���		�%

����� ������	 �� %�	�	 �� ������	 ����������	

6 <�	�
 �
� ���*
�
  
	
 	� 	�����
	 
� <���=�� �� �	
��<�	#�
 �� �����
� ���$����

�� ��� � ���
	�� � ��
	
���� �� ��� � � 
  
	�	 �
 �> 
���� �� ��	� �
 <�	�


G(s) =

∫ ∞

−∞

h(τ)e−sτdτ @1%4IA

�� !�� h(τ) � 
 	�� ���
 
� � ���� �� �����
%

�>���� ���	�
� ���	���	
� �� ������� !��  ���� ��	 ���*
�
�  
	
 	� 	�����
	

�
��� 
 	�� ���
 
� � ���� !�
��� 
 <����� �� �	
��<�	#�
 �� �����
% -� �������

���
	�� �������
� ��� �� ������� �(), 6)Q, 6)/6Q, -� � +. @�����, 3MMMA%

���� 
���	�
��
 
�� ������� �������
�, �� ������� -+�  ���� ��	 ���*
���%

-� ������� -+�  ������ ���	�
� �
��
���� !�
��� �� 
	
��� �� �� ������� ���
�

	�� �������
� @����� �������� �	�	����, 1233A% 0�� �����"	�� �����  
	B���

�	��  
	
 ���	���	 
� ��B�
� ��  	����� @ 
	���
A, 
 ���
	�
�� ���  
	B���	��



�
������ �� ����
����� ��!	��� 1J

 ������
 
 ���*
��� �� 	��	����	�� ���
	��  
	
 
 ����
��� @���*
��� ����>
A �

�� ������� ��  	����� � �� 	�$��  ���� ��	  
	
���	*
��� �� <�	�
 ��� �������

@	������� 	
�� ��	����, 122JA%

-� ������� -+�  ���� ��	 ���*
��� �
 	� 	�����
��� �
 	�� ���
 
� � ���� �


<�	�


h(t) =

∞
∑

k=1

ckfk(t) @1%4MA

�� !�� fk(t) � 
 <����� �
�� ������
 � ck � � ��7���� �
 <����� �
��% �
���� �

 ���$��� 	� 	�����
	 
 <����� �� �	
��<�	#�
 �
 <�	�


G(s) =
∞
∑

k=1

ckFk(s) @1%G2A

�� !�� Fk(s) � 
 �
�� ������
 � ck � � ��7���� �
 �
��%

����& '���(����)� �� ��	��	�� �� �����	�

6 	�� ���
 
� � ���� �� �����
 h(t)  ��� ��	 
 	�>�
�
  �	 <���=�� f(t) !�� <�	�
�

�� ��;���� �	����	�
� �� ���� ���*
��� 
 �!�
��� @1%4MA%

-� ��7����� �
 <����� �
�� ck ��� ��7���� ���

c1 =

∫ ∞

0

f1(t)h(t)

c2 =

∫ ∞

0

f2(t)h(t)

%%% =
%%%

ck =

∫ ∞

0

fk(t)h(t)

0�� �����"	�� �7���� ��	���  
	
 !�� 
 �> 
���� �
�
 �
 �!�
��� @1%4MA ���	;


 
	
 
 	�� ���
 
� � ���� ��	�
��	
% :� ���
���,  
	
 �� �9��	� 7��� k = n �>��	"

�� �		� ���	� 
 	�� ���
 
� � ���� 	�
� � 
 
 	�>�
�
%

6 !�
��
�� �
 
 	�>�
���  ��� ��	 ����
 ���*
��� 
 ����	
� �� �		� �
�
  �	

∫ ∞

0

(

h(t)−
n
∑

k=1

ckfk(t)

)2

dt < δ @1%G3A

�� !�� n � � �9��	� �� <���=�� �����	
�
� � δ > 0 ��
 
 ����	B�
 �
 
 	�>�
���%

����* '���(����)� �� ����)� �� ����	���+���

6 <����� �� �	
��<�	#�
 �� �����
 G(s)  ��� ��	 
 	�>�
�
 ���*
��� 
 �!�
���

@1%G2A%



�
������ �� ����
����� ��!	��� 1K

-� ��7����� �
 �
�� ck ��� ��7���� ���

c1 =
1

2π

∫ ∞

−∞

G∗(jω)F1(jω)dω @1%G1A

c2 =
1

2π

∫ ∞

−∞

G∗(jω)F2(jω)dω @1%G4A

%%% =
%%% @1%GGA

ck =
1

2π

∫ ∞

−∞

G∗(jω)Fk(jω)dω. @1%GJA

6 !�
��
�� �
 
 	�>�
���  ��� ��	 ����
 ���*
��� 
 ����	
� �� �		� �
�
  �	

∫ ∞

0

(

G(jω)−
n
∑

k=1

ckFk(jω)

)2

dω < ε @1%GKA

�� !�� n � � �9��	� �� <���=�� �����	
�
� � ε > 0 ��
 
 ����	B�
 �
 
 	�>�
���%

����, 
�����	 �� �-���-������.��	�

6� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!��� <�	
� �	��
������ ����������
� �� ���$�� ���

	��� � �� �� <�	���
�
� �� ���$�� ���$���% 6��
������ ���
� <���=�� ��� �
����

�����
� ��� <���=�� �	����	�
� ����	
�*
�
�% 6� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!���

��� �
�
�  �	

Fk(s) =

√

2Re(ξk)

s+ ξk

k−1
∏

i=1

[

s− ξ∗i
s+ ξi

]

, k = 1, 2, ...n @1%GHA

�� !�� ξi ∈ C, Re(ξi) ≥ 0 � ξ∗k � � �� ��>� ��;��
�� �� ξk% - ��;���� �� <���=��

	
��
� {Fk} � �	����	�
� �� H(Π) �� 	�� ��� 
�  	����� ���	��

〈Fn, Fm〉 �
1

2π

∫ ∞

−∞

Fn(jω)F
∗
m(jω)dω @1%GIA

=

{

1; m = n

0; m �= n
@1%GMA

�� !�� Π � � ��� �
�� �	��� ��  �
���� {s ∈ C : Re(s) > 0}%
6 9�
 	���	��� �� 	��
��� � �����
 ��  ��� ξk � �� 
�	�� �� � ���	��
 �������%

������� $ � ��=���� �� ������� ����	��� ����  ��9G�� �� (@��@A���'�	�� {Fk(s)}k≥1

6 �	�� ������� �� ����� �� ���9�� Hp(Π)4 1 ≤ p < ∞ �� � ������� ��

∞
∑

k=1

Re(ξn)

1 + |ξn|2
= ∞. @1%J2A



�
������ �� ����
����� ��!	��� 1H

���� ���	��
 � � �	�
���  ��, �
��<��
 
 ������, 
� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!���

 ���� ��	 �����	
�
� �� 
 �
�=��  
	
 
 
 	�>�
��� �� �����
�% -� ��;
, 
 ���

��
��� ���
	 �
� <���=�� 	�����
 �� ��
 ��
 
 	�>�
���%

��	�
������, �����	� �� �������� X(s)  �	������� 
� �� 
�� �� <���=�� ���
	��

��	�
�*
��� (E, ‖‖E) � �� �
��	 !�
�!��	 ǫ > 0% 0�,  
	
 ��
 �	��� n ��7���������

�	
���, <�	  ���$��� �����	
	 �� �������� Y (s) ∈ sp{Fk(s)}nk=1 �
� !�� ‖X(s)−Y (s)‖E ≤
ǫ ����� sp{Fk(s)}nk=1 � ��� �� ���� �� E%

�
���� � �����"	� !�
��7
	 � �		� �
 
 	�>�
��� !�
��� � �9��	� �� ��	��� �

7���% 0� ���
 !�� ��
 <����� �� �	
��<�	#�
 R(s)  ����
 ��
 �> 
���� �� <	
�=��

 
	
� �
 <�	�


R(s) =

m
∑

i=1

ci
s+ γi

. @1%J3A

6 
 	�>�
��� �� R(s) ���*
��� � ��;���� {Fk(s)}nk=1 �� n ��	��� � 	� 	�����
�


 �	 Fn(s)% - �
��	 
������� �� �		� �
 
 	�>�
��� � �
��  �	 @������� �������, 3MMMA

|R(jω)− Fn(jω)| ≤
m
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

ci
jω + γi

∣

∣

∣

∣

n
∏

j=1

∣

∣

∣

∣

γi − ξj
γi + ξ∗j

∣

∣

∣

∣

@1%J1A

����/ #	��0� ��	 ������	 %�	�

6 �����
 �
� <���=�� �
�� ����	��
 
 �
��� �� ������� !��  ��� ��	 ��� 	� 	�����

�
�
  ��� ������ -+�% ���
 �����
 �
���� �� �" �� <����� �
 �<�	�
��� �� ��$���,

����
��
� ���  ���� �� �����
%

�>���� ���	��� � �� �� �
��� -+� 
� !�
� ���  
	
���	*
�
� �� <����� ���  ����

 	���� �7
���,  �	 �>�� ��, 
� �
��� �� 8
���		� � �� P
��*% 6 �
�� �� 8
���		� �

 
	
���	*
�
 �� ��	��� �� �� 9��  ���% 6 �
�� �� P
��* �  
	
���	*
�
 �� ��	���

�� ���  ���� 	�
� �� ���  ���� �� ��>��% �
	
 ��
 ���
 �� ���
 �� �
��� � ��
�

 	� 	��
��� ��;
 @	������� 	
�� ��	����, 122JA%

�
	
 ξk = p � p ∈ R, 
 �
�� � ������
�
 �
�� �� 8
���		�% 6 �
�� �� 8
���		� �

�
�
  ��
 <����� �
��

Fk(s) =

√
2p

(s+ p)

(

s− p

s+ p

)k−1

@1%J4A

�� !�� k = 1, ..., n, p � �  ��� �� 8
���		�% -  ��� �� 8
���		� � ������� �
��
�� �


����
��� �� ��� � ����
��� ��  	�����%

�
	
 ξk = p � p ∈ C, 
 �
�� � ������
�
 �
�� �� P
��*% 6 �
�� �� P
��* � �
�




�
������ �� ����
����� ��!	��� 1I

 ��
� <���=�� �
��

F2k−1(s) =

√
2bs

s2 + bs + c

(

s2 − bs+ c

s2 + bs + c

)k−1

@1%JGA

F2k(s) =

√
2bc

s2 + bs + c

(

s2 − bs+ c

s2 + bs + c

)k−1

@1%JJA

�� !�� k = 1, ..., n � b = 2Re(ξn) � c = |ξn|2 ��� ��  
	B���	�� !�� ��7��� ��  ���� ��

P
��*% 6 �
�� �� 8
���		� � �� 
��  
	���
	 �
 �
�� �� P
��* !�
��� ��  ���� ���

	�
� � ��
�%

��� ,��-�� � &��������

-  	�;��� �� �> �	������ �� ����7
��� �� �����
� � ��
 ��
 
 � �	�
���,  ��


 �� �� �
��� ��	�� ��� ������ �� �  ���$��� 	���*	 
  ��
	*
��� � 
 �
	B�
 �
�

����
��
�% :�����
 ���
 �� ����7
��� 	�����
 �� ���� ������� �� �
��� !��

 ������  ��
 �<�	�
���%

�>���� �����
� @�������, ������� � �������A �� !�� 
 ����
 �� �
��� � ��

<�	�
  
���
, �� ��;
, �� �  ���$��� ����	�
	 � �� �	�
����� ��	� �� �����
% :�����

�����
�, � � ���$��� �� ���� 
	� 
 	�
�*
��� �� �> �	������% ����� ����, ��� ��

�
���  ���� ��� ��	 �<�	�
���� � ��7����, 
 ����7
��� �� ��	�
 �
� �<$�%

�� �����
� �� ���	���, ��	�
������ �  ���$��� 
 	�
�*
��� �� �> �	������, �����

 ���$��� 
 �������� �� �
��� �<�	�
���� � ��7����  
	
 
 ����7
��� �� �� ������%

6���, �� ���  ����� !�� ��	�� ����
!�� ��  	�;��� �� �> �	������  
	
 ����7
���

� 
 �����
 �
 �>�
���% 6 �����
 � �  	�;��� �
� �>�
�=�� ��� <���� �� <����� �


�<�	�
��� !�� �� ����;
 �>�	
	 ���	� � �����
, ��� 
�	
���, ����
���� �� ��� �,

�
���� ���"��� � ��� ���
	�
���%

-� �> �	������ �� ����7
���  ���� ��	 ������ �� ��
� 
����	
�' �> �	����

���  	����
	��T �> �	������ 7�
�%

����� #(���������	 �����������	

�
	
 �  	�;��� �� �� �> �	����� ���� � �����"	� � ��������� �� ������ �>
��

��  	����� 	�
� @	�������
�, 122JT ������ �
��
��, 122KA% :� ���
���, � ������

�>
�� �� ��	
� ��� � ������  	��
�����% 6���, !�
��� �
� �<�	�
�=�� ���	� �

 	����� 	�
� �����	�� �� ��$��� �����	 ��	" � �> �	����� �� ����7
���%

6����
� ����
� �<�	�
�=��  
	
 �  	�;���  ���� ��	 ����
� 
  
	�	 �
 �> �	#�


��� � �	
��	�� ��  	�����% 6���, ��
 ��
 ����
��� ���	� �� �������	�� �� ���	���



�
������ �� ����
����� ��!	��� 1M

� �� � �	
��	�� � ���� � �	�
���%

:� ���
���, �>���� ���
�=�� �� !�� 
� �<�	�
�=�� �� ��$��� ���  ��
�, �9���

�� 
�� ����� ��>�������% ����� ����, � �����"	
 
 	�
�*
��� �� �> �	������  	���

��
	��  
	
 
 �������� ����� ���������%

6 ����	 ��� 
 	�����
�
� 
����
� 
���	�
��
�  
	
 
 �������� �
� �<�	�
�=��  	��

���
	�� �����"	
�  
	
 �  	�;��� ��� �> �	������ �� ����7
���%

����� )��������

-� �
��� ��� ������ �� ���� �� � �	
��� ��	�
�% :����� �> �	����� �� ����7
���

� 	�
�*
��% - ��;���� � ��	 ��
  	��	
 � 	����� ���	� �  	�����, �� ��;
, ����
����

�� ��� �, �$��� �� 	�$��, 
�	
��� ���	� ���	��%

\ ����;"��� ����	�
	 � �����
 �� �<�	�����  ����� �� � �	
��� �� ���
�=�� �� � ��

	
��� � �� �
��
 
��	�
 ��� 
 
��
��� �
��
� �� � �	
��	%

���
 ��
 
 � �����
����� �
	
�
 ;" !�� �� �
��� �����"	�� ����� �� ��$��� ��

�
�� �� �
���%

780�������� �� ���0���� �� ��-���

- �> �	����� �� 	�� ���
 
� ���	
� � ��	�
������ 	�
�*
�� �� �
��
 
��	�
 � �� 


����	 ���	<�	#�
 �� � �	
��	  ���$���%

:���� �> �	�����, 
 
� ����� � ����	��
�
 �� 
�	�� �� 
 �> �	#�
 �� � ��

	
��	% ." � ��� � �� ��	
��� ���� ��	 �
�	 !�� � ��� � �� 
����
��� ��  	�����%

�> �	������ �� 	�� ���
 
� ���	
� ��� ���*
���  
	
 ����	 ��
  	��	
 ����
��


�
� ����
���� �� ��� � ����
���� � ��� �
���� ���"���% �
���� �  ���$��� ����	

��
  	��	
 ����
��
 ��� 
�	
��� �>�������% - ��	�� 
�	
�� � ���*
�� 
!� � 
� �����

����� �	
�
��� �� 	�<�	#�
 
� ��� � ��	�� �� 
�	
��  �	�%

780�������� �� ���9

- �> �	����� �� 	��� ������ �� �������	 � ���	��
��	  �	 �� 	��� �� 
� ����� µ

�
 �
��
 �� 	�
�����
���% �
	
 � 	��� �
� �� ���, 
 
� ����� �� �������� � � 9��

 
	B���	� !�� ���� ��	 �� �7
��% - 	���  
�	�� � �
��  �	

u(t) =

{

µ+, �� e(t) > ε+

µ−, �� e(t) < ε−
@1%JKA

�� !�� µ+ � µ− ∈ R ��� 
 
� �����  ����
 � ���
��
, 	�� ���
����� � ε+ � ε− ���


 ����	���  ����
 � ���
��
, 	�� ���
�����%
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6 <����� ��	
� �� 	��� ����� �
 ���	
 1%3% 6� �
	
�=�� �� 	��� ��  ���$��� ��7���

	
�=�� ����� ���
�
� �
 �
���
 1%3%

ε+ε−

���	
 1%3' ������ ��	
� �� 	���

�
���
 1%3' � �� �� 	���
��� ����	��� ε+ �= 0 � ε− �= 0

0�� ����	��� ε+ = 0 � ε− = 0

6�����	� µ+ �= µ−

0���	� µ+ = µ−

- 	��� ������ ���  
�	�� � � 	��� ��� ����	��� @ε− = ε+ = 0A � ����	�

@µ+ = µ−A% - 	��� �� !�� µ+ �= µ− � �
�
�� �� 
�����	� ��  ��
	*
��%

6 ����	��� �� 	��� � ���*
�
  
	
 ��	�
	 � �����
 	�����
��� ����� ����$��� 
�

	�$��, ���
	 �� �
��
������ 
��
��	��, �
���	 
 	����
	�
�� �
 �
	��	
 ���  �����

� �
	 	������* �� ����
��
�% - �
�
��� �
 ����	��� ε ���� ��	 �
�	 !�� 
 �
�	


� ����� �� 	�$��  
	
 ���
	 ���
��
� 
��
��	
� �� ��
� �� ���	
�
 �� �����
%

- �> �	����� �� 	��� � ���*
��  
	
 �>�
	 �  	����� �
 	���� �� <	�!�#�
 ��

!�� 
 <
�� � −180◦% ���
 <	�!�#�
 � �����
 ��� <	�!�#�
 	$�
 ωu � �  �	$���

�		�� ������� � �  �	$��� 	$�� Tu% 6  
	�	 ����
 �<�	�
��� �  ���$��� ����	��
	


 	���� �� <	�!�#�
 �� ���	����, �����	
	 
� �
	���� �� ���
���
��, ����
���� ��

��� � � 
�	
���%

����� #(���������	 1���	

����� ����� 
� �<�	�
�=��  	����
	�� �����"	
�  
	
 � ��������� ��	
� ��  	��

����, � �> �	����� 7�
� �� ����7
���  ��� ��	  	�;��
��% ��� 
� ���� ��� � �	�



�
������ �� ����
����� ��!	��� 43

�
���� ��	
��� �  	�;��� �� �> �	����� 7�
�' � � � �� ��
� �� �>�
��� � � �� ��	�

��  ��#�
 �
 �>�
���%

- � � �� �>�
��� � � �	�
��� �� ���� 
 �� ��	 ��
 ��
 	��
��� ��
��	�$��, �� ��;
,


  ��#�
 ���� ��	 
 �
�	  ���$���% ��
 <�	�
 �� 
�����
	 
  ��#�
 � 
�����
���


 
� �����, �
� 
� 
� ������ ��	�
������  ������ 	���	�=��% 6���,  
	
 ��
 �
�


 ��#�
 ����;
��� !�� 
 
� ����� ��;
 �$��
%

6  	� 	��
�� �� !�� 
 
� ����� � �$��
  
	
 ��
 �
�
  ��#�
 � �> 	���
 ��

 
	B���	� Cr% �
�� �� ��
� u(t) �� ���
 *�	�, �  
	B���	� Cr � ��7��� ���

@�����, 3MMMA

Cr =

√

maxtu2(t)

limN→∞
1
N

∑N
t=1 u(t)

. @1%JHA

-  
	B���	� Cr ���� ��	 � ����	  ���$���% 0�
� ��"	�� ��� �� !��  ������ � ����	

<
��	, Cr = 1%

- ����9�� �� <	�!�#�
 �� �� ��	� ��  ��#�
 �
 �>�
��� � ���	� 
� ��� ��

 �	�
��� ��  	�;��� �� �> �	�����% 6 ���	����� �� �		� �� �����
��� �� ���$�� �


<	�!�#�
 � 
<��
�
  ��� �� ��	� �
 �>�
��� @�����, 3MMMA%

��  ���� �� ���
 �� � � �� �>�
���, ����� �	
�
��� � ���*
�
 
 �>�
�=�� �� � �

0�!�#�
 ��"	
  ������
��
��	
 @�)+0A %

-� ��
� �)+0 ��� ��
� ��"	��  �����
��
��	��% 0�� �
�
���  �����
��
��	��

 �	 ��	�� ��
� ����	��$���� 
 �� 
 �
�*
��� ��� ���
���%

- �">��  �	$���  ���$��� �� �� ��
� �)+0 �� n ���
��� � M = 2n − 1 @� ���
��

*�	� ��� � ���$��A% �� ��
� �)+0 ��  �	$��� M � �
�
�� �� ��
� �)+0 ��

�
�
��� �">�� �� ��!�#�
 m @��������� ��
���, 3MIMA%

�� ��
� �)+0  ��� ��	 ��	
�� ���*
��� 	����	
��	�� �� �����
�����% - �9��	�

�� 	����	
��	�� ��7�� � �9��	� �� ���"��� � � �
��  �	 n% -� 	����	
��� ��� �
������


;���
��� �� 1 �� 0% 5 ����
 !�� �  ���� �� 	����� � 
 �
��, � �
��	 �� 	����	
��	

k � �	
��<�	��  
	
 � 	����	
��	 k + 1 � 
��� 
 ��!�#�
 � ����
%

0�;
 u(t) �� ��
� �)+0 �� �
�
��� �">�� �� 
� ������ −a � a% 6������� !��

�  �	$��� �� 
����	
��� ��;
 ��
� 
�  �	$��� �� 	����� Tclk ����� !�� @���������

��
���, 3MIMA

• - �
��	 ���� �� u(t) �
a

M
@1%JIA
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• 6 <����� �� 
����		��
��� �� u(t) �

Ru(τ) = a2 τ = 0,±M,±2M, ...

= − a2

M
τ �= 0,±M,±2M, ... @1%JMA

• - �� ��	� ��  ��#�
 �� u(t) �

Φu(ω) =
2πa2

M

M
∑

k=1

δ

(

ω − 2πk

M

)

0 ≤ ω ≤ 2π @1%K2A

N�
��� �  �	$��� �� 
����	
��� <�	 ��
� 
�  �	$��� �� 	����� Tclk � M � ��

�9��	� �	
���, � ��
� �)+0 �� 
 	�>�
 
 �� 	�$�� �	
�� �� ���
 *�	�% 6���

����, 
  ��#�
 � �">�
  
	
 ��
 �
�
 
� �����, �� ��;
, �  
	B���	� Cr � �$���%

R
�� ����	�
	 !��, �� ��
� <�	�
��  �	  
	�� �� ��  �	$��� ���  ���� 
�  	��

 	��
��� ���	�
� 
���	�	�����% (��� ��	�
 
 �����
 �� ��� � �� �> �	����� ��

 
	B���	�  ��� U�>$���%

�
	
 �  	�;��� �� ��
� �)+0 �� � �  
��
��
>
 � �����"	� 
�����
	 �  �	$���

�� 	����� Tclk% ����� ����, � �� ��	� ��  ��#�
 ��� � ������ � �
 <�	�
'

Tclk

(

sin(ωTclk/2)

ωTclk/2

)

. @1%K3A

��
 ����
��
��� �� ���*
	 ��
� �)+0 �� � �  
��
��
>
 � !�� � �� ��	�  ����


� ����� *�	� �� ��	�� �� ω = 2πk
Tclk

�� k = 1, 2, ...%

6 �����
 ��  �	$��� �� 	����� Tclk  ��� ��	 	�
�*
�
 �� ���	�
� <�	�
�% �� @�����

���� ����, 3MMKA, <�  	� ���� !�� �  �	$��� �� �
��
����� Tclk �
��<
�
 
 �������

�����
��
��

Tclk ≤
2, 8τdom

αs
@1%K1A

�� !�� αs ≈ 2 � 
 �����
�� �
 	�� ���
 �� �
��
 <��
�
 � τdom � 
 ����
��� �� ��� �

����
��� ��  	�����%

��� ��������	�� �����

:���� �
 $���� <�	
� 
 	�����
��� ��  	� 
� ������ �����"	�� �� ���		�	 �����

�	
�
���% -� ������ 
 	�����
��� <�	
� ���	� ��	�
� �� ��
� � �����
�, �
��� ��

<���=�� �	����	�
� �  	���������  
	
 �  	�;��� �� �> �	������ �� ����7
���%



�����	� �

������ ��� �� !���	�
 �"#�$ �

�"#�$

:���� �
 $���� ����� 
 	�����
�
� 
� ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �-��� �

0-���% 6� ���
� 
 	�����
�
� ��� �
��
�
� �
 �<�	�
��� ����
�
 �� ���$��

�� ��� � � �� ���$�� �
 <	�!�#�
% ���
� �<�	�
�=�� ��� ����
� ���*
��� ��

�> �	����� �
��
�� �� �> �	����� �� 	���  
�	��% ��� ��� �  ���$��� ����	 �������

!�� �����	�� 
 	�� ���
 �� ���$�� �� ��� � ��!�
��� 	� 	�����
� �  	����� �� ��	��

�� <	�!�#�
� �� ���	����%

���� �
 $���� � �	�
�*
�� �
 ������� <�	�
' �
 0���� 4%3 � 
 	�����
�
 ��
 ��	��

�����T �
 0���� 4%1 � 
 	�����
�� � �> �	����� ���*
��T �
 0���� 4%4 � 
 	�����
�
 


���
 �� ����7
���  
	
 ������� �-���T �
 0���� 4%G � 
 	�����
�
 
 ���
 ��

����7
���  
	
 ������� 0-���T �
 0���� 4%J ������ �� �>�� ��� �� ����
���T �


0���� 4%K ����� 
 ���	��� �
  �
�
<�	�
 �> �	����
� � �� 	�����
��� �> �	����
�T �

�
 0���� 4%H ������ 
����
� �����	
�=�� 7�
�%

��� .������	
�

6 �
��� �� ������� 	���*��� �
� ���*
�
 ��  	�;��� �� ���	��
��	�� �� 
 �
�=��

�����	
� � 
 �� ������� �-��� @	���� ���
�� ����, 1221T ��	��
�, 122K�A%

-� ������� �-��� ��� �� ��� � 
 ��	
� 
 ��B�
  	� 
� ��  	����� @�����,

1221A%

:� ���
���, �� ������� �-��� ��� ���
��� !�
��� �  	����� 
 	�����
 �� ���

 �	�
����� ���
��	���� �� !�
��� �  	����� 
 	�����
 ���	
� ��B�
� �� �	���

�� �	�	% ����� ����, �� ������� 0-��� ���	���� �����	  	������ �� ���
� 
	
�

��	$��
�%

44



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4G

/��
� ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �-��� � 0-��� �
��
���� �
 	���

 ���
 
� ���	
�% 6  	��	
 ���
 �
��
�
 ����� �> �	����� <� 
 �� ������ �	"7�,

���	�
 �� @���, 3MI2A% \  ���$��� �����	
	 ��
 ���
 �� 	�<�	#�
� ���	� � 
������

�� @������ 	�������, 122KT �	���� 	����� �	�	, 122HA%

6 ��
	 �� �> �	����� �� 	�� ���
 
� ���	
� ��	 
� �
����� ���*
�� �
  	"�
,

������� ���
	 ��
��  
	
 !�� �  	����� ��� ��;
 ���
��  
	
 ��  ���� �� � �	
���

���� �<�	���� �� 
��
�% ����� ����, ���*
	 ��  ���� ��� ��
� �� �>�
��� �  	�<�	��

�� 	��
��� 
� ���	
� �� � 	
� 
 @���� �
�����, 122HA%

-��	� �> �	����� �
��
��� ���*
�� � � �> �	����� �� 	���% 6� ���
�=��  �	�

�
������ ��	
�
�  ��� �> �	����� ��� ���*
�
�  
	
 ����	 � �
��� 	$�� Ku � 


<	�!�#�
 	$�
 ωu% 6� �<�	�
�=�� ��  ���� 	$�� � �� �
��� ���"�� �� �� 
�	
��

 ���� ��	 ���*
�
�  
	
 ����7
	 �� ������ �-��� �� 0-��� @������	����

�	��������, 1224T ������ 	�������, 122KT ���	�, 122H�A%

������� ����	�
	 !�� �� ����� 
��� �  	����� ��� ��� 
 ����
 ���	���	
 !�� 
 ���

������� �-��� �� 0-���% (��� ���7
 !�� 
����
 	������ �� ������� � 	�
�*
�
 �

� ������ ����
�� 
 ��	
 
 ��
� 
����� 
� ���� ��  	�����%

6� ���
� �� ���$�� �� ��� � <�
� 
 ��
� �
 	�� ���
 ��� �	
� ��  	�����

� ��!���� �
 !�
��
�� �� ������ �� 	��
��� �� �
	���� �� ���
���
��% ���
�

�
��
�
� �� �> �	����� �� 	��� �		��
��
� � ������ �� �  	����� 
 ��
� �
 	����

�� 
��
 <	�!�#�
 @�� ��	�� �
 <	�!�#�
 	$�
A% 6���, ��� �" �
	
��
 �
 !�
��
��

�� ������ �
 	���� �� �
>
 <	�!�#�
 ���,  �	 �>�� ��, �� ��	�� �
 	���� �


<	�!�#�
 �� �	��%

��� )&������� � �������	
�

:� �������������� �� �> �	����� �� ����7
��� 
����
�  	����
� <�	
� 
�����
�'

� �> �	����� �� ����7
��� ���� ��	 �<�	�
��� �
��� �� ���$�� �� ��� � !�
��� ��

���$�� �
 <	�!�#�
T ��� ���� ��	 �����"	� !�
�!��	 ��������� ���	� �  	�����

 
	
 �  	�;��� �� �> �	�����% ���� 9����  ���� � � �	�
���, �
�� !�� ����� ���"�� ��

 	�������� �� ����7
���, ������
 �<�	�
���  ��� ���
	 �� ��$���% :� ���
���,

��� � ���*
�� � �> �	����� �� 	���,  ��� ����� � �$��� �� 	�$�� � �����"	�  
	
 �


;���� �
 ����	���%

6���, �����	� 
 �>�
��� 
 	�����
�
 �
 ���	
 4%3, 
 !�
� � �� ���
  �	 ��


 
	�� �� 
��
 <	�!�#�
 � ��
  
	�� �� �
>
 <	�!�#�
% 6  
	�� �� 
��
 <	�!�#�
 @ωHA

� ��	
�
  ��� �> �	����� �� 	���  
�	�� 
 �
��  �	 N1 ��� � ��  �	$��� Tu% ��

�����
, ��  ���� 	��
����
	 �� �
	��	
 N2Tu/2 � 
 �
�� ������ �� �� ���	�
�� ��



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4J

N2Tu/2 �� ���	
�
 *�	�% (��� 
	
��	*
 
  
	�� �� �
>
 <	�!�#�
 @ωLA%

-  �	$��� Tu � �  �	$��� �� ���
��� �� 	��� � ���  ��� ��	 ���7
��% ����  �	$��� �


	
��	$��� �� 
�
  	�����% -  �	$��� Tu ��� � ������  	��
�����, ���� � �����

�� ������� �� !�� � �> �	����� � 	�
�*
��%

������� ���
	 !��, ��� � �$��� �� � �<�	���� �� *�	� � �
��� �� 	����  �	�
�����

 ��� ��	 ����
��% 6��� ����, 
  
	�� �� 
��
 <	�!�#�
 ���"  	�>�
 �
 <	�!�#�


	$�
 ��  	�����, ;" !�� � �> �	����� �� 	���  
�	�� <� ���*
��% R
�� ����	
	 !�� 


��
�*
��� ��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 �� ���� �� �
��	 �
 ����	���%

���	
 4%3' �> �	�����  	����
	

- �� ��	� �
 �>�
��� 
 	�����
�
 �
 ���	
 4%3  ��� ��	 
���
�� ���*
��� 


�	
��<�	�
�
 �� ���	�	% - �� ��	� U(jω) ��� ��
 <����� �� �9��	� �� ��� ��

	��� N1 � �
 �
	��	
 ��  ���� N2/2 � �
��  �	

U(jω) =
Tu

2
.sync

(

ω.Tu/4

π

) 2N1−1
∑

n=0

[

(−1)n .e−jω Tu
4
(2n+1)

]

+ N2
Tu

2
.sync

(

ω.N2Tu/4

π

)

e−jωTu(N1+
N2
4 ). @4%3A

�� 
�	�� �� 
 �!�
��� @4%3A, 
 �>�
���  ��� ��	 ���*
�
 �� ���� 
 �>�
	 �

 	����� �� <	�!�#�
� ����;
�
� 	��
��
�
� �� �  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 @ωHA � ��



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4K

�  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 @ωLA% ����� ����, 
 �<�	�
��� �
 	�� ���
 �� <	�!�#�


��  	����� � ����
 �� ��
 �
�	 	���� �� <	�!�#�
%

�
	
 �  	�;��� �� �> �	����� � �����"	� ����	��
	 ��  
	B���	�� N1 � N2% -

 
	B���	� N1 ��7�� � �9��	� ��  �	$���� �� 	��� � �  
	B���	� N2 ��7�� 
 �
	��	
 ��

 ���� @N2Tu/2A � �  �	$��� ��  ���� @N2TuA%

������	 N1  �!���� ��	�
 � �> �	����� �
� 	" ��, �
� 	���* 
 ���	����� ��

 ��#�
 ��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
% ��	 ���	� �
��, ������	 N1 �	
��� ��	�
 � �> �	�

����� �
� �����, �
� 
�����
 
 ���	����� ��  ��#�
 ��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
%

��
 �
�	 ���	����� ��  ��#�
 �����	
 
 	��
��� ��
�]	�$�� �����  ����%

:
  	"�
, � �����"	� ������ �� �
��	 �� N1 �
� !�� � ���	�
�� �� ��� � 	�����
���

��;
 ��7����  
	
 !�� � 	����  �	�
����� ��  ���� �� ���
 �
� ���
�=�� ����
 ���


�����, �� ��;
, �  �	$��� Tu ��;
 ����
���% (��� � � �	�
���  
	
 !�� �  ���� �� 
��


<	�!�#�
 ��;
 ��� �>�
��% �� ��	
�, N1 = 3 �� N1 = 4 � ��7����, �� ��;
, 4 �� G

 �	$���� �� ���
���%

6 �����
 ��  
	B���	� N2 ����	��
 !�
�  ���� �� <	�!�#�
 ��  	����� � �>�
��

 ��
  
	�� �� �
>
 <	�!�#�
 �
 �>�
���% \  ���$��� ������	 	��=��  
	
 
 �����


�� N2

• N2  �!���� ��  	�>�� �� N1 � �  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 ���
	"  	�>�� ��

 ���� �� 
��
 <	�!�#�
% :���� 
��, ������
 �<�	�
��� 
���
� � ����
T

• N2 �	
��� � ����� 
�� �  ���� �� 
�������
	" 
 �� ���	
� � �  ���� �� �
>


<	�!�#�
 ���
	"  	�>�� �
 <	�!�#�
 *�	�T

• N2 ���	���"	� � �  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 ���
	" �
 	���� �� !�� 
 <
�� ��

 	����� ���" ���	� −45◦ � −135◦% :���� 
��, 
 �<�	�
��� � � �	�
��� �
���  
	



 ����7
��� �� ������ ���  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	%

�
	
 �� ������ �-��� 
 <
�� �� <����� �
 <	�!�#�
 � �
�
  �	

φ(ω) = −ωL− arctanωT @4%1A

�� !�� L � � 
�	
�� � T � 
 ����
��� �� ��� �% 6  
	�	 �
 �!�
��� @4%1A �  ���$���


�
�
	 
 <
�� ��  	����� �� <����� �
 �����
 �
 �
	��	
 ��  ���� N2Tu/2%

-  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 ωH � ��7��� 
  
	�	 ��  �	$��� �� ���
��� Tu ���

ωH = π/Tu% ." �  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 ωL � ��7��� 
  
	�	 ��  �	$��� ��  ����

N2Tu ��� ωL = π/N2Tu% -  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 
��
  ��� ��	 ��	�� �� <�����

��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 ��� ωL = ωH/N2%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4H

�
	
 ����	��
	 ��
 ��
 �����
  
	
 N2, 
 <
�� �
�
 �
 �!�
��� @4%1A <� 
�
�
�


 
	
 ���	�
� 	
*=�� �� L/T �� α% �� ����� �� 
��� �  
	B���	� N2 <� ������� ���

1 � 4% 0���� �
 ���	
 4%1 
� �	�
�  
	
 
�
 �� ��� �
��	�� �� α 
�
�
���% :
 �
���


4%3 ������ �� �
��	�� ������  
	
 
� <
���  
	
 
�
 �
��	 �� N2 �
	
��� �
 ���	


4%1%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−180

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

 

 

α = 0.1

α = 0,5

α = 1

α = 2

α = 10

���	
 4%1' ��	�
� �� <
�� �� <����� �� α � � �$����� • �		�� ���� 
 N2 = 2 � � �$�����

� �		�� ���� 
 N2 = 3

�
���
 4%3' �
��� �� <����� �� N2 � �� α

N2 = 2 N2 = 3

α = 0, 1 −129, 98◦ −110, 84◦

α = 0, 5 −115, 63◦ −87, 96◦

α = 1 −105, 50◦ −74, 62◦

α = 2 −96, 71◦ −66, 09◦

α = 10 −91, 27◦ −61, 30◦

����� �� �
��	�� �� α � N2 ���*
��� 	�����
	
� �� �
��	�� �� <
�� �
 <
>
 �� −45◦

� −135◦% -  ���� �� ����	 <
�� <� �� −61, 30◦  
	
 α = 10 � �  ���� �� �
�	 <
�� <�

�� −129, 98◦  
	
 α = 0, 1%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4I

���� 
 	���� �� ���	����  
	
 
 ��
�*
��� ��  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 � 
!���
 ��

!�� 
 <
�� ��  	����� ���" ���	� −45◦ � −135◦, 
  
	�	 �� ���	��� ������ 
 	������
���

 
	
 �  
	B���	� N2 � 2 ≤ N2 ≤ 3%

6 �
��
��� �� ���*
	 ���� �> �	����� � !�� � ��� � �� �> �	����� � �
	"���,

�"	��  ����� �� <	�!�#�
  ���� ��	 ������ � ������ ���������  	��� ���	� �

 	����� � �����"	�%

��� .������	
� � ������ /$,!�

:���
 0���� � 
 	�����
�
 
 ���
 �� ����7
��� �� ������� �-���% 6 ���
  	��

 ���
 �� ���$�� �� ��� � ���*
 
 �<�	�
��� ����
 �� ���$�� �
 <	�!�#�
% 0��

�
����  	� ����� �����  
	
 
 ����
��� �� ��� � �  
	
 � 
�	
�� ��� �
��	�� �">�

��� � �$����%

- �> �	����� 
 	�����
�� �
 0���� 
���	�	 � ���*
��  
	
 ��	
��� ��� �
���%

����� ��������)� �� ���2��� �� ���.�+���

��
 ���
 �� ����7
���  
	
 ������� �-��� �
��
�
 �� �> �	����� �� 	��� �


 	�����
�
 �� @������ 	�������, 122KA � ����� �	
�
��� � �
�
�
 �� ���


W^L% -� ������� ������ ���*
��� ���
 ���
 �
��
���� 
 ��
� ��  ���� 	$�� ωu%

�
	
 ��  	����� �� ���	���	
 �-���, � ��������� �� ��  ���� �� <	�!�#�
 �

�� �
��� ���"�� 
	
��	*
 ��
����� 
 <����� �� �	
��<�	#�
 � � �
���  
	
 ���
�


� <	�!�#�
�% ��	 ���	� �
��, �� 
 ���	���	
 ��  	����� ��� <�	 �-���, � ������

����7
�� ���*
��� 
 ��
� ωu 	� 	�����
 �  	����� ������� ����
 <	�!�#�
%

6���, � ������ �-��� ����7
�� �
��
������ �� 
 ��
� ��  ���� �� <	�!�#�


 ��� ��	 	��  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	��% ����� ����, � ����;"��� !�� � ������

����7
�� 	� 	������ �  	����� �� ��
 �
�	 	���� �� <	�!�#�
% �
	
 ���, 
 ��

<�	�
��� �� ���$�� �
 <	�!�#�
 � ����
 �� ωi  ����� �� <	�!�#�
 � 
  	� �����

������� 	����� 
 ��
%

���0���	
� �# ����	���� �� ������ ���(& G (s) ��� ���

G(s) =
K

Ts+ 1
e−sL @4%4A

�� '�� K �= 0 6 � ���� ���,�	�4 L ≥ 0 6 � ���� � T > 0 6  ������� �� �����7

&�/� |G(jωi)| � φ(ωi) ��� � ���� �   �� �� ������� �� ωi, ������	
�����7

&�/� � ���� ����	
� κ(ωi) =
|G(jωi)|
G(0)

7



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� 4M

"��:�4 �� ��H������ �� ������ ���&( ��  ��9:� �� ����� ��  ��'�>�	 ωi �����

��� ������ ���

T (ωi) =
1

ωi

√

κ−2(ωi)− 1 @4%GA

L(ωi) =
1

ωi

(

φ(ωi)− arctan(
√

κ−2(ωi)− 1)
)

@4%JA

K = G (0) . @4%KA

���3�4 �
�� �� ������ G(s) ��� �
 �!�
��� @4%4A, � ������ �
 <	�!�#�
 ωi �

|G(jωi)| =
K

√

T 2ω2
i + 1

. @4%HA

0
����� !�� K = G(0) � ��7���� κ(ωi) �
|G(jωi)|
G(0)

, ������

κ(ωi) =
1

√

T 2ω2
i + 1

. @4%IA

����
��� 
� !�
�	
�� � <
*���� κ(ωi) = κ  �	 �� ��
��

κ2 =
1

T 2ω2
i + 1

@4%MA

κ2(T 2ω2
i + 1) = 1 @4%32A

κ2T 2ω2
i = 1− κ2 @4%33A

T 2ω2
i =

1− κ2

κ2
@4%31A

T 2ω2
i = κ−2 − 1 @4%34A

Tωi =
√
κ−2 − 1 @4%3GA

T =
1

ωi

√
κ−2 − 1 @4%3JA

@4%3KA

� �����

T (ωi) =
1

ωi

√

κ−2(ωi)− 1. @4%3HA

6 <
�� �� G(s) �
 <	�!�#�
 ωi 	� 	�����
�
  �	 φ(ωi) � �
�
  �	

φ(ωi) = −ωiL− arctanωiT . @4%3IA

0
����� !�� ωiT =
√
κ−2 − 1 �����

φ(ωi) = −ωiL− arctan
√
κ−2 − 1 @4%3MA

ωiL = −φ(ωi)− arctan
√
κ−2 − 1 @4%12A

L =
1

ωi

(

−φ(ωi)− arctan
√
κ−2 − 1

)

. @4%13A



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� G2

���� 
 <
�� � 
���
�
 �� ������ 
�����	"	�,  �	 �������� �� �
��	�� �� <
�� ���

���
���� � �����

L(ωi) =
1

ωi

(

φ(ωi)− arctan
√

κ−2(ωi)− 1
)

. @4%11A

����� ����, 
 �<�	�
��� �
 <	�!�#�
 � �� ��;���� �� ����
���� �� ��� � � ��

��;���� �� 
�	
��� 
���
��� �
� <	�!�#�
� �� ���	����% :���� �	
�
���, �� ��;�����

��� 
���
��� �� ���  ����� �� <	�!�#�
' �
>
 ωL = π
N2Tu

T 
��
 ωH = π
Tu
% 6���, ���

����
� ��
� ����
���� �� ��� � � ��� 
�	
���%

����� 3�����	 ���� �	 ���4�����	

�� ���� 
 ��	7
	 ��
 ����
��
 	�� �� ��
 �
�
 <	�!�#�
, �����  
	
 � 
�	
��

�  
	
 
 ����
��� �� ��� � ���  	� �����% ����� ����� ��� �
��	�� �">��� � �$����

�
��
��� �� ������� ����� ������ �
 	���� �� 
��
 <	�!�#�
%

�� @������, 1223A, �� ������� ����� �
��
��� �� �> �	����� �� 	��� ��� 
 	��

����
��� �� <����� �
 	��
��� L/T @
�	
��]����
��� �� ��� �A% :���� �	
�
���, �����

������� ����� ��� ���*
���  
	
 ����	 �
��	�� �">��� � �$����  
	
 
 ����
��� ��

��� � �  
	
 � 
�	
��% -� ������� ����� ��� 
���
��� ��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 ωH %

• 8����  
	
 � 
�	
��

N�
��� 
 	��
��� L/T → ∞, 
 ��B�
 �� �� ������ �-��� �����  
	


G (s) = Ke−Ls. @4%14A

6 <
�� � �
�
  �	

φ(ω) = −Lω @4%1GA

� � ���� �">��  
	
 � 
�	
�� �

Lmax = −φ(ω)

ω
. @4%1JA

��	 ���	� �
��, !�
��� 
 	��
��� L/T → 0, 
 ��B�
 �� �� ������ �-��� �����

 
	


G (s) =
(1/T )

s
e−Ls. @4%1KA

6 <
�� � �
�
  �	

φ(ω) = −Lω − π

2
@4%1HA

� � ���� �<�	�	 � �����	
�� ���

Lmim = −φ(ω) + π
2

ω
. @4%1IA



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� G3

• 8����  
	
 
 ����
��� �� ��� �

6 <
�� �� �� ������ �-��� � �
�
  �	

φ(ω) = −arctan(ωT )− ωL @4%1MA

���*
��� � 
�	
�� �$��� L = Lmin �
 �!% @4%1MA, 
 ���	����� �� <
�� �� 
�	
��

� �$��
% �����!����������, 
 ���	����� �� <
�� �
 ����
��� �� ��� � ���� ��	

�">�
 �� ���� 
 �
���	 
 ��
��
�� ��	�
��	
% :���� 
��, � ���� �">��  
	
 


����
��� �� ��� �  ��� ��	 �����	
��% ���� ���� �">�� � �
��  �	

Tmax = −tan(φ(ω) + ωLmin)

ω
. @4%42A

- ���� �$���  
	
 
 ����
��� �� ��� � � Tmin = 0%

����� 5��� �� ������1��)� �� ���2��� �� �����

6 ���
 �� ����7
��� �� ���$�� �� ��� �  
	
 ������� �-��� 
 	�����
�
 ����


0���� ���*
 � ��;���� �� ����
��
� ���  
	B���	�� ������  	��
����� �� ���$��

�
 <	�!�#�
% ����� ����, � ������ ����7
�� 	� 	�����
 �  	����� �� ���$�� ��

��� � ��!�
��� 
 ��	
 
 ��B�
 �� ��	�� �� <	�!�#�
� �� ���	����%

������	� �� ������ �-��� �
�� �
 �!�
��� @4%4A � 	� ���� �� �����
  �	

�����#�


G(s) =
Y (s)

U(s)
=

K

Ts+ 1
e−sL @4%43A

�� !�� K � � �
��� �� �����
, L � � 
�	
�� � T � 
 ����
��� �� ��� �% ���� ������ �

	� 	�����
�� �� ���$�� �� ��� �  ��
 �!�
��� �<�	��
�

ẏ(t) + ay(t) = bu(t− L) @4%41A

�� !�� a = 1/T � b = K/T %

(����	
��� 
���� �� �
��� �
 �!�
��� @4%41A � �����	
��� ����=�� �
� ��
�


 *�	�

y(t) = −a

∫ t

0

y(τ)dτ + b

∫ t

0

u(τ − L)dτ. @4%44A

�
*���� ��
 ���
��
 �� �
	"��� � ���*
��� � <
�� �� !�� u(t) = 0  
	
 t < 0

y(t) = −a

∫ t

0

y(τ)dτ + b

∫ t−L

0

u(τ)dτ. @4%4GA

-  	�����
 
��	
 � ����	��
	 a, b � L ���
��� �� �����	
��� 
 �<�	�
��� ��

���$�� �
 <	�!�#�
 �� ��$���% 6��� ����, � ����;
�� !�� � ������ 	�����
��� �
����

	� 	������ ��� �  	����� �� ���$�� �� ��� �%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� G1

6 �<�	�
��� ��  	����� �
� <	�!�#�
� �� ���	���� � ����
 ���*
��� 
 �	� �����

32% 6� <	�!�#�
� �� ���	���� ��� ωL � ωH � � ��;���� �� ����
��
� �� ���$�� �


<	�!�#�
 � T1 � L1 ����
��� ��  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 ωL, T2 � L2 ����
��� ��

 ���� �� 
��
 <	�!�#�
 ωH %

\  ���$��� ��7�	 ��  
	B���	�� a � b �� 
�
  ���� �� <	�!�#�
 @ωL � ωHA ���

a1 = 1/T1, a2 = 1/T2, b1 = K̂/T1 � b2 = K̂/T2% 6 ����
��
 �
� �� �
��� ���"�� K̂

� ����
 �
 �� ������ �� <	�!�#�
 �� �
 �>�
���  	� ���
 �
 ���	
 4%3%

�� �����
, ��  
	B���	�� a � b !�� 
	
��	*
� � ������ �-��� ����� ��	 ����	�

��
��� 
  
	�	 ���  
	B���	�� a1, b1, a2 � b2 
���
��� �� 
�
  ���� �� <	�!�#�
%

-  	��	�  
��� � ���� �	 a � b ��� ��
 ���
  ����	
�
 �
�
  �	

a = α1a1 + α2a2 @4%4JA

b = α1b1 + α2b2 @4%4KA

�� !�� α1 � α2 �
��<
*�� 
 	���	��� α1 + α2 = 1% 6� �
	"��� α1 � α2 	� 	�����
� 


 ����	
��� �� <����� �
 ���	����� �� 
�
  ���� �� <	�!�#�
 �
 ����
��
 7�
�%

0��������� 
� �!�
�=�� @4%4JA � @4%4KA �
 �!�
��� @4%4GA ������

y(t) = −(α1a1 + α2a2)

∫ t

0

y(τ)dτ + (α1b1 + α2b2)

∫ t−L

0

u(τ)dτ @4%4HA

��

y(t) = α1

[

−a1

∫ t

0

y(τ)dτ + b1

∫ t−L̂

0

u(τ)dτ

]

+α2

[

−a2

∫ t

0

y(τ)dτ + b2

∫ t−L̂

0

u(τ)dτ

]

. @4%4IA

������� ��	���	 �
 <�	�
 �
�	
�

y(t) = φT (t)θ @4%4MA

�� !��

φ(t) =

[

−a1
∫ t

0
y(τ)dτ + b1

∫ t−L̂

0
u(τ)dτ

−a2
∫ t

0
y(τ)dτ + b2

∫ t−L̂

0
u(τ)dτ

]

θT = [α1 α2] .

- ����	 ��  
	B���	�� � 
���
�� 
  
	�	 �� 
���	��� ��� �$���� !�
�	
��� ��

	���	��� �� ��
��
��,  �� α1 + α2 = 1% 6 	���	��� � ��	�
 �
 <�	�
 Mθ = γ � 


 	� ����� ������� 	����� �  	��������%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� G4

���0���	
� �� "���� L̂ = (L1 + L2)/2 ���  ���	��	
 	�		� �� ����7 "������

� 
���� �� ��H������ θ̂  ���	� �� ����	��� ��� �8�	��� '������ �� �����	9:� ��

	������ 3α1 + α2 = 157 � ����9:� 6 �� ���

θ̂ = (RN )
−1 fN + (RN)

−1MTλT @4%G2A

�� '��

Φ = [φ(0) φ(1) ... φ((N − 1)Ts)]

Y = [y(0) y(1) ... y((N − 1)Ts)]

RN = ΦTΦ

fN = ΦTY

λ =
[

MR−1
N MT

]−1 [
γ −MR−1

N fN
]

M = [1 1]

γ = 1.

����� �� ��H������ a � b ��	�	���� � "'�9G�� 3070I5 � 3070.54 ������	
�����7

" ���� T̂ � K̂ �� T̂ = 1/a � K̂ = bT̂ 7

����	��  ���	��	
 �� ���� ��	�	����

φ(ω) = −arctan(ωT̂ )− ωL̂. @4%G3A

$��	� � �����	����� �6 '�� � �	�6�	� �� ���

T̂k − T̂k−1 < βT̂k−1 @4%G1A

L̂k − L̂k−1 < βL̂k−1 @4%G4A

���� �	�� ��	� �	��7 � ��H����� β ���������� � 	����
�� (0, 1) � k 6  	���9:� ���7

���3�4 \  ���$��� �����	
	 � ����	 ��  
	B���	�� θ̂ ���*
��� 
 �!�
��� @4%4MA

�� � 
�	
�� � ������% ���� ����� �� ��$��� ��
� ����
��
�  
	
 � 
�	
��, L1

� L2, !�
�!��	 ����
���  ��� ��	 ���*
�
% �� ��� �
��	 �
� � � �
��	 ����

L̂ = (L1 + L2)/2% 6 ������� ��� �$���� !�
�	
��� �� 	���	��� �� ��
��
�� � �
�


 ��
 �!�
��� @4%G2A @������, 1223A%

��� α1 � α2, ��  
	B���	�� a � b ��� 
���
��� ���*
��� 
 �!�
��� @4%4JA � @4%4KA,

	�� ���
�����% �� �����
, T̂ � K̂ ��� 
���
���  �	 T̂ = 1/a � K̂ = bT̂ ��� ��7���

�
 �!�
��� @4%41A%

����� ����, � ������ �-��� ����7
�� 	� 	�����
 �  	����� �� ���$�� �� ��� �

��!�
��� 
 ��	
 
 ��B�
 �� ��	�� �
� <	�!�#�
� �� ���	����% - ��;���� �� <	��

!�#�
� �� ���	����  ��� ��	 �
�	 �
�� !�� �
�  ����� �
 	�� ���
 �� <	�!�#�


����� �� ��$���% ��	
� �������� 
 ��
� ���  �	 �� ��
��%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� GG

��� .������	
� � ������ '$,!�

:���
 0���� � 
 	�����
�
 
 ���
 �� ����7
���  
	
 ������� 0-���% - �����

�> �	����� ���*
�� �
 ��	
��� ��� �
���  
	
 
 ����7
��� �� ������� �-��� �

���*
�� �
 ��	
��� ��� �
���  
	
 ����7
��� �� ������� 0-���% �����, 
  
	�	 ��


 ��
� �� �> �	�����, �  ���$��� ����	 �
��� �� ������ �-��� !�
��� �� ������

0-���% 6  	� ����� ������� 	����� 
 ���
%

���0���	
� �� ����	���� �� ������ %��&( ��  ��9:� �� ���� ��>�	 �� ���

G (s) =
Y (s)

U (s)
=

K

as2 + bs + 1
e−Ls @4%GGA

�� '�� K 6 � ���� �� �	����4 L 6 � ���� � a � b �:� �� ��/	����� �� ���	���	� ��

������� ���7

&�/� |G(jωi)| � φ(ωi) ��� � ���� �   �� �� �	���� �� ωi4 ������	
�����7

����� '�� � ���� G (0) � '�� G(jωi) �:� ���	���� � ��/� � ���� ����	
� ���

κ(ωi) =
|G(jωi)|
G(0)

. @4%GJA

$����
 � �	���� �� �'�9G�� ��� ���

{

ω4
1α1 + ω2

1α2K
1−κ2(ω1)
κ2(ω1)

ω4
2α1 + ω2

2α2K
1−κ2(ω2)
κ2(ω2)

@4%GKA

"��:�4 �� ��H������ �� ������ %��&( ����� ��� ������ ���

â =
√
α1 @4%GHA

b̂ =
√

α2 + 2
√
α1 @4%GIA

L̂(ωi) =
1

ωi

[

φ(ωi)− arctan

(

b̂ωi

1− âω2
i

)]

@4%GMA

K̂ = G (0) . @4%J2A

���3�4 ��7�
 
 	��
��� ���	� �� ������� �
 <	�!�#�
 ��� κ �
��  �	

κ(ωi) =
|G(jωi)|
G(0)

. @4%J3A

- ������ �� G(s) �� ��
 <	�!�#�
 !�
�!��	 �

|G(jω)| = K
√

(1− aω2)2 + (bω)2
. @4%J1A



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� GJ

������  �	 |G(0)| 
 �!�
��� @4%J1A � ����
��� 
� !�
�	
��, ������

|G(jω)|2
|G(0)|2 =

1

(1− aω2)2 + (bω)2
= κ2(ω). @4%J4A

������������� �� ��	���

κ2((1− aω2)2 + (bω)2) = 1

κ2(1− 2aω2 + a2ω4 + (bω)2)) = 1

a2ω4 + (b2 − 2a)ω2 + 1 =
1

κ2

a2ω4 + (b2 − 2a)ω2 =
1− κ2

κ2
. @4%JGA

��� 
 �!�
��� @4%JGA � 
 �<�	�
��� �� ���  ����� �� <	�!�#�
 ������ �� �> ��

	�����, �  ���$��� ���	���	
	 � ������� �����


ω4
1α1 + ω2

1α2 =
1− κ2(ω1)

κ2(ω1)
@4%JJA

ω4
2α1 + ω2

2α2 =
1− κ2(ω2)

κ2(ω2)
@4%JKA

�� !�� α1 = a2 � α2 = b2 − 2
√
a%

6��	
, ��	��
 
 �!�
���  
	
 
 <
�� �� G(s), ��7��
 ���

φ(ω) = −ωL− arctan

(

bω

1− aω2

)

. @4%JHA

���*
��� 
 �!�
��� @4%JHA, �� ���  ����� �� <	�!�#�
 � 
� ����
���� �� ��� �

����
�
�, � 
�	
�� � ����
�� ���

L̂(ωi) =
1

ωi

[

φ(ωi)− arctan

(

b̂ω

1− âω2

)]

. @4%JIA

6� <	�!�#�
� �� ���	����,  ��� ����� ��
� <	�!�#�
�, ��� ������
� �� 
�	��

�� � �� ��	� �� ��
� �� ���	
�
 ��7���  ���  	�;��� �� �> �	�����  	� ����% -

�> �	����� �  	�;��
�� �� ���� 
 �>�
	 �  	����� �� �� �$��� ���  ����� ��

<	�!�#�
, ωL � ωH %

:� ���$�� �� ��� � �
���� �  ���$��� ����	 ����
��
�  
	
 � �
��� ���"�� �

 
	
 � 
�	
��% �����  
	B���	�� ����
��� �� ���$�� �� ��� � ��� ����
��� �� ��

������ �� ���$�� �
 <	�!�#�
%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� GK

- �
��� ���"�� � 
���
�� ��� ��
 	
*�� ���	� 
 ����	
� ��� ������ �
 �
$�
 �

�
 ���	
�
 �� 
�	�� ��

K̂ =

tb
∫

0

y(t)dt

tb
∫

0

u(t)dt

. @4%JMA

6 ����
��
  
	
 � 
�	
�� L � ����
 
  
	�	 �� ��
  	��	
 �
��
�
 �� <
�� �


�
$�
 ��  	����� ��	 *�	� 
�� � ���
��� �� ��� � �� !�� t = L, �� ��;
,

t≥t1
∫

0

y(t) =

t≥t1
∫

L

y(t). @4%K2A

�� !�� t1 � � ���
��� �� ��� � �
� !�� t1 > L% :� ����>�� ����� �	
�
��� t1 � � ���
���

�� ��� � ��  	��	� �
��
����� �� 	���%

-  	�������� � 
���
	 � ��	�� �� �
�� ��!��	�� �
 �!�
��� @4%K2A � 	�
���
	 �

��	�� �� �
�� �	��� <
*���� ��
 ���
 �� ��� �% ����, �� ��	
�, 
 ��
��
�� ��� �

�����	
�
 ����� 
� 	�$�� ��  	���� ����	
, 
� ����	
� ��� ����	
$�
� � �� 	��	�

��  
	
�
 α � ��7���% 6���,

t1
∫

0

y(t)−
t1
∫

L̂

y(t) < α

t1
∫

0

y(t) @4%K3A

�� !�� α � �� ��
	 !�� ��7�� 
 �������
�� 
� 	�$�� @
�� �
;
 	�$��A% ��
 �
�

<�	�
� �� ������	 � ��
	 α � ����	�
��� � �����  
�	�� �� ��
� �� �
$�
 �� ��	�� ��

��  ���� �� � �	
��� 7>�%

��  ���� ���  
	B���	�� ������ ������� 
 �	� ���� 31 �� ���$�� �
 <	�!�#�


� ��  
	B���	�� ������ �� ���$�� �� ��� � @�
��� ���"�� � 
�	
��A, � �����"	�

����"���� �� ���� 
 ����	 � ������ 0-��� 	�����
���% -�  
	B���	�� ��� ����
���

�
 ������� <�	�
'

• - �
��� ���"�� 
���
�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 � � �����T

• - 
�	
�� ������� � � �">�� ���	� �� 
�	
��� ������ �� ���$�� �� ��� � Lt

� �
 <	�!�#�
 Lf , L̂ = max{Lt, Lf}% - �">�� � ������� �� ���� 
 ����	 


�����
 �
� ����	�
��	
%



�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� GH

�� )&����� � ������	
�

:���
 0���� 
� ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �-��� � 0-��� ��� 
�
�
�
�%

�
	
 ����� �� �>�� ��� 
 ���
 �
�
�
 �� �6�	 LM? � 
 	�����
�
 �� @������

	�������, 122KA, 
 ���
 �
�
�
 �� �6�	 +NO� � 
 	�����
�
 �� @��� ��

 !", 122IA � 
 ���
 �
�
�
 �� �6�	 $��	 � 
 	�����
�
 �� @������	���� �	��

�������, 1224A%

���� �
 ���
 W^L � �
��� �� 	����  �	�
����� � 
������ ������ � ���

����
��, <� 
������ � �
��� ��	�
��	� �� ����� �� �>�� ���%

6 <����� �� ���� ���*
�
 �
 �� 
	
��� �
� ���
� �� ����7
���  
	
 �������

�-��� � 0-��� �� ���$�� �� ��� � �

ε =
1

N

N−1
∑

k=0

[y (kTs)− ŷ (kTs)]
2 @4%K1A

�� !�� y (kTs) � ŷ (kTs) � 
 �
$�
 ��  	����� 	�
� � ����
�
, 	�� ���
�����%

6 <����� �� ���� �� ���$�� �
 <	�!�#�
 �

E =
1

Nω

Nω−1
∑

k=0

|G(jωk)− Ĝ(jωk)| @4%K4A

�� !�� Nω � � �9��	� ��  ����� �� <	�!�#�
, G(jωk) � 
 	�� ���
 �� <	�!�#�


��  	����� � Ĝ(jωk) � 
 	�� ���
 �� <	�!�#�
 �� ������ ����7
��% 6 	���� ��

<	�!�#�
 ���*
�
 �� ����� �� �>�� ��� � �� ω = 0 
�� 
 <	�!�#�
 �� !�� 
 <
�� ��

 	����� � �
�	 !�� −180◦%

��*�� #(����� �

:�  	��	� �>�� �� � ���*
�� ��  	����� ��  	��	
 �	��� �� 
�	
�� �
��  �	

G(s) =
1

(4s+ 1)
e−3s. @4%KGA

�� ���� 
 ��	7
	 � �<��� �� 	�$�� ��� ������� ����7
��� 
  
	�	 �� 
�
 ��


�
� ���
�, <�	
� ���*
��� ���	��� �
��	��  
	
 
 �
	B�
 �, �� ����� �� 
���, 


���
 � *�	�% -� ������� ����7
��� ������ �
 �
���
 4%1%

-� ��
� �� ���	
�
 � �
$�
  
	
 ���� �>�� �� �� 
�� �� !�� 
 �
	B�
 �� 	�$�� �

0, 005 ������ �
 ���	
 4%4% 6 �
	��	
 ��  ���� N2Tu/2 � 1, 5Tu � Tu = 9, 4 ��������%

�
	
 
 �����
��� �� �>�� �� <�	
� �������� �� ������� ����7
���  
	
 � 
��

�� !�� 
 �
	B�
 �� 	�$�� � �� 0, 005% ����� �� "����� 
 	�����
��� �� �����




�
������ �� ������#
� � �� $������ �%&�� � '%&�� GI

�
���
 4%1' �>�� �� 3 � /������ ����7
��� �� ���	��� 	�$���
R
	B�
 2 2,22J 2,23

���
  	� ���
 0,999
(3,997s+1)

e−3s 0,998
(4,016s+1)

e−2,99s 0,998
(4,103s+1)

e−2,97s

���
 W^L 1
(3,995s+1)

e−2,998s 1
(4,227s+1)

e−2,97s 1
(4,384s+1)

e−2,94s

���
 +.P/ 1
(4,004s+1)

e−3,001s 1,074
(3,176s+1)

e−2,6s 1,262
(3,154s+1)

e−2,7s
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���	
 4%4' �>�� �� 3 � �>�
���  	� ���


<�	
� 	�
�*
���  
	
 ����� �������% :
 �
���
 4%4 ������ 
 ������
��	
 � �� �������

���*
���%

6 �<�	�
��� �� ���$�� �
 <	�!�#�
 <� 
���
�
 ��  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 @ωHA

� ��  ���� �� �
>
 <	�!�#�
 @ωLA% 6� ����
��
�  
	
 
 ����
��� �� ��� � �  
	
 �


�	
�� 
���
�
� 
  
	�	 �
� �!�
�=�� @4%GA � @4%JA ������ �
 �
���
 4%G%

-� �����  
	
 � 
�	
�� �  
	
 
 ����
��� �� ��� � ��� 
���
��� ���*
��� 
�

�!�
�=�� @4%1JA, @4%1IA � @4%42A% -� �
��	�� 
���
��� ������ �
 �
���
 4%J% :��� !��


� ����
��
� ��� ���  ����� �� <	�!�#�
 �
���  
	
 � 
�	
�� !�
���  
	
 
 ����
���

�� ��� � ����� ����	� �� ���	�
�� ���	� �� �
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�� �����
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���
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  	� ���
 G1p(s) =
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���
 4%H' �>�� �� 3 � ε � E
G1p(s) G1a(s) G1b(s)

ε 2, 69 × 10−6 4, 82 × 10−5 9, 6 × 10−3

E 0, 0019 0, 0127 0, 1372
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G2(s) =
1

(10s+ 1)(s+ 1)
e−2s =
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10s2 + 11s+ 1
e−2s. @4%KJA
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e−1,99s

���
 )�� G2c(s) =
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 4%M' �>�� �� 1 � ε � E
G2fo(s) G2so(s) G2c(s)

ε 1, 61 × 10−5 1, 92 × 10−6 3, 54 × 10−6

E 1, 44 × 10−2 9, 11 × 10−4 5, 3 × 10−3
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G2(s) =
1

(s+ 1)4
e−s. @4%KKA
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e−1,88s

���
 W^L G3a(s) =
1

2,803s+1
e−2,91s
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 +.P/ G3b(s) =
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 4%3G' �>�� �� 4 � ε � E

G3a(s) G3b(s) G3c(s) G3fo(s) G3so(s)

ε 1, 4 × 10−3 7, 8 × 10−3 1, 32 × 10−4 6, 86 × 10−4 2, 47 × 10−5

E 5, 53 × 10−2 1, 9 × 10−1 2, 32 × 10−2 4, 05 × 10−2 7, 7 × 10−3
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 �	� ���
 �-��� Gfo(s) =

0,67
42,67s+1

e−3,63s

���
 �	� ���
 0-��� Gso(s) =
0,67

110,5s2+36,07s+1
e−2,03s

���
 W^L Ga(s) =
0,67

50,33s+1
e−3,77s

���
 +.P/ Gb(s) =
0,71

49,87s+1
e−3,69s

���
 )�� Gc(s) =
0,64

112,4s2+34,2s+1
e−2,16s

-  ���� �� 
��
 <	�!�#�
 @ωHA �		�� ���� � <
�� �� −161◦ � �  ���� �� �
>
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�� �� −97, 79◦%
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������ ���*
��� 
� ���
� 
 	�����
�
� ����� �
 $���� 	� 	�����
� �����	 �  	�����

�� !�� �� ������� �		�� �������� ���*
��� 
� ���
� 
 	�����
�
� �
 ���	
��	
%

0 50 100 150 200 250 300
0

2

4

6

8

10

12

14

Tempo (segundos)

A
m

p
lit

u
d
e

Resposta ao Degrau

 

 

Técnica Proposta FOPTD

Técnica Astrom

Técnica BJKM

Técnica RChi

Técnica Proposta SOPTD

Processo Real

���	
 4%3J' )�����
��� �> �	����
� � )�� ���
� 
� ���	
�

��0 ��������	�� �����

:���� �
 $���� <�	
� 
 	�����
�
� 
� ���
� �� ����7
���  
	
 ������� �-��� �

0-���% 6 
������ �
�
 
 ����� ������� �� �	��� 	���*�
 �� ���� 
� <
�� �� ��	�� ��

������� �
� ���*
��� �
 �����
 �� ���	��
��	�� �(�%

-� ������� �-��� � 0-��� ��� ����7
��� �� <�	�
 ����
�
 ��� ���$��� ��

��� � � �
 <	�!�#�
% 6��� � ������ 	�����
��� �����	
 
 	�� ���
 �� ��� � ��!�
���

	� 	�����
 �  	����� 	�
� �� ��	�� �� <	�!�#�
� �� ���	����%

�>�� ��� �� ����
��� <�	
� 
 	�����
��� �� ���� 
 
�
�
	 �� 	�����
��� ������

�� 
� ���
� 
 	�����
�
� �� �� 
	
��� �� ���	
� ���
� 
 	�����
�
� �
 ���	
�

��	
% 6��� ����, �
���� <�	
� 
 	�����
��� 	�����
��� �> �	����
� ���*
��� ��


 �
�
<�	�
 �> �	����
� �
��
�
 �� ��  	����� ��	������	�%



�����	� %

������ ��� �� ��
���
 ���"

���	�&��� !���	�
 "'�(�$

-� ������� -+���� ��� ������� ����
��� <�	�
���  �	 �� ������ -+� �  �	 ��

������ �� 
�	
�� ��% ���
 �� 
	
���  ������
 
 �������� �	��
 �� ������� �� �	����

	���*�
� ��  	��	
 �	��� �� 
�	
�� @�-���A � ������
 �	��� �� 
�	
�� @0-���A%

6��� ����, 
 �	��� �� ������  ��� ��	 ������
 �� ���� 
 �����	
	 
 �>
���� ��

������, ;" !�� � 
�	
�� � �	
�
�� �� <�	�
 �� 
	
�
%

��	 ���	� �
��, �>����  	������ !�� ��� ��� 
��!�
�
����� 	� 	�����
���  �	 ���

����� �-��� �� 0-��� �, ������ 
���, �� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	 ���

���*
���% :� ���
���, ��  ���� �� ���
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 �� �������������� ��� ������� -+����, �

����
 
  
	�	 �� �� �> �	����� �� ����7
���  	����
	 � �
� ���
� �� ����
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�7
��� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 
 	�����
�
� �� �
 $���� 
���	�	% 6�

�<�	�
�=��  	����
	�� ��� � 
�	
��, 
@�A ����
���@�A �� ��� � � � �
��� ���"��%

��� ������ $1/2!�

�� ������ -+���� � �� ������ ����
�� <�	�
��  �	 �� ������ -+� � �� ������

�� 
�	
�� ��% ���� ������ ����
�� �  ���$��� �� � 
�	
�� <�	 ������  	��
�����%

6 ��7���� ������� 	����� 
 ��
%

�����	
� �� ����	����   ��9:� �� ���� ��>�	 �� ������� G(s) �� ���� �:� ����

L � ���	��  �������	9:� G(s) = G̃(s)e−Ls7 �  ��9:� �� ���� ��>�	 G̃(s) ���� ���

����	� ��	�	���� �� ������ �+� �� ����� n ���

G̃(s) = c1F1(s) + c2F2(s) + ... + cnFn(s) @G%3A

�� '�� � ��=���� {Fi(s)}ni=1 6  ����� ���� ���� ��  ��9G�� ��������	� �� (@��@A

���'�	�� ��� � "'�9:� 3F7<15 � �� ciB� �:� �� ��/	����� � ���7 � ������

�+�A(& �� G(s) 64 ���:�4 ��� ���

G(s) = (c1F1(s) + c2F2(s) + ...+ cnFn(s))e
−sL @G%1A

�� '�� n 6  ����� �� ������7

���� � 
�	
�� � �	
�
�� �� <�	�
 �� 
	
�
 ��� ������� -+����, 
 �	���  ��� ��	

������
 �� ���� 
 	���*	 � �		� �� ����
���, �
�� !�� �
� ����	�� �
 ��	� �7��


��� �����	
���% ��	 ���	� �
��, ��� � 
�	
�� � ���$�� �
 	� 	�����
��� �� �������

-+�, 
 �	��� �� ������ � ��������
	
����� ����
�
, ;" !�� � 
�	
�� � 
� ��B�
�

��� 	� 	�����
��� �� <�	�
 ��;���
%

��	 �>�� ��, �����	� 
 <����� �� �	
��<�	#�
 �� 
�	
�� ���

M(s) = e−sL @G%4A

�� !�� L � � 
�	
��% 6 
 	�>�
��� �
� ���*
�
  
	
 � 
�	
�� � 
 
 	�>�
��� ��

�
��

e−sL ≈ 1−m1s+m2s
2 − ...±mis

i

1 +m1s+m2s2 + ...+misi
@G%GA

�� !�� i � 
 �	��� �
 
 	�>�
���%

6���,  
	
 	� 	�����
	 ��  	����� �� �	��� j �� 
�	
�� ���*
��� ������� -+�

��	
 �����"	� !�� 
 �	��� �� ������ <���� �� �� �$��� n = j + i% ��	 ���	� �
��,

���*
��� ������� -+���� 
 �	��� �� ������ � �� �� �$��� n = j% :
 �����
 �




�
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� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� KJ

�	��� �$��
 <� 
�����
 
 	� 	�����
��� �>
�
 �
� ��B�
� ��  	�����, ������


	������ <� �����	
�
%

�������� ����	���� �� ������� �� ���� ��� ���

H(s) =
1

s+ a
e−sL @G%JA

�� '�� a ∈ R+ 6 � ���� � L ∈ R+ 6 � ����7

� ����	�9:� �� ���� ��	�	���� ��6 �� i = 1 6

e−sL =
1− sL/2

1 + sL/2
@G%KA

7 "��:� � ������ �� ������� 6

H(s) =
1− sL/2

(s+ a)(1 + sL/2)
@G%HA

7

&���� ���� 6 �����,�	� �� ������ �+�A(& �� n = 1 ��'���� 6 �����,�	� ��

������ �+� �� n �	�� '�� 1 ��  ���� ���	�:� � ���������9:�7

6 �����
 �
 �
�� ����	��
 
 �
��� ��  	������ !��  ���� ��	 
��!�
�
�����

	� 	�����
���  ��� ������ -+����% :���� �	
�
��� ��� �����	
�
� ��
� �
���' �
��� ��

8
���		�T �
��� �� P
��*% 6� ��
� �
��� ��� 
���  
	���
	�� �
� <���=�� �� �
D��
D
�

/
��!��� �
�
� �
 �!�
��� @1%GHA%

�� 
�	�� �� 
 �!�
��� @1%J4A, 
 �
�� �� 8
���		� � �
�
  ��
 <����� �
��

Fk(s) =

√
2p

(s+ p)

(

s− p

s+ p

)k−1

@G%IA

�� !�� k = 1, ..., n, p � �  ��� �� 8
���		�%

�� 
�	�� �� 
� �!�
�=�� @1%JGA � @1%JJA, 
 �
�� �� P
��* � �
�
  ��
� <���=�� �
��

F2k−1(s) =

√
2bs

s2 + bs + c

(

s2 − bs+ c

s2 + bs + c

)k−1

@G%MA

F2k(s) =

√
2bc

s2 + bs + c

(

s2 − bs+ c

s2 + bs + c

)k−1

@G%32A

�� !�� i = 1, ..., n � b = 2Re(ξn) � c = |ξn|2 ��� ��  
	B���	�� !�� ��7��� ��  ���� ��

P
��*% 6 �
�� �� 8
���		� � �� 
��  
	���
	 �
 �
�� �� P
��* !�
��� ��  ���� ���

	�
� � ��
�%
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�
� ��� �> �	������ �� ����7
��� 
 	�����
�
�

�
 ���	
��	
 ���' ��
� �)+0 @�����, 3MMMA, ��
� �+: @��������, 3MM2A � ��
�

<�	�
���  �	 �9�� �
� ������� @������
�� ��	
�����, 1223A% �
	
 �  	�;��� �� �>�

 �	������ ���*
��� !�
�!��	 ��
 ����
� �>�
�=�� � �����"	
 
����
 �<�	�
���

 	��
 ���	� �  	�����%

:���� �	
�
���, � �> �	����� �  	�;��
�� �
��
�� �
 �<�	�
���  	����
	 ����
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��� 
� ���
� 
 	�����
�
� �� �
 $���� 4% 6 �>�
��� ���*
�
 ����� �> �	�����

� �� � � �)+0% 6� 
	
��	$��
� � �!�
�=�� ���*
��� ��  	�;��� ����
� �>�
�=�� <�	
�


 	�����
�
� �� �
 $���� 1%

&���� #	�����)�

�� ���� 
 ����	 �������� -+���� ���*
��� �
��� 
 �
�� �� 8
���		� !�
��� 
 �
�� ��

P
��* ��� �����"	
� 
����
� �<�	�
�=��  	����
	�� ���	� �  	�����' 
�	
�� � ����

�
��� �� ��� �% :���� �	
�
��� 
 �<�	�
��� �����"	
 � ����
 ���*
�� � �> �	�����

 	� ���� � 
� ���
� �� ����7
���  
	
  	������ �-��� � 0-��� 
 	�����
�
� ��

�
 $���� 4%

�� �����
, � �����"	� 
���
	 �� ��7����� �
 �
�� ci_�% ����� � ���
	�
��

���  
	B���	��, ��� ���*
��� 	��	����	�� ���
	��  
	
 
 ����
��� @���*
��� ����>
A%

-� ��7����� �
 �
�� �
��� �
 �!�
��� @G%1A ��� ����
��� ���*
��� � 
���	��� ���

�$���� !�
�	
��� �� !�� � ����	 ��  
	B���	�� �

θ = [c1 c2 ... cn]
T ∈ R

n. @G%33A

-� 	��	����	�� ��� <�	�
���  �	

ϕ(t) = Γnu
′(t) @G%31A

�� !�� u′(t) = u(t− L) � � ��
� �� ���	
�
 
�	
�
��,

Γn(s) = [F1(s) F2(s) ... Fn(s)]
T @G%34A

� n � 
 �	��� �� ������%
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6 ����
��
 ��� ��7����� �
 �
�� � �
�
  �	

θ̂N =

[

1

N

N
∑

t=1

ϕ(t)ϕT (t)

]−1 [

1

N

N
∑

t=1

ϕ(t)y(t)

]

@G%3GA

�� !�� θ̂N � � ����	 �� ����
��
�, N � � �9��	� ��  ����� �� �
�
��� �� �> �	�����

� y(t) � 
 �
$�
 ��  	�����%

-  	��������  
	
 
 ����
��� �� �� ������ -+���� � 	������ �� 6���	���

3G%

/�-������ �� "��	�9:� �� ������� �+�A(&

-7 ������ 3�5 �������3�5 �� ����� � ���� ��	�	���� � �6�	� ��������� ��

��8���� 07 ������� ���(& �� %��(&7

F7 $��	�� � ���=��� � ������ � �����	����� �� 	����	/9:� ��	�	���� �	�	� �$+%7

07 "����  ��� �� ������ �+�A(&7 �� !������4 ����� � ���� 	��� � ����

���	�� �� ������ ���(&7 �� O���4 ����� �� ����� 	��	� � ����� ���	��� ��

������ %��(&7

<7 "����  ����� n �� ������ �+�A(&7

I7 ������  ���	��	
 �� ������ �+�A(&4 "'7 3<7-<57

��� ������ $1/2!� � ���	� � ������

:���
 0���� � 
 	�����
�� �  	�������� ���*
��  
	
 ����	 
 	� 	�����
��� �� �� 
��

�� ���
��� ��� ������� -+����%

- ������ -+���� � �
�� �
 �!�
��� @G%1A �� !�� n � 
 �	��� �� ������ � 
�

<���=�� {Fi(s)}ni=1 <�	�
� � ��;���� �
� <���=�� �	����	�
� �� �
D��
D
�/
��!���

�
�
� �
 �!�
��� @1%GHA% 6� <���=�� �� �
D��
D
�/
��!��� ��� �
�
�  �	

Fk(s) =

√

2Re(ξk)

s+ ξk

k−1
∏

i=1

[

s− ξ∗i
s+ ξi

]

, k = 1, 2, ...n @G%3JA

�� !�� ξi ∈ C, Re(ξi) ≥ 0%

6  
	�	 ����
� <���=��  ������ ��7�	

Hk(s) �
s− ξ∗k
s+ ξk

@G%3KA

Ak(s) �
1

s+ ξk
@G%3HA
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� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� KI

�� !�� Hk(s) � ��
 <����� �� �	
��<�	#�
  
��
����� � Ak(s) � ��
 <����� �� �	
���

<�	#�
  
��
��
>
%

6 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �$��
 �� ������ -+�  ��� ��	 ����
 
  
	�	

�
 ���>�� �� 
�
�
 �
� 	�
�*
�=�� �$��
� �
� <���=�� Hk(s) � Ak(s), �� 
�	�� ��

1

s+ ξ1
→ s− ξ∗2

s+ ξ2
→ s− ξ∗3

s+ ξ3
→ ... → s− ξ∗n

s+ ξn
. @G%3IA

6 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �$��
 �
 <�����  
��
����� Hk(s) � �
�
  �	

(−ξk, 1, 2Re(−ξk), 1)% ." 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �$��
 �
 <�����  
��
��
>


Ak(s) � �
�
  �	 (−ξk, 1, 1, 0)% :
 ���	
 G%3 ����� � �
�	
�
 �� ����� �
 ���	���	


�� !�� u(t) � 
 ���	
�
 � y(t) � 
 �
$�
%

���	
 G%3' )� 	�����
��� ��!���"�
 �
 �> 
���� �� ��	� �� ������ -+�

����� ����, 
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
��� �$��
 �� ������ -+� � �
�


 �	 (A,B,C,D) 
 �� 
 ���>�� �� ��	� �� n 	�
�*
�=�� �� �� 
�� �� ���
��� �� !��

@����	����� �	����, 122KA

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A1 0 . . . 0

B2C1 A2 . . . 0

B3D2C1 B3C2 . . . 0

B4D3D2C1 B4D3C2 . . . 0
%%%

%%%
% % %

%%%

BnDn−1...D2C1 BnDn−1...D3C2 . . . An

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@G%3MA

B =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

B1

B2D1

B3D2D1

%%%

BnDn−1...D2D1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@G%12A
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C =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Dn...D2C1

Dn...D3C2

%%%

Cn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

T

@G%13A

D = Dn...D1. @G%11A

6� �
�	*�� C � D 
��
 ����� ��	 ���7
�
�  
	
 ���
	 �� �����	
��� �� ���

7����� �
 �
�� ck � � �
���
√

2Re(ξk)% �
	
 � 
��  
	���
	 �� !�� ��  ���� ξn ���

	�
� � ��
� @ξn = pA, 
 ���
��� 	�������� 
� 
�� ���*
��� �
��� �� 8
���		� �

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−p 0 0 . . . 0

−2p −p 0 . . . 0

−2p −2p −p . . . 0

−2p −2p −2p . . . 0
%%%

%%%
%%%

% % % %%%

−2p −2p −2p . . . −p

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@G%14A

B =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1

1

1
%%%

1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@G%1GA

C =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

c1
√
2p

c2
√
2p

c3
√
2p
%%%

cn
√
2p

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

T

@G%1JA

D = 0. @G%1KA

�
	
 � 
�� �� !�� ��  ���� ��� �� ��>�� � ��;��
���, � ���� !�� <�	�
 
 �
�	*

A �
��  �	
(

−ξk 0

2Re(−ξk) −ξk+1

)

@G%1HA

���� ��	 �������$��  �	
(

Re(−ξk) Re(−ξk)− |ξk|
Re(−ξk) + |ξk| Re(−ξk)

)

@G%1IA
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� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� H2

��!�
��� 
� ���	
� �
�	*�� ��� ��� ���7
�
� @����	����� �	����, 122KA%

���*
��� 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� ������ -+�, 
 	�
�*
��� �� �� 
��

�� ���
��� �$��
 �� ������ -+���� �

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− L) @G%1MA

y(t) = Cx(t) +Du(t). @G%42A

�
	
 
� �
��� �� 8
���		�, 
� �
�	*�� (A,B,C,D) ��� �
�
� �
� �!�
�=�� @G%14A�

@G%1KA �  
	
 
� �
��� �� P
��* 
 ��
� 
 �
�	* A � ���7
�
 �� 
�	�� �� 
 �!�
���

@G%1IA%

�������� �� ������ �+�A(& �� ����� n = 2 ��	�	���� ���� �� !������ 6 ���

���

G(s) =

√
2p(c1 + c2)s+

√
2p(c1 − c2)p

(s+ p)2
e−sL. @G%43A

� ���������9:� �� ���9� �� ������ �� G(s) 6 ���	� ��	�	���� � "'�9G�� 3<7F05A

3<7F.57 ���	�4

A =

[

−p 0

−2p −p

]

B =

[

1

1

]

C =
[

c1
√
2p c2

√
2p

]

D = 0. @G%41A
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��%���� ������ $1/2!�

6 ����7
��� �� ������� �� �	��� 	���*�
 �� � � �-��� � 0-��� ���*
���

������� -+���� � ���� � �	�
���  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	�� �(�% �� ���� 


	������	 ����  	�����
, ��
� 
��	�
����  ���� ��	 ���
�
�'

• (����7
	 ������� �� �	��� 	���*�
 @�-��� � 0-���A �	��
����� �� �������

-+���� �� �	��� 	���*�
T

• (����7
	 ������� �� �	��� 	���*�
 @�-��� � 0-���A 
  
	�	 �� �������

-+���� �� �	��� �� �	�	 ���*
��� ��  	�������� �� 	������ �� �������%



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� H3

:���
 0���� 
� ��
� 
��	�
���� ��� 
�
�
�
�% �	��	� � �	
�
�
 
 
��	�
��� �� !��

��� ���*
��� ������� -+���� �� �	��� 	���*�
% �� �����
, ��� ���*
��� �������

-+���� �� �	��� �� �	�	% -� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	 ��� 
 	�>�
���

�� 	���*���  
	
 ������� �-��� � 0-��� ���*
��� �  	�������� �� 	������ ��

������� 
 	�����
��%

&�*�� ������	 ��
�� �� ����� ����7���

�	��	� � �	
�
�� �  	�����
 �
 �������� �� ������� �� �	��� 	���*�
 @�-��� �

0-���A 
  
	�	 �� ������� -+���� �� �	��� 	���*�
% :���� �	
�
���, � ��	�� �	���

	���*�
 � ���*
��  
	
 �
��	�� �� n = 1 �� n = 2 @ 	��	
 �� ������
 �	���A%

����  	�����
 ���  ��� ��	 	������� ���*
��� ������� -+�,  �� ��� � 
�	
�� �

�	
�
�� �� <�	�
 ��;���
 �� 
� ��B�
� ��  	�����, 
 �	��� �� ������ 	�����
���

��	" �
�	 !�� 
 �	��� ����;
�
%

6 ����7
��� �� ������� �� �	��� 	���*�
 
  
	�	 �� ������� -+���� �� �	���

	���*�
 � �	��
% - 6���	��� 3J 	����� ��  
����  
	
 ������� �� n = 1 � � 6���	���

3K 	����� ��  
����  
	
 ������� �� n = 2%

/�-������ �" "��	�9:� �� ������� �+�A(& �� �	�� ���(&

-7 ������  ������� �� ����� ���	���� � ���� ��	�	����  �6�	 �� �������

���(& �������� �� ��8���� 0 %�9:� 0707

F7 $��	�� � ���=��� � ������ � �����	����� �� 	����	/9:� ��	�	���� �	�	� �$+%7

07 "����  ��� �� !������ �� � ���� �� !������ 	��� � ���� ���	�� �� ������

���(&7

<7 "����  ����� n �� ������ �+�A(& ��� n = 17

I7 "���� � ���� �� ������ �+�A(& 	��� � ���� �� ������ ���(&7

.7 ������  ���	��	
 �� ������ �+�A(&4 "'7 3<7-<57

/�-������ �� "��	�9:� �� ������� �+�A(& �� �	�� %��(&

-7 ������ � �������� �� ����� � ���� ��	�	����  �6�	 �� ������� %��(&

�������� �� ��8���� 0 %�9:� 07<7

F7 $��	�� � ���=��� � ������ � �����	����� �� 	����	/9:� ��	�	���� �	�	� �$+%7



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� H1

07 "����  ��� �� O��� �� �� ����� �� O��� 	��	� �� ����� ���	��� �� ������

%��(&7

<7 "����  ����� n �� ������ �+�A(& ��� n = 27

I7 "���� � ���� �� ������ �+�A(& 	��� � ���� �� ������ %��(&7

.7 ������  ���	��	
 �� ������ �+�A(&4 "'7 3<7-<57

�
�� �  	����� ��;
 �� ������
 �	��� ��  ���� 	�
� � ��
�, 
 �
�� �� P
��* 	�����


�
 �
�� �� 8
���		�% 6���,  
	
  	������ ��  ���� 	�
� � ��
� ������� -+����

�� n = 2 �
��� �
��� �� 8
���		� !�
��� �
��� �� P
��*  ���� ��	 ���*
�
�%

-� ������� -+���� �� �	��� 	���*�
 	� 	�����
� ��� �  	�����, 
�� 
 ���	��

��	
 �����  	�����  ���
 ��	 ��� 
 	�>�
�
  �	 ������� �-��� �� 0-���% 6���,


� ��B�
� �� �	��� �� �	�	, 
�� �>��
�, ���  ������ �	
��� �U�#�
 �� �� �	�

�
����� ���	
�
]�
$�
 ��  	�����%

:� ���
��� � �����"	� �
��
	 � ������  
	
 ����	��
	 !�
��� ��  	����� � ���

	� 	�����
�� �� ���% -� ��;
, �� 
 �	��� n = 1  
	
 �
��� �� 8
���		� �� n = 2  
	


�
��� �� P
��* 	�����
� �� �� ������ -+���� !�� 	� 	�����
 ��� �  	�����%

:�����	
� �� ������

�� ������ �-���  ��� ��	 ����� �	��
�����, ���*
��� ������� -+����% �
*����

n = 1 �
 �!�
��� @G%1A ������

G(s) = c1F1(s)e
−sL. @G%44A

�� ����� ����, �� ������ 0-���  ��� ��	 ����� �	��
����� ���*
��� �������

-+����% �
*���� n = 2 �
 �!�
��� @G%1A ������

G(s) = (c1F1(s) + c2F2(s)) e
−sL. @G%4GA

- ��;���� � ��	7
	 �� �� ������� �-��� � 0-���, �!�
�=�� @G%44A � @G%4GA

	�� ���
�����, ���*
��� ������� -+���� 	� 	�����
� ��� �  	�����%

�
	
  	������ ��  	��	
 �	��� ��� 
�	
�� �
 <�	�


G(s) =
a

s+ a
@G%4JA

�� !�� a > 0, �� ��7����� �� ������ -+� ���*
��� 
� �
��� 8
���		�  ���� ��	


���
��� 
�
��
����� ���*
��� 
� �!�
�=�� @1%G1A�@1%GJA% ����� ��7����� ���



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� H4

�
���  �	

c1 =
a
√
2p

a+ p
@G%4KA

c2 =
a
√
2p

a+ p

a− p

a+ p
@G%4HA

%%% =
%%%

cn =
a
√
2p

a+ p

(a− pn−1)

(a+ pn−1)
. @G%4IA

�
� �!�
�=�� @G%4KA�@G%4IA, ����	�
��� !�� �� �  ��� �� 8
���		� <�	 ��
� 
�  ��� ��

 	����� @p = aA, � 9�� ��7���� �<�	���� �� *�	� ��	" c1  
	
 !�
�!��	 �	��� ��

������ n ������
% ��	 ���	� �
��, �
�
 
 ��	��*
 �
 ��
�*
��� ��  ��� ��  	�����

a, ���	�� ��7����� ��	�� �<�	����� �� *�	� � 
 �	��� �� ������ -+� ��	" �� �	�	 �

�	��� 	�
�% 6 ��
	 �� ���	�� ��7����� 
��� �� c1 ��	�� �<�	����� �� *�	�, ���� �
��	��

��	�� ���  �!����� !�
��� �� 
	
��� �� c1 !��� �����	 <�	 � ��������� ���	� �

 ��� ��  	����� a%

����� ����,  
	
  	������ ��  	��	
 �	���, �  ���$��� 
�
�
	 
 �����
 �
 �
�� �

����	��
	 
 �	��� �� ������ -+� ����	�
��� �� �
��	�� ��� ��7����� �
 �
��% R
��

���
	 !�� 
 ����	��
��� �
 �	��� � <��
 
 �� 
  	��	
 ����
��
 ��� ��7����� ��	

��� ����
% 6 �	� ����� ������� 	����� 
 ��
%

���0���	
� �% �� �������� �� ��	��	� ����� ��� ����4  ����� n �� ������

�+� ��	�	���� ���� �� !������ �� '�� p ≈ a 6 �����	� �� ���� �� � 
��� ���

��/	����� ck �� k > 17

• %� ck ≪ c1 �� k > 14 ���:� � ������� 6 ��� ����������� ��� ������� �+�

��	�	���� ���� �� !������ �� n = 17

• ��� ����,�	�4 � ������� �:� 6 ��� ����������� ��� ������� �+� ��	�	���� ����

�� !������ �� n = 17

���3�4 �� 
�	�� �� 
� �!�
�=�� @G%4KA�@G%4IA, �� ��7�����  
	
 k > 1 �� ���

��
� 
 *�	�  
	
 p = a% �
	
 p ≈ a, �� ��7�����  
	
 k > 1 ��� �<�	����� �� *�	�%

0��� �
��	�� ��� ���  �!����� !�
��� p <�	  	�>�� �� a% 6���, �� ck ≪ c1  
	
 k > 1

�  	�����  ���� ��
 ���	���	
 !��  ��� ��	 ��� 	� 	�����
�
  �	 ������� -+� ��

n = 1%

- ����� ��������������  ��� ��	 ���*
��  
	
  	������ �� ������
 �	��� 	� 	��

����
���  �	 ������� -+� ���*
��� 
� �
��� �� P
��*% -� ��;
, �� 9��� ��7�����

�<�	����� �� *�	�, �� ��  ���� �� P
��* <�	�� ��
� 
��  ���� ��  	�����, ��	�� c1 � c2%



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HG

���0���	
� �6 �� �������� �� ������ ����� ��� ����4  ����� n �� ������ �+�

��	�	���� ���� �� O��� �� '�� �� ����� �� O��� �:� ��P�	��� ��� ���� ��	� 6 �����	�

�� ���� �� � 
��� ��� ��/	����� ck �� k > 27

• %� ck ≪ c2 �� k > 2 ���:� � ������� 6 ��� ����������� ��� ������� �+� ��

n = 27

• ��� ����,�	�4 � ������� �:� 6 ��� ����������� ��� ������ �+� �� n = 27

���3�4 0���� � ����� 	
�$�� �
  	� ����� 
���	�	%

6  
	�	 �
� �	� ���=�� 3H � 3I �  ���$��� ����	��
	 �� ������� -+� ��  	��	


�� ������
 �	��� ��� ��7�����  
	
 	� 	�����
	 �  	�����% 6� ��
� �	� ���=�� ���

�"��
�  
	
 � 
�� ��  	������ ��� 
�	
��%

:� ���
���, 
 ���
��� ���
 !�
��� ��� 
�
��
���  	������ ��  	��	
 � ������


�	��� �� 
�	
��% :����� 
���, 
� �!�
�=�� @G%4KA�@G%4IA ��� ��� �
� �"��
�, ��� �,

����� �� � ��������� �>
�� ���  ���� ��  	����� � �9��	� �� ��7����� �<�	�����

�� *�	� �� ���� �
 	��
��� ���	� � 
�	
�� � 
 ����
��� �� ��� �% 6���, 
� �	� ���=��

3H � 3I ���  ���� �
� ��	 ���*
�
�%

6 ��
	 ����, ��� ��� ������� -+���� � 
�	
�� � �	
�
�� �� <�	�
 �� 
	
�
,  	��

����� ��  	��	
 �	��� �� 
�	
��  ���� ��	 
�
��
��� ���  	������ ��  	��	


�	��� ��� 
�	
�� �  	������ �� ������
 �	��� �� 
�	
��  ���� ��	 
�
��
��� ���

 	������ �� ������
 �	��� ��� 
�	
��% 6���, 
� �!�
�=�� @G%4KA�@G%4IA �����
�

�"��
� � 
� �	� ���=�� 3H � 3I  ���� ��	 ���*
�
�% ����� ����, 
  
	�	 ��� �
��	��

��� ��7����� �  ���$��� ����	��
	 �� 
 ���	���	
 �� 
 �
�� ������
 	�����
 �� ��

������ !�� 	� 	������ ��� �  	�����%

&�*�� ������	 ��
�� �� ����� 	�������

:
 0���� 
���	�	, <� �	
�
�� �  	�����
 �� ��� ����	 ������� �� �	��� 	���*�
 


 
	�	 �� ������� -+���� �� �	��� 	���*�
% 6!� ��	" �	
�
�� �  	�����
 �
 ��������

�� ������� �� �	��� 	���*�
 
  
	�	 �� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	%

-� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	 ��� �����"	�� !�
��� ������� -+���� ��

�	��� 	���*�
 ��� 	� 	�����
� ��� �  	�����% (��� 
����� !�
��� 
� ��B�
� ��

�	��� �� �	�	 ���  ���� ��	 �� �������� ��� 	�*
�
�% ���
 �������  ��� ��	 ����


���*
��� 
� �	� ���=�� 3H �� 3I% ����
� ����	�
��� !�� ������� �-��� �� 0-���

��� 	� 	�����
� ��� �  	�����%

6 ��
	 ����, �� ������� �-��� �� 0-��� ��� �����"	��  
	
 �  	�;��� �� ���

�	��
��	�� �(�% �����, �  	�����
 � 
 �������� �� ������� �-��� � 0-��� 
  
	�	



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HJ

�� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	% :���� �	
�
���, ������� -+���� �� �	���

n ≥ 3 ��� ���� �� �	��� �� �	�	 � ������� -+���� �� �	��� n = 1 �� n = 2 ���

���� �� �	��� 	���*�


-�  	��������� �� 	������ �� ������� �
� ���*
��� ��� 
 �	��
��� �
�
��
�
 �


 	����
�*
��� �
�
��
�
% :�����  	���������, �  	����� �� <����� �� �	
��<�	#��


 G(s) � 
������ ��	 ���"��� �  ����	 ��
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�


(A,B,C,D)% 6 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� � ��
 �
�
��
�
 �� �� �	
��
��� ��

���	��
���
�� P � ����	�
���
�� Q ��� ��
� � �
���
�, ��<�	�� � ���	��
 K%

:
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
, 
�
 �
��	 �����
	 �� L
�D�� σi ���"


���
�� �� �� ���
�� xi �
 	� 	�����
��� �
�
��
�
% ����� ����, � �
�
��� �� σi

� ��
 ����
 	��
��
 �
 ���	����� �� ���
�� xi �
 	��
��� ���	
�
]�
$�
 ��  	�����%

-� ��;
, �� σ1 ≫ σ2, ����� � ���
�� x1  ���� �
�	 �U�#�
 �� �� �	�
����� ���

�	
�
]�
$�
 !�� � ���
�� x2% -� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� ��� ��
 ����
 ��;���


�
 ����	�
���
�� � �
 ���	��
���
�� �� 
�
 ���
��%

6���, 
  
	�	 ��� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� �  ���$��� ����	��
	 !�
� ���
���

���	���� �
� � !�
� ���
��� ���	���� ����� �� �� �	�
����� ���	
�
]�
$�
%

����� ����, �  ���$��� ������	 
 �	��� �� ������ 	���*�� ��������� !�
� ���
���

 ���� ��	 ���
	�
���%

�
	
 
 �����
 ��� ���
��� !��  ���� ��	 ���
	�
���, �
��� 
 �	��
��� �
�
��
�


!�
��� 
 	����
�*
��� �
�
��
�
  ���� ��	 ���*
�
�% ���
� �
��
���� �
 	�
�*
���

�� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 (A,B,C,D) �� G(s)  
	���
�
 ���

A =

[

A11 A12

A21 A22

]

B =

[

B1

B2

]

C =
[

C1 C2

]

@G%4MA

� �� 
 �
�	* �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� Σ  
	���
�
 ���

P = Q = Σ =

[

Σ1 0

0 Σ2

]

@G%G2A

�� !�� Σ1 = diag(σ1, σ2, ..., σk), Σ2 = diag(σk+1, σk+2, ..., σn) � σk > σk+1%

3% �����-�� (��������2 ����
 ���
 �� 	������ �� �������, �� ���
��� !��

�		�� ����� 
  �!����� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� ��� ����
��� @�

�,

3MI3A% - ������ �� �	��� 	���*�
  ���� 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
  �	

(A11, B1, C1, D) �� <����� �� �	
��<�	#�
 Gt(s) � �	��� k% -� ���
��� 
���
���

�� �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� σk+1, σk+2, ..., σn ��� ����
���%

6 ��	�
 �7��
 �� �		� ���	� G(s) � Gt(s) � �
�
  �	 @��
��, 3MIGA

‖ G(s)−Gt(s) ‖∞≤ 2

n
∑

k+1

σi. @G%G3A



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HK

- ������ �	��
�� Gt(s) � ��
� 
� ������ �� �	��� �� �	�	 G(s) �
 <	�!�#�


�7��
, G(∞) = Gt(∞) = D% 6 �	��
��� �
�
��
�
 � ���*
�
 !�
��� �� ����;


�� ������ 	���*�� !�� 	� 	������ ��� �  	����� �
 	���� �� 
��
 <	�!�#�
%

1% *����������	
� (��������2 ����
 ���
, 
� ��	�
�
� ��� ���
��� !�� �		���

 ����� 
  �!����� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� ��� <�	�
�
� ��
� 
 *�	�% ����

 	�������� <� 
 	�����
�� �� @������
� ���	
��
�, 3MI1A% - ������ �� �	�

��� 	���*�
  ���� 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
  �	 (Ar, Br, Cr, Dr) ��

<����� �� �	
��<�	#�
 Gr(s) � �	��� k% 6� �
�	*�� (Ar, Br, Cr, Dr) ��� �
�
�  �	

Ar = A11 − A12A
−1
22 A21 @G%G1A

Br = B1 − A12A
−1
22 B2 @G%G4A

Cr = C1 − C2A
−1
22 A21 @G%GGA

Dr = D − C2A
−1
22 B2. @G%GJA

6 ��	�
 �7��
 �� �		� ���	� G(s) � Gr(s) � �
�
 �
 ����
 <�	�
 !�� �� 
�� �


�	��
��� �
�
��
�
 @���� �����
�, 3MIMA, �� ��;
,

‖ G(s)−Gr(s) ‖∞≤ 2
n
∑

k+1

σi. @G%GKA

- ������ Gr(s) � ��
� 
� ������ �� �	��� �� �	�	 G(s) �
 <	�!�#�
 *�	�,

G(0) = Gt(0) � � �
��� ���"�� �  	���	�
�� �
 	����
�*
��� �
�
��
�
% ���


���
 �� 	������ � ���*
�
 !�
��� �� ����;
 �� ������ 	���*�� !�� 	� 	������

��� �  	����� �
� 	��=�� �� �
>
� � ���
� <	�!�#�
�%

*���	
� �� ������� � !��

-  	��	�  
���  
	
 
 ����
��� �� �� ������ �� �	��� 	���*�
 � ����	 
 	�
�*
�

��� �� �� 
�� �� ���
��� (A,B,C,D) �� ������ -+���� �� <����� �� �	
��<�	#�


G(s), �!�
��� @G%1A% 6 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� � ����
 ���*
��� 
 <�	���
���


 	�����
�
 �
 0���� G%G%

6  
	�	 �
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� (A,B,C,D), 
 	�
�*
��� �
�
��
�


(Abal, Bbal, Cbal, Dbal) � ����
 
  
	�	 �� ��
 �	
��<�	�
��� �� ���
	�
��, ��<�	�� �

���	��
 K � 
 �!�
��� @1%3KA% -� �	
��
��� �� ���	��
���
�� P � ����	�
���
��

Q ��� ��
� � �
���
�, P = Q = Σ �� !�� Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn)%

�� �����
, ���*
��� 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 (Abal, Bbal, Cbal, Dbal)

� 
 	����
�*
��� �
�
��
�
, �  ���$��� ����	��
	 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� ��



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HH

������ �� �	��� 	���*�
% \ ���*
�
 
 	����
�*
��� �
�
��
�
,  �� ����;
��� ��

������ �� �	��� 	���*�
 	����
��� �
� 	��=�� �� �
>
� � ���
� <	�!�#�
�%

:� ���	��
 ������� ��� 
 	�����
�
� 
� 	��
�=�� ���	� 
� �
�	*�� �
 	�
�*
��� ��

�� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 (Abal, Bbal, Cbal, Dbal) �� ������ -+���� �� �	��� �� �	�	

� 
 	�
�*
��� �
�
��
�
 (Ar, Br, Cr, Dr) �� ������ -+���� �� �	��� 	���*�
%

������� �$ &�� �� ������ �+�A(& G(s) = e−sL
∑n

k=1 ckFk(s) �� '�� n 6  ��A

��� �� ������7 %�=  ���	�9:� �� ���9� �� ������ �� G̃(s) =
∑n

k=1 ckFk(s) �� ���

(A,B,C,D) �  ���	�9:� �� ���9� �� ������ ����� �� ��� (Abal, Bbal, Cbal, Dbal)7

�� ���	��� (Abal, Bbal, Cbal, Dbal) �:� ���		���� ���

Abal =

[

A11 A12

A21 A22

]

Bbal =

[

B1

B2

]

Cbal =
[

C1 C2

]

. @G%GHA

� ��  ���	� �� 
����� �	������� �� ?�@�� ���		��� ��� � "'�9:� 3<7<Q57

���	�4 � ������ �� ����� �����	� nr = k ���, ��� ��� (Ar, Br, Cr, Dr) �� '��

Ar = A11 − A12A
−1
22 A21 @G%GIA

Br = B1 − A12A
−1
22 B2 @G%GMA

Cr = C1 − C2A
−1
22 A21 @G%J2A

Dr = Dbal − C2A
−1
22 B2 @G%J3A

�   ��9:� �� ���� ��>�	 �� ������ �� ����� �����	� Gnr
(s) = [Cr(sI − Ar)

−1Br +Dr] e
−sL7

���3�4 6 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� �� ������ -+���� � ����
 ���

�*
��� ��  	��������� 
 	�����
��� �
 0���� G%G � 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
���

�
�
��
�
 � ����
 ���*
��� � ���	��
 K � �!�
��� @1%3KA

6 �������� �
� �
�	*�� (Ar, Br, Cr, Dr) 
  
	�	 �
� �
�	*�� (Abal, Bbal, Cbal, Dbal)

� �	��
 ���*
��� 
� �!�
�=�� @G%G1A�@G%GJA% 6  
	�	 �� ��������� �� 
�	
�� L 


<���=�� �� �	
��<�	#�
 Gnr
(s) � ����
%

���*
��� � ���	��
 3M �  ���$��� ����	 �� ������ �� �	��� 	���*�
 
  
	�	 �� ��

������ -+���� �� �	��� �� �	�	% ��	��, �  	�����
 �� !�� 
� ��B�
� �� �	���

�� �	�	 ��� ��� 	�*
�
� 
��
 ��� <� 	�������% 6���, � ������ �� �	��� 	���*�


����� ��� ���
 �� �����	
��� 
� ��B�
� ��� 	�*
�
�%

*���	
� �� ������� � !�� �� ��0����	
� �� ���1���

�
��� �
 �	��
��� �
�
��
�
 !�
��� �
 	����
�*
��� �
�
��
�
, 
 �	��� �� ������

�� �	��� 	���*�
 � ������
 �� 
�	�� �� 
 �
������ ��� �
��	�� �����
	�� �� L
�D��



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HI

@σ1, σ2, ..., σnA, �� ��;
, 
 �	��� nr � <����� �� �
�
��� 	��
��� ���	� �� �
��	�� �����
	��

�� L
�D��% :� ���
���, ����� �	
�
���, 
 �	��� �� ������ 	���*�� � 7>
, nr = 1 ��

nr = 2 @ 	��	
 �	��� � ������
 �	���A%

:���
 ���
���, �� ������� �� �
�
��� 	��
��� ���	� �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D��,


� ��B�
� ��� 	�*
�
�  ���� ����	 �<�	�
�=�� � �	�
���� ���	� �  	�����% 6���,

� �����"	� ��	 �	
	 �� 
����
 <�	�
 ���
� �<�	�
�=�� ��� 	�*
�
�% 6 �<�	�
���

��� 	�*
�
 � �
�
�
 �� 	��$���%

���� �>�� ��, ��;
 ��  	����� �� 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 ��

�	��� j � �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� σ1, σ2, ..., σj �
� !�� σ1 = ... = σi � σi ≫ ... ≫ σj

 
	
 2 < i < j% 6 �	��� �� ������ 	���*�� ����	
 ��	 nr = i, �
� ��� 
 �	��� �

7>
 �� nr = 1 �� nr = 2,  
	�� �
 �<�	�
��� ����
 ��� ���
��� xl  
	
 2 ≤ l ≤ i

�� nr = 1 �� 3 ≤ l ≤ i �� nr = 2 �  �	��
% ���
 �<�	�
��� ����
 ��� ���
���

��� 	�*
��� <�	�
 � 	��$���%

6  
	�	 �
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 (Abal, Bbal, Cbal, Dbal) �� ���

���� -+����, 
 <����� �� �	
��<�	#�
 �
 	�
�*
��� �
�
��
�
 �

G̃bal(s) = Cbal(sI −Abal)
−1Bbal +Dbal @G%J1A

�� !�� 
 �	��� �� G̃bal(s) � ��
� � �	��� �� G̃(s) !�� � ��
� 
 n%

���� ;" <� 
 	�����
��, �
 	�
�*
��� �
�
��
�
 (Abal, Bbal, Cbal, Dbal) �  ���$���

����	��
	 � ������ �� �	��� 	���*�
 nr ���*
��� � ���	��
 3M% - ������ �� �	���

	���*�
 � �
��  �	 (Ar, Br, Cr, Dr) �� <����� �� �	
��<�	#�


G̃nr
(s) = Cr(sI − Ar)

−1Br +Dr. @G%J4A

6 	��
��� ���	� 
 <����� �� �	
��<�	#�
 G̃bal(s) � 
 <����� �� �	
��<�	#�
 G̃nr
(s)

 ��� ��	 ��	�
 ���

G̃bal(s) = G̃nr
(s) +Gres(s) @G%JGA

�� !�� Gres(s) � � ������ �� 	��$���, �� ��;
, � ������ <�	�
��  ��
� ��B�
� ������

���	
�
�%

6  
	�	 �
 �!�
��� @G%JGA ��
� ���
�=��  ���� ��	 ����

�
�'

3% -� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� 
���
��� 
�� ���
��� 	� 	�����
���  �	 Gres(s)

�
� 0�;����� !�
��� �� 
	
��� �� �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� 
���
���


�� ���
��� 	� 	�����
���  �	 G̃nr
(s)T

1% 6����� ��� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� 
���
��� 
�� ���
��� 	� 	�����
���  �	

Gres(s) �
� �
� 0�;����� !�
��� �� 
	
��� �� �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D��


���
��� 
�� ���
��� 	� 	�����
���  �	 G̃nr
(s)%



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� HM

:
  	��	
 ���
���, � �		� �� 
 	�>�
��� ��	"  �!����, �
�� !�� �� �
��	�� ���

���
	�� �� L
�D�� ��� ��
 ����
 	��
��
 �
 ���	����� �� 
�
 ���
�� �
 	��
���

���	
�
]�
$�
 ��  	�����% 6��� 
� ��B�
� �� �	��� �� �	�	 	� 	�����
�
�  ���

	��$���  ���� ��	 ��� 	�*
�
�, ���  	�;�$*� �
 !�
��
�� �� ������ �����% - ���	��


3M  ��� ��	 ���*
�� �	��
�����%

:
 ������
 ���
���, 
����� ��� ���
��� ���
	�
��� ���	���� �� <�	�
 ���7
�

��
 �
 	��
��� ���	
�
]�
$�
 ��  	�����% ����� ����, ���
� ��B�
� ���  ���� ��	

�� �������� ��� 	�*
�
�%

�
	
 
�
��
	 
 ������
 ���
���, ���������� 
 �!�
��� @G%JGA �
 �!�
��� @G%1A �


���

G(s) = e−sL
(

G̃nr
(s) +Gres(s)

)

@G%JJA

�� ��;
, � ������ ��  	����� � <�	�
��  �	 ��
 ���	����� �� ������ �� �	���

	���*�
 �  �	 ��
 ���	����� �� 	��$��� ��������	
�� ��  	����� �� 	������%

- ��;���� �
 	������ �� �� ���
��� �� 	��$��� � �����	
	 
 �<�	�
��� ����


�� Gres(s) � 	�
�*
	 ��  	����� �� �		���� �� Gnr
(s) = e−sLG̃nr

(s)% 6���,  
	�� �


�<�	�
��� ��������	
�
 � ��	 �	
�
 �� ������ �� �	��� 	���*�
%

:���� �	
�
��� � ������ �� 	��$��� � 
������ ���

Gres(s) = βe−sL
′

@G%JKA

�� !�� β � � �
��� � L
′

� � 
�	
��% ������	
��� β  �!����, ���
 
 �<�	�
��� ����


�� 	��$��� � �����	
�
 �
 <
�� 
  
	�	 �� 
�	
�� L
′

% - ������ �� 	��$��� � �������

����
 <�	�
, �� ���� 
 
 ��	
	 
 <
�� ��� 	�*
�
 �� <�	�
 ���
	%

- 
�	
�� L
′

� ����	��
�� ���*
��� � 
���	��� ��� �$���� !�
�	
��� �� !�� 


�<�	�
��� �
 <
�� !�� <� ��� 	�*
�
 � ���*
�
% -  
	B���	� L
′

	�����
 �
 �����	


 	�>�
��� ���
	 �
 <
�� ��� 	�*
�
 �� ������ ��� �$���� !�
�	
���% - ���	��


������� 	����� 
 ��
%

������� �# %�= � ������ �+�A(& ��� ��� G(s) = e−sL (Gnr
(s) +Gres(s)) �� '��

Gnr
(s) 6 � ������ �� ����� �����	� nr � Gres(s) 6 � ������ �� ���8���7 &�� � ������ ��

���8��� ��� Gres(s) = βe−sL
′

4 � ���� L
′

6 ����� ��	�	���� � ����	��� ��� �8�	���

'������ �  �� �������� 3 �� �� ������ �� ���8���5  �����

θ̂N =

[

1

N

ωN
∑

ω=ω1

ϕ(ω)ϕ(ω)T

]−1 [

1

N

ωN
∑

ω=ω1

ϕ(ω)y(ω)

]

@G%JHA

�� θ̂N = L
′

4 N 6 � �C���� �� ������ ��  ��'�>�	 �

ϕ(ω) = [ω1 ω2 ... ωN ] @G%JIA

y(ω) = [φ(ω1) φ(ω2) ... φ(ωN)] @G%JMA



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� I2

�� '�� φ(ωi) = ∠
∑n

k=nr+1 ckFk(ωi)7

0��������� � ������ �� 	��$��� �
�� �
 �!�
��� @G%JKA �
 �!�
��� @G%JJA, ������

G(s) = e−sL
(

G̃nr
(s) + βe−sL

′
)

@G%K2A

G(s) = e−sLe−sL
′
(

esL
′

G̃nr
(s) + β

)

@G%K3A

G(s) = e−sL̄
(

Ḡnr
(s) + β

)

. @G%K1A

6 �� 
 
 	�>�
��� �� �
���, 
 <����� G(s) 	� 	�����
 � ������ �� �	��� 	���*�



��
�*
�� Gnr
(s) � �
��  �	

Gnr
(s) ≈ e−sL̄Ḡnr

(s) @G%K4A

�� !�� L̄ = L+ L
′

� Ḡnr
(s) = esL

′

G̃nr
(s)%

- ������ �� �	��� �� �	�	 G(s) �� �	��� n <� 	���*��  
	
 �� ������ �� �	���

	���*�
 Ḡnr
(s) �� �	��� nr% ���� ������ �����  
	�� �
 �<�	�
��� ����
 �� ������

�� 	��$��� !�� 
���	�	����� �	
 ���
������ ��� 	�*
�
% 6 �<�	�
��� ����
 �� 	��$���

���7�� �
��� � 
�	
�� L  
	
 � ���� 
�	
�� L̄ !�
��� 
� ��B�
� 	� 	�����
�
�  ���

������ G̃nr
(s)  
	
 Ḡnr

(s)%

��	 7�, 	���
 ����	��
	 ��� ���
	 �� �����	
��� � 
�	
�� L
′

�
� ��B�
� 	��

 	�����
�
�  �	 Ḡnr
(s)% �
	
 � 
�� �� !�� nr = 1, G̃nr

(s) � Ḡnr
(s) ��� <���=�� ��

�	
��<�	#�
 ��  	��	
 �	��� �
�
�  �	
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� ��  �	$��� �� �
��
����� 	���*�� �� 1/4% -� �		�� 
��������

�� <����� �� ��� � ������ �
 ���	
 G%H@
A � �
 ���	
 G%H@�A ������ �� �		�� ��

��
 
� �
��� �� �� ���	�
�� �� ��� �  
	
 �����	
	 
 ���
�*
���%

- ������ G2p(s) ;" � ��
 ��
 ����
��
 ��  	�����, �
� � ������ -+����1


 	�����
 �� 	�7�
����� �
 <	�!�#�
% 6� <���=�� �� ���� ��� ���$�� �� ��� � �

�
 <	�!�#�
 <�	
� 
���
���  
	
 � �> �	����� �� �
��
���% -� �
��	�� ������ �


�
���
 G%G%

�
���
 G%G' �>�� �� 1 � ε � E
G2p(s) -+����1

ε 1, 12 × 10−7 8, 89 × 10−8

E 3, 1 × 10−3 2, 1 × 10−4

6 �	� ����� 3I <� ���*
�
  
	
 ��	7
	 �� n = 2 � ��
 ��
 �����
  
	
 
 �	���



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
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���	
 G%H' �>�� �� 1 � �		� 
������� �� <����� �� ��� �

�� ������ -+����% 6 �	��� �� ������ -+���� ������
 ��� n = 6 � �� ��7�����

<�	
� ����
���% -� �
��	�� ��� ��7����� ������ �
 �
���
 G%J%

�
���
 G%J' �>�� �� 1 � ���7����� ����
���

���7�����

c1 = −8, 18 × 10−5

c2 = 0, 21

c3 = 8, 18 × 10−5

c4 = 1, 05 × 10−4

c5 = −2, 81 × 10−8

c6 = 2, 09 × 10−8

���� ck ≪ c2  
	
 k > 2, ����� �  	����� � ��� 	� 	�����
��  �	 �� ������ -+��

�� �� n = 2 �� �  	����� � ��� 	� 	�����
��  �	 �� ������ �� ������
 �	��� ��


�	
��%



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� IM

&�,�� #(����� �

-  	����� ���*
�� ����� �>�� �� � �
��  �	

G3(s) =
1

(2s+ 1)(s+ 1)(0, 4s+ 1)(0, 2s+ 1)
e−1s. @G%H3A

:���� �>�� �� ��� ���*
�
� 
� ���
� �� ����7
��� ���*
��� ������� -+����

�� �
��� �� 8
���		� � �
��� �� P
��*% 6� �<�	�
�=�� �
� ����
���� �� ��� � � ���


�	
��� ��� ����
� ���*
��� 
� ���
� 
 	�����
�
� �� �
 $���� 4% - ������ �-���

����� � �
��  �	

G3fo(s) =
0, 99

2, 67s+ 1
e−2,27s @G%H1A

� � ������ 0-��� ����� � �
��  �	

G3so(s) =
0, 99

2, 41s2 + 3, 13s+ 1
e−1,45s. @G%H4A

-�  
	B���	�� ��  	�;��� �� ��
� �)+0 ��� αs = 2, τdom = 2, 67 �������� � βs = 5%

-� �
��	�� �������� <�	
� Ns = 1000 � Tclk = 3 ��������%

�
	
 � ������ -+���� �� n = 1 ���*
��� �
��� �� 8
���		� @-+����38A 
 ��
�

�� ��7���� <� ����
�� c1% 6 ����
��
 �
 ����
��� �� ��� � ��  	��	
 �	���

<� 2, 67 � �  ��� �� 8
���		� � p = 1/2, 67% - �
��	 �� ��7���� � c1 = 0, 432%

."  
	
 � ������ -+���� �� n = 2 ���*
��� �
��� �� P
��* @-+����1PA ���

��7����� ��� ����
��� c1 � c2% 6� ����
��
� �
� ����
���� �� ��� � �� ������


�	��� ��� 1, 33 � 1, 81% -� �
��	�� ��� ��7����� ��� c1 = −0, 083 � c2 = 0, 396%

:
 ���	
 G%I ������ 
� 	�� ���
� 
� ���	
� ���"	�  
	
 �� ������� -+����38

� -+����1P% :
 ���	
 G%M ������ �� �
�	
�
� �� :E!���% �
�� !�� �  	����� �

�� !�
	�
 �	��� � ������ ���*
��� �
��� �� P
��* 	� 	�����
� ��� �����	 �
��� ��

���$�� �� ��� � !�
��� �� ���$�� �
 <	�!�#�
% :� ���
���, ��� 
 ����
��� ��

��� � ����
��� � ��
� ��*�� �
� ����
 !�� 
 ������
 ����
��� � ���� �
� ����
 !��


� ���	
�, � ������ ��  	��	
 �	��� �� 
�	
�� ���*
��� �
��� �� 8
���		� �
����

	�����
 �� ��
 ��
 
 	�>�
��� �
 	���� �� �
>
� � ���
� <	�!�#�
�%

�� ���� 
 �� 
	
	 
� ����
��
� <� ���*
�
 
 ���
  	� ���
 �� @��
������,

1224A% �
�� � ������ ��  	����� �  ���$��� ����	 
 	�>�
�=�� ��  	��	
 � ������


�	��� �� 
�	
�� 
  
	�	 �� "����� �� ���% - ������ �-��� � �
��  �	

G3kfo(s) =
1

2, 5s+ 1
e−2,1s @G%HGA

� � ������ 0-��� � �
��  �	

G3kso(s) =
1

2, 4s2 + 3, 2s+ 1
e−1,4s. @G%HJA
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� '�'% �����)
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Processo Real

OBF−TD1 Laguerre

OBF−TD2 Kautz

���	
 G%M' �>�� �� 4 � �
�	
�
� �� :E!���

:
 �
���
 G%K ������ �� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 ��� �������

-+����38 � -+����1P � ��� ������� G3kfo(s) � G3kso(s)% 6  
	�	 ��� �
��	�� ��

�		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
  ������ ����	 !�� � ������ -+����

���*
��� �
��� �� 8
���		� 	�����
 �� ��
 	� 	�����
��� �����	 !�� 
 ����
 
  
	�	



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� M3

�� ������ G3kfo(s)% �
 ����
 <�	�
 � ������ -+���� ���*
��� �
��� �� P
��*

�
���� 
 	�����
� �����	�� 	�����
��� !�
��� �� 
	
�� �� � ������ G3kso(s)% R
��

����	
	 !�� �� ������� G3kfo(s) � G3kso(s) ��� ������ 
  
	�	 �� ��������� �>
��

�
 <����� �� �	
��<�	#�
 G3(s), �!�
��� @G%H3A%

�
���
 G%K' �>�� �� 4 � ε � E
-+����38 -+����1P G3kfo(s) G3kso(s)

ε 1, 37 × 10−4 2, 82 × 10−6 2, 28 × 10−4 7, 21 × 10−6

E 0, 034 0, 005 0, 035 0, 008

&�,�& #(����� &

����� �

- !�
	�� �>�� �� � �� ��  	����� �� ��	�	
 �	��� �� 
�	
��% 6 <����� �� �	
��<��

	#�
 ��  	����� � �
�
  �	

G4(s) =
1

(10s+ 1)3
e−20s. @G%HKA

- ������ �-��� ����7
�� ���*
��� 
 ���
 �� ����7
��� �� ���$�� ��

��� �  	� ���
 �� �
 $���� 4 �

G4p(s) =
0, 99

20, 28s+ 1
e−31,4s @G%HHA

6  
	�	 �
 	�� ���
 ��  	����� � �>�
���  	� ���
 �  ���$��� 
���
	 ��
 ����
�

��
  
	
 � 
�	
��  �	� ��  	�����% 6 ����
��
  ��� ��	 ����
 ���*
��� 
 �!�
���

@4%K3A% - "���� �
 ����	
�  
	
 � �>�� �� 	������� �� ��
 ����
��
  
	
 � 
�	
��

 �	� �� 20, 1 ��������%

0�� ���*
��� ������� -+���� �� �
��� �� 8
���		� �� !�� �  ��� �� 8
���		�

p � p = 1/20, 28% �� �����
 ��� ������
� ���	�
� �	���� n �� ������ -+���� �

�� ��7����� ��� ����
���% -� �
��	�� ��� ��7����� �� <����� �
 �	��� ������


������ �
 �
���
 G%H%

6  
	�	 ��� �
��	�� ��� ��7�����, � ������ -+����J, 	� 	�����
��  �	 GOD5(s),

� �
��  �	

GOD5(s) =
BOD5(s)

AOD5(s)
e−20,1s @G%HIA



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� M1

�
���
 G%H' �>�� �� G � ���7����� ����
���
-	��� n �`4 @-+����4A �`G @-+����GA �`J @-+����JA

���7�����

c1 = 0, 0927

c2 = −0, 0950

c3 = −0, 0280

c1 = 0, 0911

c2 = −0, 0999

c3 = −0, 0360

c4 = 0, 0050

c1 = 0, 0897

c2 = −0, 0985

c3 = −0, 0303

c4 = 0, 0046

c5 = 0, 0087

�� !��

BOD5(s) = −1, 84× 10−2s4 + 3, 94× 10−3s3 + @G%HMA

+ 6, 71× 10−4s2 + 2, 83× 10−5s+ 3, 98× 10−7

AOD5(s) = 1, 38s5 + 3, 37× 10−1s4 + 3, 32× 10−2s3 + @G%I2A

+ 1, 64× 10−3s2 + 4, 04× 10−5s+ 3, 98× 10−7.

�� @����� ������, 1222A, <�  	� ���
 ��
 ���
 �� ����7
��� ���*
��� ���

����� -+� �� �
��� �� 8
���		� �� !�� �  ��� �� 8
���		� � ������� ��� �  ���

����% -  ��� ���� � ����� 
  
	�	 �� ��
  	��	
 �
��
�
 �� ��
 ����
��
 �
�

	�����
��� �
 	�� ���
 
� ���	
� ��  	�����% :���� �	
�
��� ���
 ���
 � �
�
�
 ��

���
 ?^�%

:
 ���	
 G%32 ������ 
� 	�� ���
� 
� ���	
� ���"	�  
	
 �� ������� -+����4,

-+����G, -+����J �  
	
 � ������ -+� ����� ���*
��� 
 ���
 ?^� �� n = 5%

:
 ���	
 G%33 ������ �� �
�	
�
� �� :E!���%

-� 	�����
��� ������ ���*
��� �� ������� -+����G � -+����J ��� ����  	�>���


�� 	�����
��� ������ ���*
��� � ������ -+� �
��
�� �
 �����
 ���
 ��  ��� ��

8
���		�% - ������ -+����4 
 	�����
 ���� 	�����
��� �
 	���� �� �
>
 <	�!�#�



��  	�>�� �
 <	�!�#�
 �� !�� 
 <
�� � −145◦ � �� ���	
�
  
	
 <	�!�#�
� �
�	��%

:
 �
���
 G%I ������ �� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
  
	
 
�
 ��

������ �������% ���� ����	�
�� 
���	�	�����, � ������ �
��
�� �
 �����
 ���
 ��

 ��� 	�����
 �
 �����	 
 	�>�
��� ������ �� ������ -+����J%

�
���
 G%I' �>�� �� G � ε � E
?^� -+����J -+����G -+����4

ε 1, 27 × 10−5 1, 45 × 10−5 2, 67 × 10−5 1, 27 × 10−4

E 0, 011 0, 014 0, 015 0, 036
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Processo Real

OBF − W&C

OBF−TD5
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OBF−TD3

���	
 G%33' �>�� �� G � �
�	
�
� �� :E!���

����� ��

:
 �
	�� (, <� ����� � ������ -+���� �� �	��� �� �	�	 �� n = 5 �
�� �
 �!�
���

@G%HIA% :
 ������
  
	�� ����� �>�� ��, � ��;���� � ����	 �� ������ �� �	��� 	���*�


�� nr = 1 
  
	�	 �� ������ �� �	��� �� �	�	 -+����J%

-  	��	�  
��� � ����	 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� GOD5(s) ���*
���



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� MG

�  	�������� 
 	�����
�� �
 0���� G%G% �� �����
, � �����"	� ����	 
 	�
�*
���

�
�
��
�
 ���*
��� � ���	��
 K � 
 �!�
��� @1%3KA% 6 <����� �� �	
��<�	#�
 �


	�
�*
��� �
�
��
�
 � �
�
  �	

Gbal(s) =
Bbal(s)

Abal(s)
e−20,1s @G%I3A

�� !��

Bbal(s) = −1, 35× 10−2s4 + 2, 88× 10−3s3 + @G%I1A

+ 4, 91× 10−4s2 + 2, 07× 10−5s+ 2, 91× 10−7

Abal(s) = s5 + 2, 46× 10−1s4 + 2, 43× 10−2s3 + @G%I4A

+ 1, 19× 10−3s2 + 2, 95× 10−5s+ 2, 91× 10−7.

6  
	�	 �
 	�
�*
��� �
�
��
�
 � �
 �����
 �
 �	��� �� ������ 	���*�� nr = 1,


 <����� �� �	
��<�	#�
 �� ������ 	���*�� Gnr
(s) ���*
��� � ���	��
 3M � �
�
  �	

Gnr
(s) =

−0, 323s+ 0, 042

s+ 0, 043
e−20,1s. @G%IGA

6��
, ������� ��	7
	 �� � �����"	� �� ���
	 � 	��$���, �� ��;
, �� � �����"	�

���
	 �� �����	
��� 
� ��B�
� �� �	��� �� �	�	 ��� 	�*
�
� 
 �� 
 	������ ��

������% �
 �
���
 G%H � �
 �	� ����� 3H, ������� !�� 
 �����
 �� nr = 1 	�����
 ��

�� ������ -+���� !�� ��� 	� 	�����
 
��!�
�
����� �  	����� ;" !�� ck ≪ c1  
	


k > 1 ��� � �"���%

���
 ����
 �������  ��� ��	 ����
 
  
	�	 ��� �
��	�� �����
	�� �� L
�D��% 6

�
�	* �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� � �
�
  �	

Σ =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0, 6621 0 0 0 0

0 0, 1633 0 0 0

0 0 0, 0034 0 0

0 0 0 0, 0024 0

0 0 0 0 1, 31× 10−5

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

. @G%IJA

6  
	�	 �
 �
�	* Σ �  ���$��� ����	 !�� 
 �	��� �� ������ 	���*�� ����	
 ��	

 ��� ����� �	��� 1, �� ��;
, �� ���  	��	�� ���
��� 
���
��� 
� ���  	��	�� �
��	��

�����
	�� �� L
�D�� ����	
� ��	 �����	
��� �
 	������% ���� 
 �	��� �� ������

	���*�� � nr = 1 
 �		���� �
� ��B�
� ��������	
�
� � �����"	
%

6���, � 
�	
�� � 
 ����
��� �� ��� � �� ������ �� �	��� 	���*�
 Gnr
(s) �����

��	 �		����  
	
 ���
	 �� �����	
��� 
� ��B�
� ��� 	�*
�
� 
 �� 
 	������% -


�	
�� L
′

�� ������ �� 	��$��� Gres(s), �
�� �
 �!�
��� @J%GHA, � ����� ���*
��� �

���	��
 12% - 
�	
�� � L
′

= 1, 03%



�
������ (� ������#
� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� MJ

���*
��� L
′

, 
 ����
��� �� ��� � �� �  ��� �� ������ �� �	��� 	���*�
 Gnr
(s)

� �		��� ���*
��� 
 �!�
��� @G%KKA% 6 �� 
 �		���� � 
 
 	�>�
��� �� *�	� ���

�� �
��� �
� �� 
�	
��, � ������ �� �	��� 	���*�
 � �
��  �	

Gnr
(s) =

0, 047

s+ 0, 047
e−30,4s. @G%IKA

/
� ��
 ��* <� ���*
�
 
 ���
  	� ���
 �� @��
������, 1224A  
	
 ��������

�� �� ������ �� �	��� 	���*�
 ��  	��	
 �	��� �� 
�	
��% 6 
 	�>�
��� ��

 	��	
 �	��� 	�����
��� �

Gsk(s) =
0, 067

s+ 0, 067
e−35s. @G%IHA

-��	
  ������
�� �
 �������� �� �� ������ �� �	��� 	���*�
 
  
	�	 �� ������

-+����J ��	
 �	��
	 �	��
����� ���� ������ �� �	��� �� �	�	 �����	
��� 
 ��
�

�  	��	� ��7����% ���� ������ � �
�
�
 �� -+����3 �	��
��%

0���� �
 ���	
 G%31 
� 	�� ���
� 
� ���	
� �� ������ Gnr
(s), �� ������ Gsk(s) � ��

������ -+����3 �	��
��% 0���� �
 ���	
 G%34 �� �
�	
�
� �� :E!��� ��� ������

�������%
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���	
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Processo Real

OBF−TD1 truncado

Ordem Reduzida

Skogestad

���	
 G%34' �>�� �� G � �
�	
�
� �� :E!���

�
���
 G%M' �>�� �� G � ε � E
Gnr

(s) Gsk(s)

ε 5, 37 × 10−4 1, 2 × 10−3

E 0, 068 0, 108

:
 �
���
 G%M ������ �� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 ��� �������

Gnr
(s) � Gsk(s)%

- ������ ��  	��	
 �	��� �� 
�	
�� !�� �����	 	� 	�����
 �  	����� � � ������

Gnr
(s) �� !�� 
 �� ���
��� �� 	��$��� <� 	�
�*
�
% - ������ Gsk(s) 
 	�>�
 ���

�  	����� ��  ���� �� ���
 �
 	�� ���
 
� ���	
�, �
� � 	�� !�
��� 
�
�
�� �� ��


<
>
 �� <	�!�#�
� �
�	% - ������ �	��
�� 	�����
 �
  �	 	� 	�����
��� �� ���
�%

�� �����
, �  	�������� �� �		���� �� 	��$��� <� 	�
�*
�� �� <�	�
 ��	
��


���*
��� � 6���	��� 11% - ���� ������ �� �	��� 	���*�
 �

Gnr
(s) =

0, 051

s+ 0, 051
e−32,3s. @G%IIA

-� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 
 �� 
� ��	
�=�� ��� ε = 4, 54 × 10−4

� E = 0, 059% -�, ��  �	����
�, ����� �� 	�7�
����� �� 15, 45% �� ���$�� �� ��� �

� �� 	�7�
����� �� 13, 71% �� ���$�� �
 <	�!�#�
%
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� � �� '����
� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� MH

��0 ��������� &���������

6  �
�
<�	�
 �> �	����
� ���*
�
 � 
 ����
 ;" 
 	�����
�
 �� �
 $���� 
���	�	 @ 	��

���� ��	������	� !�� ���*
 � �<��� �����	  
	
 
!������� �� 	��<	
����� �� ��


����	��
�
 "	�
A%

6 ��
�*
��� �
  �
�
<�	�
 �> �	����
� � 
 ����
, �� ��;
, 
  �
�
<�	�
 �����	
���

�� ��
 �
�
 �� ��� �	
��	
 
������ ���	��
�
  �	 �� 
 
	���� �� 
	 �����
��

�� 22o�% � 
  	� 
	
���  
	
 �� �> �	������ �
���� � 
 ����
, �  ���� �� � �	
���

�� 	����  �	�
����� � �� ��
 ���	
�
 �� 60% !�� �		�� ���� 
 ��
 �
$�
 �� ��	��

�� 39, 2o� � 
 ����7
��� � 	�
�*
�
 ���*
��� �  
	 ���	
�
]�
$�
 u2/y2%

6  
	�	 ��� ������� �-��� � 0-��� ����
��� �� �
 $���� 
���	�	, � �> �	�����

�� ����7
��� ���*
��� ��
� �)+0 � 	�
�*
��% -�  
	B���	�� �� ��
� �)+0 ���

αs = 2, τdom = 42, 67 �������� � βs = 5% -� �
��	�� �������� <�	
� Ns = 800 � Tclk = 8

��������% -  �	$��� �� 
����	
��� � �� 3 �������%

0���� �
 ���	
 G%3G 
 	�� ���
 ��  	����� 
� �> �	����� ���*
��� � ��
� �)+0

 	�;��
��% -� ��
� <�	
� �����
���  
	
 � *�	� �� ���� 
 ����	
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� �� ��


����
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�*
�� 
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Saída

Entrada

���	
 G%3G' �> �	������ � �>�
��� ���*
��� �)+0

�	��	� <�	
� ���*
�
� 
� �
��� �� 8
���		�  
	
 
 ����
��� �� ������ -+����%

-  ��� �� 8
���		� � p = 1/42, 67 � � 
�	
�� � L = 3, 63% 6� �<�	�
�=�� ���	� �  ���
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� '�'% �����)
��� $������ %*�+�� MI

�� 8
���		� � � 
�	
�� <�	
� ����
� 
  
	�	 ��� 	�����
��� 
 	�����
��� �� �
 $����


���	�	 �
 0���� 4%K%4  
	
 � ������ Gfo(s)%

6 �	��� �� ������ -+���� ���*
��� �
��� �� 8
���		� <� n = 5% -� �
��	�� ���

��7����� ������ �
 �
���
 G%32%

�
���
 G%32' )�����
��� �> �	����
� � ���7����� ����
��� ���*
��� �
��� �� 8
�

���		�

���7�����

c1 = 7, 57 × 10−2

c2 = −3, 33 × 10−3

c3 = 1, 14 × 10−2

c4 = −1, 49 × 10−2

c5 = 7, 31 × 10−3

�� �����
, <�	
� ���*
�
� 
� �
��� �� P
��*  
	
 
 ����
��� �� ������ -+����%

-�  ���� �� P
��* ��� ��
� 
��  ���� �� ������ Gso(s) � � 
�	
�� � L = 2, 03% ���
�

�<�	�
�=�� <�	
� ����
� 
  
	�	 ��� 	�����
��� 
 	�����
��� �� �
 $���� 
���	�	 �


0���� 4%K%4%

6 �	��� �� ������ -+���� ���*
��� �
��� �� P
��* <� n = 4% -� �
��	�� ���

��7����� ������ �
 �
���
 G%33%

�
���
 G%33' )�����
��� �> �	����
� � ���7����� ����
��� ���*
��� �
��� �� P
��*

���7�����

c1 = −8, 82 × 10−3

c2 = 7, 39 × 10−2

c3 = −1, 31 × 10−2

c4 = 7, 41 × 10−3

:
 ���	
 G%3J ������ 
� 	�� ���
� ��  	����� � ��� ������� -+���� ���*
���

�
��� �� 8
���		� � ���*
��� �
��� �� P
��* 
 ��
 ���
 ��!�#�
 �)+0 ���*
�
  
	


�
��
���% - �
�
��� �� �)+0 �� �
��
��� � �� Ns = 800 � �  �	$��� �� �
��
�����

<� 	���*��  ��
 ���
�
, Tclk = 4 ��������%

:
 �
���
 G%31 ������ �� �
��	�� �
 <����� �� ���� �� ���$�� �� ��� � ε  
	


����� �� ������� ����7
���%

�
���
 G%31' )�����
��� �> �	����
� � ε
-+���� 8
���		� -+���� P
��*

ε 4, 41 3, 01
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Processo Real

OBF−TD Laguerre

OBF−TD Kautz

���	
 G%3J' �> �	����� � )�� ���
 ��  	����� 
� �)+0 @�
��
���A

�
��� � ������ ���*
��� �
��� �� 8
���		� !�
��� � ������ ���*
��� �
��� ��

P
��* 	� 	�����
� ��� �  	�����% :� ���
���, � ��� 	�����
�� 
 	�����
��  ��� ������

���*
��� �
��� �� 8
���		� �� ����  	� 
������ 
� <
�� �
 ����
�
 �	��� ������
%

�� �����
, <�	
� ������ �� ������� �� �	��� 	���*�
 ��  	��	
 �	��� � ��

������
 �	���% -� ��;
, �� ������� 
 	�����
��� �
� �
���
� G%32 � G%33 ��� 	���*���

���*
��� 
� ���
� �� 	������ �� ������� 
 	�����
�
� ����� �
 $����%

6  
	�	 �
� �	� ���=�� 3H � 3I  ������ ����	 
  
	�	 ��� �
��	�� ��� ��7�����

!�� � �����"	� ���*
	 
 ���
 �� 	������ �� ������� �� �� ���
��� �� 	��$���%

-� ������� �� �	��� 	���*�
 ������ ������ �
 �
���
 G%34%

�
���
 G%34' )�����
��� �> �	����
� � /������ -+���� 	���*���
�-��� 	���*�� 0,017

s+0,025
e−3,66s

0-��� 	���*�� 0,007
s2+0,336s+0,009

e−2,08s

:
 �
���
 G%3G ������ �� �
��	�� �
 <����� �� ���� �� ���$�� �� ��� � ε  
	


����� �� ������� -+���� �� �	��� 	���*�
%

�
���
 G%3G' )�����
��� �> �	����
� � ε /������ -+���� 	���*���
�-��� 	���*�� 0-��� 	���*��

ε 35, 49 10, 62
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����� �
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��� ���*
��� �� ������ �� �� ������� �-��� �

0-��� 
 	�����
��� �� �
 $���� 4 �
 �
���
 4%3I% -� ������� �� �	��� 	���*�
 	��

����
	
� �� ������� �
� 	�7�
��� �� !�� �� �������  	����
	��% �
��� 
� ����
����

�� ��� � !�
��� �� 
�	
��� <�	
� 
��
�*
��� 
  
	�	 �
 �<�	�
��� ����
 �� 	��$���%

��3 ��������	�� �����

:���� �
 $���� <�	
� 
 	�����
��� �� ������ � ���
�  
	
 ����7
��� �� �������

0(0-% 6� ���
� <�
	
� ��  	�����
 �
 ����
��� �� ������� �-��� � 0-���

���*
��� ������� -+����% ����� ��� �� ������� �� �	��� 	���*�
 �
� ���*
���%

���
 
� �
 ���*
��� �� ����  	� 
������ 
� <
�� �� ���	��
��	 �(� ��	 
 ���	���	


�� ���	��� �
� �� 	��
�
 �
 ��9��	
%

6��� ��� ������� �� �	��� 	���*�
, �
���� �  ���$��� 
 ����7
��� �� ������� ��

�	��� �� �	�	 ���*
��� �� ������� -+���� � 
� �<�	�
�=��  	����
	��% -� �������

�� �	��� �� �	�	  ���� ��	 ���*
���  
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	��  	������,  �	

�>�� ��%

��	 ���	� �
��, ��� � ��;����  	� 
� � 
 �������� �� ������� �� �	��� 	���*�
,

<�	
� 
 	�����
�
� ���
� �� 	������ �� ������� ���*
��� ������� -+����% 6  
	�	

�
 ���
 �� 	������ �� ������� �  ���$��� �		�	 �
��� � 
�	
�� !�
��� 
 ����
��� ��

��� � �� ������ �� �	��� 	���*�
%

��	 7� ��� 
 	�����
��� ��� 
���	����' 6���	��� 13 � 6���	��� 11% :�  	��	�,

� ������ �� �	��� 	���*�
 � ����� ���*
��� 
 �� ���
��� �� 	��$���% :� �������,

�
�� !�� � ������ �� �	��� 	���*�
 ��� 
 	�����
 
  	���� ����;
�
 �  	��������


���	�	 � 	�
�*
�� �� <�	�
 ��	
��
% - ������ ����� �� 
�
 ��	
��� � ���*
��

��� �<�	�
��� �
� �
  	�>�
 ��	
���%

�
���� <�	
� 
 	�����
��� �>�� ��� �� ����
��� �� ���� 
 
�
�
	 �� 	�����
���

������ �� 
� ���
� 
 	�����
�
�% 6��� ����, 
  �
�
<�	�
 ��  	����� ��	������	�

<� �
� ��
 ��* ���*
�
 ��� 	�����
��� �> �	����
�%
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�� �  	�����
 �
 ����7
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���	
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� � �9�� �
� �
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 ����7
��� �� ������� �-���, 0-��� � -+���� ��� ���7
�
�  
	
 ��	��


 �
�
� ����� � � ��  	�����%

- �
 $���� � �	�
�*
�� �
 ������� <�	�
' �
 0���� J%3 � 
 	�����
�
 ��
 ��	������

���	�  	������ /(/- � ��
� �<�	���
� �� 	��
��� 
��  	������ 0(0-T �
 0���� J%1

�� ������� -+���� /(/- ��� ��7����, �  	�������� �� ����
��� � 
 	�����
��

� 
� ���	�
� ���	���	
� ��� �����
�T �
 0���� J%4 �� ������� -+���� ��� ��7����

�� �� 
�� �� ���
���T �
 0���� J%G �� ������� -+���� ��� ���*
��� �
 ����7
���

�� ������� �-��� � 0-��� � 
� ���
� �� 	������ �� ������� <�	���
�
�  
	


� 
�� 0(0- ��� ���7
�
�  
	
 � 
�� /(/-T �
 0���� J%J ������ �� 	�����
��� ��

����
���T �
 0���� J%K ������ �� 	�����
��� �> �	����
�T  �	 7�, �
 0���� J%H ������


� �����	
�=�� 7�
�%

 �� .������	
�

-  	�����
 �� ����7
��� �� ��	�
 �
� �� ��>� !�
��� �  	�����  ���� �9�� �
�

���	
�
� � �9�� �
� �
$�
� @/(/-A% ��  	������ /(/- 
 ���
��
 �� ��
 ���	
�


��	
������ 
<��
 ���
� 
� �
$�
�, �� ��;
, �>���� ���	
�=�� ���	� 
� ���	�
� ���	
�
� �

�
$�
�%

6 	��
��� ���	
�
]�
$�
 �� ��  	����� /(/- ���$���, 
��
�, ���
	 � ��
	
���

�� ��� � �� m ���	
�
� � p �
$�
� � �
�
  �	

y(t) =

∫ ∞

0

g(τ)u(t− τ)dτ @J%3A
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�� !�� y(t) ∈ R
p×1 � � ����	 �� �
$�
�, u(t) ∈ R

m×1 � � ����	 �� ���	
�
� � g(t) ∈ R
p×m

� 
 �
�	* �� 	�� ���
 
� � ����%

6 �
��� 
 �	
��<�	�
�
 �� 8
 �
� �
 �!�
��� @J%3A �� Y (s) = £ {y(t)}, U(s) =

£ {u(t)} � G(s) = £ {g(t)} ������

Y (s) = G(s)U(s) @J%1A

�� !�� G(s) ∈ Cp×m � 
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
% �� ���
��� �
�	
�

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Y1(s)

Y2(s)
%%%

Yp(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

G11(s) G12(s) . . . G1m(s)

G21(s) G22(s) . . . G2m(s)
%%%

%%%
% % %

%%%

Gp1(s) Gp2(s) . . . Gpm(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

U1(s)

U2(s)
%%%

Um(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

. @J%4A
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��� �� G(s)%

���	
 J%3' )� 	�����
��� �� ��  	����� /(/- p × m
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  	�;��� �� �> �	������  
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��� ��  	������ /(/-, �>���� ��
�

���������
�  
	
 
 	�
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��� ��� �> �	������ @����� ���� ���, 1224A'

• �> �	����� ��� �������' � �> �	����� � 	�
�*
�� �� 
 ��
� ��
 ���	
�
  �	

��* ��!�
��� 
� ���	
� ���	
�
� ��� �
���
� ��� �>�
���T

• �> �	����� ������	
�*
��' � �> �	����� � 	�
�*
�� �� ���
� 
� ���	
�
� 
�

����� ��� �%

6��� �
� ���	
�=��, ���	
 �<�	���
 ���	�  	������ 0(0- � /(/- � 
  	�����
 �
�

�	��=�� �� 
�� �����
	"���% 6� �	��=�� �� 	�<�	�� � �� ���#�
 �� �
��� �� ���

���
 �� 	��
��� �� ����
�=�� �� ���	
�
� 
 �
�
� @��� ���, 3MMKA% -  	�����
 �
�

�	��=�� � �	
�
�� ��  	�>�� �
 $����%
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6 ���*
��� ��� ������� -+���� �
 	� 	�����
��� ��  	������ /(/- ����� ��  	���

������ ���
	 
� �� 
�� 0(0-% 6 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 G(s) � �> 
���


��� ��
 ��	� �
 �
�� ������
% ��	��, �� 
�� /(/-, 
�
 �������� Gij(s)  ��� ��	

�> 
���� ���*
��� �� ��;���� ��  ���� �� �
��� �����
�% (��� � � �	�
��� !�
���


 ���	����� �� ����
���� �� ��� � � �
��
��� �<�	���� ���	� �� ��������� �� G(s)%

- ������ -+���� 0(0- 
 	�����
�� �
 �!�
��� @G%1A � ��7���  
	
 � 
�� /(/-

��� �����%

�����	
� �� ����	����  ���	� ��  ��9G�� �� ���� ��>�	 �� ������� G(s) ��

���� �:� ���� L4 m ������ � p �8�� �� ���
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

G11(s) G12(s) . . . G1m(s)

G21(s) G22(s) . . . G2m(s)
777

777
7 7 7 777

Gp1(s) Gp2(s) . . . Gpm(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

. @J%GA

&�� '��  �������	9:� Gij(s) = G̃ij(s)e−Lijs ���� ��� ���	��4   ��9:� �� ����A

 ��>�	 G̃ij(s) ���� ��� ����	� ��	�	���� �� ������ �+� �� ����� n ���

G̃ij(s) = cij1 F
ij
1 (s) + cij2 F

ij
2 (s) + ...+ cijnijF

ij
nij (s) =

nij
∑

l=1

cijl F
ij
l (s) @J%JA

�� '�� � ��=���� {F ij
l (s)}nij

l=1 6  ����� ��� ���� ��  ��9G�� ��������	� �� (@��@A

���'�	�� ��� � "'�9:� 3F7<15 � �� cijl B� �:� �� ��/	����� �� ����7 � ������

�+�A(& �� Gij(s) 6 ��� ���

Gij(s) = (cij1 F
ij
1 (s) + cij2 F

ij
2 (s) + ...+ cijnijF

ij
nij (s))e

−sLij

= e−sLij

nij
∑

l=1

cijl F
ij
l (s) @J%KA

�� '�� n 6  ����� �� ������ �+�A(&7

"��:�4 � ������ G(s) 6 ��� ���

G(s) = e−Ls

nij
∑

l=1

p
∑

i=1

m
∑

j=1

cijl F
ij
l (s) @J%HA

�� '�� {F ij
l (s)}nij

l=1 �� 1 ≤ i ≤ p � 1 ≤ j ≤ m �:� � ����7
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�	
�� � �
� ����
���� �� ��� � �� 
�
 �������� !�� <�	�
 
 �
�	* �� <���=�� ��

�	
��<�	#�
 G(s)% �� ������� ����
� �<�	�
�=��, 
 �
�� �� 
�
 �������� �� ������

�����
	"���  ��� ��	 ������
 �� <�	�
 ��� �������% 6� �
��� ������
�  
	
 � 
��

/(/- ��� 
� ����
� ���*
�
�  
	
 � 
�� 0(0-' �
��� �� 8
���		� � �
��� �� P
��*%

*���� #	�������	 �����!���8!��	

:� 
�� �� �����
� �� �9�� �
� ���	
�
� � �9�� �
� �
$�
�, �>���� ���	�
� ���	���	
�

!��  ���� ��	 ���*
�
� �
 ����	���� �� ������� �� �
��� �� <���=�� �	����	�
�%

-� ������� -+���� <�	
� ��7����  
	
 � 
�� �� !�� 
�
 �������� �
 �
�	*

�� <���=�� �� �	
��<�	#�
 �  
	
���	*
�� �� <�	�
 ��� �������% -� ��;
, �  ���$���

������	  
	
 
�
 �������� 
 �
��, �@�A  ���@�A, � 
�	
�� � 
 �	��� �� ������% 6

���	���	
 �
�
 �
 �!�
��� @J%HA � �
�
�
 �� 7�������� �4

:� ���
���, ���	
� ���	���	
� �
���� ���  ���$��� � ���*
�
�, �� ������� �
 ��

<�	�
��� �� ��$��� ���	� � �����
% 6����
� �
�  ���$��� ���	���	
� ��� ����

�
� ��

�����
%

• 7�������� �2 
 �	���, 
 �
�� � 
 �<�	�
��� ���	� ��  ���� ��� 
� ����
�  
	


����� �� ���������%

G(s) =
n
∑

l=1

Θi

⎡

⎢

⎢

⎣

Fl(s) 0
% % %

0 Fl(s)

⎤

⎥

⎥

⎦

@J%IA

�� !�� Θi ∈ Rp×mT

• 7�������� �2 ��B�
� �<�	�����  
	
 
�
 ����
 @���	
�
A%

G(s) =

n
∑

l=1

Θi

⎡

⎢

⎢

⎣

F 1
l (s) 0

% % %

0 Fm
l (s)

⎤

⎥

⎥

⎦

@J%MA

�� !�� Θi ∈ Rp×mT

• 7�������� �2 ��B�
� �<�	�����  
	
 
�
 ���
 @�
$�
A%

G(s) =

n
∑

l=1

⎡

⎢

⎢

⎣

F 1
l (s) 0

% % %

0 F p
l (s)

⎤

⎥

⎥

⎦

Θi @J%32A

�� !�� Θi ∈ Rp×mT
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• 7�������� "2 ��B�
� �<�	�����  
	
 
�
 �������� �
 �
�	* @�
$�
A%

G(s) =
n
∑

l=1

Θi

⎡

⎢

⎢

⎣

F 11
l (s) . . . F 1m

l (s)
%%%

%%%

F p1
l (s) F pm

l (s)

⎤

⎥

⎥

⎦

@J%33A

�� !�� Θi ∈ Rp×p% ���
 ���	���	
 �<�	� �
 7�������� � �
 �����
 �
 �	��� ���

�������%

R
�� ����	�
	 !�� ���
� 
� ���	���	
� 
 	�����
�
� ��� ���
	�� ���  
	B���	��% 6

�<�	���
 ���	� ��
� ���" �
 �<�	�
��� �����"	
 ���	� 
� ��B�
� �������
�% ����


<�	�
, 
  
	�	 �� ���������  	����
	 ���	� � �����
 �  ���$��� ������	 
 ���	���	


� 	���*	 � �9��	� ��  
	B���	�� !�� ���� ��	 ����
��%

�
���� � � �	�
��� ����	�
	 !�� !�
��� �
� U�>$��� <�	 
 ���	���	
 ������
,

�
� �<�	�
��� ���	� �  	����� � �����"	
% 6 U�>���
�� ���" 	��
��
�
 �� 
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	 ��  	����� �� ��B�
� ��� �<�	����� ���*
��� ��

�9��	� 	���*�� ��  
	B���	��%
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�

-� ��
� ���*
���  
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���� ��� ���*
���  
	
 � 
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�
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 ������
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�
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, ���
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�
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�
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� ����� ��� �% ����� ����, �  ���$��� 
�
�
	

�
��� 
� ���	
�=�� !�
��� 
� �	��=�� ��  	�����%

-  	�;��� �� ��
� �� � �  
��
��
>
 � 	�
�*
�� 
  
	�	 �� ���������  	��� �
�

��B�
� �������
�% �
	
 
�
 ���	
�
 ui(t) �  	�;��
�� �� ��
� �� 
	
��	$��
�

�<�	����� 
�� 
� ��B�
� ��;
� �<�	�����% 6 �!�
��� @1%K1A � ���
����� ���*
�
,

�
� ����� 
�� τdom � ������� ��� 
 ����
��� �� ��� � �
 �
��
 �	��
%

7�����	
�

6 	��
��� ���	� 
� ���	
�
� � �
$�
�  ��� ��	 ��	�
 ���
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Y1(s)

Y2(s)
%%%

Yp(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

G11(s) G12(s) . . . G1m(s)

G21(s) G22(s) . . . G2m(s)
%%%

%%%
% % %

%%%

Gp1(s) Gp2(s) . . . Gpm(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

U1(s)

U2(s)
%%%

Um(s)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@J%31A
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⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Y1(s) = G11(s)U1(s) +G12U2(s) + . . .+G1m(s)Um(s)

Y2(s) = G21(s)U1(s) +G22U2(s) + . . .+G2m(s)Um(s)
%%%

Yp(s) = Gp1(s)U1(s) +Gp2U2(s) + . . .+Gpm(s)Um(s)

@J%34A

6���, � ������ -+���� /(/- �� ������� p × m  ��� ��	 �������� �� p

������� -+���� /(0- @�9�� �
� ���	
�
� � ��
 �
$�
A% -� ��;
,
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Y1(s) =
(

e−sL11 ∑n11

l=1 c
11
l F 11

l (s)
)

U1(s) + . . .+
(

e−sL1m ∑n1m

l=1 c1ml F 1m
l (s)

)

Um(s)

Y2(s) =
(

e−sL21 ∑n21

l=1 c
21
l F 21

l (s)
)

U1(s) + . . .+
(

e−sL2m ∑n2m

l=1 c2ml F 2m
l (s)

)

Um(s)
%%%

Yp(s) =
(

e−sLp1 ∑np1

l=1 c
p1
l F p1

l (s)
)

U1(s) + . . .+
(

e−sLpm ∑npm

l=1 cpml F pm
l (s)

)

Um(s)

@J%3GA

�� !�� Lij � ����� 
  
	�	 �
� ���
� �� ����7
��� �-��� � 0-��� � F ij
l �

������� �� 
�	�� �� 
 �<�	�
��� �� ��$��� ���	� 
� ����
���� �� ��� �%

����� � ���
	�
�� ���  
	B���	��, ��� ���*
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	��  
	
 
 ���

��
���% -� ��7����� �
� �
��� ��� ����
��� ���*
��� � 
���	��� ��� �$����

!�
�	
���  
	
 
�
 ������ /(0-% - ����	 ��  
	B���	�� �

θi = [ci11 ... ci1ni1 ci21 ... ci2ni2 ... cim1 ... cimnim ]T . @J%3JA

 
	
 1 ≤ i ≤ p%

-� 	��	����	�� ��� �
���  �	

ϕi(t) = Γi
nu

′
j(t) @J%3KA

�� !�� u′
j(t) = uj(t− Lij) � � ��
� �� ���	
�
 j 
�	
�
��  
	
 1 ≤ j ≤ m �

Γi
n(s) = [F i1

1 (s) ... F i1
ni1(s) F i2

1 (s) ... F i2
ni2(s) ... F im

1 (s) ... F im
nim(s)]T . @J%3HA

6���, 
� ����
��
� ��� ��7����� �� ������ ��� �
�
�  �	

(θ̂N)i =

[

1

N

N
∑

t=1

ϕi(t)ϕ
T
i (t)

]−1 [

1

N

N
∑

t=1

ϕi(t)yi(t)

]

@J%3IA

�� !�� (θ̂N)i � � ����	 �� ����
��
� ��� ��7����� �		�� �������� � �
$�
 i, N � �

�9��	� ��  ����� �� �
�
��� �� �> �	����� � yi(t) � 
 �
$�
 ��  	����� i%

 �� ������ $1/2!� � ���	� � ������
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�� ��� ������� -+���� 0(0-, ����
 0���� � 
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�� �  	����

����� ���*
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 ����	 
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� 
�� /(/-% :���
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ỹ1,1
= u1,2 ỹ1,2

= u1,3 ỹ1,3
u1,nu1(t)

√

2Re(δ1)
√

2Re(δ2)
√

2Re(δ3)
√

2Re(δn)

ŷ1,1
ŷ1,2

ŷ1,3 ŷ1,n

c
1,1

1
c

2,1

1
c

1,1

2
c

2,1

2 c
1,1

3
c

2,1

3
c

1,1
n c

2,1
n

y1(t)

y2(t)

u2(t) ỹ2,1

ỹ1,n

= u2,2 ỹ2,2
= u2,3 ỹ2,3 u2,n ỹ2,n

√

2Re(δ1)
√

2Re(δ2)
√

2Re(δ3)
√

2Re(δn)

ŷ2,1

c
1,2

1 c
2,2

1

ŷ2,2

c
1,2

2
c

2,2

2

ŷ2,3

c
1,2

3 c
2,2

3

ŷ2,n

c
1,2
n c

2,2
n

���	
 J%1' ���	���	
 �����
	"��� �� ������ -+�  
	
 ��
� ���	
�
� � ��
� �
$�
�

6  
	�	 �� �� �������� l !�
�!��	 @ 
��
�����A, 
 	� 	�����
��� �� �� 
�� �� ���
���

�� 	��
��� 
 ��
 ���	
�
 j � �
�
  �	

ẋj,l(t) = Aj
lx

j,l(t) + Bj
l u

j,l(t) @J%3MA

ỹj,l(t) = Cj
l x

j,l(t) +Dj
l u

j,l(t) @J%12A

�� !�� (Aj
l , B

j
l , C

j
l , D

j
l ) = (−ξl, 1, 2Re(−ξl), 1)%

���
��� � �������� l �� ���
� 
� ���	
�
�, ��7�����

xl(t) �
[

x1,l(t), x2,l(t), ..., xm,l(t)
]T

@J%13A

ỹl(t) �
[

ỹ1,l(t), ỹ2,l(t), ..., ỹm,l(t)
]T

@J%11A

ũl(t) �
[

ũ1,l(t), ũ2,l(t), ..., ũm,l(t)
]T

@J%14A
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�, ����� ����, �  ���$��� ��	���	

ẋl(t) = Alx
l(t) +Blũ

l(t) @J%1GA

ỹl(t) = Clx
l(t) +Dlũ

l(t) @J%1JA

�� !��

Al =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A1
l 0 . . . 0

0 A2
l . . . 0

%%%
%%% % % %

%%%

0 0 . . . Am
l

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Bl =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

B1
l 0 . . . 0

0 B2
l . . . 0

%%%
%%% % % %

%%%

0 0 . . . Bm
l

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

Cl =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

C1
l 0 . . . 0

0 C2
l . . . 0

%%%
%%%

% % %
%%%

0 0 . . . Cm
l

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Dl =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

D1
l 0 . . . 0

0 D2
l . . . 0

%%%
%%%

% % %
%%%

0 0 . . . Dm
l

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

������	
��� 
��	
 
 
�
�
 �� n ��������� �� 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
���

(Al, Bl, Cl, Dl) �� !�� l = 1, 2, ..., n � ��7����

x(t) �
[

x1(t), x2(t), ..., xn(t)
]T

@J%1KA

ỹ(t) �
[

ỹ1(t), ỹ2(t), ..., ỹn(t)
]T

@J%1HA

�  ���$��� ��	���	

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) @J%1IA

ỹ(t) = Cx(t) +Du(t) @J%1MA

�� !��

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A1 0 . . . 0

B2C1 A2 . . . 0

B3D2C1 B3C2 . . . 0

B4D3D2C1 B4D3C2 . . . 0
%%%

%%% % % %
%%%

BnDn−1...D2C1 BnDn−1...D3C2 . . . An

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@J%42A

B =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

B1

B2D1

B3D2D1

%%%

BnDn−1...D2D1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@J%43A
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C =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Dn...D2C1

Dn...D3C2

%%%

Cn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

T

@J%41A

D = Dn...D1. @J%44A

�� �����
, � �����"	� ���
	 �� �����	
��� �� ��7����� �
 �
�� cl � � �
���
√

2Re(ξl)% :� 
�� /(/-, 
 ���������� ��� � �	��
, �
�� !�� �>���� ���	�
� �
$�
�

@p �
$�
�A% 6���, �����	� !��  
	
 ��
 �
�
 ���	
�
 ;

ŷj,l(t) =
√

2Re(ξl)ỹ
j,l(t) @J%4GA

� ���
��� �� �����	
��� ���
� 
� ���	
�
�

ŷl(t) =
√

2Re(ξl)ỹ
l(t). @J%4JA

����� ����, 
 	��
��� ���	� 
� �
$�
� 
 �� 
 
�
�
 �� n ��������� � �
�
  �	
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

ŷ1,1(t)

ŷ2,1(t)
%%%

ŷm,1(t)

ŷ1,2(t)
%%%

ŷm,2(t)
%%%

ŷ1,n(t)
%%%

ŷm,n(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

√

2Re(ξ1)ỹ
1,1(t)

√

2Re(ξ1)ỹ
2,1(t)

%%%
√

2Re(ξ1)ỹ
m,1(t)

√

2Re(ξ2)ỹ
1,2(t)

%%%
√

2Re(ξ2)ỹ
m,2(t)

%%%
√

2Re(ξn)ỹ
1,n(t)

%%%
√

2Re(ξn)ỹ
m,n(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

. @J%4KA

6 �
�	* �� �
�� �	��� �
 �!�
��� @J%4KA  ��� ��	 ��	�
 ���
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

√

2Re(ξ1) . . . 0 . . . . . . . . . 0
%%%

% % % %%%
%%%

%%%
%%%

%%%

0 . . .
√

2Re(ξ1) . . . 0 . . . 0
%%%

%%%
%%%

% % %
%%%

%%%
%%%

0 . . . . . . . . .
√

2Re(ξn) . . . 0
%%%

%%%
%%%

%%%
%%%

% % %
%%%

0 . . . . . . . . . 0 . . .
√

2Re(ξn)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

ỹ1,1(t)
%%%

ỹm,1(t)
%%%

ỹ1,n(t)
%%%

ỹm,n(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@J%4HA
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�� 
��


⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

√

2Re(ξ1) 0 . . . 0

0
√

2Re(ξ2) . . . 0
%%%

%%%
% % %

%%%

0 0 . . .
√

2Re(ξn)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⊗ Im

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

ỹ1,1(t)
%%%

ỹm,1(t)
%%%

ỹ1,n(t)
%%%

ỹm,n(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@J%4IA

�� !�� ⊗ � �  	����� �� P	���D�	 @6 #��� 6A, Im � 
 �
�	* �����
�� �� �	��� m%

6���, 
 �!�
��� @J%4KA �� ��	�


ŷ(t) = (Λ⊗ Im) ỹ(t). @J%4MA

��  ���� �� ���
 ��� ��7�����, �  ���$��� ��	���	 
 �
$�
 i ���

yi(t) =
n
∑

l=1

[

ci,1l , ci,2l , ..., ci,ml
]

ŷl(t). @J%G2A

�
*����

cil =
[

ci,1l , ci,2l , ..., ci,ml
]

@J%G3A

������

yi(t) =
[

ci1, c
i
2, ..., c

i
n

]

ŷ(t). @J%G1A

��	������ �
 <�	�
 �
�	
�  
	
 ���
� 
� �
$�
�

y(t) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y1(t)

y2(t)
%%%

yp(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n
%%%

%%%
% % % %%%

cp1 cp2 . . . cpn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

ŷ(t) = ΘT ŷ(t). @J%G4A

6���, 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �� ������ -+� � �
�
  �	 (A,B,ΘT (Λ ⊗
Im)C,D)%

����� � �>��#�
 ��� 
�	
��� � ��� � ������ -+���� � ����
�� 
  
	�	 �� p

������� /(0-, �  ���$��� ������	 � ������ �� �� 
�� �� ���
��� �� ���� 
 �� �7
	


 <�	�
 �� !�� �� 
�	
��� ��� 
�
�
���% 6���, <
*���� Θ(Λ⊗ Im)C = C̄ ������

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− L) @J%GGA

yi(t) = C̄ix(t) +Du(t− L) @J%GJA

�� !�� C̄i � 
 ����
 i �� C̄, 1 ≤ i ≤ p �

u(t− L) =
[

u1(t− Li1) u2(t− Li2) ... um(t− Lim)
]T @J%GKA
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 �� .������	
� � ������ /$,!�  '$,!� ���2

��%���� ������ $1/2!�

/������ /(/- �� �	��� 	���*�
 �� � � �-��� � 0-��� ��� � �	�
���� �
���

 
	
 �  	�;��� �� ���	��
��	�� �(� ���  
	
 �  	�;��� �� ���
� �
��	��% 6 ����


���������
 ����������
  
	
 � 
�� 0(0- �
 0���� G%J � ���*
�
  
	
 � 
�� /(/-%

:� ���
���, �� 
�� /(/-, 
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 ��� � <�	�
�
 �����

�
	
�����  �	 
 ��
� �� � � �� ������ �� �	��� 	���*�
, �� ��;
, 
����� ���������

 ���� ��	 ��� 	� 	�����
���  �	 ������� �-��� ��!�
��� ���	��  �	 ������� 0-���%

���	�
� ����
�=�� ���	� �� ��������� !�� <�	�
� 
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�


���  ���$��� �, �<�	���� �� 
�� 0(0-, �
� ��  
	B���	� ���� ��	 �������' 
 ���	���	


�� ������ /(/- -+���� @0������� J%1%1A%

6� ��
� 
��	�
���� ���
�
� ���'

• (����7
	 ������� �� �	��� 	���*�
 @�-��� � 0-���A �	��
����� �� �������

-+���� �� �	��� 	���*�
T

• (����7
	 ������� �� �	��� 	���*�
 @�-��� � 0-���A 
  
	�	 �� �������

-+���� �� �	��� �� �	�	 ���*
��� ��  	�������� �� 	������ �� �������%

*�&�� ������	 ��
�� �� ����� ����7���

:���
  	��	
 
��	�
��� 
�
 �������� �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 � 
������

 ����	 �	��� n = 1 �� n = 2% -  	�������� �� ����
��� � �	���, ��� ���	�� �


0������� J%1%4%

�� ������� �
 ���	���	
 ������
, � ������ /(/- -+���� ��	"  
	
���	*
��

�� 
�	�� �� 
 �<�	�
��� �� ����% ��	��, �� ����� �� 
��� � ������ /(/- �

�������� �� p ������� /(0-% - 6���	��� 1G 	����� ��  
����%

/�-������ �� "��	�9:� �� ������� �+�A(& �*�� �� ����� �����	�

-7 $��	�� � �����	����� ����	�� �� ��8���� 0 %�9:� 07F ��	�	����  ���������	

	�����������4 � ����� 6 ��	�� ��� 
��7

F7 ������ 3�5 �������3�5 �� ����� � ����� ��	�	���� � �6�	� �� �������

���(& �� %��(& ��������� �� ��8���� 07

07 $��	�� � ���=��� � ������ � �����	����� �� 	����	/9:� ��	�	���� �	�	� �$+%

��	�	����  ���������	 ��������	��4 ���� � ������ �:� ��	��� � �����

�����7
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<7 "����  �������� �� ������ ����	
�	,
��4 %����9:� I7F7F7

I7 "����  ��� �����	�7 �� ��� �� !������ ����� � ���� �� !������ 	���

� ���� ���	�� �� ������ ���(& � �� ��� �� O��� ����� �� ����� �� O���

	��	� �� ����� ���	��� �� ������ %��(&7

.7 "����  ����� n �� ������ �+�A(&4 n = 1 �� n = 27 �  ��� �� ����� �

����� ������� � �������� ��	�	��7

17 ������  ���	��	
 �� ������ �+�A(& �*��4 %����9:� I7F707

:�����	
� �� ������

(��� ������� �
 ���	���	
 ������
  
	
 � ������ �����
	"���, 
 �
��
��� � 	�
�*
�


�����
������  
	
 
�
 �������� �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 
  
	�	 �



�"��� ��� ��7����� ����
���% 6���, �  	�������� �� �
��
��� �� �� ������

/(/- p×m � 	�
�*
�� pm ��*��% ����� ����, �	��� ���������  ���� ��	 ��� 	� 	��

����
���  �	 ������� �� �	��� 	���*�
 ��!�
��� ���	�� ���%

���� �  	�������� �� �
��
��� � 	�
�*
��  �	 ��������, 
� �	� ���=�� 3H � 3I


 	�����
�
� �� �
 $���� G  
	
 ������� 0(0-  ���� ��	 ���*
�
� ��� 
���	
�=��%

R
�� ����	�
	 !�� 
 �
��
��� �� ������ 
  
	�	 �
 
�"��� ��� ��7����� �  ���$���

 
	
 �����
� �� 
�	
��,  �� �� 
�� ��� ������� -+���� � 
�	
�� � �	
�
�� �� <�	�


�� 
	
�
% �
�� ���	"	� ��� ��� ��	
  ���$���%

-  	��������  
	
 �
��
��� �� ������ /(/- �
��
�� ��� �
��	�� ��� ��7�����

� 	�
�*
�� �
 ������� <�	�
'

• 6 �	� ����� 3H  
	
 ������� �-��� � 
 �	� ����� 3I  
	
 ������� 0-���

��� 
 �
�
� �� 
�
 �������� �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
T

• �� �����
, �
��7
���� �� ��������� !�� ��� ��� 	� 	�����
��� � �� !�� ��� ���

��� 	� 	�����
���  ��
 �	��� 	���*�
 ������
T

• ��	 7�, 
 �	��� �]�� 
 �
�� ��� ��������� !�� ��� ��� ��� 	� 	�����
��� ���

���7
�
� � � ������ � ����
�� ���
�����%

:
� ���
�=�� �� !�� 
 �
��
��� �� ������ �� �	��� 	���*�
 ��
 !�� �>����

��������� �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 !�� ��� ��� ��� 	� 	�����
���  ��


�	��� �]�� 
 �
�� ������
, � �����"	� 	� ��	 �  
��� �� ����
��� �� 
�	�� �� 


���	���	
 ������
% :���� 
��, ���
 ���
 ����
��� � 	�
�*
�
 ���*
��� �� ������

-+���� �� �	��� �� �	�	%
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*�&�� ������	 ��
�� �� ����� 	�������

-� ������� -+���� �� �	��� �� �	�	 ��� �����"	�� !�
��� ������� -+���� ��

�	��� 	���*�
 ��� 	� 	�����
� ��� �  	�����% (��� 
����� !�
��� 
� ��B�
� ��

�	��� �� �	�	 ���  ���� ��	 ��� 	�*
�
�%

:� ���
���, ��� � ��;���� � 
 ����7
��� �� ������� �-��� � 0-��� 
  
	�	

�� ������� -+����, � �����"	� ��  	�������� �� 	������ �� �������%

*���	
� �� ������� � !��

6��� ��� �� 
�� ��� ������� 0(0-, 
 ���
 �� 	������ �� ������� ���*
�
 � 


�
 	����
�*
��� �
�
��
�
% 6 	����
�*
��� �
�
��
�
 � ���*
�
  �� ����;
��� ��

������ �� �	��� 	���*�
 	����
��� �
� 	��=�� �� �
>
� � ���
� <	�!�#�
�%

�	��	� � �����"	� ����	 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� (A,B,C,D) �� ������

-+���� �� �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 G(s)% �� ������� �
 ���	���	
 �����

��
, 
 <�	�
 �� �� ����	 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� � �<�	����% :
 0���� J%4 <�

���*
�
 
 ���	���	
 1 � 
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� � ����
  
	
 ���
 
 �
�	*

�� <���=�� �� �	
��<�	#�
 G(s)%

�� �����
, � ����
 
 	�
�*
��� �
�
��
�
 (Abal, Bbal, Cbal, Dbal) 
  
	�	 �� ��


�	
��<�	�
��� �� ���
	�
��, ���	��
 K � �!�
��� @1%3KA%

6� 	��
�=�� ���	� 
� �
�	*�� �
 	�
�*
��� �� �� 
�� �� ���
��� �
�
��
�
 (Abal,

Bbal, Cbal, Dbal) �� ������ -+���� �� �	��� �� �	�	 � 
� �
�	*�� �
 	�
�*
��� ��

�� 
�� �� ���
��� �� ������ �� �	��� 	���*�
 (Ar, Br, Cr, Dr) ��� �
�
� �� ���	��
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R
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	 !�� ����� �	
�
��� � 
������ !�� ��� ������� �
 ���	���	
 ������
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� �� ������� 9 ��������� 0�� ��������, �� ��;
, ����

 	�������� � 	� ���� pm ��*��% ����� ����, ����  	�������� � ������
��� 
� ;"


 	�����
��  
	
 ������� 0(0-%

*���	
� �� ������� � !�� �� ��0����	
� �� ���1���

:
 	����
�*
��� �
�
��
�
 
 �	��� �� ������ �� �	��� 	���*�
 � ������
 �� 
�	��

�� �� �
��	�� �����
	�� �� L
�D�� @σ1, σ2, ..., σnA% :� ���
���, ��� ����� �	
�
��� 


�	��� 	���*�
 � 7>
 @nr = 1 �� nr = 2A, 
� ��B�
� ��� 	�*
�
� @	��$���A  ����

����	 �<�	�
�=�� � �	�
���� ���	� �  	�����%
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��	�� �����
	�� �� L
�D��
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��� ���
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��� �� �� �
��	��

�����
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���
��� 
�� ���
��� �����	
��� �� ������ �� �	��� 	���*�
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�
��� ���	
�
]�
$�
 ��  	�����%

/
� ��
 ��*, � ������ �� 	��$��� � �
��  �	

Gres(s) = βe−sL
′

@J%GHA

�� !�� β � � �
��� � L
′

� � 
�	
��% ����;
��� ����	��
	 � 
�	
�� L
′

!�� 	�����
 �


�� ���
��� ���
	 �
 <
�� ��� 	�*
�
% �
	
 ��� � ���*
�� � ���	��
 12 �� �
 $����

G%

-  	��������  
	
 ����
��� �� 
�	
�� L
′

� ����	��
��� �� ���� 
�	
�� L̄ � ��!

������� 0�� �������� �� ������ �� +��	'�� �� �����+��,���, ��� ������� �
 ���

�	���	
 �����
	"��� ���*
�
% 6 ����	��
��� ��� �����  ���� �� ����
���� �� ��� �

�
���� � 	�
�*
�
  �	 ��������, ��� ������� �
 ���	���	
 ������
% ����  	����

����� �� �7
 
 �� ���
��� � � "���� �� 
�	
�� L
′

%

���� �  	�������� ���	�� 
���	�	����� � 	������ �� 6���	��� �������%
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I7 "����  ��� �����	�7 �� ��� �� !������ ����� � ���� �� !������ 	���
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27 "����  ����� �� ������ �����	�� nr � ������ � ������ �����	�� ����� � (��A

��� -2 �� ��8���� <7

-Q7 *����������� � ��������4 ��� � ������ �� ���8��� Gres(s)4 ���� L
′(ij) ��	�	����

� (����� FQ �� � �������� � ���	� ��  ��9G�� �� ���� ��>�	7

--7 *����������� � ��������4 ���	�� � ���� L̄ij = Lij + L
′(ij) �  ������� T̄ ij =

T ij + L
′(ij) �� ����� ��� �������� � ���	� ��  ��9G�� �� ���� ��>�	7

*���	
� �������3� �� ������� � !�� �� ��0����	
� �� ���1���

-  	�������� �� 	������ �� ������� �
����  ��� ��	 	�
�*
�� �� <�	�
 ��	
��
% 6�

��	
�=�� ��� � �	�
���� �
�� !�� � �		� ���	� ��  ���� � �� 
�	
��� ����
���  ����

��� ��	  �!�����% N�
���  �	 <�	 
 �<�	�
��� ���	� ��  ���� � � 
�	
�� ��  	�����,

 �	 ��	" � ������ -+���� ����� � �
� ��7����� ��	�� �����"	��%

����� ����, 
 �<�	�
��� ����
 �� ������ �� �	��� 	���*�
 
 �� 
 �� ���
���

�� 	��$���  ��� ��	 ���*
�
  
	
 ��
 ���
 ����
��� �� �� ������ -+���� �� �	���

�� �	�	% ���� ���� ������ � ���
����� 	���*�� � �� ���� ������ �� �	��� 	���*�


� �����%

-  	�������� ��	
���  ��� ��	 	� ���� 
�� !�� �� ����	��
�� 	��	� �� !�
�

��
�� �� ������ ��;
 
�����% 6���, � 
���
�� �
� ��  
��� �� 6���	��� 1J �

����� 
�
>�%

/�-������ �� "��	�9:� �� ������� �+�A(& �*�� �� ����� �����	� �� �����A

�9:� �� ���8���7
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��	�	����  ���������	 ��������	��4 ���� � ������ �:� ��	��� � �����

�����7

<7 "����  �������� �� ������ ����	
�	,
��4 %����9:� I7F7F7

I7 "����  ��� �����	�7 �� ��� �� !������ ����� � ���� �� !������ 	���

� ���� ���	�� �� ������ ���(& � �� ��� �� O��� ����� �� ����� �� O���

	��	� �� ����� ���	��� �� ������ %��(&7
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27 "����  ����� �� ������ �����	�� nr � ������ � ������ �����	�� ����� � (��A

��� -2 �� ��8���� <7

-Q7 *����������� � ��������4 ��� � ������ �� ���8��� Gres(s)4 ���� Lij′ ��	�	����

� (����� FQ �� � �������� � ���	� ��  ��9G�� �� ���� ��>�	7

--7 *����������� � ��������4 ���	�� � ���� L̄ij = Lij + Lij′ �  ������� T̄ ij =

T ij + Lij′ �� ����� ��� �������� � ���	� ��  ��9G�� �� ���� ��>�	7

-F7 ��	�� � ������ �� ����� �����	� Gnr
(s)7 %�  ���	�:� �:�  �� ��/	����4 
����

�� � ���� I ��	�	����  	� ���9:� ����� � ���� � � ���� �� ������ Gnr
(s)7

 � )&���� � ������	
�

6� <���=�� �� ���� ��� 
� ����
� ���*
�
� ��� 
 $����� 
���	�	��% :� ���$�� ��

��� � �

ε =
1

N

N−1
∑

k=0

[y (kTs)− ŷ (kTs)]
2 @J%GIA

�� !�� y (kTs) � ŷ (kTs) � 
 �
$�
 ��  	����� 	�
� � ����
�
, 	�� ���
�����%

:� ���$�� �
 <	�!�#�
 � �
�
  �	

E =
1

Nω

Nω−1
∑

k=0

|G(jωk)− Ĝ(jωk)| @J%GMA

�� !�� Nω � � �9��	� ��  ����� �� <	�!�#�
, G(jωk) � 
 	�� ���
 �� <	�!�#�


��  	����� � Ĝ(jωk) � 
 	�� ���
 �� <	�!�#�
 �� ������ ����7
��% 6 	���� ��

<	�!�#�
 ���*
�
 �� ����� �� �>�� ��� � �� ω = 0 
�� 
 <	�!�#�
 �� !�� 
 <
�� ��

 	����� � �
�	 !�� −180◦%

-  	����� ���*
�� ��� �>�� ��  ���� ������ �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 �
��

 �	

G(s) =

[

0,8
(2s+1)(5s+1)

e−2,5s 1
(2s+1)2

e−s

1,5
4s+1

e−3s 1
(s+1)4

e−s

]

. @J%J2A

���� �>�� �� � ����� �� ��
�  
	���' �
  
	�� ( ��� ������ �� ������� �-��� �

0-���T �
  
	�� (( ��� ������ �� ������� -+����%
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	�� �� 
��
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 @ωHA ��	
�
  ���
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�	�� 
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��  �	 N1 ��� ��  �	$��� Tu � ��
  
	�� �� �
>


<	�!�#�
 @ωLA ��	
�
  �	 ��  ���� �� �
	��	
 N2Tu/2% -  �	$��� Tu � ����� ��	
���
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� �
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�% �
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�
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� n �
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 y2(t) ��

	��
��� � ���	
�
 u1(t) � ����	�
�
 �� 0 �������� 
 
 	�>�
�
����� 100 �������� �


���	
 J%4@�A ��!�
��� 
 	�� ���
 �
 �
$�
 y1(t) �� 	��
��� � ���	
�
 u2(t) � ����	�
�


�� 
 	�>�
�
����� 110 �������� 
 200 �������� �
 ���	
 J%4@
A%

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−1

−0.5

0

0.5

1

Tempo(segundos)

A
m

p
lit

u
d
e

 

 

Entrada u1

Saída y1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−2

−1

0

1

2

Tempo(segundos)

A
m

p
lit

u
d
e

 

 

Entrada u2

Saída y2

���	
 J%4' �>�� �� � �>�
���  	� ���




�
������ ,� ������#
� � �� '����
� $�$% 33I

���� 
� ���	
�
� ��� �>�
�
� ��
  �	 ��*, �  ���$��� ���*
	 ��  
	�� ���	
�
� �

�
$�
�  
	
 ����7
	 
�
 ��
 �
� <���=�� �� �	
��<�	#�
 ��  	����� /(/-% 6��� 
�

����
� ���
�  	� ���
� �� �
 $���� 4 ��� ���*
�
� � �  	����� /(/- � ��������

�� ���	���  	������ 0(0-%

- ������ ����� ���*
��� 
 ���
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 ������� �-��� � �
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 �	

GFO(s) =

[

0,79
6,31s+1

e−3,99s 0,99
4,24s+1

e−2,02s

1,5
4,01s+1

e−2,99s 0,99
2,4s+1

e−3,01s

]

. @J%J3A

." � ������ ����� ���*
��� 
 ���
 �� ����7
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 �	

GSO(s) =

[

0,79
9.99s2+7s+1

e−2,5s 0,99
4,01s2+3,99s+1

e−1s

1,5
0,3s2+4,01s+1

e−2,99s 0,99
2,89s2+3,11s+1

e−1,88s

]

. @J%J1A
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�
 �� ���

��������� ����7
���% 0��� �
��	�� ������ �
 �
���
 J%3%

�
���
 J%3' �>�� �� � ε � E

G11(s) G12(s) G21(s) G22(s)

GFO(s)
ε = 3, 7 × 10−4

E = 3, 0 × 10−2

ε = 2, 4 × 10−3

E = 7, 6 × 10−2

ε = 6, 3 × 10−7

E = 1, 5 × 10−3

ε = 6, 4 × 10−4

E = 4, 0 × 10−2

GSO(s)
ε = 7, 0 × 10−9

E = 1, 7 × 10−4

ε = 2, 8 × 10−8

E = 3, 3 × 10−4

ε = 5, 7 × 10−7

E = 6, 7 × 10−4

ε = 3, 6 × 10−5

E = 7, 3 × 10−3

*�*�� �'6# �� � #	�����)� �� ������	 ��
��

6� �<�	�
�=�� ���	� 
� ����
���� �� ��� � � �� 
�	
��� �����"	
�  
	
 
 ����
���

��� ������� -+���� <�	
� ����
� �
 �6)�� ( ����� �>�� ��%

6 ���������
 �> �	����
� ���*
�
 � 
 ���������
 ������	
�*
�
 � �� ��
� ���

�*
��� ��� �>�
��� ��� �� � � �)+0% -�  
	B���	�� ��  	�;��� ��� ��
� �)+0

���	��� �� @�������� ����, 3MMKA ��� αs = 2, τHdom = 6, 31 ��������, τLdom = 2, 4

�������� � βs = 5% -� �
��	�� �������� <�	
� Ns = 1000 � Tclk = 2 �������� � �  �	$���
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	�	 ��� �
��� ������ �� 
 	�
�*
��� ��� �> �	������ ���*
��� ��
� �)+0

� �
� �<�	�
�=�� ���	� 
� ����
���� �� ��� � � ��� 
�	
���, �� ������� -+���� ���

�*
��� �
��� �� 8
���		� � P
��* ��� ����
���% 0����� �
� �
���
� J%1 � J%4 �� �
��	��

��� ��7�����  
	
 
�
 ������ ����
��%

�
���
 J%1' �>�� �� /����� -+���� �� �
��� �� 8
���		�
G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

ci_� c1 = 0, 127 c1 = 0, 367 c1 = 0, 267 c1 = 0, 120

�
���
 J%4' �>�� �� � /����� -+���� �� �
��� �� P
��*
G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

ci_�
c1 = −0, 070

c2 = −0, 177

c1 = 0, 093

c2 = 0, 175

c1 = −0, 114

c2 = 0, 327

c1 = −0, 146

c2 = 0, 268

-� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
 <�	
� 
���
���  
	
 
�
 �� ���

������� -+���� ����7
��� ���*
��� 
� ��
� �
��� ������
�% -� �
��	�� ������

�
 �
���
 J%G% -� ������ -+����8 � ����� ���*
��� �
��� �� 8
���		� � � ������

-+����P � ����� ���*
��� �
��� �� P
��*%
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�
���
 J%G' �>�� �� � ε � E

G11(s) G12(s) G21(s) G22(s)

-+����8
ε = 1, 3 × 10−4

E = 8, 9 × 10−3

ε = 4, 3 × 10−4

E = 1, 8 × 10−2

ε = 6, 1 × 10−7

E = 1, 0 × 10−3

ε = 3, 2 × 10−4

E = 2, 6 × 10−2

-+����P
ε = 6, 6 × 10−9

E = 1, 4 × 10−4

ε = 2, 5 × 10−8

E = 3, 0 × 10−4

ε = 5, 7 × 10−7

E = 6, 6 × 10−4

ε = 3, 1 × 10−5

E = 5, 2 × 10−3
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��� 
 �
���
 J%3 ��� �		�� ��� ���$��� �� ��� � � �
 <	�!�#�
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 �	��� ���*
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��� �� 8
���		� � �� ������


�	��� ���*
��� �
��� �� P
��* ����	�
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��� �� ���$��

�� ��� � !�
��� �� ���$�� �
 <	�!�#�
 �� ����� �� ��������� !�� <�	�
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�	*
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��<�	#�
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0-���% -� ������� ������ ������ �
 �
���
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�� �> �	������ 	�
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 ���	
 J%M%
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���
 J%J' )�����
��� �> �	����
� � /������ �-��� � 0-���

���
 �	� ���
 �-��� Gfo(s) =

[

0,65
100,4s+1

e−5,73s 0,35
117,1s+1

e−10,3s

0,51
119s+1

e−8,7s 0,32
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e−8,4s

]

���
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 0-��� Gso(s) =
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0,65
464,3s2+90,81s+1
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e−6,82s
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�
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��� �
��� ��

P
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 <� n = 6%

�
���
 J%K' )�����
��� �> �	����
� � /����� -+���� �� �
��� �� 8
���		�
G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

ci_�

c1 = 0, 044

c2 = −0, 001

c3 = 0, 006

c4 = −0, 009

c5 = 0, 05

c6 = −0, 007

c1 = 0, 025

c2 = −0, 002

c3 = 0, 004

c4 = −0, 007

c5 = −0, 001
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c6 = −0, 007
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G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

-+���� 8
���		� 0, 080 0, 105 0, 042 0, 047
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��* 0, 076 0, 086 0, 041 0, 043
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���
 J%M' )�����
��� �> �	����
� � /������ �-��� 	���*���
G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

ci_� c1 = 0, 067 c1 = 0, 042 c1 = 0, 023 c1 = 0, 039

�
���
 J%32' )�����
��� �> �	����
� � /������ 0-��� 	���*���
G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

ci_�
c1 = −0, 001

c2 = 0, 042

c1 = −0, 004

c2 = 0, 042

c1 = −0, 003

c2 = 0, 024

c1 = 0, 001

c2 = 0, 039
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 J%33 ������ �� �
��	�� �
 <����� �� ���� �� ���$�� �� ��� � ε  
	


�� ������� GFO(s) � GSO(s) @�
���
 J%JA �  
	
 �� ������� �� �	��� 	���*�
 �-���

@�
���
 J%MA � 0-��� @�
���
 J%32A%

�
���
 J%33' )�����
��� �> �	����
� � ε  
	
 ������� �� �	��� 	���*�

G11(s) G21(s) G12(s) G22(s)

�-��� 0, 122 0, 116 0, 044 0, 061

�-��� 	���*�� 0, 106 0, 113 0, 043 0, 059

0-��� 0, 101 0, 109 0, 043 0, 052

0-��� 	���*�� 0, 082 0, 107 0, 042 0, 051
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�
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:� ���
���, !�
��� ������� 0(0- ��� ����
���,  �!����� �		�� �
� <���=�� �� �	
���

<�	#�
� �����
�  ���� 	�����
	 �� �� ������ /(/- !�� ��� 	� 	�����
 ��� �

�����
% -� ��;
, �	�
� ����
�=�� �� �		�� ��� ������� 0(0- ���	
�
� 
 !�
��
��

�� ������ /(/-%

���� �<���, �� !�� �	�
� ����
�=�� �U���
� �
� !�� ���	
�, � �
� �������

�� �����
� ���� �
�������
���% :���� � � �� �����
, �����  �!����� �		�� ���

��������� �����
�  ���� 
��
	 �	
���� �		�� �
� �	��=��%

����� ����, �� ���
7� �
 ����
��� �� �������  
	
 �����
� /(/- � 
 �������� �>�


�
 �
 �<�	�
��� ���	� 
� �	��=��% ����  ���� �  
	���
	����� � �	�
��� �� �����
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�
�������
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��
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����
� �� �����
��� �� 
��
  �	�*
 � �� �	�
��	�� �� 
��	 @���
����� ��
������,

3MM4A%

#�� ���	�� � �����  ���� ���"�

6� �	��=��  ���� ��	 
�
��
�
� �>
��
��� 
 ���� ����� �� �
��	�� �����
	��

@0R�A �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
 @��
������� �
�����	�����, 122JA% ���

�
� �	��=�� ��� !�
��7
�
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	�	 ��� �
��	�� �����
	�� � ��� ����	�� �����
	�� ��

���	
�
 � �� �
$�
% -� �
��	�� �����
	�� 	� 	�����
� ��
 ����	
�*
��� �����
	"��� ��

����� �� �
��� ���  	������ 0(0-%

0�;
G(s) ��
 �
�	* n×n ��G(s) ∈ Cn×n% �
�
 ��
 <	�!�#�
 ω, 
 ���� �����

0R� �� G(jω) �� G  ��� ��	 ��	�
 ���

G = WΣV H

G = [w1 w2 ... wn]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

σ1 0 . . . 0

0 σ2
% % %

%%%
%%% % % % % % % 0

0 . . . 0 σn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

vH1

vH2
%%%

vHn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

@K%3A

�� !�� V H � � �� ��>� ��;��
�� �	
�� ���� �� V , wi � vi ��� ����	�� !�� <�	�
� ��

�� 
��� Rn �
� �
$�
� � �
� ���	
�
�% -� ��������� σi ∈ R+ ��� �
�
��� �� �
��	��

�����
	�� � ��� �	�
�*
��� �� <�	�
 ��	������ �� �
������ @σ1 > σ2 > ... > σnA% -�
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�
��� �� ����	�� �����
	�� �� �� 	��
��� �
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$�
 � �� ����	�� vi ���
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�� !�
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�����
	��A% ��	 ���	� �
��, 
 �	���� � �
�
�
 �� �	���� �� ����	 �
��� �� � �
��	

�����
	 �		�� ������� �  �!����% - �9��	� �� �����
����� γ � 
 	
*�� ���	� �

�
�	 � � ����	 �
��	 �����
	%

�������� ����	���� �� �	���� 2 × 2 �� ���	� �� ��� GA7 � �������	9:�

%�& � ���9:� ����� � �8�4 �� ���	�� ���������4 6 �� ���

y = GAu @K%1A

= (WΣV T )u = WΣ(V Tu) = WΣz @K%4A

= [w1 w2]

[

σ1 0

0 σ2

][

z1

z2

]

@K%GA

= (σ1z1)w1 + (σ2z2)w2 @K%JA

�� '�� zi = vTi ui7

E���� ��4 w1 6  �	��9:� �� �	�� ���� �� �8� � v1 6  �	��9:� �� �	�� ����

�� ����� ���	��� � �	�� 
��� �	����� σ17 " w2 6  �	��9:� �� ����� ���� ��

�8� � v2 6  �	��9:� �� ����� ���� �� ����� ���	��� � ����� 
��� �	����� σ27

� �8� y 6 �� ���	�9:� �� �	��9G�� w1 � w2 � �� σ1z1 � σ2z27 %� � �	����  ��

��A���		���� 3σ1 ≫ σ25 � u1 � u2 �����  ���� ���	����4  �8� ���, '���

'�� ����������� ���	�� ��� �	��9:� w14 �� ��=4

y ≈ σ1z1w1. @K%KA

#�� ������� � ������	
� � ���� ���%�

:���� �	
�
���, �  	�����
 �
� �	��=�� ��	" 
�
�
�� ���*
��� �� ������ �� �7
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 ����
 �� �����
��� �� 
��
  �	�*
%

6� ����
� �� �����
��� �� 
��
  �	�*
 �#� ��� ��;��� �� ������  �	 ��	��  	������

!�� 
 	�����
� ��� ���
	�
��� ����
�
� � ���	
�=�� ����	
� @���� ��  !", 122HA% 6���

����, 
 �
�	* �� �
��� ���"�� � 
��
����� �
�������
�
 @��
������� �
���

�
���, 3MIIA% - ��!���
 �� ��
 ����
 �� �����
��� ����� �
 ���	
 K%3 � 
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���

���*
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���
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���	
 K%3' ��!���
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 ����
 �� �����
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 K%3' :��
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�
 �� 
�����
���

* �� ����� �� U�>� �� ���	
�


R 	�U�>� �� <����

+ U�>� ��  	����� �� <����

> �� ����� ��  	����� �
� ���� �� <����

8 	�U�>� �� �� �

� U�>� ��  	����� �� �� �

E �� ����� ��  	����� �
� ���� �� �� �
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�� ����� y �� �� ������ �
� ���� ��;
  	�>�
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 ���=�� �� �� � y � �� <���� x' 	�U�>� �� �� � � �� <���� @8RAT U�>� �� �� � � 	�U�>�

�� <���� @�RA% :
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, � 	�U�>� �� �� � 8 � � 	�U�>�
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�
�, ��!�
��� 
 �� ����� �� �� � y � 
 �� ����� �� <���� x

��� 
� �
$�
�%

- ������ �� <����� �� �	
��<�	#�
 �� ��
 ����
 �� �����
��� �� 
��
  �	�*
 ��

��7��	
��� 8R � �
�� �� @��
������� ������
�, 3MM2A% ���� � ������ ���  ����


�	
�� �� ������ �������� �
 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�
, ���� <� ���7
�� �

� �
��  �	

G(s) =

[

87,8
194s+1

e−s −86,4(12,1s+1)
(194s+1)(15s+1)

e−3s

108,2
194s+1

e−4s −109,6(17,3s+1)
(194s+1)(15s+1)

e−5,5s

]

. @K%HA

0���� �
 ���	
 K%1 
� �	�
� ��� �
��	�� �����
	�� �� <����� �
 <	�!�#�
% -

�9��	� �� �����
����� � �
�	 �
 	���� �� �
>
 <	�!�#�
, �� ��;
, �  	����� �

�
��
��� �
�������
�� ����
 	���� � 
  �	 ���
��� �� 	��
��� 
� �����
�����

��  	����� ��		� �� 	����  �	�
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6 ���� ����� 0R� �� 	����  �	�
����� �� G(s) � �
�
  �	

W =

[

0, 625 −0, 781

0, 781 0, 625

]

@K%IA

Σ =

[

197, 2 0

0 1, 39

]

@K%MA

V T =

[

0, 707 −0, 708

−0, 708 −0, 707

]

. @K%32A

��� 
	
��� ���
 ���� ����� �� 0R� �� 
 �
 �!�
��� @K%3A �  ���$��� ����7
	


� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� � �� �
���� �		�� ��������% - 	����� ����� �


�
���
 K%1% - �9��	� �� �����
����� � γ = 197, 2/1, 39 = 141, 9%

�
���
 K%1' �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
���
/
�	 �
��� �� ���	
�
 [0, 707 − 0, 708]

/���	 �
��� �� ���	
�
 [−0, 708 − 0, 707]

/
�	 �
��� �� �
$�
 [0, 625 0, 781]T

/���	 �
��� �� �
$�
 [−0, 781 0, 625]T

/
�	 �
��	 �����
	 σ1 = 197, 2

/���	 �
��	 �����
	 σ2 = 1, 39

���� σ1 ≫ σ2, ����  	����� � �
�������
��% 6���, 
� 
� ������ �
� �>�
�=��

�
 �	���� �� ����	 �
��� ����� ��	 ���� �
�	�� !�� 
� 
� ������ �
� �>�
�=�� �


�	���� �� �
�	 �
���  
	
 
 ����
 ���	����� �
� �
$�
�% �
�� ���	"	�, 
� �
$�
�

��	�� !�
�� !�� ���
������ ����
�
�  ��
 �	���� �� �
�	 �
���%

:
 �	���� �� �
�	 �
���, 
� �
$�
� �� ����� �
 ����
 �	���� !�
��� 
� ���	
�
�

�� ����� �� �	��=�� � ���
�% ��	 ���	� �
��, �
 �	���� �� ����	 �
���, 
� �
$�
� ��

����� �� �	��=�� � ���
� !�
��� 
� ���	
�
� �� ����� �
 ����
 �	����%

#�� ,��-�� ��� &��������

�
	
 �  	�;��� ��� �> �	������ �� �
��
 
��	�
 ��� ���*
�
� �	#� ���
�' ��
�

��� �		��
��
���T ��
� 	��
��
��� @�
���� ������
, 3MM4AT ��
� ����
���

@�	�� ����, 122KA% 6 ���������
 �> �	����
� � 
 ������	
�*
�
 � �� ��
� ���*
���

��� �� � � �)+0%
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,�&�� �����	 �)� ������������	

-  	�������� ���
� � ���*
	 �
� ��
� ���	
�
� ��
� ��� �		��
��
���% ���� 
�

��
� �	��=�� �
 �
�	* �� 	��
��� �� ���	
�
�  ������ 
 ����
 
� �����, � ��	��

�		�� ������� 
 �	���� �� ����	 �
��� ��	" �� �<���  	
�
����� ��������	"���

�
� �
$�
� ;" !�� σ1 ≫ σ2% 6���, 
 �
$�
 �  �	��	�
�
 !�
�� !�� ���
������ 
 ��
� �


�	���� �� �
�	 �
��� �
 �
$�
%

:
 ���	
 K%4 ������ 
� �>�
�=��  	�;��
�
� �
 <�	�
 ��� �		��
��
�
 �� ����

 ������� �� ����
 
� �����% :
 ���	
 K%G ������ 
� 	�� ���
� �		�� �������� �
�

�
$�
�  
	
 � 
�� ��� 	�$��%

0 500 1000 1500 2000

−1

−0.5

0

0.5

1

Entrada 1

A
m

p
lit

u
d
e

Tempo (minutos)

0 500 1000 1500 2000

−1

−0.5

0

0.5

1

Entrada 2

A
m

p
lit

u
d
e

Tempo (minutos)

���	
 K%4' �>�
�=�� ��� �		��
��
�
�

�
 ���	
 K%G,  �	������ !�� 
� ��
� �
$�
� �� �����  	
�
����� �
 ����
 <�	�
,

�� ��;
, ����� 
���
�
� �� 
 �	���� �� �
�	 �
��� �
� �
$�
�% - ��	�� �		�� �������


� ����	 �
��	 �����
	  ���� �� �<��� ��������	"��� �
� �
$�
�%

,�&�� �����	 ����������	

6 ���
 ��  	�;���  	� ���
 �� @�
���� ������
, 3MM4A � 
�����
	 
 
� �����

�
 �>�
��� �		�� ������� � �	���� �� ����	 �
���% �
	
 ��� � �����"	� � �����

����� �
 �
�	* �� 	��
��� �� �	��=�� �� ���	
�
 V T % :���
 ���
, 
� 
� ������ �
�
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Saída 2

���	
 K%G' 0
$�
� ���*
��� 
� �>�
�=�� ��� �		��
��
�
�

�>�
�=�� ��� ����	��
�
� �� <����� �
 	
*�� ���	� �� �
��	�� �����
	��%

������	� ��
 �	
��<�	�
��� �
� ���	
�
� �
��
�
 �
 ���� ����� �� 0R� �


�
�	* �� �
��� ���"�� G �
�
  �	

y = Gu = (WΣV T )u = (WΣ)(V Tu) = Ωz @K%33A

�� !�� z � � 	�����
�� �
 ���� �
��� �� ����	 �� ���	
�
� �� 	����  �	�
�����  ��


�
�	* �� 	��
��� �
� ���	
�
� V T % - ����	 z � �
�
�� �� ����	 �� ���	
�
� 	��
�

��
�
�% 6 �
�	* Ω � 
 �
�	* �� 	��
��� �� �
$�
 ���7
�
  ���� �
��	�� �����
	��%

-� ����	�� �� ���	
�
 u � �� �
$�
 y ��� �� �
��	�� �� 	����  �	�
����� �
 ���	
�
 �

�
 �
$�
%

6 ���
  	� ���
 ������ ��  	�;��� �
� �>�
�=�� 	��
��
�
� z �� <�	�
 ����

 �������% 6 	
*�� ���
 �
� 
� ������ �
� ���	
�
� 	��
��
�
� � �
�
  �	

z2
z1

=
σ1

σ2
= γ @K%31A

�� !�� γ � � �9��	� !�� ��
 � �����
����� �
 �
�	*% ����� ����, 
 
� �����

� �
�	 �
 �>�
��� 	��
��
�
 �		�� ������� � �	���� �� ����	 �
���%

��� � ��������� �
 �
�	* �� 	��
��� �
� ���	
�
� V T �  ���$��� �	
��<�	�
	 
�

�>�
�=�� 	��
��
�
� �
� �>�
�=�� !�� ��	�� 
 �
�
� 
�  	�����, �
�� !�� u = V z%

:
 ���	
 K%J ������ 
� �>�
�=�� u(t)  	�;��
�
� 
������� V T ������% 6


� ����� �
 ���	
�
 	��
��
�
 �		�� ������� 
� ����	 �
��	 �����
	 � 3G,3M ��*��
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�
�	 !�� 
 
� ����� �
 ���	
�
 	��
��
�
 �		�� ������� 
� �
�	 �
��	 �����
	%

:
 ���	
 K%K ������ 
� 	�� ���
� �
� �
$�
�  
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���	
 K%J' �>�
�=�� 	��
��
�
�

�<�	��������� �� 
�� 
���	�	, �  ���$���  �	���	 �
 ���	
 K%K !�� 
� �
$�
� 
 	��

����
� �� �� �	�
����� ����, �� ��;
, �� ����� �
 ����
 �	���� � �� �	��=��

� ���
�% (��� 
�����  ��, ����� � �
�	 
� ����� �
 �	���� �� ����	 �
���, 
�

�	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� <�	
� �>�
�
�%

,�&�� �����	 ��%�����	

-� ��
� ����
��� ��� ��
� <�	�
���  �	 ��� � �� ��  �	$����'  �	$���� !�� �>�
�


 �	���� �� �
�	 �
��� �  �	$���� !�� �>�
� 
 �	���� �� ����	 �
���% ����� ��
�

<�	
� 
 	�����
��� �� @�	�� ����, 122KA%

�
	
 �  	�;��� ����� ��
�, � ���*
�� � <
�� �� !��,  ��
 ��7���� �
 ���� �����

�� 0R�, 
� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
��� ��� �	�����
�% 6���, � ���*
�� 
 ��
�

� ��������� �
 �	���� �� �
�	 �
���%

���
 ���
 <�  	� ���
  
	
  	������ �� � � ����
� �� �����
��� �� !�� 
 �	����

�� �
�	 �
��� � [1 − 1]T � 
 �	���� �� ����	 �
��� � [1 1]T %

6 ���
 ��  	�;��� � �� ���
 �� ���  
���� �� ��� �> �	������'
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��� 
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�
�

3% 780�������� �� ����	
� �� ����� -��)�2 � �> �	����� � 	�
�*
�� ���*
���

�>�
�=�� ��� �		��
��
�
�% - ������ ����
�� 	� 	�����
 ��� �  	����� �


�	���� �� �
�	 �
���T

1% 780�������� �� ����	
� �� ����� � ����� -��)�2 � �> �	����� � 	�
�*
��

���*
��� ��
� !��  ������ ���  �	$����% ��	$���� �� ��
� ��� �		��
��
���

��  �!���
 
� ����� �  �	$���� �� ��
� �		��
��
��� �� �	
��� 
� �����%

6 	
*�� ���	� 
� ��
� 
� ������  ��� ��	 ����	��
�
 
  
	�	 �� ������ �����

��  	��	� �> �	�����%

-�  �	$���� �� �>�
�=�� ��� �		��
��
�
� ��  �!���
 
� ����� �>�
� 
 ��

	���� �� �
�	 �
���, ��!�
��� !�� ��  �	$���� �� �>�
�=�� �		��
��
�
� �� �	
���


� ����� �>�
� 
 �	���� �� ����	 �
���% 0���� �
 ���	
 K%H 
� �>�
�=��  	�;��

�
�
�% 0���� �
 ���	
 K%I@
A 
� �
$�
� �		�� �������� � ����� �
 ���	
 K%I@�A ��



� �
��� ��  
	�� �� ���	�
�� �� ��� � 	�<�	���� 
�  �	$��� �� !�� 
 �	���� �� ����	

�
��� � �>�
�
 @�
$�
� ��� ����		��
��
�
�A%

-  �	$��� ��  �!���
 
� ����� �
 ���	
�
 � �>�
�=�� ��� �������� @2 
 1222

������A 	�����
 �� �
$�
� �� �	
��� 
� ����� � �		��
��
�
�, �� ��;
, �	���
�
�

�� 
 �	���� �� �
�	 �
���% ��	 ���	� �
��, �  �	$��� �� �	
��� 
� ����� �
 ���

�	
�
 � �>�
�=�� �		��
��
�
� @1222 
 G222 ������A 	�����
 �� �
$�
� ��  �!���
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-  �	$��� �		�� ������� � �	���� �� ����	 �
���  ���� 
� ����� 3G,3M ��*��

�
�	 !�� �  �	$��� �		�� ������� 
 �	���� �� �
�	 �
���% /���� 
���, 
 �
$�


�		�� �������  ���� 
� ����� 
 	�>�
�
����� ��
�%

#� 4�����	
� ��� ���	��

6 �� �  	�;��� �
� �>�
�=�� ���*
��� 
�
 ��
 �
� ���
� 
 	�����
�
�, � �����"	�


�
�
	 ��� 
� �	��=�� ��  	����� ��� �>�
�
�% 0����� �
� ���	
� K%M, K%32 � K%33

�� �	"7�� �
 �
$�
 3 ��	��� 
 �
$�
 1  
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N�
��� 
� ���	
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� ��� �>�
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� ���*
��� �� ��
� ��� �		��
��
���, �  	�����

� �>�
�� 
 ��
� �
 �	���� �� �
�	 �
���, ���	
 K%M% 6� �
$�
� �� ����� !�
�� !��


 ��
� �
 �	���� �� �
�	 �
��� [0, 625 0, 781]T �� [−0, 625 − 0, 781]T %

N�
��� ��� ���*
��� ��
� 	��
��
���, �  	����� � �>�
�� �
��� �
 �	���� ��

�
�	 �
��� !�
��� �
 �	���� �� ����	 �
���, ���	
 K%32% (��� �  ���$��� ����� 
�

��������� �
 �
�	* �� �	��=�� �� ���	
�
� V � �
 	��
��� ���	� 
� 
� ������ γ%

�
	
 
 ���
 ���*
��� ��
� ����
��� �  ���$��� ���
	 ���  �	$���� ��� �����

���% ���� 
	
��	$��
 �
���� � ����	�
�
 �
 ���	
 K%33% -  	����� � �>�
�
 �
���

�
 �	���� �� �
�	 �
��� !�
��� �
 �	���� �� ����	 �
���%
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#�# )�����	
� �� ���� ����� ��������

�
��� �� ��
� 	��
��
��� ��� �� ��
� ����
��� �>�
� 
 �	���� �� ����	

�
��� ��!�
��� �� ��
� ��� �		��
��
��� ��� �>�
� 
 �	���� �� ����	 �
���%

)���
 ��	7
	 ��� 
 �<�	�
��� ���	� � ����	 �
��	 �����
	 � 
 ��	
�
  ���� �������

����
��� ���*
��� 
�
 �� ������ ��
�%

��	
� ����7
��� ������� �� � � -+���� ���*
��� �
��� �� 8
���		� �� n = 3%

0���� �
 ���	
 K%31 
� �	�
� ��� ����	�� �
��	�� �����
	�� �� <����� �
 <	�!�#�
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���	
 K%31' ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
 � 	
*�� ���
 ���	�


� 
� ������ �
� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
���

-� ������� ������ ���*
��� ��� �>�
��� �
��� �� ��
� 	��
��
��� ��� ��

��
� ����
��� 	� 	�����
� ��� �  	����� �
 �	���� �� ����	 �
���% ��	 ���	� �
��,

� ������ ����� ���*
��� ��� �>�
��� ��
� ��� �		��
��
��� ��� 	� 	�����
 ���

�  	����� �
 �	���� �� ����	 �
���%

6 !�
��
�� ��� ������� ������ �� 	��
��� � �	���� �� ����	 �
��� � <����� ��

���������  	����
	 ���	� �  	����� 	�
� ��  ���� �� ���
 ��� �
��	�� �����
	��%

:� �>�� �� 
 	�����
�� �
 ���	
 K%31 <� ���*
�
 
 	
*�� ���
 ���	� 
� 
� ������

�
� �� ������� �
� �	��=�� �� ����	 � �
�	 �
���%
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*�� �<�	����, 
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��� ���	� 
 �	���� �� ����	 �
���

��	" 	���*�
% :
 ���	
 K%34 ������ 
� �	�
� ��� ����	�� �
��	�� �����
	�� ����
���
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���	
 K%34' ��	�
� �� ����	 �
��	 �����
	 �� <����� �
 <	�!�#�
 � 32S �
 	
*��

���
 ���	� 
� 
� ������ �
� �	��=�� �� �
�	 � ����	 �
���

:� 
�� ���� �� !�� 
� 
� ������ �
� �� ������� �� �
�	 � ����	 �
��� ���

��
�, �� 	�����
��� ������ �� �� ��
� 	��
��
��� � ����
��� ��� �� ������ !��

�� ������ �� �� ��
� ��� �		��
��
���%

#�0 5������� ��� ������ ����������

,�/�� 9����	 �� .��������

�� 	����  �	�
�����, @������ �
��, 3MIJA ����	
	
� !��  
	
 �� �����
 ���"���

�� �
��
 
��	�
 �  ���$���  	�;��
	 �� ���	��
��	 �����
	"��� !�� 	�����
	" �� ��


�
��
 <��
�
 ���"��� �� � ������� ��

ζk = Re
(

λi

(

GĜ−1
))

> 0 ∀i @K%34A
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������ -� '����
� $�$% 
�+�������
��� 3GG

�� !�� λi � � 
����
��	 i �
 �
�	*, )�@%A � 
  
	�� 	�
� �� �� �9��	� �� ��>�, G � 


�
�	* �� �
��� �� 	����  �	�
����� ��  	����� � Ĝ � 
 �
�	* �� �
��� �� 	����

 �	�
����� ����7
�
%

- ����� ���� �� ���	��
��	 �����
	"���  ��� ��	 
�
��
�� 
  
	�	 �� $���

�� ����� ���� @)�/A% �� �
��	 ����
�� �� )�/ � �� ������ ��7����  
	
 ��

����� ���� 	�� �� ���	��
��	 @�
���� ������
, 3MM4A% - )�/ � �
��  �	

RPM = ||ĜG−1 − I||2. @K%3GA

- �		� �
 ����
��
 ��� �
��	�� �����
	�� ��
 �� �  	����� <� 
��!�
�
�����

�>�
�� �� 
�
 ��
 �
� �	��=��% - �		� !�
�	"�� � �
��  �	

ǫi = (σi − σ̂i)
2 @K%3JA

�� !�� σi � � �
��	 �����
	 i ��  	����� 	�
� � σ̂i � � �
��	 �����
	 i ����
��%

-��	�  
	B���	� �����	
��  
	
 ��	7
	 
 !�
��
�� ��� ������� � � )�6 % - )�6

� � �	�
���  
	
 �  	�;��� ��� ���	��
��	�� @��
������� �
�����	�����, 122JA% -

)�6 �� ��
 �
�	* � ��7��� ���

RGA(G) = G ◦
(

G−1
)T @K%3KA

�� !�� ◦ � �  	����� �� L
�
�
	� ��  	����� �� 0��	 @6 #��� 6A% �
	
 ��  	�����

2×2 � �����"	� 
���
	 
 ��
� �� �������� �
 �
�	* )�6, �� ��;
, λ11% ����� ����,

� 
���
�� � ������ �� �		� ���	� � �
��	 	�
� � � ����
�� 
  
	�	 ��

Jλ = |λ11 − λ̂11|. @K%3HA

,�/�� 6�	������	 �� 	������)�

�
	
 
�
 �
$�
 <�	
� ����7
��� ������� -+���� �� ��
 �
$�
 � �9�� �
� ���	
�
�

@/(0-A ���*
��� �
��� �� 8
���		� � n = 3% ���� � �����"	� ������	 �  ��� ��

8
���		�,  	��	� <�	
� 	�
�*
��� �� �> �	������ ���*
��� 
 �>�
���  	� ���
 ��

�
 $���� 4 ���*
��� 
 ���������
 ��� �������% 6 �
�	* �� <���=�� �� �	
��<�	#�


����7
�
 ���*
��� 
 ���
  
	
 ������� �-��� � �
�
  �	

GFO(s) =

[

86,5
196,4s+1

e−1,01s 107,3
196,0s+1

e−4,02s

−84,8
226,2s+1

e−3,11s −106,6
213,1s+1

e−5,33s

]

. @K%3IA

0���� �
 ���	
 K%3G 
� �
$�
� �� ������ �� �7
�� �
 ����
 �� �����
��� �
��

�
 �!�
��� @K%HA � 
� �
$�
� �� ������ ����7
�� GFO(s)% �� 
���
�� 	�$�� �
�

�
$�
� �� ���
 *�	� � �
	B�
 2,23%
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���	
 K%3G' 0
$�
� �� ������ ����7
�� �� 	�� ���
 
� �> �	�����  	� ����

�
 ���	
 K%3G ����	�
��� !�� � ������ 	� 	�����
 ��� �  	����� ��  ���� �� ���
 ��

�> �	�����  	����
	 	�
�*
��% :� ���
���, !�
��� 
�
�
��� 
 �<�	�
��� �
 �	����

�� ����	 �
��� 	� 	�����
�
 �� ������ �-��� ����7
�� 
 ���
��� � �<�	����%

0���� �
 ���	
 K%3J 
� �	�
� �� �
�	 � �� ����	 �
��	 �����
	 �� ������ �-���

GFO(s) � �� ������ �
 ����
 �� �����
���% - ������ �-��� 	� 	�����
 ��� � �
�	

�
��	 �����
	, �
� ��� �����  	
�
����� ������
 �<�	�
��� ���	� 
 �	���� ��

����	 �
���% (��� 
�����  �� ��� σ1 ≫ σ2 
� �
$�
� ��� ����
�
�  ��
 �	���� ��

�
�	 �
���%

- ������ �-��� ����� ���*
��� 
 ���������
 �> �	����
� ��� ������� ���

	� 	�����
 ��� �  	����� ��  ���� �� ���
 �� ����	 �
��	 �����
	% 6 �<�	�
���

����
 ��� ��
� �� �
$�
 ��� 
 ��	
� ���
 �<�	�
���% 6���, <�	
� ���*
�
� 
�

���
� ��  	�;���� �� �> �	������ �� ��
� ��� �		��
��
���, ��
� 	��
��
�

��� � ��
� ����
���% 6 ���������
 �> �	����
� ���*
�
  
	
 ���
� ���
� � 


������	
�*
�
%

6  
	�	 ��� ��
� 
 	�����
��� �
� ���	
� K%4 @��� �		��
��
���A, K%J @	��
��
�

���A � K%H @����
���A <�	
� ������ �� ������� -+���� �� ��
 �
$�
 � �9�� �
�
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Processo Real

Modelo FOPTD

���	
 K%3J' R
��	�� �����
	�� �� <����� �
 <	�!�#�


���	
�
� @/(0-A ���*
��� �
��� �� 8
���		� � n = 3% �� ���� 
 
�
��
	 
 !�
��
��

��� ������� -+���� ����7
���, <�	
� 	�
�*
�
� 322 ����
�=�� ���*
��� � �����

 	�������� 
���	�	����� 
 	�����
��% ���� ��� 4 �������  �	 ����
��� <�	
� ����

�7
��� �� ���
� �� 422 �������% �� 
�
 ����
���, � ����� 	�$�� <� ���*
��  
	


���
� 
� ���
� ��  	�;��� �� �> �	����� � 
���
�� �
� ��
� �
$�
�% �
	
 �  	�;���

�� 	�$�� <� ���*
�� �� ��	
��	 �� �9��	�� 
��
��	�� �� ���	����� ��<�	�� ��

���
 *�	� � �
	B�
 �� (0, 25)2%

:
 �
���
 K%4 ������ 
� ���
� ��� �
��	�� 
���
���  
	
 ���
� 
� ����
�=��%

6 ��
� 
� �
�	*�� �� �
��� �� 	����  �	�
����� <�	
� �� 
	
�
�% -� �> �	������

���*
��� ��
� ��� �		��
��
��� <�	
� 	�
�*
��� �� <�	�
 ��� ������� @�(3A �

������	
�*
�� @�(1A%

�
���
 K%4' )�����
��� �� ����7
���
���
 ��  	�;��� S ���"��� @ζkA )�/ ǫ1 ǫ2 Jλ

0�
� ��� �		��
��
��� @�(3A JM 3,IH 4,JHe−2 J,13 14,31

0�
� ��� �		��
��
��� @�(1A JK 1,3H G,23e−2 G,GI 11,JG

0�
� 	��
��
��� 2 2,KM 4,GIe−1 3,24e−2 K,4G

0�
� ����
��� 2 2,H3 4,4He−1 3,IGe−2 H,31
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��� 3GH

���*
��� �� ��
� �		��
��
���, �� ������� ����7
��� ���
	
� 
 ������ ��

���
���
�� �
 �!�
��� @K%34A �� 62% ��� 
���  
	
 � 
�� �(3 � �� 58% ��� 
���  
	


� 
�� �(1% ��	 ���	� �
��, !�
��� �� ��
� 	��
��
��� � �� ��
� ����
��� <�	
�

���*
���, 
 ������ ��� <� ���
�
 ������
 ��*% -� ��;
, �  ���$��� �����	
	 ��

���	��
��	 �����
	"��� !�� ���
��*� 
 �
��
 <��
�
  
	
 ����� �� ������� ������%

:� ���
���, �� ������� ������ 
  
	�	 ��� ��
� ��� �		��
��
��� 	�����
	
� ���

����	�� �		�� �� ����
��� �� �
�	 �
��	 �����
	 σ1 �� 	��
��� �� ���	
� ���
�

��  	�;���% ��	��, 
 ����
��
 �� ����	 �
��	 �����
	 σ2 � 	��% -� ��;
, �� 


���*
��� ��� ��
� ��� �		��
��
��� 
 �<�	�
��� ����
 �����	
��� �
 �	���� ��

�
�	 �
���, ���	
 K%M%

��  ���� �� ���
 ��� �		�� �� ��������� λ11 �
 �
�	* �� )�6 �� 	�����
��� ���

�����	�� !�
��� ��� ���*
��� �� ��
� ����
��� � 	��
��
���% N�
��� ����	 <�	��

�� �		�� ������ �� 
�
 ��
 �
� ���
� ��  	�;��� �����	%

0����� �
 ���	
� K%3K, K%3H � K%3I 
� �	�
� �� ����	�� �
��	�� �����
	��  
	


����� �� ������� ����
��� ���*
��� 
�
 ��
 �
� ���
� ��  	�;��� �� �> �	������%

��	������ !�� �� �����	�� 	�����
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��� �
��� 
 ���
 ��  	�;���
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��	 �����
	 �� <����� �
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 �� ��
�

����
��� � �	
�� ����� � � �
��	 	�
� � �� �	
�;
��� ��� �� �
��	�� ����
���

#�3 ��������	�� �����

:���� �
 $����, �  	�����
 �
� �	��=��, ��>������ �� 
�� �� �����
� 0(0-, <� 
 	��

����
�� � 
����
� �����=�� <�	
� 
�
�
�
�% -  	����� ���*
�� ��� �>�� �� <� � ��

��
 ����
 �� �����
��� �� 
��
  �	�*
%

�
	
 
�
 ��
 �
� ���
� ��  	�;��� �� �>�
�=�� <�	
� ������ 322 ������� � ��
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