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Resumo

Este trabalho apresenta uma revisao bibliografica de varios modelos de para-raios de
oxido de zinco propostos na literatura, dos quais é escolhido um modelo para um estudo
de estabilidade entrada-saida £5. Na andlise de estabilidade sdo utilizados os conceitos
de funcao de Lyapunov e passividade, voltados a sistemas nao lineares. Os resultados do

trabalho indicam que o modelo proposto por Levinson e Philipp possui estabilidade £,.

Palavras-chaves: Para-raios. Modelos. Estabilidade de Sistemas.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Dada a importancia dos estudos e simulacoes do sistema elétrico, é fundamental a ava-
liacao dos modelos que representam os equipamentos. Modelos ineficientes podem pre-
judicar os resultados de uma simulagao, tornando-a inverossimil em face ao sistema real,
comprometendo os estudos, andlises ou projetos que dependem dela.

Um modelo pode ser avaliado quanto a exatidao, oscilagao, resposta em frequéncia,
estabilidade, dentre outros.

Uma analise que apresenta um importante papel na avaliacao de um modelo é o
estudo da estabilidade. Tal analise pode ser realizada sob diversas perspectivas, das quais
a estabilidade entrada-saida é a mais familiar. A qual enuncia que um sistema é estavel
se, para qualquer sinal de entrada limitado, o sinal de saida também ¢é limitado.

A estabilidade de sistemas lineares pode ser facilmente avaliada. No entanto,
sistemas nao lineares, além de possuirem uma dinamica muito mais complexa que a dos
sistemas lineares, necessitam de estudos mais elaborados para a verificacao da sua esta-
bilidade.

Dentre os equipamentos de poténcia que apresentam uma latente necessidade de
ser avaliado quanto a estabilidade, pode-se citar o para-raios. Isso se deve ao fato de serem
equipamentos com caracteristica nao linear e que apresentam comportamento variavel no
tempo e na frequéncia, o que requer modelos mais elaborados. A maioria dos modelos
propostos na literatura nao foram avaliados quanto a estabilidade. Este é o objetivo deste

trabalho.
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1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar alguns modelos de para-raios pro-
postos na literatura e, dentre eles, avaliar a estabilidade entrada-saida, do tipo Lo, de
um modelo de para-raios. Para tal analise de estabilidade, sera feita uma fundamentacao
tedrica, apds a qual, serao apresentados os cédlculos algébricos para a andlise da estabili-

dade.

1.3 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho é composto por 4 capitulos. No Capitulo 2 é realizada uma funda-
mentacgao tedrica dos conceitos necessarios a compressao do estudo. No Capitulo 3 sao
realizados os cédlculos da andlise de estabilidade. Finalmente, no Capitulo 4 sao apresen-

tadas as conclusoes.



Capitulo 2

Fundamentacao Teédrica

Neste capitulo serao apresentados os conceitos basicos necessarios ao objetivo do trabalho.
A seguir, serao apresentadas as caracteristicas do para-raios, uma revisao de alguns mo-
delos, definicao e apresentacao das especificidades de sistemas nao lineares e de conceitos
relativos a estabilidade de sistemas lineares, bem como nao lineares. Essas informagoes

fornecerao subsidio para a escolha e avaliacao da estabilidade de um modelo proposto.

2.1 Para-Raios de ZnO

Os para-raios de 6xido de zinco (ZnO) sao dispositivos essenciais na prote¢ao de equi-
pamentos dos sistemas elétricos. Sua funcao é limitar sobretensoes que, por ventura,
incidam sobre o equipamento que esta sendo protegido. Enquanto estéd submetido ao va-
lor de tensao nominal do sistema, o para-raios apresenta uma impedancia da ordem de
centenas de MS2, conduzindo uma corrente da ordem de miliamperes. No entanto, quando
o para-raios é submetido a sobretensoes apresenta uma baixa impedancia, possibilitando
que a corrente do surto seja drenada a terra. Dessa forma, o nivel de sobretensao é atenu-
ado , minimizando seus efeitos sobre o equipamento que se deseja proteger. Esse principio
de funcionamento deve-se a elevada nao linearidade que a curva V — I do para-raios

apresenta.

2.1.1 Caracteristicas Construtivas

Os para-raios a 6xido de zinco sao equipamentos de estrutura simples. Basicamente sao

constituidos de uma coluna de varistores envolvida por uma coluna de porcelana ou mate-
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rial polimérico, havendo ainda alguns outros componentes estruturais. Sua configuracao
depende do sistema ao qual seréd aplicado, mas no aspecto geral, segue o esquema mostrado

na Figura 2.1.

| Invélucro de porcelana
Condutos de saida de gases

Mola

[US I o)

Recipiente para absorver umidade
Chapa de cobre

Membranas de vedacao

Anéis de vedagao

Placas de indicacdo de falha

Blocos ZnO

O o0 N N »n B~

10 Flange da cobertura

Figura 2.1 — Estrutura de um para-raios de ZnO com invélucro de porcelana (ABB, 2009).

Os para-raios de maior comprimento geralmente possuem anéis equalizadores para
manter a tensao uniforme e aceitavel ao longo do seu comprimento. Nesse caso, para-raios
sem anéis equalizadores podem ter a sua vida 1til comprometida (ABB, 2009).

A base e o topo do para-raios sao constituidos de flanges de aluminio, fixados com
a ajuda de cimento do tipo Portland ou a base de enxofre, sendo esse ultimo uma melhor
escolha. O cimento a base de enxofre, além de nao causar corrosao no aluminio, tem
uma aplicacao mais facil e atinge mais rapidamente o seu estado final de rigidez mecanica
(HINRICHSEN, 2011).

Para um desempenho satisfatorio e prolongacao de sua vida 1til, é necessario que
o para-raios esteja hermeticamente fechado. O arranjo de vedagao em cada extremidade
é constituido de chapa de ago inoxidavel com um anel de vedacao de borracha. A chapa
exerce uma pressao continua sobre o anel de vedagao contra o invélucro, garantindo uma

vedacao eficaz. Para fixar a coluna de varistores na direcao longitudinal, é utilizada uma

mola (ABB, 2009).
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O principal elemento de um para-raios é o varistor ou bloco de ZnO, que apre-
senta alta nao linearidade entre a tensao e a corrente. Ele corresponde a uma estrutura
cilindrica e seu diametro é escolhido de acordo com a capacidade de absorcao de ener-
gia desejada, variando de 30 mm, para sistemas de distribuicao, até 100 mm ou mais,
para sistemas de alta ou extra alta tensdo. A espessura das pastilhas geralmente varia
entre 20 mm e 45 mm, dependendo dos métodos de producgao utilizados, e geralmente
¢ limitada pela homogeneidade dos graos de ZnO. Quanto maior as dimensoes do varis-
tor, mais dificil conseguir uma boa homogeneidade na distribuicao interna do oxido de
zinco (HINRICHSEN, 2011). Na Figura 2.2 podem ser observados varistores com diversas

dimensoes.

Figura 2.2 — Varistores com didmetros e espessuras diferentes (HINRICHSEN, 2011).

O invdlucro de porcelana ou material polimérico evita a penetragao de umidade
ou de algum tipo de poluicdo. Essa coluna isolante possui aletas (saias) ao longo de
todo o seu comprimento, aumentando assim, a distancia entre os terminais e, com isso,
dificultando a ocorréncia de descargas superficiais devido a presenca de sujeira ou umidade
na superficie do para-raios.

Para reduzir o risco de explosao ou minimizar os seus efeitos, os para-raios apre-
sentam um sistema de alivio de pressao. Em caso de aquecimento interno, com conse-
quente aumento da pressao interna, a valvula de alivio de pressao atua, fazendo com que
haja o escape dos gases antes que ocorra o rompimento da porcelana e provoque danos a

vida e ao patrimonio. Para indicar que a valvula de alivio de pressao atuou, sao colocadas
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placas de identificacao de falhas que se rompem no momento da atuacao, facilitando a

identificagao. Na Figura 2.3 é ilustrada a operacao do dispositivo de alivio de pressao.
Prevendo uma penetracao de umidade devido, principalmente, ao envelhecimento

da vedagao, em alguns projetos de para-raios, sao colocados no seu interior, préximo a

base, um recipiente para absorver umidade.

(a) (b)

Figura 2.3 — (a) Operacao do dispositivo de alivio de pressao. (b) Atuacao correta da
véalvula de alivio de pressao (GONTIJO et al., 2003).

2.1.2 Caracteristicas Elétricas do Para-raios de ZnO

A principal caracteristica do para-raios a ZnO é a sua alta nao linearidade entre a tensao
e a corrente (curva V-I). Essa caracteristica representou um avango em rela¢ao aos para-
raios convencionais a carboneto de silicio (SiC), pois diferente do que ocorre com o SiC,
essa caracteristica permite sua conexao direta com o sistema elétrico, gerando apenas
uma corrente de fuga da ordem de mA em condig¢oes normais de operagao. Dispensou-se,
entao, o uso de centelhadores em série com a coluna de elementos varistores. A Figura

2.4 mostra curvas caracteristicas tipicas de para-raios & ZnO e a SiC (ABB, 1995).
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~ 25
ﬁ_-’. 8iC
2,0
| J
8 Nivel de protegfio atmosférico
E 1,5 Nivel de proteglio de manobra / /
1,0 |- Temso nominal _,/’/r
i Tensfio de contfnua I
E I
i
0,0 T T T l
0,1 10 1000 10000
Corrente (A)

Figura 2.4 — Curva caracteristica tipica de um de um para-raios de ZnO e de SiC (ABB,
1995).

Devido a sua caracteristica V-I altamente nao linear, no para-raios a ZnQO, du-
rante a passagem de uma descarga elétrica, a corrente de fuga, que era da ordem de
miliperes, pode atingir quiloamperes e, quando cessada a descarga, o para-raios retorna a
sua condicao normal de operacao.

As terminologias tensao nominal (Ur) e Méxima Tensao de Operagao Continua
(MCOV), utilizadas em para-raios de ZnO, merecem atengao especial por terem concei-
tos diferentes dos demais equipamentos. De acordo com normas da IEC e IEEE, essas

terminologias sao definidas como:

e Tensao Nominal (Ur). Maior valor da tensdo RMS a frequéncia industrial ad-
missivel entre os terminais do para-raios, para a qual o para-raios é projetado para
funcionar adequadamente em condigoes de sobretensoes temporarias, tal como defi-

nido no teste de ciclo de operacao (IEC, 2001).

e Maxima Tensao de Operagao Continua (MCOV). Valor maximo de tensao

RMS a frequéncia industrial, que pode ser aplicado continuamente entre os terminais

do para-raios (IEEE, 2005).

Diferentemente de outros equipamentos elétricos de poténcia, como por exemplo,

o transformador de poténcia, a tensao nominal do equipamento para-raios nao € o valor da
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tensao RMS nominal do sistema para o qual o equipamento foi projetado. Ja a MCOV é
similar ao conceito de tensao nominal do transformador, ou seja, maximo valor de tensao
RMS a frequéncia industrial, que pode ser aplicado continuamente entre os terminais do
equipamento.

O nivel de protegao atmosférico e de manobra sao valores de tensdes de pico
resultantes da aplicacao de impulso de corrente cuja forma de onda é padronizada, 8/20 us
e 250/2500 ps, respectivamente.

A curva caracteristica V-1 do para-raios de ZnO pode ser dividida em trés impor-

tantes regioes, conforme a Figura 2.5 (BARBOSA, 2007):

e Regiao de baixas correntes de operacao ou pré-ruptura, também conhecida como
regiao de baixas tensoes aplicadas (medida sob aplicacao de tensoes alternadas ou

continuas);

e Regiao altamente nao linear de operagao (medida por impulsos de corrente repre-

sentando surtos atmosféricos e de manobra);

e Regiao superior de operagao, também conhecida como regiao de Upturn da tensao

(medida por correntes tipo 8/20 us ou 4/10 pus).

Regido de ' —
Bgaixas Regido Altamente Re gido
~Cotrentes Nao-Linear - Sllpf_:ior
1000
500 ’
- l’ (t ( /-
& I
= 200 ] Il i g’;
2 2" )’ N1y =
5 100 .
/
50 “‘/ <
20
IOI . :
10° 10° 100 102 10° 102 10°
Corrente (A)

Figura 2.5 — Curva V-I tipica de um varistor de ZnO (BARBOSA, 2007).
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2.2 Modelos de Para-Raios
2.2.1 Modelo Convencional

Dentre os modelos de para-raios, o mais comum ¢é o modelo convencional, onde a ca-
racteristica V-1 do para-raios de ZnO ¢é representada através de um resistor nao linear
(Figura 2.6) composto por varios segmentos, no qual cada segmento pode ser aproximado

por retas ou pela equagao (Leuven EMTP Center, 1987).

z'_p(v:)ef)q. (2.1)

Em tal equagao, os parametros ¢ e v sao a corrente e a tensao no para-raios,

respectivamente, ¢ é o expoente, p o multiplicador para cada segmento e Vref é uma
tensao de referéncia arbitraria que normaliza a equacao e previne problemas de repre-
sentacao numérica (overflow) durante a potencia¢do. Estudos mostram que esse modelo
pode apresentar imprecisoes por nao representar a caracteristica dinamica do para-raios
(BAYADI et al., 2003) (LIRA et al., 2012). Por esse motivo, seu uso em estudos de

transitérios rapidos é desaconselhado.

T

Figura 2.6 — Modelo da resisténcia nao linear (Modelo Convencional).

2.2.2 Modelo de Levinson & Philipp

Além do modelo convencional, outros modelos foram propostos ao longo dos anos. Le-
vinson e Philipp (1975) propuseram um circuito composto por uma resisténcia em série
com um circuito RC paralelo (Figura 2.7) para representar o varistor de ZnO. De acordo
com os autores, a resisténcia r, ¢ equivalente a resisténcia dos graos de zinco na mi-
croestrutura do varistor e, como seu valor é bastante pequeno, ela é responsavel apenas
pela subida ingreme da curva caracteristica na regiao de alta corrente do varistor. Além
disso, a resisténcia nao linear R, e a capacitancia C,, foram adicionadas para reproduzir as
caracteristicas elétricas associadas a camada intergranular e representar as componentes

resistiva e capacitiva, respectivamente, da corrente total. A resisténcia nao linear e a
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capacitancia, devem ser determinadas levando-se em consideracao a frequéncia da tensao
aplicada, a fim de representar os diferentes comportamentos do varistor para tensoes de

diversas magnitudes e frequéncias.

Rg
Figura 2.7 — Modelo proposto por Levinson e Philipp (1975).

Até entao, tal modelo era limitado para representar o comportamento do varistor
em regioes de alta corrente, visto que nessa regiao o varistor apresenta um comportamento
predominantemente indutivo. Por conta disso, Levinson e Philipp (1976), apds estuda-
rem o comportamento do varistor de ZnO frente a altas frequéncias e altas correntes,
incluiram em seu modelo anterior uma indutancia em série, usada para representar esse

efeito indutivo, conforme a Figura 2.8 apresenta.

ol o

Rg

-
V']
LI

Lanu

Figura 2.8 — Modelo proposto por Levinson e Philipp com indutancia adicionada. Adap-
tado de (LEVINSON; PHILIPP, 1976).

Esse ultimo modelo de Levinson e Philipp (1976) apresenta caracteristicas interes-

santes. Possui representacao de fenomenos nao lineares, indutivos e capacitivos inerentes
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ao para-raios e, além disso, possui uma estrutura simples, facilitando sua utilizagao. Em
testes e simulagoes anteriores a este trabalho de conclusao de curso, observou-se que o
modelo proposto por Levinson e Philipp é promissor para futuros aprimoramentos, na

dire¢ao do desenvolvimento de um modelo de para-raios preciso (UFCG, 2014).

2.2.3 Modelo de Tominaga

Em 1979, Tominaga et al. propuseram um modelo baseado no efeito dinamico do para-
raios. Eles observaram que o efeito de histerese do para-raios é semelhante ao produzido
por uma indutancia equivalente em série com uma resisténcia nao linear e propuseram o
modelo da Figura 2.9 para simular o efeito de histerese do para-raios por meio da adicao
de uma indutancia L. em série com uma resisténcia nao linear. Essa abordagem teve
algum mérito, pois a tensao sobre a indutancia, e, portanto em todo o para-raios, iria
aumentar a medida que o tempo de crista da corrente diminuisse. O circuito equivalente
proposto por Tominaga et al. (1979) pode ser facilmente utilizado na modelagem de para-
raios, embora haja a desvantagem que L. deve ser determinado de antemao pela forma

da corrente estimada.

Figura 2.9 — Modelo da indutancia linear (TOMINAGA et al., 1979).

Conforme explicado por Tominaga et al., os valores da resisténcia nao linear e
da indutancia equivalente L. podem ser determinados a partir do lago de histerese do
para-raios. A resisténcia nao linear deve ser determinada aproximando v(i) pelo valor
médio do laco de histerese e o valor da indutancia equivalente L. deve ser escolhido de

modo que a tensao induzida L. x (di/dt) expresse a diferenga de potencial maxima no
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laco de histerese. Portanto, tem-se:

di I
AV =L — = L, 2:2

em que /I, ¢ a corrente de pico e T o tempo de frente de onda. Uma vez que o fenomeno
em torno do pico de tensao é de primordial importancia, I, e Tr foram pensados para

serem o0s principais parametros na determinacao de L.

2.2.4 Modelo de Horiuchi

Estudando a absorgao de energia em sistemas de transmissao em tensao continua (HVDC),
onde varistores de ZnO sao utilizados em diversos equipamentos, Horiuchi et al. (1988) de-
senvolveram um novo modelo de para-raios. Baseados em algumas medicoes, tais como a
dissipagao de poténcia em varistores de ZnO, utilizados na saida de um conversor CA-CC,
para diferentes angulos de gatilho dos tiristores; e a medicao de dissipagao de poténcia e
corrente de fuga no varistor quando submetido a tensoes senoidais entre 50 Hz a 20 kHz;
os autores concluiram que a dissipagao de poténcia para tensoes nao senoidais, ou se-
noidais com diferentes frequéncias, apresentam comportamento completamente diferente
das aplicagoes com tensoes senoidais a 50 ou 60 Hz, isto é, na primeira regiao da curva
caracteristica, a corrente e a poténcia aumentam com o aumento da frequéncia. A partir
da compreensao de tal comportamento, os autores propuseram um modelo de para-raios
sugerindo a insercao da resisténcia R, (Figura 2.10) ao modelo proposto por Levinson e
Philipp (1975). Segundo Horiuchi et al., a resisténcia R, representa as perdas do va-
ristor quando submetido a tensoes CC, enquanto o outro ramo representa as perdas em
altas frequéncias. Segundo os autores, a utilizacao desses dois ramos deve garantir que o

modelo apresente uma dissipacao de poténcia diferente para diferentes tensoes CC e CA.
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Rs

Rg

Figura 2.10 — Modelo proposto por Horiuchi et al. (1988).

2.2.5 Modelo de Schmidt

Em 1989, Schmidt et al. propuseram o circuito equivalente de para-raios de ZnO, apre-
sentado na Figura 2.11, onde os elementos R e L sao atribuidos ao grao ZnO, enquanto os
outros estao relacionados com os limites de graos. A tensao no elemento A reflete a dis-
tribuigao de carga dinamica no contorno do grao de ZnO e seu comportamento dinamico
depende da forma de onda da tensdo (du/dt, U) e da constante de tempo 7 para se al-
cancar o equilibrio de elétrons e lacunas no contorno do grao. Para o calculo do elemento
A, as caracteristicas da tensao sobre o mesmo foram avaliados a partir de medigoes e sua
caracteristica é dada em fungao da corrente i e da inclinagao atual di/dt para o bloco

investigado. Curvas caracteristicas para determinar A foram propostas por Schmidt et

al. (1989).

Contorno
HH[E} T de Grio

R(i} l
. !

Grao de ZnO
: |

Figura 2.11 — Modelo proposto por Schmidt et al. (1989).
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2.2.6 Modelo de Hileman

Uma simplificacdo do modelo de Schmidt et al. (1989) foi proposta por Hileman et al.
(1990), a qual ficou conhecida como modelo do Cigré. No modelo proposto (Figura 2.12),
a resisténcia R(#) dependente da temperatura e a capacitancia C' foram desprezadas e as
resisténcias R(i) e R foram combinadas, formando a resisténcia R;. Essa resisténcia ¢ o
unico elemento nao linear do modelo e pode ser determinada a partir das tensoes residuais
para impulsos de corrente de 8/20 s com varios valores de pico. A resisténcia A pode
ser obtida a partir das curvas propostas por Schimidt et al., ou a partir de equagoes
propostas Hileman et al.. L é a indutancia verificada no para-raios e, dependendo do
método de célculo utilizado, pode ser representado por um valor de indutancia ou por

uma impedancia caracteristica e um tempo de transito.

o—MMWA— T o
B Ri L

Figura 2.12 — Modelo proposto por Hileman et al. (1990).

2.2.7 Modelo de Haddad

Haddad et al. (1990) comentaram que além de o varistor de ZnO apresentar uma curva
caracteristica e uma dissipacao de poténcia diferente para diferentes tensoes DC e AC,
como observado por Horiuchi et al. (1988), algumas pesquisas mostravam que essas curvas
caracteristicas se cruzavam em uma tensao proxima a tensao nominal do varistor. A
partir dessas observacoes, Hadadd et al. propuseram o modelo da Figura 2.13, onde as
resisténcias nao lineares R, e R, e a capacitancia nao linear C', devem ser determinadas
levando-se em consideracao a frequéncia do sinal aplicado, assim como a resisténcia linear
R,s. R, por sua vez, depende somente da tensao aplicada e R, representa a resisténcia
do grao de ZnO, importante para modelar o comportamento do varistor na regiao de
alta corrente. Supods-se que a presenca de varios elementos dependentes da frequéncia

representaria o comportamento dinamico.
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R(V)
Contorno
de Grio NRp(£v) = C(f,V)
l Rs(f,V)
T Rgs(f)
Grdo de ZnO

| ¢

Figura 2.13 — Modelo proposto por Haddad et al. (1990).

2.2.8 Modelo IEEE W. G. 3.4.11

O modelo proposto pelo IEEE Working Group 3.4.11 (1992) formado em 1971 pelo comité
de equipamentos de protecao contra faltas do IEEE pode ser visto na Figura 2.14. Nesse
modelo, a caracteristica nao linear V-1 do para-raios é obtida pelas duas resisténcias nao
lineares A0 e Al. O filtro R — L entre as duas resisténcias nao lineares é composto
pela resisténcia R1 e a indutancia L1, sendo responsavel por gerar o efeito dinamico do
modelo. Para frentes de onda lentas, o filtro R — L apresenta uma impedancia muito baixa
e as resisténcias nao lineares do modelo sao essencialmente em paralelo. Para frentes de
onda rapidas, o filtro R — L apresenta uma alta impedéancia. Como consequéncia disso,
o fluxo de corrente é forgado a passar mais pela resisténcia nao linear A0 do que pela
resisténcia nao linear A1. Como A0 tem uma tensao caracteristica maior do que Al, o
resultado é que o modelo de para-raios gera uma tensao maior para transitorios rapidos.

Tal caracteristica gera o efeito dinamico do modelo.

RO R1
o Py
Lo L1
L B AD Al

O

Figura 2.14 — Modelo proposto pelo (IEEE Working Group 3.4.11, 1992).
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2.2.9 Modelo de Kim

Em 1996, Kim et al. propuseram o modelo da indutancia nao linear apresentado na
Figura 2.15. Esse modelo consiste em uma resisténcia nao linear em série com uma
indutancia nao linear introduzida para produzir o efeito dinamico do para-raios. Esse
modelo foi construido a partir da caracteristica V-I do impulso de onda 8/20 us e da
taxa de aumento de frente de onda da tensao para o impulso padrao e apresenta algumas
dificuldades na determinacao de seus parametros, pois, para calcular a indutancia nao
linear do modelo, é necessario construir um laco de histerese a partir da curva do modelo

convencional.

o L L1 o
L(i) R(i)

Figura 2.15 — Modelo proposto por Kim et al..

2.2.10 Modelo de Pinceti

Em 1999, uma variacao simplificada do modelo do IEEE foi proposta por Pinceti e Gian-
nettoni (1999). Observando-se o modelo na Figura 2.16, verifica-se que as resisténcias R1
e RO foram substituidas pela resisténcia R, a qual tem a finalidade de evitar problemas
numéricos, e a capacitancia foi eliminada porque, segundo os autores, ela tem pouco efeito
sobre o comportamento do modelo. O modo de funcionamento desse modelo é bastante

similar ao proposto pelo IEEE.

o e
LO L1

RE N a0 Al

o

Figura 2.16 — Modelo proposto por Pinceti e Giannettoni (1999).

A principal vantagem do modelo proposto é a sua facil determinacao dos parametros
e a sua simplificagao. Os critérios propostos levam em consideracao apenas as carac-
teristicas elétricas do para-raios e nao é necessario o uso de processos iterativos na deter-

minacao dos parametros. Segundo os autores, o modelo apresenta erros inferiores a 4,5%
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para transitérios com tempo de crescimento de 1 ps a 30 us. Contudo, verifica-se uma
queda de tensao inesperada na cauda da curva de tensao, onde a forma de onda produ-
zida pelo modelo, as vezes, é bastante discordante da forma de onda de tensao obtida
experimentalmente (BAYADI et al., 2003). Em alguns estudos também foram verifica-

das oscilagoes numéricas na forma da tensao fornecida pelo modelo (LIRA et al., 2007a)

(LIRA et al., 2007Db).

2.2.11 Modelo de Fernandez & Diaz

O modelo proposto por Fernandez e Diaz (2001) é outra simplificacdo do modelo do
IEEE e pode ser visto na Figura 2.17. Nesse modelo, em comparacao com o modelo do
IEEE, RO e L0 foram descartados, restando apenas a indutancia L1 entre as resisténcias
nao lineares A0 e Al. No modelo, C0 representa a capacitancia terminal-terminal do
para-raios e a resisténcia R em paralelo com A0 se destina a evitar oscilagoes numéricas.
Algumas vantagens do modelo sdo que todos os dados necessarios podem ser encontrados
no catdlogo do fabricante ou, alternativamente, nas medi¢oes experimentais, além de o
mecanismo de ajuste dos parametros nao exigir calculos iterativos. Por outro lado, o
calculo dos parametros do modelo possui muitos passos na determinagao de A0, Al e,

principalmente, L1.

L1

R: ¢  Hao Al

o

Figura 2.17 — Modelo proposto por Fernandez e Diaz (2001).

2.2.12 Modelo de Popov

Em 2001, outra simplificacao do modelo do Schmidt et al. foi proposta, agora por Popov
et al.. Tal simplificagao proposta por Popov et al. resultou em um circuito elétrico idéntico
ao proposto por Levinson e Philipp, em 1976. Assim, doravante, sempre que necessario,
sera citado o circuito elétrico proposto por Levinson e Philipp.

A contribuicao de Popov et al. quanto ao modelo do para-raios, basicamente, foi
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acrescentar ao modelo a indutancia devida ao cabo que conecta o para-raios ao trans-
formador e a capacitancia devida ao tipo de transformador no qual o para-raios esta
conectado. A indutancia é estimada a partir da distancia do para-raios com os termi-
nais do transformador e ¢ da ordem de 5 — 20 pH/m. J4 a capacitancia ¢ da ordem de
1,5 nF/kV, quando o para-raios é ligado a transformadores de distribui¢ao e 5 nF/kV,
quando ¢ ligado a transformadores de estacao. Note-se que Popov et al. ndo propos um
novo modelo de para-raios mas, sim, a incorporacao de indutancia e capacitancia prove-

nientes de elementos do sistema ao circuito do para-raios.

2.2.13 Modelo de Magro

A partir do modelo de Pinceti e Giannettoni, Magro et al. propuseram um novo método
para determinacao dos parametros dinamicos do modelo da Figura 2.16. Segundo os
autores, o modelo de Pinceti apresenta pouca precisao para diversos para-raios de média
tensao. Além disso, a determinacao dos parametros desse modelo apresenta a dificuldade
de nem sempre os dados necessarios para calcular os parametros dinamicos do modelo
estarem disponiveis nos datasheets dos fabricantes, pois muitas vezes o fabricante nao
declara a tensao residual de impulso ingreme (com um tempo de subida entre 0,5 e 1 us).
A fim de contornar esse problema, Magro et al. propuseram um método que nao depende
da tensao residual de pulso ingreme para determinar os parametros L0 e L1, de tal modo
que apresente uma boa precisao para para-raios de alta e média tensao. Dessa forma, os

valores de L1 e L0 podem ser definidos conforme a seguir:

L1=0,03V,, (2.3)

L0 = 0,01V, (2.4)

2.2.14 Modelo de Lin Xin

Xin et al. (2011) propuseram um modelo para altas frequéncias, baseado na microestru-
tura do varistor de ZnO e na teoria de polarizacao dos varistores de ZnO devido a campos
elétricos alternados. A partir desses efeitos, os autores propuseram o modelo apresentado
na Figura 2.18, onde uma parte representa o efeito dos contornos dos graos e a outra parte

representa os graos de ZnO. Segundo os autores, o grao é equivalente a uma resisténcia
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fixa R, que é determinada pela estrutura do para-raios, e os efeitos nos contornos dos graos
foram representados da seguinte forma: a corrente de conducgao é representada no ramo
com a resisténcia nao linear R(7), a corrente instantanea causada pela polariza¢ao de des-
locamento é representada pela capacitancia C, e a corrente de relaxamento é representada

pela capacitancia complexa G = iwC'.

Contorno
de Grao

R [f Grio de ZnO

4

Figura 2.18 — Microestrutura do varistor de ZnO (XIN et al., 2011).

2.3 Sistemas Nao Lineares

2.3.1 Definicoes

Sistemas nao lineares sao sistemas que nao atendem ao principio da superposicao, ou
seja, nao satifazem uma das propriedades: aditividade (2.5) ou homogeneidade (2.6),

isoladamente ou simultaneamente.

flx+y) = f@)+ fy) (2.5)
flar) = af(r) (2.6)

Uma outra forma de verificar se o sistema ¢é linear, decorrente de (2.5) e (2.6), consiste

em verificar se

flaz +By) = af(x) + Bf(y) (2.7)

é satisfeita. Se sim, o sistema ¢é linear. Caso contrario, é nao linear. Sistemas nao lineares
sao mais complexos que os lineares. Na presenca de nao linearidades em um sistema,

muitas vezes é realizada a linearizacao do sistema em torno de um ponto de operacao,
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e, assim, o sistema resultante é analisado. No entanto, a linearizacao é uma técnica que
oferece bons resultados quando o sistema opera préximo ao ponto de operagao nominal,
para o qual o equivalente foi calculado. Se por algum motivo, o sistema passar a operar
fora das vizinhancas do ponto de operagao, o sistema linearizado perderd o seu poder de
predicao e representacao. Além disso, a dindmica dos sistemas nao lineares é mais rica
que a dinamica de sistemas lineares, o que impoe a utilizacao de uma matemaética mais
avancada para a sua andlise. Fenomenos especificos surgem apenas nas presenca de nao
linearidades ; tais nao podem ser descritos ou previstos por modelos lineares. Khalil e

Grizzle (2002) citam os seguintes exemplos de fendmenos essencialmente nao lineares:

e Tempo de Escape Finito: O estado de um sistema linear vai para o infinito a medida
que o tempo vai para o infinito; o estado de um sistema nao linear, no entanto, pode

ir paro o infinito em um tempo finito.

o FEquilibrio Multiplos e Isolados: Um sistema linear pode ter apenas um ponto de
equilibrio isolado; assim, no regime permanente, sé6 pode existir apenas um ponto
de operacao que atrai o estado do sistema independentemente do estado inicial.
Um sistema nao linear pode ter mais de um ponto de equilibrio isolado. No re-
gime permanente, o estado pode convergir para um dos varios pontos de operagao,

dependendo do estado inicial do sistema.

e (liclos Limites: Para um sistema linear invariante no tempo oscilar, o mesmo deve
possuir um par de autovalores no eixo imaginario, o que ¢ uma condigao nao robusta
e quase impossivel de se manter na presenca de perturbacoes. Ainda que fosse con-
seguida, a amplitude da oscilagao dependeria do estado inicial. Nos casos praticos
reais, oscilacoes estaveis tem de ser produzidas por sistemas nao lineares. Existem
sistemas nao lineares que podem entrar em uma oscilagao de amplitude e frequéncia
fixa, independentemente do estado inicial. Esse tipo de oscilagao é conhecida como

um ciclo limite.

e Oscilacoes subarmonica, harmonica ou quase-periodica: Um sistema linear estavel

submetido a uma entrada peridédica produz uma saida na mesma frequéncia. Um



CAPITULO 2 — FUNDAMENTAGAO TEORICA 21

sistema nao linear submetido a uma excitacao peridédica pode oscilar com frequéncias
que sao submultiplos ou multiplos da frequeéncia da entrada. Inclusive, pode, até,
gerar uma oscilagao quase-peridédica, um exemplo é a soma de oscilagoes periddicas

com frequéncias que nao sao multiplas umas das outras.

e (Caos: Um sistema nao linear pode ter um comportamento em regime perma-
nente mais complicado, que nao é equilibrio, oscilacao periddica ou oscilacao quase
periddica. Tal comportamento é usualmente denominado de caos. Alguns desses
comportamentos exibe aleatoriedade , apesar do sistema possuir uma natureza de-

terministica .

e Muiiltiplos Modos de Comportamento: Nao é raro dois ou mais modos de comporta-
mento serem exibidos por um mesmo sistema nao linear. Uma sistema nao forgado
pode ter mais de um ciclo limite. Um sistema forcado com uma excitagao periddica
pode mostrar uma resposta harmonica, subarmonica, ou uma comportamento de
regime permanente mais complicado, dependendo da amplitude e frequéncia da
entrada. Ainda pode exibir um salto descontinuo na resposta, a medida que a

amplitude ou frequéncia da excitacao seja suavemente modificada.

2.3.2 Exemplos

Um exemplo de sistema nao linear é o péndulo mecanico. Considerando [ como sendo
o comprimento da haste do péndulo, m a massa acoplada na extremidade da haste, k o
coeficiente de viscosidade e € o angulo ente a haste e o eixo vertical, chega-se a equagao

do movimento do péndulo

mlf = —mgsen — klb, (2.8)

da qual pode-se obter a representagao de estados (2.9) e (2.10), considerando z; = 6 e

xQZé

.flfl = X9, (29)
k

. g
== — —9. 2.10
i) lsenajl m.TQ ( )
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Para se averiguar os pontos de equilibrio do péndulo, basta fazer #; = 25 = 0 e resolver

para rp € xo:

0= x9, (2.11)
g k
0= —=senx; — —o. (2.12)
l m
Os pontos de equilibrio estao localizados em (nm,0), paran = 0,£1,4,2,---. Analisando-

se a descrigao fisica do péndulo, intuitivamente, pode-se notar que as posicoes de equilibrio
sao os pontos (0, 0) e (7, 0); os outros pontos de equilibrio sdo repetigoes desses dois pontos.
Esse par de pontos de equilibrio s@o fisicamente distintos. No caso do ponto (0,0), o
péndulo pode, facilmente, permanecer em repouso. FEntretanto, caso o sistema atinja
o ponto de equilibrio (7, 0), qualquer perturbagao infinitesimal faz o péndulo se afastar
consideravelmente desse ponto. Assim, a diferenca entre os dois pontos de equilibrio sao
as suas propriedades de estabilidade.

Note-se que se o coeficiente de viscosidade for desprezado, o sistema oscilara
indefinidamente, uma vez que nao existirao fenomenos de dissipacao de energia, fazendo
com que a energia interna do sistema se conserve sempre com um mesmo valor. Uma
outra variagao do sistema inicialmente apresentado é o péndulo com a presenca de um

torque de controle, que seria uma entrada do sistema. Nesse caso, as equagoes ficariam

.fl = X9, (213)

k 1
Ty = —%senxl — Exz + WT' (2.14)

Vale salientar que véarios sistemas diferentes do péndulo sao modelados por equacoes
similares as do péndulo. Alguns exemplos sao: o modelo de um gerador sincrono conectado
a uma barra infinita (PAI, 1981), o modelo de um circuito com uma jungao de Josephson
(CHUA et al., 1987) e o modelo de um deslocador de phase (PLL) (GARDNER et al., )
(KHALIL; GRIZZLE, 2002).
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2.4 Fundamentos da Teoria de Estabilidade
2.4.1 Espaco de Estados

A representacao em espaco de estados é um tipo de representacao de sistemas larga-
mente utilizada na teoria de sistemas e controle. Tal representacao permite andlises no
dominio do tempo, incluindo anélises de estabilidade, e a simulagao de transitorios eletro-
magnéticos, aplicando regras de integracao as equagoes de estados. Alguns artigos repor-
tados na literatura apresentam a modelagem de sistemas elétricos por meio de equagoes
no espago de estados, para elementos lineares e nao lineares Mamis (2003), Newton et al.
(1989), Nelms et al. (1988), Mamis e Meral (2005), Mamis (2003), Kuh e Rohrer (1965),
Nelms et al. (1989). A seguir sera realizada uma breve descrigdo sobre modelagem no
espaco de estados.

Os sistemas, em geral, podem ser descritos por um numero finito de equacoes di-
ferenciais de primeira ordem, conforme (2.15) e (2.16). Essa forma de descrigao padroniza,
organiza e facilita a compreensao dos sistemas no dominio do tempo. O presente trabalho

é realizado utilizado-se de analises embasadas nessa forma de descricao de sistemas.

Xy = fl(taxla"' s Ly Uyt 7up)
T2 = f2(taff1a“‘ y Ly Uy v 7up)
(2.15)
Tn = fn(taxlv'” sy L, Uyt 7up)
e
Yy = hl(taxla"' N 7up>
Yo = hZ(tyxlu'“ 5 7up)
(2.16)
Ym = hm(t7xl>“' s Ly Upy e 7up)
onde 2; corresponde a derivada de z; com respeito a t, e uj, ug, - - - ,u, sao as variaveis de
entrada do sistema. As variaveis t, e x1, 9, ,x, sao chamadas de varidveis de estado.

Observa-se que das equagoes (2.15) e (2.16) pode-se criar as matrizes:
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_xl(t)_
x(t) = x2:(t) : (2.17)
| 7n(1))
ol
y(t) = y2:<t) : (2.18)
| yn(t) |
 filan, oo sz, ugit)
f(x,u,t) = fo(zr, @, -+ 7xnfu17u2a U t) 7 (2.19)
_fn($1, L2y 5 Tpy Ur, U2y * - ,Ur;t)_
_91($1, Loy 5 Ty Ur, Uy - o0, Uy t)_
g(x.u.t) = 92(T1, T2, i UL, U, Ui ) (2.20)
| G (X1, T2, -+ Ty U, U, - Uy )|
e
_u1(t)_
u(t) = “2:(’5) . (2.21)
o)
Assim, das matrizes (2.17) a (2.21), denota-se o sistema na forma compacta:
x = f(t,x,u), (2.22)
y = h(t,x,u). (2.23)

Onde a equagao (2.22) é chamada de equacao de estado e (2.23) equagdo de saida. O

conjunto dessas duas equagoes ¢ denominado modelo de espago de estados ou simplesmente
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de modelo de estado. Essa representacao de sistemas é versatil e muito utilizada no campo
da engenharia elétrica. Nos desenvolvimentos posteriores deste trabalho serao amplamente
utilizadas essas notagoes. Alguns casos particulares de sistemas podem ser compreendidos
a partir da representacao (2.22). Um deles sao os sistemas ndao forcados ou em regime

livre, os quais a(s) entrada(s) do sistema é (sdo) considerada(s) nula(s), conforme 2.24.
x = f(t,x). (2.24)

Uma particularidade de (2.24) é

também chamados de sistemas autonomos ou invariantes no tempo. Tais tipos de sistemas
sao invariantes ao deslocamento no tempo, uma vez que se for trocada a variavel ¢ por
T =t — a, a equacao de estado nao é modificada. O sistema que nao é autonomo é

intitulado de nao auténomo ou variante no tempo.

2.4.2 Pontos de Equilibrio e Estabilidade

Nesta secao serao discutidos conceitos essenciais ao estudos de estabilidade. Para sim-
plificacao da introducao aos conceitos, tomou-se o conjunto dos sistemas autonomos. No
entanto, pode-se estender as defini¢oes, de forma similar, para outros sistemas. Esta secao

baseia-se, em grande parte, no trabalho de Silva (2006).
2.4.2.1 Pontos de Equilibrio de Sistemas Auténomos

Para facilitar o entendimento dos conceitos bésicos acerca da teoria de estabilidade, sera
considerado, por hora, um sistema autonomo que tem a forma (2.25). Dadas condigoes
iniciais x(0) = xg, tais que a trajetéria do estado do sistema permanega invariante, e,
portanto, sempre igual a si mesma, diz-se que xg ¢ um ponto de equilibrio ou estado de
equilibrio. Assim, com o passar do tempo, o estado do sistema nao muda, se o sistema foi
forcado a estar em uma condicao inicial de equilibrio. Matematicamente pode-se definir

ponto de equilibrio como:

x. ¢ ponto de equilibrio < Vt > 0, x(t) = .. (2.26)
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Embora chamado de ponto de equilibrio, vale salientar que x, é um vetor com
tamanho igual a quantidade de variaveis de estado do sistema, e portanto, a ordem do
sistema. Um sistema pode ter um ou varios pontos de equilibrio. A forma para se calcular
ou identificar os pontos de equilibrio de um sistema da-se avaliando as equacoes de estado
do sistema (2.25) com respeito a deriva dos estados. Da prépria definigao de pontos de
equilibrio, pode-se notar que se z(t) = z, entao Z.(t) = 0. Assim, para se obter os pontos

de equilibrio basta resolver a equagao:

Flx(t)] = 0. (2.27)

Como num ponto de equilibrio o sistema nao varia o seu estado, pode-se reescrever (2.27)

na forma:
f(xe) = 0. (2.28)

No caso de um sistema autonomo e linear pode-se calcular os pontos de equilibrio resol-

vendo a equacao matricial:
Az, = 0. (2.29)
Dado um ponto de equilibrio z, do sistema (2.25), efetuando-se uma mudanca de
variaveis
2= — X (2.30)

e derivando-se (2.30), obtém-se o sistema na forma:
2= f(z+z). (2.31)

Assim, hd uma correspondéncia biunivoca ente x e z. Observa-se, também, que z, é o
ponto de equilibrio correspondente a z.. Dessa forma, o comportamento do sistema (2.25)
nas vizinhancas do ponto de equilibrio z, pode ser estudado avaliando-se o comportamento

de (2.31) nas vizinhangas da origem z=0.
2.4.2.2 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Nesta secao, avaliar-se-a a estabilidade nas vizinhancas dos pontos de equilibrio dos sis-
temas autonomos. Dado que a mudanga de varidveis (2.30) é factivel, se a estabilidade

do sistema for estudada em relagao a origem nao se perde a generalidade.
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Estabilidade no Sentido de Lyapunov Um ponto de equilibrio z, = 0 é dito
ser estdvel no sentido de Lyapunov se, para qualquer R > 0 existir r(R) > 0 tal que se
||z(0)|| < r entdo ||z(t)|| < R, para todo t > 0. Caso contrario, o estado ¢ dito instavel.

Pode-se escrever essa definicao analiticamente da seguinte forma:

z. = 0(é estavel no sentido de Lyapunov) < (VR >0,3r(R) >0 .. (2.32)

2O <= [lz(®)] < R, V)

Outra forma de entender a definicao é que num sistema estavel no sentido de Lyapunov, se
for desejado que uma trajetéria nao saia fora de uma bola de raio R (qualquer que seja),
entao a trajetoria devera ser iniciada dentro de outra bola, cujo raio » < R, dependera de

R. A Figura 2.19 representa a estabilidade no sentido Lyapunov.

(@Il

R

r lIx(2)l
[IxC0)

[[xell=0

Figura 2.19 — Sistema estavel no sentido de Lyapunov (SILVA, 2006)

Um sistema que ¢ instavel no sentido de Lyapunov é o oscilador de Van der Pol.

A Figura 2.20 representa um esbogo do comportamento desse sistema.

X2

7t
N

trajectorias

ciclo limite
v

Figura 2.20 - Sistema instavel no sentido de Lyapunov (SILVA, 2006)
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Estabilidade Assintética Um ponto de equilibrio z. = 0 diz-se assintotica-
mente estavel no sentido de Lyapunov se for estavel no sentido Lyapunov e ainda existir
r > 0 tal que ||z(0)|| < r = x(t) — 0 quando ¢t — oco. A interpretacdo geométrica para
essa definicao pode ser vista na Figura 2.21. Ao conjunto de estados B, constituido por
uma bola com o maior r para o qual a definicao seja valida, déd-se o nome de dominio
de atragao, regidao de atracdo ou bacia de atracdo do ponto de equilibrio Figura 2.22. A

linha, superficie ou hipersuperficie que separa bacias de atracao e denominada separatriz.

Xl

R

r lIx(l
x(0)

[1xel[=0

Figura 2.21 - Sistemas assintoticamente estavel. (SILVA, 2006)

5/

? bacia de
atracc¢ao

separatriz

° ‘—\/
\ 1% bacia de
atrac¢ao

Figura 2.22 — Bacias de atracao e separatriz (SILVA, 2006)

Chama-se de marginalmente estavel, no sentido de Liyapunov, o ponto de equilibrio
que € estavel mas nao ¢é assintoticamente estavel. Vale salientar que existem sistemas que
nao sao estaveis no sentido de Lyapunov e convirjam para zero. Por exemplo, um sistema
que, quando iniciam sua trajetéria dentro de uma bola de raio r = 1, saem para fora da

circunferéncia e s6 depois convergem para zero.
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Estabilidade Exponencial Diz-se que o ponto de equilibrio z. = 0 é exponen-
cialmente estavel se existirem dois niimeros reais « > 1 e A > 0 tais que dentro de uma

bola B, com centro na origem
vt > 0, |z (t)|| < af|z(0)||e™. (2.33)

O parametro A é denominado razdo de convergéncia da exponencial ou decaimento. Em
um sistema exponencialmente estavel, o estado converge para a origem igual ou mais

rapido que a exponencial. A Figura 2.23 esboca esse comportamento.

(@]
oIx(O)] .
\\\ decaimento A
x(0)
Ix(2)l] -
X0 | N/ N\ _——~tcmeseo-o L
0 t

Figura 2.23 - Sistema exponencialmente estével. (SILVA, 2006)

2.4.2.3 Estabilidade Local e Global

Os conceitos apresentado nas secoes anteriores reportaram-se a estabilidade na vizinhanca
de um ponto de equilibrio. Esse tipo de estabilidade é definida como estabilidade local,
uma vez que nao diz nada a respeito do comportamento do sistemas em estados nao tao
proximos a um ponto de equilibrio. Portanto, para que o sistema como um todo seja
analisado quanto a estabilidade, faz-se necessario a introducao do conceito de estabilidade
global. Assim, define-se um ponto de equilibrio como globalmente estdvel se o mesmo é
estavel independentemente do estado inicial do sistema. Ou seja, para qualquer estado
inicial que o sistema tenha tomado, o estado de equilibrio continua sendo estavel. Um
estado de equilibrio é chamado de globalmente assintoticamente estdvel se for assintoti-
camente estavel, qualquer que seja o estado inicial do sistema. Similarmente, um estado
globalmente exponencialmente estdvel é aquele que é exponencialmente estavel indepen-

dentemente do estado inicial.
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2.4.3 Meétodo Direto de Lyapunov

O método direto de Lyapunov permite avaliar a estabilidade de um sistema através de uma
funcao escalar do estado, nomeada funcao de Lyapunov, a qual pode ser compreendida
como uma fungao que avalia a energia do sistema. E comum um sistema fisico real,
quer seja mecanico ou elétrico, possuir dissipagao ou amplificacao de energia. Quando
a dissipagao de energia é maior que a amplificacao de energia, a energia armazenada
no sistema reduz a zero, e, inevitavelmente, as varidveis do sistema (tensoes elétricas,
correntes, velocidade, etc.) também tenderao a tomar valores cada vez mais préximos do
zero (SILVA, 2006). Assim, estudando-se o comportamento das varidveis de estado do
sistema pode-se obter resultados acerca da sua estabilidade.

O segundo método de Lyapunov pode ser entendido como um método andlogo
a avaliagao da energia de um sistema. Uma ilustracao que facilita a compreensao desse
conceito pode ser feita analisando-se o sistema de péndulo simples, em regime livre, apre-
sentado em 2.3.2.

Dessa forma, as energias cinética e potencial sao expressas por

1 2
E, = Sml? (9) : (2.34)
E, = mgl(1 — cosb). (2.35)
A energia total é dada por
Er=E.+E, (2.36)
e pode-se verificar facilmente que
dEy N2
L~ i) <o 2.37
= (2.37)
e
A 2 .
—1(9) b=0=6=0. (2.38)
Portanto, a energia do péndulo decresce sempre que 0 = 0, tendendo a E7 minimo
. dFE
que, no caso, ocorre para (#,60) = (0,0), onde também —T = 0. A derivada da energia

dt
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total do sistema FE7 é sempre negativa, o que mostra que a energia total do sistema vai
diminuindo até atingir o valor zero, quando 6 = 0. Esse conceito é a base para o método

direto de Lyapunov (YONEYAMA, 2003).
2.4.3.1 Funcoes definidas, semi-definidas e indefinidas

Para a compreensao do método direto de Lyapunov, a seguir serao realizadas algumas
defini¢oes importantes.

Seja V(x) uma fungao escalar, continua e univocal, de um vetor x.

Definicao 2.4.1. A fungao V(x) é localmente positiva definida, se dentro de uma

bola de raio Ry,

V(x) {> 0, para x # 0, (2.39)

=0, parax = 0.
Defini¢ao 2.4.2. A fungao V(x) diz-se globalmente positiva definida se (2.39) for
valida para todo espaco de estados.
Na Figura 2.27 é apresentado o esbogo de uma funcao positiva definida. Pode-se
notar que a definicao de fungao positiva definida exige que V(0) = 0, implicando que o
seu minimo é a origem (estado nulo). Além disso, observa-se que as curvas de nivel de

V(x) nao se interceptam, uma vez que V(x) ¢ univoca.

M(x

X2

o &7

Vi<V,<V3

£

<

N%

X1

(a) Representacao 3D (b) Curvas de nivel

Figura 2.24 — Representagao geométrica de uma fungao positiva definida (SILVA, 2006)

Definigao 2.4.3. Uma funcao V' (x) é intitulada de negativa definida (local ou global-

mente), se a sua simétrica —V'(x) for positiva definida.

1Uma funcdo é univoca quando para cada elemento do dominio da funcdo, corresponde um tnico
elemento do contra dominio.
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Defini¢ao 2.4.4. Uma funcdo V(x) é positiva semi-definida (local ou globalmente)

se:

V(x) >0, para x # 0, (2.40)
X )
=0, parax = 0.

Definigao 2.4.5. Diz-se que a fungdo V(x) é negativa semidefinida se —V'(x) for

positiva semidefinida.

Definicao 2.4.6. Uma fungdo V(x) é localmente indefinida, se dentro de uma bola

de raio Ry em torno da origem, V' (x) tomar valores positivos e negativos.
2.4.3.2 Funcao de Lyapunov

Teorema 2.4.1. Dentro de uma bola centrada na origem e de raio Ry, uma fungao V' (x)

¢ funcao de Lyapunov se, e somente se,

V(x) for positiva definida e
V(x) for negativa semidefinida.

Portanto, para uma funcao de Lyapunov, tém-se:

, para x # 0,

(2.41)

Na Figura 2.25 é apresentado uma representacao geométrica de uma funcao de

Lyapunov. A condigao V(X) < 0 implica que a trajetoria do sistema tende para a origem.

X2
Vs
: Y
] Q/ x(n,/ X
ﬁ_/tz X1 Xo
x(r) X0 Vi<Va<V3
(a) Representacao 3D (b) Curvas de nivel

Figura 2.25 — Representagao geométrica de uma func¢ao de Lyapunov (SILVA, 2006)
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2.4.3.3 Teorema de Lyapunov (Estabilidade Local)

Teorema 2.4.2. O sistema autonomo, sem entrada externa, &(t) = f(x(t)) é localmente
estavel em torno do ponto de equilibrio z. = 0, se para uma bola de raio Ry com centro

em z, = 0, existir uma fungao escalar continua V' (x), com V(x) continua, tal que

V(x) é positiva definida e
V(x) é localmente negativa semidefinida.

Se além disso V(x) for localmente negativa definida, o ponto de equilibrio é
assintoticamente estéavel.

Repare-se que a existéncia de uma funcao de Lyapunov é condicao suficiente
para a estabilidade do sistema, mas nao é condigao necessaria, uma vez que um sistema
pode ser estavel e nao se conhecer nenhuma funcao de Lyapunov associada. Assim, ao se
encontrar uma fun¢ao de Lyapunov para o sistema, pode-se dizer que o sistema é estavel.
No entanto, mesmo que apds diversas tentativas nao se encontre uma funcao de Lyapunov

para o sistema, nao se pode afirmar que nao exista alguma, e, consequentemente, nao se

pode afirmar que o sistema seja instavel.
2.4.3.4 Teorema de Lyapunov (Estabilidade Global)

Pelo método direto de Lyapunov, é possivel analisar se um sistema possui estabilidade

assintética global, conforme Teorema a seguir.

Teorema 2.4.3. Considere-se o sistema autonomo #(t) = f(x(¢)) de ordem n, e uma

funcéo escalar continua V(x), com V(x) continua, tal que

V(x) é positiva definida,
V(x) é negativa definida e
V(x)— oo quando ||x|| — o0
entao o ponto de equilibrio na origem ¢é global e assintoticamente estavel.
A ultima condigao diz que a fungao V' (x) deve ser radialmente ilimitada. Do

ponto de vista geométrico, isto quer dizer que as curvas de nivel de V(x) devem ser

fechadas. Se tal fato nao acontecer (como por exemplo na Figura 2.26), pode acarretar
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que o estado evolua de um ponto x(0) para um valor infinito, com diminui¢ao continua

de V(x).
X2

TN

\Z %—/
Vi>V>V;

2
Vi

Figura 2.26 — Caso em que o sistema nao é globalmente estdvel (SILVA, 2006)

Um sistema pode admitir mais de uma funcao de Lyapunov. Algumas delas

poderao dar mais informagcao sobre a estabilidade do sistema do que outras.
2.4.3.5 Teorema de Lyapunov (Instabilidade)

Teorema 2.4.4. Um sistema autéonomo @(t) = f(z(t)), em um ponto de equilibrio z. = 0,
é instavel, se dentro de um bola de raio R com centro em z, = 0 existir uma funcao escalar
W(x) tal que:
W (x)é positiva definida, continua, com primeiras derivadas parciais continuas,
{W(X)é positiva definida,

pois a resposta do sistema tende para infinito quando t — oo.

2.4.4 Funcgao de Lyapunov de Sistemas Lineares

2.4.4.1 Formas Quadraticas e Matrizes Positivas Definidas

Definigao 2.4.7. Dado o vetor X = [z, T2, 23, -+ , 2], de componentes reais, designa-se
por forma quadrética o escalar V' (x) definido pelo polinémio
Vi(x) = Z ZPJ%%‘, (2.42)
i=1 j=1
em que os coeficientes p;j sao reais.

A expressao (2.42) pode ser escrita sob a forma matricial

V(x) =xTPx = <x,Px >. (2.43)
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Uma vez que qualquer matriz pode ser decomposta na soma de duas matrizes,
uma simétrica e outra anti-simétrica, e que a forma quadratica associada a uma matriz
anti-simétrica é nula, pode considerar-se que em (2.43) a matriz P ¢é simétrica. Uma
matriz P diz-se positiva definida se a forma quadratica que lhe esta associada for
positiva definida, ou seja,

X # 0= x"Px >0, (2.44)

a condicao xTPx = 0 para x=0, que aparece em (2.39), é naturalmente satisfeita.

Uma vez que XxTPx é o produto interno de xT e de Px, a interpretacao geométrica
da definicao de forma quadratica positiva definida é a seguinte: O vetor x e sua imagem
Px devem fazer um angulo que esteja no intervalor (—7/2,7/2).

E condicao necessdria para uma matriz ser positiva definida que os elementos da
sua diagonal principal sejam estritamente positivos (p;; > 0).

E condicao necessdaria e suficiente para que uma matriz seja positiva definida que

0S seus menores principais sejam estritamente positivos, ou seja:

P11 - DPin
11 P12

Alz‘p11|>07A2:p >0,---,A,=1: . [ >0. (2.45)
D21 P22
Pn1 " DPnn

A condigao (2.45) é equivalente a dizer que, uma matriz é positiva definida se os
seus valores préprios forem positivos (os valores préprios sao reais porque P é suposta
simétrica).

Uma matriz positiva definida pode ser decomposta em:
P = UTAU, (2.46)

em que U é a matriz unitaria de vetores préprios de P, e A uma matriz diagonal contendo
os valores proprios de P. Designando por A,in € Ajnae 0 menor e o maior valor préprio de

P, tem-se a partir de (2.46),
Amin[X[[* < XTPx < A %] . (2.47)

De forma andloga se define uma forma quadrética positiva semidefinida (psd),

negativa definida (nd), negativa semidefinida (nsd).
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Os conceitos até aqui apresentados consideram sistemas invariantes no tempo,

isto é, em que os elementos das matrizes nao dependem do tempo.
2.4.4.2 Funcao de Lyapunov par a SLIT

Considere-se o sistema autonomo linear:
x = Ax (2.48)
e uma fungao candidata a funcao de Lyapunov dada pela forma quadrética
V(x) = x"Px, (2.49)

em que P é uma matriz positiva definida simétrica. Derivando V' (x) em rela¢ao ao tempo

e usando (2.48) obtém-se
V(x) = xTPx + xTPx = —xTQx, (2.50)

com

—Q=A"P +PA. (2.51)

A equagao (2.51) tem o nome de equagao de Lyapunov.

Para que a trajetoria do sistema (2.48) seja estavel, a matriz Q deverd ser positiva
definida. Se esta condicao nao acontecer, nada se pode concluir sobre a estabilidade do
sistema. Para evitar que isto aconteca, em vez de escolher P positiva definida e analisar
Q, procede-se de uma forma inversa: escolhe-se uma matriz Q positiva definida, resolve-se
a equacao de Lyapunov de modo a obter P e verifica-se se P é positiva definida. Se isso
acontecer, o sistema é assintoticamente estavel (globalmente, por se tratar de um sistema
linear). Caso nao acontega, o sistema ¢é instavel. O teorema que se segue resume o que

acaba de ser afirmado (SILVA, 2006).

Teorema 2.4.5. E condicao necessaria e suficiente para que o SLIT autonomo x = AX
seja estritamente estavel que para qualquer matriz positiva definida, Q, a tnica solugao

da equagao de Lyapunov (2.51) seja simétrica e positiva definida.
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2.4.5 Funcgao de Lyapunov de Sistemas Nao Lineares

A dificuldade da utilizacao do método direto de Lyapunov é a dificuldade de obter a
funcao de Lyapunov. Por tal motivo, é indispenséavel dispor-se de um método sistematico
para tal. Dentre os métodos existentes, uma maneira simples é a que decorre do Teorema

de Krasovskii (SILVA, 2006).
2.4.5.1 Teorema de Krasovskii

Seja o sistema autonomo

% = f(x), (2.52)

com f(x) suave, tendo como ponto de equilibrio de interesse a origem do espago de estados.

Seja A(x) o jacobiano do sistema:

Alz) = <g—£) . (2.53)

Se numa regiao €2 em torno do ponto de equilibrio, a matriz
F(x) = A(x) + AT(x) (2.54)

for negativa definida, o ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel. Uma funcao de

Lyapunov do sistema é

Vi(x) = £T(x)f(x) (2.55)

Se além de (2.55) ser negativa definida, se tiver
||x|| = 00 = V(x) = o0, (2.56)

entao o ponto de equilibrio é globalmente assintoticamente estavel.
2.4.5.2 Teorema de Krasovskii Generalizado

Considere o sistema (2.52). E condigao necessaria e suficiente para que a origem seja
assintoticamente estavel, que existam duas matrizes positiva definida simétricas P e Q,

tais que para todo o = # 0 a matriz

F(x) = ATP +PA + Q (2.57)
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seja negativa semidefinida numa vizinhanca €2 da origem. Uma funcao de Lyapunov para
o sistema é

V(x) = £T(x)Pf(x). (2.58)

Se a regiao € for todo o espago de estados e além disso ||x|| — o0 = V(x) — o0,

entao o sistema é globalmente estdvel (SILVA, 2006).

2.5 Estabilidade £,

Até o momento, tem-se apresentado conceitos de estabilidade muito relacionados como o
comportamento das variaveis de estado. No entanto, outro conceito de estabilidade muito
intuitivo é a estabilidade entrada-saida. Esse tipo de avaliacao da estabilidade considera o
sistema como uma caixa preta onde as variaveis internas nao sao analisadas, mas apenas a
relacao entre entrada e saida. No ambito do conceito de estabilidade entrada-saida é que
é definida a estabilidade £. Ou seja, a definicao matemética de estabilidade £ é um tipo
de estabilidade entrada-saida. Dentre os diversos tipos de estabilidade £, a do tipo L,
torna-se especialmente atraente, uma vez que esta relacionada com a energia dos sinais.
Os desenvolvimentos desta segdo baseiam-se na obra de Khalil e Grizzle (2002).

Dado um sistema em que a relagao entrada-saida ¢ dada por
y = Hu, (2.59)

onde H é algum operador de mapeamento que especifica y em termos de u. A entrada
u pertence ao espago de sinais que mapeia o intervalo de tempo [0,00) em um espago
Euclidiano R™; isto é, u : [0,00) — R™. Para mensurar o sinal, faz-se necessario a

introdugao do conceito da fungao norma ||u||, a qual satisfaz as propriedades:

e A norma de um sinal é zero se e somente se o sinal é identicamente igual a zero e é

estritamente positiva caso contrario;

e FEscalonar um sinal resulta em um escalonamento correspondente na norma; isto é,

||au|| = al|u|| para qualquer constante positiva e qualquer sinal u;

e A norma satisfaz a inequacao do triangulo ||u; +us|| < |Juy|| + ||uz|| para quaisquer

sinais u; e us.
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Para o espaco de funcoes limitadas e continua por partes, a norma é definida como
[|ull 2., = sup|[|u(?)]] < oo (2.60)
>0

e o espago é denotado por L. Para o espago de fungoes quadrado-integraveis continua

por partes, a norma é definida por

llullz, = \//OouT(t)u(t) dt < o0 (2.61)

e o espago ¢ denotado por L£3'. Mais genericamente, o espago L', para 1 < p < oo ¢é

definido como o conjunto de todas fungdes continua por partes u : [0,00) — R™ tal que

fulle, = [ uteyrat) Ve (262)

O subscrito p em L7 refere-se ao tipo da norma-p usada para definir o espago, enquanto
o sobrescrito m ¢ a dimensao do sinal u.

Entendendo-se por u € L™ como uma entrada ” bem comportada”, é levantado o
questionamento se a saida y sera ” bem comportada” de forma que y € L. Um sistema que
possui a propriedade de que para qualquer entrada ”bem comportada”uma saida ” bem
comportada’seja gerada, é definido como um sistema estavel. No entanto, nao pode-se
definir H como um mapeamento de £™ em L%, porque o sistema pode ser instdavel, no
sentido de que uma entrada u € L™ gere uma saida y que nao pertenca a £9. Assim, H
é comumente definida como um mapeamento de um espago estendido L£* em um espago

estendido £, onde L* ¢é definido por
LY = {u|u, € L™ VT € [0, 00} (2.63)

e u, é um truncamento de u definido por

N, 0<t<
1%—{M% Ost=7 (2.64)
0, t>T

O espago estendido L' é um espaco linear que contém o espago nao estendido £™ como
subconjunto. Isso permite lidar com sinais "sempre-crescentes”nao limitados. Por exem-

plo, o sinal u(t) =t nao pertence ao espaco L, mas o seu truncamento,

t, 0<t<
%:{’ =t=T (2.65)
0, t>T
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pertence a Lo, para todo 7 finito. Assim, u(t) =t pertence ao espago estendido L.

Um mapeamento H : LI* — L4 é dito ser causal se o valor da saida (Hu)(t) em
qualquer tempo t depende apenas dos valores da entrada até o tempo t. Isso é equivalente
a

(Hu)r = (Hug)-. (2.66)

Casualidade é uma propriedade intrinseca ao sistemas dinamicos representados pode mo-
delos de estado.
Com os espagos dos sinais de saida e de entrada definidos, pode-se definir estabi-

lidade entrada-saida.

Definicao 2.5.1. Um mapeamento H : L' — LI possui estabilidade £ se existe uma

fungao « de classe I, definida em [0, 00), e uma constante nao negativa (5 tal que
(Hu)rll, < alllurllc) + B, (2.67)

para todo u € L' e T € [0,00). O mapeamento ¢ dito ser L estavel com ganho finito se

existe uma constante nao negativa vy e f tais que

(Hu)- |l < Alurlle + B, (2.68)

para todo u € L e 7 € [0, 00).

A constante [ em 2.67 e 2.68 é chamada termo bias. Quando a desigualdade
(2.68) ¢é satisfeita, usualmente, é interessante saber o menor ~y possivel para o qual existe
um [ tal que (2.68) é satisfeita. Quando esse valor de v é bem definido, o0 mesmo é
chamado de ganho do sistema. Quando a inequagao (2.68) é satisfeita com algum v > 0,
diz-se que o sistema possui um ganho £ menor ou igual a 7.

Para sistemas L estaveis causais, pode-se mostrar por argumentos simples que

ue L™= Hue L1 (2.69)

|Hullz < a(||lullz) +8, Yue L™ (2.70)
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Para sistemas causais, L estaveis de ganho finito, a inequagao mencionada acima toma a
forma

|Hullz < yllurlle + 8, Yue L™ (2.71)

A definicao de estabilidade L., é a nogao familiar de estabilidade entrada-limitada-saida-
limitada ou BIBO (bounded-input-bounded-output); ou seja, se o sistema é L., estavel,
entao para qualquer entrada limitada wu(t), a saida Hu(t) serd limitada.

Vale salientar que, na teoria de estabilidade £, alguns teoremas e lemas desen-
volvidos sao essenciais para que o sistema possa ser avaliado quanto a sua estabilidade.
No entanto, tais teoremas e lemas nem sempre sao tao triviais de serem utilizados. De-
pendendo do sistema a ser avaliado uns podem ser mais convenientes que outros. Alguns
deles dialogam com a teoria de Lyapunov e com os conceitos de Passividade. No presente
trabalho averiguou-se um lema, em especial, como uma diregao viavel para a analise de
estabilidade do modelo de para-raios escolhido. Para melhor compreensao do lema apre-

sentado no fim deste capitulo serd introduzia na préxima secao o conceito de passividade.

2.5.1 Passividade

O conceito de passividade diz respeito ao comportamento da entrada e saida conjunta-
mente. Para ilustrar melhor esse conceito, tomou-se o exemplo de uma resisténcia elétrica;

sendo a tensao u o sinal de entrada e a corrente y o sinal de saida (Figura 2.27 ).

(a) Resistor Passivo; (b) Caracteristica u — y.

Figura 2.27 — Representacao da caracteristica de um resistor passivo.
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Observa-se que o a caracteristica u — y do resistor é descrita apenas no primeiro e
terceiro quadrantes. O elemento resistivo é passivo se o afluxo de poténcia é sempre nao
negativo; ou seja, uy > 0 para toda a caracteristica u —y do resistor. Logo, para qualquer
entrada u, o sistema-resistor sempre gerard uma saida y tal que a inequacao uy > 0
sera sempre verdadeira. Observe-se que a passividade é uma caracteristica intrinseca
ao sistema e nao depende do sinal de entrada u. A Figura 2.28 apresenta exemplos de

sistemas, ou elementos, quanto a passividade.

y y y

\_J /
u u / u

(a) Passivo (b) Passivo (c) Nao Passivo.

Figura 2.28 — Exemplos de caracteristica passivas e nao passiva (KHALIL; GRIZZLE,
2002)

Além disso, embora no exemplo do resistor o sinal v e y tenham dimensao um,
o conceito se estende para sistemas com multiplas entradas e multiplas saidas. De uma

forma mais geral, segue uma definicao mais formal de passividade e dos tipos de passivi-

dade:
Definicao 2.5.2. Um dado sistema y = (t,u) é
e passivo, se uly >0 ;

o sem perdas, se u'y =0 ;

passivo, de entrada realimentada, se u'y > u”p(u) para alguma funcio ¢ ;

estritamente passivo quanto a entrada, se uTy > uTp(u) e ulp(u) > 0,YVu # 0 ;

passivo, de saida realimentada, se uTy > y* p(y) para alguma funcao p ;
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e cstritamente passivo quanto & saida, se u'y > u'p(y) e yTp(y) > 0,Vy #0 .

Em todos os casos a inequagao deve ser vélida para todo (¢, u).
Outra forma de avaliar um sistema quanto a passividade é realizada utilizando
uma fun¢ao V' (z), com propriedades similares a fungao de Lyapunov, e comparar o produto

interno u’y com a sua derivada (V).

Definicao 2.5.3. O sistema

T = f(z,u) (2.72)

y = h(z,u) (2.73)

é dito ser passivo se existe uma funcao positiva definida continuamente diferencidvel V()
tal que
uly >V = —f(z,u), V(zr,u) € R" x RP. (2.74)

- ox

Além disso, é denominado

o sem perdas se uTy =V

e passivo, de entrada realimentada, se uTy >V + u?o(u) para alguma funcao .

e estritamente passivo quanto a entrada, se uTy >V +uTo(u) e uTp(u) > 0,Yu # 0

e passivo, de saida realimentada, se uTy >V + yT p(y) para alguma funcao p.

e estritamente passivo quanto & saida, se uTy >V +uTp(y) e yTp(y) > 0,Yy # 0

e cstritamente passivo, se uly > V + ¥ (x) para alguma fungao positiva definida .
Em todos os casos a inequagao deve ser vélida para todo (¢, u).

2.5.2 Lema Escolhido

Todo os conhecimentos introduzidos nos capitulos e secoes anteriores sao fundamentos
para a compreensao de um lema que nos permite estudar e calcular a estabilidade do
modelo de para-raios proposto por Levinson e Philipp. No presente trabalho esse lema

possui significativa importancia, uma vez que foi o meio encontrado para avaliar o sistema
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nao linear escolhido. Embora possa nao ser a unica maneira de avaliar o modelo de
Levinson e Philipp, foi o caminho que se apresentou como o mais razoavel. Tal lema
utiliza-se dos conceitos de passividade e funcao de Lyapunov apresentados anteriormente,
de forma a concluir acerca da estabilidade de um sistema nao linear.

O lema enuncia que: se um sistema

&= f(x,u) (2.75)

y = h(z,u) (2.76)

é estritamente passivo quanto a saida, satisfazendo uy > V—|—5y2, para algum 0 > 0, entao

ele possui estabilidade £, com ganho finito e seu ganho é menor ou igual a 1/9.



Capitulo 3

Avaliacao de Estabilidade do Modelo
de Levinson & Philipp

Durante observagoes preliminares, verificou-se que o modelo proposto por Levinson e Phi-
lipp apresenta uma estrutura simples e promissora para aprimoramentos (UFCG, 2014).
Nota-se que é um modelo que leva em conta a caracteristica nao linear do para-raios, sua
capacitancia e indutancia, ao mesmo tempo que possui uma estrutura simples, descon-
siderando outros fenomenos mais minuciosos (efeitos da temperatura, polarizagao, etc).
Por essas caracteristicas, tal modelo pode se tornar fundamento para o desenvolvimento
de um novo modelo de para-raios que apresente maior exatidao. Assim, observou-se a
importancia da avaliagao da estabilidade desse modelo , sendo esta avaliacao, um dos
objetivos principais deste trabalho.

O comportamento fisico de um para-raios possui estabilidade entrada-saida. As-
sim, um modelo que se propoe a representd-lo deve, necessariamente, apresentar esse
mesmo comportamento. Dessa forma, a analise de estabilidade acrescenta confiabilidade
quanto a utilizagao de um modelo. Quando o modelo a ser estudado é nao linear, a anélise
de estabilidade apresenta uma especial importancia, uma vez que a dinamica dos siste-
mas nao lineares é muito mais complexa que a dos sistemas lineares. Assim, pretende-se,
aqui, realizar uma anadlise de estabilidade do modelo proposto por Levinson e Philipp
(1976), apresentado na secao 2.2.2. Utilizando-se dos conceitos previamente discutidos,

realizou-se os calculos que estao apresentados nas proximas secoes.

45
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3.1 Representacao do Modelo em Equacoes de Es-
tado

Inicialmente, com o intuito de facilitar os calculos de estabilidade, representou-se o modelo
proposto por Levinson e Philipp através de equagoes de estado no formato mais genérico
(Equacgoes 2.22 e 2.23). Na Figura 3.2a é apresentado o modelo de Levinson e Philipp,
onde C' ¢ a capacitancia do circuito, R a resisténcia linear, L a indutancia e R, a resisténcia
nao linear do circuito, obtida a partir da curva v — ¢ do para-raios de ZnO.

Dispondo da curva v — ¢ de um fabricante de para-raios, observou-se, mediante
procedimento de ajuste de curvas (Figura 3.1), que a caracteristica v — i (nao linear) do

para-raios pode ser aproximada por uma expressao, da forma

ia = f(va)a (31)
ia = (4,367 -107")v,°, (3.2)

onde v, é a tensao sobre a resisténcia nao linear, e 7, a respectiva corrente.

Corrente (A)
(&
T
Y
|

e e |vs V
1+ -8 A

---(4.367e-09)*(Va)y

Ote————=~ r-—6"ssss se o js+* | | 1 5
05 1 15 2 25

Figura 3.1 — Ajuste de curva da caracteristica v — i do para-raios.

Para a obtencao do sistema de equagoes que representa o circuito da Figura 3.2a,
tomou-se como variaveis de estados do circuito a tensao v. na capacitancia e a corrente

i; na indutancia. Além disso, efetuou-se uma transformacao aproximada da fonte de
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corrente (Figura 3.2b), inserindo uma alta resisténcia R, em paralelo, a fim de obter um
equivalente Thevenin do circuito (Figura 3.2c). Note-se que a insergao da resisténcia R,
nao prejudica a representatividade do modelo, uma vez que pode ser entendida como a

condutancia do ar entre os terminais do para-raios e, de fato, é muito alta em relacao a

R.

(a) (b) (e}

Figura 3.2 — Aproximagoes do Circuito de Levinson e Philipp.

Do circuito, obtém-se as seguintes equagoes

, dv,
le = C%’ (33)
(3.4)

di
=L— 3.5
U dt ) ( )
(3.6)
i = o+ i, (3.7)
(3.8)
v =V, + V. + v, + . (3.9)

De (3.7) chega-se a
by =i — iy, (3.10)

Substituindo-se 7. em 3.10, obtém-se

dv,

Cdt

=i — i, (3.11)
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Agora, da equagao (3.9), obtém-se

V=V — Uy — Vo — Up.

Substituindo-se v; e fazendo i; = i

L%:U—vx—vc—vh

di . .
Ld—tl:U—R:Czl—vc—Rz,
di
Ld—i:—(ijLR)i—vchv.

Assim, das equagoes (3.11) e (3.17), isolando as derivadas, tem-se

( di 1 | 1
% = —Z(Rx + R)’l — ZUC —+ EU,
dv. 1. 1,

= =1 — =g,
dt C C
Uy =0 — Uy

\

(3.12)

w W
—_ —_
~N
~—_— ~—  ~—  ~—  ~— =

(3.19)

Sabendo-se que v, = v, substituindo ¢, pela expressao da resisténcia nao linear

(3.2) obtém-se, finalmente, o sistema de equagoes na forma (2.22)

( di 1 o1 1
E = —E(Rx + R)Z — EUC -+ z’U(t),
dv 1 1
= — =(4.367-107%0,?
o Jva”s
| on = —Rai 4 o(t).

3.2 Sistema Nao Forcado

(3.20)

Considerando-se que o modelo de Levinson e Philipp esteja em regime livre, ou seja, a

entrada externa seja nula, a estabilidade pode ser avaliada encontrando-se uma funcao
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de Lyapunov para o sistema. Considerando i = z1, v. = x5 e v(t) = u(t) = 0, o sistema

(3.20) fica:

. 1 1
1 = —E(Rx + R)xy — EIE%
(3.21)
: 1 1 —9Y,. 3
To = 51’1 — : (4367 -10 )272 .

c
, 1 1 1 , :
Considerando-se ¢; = Z(Rx +R), co = TeB=70 sistema pode ser escrito como:
L1 = —C1T1 — Col2,

(3.22)
ZL:Q — C3T1 — C3 - (4367 . 10_9)$23.

Observou-se, por tentativa e erro, que uma func¢ao de Lyapunov para o sistema (3.22) é:

1

I
— 5. 3.23
23 ) ( )

De fato, facilmente percebe-se pela expressao (3.23) que V(x) é positiva definida, uma

vez que x2 > 0 e 22 > 0. Além disso,

: 2 . 2 :
V(SC) = 2—02$1£C1 -+ 2—cg$2$2, (324)
. 1 1
V(I) = —xlx'l -+ _.:C2‘r‘2. (325)
(6)) C3

Substituindo-se as expressoes de ¥ e 2y dadas em (3.22), obtém-se:

V(w) = i—;(—clxl — CoTy) + i—j(@,xl —c3-4.367 - 10_%23); (3.26)

Viz) = —2—?3 — 212+ 2122 — 72(4.367 - 107025%); (3.27)

Viz) = —Z—;x12 — (4.367 - 107%) o™, (3.28)
Assim, como

22>0, 28>0 = —La? - (43671020t = V(z) <0, (3.29)

Co
conclui-se que V(z) é negativa definida. Portanto, V(z) é uma funcdo de Lyapunov
que satisfaz o teorema 2.4.3, o que permite afirmar que a origem do sistema (3.22) é
globalmente assintoticamente estavel. Logo, para qualquer condicao inicial do sistema, o

estado do sistema desenvolvera uma trajetoria que tendera a x = 0.
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Até o momento, foram apresentados conceitos fundamentais para o entendimento
da teoria da analise de estabilidade de sistemas nao lineares. Foi realizada a avaliacao da
estabilidade do modelo de Levinson e Philipp nao forcado, ou seja, considerou-se o sistema
com entrada nula. Embora essa andlise nao esteja completa, uma vez que o sistema real
¢ submetido a entradas nao nulas, os resultados obtidos sao importantes tanto para o
entendimento da teoria quanto para o desenvolvimento, posterior, de um resultado mais
aprofundado. Assim, objetiva-se, na préxima secao, utilizar os conceitos e resultados
até agora desenvolvidos para avaliar a estabilidade do sistema submetido a entradas nao

nulas.

3.3 Sistema Forcado

Na secao 3.2 avaliou-se a estabilidade do modelo de Levinson e Philipp quando a entrada
do sistema ¢é considerada nula. Além disso, obtéve-se uma fungdo de Lyapunov (3.23)
para o sistema, a qual sera ttil para a analisar a estabilidade do sistema forcado, ou seja,
quando esse é submetido a entradas nao nulas. Outro desenvolvimento, anteriormente
apresentado, que serd de grande valia, é o lema citado na secao 2.5.2, o qual serd utilizado
nos calculos da anélise da estabilidade do sistema forcado.

Partindo das equagoes (3.21 )que descrevem o sistema nao linear do modelo

(di 1 o1 1
E = E(Rg; + R)Z — EUC + zU(t),
dv 1 1
C:_>__4 '1—9 3 (330)
o o g\h36T 107
\UM = —Rmi—i-’l}(t),

substitui-se as varidveis de (3.30) para facilitar-se as manipulagdes matemdticas. Assim,



CAPITULO 3 — AVALIAGAO DE ESTABILIDADE DO MODELO DE LEVINSON & PHILIPP 51

tomando-se

Y = v, u=wv(t), (3.31)
T =1, To = Ve, (3.32)
¢ = (R, + R) S (3.33)

1 — I T ) 2 — L’ .

1
C3 = 5, Cqy = RI, (334)
d=4,367-10"" (3.35)

chega-se a uma clara representacao em espaco de estados, na forma

(

.Z:l = —C1T1 — C2Z2 + CoU,
ZL:Q = C3T1 — ngZEQ?), (336)
(Y =~ + u.

Como apresentado na se¢ao 3.2, a fungao de Lypunov escolhida para o sistema em questao

foi:
V(z) Loy Loy (3.37)
T)=—=x — .
202 ! 203 2
Note-se que se o lema 2.5.2 for satisfeito, de forma que a inequacao
wy >V + 0y (3.38)

seja verdadeira para o sistema, entao, prova-se que o sistema possui estabilidade £5. Para

chegar-se a esse resultado, faz-se necessario calcular V' (z). Assim, da definigao

_fl(l’)_
: "0 0 0 0 2(T 0
V=3 Ssw =00 2 S S e
 fu() ]
tem-se que

. 1 1 —C121 — CoZ9 + CoU
V(a:):{—an —xz] S (3.40)

C2 3 C3T1 — ngCCQS
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. 1

V(JZ’) = C—.Z'l(—leEl — CoXo + CQU) -+ C—.Z'Q(Cgiﬂl — ngl'Qg); (341)
2 3

V(x) = —ﬁxf — T1T9 + 11U + T2 — drot; (3.42)
&)

V(z) = —ﬂxf — dxo* + 210 (3.43)
Co

Da expressao de y, apresentada em (3.36), pode-se chegar a:

Yy = —c4x1 + u, (3.44)
y—u
Cy )

(3.45)

ry — —

Substituindo-se (3.45) em (3.43):

V(z) = —ﬁ(—y - “>2 — dzy* + (—y — “) u, (3.46)

Co Cy Cq

. C1 2 4 y—u

Vir)=— — —d — 3.47

@) ==ty - e+ (20 (347

V(x) S (y2 — 2yu + u2) — dxyt — luy + lu2 (3.48)
€24 g e '

. 2 1 1

Viz)=— a 2y2 + 012 uy — a 2u2 —dxyt — —uy + —u?, (3.49)
CoCy CoCy CoCy Cy Cy

. 2 1 1

V(z)=— a Sy + 012 uy — —uy + —u’® — a Su” — dxo*, (3.50)
CoCy CoCy Cy Cy CoCy

. c 2c 1 1 c

V(z) = ——5y* + ( - —) wy + <— E— 2) u? — dayt. (3.51)
CoCy CoCy Cy Cy CoCy

Expressando a equagao (3.51), novamente, em termos dos parametros do circuito (3.31 a

(3.35), obtém-se:

1 1 1
, —(R: + R) 2= (R +R) 4 1 7(R:+R)
V(:v):—L—y2+ L - uy + — L u? — day?,
lRQ le R:(: RJJ lRQ
L L L
(3.52)
R, +R 2(R,+R) 1 1 (R:+R)
V== (T o (P ) () o
(3.53)
R, +R 2(R,+ R) — R, R,— (R, + R
V(a:)z—( +2 >y2+(< +2) )uy ( (2+ ))u—da:g,
RCC R$ X
(3.54)
R, +R R, +2R R
V(m)z—( 72 >y2+( X )uy—(Rz)u2—dx24 (3.55)
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R
Como — (R 2> u? — dzy* <0, tem-se de (3.55) a seguinte inequagao:

€T

. R.+R R, +2R
V(.T) < — <R—x2> y2 -+ (R—IQ) uy, (356)
. R,+ R R, + 2R
R, + 2R . R,+ R
(%) uy > V(x) + (R—i) Y2 (3.58)

Considerando que R, é da ordem de 10°Q e R da ordem de 102, entao R, >> R. Assim:

R, +2R

logo, como uy > 0, tem-se de (3.58) que:

R, +2R _ R, +R

uy > uy—p— > V(x)+ ( X ) v2, (3.60)
. R, +R

uy > V(x) + ( 72 )y2. (3.61)

Finalmente, de (3.61), prova-se que o sistema é estritamente passivo quanto a saida com

R, + R 1
- ~ —1. 3.62
p(y) = YRRy (3.62)

Do lema, chega-se ao resultado de que o sistema possui estabilidade Lo de ganho finito, e

o ganho L5 é menor ou igual a

~ R,. (3.63)

Isso quer dizer que a norma do sinal de saida serd sempre menor ou igual a norma do sinal
de entrada multiplicado pelo ganho e somado com uma constante nao negativa (conforme

Equagao 2.68). Como o lema se remete a estabilidade Lo, entdo, pode-se concluir que:

1
\/Eyg m‘\/Eu—i—ﬁ, (364)
1’

onde E, ¢ a energia do sinal de saida e F, ¢ a energia do sinal de entrada. Considerando-se

que R, é muito maior que R (R, >> R), pode-se aproximar a inequagao 3.64 por

VE, <R, VE, + 5, (3.65)
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A expressao 3.65 deixa explicito que, dado um sinal de entrada com energia finita,
a energia do sinal de saida sera sempre majorada por um ganho R, e uma constante (3.
Assim, fica notdrio que o sistema possui estabilidade entrada-saida.

Observe-se que quanto menor for a resisténcia R,, a energia do sinal de saida
tendera a ser menor. Caso contrario, quanto maior for R,, a energia do sinal de saida
tendera a ser maior. Note-se que esse resultado estd em conformidade com o circuito,
uma vez que pequenos valores de R, farao com que boa parte da corrente passe pelo ramo
no qual R, foi inserida (Figura 3.2b) e, assim, pouca energia serd transferida ao circuito
do para-raios, fazendo com que a energia do sinal de saida assuma menores valores. Por
outro lado, elevados valores de R, farao com que, praticamente, toda a corrente da fonte
passe pelo ramo que esta o circuito do para-raios e, portanto, a energia do sinal de saida
seja maior. Como mencionado anteriormente, a resisténcia R, pode ser compreendida
como a resisténcia do ar, entre os terminais do para-raios, a qual, esta em paralelo com o

mes1no.



Capitulo 4

Conclusoes

Este trabalho apresentou uma revisao bibliografica de varios modelos de para-raios pro-
postos na literatura, dos quais o modelo de Levinson e Philipp foi escolhido para ser objeto
de um estudo de estabilidade entrada-saida. Tal escolha deu-se pelo fato do modelo ser
simples e promissor para posteriores aprimoramentos. Dessa forma, buscou-se, através da
avaliacao de estabilidade, investigar se o modelo proposto por Levinson e Philipp seria
uma opcao viavel e segura tanto para utilizagao em simulagoes de sistemas de poténcia,
quanto para ser um modelo base para futuros aprimoramentos.

A analise da estabilidade foi fundamentada nos conceitos de funcao de Lyapunov
e passividade, voltados para sistemas nao lineares. Em especial, um lema da teoria de
estabilidade de sistemas nao lineares foi utilizado como principal base para os calculos e
desenvolvimentos da avaliacao da estabilidade. Apds os calculos realizados, chegou-se a
conclusao de que o circuito elétrico do modelo de Levinson e Philipp possui estabilidade
entrada-saida do tipo L£5. Ou seja, se forem aplicados sinais de corrente com energia
limitada ao circuito, a energia do sinal de tensao sera limitada. Portanto, a utilizacao do
modelo de Levinson e Philipp é amparada quanto a estabilidade. Logo, fica sugerido que
simulagoes utilizando o modelo de para-raios proposto por Levinson e Philipp nao devem

apresentar instabilidade provenientes do circuito de para-raios avaliado neste trabalho.
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