et

Universidade Federal de Campina Grande

Centro de Engenharia Elétrica e Informéatica

Departamento de Engenharia Elétrica

Licio Bruno Ribeiro Rodrigues Romao

Algoritmos de Identificacao de Parametros e
Técnicas Adaptativas

Campina Grande, Paraiba

Junho 2014



Licio Bruno Ribeiro Rodrigues Romao

Algoritmos de Identificacao de Parametros e
Técnicas Adaptativas

Trabalho de Conclusao de Curso submetido a
Unidade Académica de Engenharia Elétrica
da Universidade Federal de Campina Grande
como parte dos requisitos necessarios para a
obtencao do grau de Bacharel em Ciéncias no
Dominio da Engenharia Elétrica.

Area de Concentracao: Sistemas Adaptativos

Orientador: Péricles Rezende Barros

Coorientador: George Acioli Junior

Campina Grande, Paraiba

Junho 2014



Licio Bruno Ribeiro Rodrigues Romao

Algoritmos de Identificacao de Parametros e
Técnicas Adaptativas

Trabalho de Conclusao de Curso submetido a
Unidade Académica de Engenharia Elétrica
da Universidade Federal de Campina Grande
como parte dos requisitos necessarios para a
obtencao do grau de Bacharel em Ciéncias no
Dominio da Engenharia Elétrica.

19 de junho de 2014

Péricles Rezende Barros
Orientador

Professor
Avaliador

Campina Grande, Paraiba
Junho 2014



Este trabalho ¢ dedicado a todos que desejam fazer desse um mundo melhor.



Agradecimentos

A Deus por ter me dado saude e discernimento durante toda minha vida.

Ao meu Pai, Edgar Rodrigues Romao, e a minha Mae, Edna Ribeiro Rodrigues
Romao, pelos ensinamentos proporcionados. Sem eles, certamente, tudo seria muito mais
dificil. Agradeco, também, ao meu irmao, Edgar Rodrigues Roméao, minha irma, Maria

Marietta de Mello Bisneta e a todos tios, primos, meus avés e avos (In Memmorian).

A minha namorada, Isabela Miranda Gomes, pelo apoio e incentivo durante os

momentos mais dificeis.

Aos meus amigos da universidade, pelos momentos experiéncia trocada e apoio
durante todo periodo de universidade. Em especial, Pachelle, Ademir e Raphael com os

quais passei um ano de intercambio.

A esta universidade, por ter proporcionado a estrutura para minha qualificacao

profissional.

A coordenacao de Engenharia Elétrica, pelos conselhos e compreensao em todos

€Sses anos.

Aos meu orientador, Professor Péricles Rezende Barros, pela atencao dada du-
rante o desenvolvimento do trabalho, bem como o Professor George Acioli Junior, pela

supervisao e auxilio.

Aos Professores Antonio Marcus Nogueira Lima, Cursino Brandao Jacobina e Os-
valdo Maria Grasselli, pelo aprendizado passado em sala de aula e orientagoes para o

desenvolvimento da minha carreira.

E a todos que de alguma forma, direta ou indiretamente, contribuiram para a

minha formacao, o meu muito obrigado.



"Ninguém nasce odiando uma pessoa por sua cor de pele
ou religiao. Pessoas sao ensinadas a odiar. E se elas
aprendem a odiar, elas podem ser ensinadas a amar.”

- Nelson Mandela



Resumo

Este trabalho tem o objetivo de fazer um estudo de algoritmos de controle, minimos qua-
drados e algoritmo de projecao, utilizados na identificacao de parametros, fazendo um
estudo de suas propriedades e formalizando as condig¢oes de convergéncia dos mesmos.
Apresentado os algoritmos, sera introduzido o conceito de predi¢ao deterministica adap-
tativa, explicitando a predicao direta e indireta. Ao final do trabalho, serdo revisados
conceitos relacionados com o projeto de sistema de controle, identificando os principais

pontos a serem levados em consideracgao.

Palavras-chaves: Controle Adaptativo. Predigao Adaptativa. Identificagao de Parame-
tros. Minimos Quadrados. Algoritmo de Projecao. Alocagao de Pélos Adaptativa. Predicao

Direta. Predigao Indireta.



Abstract

This work aims to introduce two algorithms for parameters identification, such as Least-
Squares Algorithms and Projection Algorithm, studying both convergence conditions and
establishing a well-based mathematical framework to analyse them. Then, we present what
is meant by adaptive prediction. In this context, direct and indirect adaptive prediction
will be introduced. Additionaly, we shall review the tools for control systems design, point

to its most important contraints.

Key-words: Adaptive Control. Adaptive Prediction. Parameter Identification. Least-
Squares Algorithm. Projection Algorithm. Pole Assignment. Direct Prediction. Indirect

Prediction.
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1 Introducao

Neste trabalho serao apresentados algoritmos para estimacgao de parametros e apli-
cagoes desses no projeto de sistemas adaptativos. Porém, antes de iniciar com o estudo
desses algoritmos, faz-se necessario o dominio do termo adaptativo. Ao contrario das téc-
nicas convencionais em que o modelo matematico é considerado a representagao completa
de todos os fendmenos que ocorrem no sistema em estudo, o termo adaptativo é o conjunto
de técnicas utilizadas para projeto de sistemas dinamicos onde nao é possivel, ou nao é
conveniente que o modelo matemaético represente todos os fenomenos fisicos presentes no

sistema em estudo.

As técnicas adaptativas sao utilizadas no projeto de filtros, preditores e contro-
ladores adaptativos. Essas técnicas apresentam um ajuste interativo de parametros. Por
exemplo, em sistemas de controles adaptativos, o ajuste interativo de parametros é usado
para manter o desempenho do sistema de controle em situagoes nas quais seus parametros
sao desconhecidos ou sao variantes no tempo. Na Figura 1 é apresentada uma comparacao
entre as técnicas de controle tradicional e o controle adaptativo. Na Figura la sao expostas
as técnicas tradicionais, onde o projeto do controlador é baseado a partir do conhecimento
das especificagoes desejadas e de um modelo matematico para o sistema em estudo, re-
sultando em um controlador cujos parametros sao inalteraveis. Em contraste, como por
ser visto na Figura 1b, o controle adaptativo fornece um mecanismo para o ajuste dos
parametros do controlador, esse mecanismo ¢é o processo de estimacao de parametros que

é feito em tempo real a partir dos dados, u e y, obtidos do sistema a ser controlado.

Especificagbes Projeto do Modelo EspecificagGes Estimacao dos
e < >
controlador Planta parametros

Parametros

A 4
Controlador Planta

A 4
Controlador Planta

(a) Sistema de controle tradicional (b) Sistema de controle adaptativo

Figura 1 — Comparacao entre as técnicas de controle, tradicional e adaptativa.

O tipo de algoritmo utilizado para a estimacao dos parametros no esquema da
Figura 1b definird as diferentes técnicas adaptativas. Devido ao fato de que os parametros
do controlador sao atualizados em tempo real, o sistema de controle adaptativo é um
sistema nao linear. Em [6], faz-se a distingdo entre o sistema de controle tradicional e o

sistema de controle adaptativo, dada a seguir: "Enquanto o sistema de controle tradicional
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tem a finalidade de eliminar o efeito de pertubacoes nas variaveis controlaveis, o projeto
de um sistema de controle adaptativo tem a finalidade de eliminar o efeito das variagoes

paramétricas no desempenho de um sistema de controle em malha fechada”.

Existe, na teoria de controle, um conjunto de técnicas, chamadas de controle ro-
busto, que sao utilizadas no mesmo escopo do sistemas adaptativos, ou seja, tratam-se de
sistemas onde existem diferencas entre o modelo no qual se realiza o projeto do controlador

e o modelo real, no entanto, essas técnicas nao farao parte do escopo desse trabalho.

Seja qual for a area na qual as técnicas adaptativas sejam utilizadas, existird,
sempre, um processo de estimacao de parametros. De fato, a estimacao ¢é essencial na

composicao de qualquer sistema adaptativo.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo realizar uma revisao bibliografica dos algoritmos
de estimacao de parametros, predicao adaptativa e controle adaptativo apresentado em
[5], realizando a anélise matematica dos assuntos abordados e visando o aprofundamento

do estudos em sistemas adaptativos.

1.2 Motivacao

A motivacao para a realizacao desse trabalho esta na variedade de aplica¢oes onde
as técnicas adaptativas podem ser utilizadas, abrangendo areas como Industria Automo-
tiva, Robdtica, Biolnformatica, Predicao do efeito de drogas no ser humano e Sofware
(seguranca, reconhecimento de padroes, jogos de computadores). Resultados de aplicagao
dessas técnicas no controle de motores DC sao reportados em [9]. Além disso, resultados

de projetos usando controle adaptativo financiados pela NASA sao apresentados em [1] e
[4].
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2 Algoritmos de Estimacao

A motivacao para o estudo de algoritmos de estimacao é a necessidade de se iden-
tificar parametros do sistema. Essa identificacao pode ser feita, muitas vezes, baseados
em leis da fisica, quimica, economia, e etc. Porém, em alguns casos, pode ser inconveni-
ente a obtencao desses parametros através das leis citadas. Uma maneira, portanto, de
obte-los seria o monitoramento de suas entradas e suas saidas e a utilizacao de algoritmos
de estimagao. Por isso, como foi dito na introducao, o processo de estimagao de para-
metros é essencial para o projeto de um sistema de controle adaptativo. Sabendo disso,
esse capitulo tratard de dois algoritmos de estimagao, sendo eles: Algoritmo de Projecao
e Algoritmo do Minimos Quadrados (Least-Squares, em inglés ). Serdo tratados, também,

variacoes desse tultimo para a aplicacao em sistemas nao lineares.

Para a definicao do processo de estimacao de parametros, é necessario a analise

dos seguintes fatores:

e Tipo do modelo: A escolha de um modelo matematico apropriado é de fundamen-
tal importancia. Na pratica, a descricao completa do sistema é impraticavel, dessa
forma, deve-se existir um compromisso entre a complexidade do modelo e sua ade-

quacao para um determinada aplicagao.

o (Critério de melhor ajuste: escolha do critério a ser escolhido para a determinacao da
escolha do modelo(e.g., linear, bilinear, nao linear, polinomial, etc), a dimensao do
modelo (e.g., nimero de pardmetros no modelo linear) e o algoritmo de estimagao
a ser utilizado. Alguns do critérios utilizados sao: minimizacao da média quadratica

do erro de predi¢ao, minimizacao do maximo erro de predicao, e etc.

e Algoritmos de Estimacoes: A escolha de algoritmos de estimacoes sao decidas, ge-

ralmente, com base nos seguintes critérios:

— Algoritmos on-line ou algoritmos off-line?

— A saida do modelo utilizado converge para a saida do sistema real?

Os parametros estimados convergem para os valores "verdadeiros” do sistema?
— Se sim, com que velocidade se da essa convergéncia?
— Quao robusto é o algoritmo de estimagao utilizado?

— Uso de conhecimentos especificos sobre o sistema: Essa etapa é importante
pois o projetista pode tomar vantagem se ele tem um conhecimento prévio do

sistema em estudo, podendo definir vinculos, faixas aceitaveis de parametros
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e valores nominais, com a finalidade de melhorar propriedades do algoritmo

utilizado.

Ao longo dessa capitulo, serao analisados os algoritmos de estimacao on-line ba-
seados no erro de predicao, essa escolha deve-se ao fato de suas aplicagoes no processo de

filtragem, predicao e controle adaptativo.

2.1 Esquema Geral dos Algoritmos de Estimacdo On-Line

Na implementacao de um algoritmo de estimacao de parametros, os algoritmos
recursivos assumem caracter importante, devido aos seus reduzidos esforcos computacio-
nais quando comparados com algoritmos nao recursivos. Na equagao (2.1) é apresentada
a forma geral para os algoritmos de estimagao recursivos. Note que o parametro é(t) é

calculado a partir da estimativa no instante anterior é(t -1).

0(t) = f(0(t — 1)), D(t), ) (2.1)

onde D(t) representa os dados no instante ¢, e f(.,.,.) representa a fungao
algébrica que determina o algoritmo de estimacao. No caso de sistemas dinamicos, os
dados, D(t) , representam os valores presentes e passados das saida e entradas do sistema,

que serao representados por:

y2 {y(t), y(t —1), }e UL {u(t), ut — 1), }

Se a expressdo (2.1) for linear em relacdo ao pardmetro 0(t — 1), usa-se a expressao
(2.2).

0(t) = 0(t — 1)+ M(t —1)p(t — d)é(t) (2.2)

sendo

~

e 0 : representa a estimativa no instante ¢
e M(t—1) : representa o ganho do algoritmo

e &t —d) : representa o vetor de regressio, que é composto pelos elementos de ) e

U , ed é um inteiro.

e ¢(1) : representa o erro de modelagem
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Apesar da equacgao (2.2) parecer simples, ela podera representar um vasto nimeros
de algoritmos, a depender da escolha da matriz M (t) . A seguir serao estudados algoritmos

que sao derivados de (2.2).

2.2 Algoritmo de Projecdo

Nesta secgao serd apresentado o algoritmo de projegao, bem como suas proprieda-
des as quais serao importantes para uma compreensao desse algoritmo.
A equagao que descreve o algoritmo é apresentada em (2.3).

T )
B [T

[y(t) — ot = 1)70(t — 1)] (2.3)
com condigao inicial dada por 6’(0). A equacdo (2.3) é um caso especial de (2.2)

COo1ml:

1

- DTer—1) ¢ =eW; d=1 (2.4)

M(t—1)=

et) = y(t) — ot = 1)"0(t - 1) (2.5)

O algoritmo de projecao é o resultado da minimizacao da funcao de custo repre-
sentada pela distancia entre duas estimativas consecutivas, esse resultado é apresentado

no Lema 1.

Lema 1. O algoritmo de projecao € resultado do sequinte processo de otimizacao. Co-
nhecido 0(t —1) e y(t) , determine 6(t) de modo que:

11 - . 2
JziHﬂﬂ—Gﬁ—U (2.6)

seja minimizada e sujeita a condigao,
y(t) = ot —1)70(t - 1) (2.7)

Prova: Para a minimizagdo da fungao de custo apresentada em (2.6), use-se o

método do multiplicador de Lagrange. Dessa maneira,
2 T
+Aly(t) — ot = 1)70)] (2.8)

J.==||0t) —0(t — 1)

1
2
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As condigoes para a minimizagao da funcao J. sao:

oJ. SN e 1y N
e =0 = ) —06(t—1)—Ap(t—1) =0 (2.9)
%ic =0 = y(t)—o(t—1)T0(t) =0 (2.10)

Substituindo (2.9) em (2.10) e isolando a varidavel A , obtém-se:

t) — ot — 17Ot —1
v(0) —oft 170t ~ 1 o)
ot —1)To(t —1)
O algoritmo de projegdo é obtido substituindo-se (2.11) em (2.9) e colocando
0(t) em funcio de O(t—1) .

A:

A interpretacao geométrica desse algoritmo é apresentada na Figura 2, onde se

pode perceber que a funcao de custo é minimizada calculando a menor distancia entre a
estimativa anterior, §(f — 1) , e o hiperplano caracterizado por y(t) = ¢(t — 1)T0(t — 1) .
61 A

otV

O

6,

Figura 2 — Interpretacao geométrica do Algoritmo de Projecao

Devido a presenca do nimero ¢(t — 1)T¢(t — 1) no denominador da expressao
(2.3), enfrenta-se um problema matematico e computacional quando esse termo é zero ou
proximo de zero. Portanto, com a finalidade de eliminar os problemas citados, faz-se a

seguinte modificacao no algoritmo de projecao:

o ag(t —1)
0(t)=0(t—1)+ c+ot—1DTo(t—1)

[y(t) — ot = )76t - 1)] (2.12)

com condicdo inicial #(0) e ¢ > 0; 0 < a < 2.

As propriedades inerentes a esse algoritmo sao apresentadas no Lema 2, antes,

porém, faz-se necesséario a definicao dos seguintes parametros:

0(t) £ 0(t) — 6, (2.13)
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e(t) 2 y(t) — ot — )70t — 1) = —p(t — 1)T0(t — 1) (2.14)
Lema 2. Para o algoritmo
L as(t 1) ”
0(0) = (¢ = 1)+ ot N ) (¢ = 178t 1)
com a restricao
y(t) = ot —1)70(t - 1)
tem-se as sequintes propriedades:
G) o) - o) < o 1) 6] <]|6c0) - 0| ¢ =1 (2.15)
P e(t)?
(#) 135“&; cr ot — gt —1) ~ > (2.16)
além disso, (2.15) e (2.16) implicam que:
(@) lim e(t) _ =0 (2.17)
oo e+ o(t —1)To(t — 1))z
N
. ¢t — )Tt — Le(t)?
(b) Nhiréo; et ot — DT —1)p = (2.18)
N . . 2
() Jim ‘9(1&) it -1 < (2.19)
t=1
N o . 2
(@ lim 3 ‘6(1&) —Q(t—k:)” < 00 (2.20)
(e)  lim Hé(t) ot — k:)” < 00 (2.21)
para qualquer k finito.
Prova: (i) Subtraindo 6y de ambos os lados na equagao (2.3), obtém-se:
0(t) =0(t —1) — ag(t —1) ot — 1)T0(t — 1) (2.22)

ot —1)To(t —1)
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-2
Prosseguindo com o célculo de HH(t) H , que serd dado por:

2 -
j — (g T _ ab(t=)T¢(t-Dét—1)T (5 ag(t—D)o(t—1)TH(t—1)
HQ@H B (‘9<t—1) T 0+et-D)Te(t-1) >(9<t_1)_ o) +é(t-DT(E-1) > (2.23)

Ot — )7 o(t — 1)t — 1)TO(t — 1)
c+ ot — )Tt — 1)
a®0(t — )"t — Dot — )Tt — Dot — 1)T6(t — 1)
[c+ ot —1)To(t —1)]2

~ 2
- He(t - 1)” _p

_|_

2

Passando o termo Hé(t —1)|| para o lado esquerdo, tem-se:

~ 2 N 2 2
9(t)H - 9(t—1)H - [—2+ ag(t—1)79(t—1) ae(t) (2.24)

cto(t-DTe(=D ] ¢ 4 p(t — 1)To(t — 1)

Como o termo entre colchetes é sempre negativo, pois 0 < a <2 e ¢ > 0.

Conclui-se que a fun¢ao H@(t) H ¢ limitada e nao crescente. Com isso, prova-se o item (i).

(i) Observando que Hé (t) H ¢ limitada e nao crescente, e usando o seguinte artificio:

)

0)
T6(0)
1

)
Te(1)

2
oL as(0)T(0)
+ [ 2+ c+¢(0)T¢(0)}

2
o, as()T(1)
+ [ 2+c+¢<1>T¢(1)}

ct+o

—

Q

e
0
e
1

(
)
(
c+p(1)

—

9@\ - ‘ it - + {—2+ ad(t—1)" ¢(t—1) ac(t—1)

c+¢(t71>T¢<t71>} FAt-DTH(—1)

Substituindo recursivamente as expressoes acima e tomando o limite quando N —

00 , tem-se a expressao (2.25).

2 2 N 2
- Manll’ _ g Y o asG—1)Te(i—1) e(t)
NhféoHQ(t)H HQ(O)H _Nhi“%oz 1“[ 2H G0 ot g — 1760 — 1) (2.25)

=

2
Devido ao fato de que HG(t)H é limitada e nao crescente, prova-se o item (ii) do

Lema.

(a) O resultado segue imediatamente de (2.16).

(b) Considerando que:
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e(t)’ et ot = 1)T(t — 1)e(t)?
cro(t— DTt —1) [e+ ¢<t DTt — 1)
= e(t)’ ot — )7t — De(t)’
]\}l—{%o — c+ ¢t —1)To(t — 1) N—>ooZ c+ ot —1)To(t—1)

Portanto, usando (2.16), prova-se o item b.

(¢) Usando (2.12), obtém-se que:

. ) _ag(t— 1)t — 1)TO(t — 1)
M) =01 = == e -y
H@ (t_l)H2: a”p(t —1)" o(t — 1)e(t)

[e+o(t —D)To(t - 1))]?

(d) Para provar esse item, usa-se o seguinte artificio:

Hé(t) . k)H2 — Hé(t) Ot =) 0 —1) =Bt —2) + O — k1) — Ot — k;)H

Usando a desigualdade de Schwarz:

(HH@ o= 1+ e = 1) - o =21 + - +H+Hm_k+1>_9t_ \H)

Dessa maneira, o item (d) segue diretamente da aplicacdo de (c), pois k& é um

numero finito.
(e) Imediato da propriedade (d).

Apresentadas as propriedades, existem alguns fatos a serem destacados. Primeira-
mente, todas a propriedades apresentadas no Lema 2 foram determinadas sem nenhuma
restricao com relacao ao vetor ¢ , ou seja, para as propriedades serem validas, nao se
faz necessario que o vetor ¢ seja limitado. Porém, é importante analisar que essas pro-
priedades nao garantem que é(t) converge para 6, de fato, as condicoes de convergéncia

desse algoritmo serao apresentadas adiante.

A propriedade (i) garante que () nio estd mais distante de 6, do que 6(0). Adi-
cionalmente, a propriedade (ii) garante que o quadrado do erro de modelagem, quando
devidamente normalizado, é infinitamente somavel. Finalmente, a propriedade (e) ga-

rante que as estimativas sao proximas umas das outras quando t — oo .
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2.3 Algoritmo dos Minimos Quadrados

O algoritmo dos minimos quadrados é um dos algoritmos mais importantes na es-
timacao de parametros. Tendo, como veremos a seguir, uma maior velocidade de conver-
géncia quando comparado com o algoritmo de projecao. Sua forma recursiva é apresentada
nas expressoes (2.26) e (2.27).

B(t) = 6t — 1) + Pt —2)o(t — 1
1+ o(t—1DTP(t—2)p(t—1)

[y(t) =t =176t = 1)]  (2.:26)

Pt —2)¢p(t—1)p(t—1)TP(t —2)
L+ ¢(t—1DTP(t—2)p(t—1)
Este algoritmo é obtido a partir da minimizacao da funcao de custo quadratica apresentada

em (2.28).

P(t—1)=P(t—2)+ (2.27)

In(0) =5 > (y(t) = ot = 1)76)* + %(9 —6(0))" Ry (8 — 6(0)) (2.28)

t=1

N |

A funcao de custo, apresentada em (2.28) apresenta dois termos, sendo o primeiro

relativo ao erro (diferenga entre a saida, y(t), e a sua predigdo realizada com o vetor

0(t—1)). Antes de provar a conexao de Jy com as equagdes (2.26) e (2.27), apresenta-se

o seguinte Lema, chamado de lema da inversao de matriz.
Lema 3. Se,
Pt—1)"=Pt—2)"+ot—1)o(t—1)"alt —1) (2.29)

onde a(t—1) >0, tem-se que P(t—1) estd relacionado com P(t—2) da sequinte forma:

Pt —2)o(t — 1)t — DT P(t — 2)a(t — 1)
1+ ¢t —1)TP(t—2)p(t — Da(t —1)

e também sao validas as sequintes relagoes:

Plt—1)=P(t—-2)+ (2.30)

B P(t—2)p(t — 1)
Ple-1olt —1) =17 ot — 1)TP(t —2)p(t — Va(t — 1) (2.31)

P(t — 1)o(t — 1)
1—o(t— )TP(t— D)ot — Da(t —1)

P(t —2)p(t — 1) = (2.32)

T _ o(t = )T P(t —2)p(t — 1)
ot = 7P = Dol = 1) = 4 0 P —2)o(t — Dalt = 1) (2:33)

¢@—1FP@—2WQ—1y:1_¢gQI;L£@;;ﬁfI;L_1) (2.34)
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A prova do Lema 3 sera omitida, porém é necessario entender sua importancia.
Basicamente, a vantagem da utilizacao do Lema 3 é a simplificacao no calculo da inversa
de uma matriz que é modificada pela soma de um produto externo, ou seja, ao invés de
realizar o calculo da inversa a partir do métodos tradicionais, calcula-se a inversa com
simples divisoes e multiplicagoes entre escalares. Dito isso, pode-se enunciar o seguinte

Lema.

Lema 4. O algoritmo

Pt —2)¢(t - 1)

0(t) =0t = 1) + 7= ot — )T P(t — 2)p(t — 1)

[y(t) — o(t = )76t — 1)]

P(t—2)o(t — 1)t — D)TP(t —2)
1+ ot —1)TP(t—2)o(t —1)

P(t—1)=P(t—2)+

minimiza a funcao de custo

Prova. Note que (2.28) pode ser escrita como:

2) — p(1)70

JN(9)=% (y(1) = o(0)70) (y(2) —d(1)70) ... (y(N>—¢(N—1)T9)] e :(b( 7

(y(N) — ¢(N —1)70)
+%[0TP0‘19 —0(0)" P, — 6T P;10(0) + 6(0)T Py 1A(0)]
definindo,
K 2 dim(6)
Y2 (y(1) 9@ ... y) Yy RN
O 2 (00) 6(1) .. BN - 1))T By, € RVXK

pode-se escrever Jy como:

In(@) = Yy — ®n_10)T (Yy — Dy_10) (2.35)
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Realizando as multiplicacoes em (2.35):

INO) =YYy —YEdy_ 10 — 0TDL Yy + 07Dy 1DPy_10

~

1 _ A _ 15 A _
+§[9TP0 0 —0(0)"Py0 — 07 Py 10(0) + 0(0)T Py t6(0)

Calculando a derivada com relagao a 6 e igualando seu valor a zero, obtém-se:

[@%_ dy_1+ Py Y0 = Py0(0) + @4, Yy

Definindo-se o valor de 6 que satisfaz essa equagao como é(N ) , escreve-se:
O(N) = [®5_1Py_1+ B ] [Py 10(0) + @5, Ya] = P(N —1)[Py10(0) + @%_,Yy] (2.36)
onde P(N —1)=[®% &y + P17 .
Analisando a expressao P(N — 1)~ | tem-se:

¢(0) N
P(N=1)"' = F"+ (6(0) ... 6(N-1)) : =B+ o - 1e(i — 1"
O(N ~1) -

Analisando a expressao P(N — 2)~! tem-se:

¢(0) N-1
P(N-2) ' =P+ (¢(0) o O(N — 2)) : =P+ oG- 1ol —1)"
O(N ~2) =

Portando, da andlise das expressoes para P(N — 1) e P(N — 2), conclui-se que:

P(N—-1)"'=P(N -2+ ¢(N - 1)p(N — 1)T (2.37)

Da equagao (2.36), obtém-se a seguinte expressao para é(N —1):

O(N — 1) =[O} _y®x—2 + F; ' [Fy'0(0) + @} _o¥n—1]

= P(N = 2)[Py'60(0) + D3, Y] (2.38)
Manipulando a expressao (2.36):

O(N) = P(N — 1)[Py10(0) + @} _,Yn_1 + ¢(N — 1)y(N)] (2.39)

Observando (2.38), pode-se explicitar §(N — 1) em (2.39), obtendo:

O(N) = P(N = 1)[P(N = 2)7'0(N — 1) + ¢(N — 1)y(N)]
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Usando (2.37) e realizando algumas operagoes algébricas, obtém-se:

~

O(N) =0(N —1) + P(N —1)¢p(N — 1)[y(N) — ¢(N — 1)TH(N —1)] (2.40)

A expressao (2.26) serd obtida a partir da substitui¢do de (2.31) em (2.40).

Apoés a andlise das equacao do algoritmo dos minimos quadrados, prossegue-se ex-
pondo as principais propriedades inerentes ao algoritmo (2.26)-(2.27). Para isso, defini-se,
da mesma maneira que para o algoritmo de projecio, e(t) e (t—1) que, por conveniéncia,

sao representados a seguir:

Lema 5. Para o algoritmo

0(0) =8t ~ 1)+ [ =gy ~ o~ 178 - 1)

Pt —2)o(t — 1ot — 1D)TP(t —2)

PU=1) = PO =)+ = 7Pt — 9ot — 1)

sujeito a
y(t) = ot —1)"0(t - 1)
tem-se:
. 2 . 2
(4) H@(t) 0| <k o) — 00|, =1 (2.41)
onde
A )\ma:cP<_1 -1
k?l -
)\mznP(—l)_l
N 2
(i)  lim et < 0 (2.42)

N = 14 gt — DTP(t — 2)(t — 1)

As condigoes (i) e (ii) implicam em:

(@) lim et _ =0 (2.43)
oo [1 4 kaop(t — 1)TP(t — 2)(t — 1)]2

onde ky = ApaxP(—1)
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t—o0

() Jdim_ :1 [f (i ;é)j];)(;;(?f <2t);<?f(?)72 <00 (2.44)
()  Jim i |6 — e~ || <0 (2.45)

(@) Jm i |6 — bt~ b < o0 (2.46)

(&) Jlim [6) ~ 66— k)| < o0 (2.47)

Prova. (i) Subtraindo 6, da expressao (2.26) e utilizando a expressao (2.31) do

Lema 3, obtém-se:

0(t) = [I — P(t —1)o(t — D)ot — 1)T)0(t — 1) (2.48)

Com os resultados das expressoes (2.48) e (2.29), obtém-se a seguinte expressao:

0(t) = P(t—1)P(t —2)7*0(t — 1) (2.49)

Para provar (i), é necessaria verificar que a expressao (2.49) é nao crescente e

limitada superiormente. Para isso, considere a seguinte funcao de Lyapunov:
V(t) = 0(t)P(t — 1)716(t) (2.50)
Calculando a diferenga V' (t) — V(t — 1) , obtém-se:
V()= V(t—1)=0t)Pt—1)"10(t) — 0t — 1)P(t — 2)710(t — 1)
Substituindo a expressao (2.49) no termo 6(t) da iltima expressio, tem-se:

—0t)P(t—1) 7 Pt — )Pt —2)" 0t —1) -0t —1)P(t—2) 10t —1)

Usando a equagao (2.26), pode-se escrever

— _f T —1 | P(t—2)p(t—1)p(t—1)TH(t—1)
- —9(15— 1) P<t_2) [ I+p(t—1)TP(t—2)(t—1) }

Hgb(t — 17Ot — 1)H2

VIO =V =1 =~ =17 PG — 2o = 1)

(2.51)
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Com o resultado da equagao(2.51), conclui-se que a fun¢ao V(t) é nao crescente e

limitada. Portanto, é possivel afirmar que:

G(H)P(t —1)710(t) < 6(0)P(~1)"14(0) (2.52)

Deixando esse resultado a parte por um instante, usa-se, novamente, a expressao (2.29) e

realiza-se uma pré-multiplicacdo e uma pés-multiplicacao por x”

obtendo:

e x , respectivamente,

TP e =" Pt - 1) e+ 2To(t)d(t) e > TPt — 1)t
Usando o conceito de autovalores, pode-se escrever as seguintes desigualdades:
AminP(_]-)_l S )\mmP(t - 1)_1 S Amznp(t)_l

Como consequéncia dessa relagao, obtém-se:

2

-2 _ T -
A P(—1) 71 G(t)H < A P(t—1)7! HH(t)H < A P()! e(t)H < A(t)P(t—1)"14(t)
(2.53)

. N 2
< 0(0)P(=1)710(0) < Mnax P(—=1)71{]6(0)
Usando a primeira e tltima expressoes das desigualdades apresentadas, tem-se:
- 2 )\maxp(_l)_l - 2

< — .

e oo

que representa o item (i) do Lema 4.

(ii) No desenvolvimento do item(i) do Lema 4, obteve-se a seguinte expressao:

3 e(t)?
1+ o(t— D)TP(t—2)p(t — 1)

Realizando a soma de ¢ =1 até ¢ = N e fazendo N — oo, encontra-se a seguinte

V() - V(t—1) = (2.55)

expressao:
R e(t)? .
m 21 1+ o(t—D)IP(E—2)pt—1) V(0) = Jim V(N)

Como o tltimo termo do lado direito é menor que infinito, pois V() é nao crescente e

limitada, conclui-se a parte (i) do Lema 4.
(a) Usando a equacao (2.29), obtém-se:
" Pt) e =2t Pt — 1) 2T o)) x — 2T P(t — Do > 2" P(t — 1)z

-1

Da teoria de algebra linear, sabe-se que A, P(t)~! = e dessa maneira, usando

1
Nz P(E)
expressao (2.53), tem-se:

)\maxp(t) S /\maxp(t - 1) S )\maa:P(_l)
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observando a relagao (ii) e a desigualdade dos autovalores méaximos, estabelece-se:

lim e(t)”
t—oo 1 + /\maa:P< 1)¢(t - 1)T¢(t - ]‘)

ou seja, (2.56) prova o item (a) do Lema 4.

(2.56)

(b) Considerando a seguinte expressao:

e(t)?
Nhi]%oz [0l —TPU =Dl —1) N

N N

1+ ¢ (t = 1)g(t — 1)]e(t)?
Z 1+¢ (t— D)TP(t—2)p(t — 1)

dessa forma,

N
lim

NaooZ l—i—gb(t—l)

2 N Ty 2
(1) s &7 (t — D(t — e(t)
Pt —2)0(t — 1) = N 2 T+ 6t — )T P(L — 2)(t — 1)
(2.57)
como a somatoria do lado esquerdo é finita, a série do lado direita converge e, portanto,

prova-se o item (b).

(c) Usando o algoritmo, indicado nas expressoes (2.26)-(2.27), tem-se:

2_¢T(t=1)P(t = 2)*¢(t — De(t)*
| - o - = T T Dol P (2.58)
sabendo que 2T P(t — 2)22 < Aas ||2]|> , obtém-se a seguinte desigualdade:
. R 2 T (t—1)P(t—2)p(t — 1)e(t)?
He(t) =00 - || < e = TP (2.59)

A partir de (2.59), fazendo o limite da soma do termos e usando a relac¢do (b), prova-se o

item (c).
(d) Idéntico a prova do item (d) do Lema 2.

(e) Segue diretamente do item (d).

2.3.1 Algoritmo dos Minimos Quadrados com peso seletivo

O algoritmo dos minimos quadrados, como foi dito anteriormente, é um dos al-
goritmos mais importantes no processo de estimacao de parametros. Porém, na presenca
de erros de medicao, sistemas nao lineares e sistemas variantes no tempo, o algoritmo,
da maneira que foi apresentada em (2.26)-(2.27), pode nao ter as propriedades apresen-
tas no Lema 2.40. Dessa maneira, existem varicoes do métodos dos minimos quadrados
para adequar sua aplicacoes aos casos citados. Uma dessas modificagoes é o algoritmo dos

minimos quadrados com peso seletivo, cujas equagoes sdo apresentadas em (2.60)-(2.61).

a(t — 1)P(t — 2)é(t — 1)

o0 =0 = 1)+ Ty~ TP = 20l = 1)

[y(t) = o(t = 1)"6(t = 1)] (2.60)
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a(t — )Pt —2)o(t — 1ot — V)T P(t — 2)
I+a(t—1)pt — D)TP(t —2)p(t — 1)

Pit—1)=P(t—2)+ (2.61)

Considerando a medigao da saida, y(t) , sujeita a erros de medicao, tem-se uma
interpretagao feita para o parametro a(t—1) . Pois, tomando a(t—1) igual ao inverso da
média do valor esperado para o erro de medigao no instante t, a(t —1) tende a diminuir
o efeito desse erro, atribuindo menores pesos aos valores de y(t) com altas expectativas

de erros. Considere o Lema 6.

Lema 6. O Algoritmo dos minimos quadrados com peso seletivo

A a(t — 1)P(t — 2)¢(t — 1)

008 = 00t =) + 1o 1o TP 3y = ) ot~ Bt = 1)

a(t —1)P(t —2)é(t — 1ot — )T P(t —2)

Pl =1) = Pl =)+ = ot — 7Pt —2)a(t — 1)

¢ obtido através da minimizacdo da funcao de custo expressa em (2.62).

> alt = Dly(t) — ¢"(t = O + %(9 —0(0))" Py (6 - 6(0)) (2.62)

t=1

JN(Q) =

Prova. Percebe-se que a expressao (2.62) pode ser escrita da seguinte maneira:

Tv(6) = (6~ 00)) B (6~ (0))

g [a0) W) — 60)78) ... a(N — 1)(u(N) - o(N — 1)76)] :
a(N = 1)(y(N) — ¢(N —1)70)
Definindo:

¢(0)" y(1)
Dy £ dy_; € RNXK, Yy = LYy € RNX1

(N —1)7 y(N)

a(0) 0 0
0 a(l) NN
Ay = ) , AeR
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A funcao de custo pode, dessa forma, ser escrita como:

1 1 A .
In(0) = §(YN — Oy 10)  An(Yn — Dy a0) + 50— 0(0))" Py (0 — 6(0)) (2.63)
Calculando a derivada de (2.63) e resolvendo-a com relagao a 6 , tem-se:

O(N) = [®F_ AnBr—1 + By 7' [Py 6(0) + D AnYa]
onde 9(.7\/ ) éovalor de 6 que minimiza (2.62) para N amostras. Definindo
P(N-1)"'=P1'+ &L Ay®y 1= P(N-1)"'=P(N-2)"+a(N - 1)¢(N - 1)p(N — 1)"

e manipulando (2.63) da mesma maneira feita para o algoritmo dos minimos quadrados,

pode-se escrever:
O(N) = P(N — 1)[P(N —2)79(N — 1) + a(N — 1)¢(N — 1)y(N)]
que, substituindo (2.29) na expressao anterior, obtém-se:
O(N)=0(N —1)+a(N —1)P(N —1)¢(N —1)[y(N) — o(N = 1)TO(N —1)]  (2.64)
A partir da expressao (2.64) e usando (2.31), encontra-se o algoritmo (2.60)-(2.61).
No que diz respeito as propriedades inerentes a esse algoritmo, considere o Lema

Lema 7. O algoritmo
a(t—1)P(t—2)¢(t —1)
lL+a(t—1)ot—1DTP(t—2)p(t—1)

>

0(t) =0(t — 1)+ [y(t) = o(t = 1)"0(t — 1)]

a(t — )Pt —2)o(t — 1)t — )T P(t —2)
1+a(t—1)o(t —1)TP(t—2)o(t — 1)

P(t—1)=P(t—2)+
sujeito a

y(t) = ot —1)70(t — 1)

apresenta as sequintes propriedades:

(i)

) - 00H2 <k ||o(0) - 00H2; P> 1 (2.65)
onde ki = Apae P(—1)71.
(i1) .
. a(t — 1e(t)?
&E&; 1T a(i— l)ng((tt— 1)>Tl(Dt()t e —1) = (2.66)

Prova. As provas das expressoes (2.65) e (2.66) sao similares as apresentadas no

Lema 4 e, por isso, serao omitidas.

Além da variacao apresentada para o algoritmo dos minimos quadrados, existem
outras com, por exemplo: Minimos Quadrados com fator de esquecimento e Minimos

quadrados com reinicializacao da covariancia. Para maiores informagoes ver [5].
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2.4 Condicoes de convergéncia

Como foi dito anteriormente, os Lemas 2, 5 e 7 nao apresentam condigoes para
a convergéncia dos parametros para o seus verdadeiros valores, identificado como sendo
0y . Dessa maneira, faz-se necessario estabelecer condigoes relativas ao sinal de entrada, de
maneira que os parametros estimados tendam aos parametros verdadeiros. Tal condicao

é expressa em (2.67).

lim Hé(t) - 90H —0 (2.67)

t—o00

Nesta seccao serao analisadas as condicoes de convergéncia para os algoritmo abor-
dados, inicia-se com o algoritmo dos minimos quadrados e, em seguida, trata-se do algo-

ritmo de projecao.

2.4.1 Convergéncia - Algoritmo dos minimos quadrados

Para mostrar a condi¢ao para o sinal de entrada desse algoritmo, faz-se necessério
a utilizacao da fungao de Lyapunov utilizada na prova do Lema 5, que, por comodidade,

sera reescrita a seguir:

V(t) = 0(t)P(t —1)76(t)

No Lema 5, foi provado que essa funcao de Lyapunov é limitada e nao crescente,

portanto, pode-se afirmar que:

VO) V() >...> V() >

V(0) > B()P(t — 1)20(t) > ApinP(t — 1) Hé(t)H2 (2.68)

Da expressao (2.68), conclui-se que, para que a condicao (2.67) seja satisfeita, é necessario

que:

Hm Apin P(E—1)7" = o0 (2.69)
t—o0

Usando (2.29), a expressao (2.69) pode ser escrita como:
t—1
. ) . NT _
Tim A Z; o(7)e(5)" = o0 (2.70)
]:

Vale ressaltar que para o caso em que o sistema dinamico é representado por um

modelo a média movel, ou seja,
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y(t) = D _bult = j) = o(t = 1)"0y

a expressao (2.70) ja é uma condigao explicita do sinal de entrada. Para o caso de sistema
dinamicos representado por seu modelo DARMA pode-se concluir condi¢oes semelhantes,

porém, essa prova serd omitida desse trabalho. Para maiores informagoes, ver [5].

2.4.2 Convergéncia - Algoritmo de Projecao

Como o objetivo de estabelecer condi¢oes do sinal de entrada para garantir a con-
vergéncia do parametros para o algoritmo de projecao, serao feitas algumas consideragoes

a respeito da propagacao do erro de estimacao, é(t) )

Lema 8. Usando o algoritmo de projegao, o erro, é(t) = é(t) — 0y satisfaz:

(i) ] ~
O(t)=F(t—1)0(t—1) (2.71)
onde F(t—1) € o operador de projecio definido como se seque:

¢t — 1)t —1)"

FO= D == e —
(ii)
O(t+j) = w(t+5,1)0(t) (2.72)
onde: .
Yt +4.t) = [ Flt+k)j>1 (2.73)

Prova. (i) Subtraindo ambos os lados de (2.3) por 6, e usando (2.14), tem-se:

o o(t—1)
B =

ot —1)T0(t —1) =

0(+) — P(t=1)o(t-1)" | 5 — 7]

Antes de continuarmos com a prova do Lema 8, discuti-se brevemente sobre o ope-

rador de projecao citado no item (i) desse Lema. Considere a Figura 3, onde é apresentada

a definicao do operador de projecdo. Para isso, considere no espaco R?* um vetor, i ,

e um plano perpendicular a @ , denominado de w' . O operador de projecao, definido

como P =1-— % , é tal que, quaisquer que seja o vetor 6 no espaco R? , o vetor,
1

W = PO, é a projegao de 6 no plano u™ e o vetor, ¥ = (I — P)f , é a projegao de

6 no subespaco que apresenta @ como base.
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Figura 3 — Definicao do operador de projegao

Voltando a prova do item (ii) do Lema 8:

(
0t +1) = F(1)d(t)
O(t+2) = F(t+1)0(t +1) = F(t + 1)F(t)0(t)

=
Ot+7)=Ft+j—1)0t+j— 1)‘: F(t+j—1)...F(t+1)F(t)0(t)
O(t+j) = (t +5,0)0(t) (2.74)
onde
Y(t+j,t) = ﬁF(t+k);j >1
k=0

Na verdade, como sera visto em seguida, a condicao de convergéncia desse algo-
ritmo dar-se-4 por uma condi¢ao do gramiano de observabilidade do sistema formado

pelas equagoes (2.71)-(2.76). Antes disso, considere o seguinte Lema.

Lema 9. .
e(t+1)2 = 0(t)TGy(1)A(t) (2.75)
(i) onde €(t) € o erro de prec;;;Odo normalizado, dado por:
1 A
s 9(t)
0= Toto

(ii) Gi(t) € o gramiano de observabilidade do sistema 0(t) = F(t—1)0(t—1) e
(2.76), ou seja,

~

-1

Yt 40, )t + 1)t + D)t + i, t)
o(t+1)To(t + 1)

(2.77)
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Prova. (i) Pela defini¢ao:

6(t)2 — QS( )T9~< )
e
Portanto,
6(t)2 — _é(t)T¢(t)¢(t)Té(t)
o(t) ()
Somando os termos de ¢ até [ — 1, obtém-se:
-1 i i ) i
1) = IOTmemTa() Bt 1) (11— 1) p(t+—1) T (t-+1—1)

doet+i)=et)+.. +et+1-1)= e 2 e
1=0

Usando o Lema 8, escreve-se a equacao anterior como:

-1

Zet—l—z

=0

o) To()p(H)T0(t) + 0TFM)T o)) F(1)(t) + Jré(t)TF(tJrl—l)T---F(t)T<¢>(t)<z>(t)TF(t+l—1)---F(t)é(t)
d(t)Tp(t) d(t)To(t) T o(t)Tp(t)

Realizando algumas manipulagdes e usando a definicdo de graminino dada em (2.76),

pode-se escrever:
1-1

D et i) = 0(t)"Gi(t)b(t) (2.78)

=0

Os dois Lemas anteriores, Lema 8 e Lema 9, foram introduzidos pois eles servem

como base para o proximo Lema, que trata da convergéncia do algoritmo de projecao.

Lema 10. O algoritmo de projecdo é exponencialmente convergente para 6y se a sequinte

“condicao de observabilidade” for satisfeita.

Gi(t)>cl, ¢>0, VYt e l>0. (2.79)

Prova. Definindo a seguinte fun¢ao de Lyapunov,

V(1) =6()78(1)
e usando (2.71), escrever-se a seguinte expressao para V(¢ + 1)

0(t) o(t)o(t)70(t)
o(t)To(t)

V(t+1)=V(t) -
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Com essa expressao e usando o processo de inducao,

0 T T T )
V(t T 2) — V(t + 1) _ 0@ F(t)d)g(ﬁr)lip)zgig F(t)6(t)
0 T T T T n
Vt+3)=V({t+2) — 0@)" F(t) FU“L(ﬂgggzgiﬁ) F+1)F(t)6(t)

V(t + l) _ V(t 41— 1) . H(t)TF(t)T...F(t+lfQLizbiiillg%zz}zzzgi;l_fll))TF(tHfQ)...F(t)@(t)

obtém-se:

V(D) = V() - 3 L B0+ Do+ DT(E+i 1)

2 S+ )T+ 0) o)

que usando a definigdo do graminiano apresentada em (2.77) e assumindo que 3l > 0 :

G(t) > ¢, escreve-se a seguinte desigualdade:

V({E+1) = V() — TG < V(L) — ¢ é@)HQ —(1- V() (2.80)

Sabendo que, por definigdo, V(t) > 0 entdao, ¢ < 1 . Além disso, usando a

expansao de Taylor para e ¢,

2 & A
conclui-se que (1 —¢) < e e, portanto:
Vit+1) <(1—c)V(t) <e V() (2.81)
escolhendo ¢t = (N — 1)l
V(IN) < eV (0) (2.82)

ou seja, conclui-se, pela definigdo de V() , que 6 (t) converge para zero exponencialmente.

Ao contrario da relac¢ao (2.70), a condigao de observabilidade apresentada no Lema
10, ou seja, Gy(t) > cl , é dificil de checar. Com o objetivo de indicar uma relagao direta
com o vetor ¢(t) , analisa-se caracteristicas no que diz respeito ao sistema formado pelas

equagoes (2.71)-(2.76)

e Realimentacao com saida limitada nao altera as propriedades de observabilidade do
sistema.

Prova. Considere um sistema cujo espaco de estado é apresentado a seguir:

i(t) = Aw(t) + Bu(t) (2.83)

y(t) = Cx(t)
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Supondo que o sistema é controlavel, sabe-se que o teste de Popov é satisfeito, ou
seja:

A— A

rank

=n,V\ € g(A)

onde o(A) representa o conjunto de autovalores de A.

Considere que o sistema (2.83) é realimentado da maneira indicada na Figura 4.

v(t) S y(t)

>
>

Figura 4 — Realimentagao da saida de um sistema dinamico.

Com essa realimentacao, a equacao de estado do sistema em malha fechada é dada
por:

i = (A+ BKC)z(t) + Bu(t) (2.84)

y(t) = Cu(t)

Aplicando o teste de Popov para o sistema (2.84), tem-se:

) (2

A—AI
mnkz( o >:n,V)\€a(A)

A+ BKC -\
C

rank =

I, BK

) ) é unimodular.

A 1ultima passagem é verdadeira pois a matriz <

e Existe uma realimentacdo na qual a matriz de transi¢ao de estado do sistema (2.71)-
(2.76) é a matriz identidade.

Prova. Considere o sistema

0(t+1) = F(t)d(t)
e(t) = —on0(t)

Usando a propriedade da inalterabilidade da observabilidade quando sujeita a reali-
mentagao da saida, obtém o seguinte sistema (que apresenta as mesmas caracteris-

ticas de observabilidade que o sistema anterior):

0t +1) = F(H8() — K(1)€(t) = (F(t) + K (668 (1)
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€(t) = —ond'(1)

escolhendo K (t) = ¢n(t) e substituindo a expressdo do operador de projegao,
obtém-se:
0'(t+1)=0(t) (2.85)

O resultado (2.85) e a inalterabilidade da observabilidade mediante a realimentagao
limitada da saida garantem a seguinte condigao de convergéncia com relagao ao vetor

¢ para o algoritmo de projecao.

Lema 11. O algoritmo de projecao apresenta convergéncia exponencial para 6y se,

Ot +i)p(t +i7)
=l > el, Vit ¢>0 2.86
Z S+ iTol1i) = "h e (2.86)

2.5 Estimacao de Parametros com pertubacao limitada

O objetivo dessa secgao é realizar a andlise dos dois algoritmos tratados (algoritmo
de proje¢ao e minimos quadrados) na presenca de pertubacao limitada na medi¢ao de
y(t) , ou seja:

y(t) = ot — 1)70 + w(t) (2.87)

Como sera visto no decorrer dessa seccao, o desempenho dos algoritmos na pre-
senca de pertubacao limitada sera melhorada adicionando um zona morta nas equagoes
de atualizacao dos parametros. Esta zona morta serd responsavel por "desligar”o algo-
ritmo de estimacao quando o erro de predicao for menor que um valor preestabelecido.
Portanto, serao definidas e analisadas as propriedades para os algoritmos de projecao e

minimos quadrados com a inser¢ao da zona morta.

2.5.1 Algoritmo de Projecao com Zona Morta

Para a estimacao de parametros de sistema com ruidos limitados na aquisicao do
sinal y(¢) , como apresentado em (2.87), usando o algoritmo de projecao, considere as
seguintes modificacoes:

a(t —1)¢(t —1)

0(t) = 0(t —1) + Py e

[y(t) = o(t = 1)"6(t — 1)] (2.88)

dado A(0), ¢>0 e

at—1) = {1 se [y(t) = o(t = 178t — 1)| > 24

0 para oS outros casos

(2.89)

Apresentado o algoritmo, serao explicitadas as propriedades desse devido a inser¢ao

da zona morta. Para isso, considere o Lema
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Lema 12. Considere o modelo
y(t) = ot — 1)70 + w(t)
onde w(t) representa uma sequéncia limitada tal que:
sup lw(t)] < A (2.90)

Nessas condigoes o algoritmo (2.88)-(2.89) apresenta as sequintes propriedades:

G o) 00H < He (t—1) 00H < He —90H t>1 (2.91)
Y a(t — 1)[e(t)? — 4A2
) c(+¢<t)—[ §)>T¢(t— 1]) <oc (2.92)
onde e(t) € o erro de modelagem dado por:

e(t) = y(t) — o(t — )70t — 1) = —p(t — 1)70(t — 1) + w(t) (2.93)

as relagoes (i) e (i) implicam nas sequintes propriedades:

. a(t—1)[e(t)> —4A?
(@ o —1) " (2:94)
(b) limsup HQ —0(t—1) H < — (2.95)
Prova. (i) Subtraindo 6, da expressao (2.88), obtém-se:

i =i -1+ DNy op o nTie-n) (0

ct+ot—1DTo(t—1)

usando (2.87) e a definicdo do erro apresentada em (2.93), a expressao (2.96) pode ser

~ ~ a(t —1)p(t — 1)

reescrita como:

0(t)y=0(t—1 t 2.
(0=t — 1)+ "B (2.97)
Calculando o médulo da expressao (2.97), obtém-se:
T t—1)e(t)? 2a(t — Dw(t)e(t)
OO = [16(¢ — 1|24 [—2 4 at=bse-nToa-n] o

0O = 10 = D)™+ |~ + e | — S e s = e =T

(2.98)

DT e(t—1
Observando o fato de que [ 2+ (c+¢)(t(t1)T)¢(t(t1) )] <1 eque 2w(t)e(t) < 2w(t)?

tem-se a seguinte desigualdade:

2
2 2 alt—1)e(t)? a(t=1)[“0= +2uw(t)?)
1@l <o —1n|" - T T e )
a(t—1)e(t) 2a(t—1)A
<6t - DI’ - s oot + =rop-175wD (2.99)

2 a(t—1)[e(t)2—4A2]
< l6(t = DI* = s ey
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Observando (2.89), conclui-se que o segundo termo do lado direto de (2.99) é sempre

maior que zero. Portanto, prova-se o item (i) do Lema 12.

(ii) Usando o seguinte processo de indugao:

- 2 ~ 2 2
O Y O] o
2 2
5 _ la(1)[e(2)—4A%]
o <[io] - stkEEs 2.100)
~ 2 ol N a(j—1)[e(j)—4A2]
‘ O(N)|| < [1000)|| — 3251 5507901

2

Fazendo N — oo e sabendo do fato que Hé(t)‘ ¢ limitada e nao crescente, conclui o

item (ii) do Lema 12.

(a) Segue diretamente de (ii).
(b) Do item (a) do Lema 12, pode-se escrever que:

a(t —1)e(t)? B 4A? 4N?
B Po —Te1)  et - DT 1) e (2100

e do algoritmo (2.88), tem-se:

i llF L alt = 1?6t — 1Tt — De(t)?
0(t)—0(t—1)|| = et ot —DTol — 1P (2.102)
Multiplicando e dividindo (2.101) por [c+ ¢(t — 1)Té(t — 1)] , conclui-se que:
. a(t — 1)?¢(t — 1)To(t — 1)e(t)® _ 4A°
A s T I ot — )2 <= c (2.103)

Usando (2.102) e (2.103), prova-se o item (b).

2.6 Estimacao de Parametros com Restricoes

H4& casos nos quais o projetista, devido a um conhecimento prévio do sistema em
estudo, esta interessado em limitar a faixa de valores admissiveis para os parametros.
Nesta seccao, serd explicitado o comportamento dos algoritmos de projecao e minimos

quadrados quando existem restri¢oes na estimacgao dos parametros.

As restricoes serao representadas como sendo uma regiao fechada e convexa no
espago dos parametros e representada por ( . Por exemplo, se o primeiro elemento do
parametro 0 = 1[0, , 6o , ... , 0,]7 ¢ sabido ser positivo, tem-se que ( serd definida

CO1mao:

S

{0:912b>0}
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2.6.1 Algoritmo de Projecao com Restricoes

Pelo que foi dito até o momento, é intuitivo notar que o algoritmo de projecao,
apresentado nas expressoes (2.4)-(2.5), ndo serd alterado se a nova estimativa estiver
dentro da regiao definida por ( . Porém, se o algoritmo levar a uma nova estimativa
que nao pertence a regiao definida por ( , deve-se fazer a projecao ortogonal da nova

estimativa na superficie definida por ( . Esse processo € ilustrado na Figura 5.

61 A

»

0,

Figura 5 — Algoritmo de Proje¢ao com vinculo.

O ponto chave desse algoritmo é que a projecao de é(t) na superficie ( , é’(t) ,
¢ mais proxima de 6y do que é(t) . Dessa maneira, a fun¢ao de Lyapunov, V(t) =
é(t)Té(t) , usada para a anélise de convergéncia desse algoritmo mantém sua propriedade
de ser limitada e nao crescente, isso garante que os resultados de convergéncia nao sejam

modificados.

2.6.2 Algoritmo dos Minimos Quadrados com RestricGes

Para andlise do algoritmo dos minimos quadrados com vinculo, serd feito procedi-
mento analogo aquele apresentado para o algoritmo de projecao, ou seja, deve-se encontrar
uma forma de projetar qualquer estimativa que nao pertence a regiao de interesse no su-
bespaco definido por ¢ de maneira que a fungao de Lyapunov -usada para justificar as
propriedades expressas no Lema 5- calculada em o' (t) seja menor que o valor dessa para
é(t) . Em outras palavras, o objetivo é manter a propriedade de V' (¢) ser nao crescente,

mesmo apos feita a projecao de é(t) sobre o subespaco definido por ( .
Dito isso, considere a seguinte fungao de Lyapunov:
V(t)=0t)TPt—1)70(t)

O algoritmo seguiré da maneira explicitada em (2.26)-(2.27), se a estimativa atual, 0(t)

pertencer ao subespaco ( . Caso contrario, deve-se realizar as seguintes modificagoes:
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e Transforme o espaco de coordenadas de 6 para p usando a seguinte transformacao:

p=Pt—1)""% (2.104)

onde,
Pt—1)""&2PEt—-1)"TPpEt—1)"?
e definindo ¢ como a transformacdo de ¢ no novo espaco de coordenadas.
e Calcule p’(t), que é a projecdo ortogonal de p(t) sobre ¢ . Onde,
pt) = P(t —1)7'26(t)
e Coloque
() = 8/(t) 2 P(t—1)12'(1

e continue o algoritmo.

As modificages necessarias sao ilustradas na Figura 6.

61 A P(t1 )_',2 P 4

Uall

v
v

Figura 6 — LMS com vinculo.

Da transformacdo p = P(t — 1)7Y/20 , pode-se perceber:

V(t) = [6(t) — o] P(t = 1)7'[6(t) - 6]

) A (2.105)
= [6(t) = po] " [p(t) — po]

onde
Lo = P(t - 1)_1/290 S Ct
Como p'(t) é a projecdo ortogonal de p(t) no subespaco ¢ e py € ¢, usa-se o mesmo

artificio do algoritmo de projecao para concluir que a expressao (2.106) é verdadeira.

15" (t) = poll* < lIA(t) — poll? (2.106)
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Portanto,

(0/(1) — 60)" Pt = 1)1 (0'(t) — 6) < (B(t) — 6)" Pt — 1) (B(1) — ) (2.107)

A partir da expressao (2.107), conclui-se que o objetivo exposto no inicio desse
paragrafo foi realizado, sendo encontrado uma projecao de é(t) em ( e, a0 mesmo tempo,
garantindo que a fungao de Lyapunov (2.105) seja ndo crescente. Baseado nesse resultado,
pode-se afirmar que todas as propriedade expostas no Lema 5 continuam validas, bem

como a condigao de convergéncia apresentada em (2.70).

2.7 Simulacdes

Com a finalidade de avaliar algumas das caracteristicas do algoritmos de identi-
ficacao estudados nesse capitulo, foram feitas simulagoes usando o software MatLab. A
simulagao consiste na identificacao dos parametros de um sistema discreto de segunda

ordem apresentado na expressao a seguir:

H(z) = big "t + bag?
14+ aiqg7 ! + asq™?

(2.108)

sendo a; = —2rcosf e ay = r2.

A justificativa para a parametrizacao dos coeficientes a; e as é que, dessa maneira,
os dois polos do sistema de segunda ordem serao situados em cosf + jsinf. Por outro

lado, seu zero sera situado em —by/b.

Dito isso, foram utilizados os valores 0.8 e 7/6 para r e 6, respectivamente, en-
quanto que, para parametros b, e by, foram escolhidos os valores de 1 e 0.2, respectiva-
mente. O diagrama de localizagao dos polos e zeros para a fungao de transferéncia (2.108)

com o valores dos parametros definidos anteriormente ¢ ilustrado na Figura 7.

Pole-Zero Map

0sl
05k
a4f - : %

02y

Imaginary Axis

02
FIFYERN : %
a6l

nab

Figura 7 — Diagrama polos e zeros para (2.108) com a; = —1.3856, as = 0.64, by = 1 e
b2 = 08
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Definido o sistema a ser identificado, aplica-se uma entrada quadrada com frequén-
ciaigual a 1.67 Hz e usa-se os dados da entrada e da saida para o processo de identificagao.
Para a identificacao, foram utilizadas os dois algoritmos, projecao e minimos quadrados.
Os resultados desse experimento sao apresentados nas Figura 8 e 9. Na Figura 8 é apresen-
tado o sinal de entrada (verde) aplicado ao sistema com a sua saida(azul) correspondente,
¢é importante notar que a escolha da frequéncia do sinal de entrada foi escolhida de maneira
que em cada meio periodo o sistema alcance o regime permanente. Na Figura 9a ¢é ilustrado
o resultado da estimagao dos parametros para o algoritmo de projecao, enquanto que na
Figura 9b apresenta-se o resultado para o algoritmo dos minimos quadrados. Em ambas
as figuras os valores do verdadeiro parametro é representada por uma linha pontilhada de

cor correspondente.

Entrada X Saida

Saida
B Entrada

Dados
o
L

o

—

B

L L L L L
345 38 k) 36 368
Tempao(s)

Figura 8 — Entrada (verde) e Saida (azul) usadas para a identificagdo do modelo 2.108.

Algoritma de Projecio Algaritmo dos Minimos Quadrados
T T T T T 14 T T T T T T T

10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 25 30 35 40

(a) Algoritmo de Projecao. (b) Algoritmo dos Minimos Quadrados.

Figura 9 — Resultados do processo de identificagdo de (2.108) usando os algoritmos de
projecao e minimos quadrados, onde os parametros by, bs, a; e as sao ilustrados,
respectivamente, em vermelho, verde, azul e preto.

Com os resultados, conclui-se que a convergeéncia dos parametros foi satisfatoria

para ambos os algoritmos. Porém, vale ressaltar que foram consideradas condigoes ideais
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para a realizagao desse experimento. Apenas a titulo de demonstragao, adiciona-se a saida
do sistema um ruido gaussiano com poténcia igual a 0.01 e repete-se o experimento. Os
resultados dessa modificacao sao apresentados nas Figura 10 e 11. Em 10 ¢ ilustrada
o sinal de entrada e saida, observando que, diferentemente do cenario anterior, a saida
apresenta um sinal ruidoso. Os resultados da identificagao sao apresentados na Figura 11.
O resultado obtido com o algoritmo de projecao é ilustrado na Figura 11a, onde se percebe
que, na presenca de ruidos, esse algoritmo nao fornece bons resultados. Prosseguindo a
analise, na Figura 11b é apresentado o resultado do algoritmo dos minimos quadrados,
que apesar de apresentar convergéncia em seus parametros, esses nao convergem para 0s

seus valores verdadeiros.

Entrada X Safda

Saida
Bl Entrada [

T
—
—
—
—

ﬁ*ﬁ" |

. L . L L .
46.5 47 AT 5 48 48.5 49 495 a0
Ternpo(s)

Figura 10 — Entrada (verde) e Saida (azul) na presenga de ruidos de medigao.

Algoritmo dos Minimos Quadrados

15 . . : : . . .

1
osf| L]

e

0 i
ask i
T} K -
gl gl
5 o 15 20 25 30 3 40 5 o 15 20 25 30 3 40

(a) Algoritmo de Projegao na presenga de rui- (b) Algoritmo dos Minimos Quadrados na pre-
dos. senca de ruidos de medicao.

Figura 11 — Resultados do processo de identificagdo de (2.108) usando os algoritmos de
projecao e minimos quadrados, onde os parametros by, by, a; € as sao ilustra-
dos, respectivamente, em vermelho, verde, azul e preto.

De fato, a analise desses algoritmos na presenca de sinais ruidosos estao fora do

escopo de desse trabalho. Os resultados foram apresentados apenas para provocar o leitor

a pensar sobre o problema. Para maiores informagoes, ver [5].
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2.8 Conclusao

Ao final desse capitulo foram analisados dois algoritmos de identificacao de para-
metros, sao eles: algoritmo de projecao e algoritmo dos minimos quadrados. Para ambos
os algoritmos, foram demonstradas matematicamente algumas de suas propriedades, iden-
tificando as restri¢coes no sinal de entrada para que haja a convergéncia dos parametros

para seus valores verdadeiros.

Adicionalmente, sao apresentadas as modificacoes necessarias para a aplicagao des-
ses algoritmos na presenca de pertubacoes limitadas, ou seja, sao apresentados os algorit-
mos com zona morta. Logo apds, considera-se a situacao na qual se tem um conhecimento
a priori do modelo, criando uma regiao de pertencimento para os parametros. Com isso,
foi demonstrado tanto para o algoritmo de projecao, quanto para o algoritmo dos minimos
quadrados como modicar-los de maneira que esses algoritmos nunca deem estimativas fora
da regiao de restricao. Finalmente, foi apresentado uma aplicagdo de ambos os algoritmo

no processo de estimacao de parametros para um sistema discreto de segunda ordem.
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3 Predicao Adaptativa Deterministica

3.1 Estrutura dos Preditores

O processo de predicao tem o objetivo de extrapolar um série com a finalidade de
prever o comportamento de uma variavel fisica no futuro. Por exemplo, na previsao do
tempo é realizada um processo de predicao, pois, baseado em conhecimentos de outras
variaveis, como umidade e temperatura, faz-se uma estimativa da possibilidade de chuva
em um determinado local. Basicamente, existem duas maneiras de se encontrar a estru-
tura de um preditor, sao elas: manipular o modelo do processo, dito como conhecido, de
forma apropriada para a obtencao deste na forma de preditor; ou prescindir do modelo

matematico do sistema.

3.1.1 Predicao com conhecimento do modelo

A construcao de um modelo de predicao pode ser construida a partir do modelo
matematico que descreve o sistema de interesse. No caso no qual o modelo ¢ linear e finito
dimensional, pode-se obter o modelo de predicao com algumas manipulacoes algébricas.

Esse processo, para o caso de sistemas lineares, é exposto no Lema 13.

Lema 13. Considere um sistema SISO (do inglés,single-input single-output) descrito por
seu modelo DARMA :

A(g y(t) = BlgHu(t) (3.1)

onde
Al =1+aqg +.. . +a g™ (3.2)
Blg)=q bo+big " +...+bg)=q B¢ (3.3)

A saida do sistema no instante t + d pode ser expressa na sequinte forma de

preditor:
y(t +d) = alg y(t) + Bl u(t) (3.4)

onde,

’

alg ) =G, Blg")=F(g "B (3.5)

e F(qg71), G(¢7") polinémios inicos, tais que:

1=F(g YAl +qG(q) (3.6)
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Flg") =1+ fig”" + ...+ faaqg ™! (3.7)
Glg ) =go+9q "+ - 4 gnag "™ (3.8)
com,
fo=1
Ji=— Z;:) fiai—; (3.9)
9i = — Zj;% Jitiva—j
Obs: Define-se os valores de ani1, Gpio, ... como sendo zero, sempre que esses

compuserem as equagoes da expressao (3.9).

Prova: Primeiramente, considere a expressao (3.6) valida e multiplica-se a expres-
sao (3.1) por F(q '), obtendo-se:

F(g YA " yt) = ¢ *F(g")B (¢ Yut) = y(t +d) = alg y(t) + Blg " ul(t)

com a(q™') e B(q™!) expressos em (3.5). Para provar que a expressao (3.9) é verdadeira,

utiliza-se do seguinte processo de inducao:

e Considere d = 1 e expanda a expressao F(q ') A(q™):

FlghY(l+aig +asqg?+...ang ™) = foll +arqg +asqg? +...a,g ™) =

fo—qH—a1—aqg ' — ... —a,_1qg7"1)
(3.10)
Para que (3.6) seja valida, tem-se que:
=1
f ’ (3.11)
gi = —Qjyq1, Z:O,...,n—l

e Considere d = 2 e realize a mesma expansao anterior:

FlghH(14+aiqg +asqg?+ .. cang™) = (fo+ figH(1 +argt + .. .apg™) =

fot+(ar+ f1)g " = a2 |[=(foaz + frar) — (foas + fra2)g™ ' — ... = frang™™""
(3.12)
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Da mesma forma, para que (3.6) seja vélida, tem-se:

fo =1 i—1 .
= fi = j—0 fiai—j, i=1
f1 =
g1 = —foaz — fra (3.13)
: 1
= i = Zj:O fitiva—;
gn—2 = —Qp — flafn—l
In—1 = —foan+1 - flan = —flan

onde foi considerado a,+; = 0, de acordo com a observagao do Lema.

e Repetindo o processo para d = 3, tem-se:

FlgH(1+aiqg +...anqg ™) = (fo+ ig + o)A+ aigt + ... ang™) =

fo+ (foar + f1)q™ " + (foaz + frar + fo)g*—
q° [_(foa:% + fias + foa1) — (foas + fras + foas)g™' — ... — foa,qg "t
(3.14)

Para que (3.6) seja valida:

Jo=1 '
fi=—foar = fi=Y 0 fiaiy, i=12
J2 = —foaz — frax

go = —foasz — fray — foaq

2 .
= 9 = 2 jmo Jiit2—y, 1=0,...,n =1
In—2 = —foan+1 - flan - fzan—l

Gn—1 = — folnt2 — fians1 — foan, = — faa,
(3.15)

Generalizando as expressoes (3.11), (3.13) e (3.15), obtém-se a expressao (3.9),
finalizando, dessa forma, a prova do Lema 13.

Com o resultado do Lema 13, percebe-se que a forma de preditor em (3.5) é, na

realidade, uma alternativa em se escrever o modelo sistema na forma expressa (3.16)
y(t+d) = 6] o(t) (3.16)
onde,

ST (1) = <y(t), oyt — ), ul), . ult — 1 —d+ 1)) (3.17)
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e 0l (t) 6 uma matriz compostas pelos elementos dos coeficientes de a(¢7!) e S(¢7!).

Note que da expressao (3.16), pode-se pensar em um preditor com a seguinte
estrutura:
gt +d,0) = 67 ¢(t) (3.18)

onde 6 é o vetor de parametros. Observe que, quando 6 = 0, tem-se y(t +d,0) = y(t +d)
para todo t. Dito isso, deve-se pensar em algoritmos que facam a estimativa de 6 de

maneira que §(t + d, 0) se aproxime de y(t + d) na auséncia do conhecimento sobre 6.

Uma das caracteristica do preditor (3.18) é que o valor da saida, y(t), no instante
t + d depende dos valores da saida e entrada até o instante ¢. Em algumas aplicagoes,
essa caracteristica é adequada. Porém, existem aplicagoes nas quais é desejado que o valor
da predicao da saida no instante ¢ + d seja funcao apenas dos valores das entradas até o

instante t.

Devido a necessidade exposta no paragrafo anterior, é necessario estabelecer cri-
térios para que o modelo de predigao,(3.18), seja fungao apenas dos valores passados da

entrada, u(t),u(t — 1),.... Com essa finalidade, considere o Lema

Lema 14. Se, na expressao

A(q "y(t) = Blg~"u(t)

assume-se que A(q') € assintoticamente estdvel, entdo é possivel construir um preditor

dependente apenas de u(t) com a sequinte estrutura:
A0, q7")y(t.0) = B(0,q " )u(t) (3.19)
onde A(0,q71) e B(0,q7') tém a mesma estrutura que A(qg™') e B(q¢!).

Prova. Considere que 6 é tal que:

BN
>
L]

L
~—

I

o
—~
L)

L
~—

Dessa maneira, o error de predicao, e(t) = y(t) — y(t, 0), satisfaz:
A(ge(t) =0
e como A(q™1) é estdvel, tem-se que:

lim e(t) =0

t—o00

Conclui-se, entao, que o preditor (3.19) terd uma convergéncia assintética para o valor da

saida, y(t).
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Sendo o preditor (3.19) usado para predigoes longas (por exemplo, predigao do
consumo de dgua de uma cidade em dois anos), é intuitivo relacionéd-lo com o preditor
definido em (3.18). Em outras palavras, o preditor (3.19) serd o caso limite do preditor

(3.18) quando o intervalo de predicao, d, torna-se grande.

Com a finalidade de formalizar o que foi dito no pardgrafo anterior, utiliza-se o
método apresentado no Lema 13 na expressao do preditor (3.18). Dessa maneira, obtém-se
a seguinte relacao:

Glg™)

_ -1 —d’
A~ T g 320

De (3.21), percebe-se que F(q!) representa os primeiros d’ termos da expansio

de m. Como, por hipétese, A(q~!) é considerado estdvel, a série F(q~!) convergird
quando d — oo e G(q™') tenderd a zero. Portanto, para valores grandes de d’, ¢ vdlida a

seguinte expressao:

1 -1
e F(g™) (3.21)
Usando as expressoes (3.4)-(3.5), tem-se:
y(t) = Glq )yt —d) + F(qg " )B(g ")ult) (3.22)

Portanto, a expressao (3.21) pode ser aproximada por

y(t) =~ F(g~")B(g u(t)
(3.23)

~ Jjggjiu(t) usando (3.21)

Assim sendo, com o resultado obtido em (3.23), conclui-se que o preditor (3.19),
assumindo que o polinomio A(g™!) é estavel, é o caso limite do preditor (3.16) quando o

intervalo de predicao ¢ grande.

Existe, também, algoritmos de predi¢ao para sistemas que sao representados por
modelos nao lineares. Nestes casos, ao invés de utilizar a expressao (3.16), usa-se a forma

geral apresentada na expressao a seguir
gt +d) = f(t,0,D(t)) (3.24)

sendo f(.,.,.) representa um fungao nao linear ou linear na qual y(t) ¢ igual a y(t)(para
todo t) para um determinado 6, diga-se 6y, e D(t) representa os valores nos quais y(t, 0)

é calculado. Se (3.24) é linear em 6, usa-se o seguinte o modelo para o preditor:
gt +d) =0"0(t)

sendo ¢(t) uma fungao (possivelmente nao linear) de D(t).
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3.1.2 Preditores de Complexidade Restrita

Na seccao anterior foram analisados modelos de preditores no quais é necessario o
conhecimento do modelo do sistema em estudo. Neste topico, serd tratado o problema de
predi¢ao que se prescinde do modelo. A forma geral desses tipos de preditores é exposta

na expressao (3.25).

g(t) = 9(t,0, D(t)) (3.25)

onde,

e 0 representa os parametros
e g(.,.,.) representa uma funcao, linear ou nao linear, arbitraria

e D(t) representa os dados nos quais g(t,6) é computado

O preditores que nao sao baseados no modelo do sistema e que apresentam a
forma expressa em (3.25) sao chamados de preditores de complexidade restrita. Uma
consequeéncia da hipotese para esses tipos de preditores é que pode nao existir um valor
de 0 tal que g(t,0) seja igual a y(¢). No entanto, tem-se uma vantagem no que se trata
o vetor D(t), que pode ser escolhido de maneira intuitiva, onde sua escolha é baseada na
hipétese de uma determinada varidvel influenciar a grandeza na qual deseja-se realizar a
predicao. Se deseja-se predizer o consumo de dgua de uma cidade, é muito provavel que a
temperatura e precipitagao sejam bons indicadores para se realizar a predi¢ao do consumo
de dgua, ao mesmo tempo que é improvavel que essas variaveis estejam relacionadas com

o consumo da maneira expressa em (3.2).

Na proxima seccao serao apresentados como os algoritmos de estimacgao de pa-
rametros, discutidos no Capitulo 2, podem ser usados para determinar o valor de 6 de

maneira que a saida g(t, §) corresponda a uma ”boa” predigao de y(t).

3.2 Predicio Adaptativa

A ideia principal da predicao adaptativa é realizar uma estimacao recursiva dos
parametros presentes no modelo de predigao, baseados em dados obtidos do processo, de
maneira a diminuir o erro entre as predigoes passadas e os verdadeiros valores observados.
Estes parametros sao utilizados para prever saidas futuras. Dito isso, é importante pensar

nas seguintes questoes:

e Como ajustar esses parametros?

e Qual os limites que serao impostos a regiao de estimagao?



Capitulo 3. Predi¢cdo Adaptativa Deterministica 52

e E possivel estimar os parametros diretamente, ou é necessario um processo de mode-
lagem e s6 assim achar um modelo de predicao a partir de manipulacoes algébricas

nesse modelo?

H4, basicamente, duas maneiras de realizar a predigao adaptativa. A primeira,
conhecida como predi¢ao adaptativa direta, os parametros dos preditores sao estimados
diretamente, ou seja, utiliza-se a saida do preditor no processo de estimacao dos parame-
tros. A segunda, conhecida como predicao adaptativa indireta, faz-se, primeiramente, um
processo de estimacao de parametros no modelo da maneira visto no Capitulo 2 e, em
seguida, aplica-se o Lema 13 para obter o modelo do preditor e consequentemente o valor

da predicao.

Nas préximas duas secgoes serao discutidos com mais detalhes esses dois processos

de predicao adaptativa.

3.2.1 Predicao Adaptativa Direta

Para a analise da predicao adaptativa direta, sera considerado o modelo para o
preditor na qual a sua saida é uma funcao linear dos parametros #, como apresentado a
seguir:

§(t+d,0) = ¢(t)"0 (3.26)

onde ¢(t) é um funcao linear ou nao linear dos dados,
D) 2 {y(t).y(t — 1. u(t) ut - 1), ..}

Sera considerado o uso do preditor (3.26) em duas situagoes. A primeira situagao
serd aquela na qual sabe-se que existe um valor para 6 (diga-se 6y) tal que a saida do
preditor,j(t), seja igual a saida do sistema, y(t). A segunda situacdo é quando nao é

garantido que exista um valor de 0 tal que y(t) = y().

3.2.1.1 Caso sem Restricdo

Assumindo que existe um valor de 6 (diga-se ) tal que para todo t,
§(t +d,00) = ¢(t)" b0 = y(t + d) (3.27)

Pode-se considerar o preditor como o modelo DARMA de um sistema e utilizar as técnicas
apresentadas no Capitulo 2 para a estimagcao de . Por exemplo, a utilizacao do algoritmo
de projecao implica no seguinte preditor adaptativo:

. ot = d)
o0 =0 =1+ o e =)

yt) — ot —d)T0(t—1)]. ¢>0 (3.29)
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A predicao no instante t sera dada por:
j(t) = ¢(t — d)"0(t — d) (3.29)

e como 0(t — d) é funcao de y(t — d),y(t —d — 1),..., o preditor adaptativo apresentado

em (3.28) é um sistema causal. Dito isso, considere o seguinte Lema.

Lema 15. Se a sequéncia y(t) tem a representacdo apresentada em
Gt +d,0) = 6(t)" 6o = y(t + d)

e ainda que,

e A dimensao de ¢(.) é escolhida condizente com a ordem do sistema, e

e ambos os vetores, y(t) eu(t), sao limitados, entao o preditor adaptativo (3.28)-(5.29)

apresenta a sequinte propriedade

lim (y(t) — §(0))” < o0 (3.30)
que 1mplica em,
Jim (y(t) —9(t)) =0 (3.31)

Prova. Usando as propriedade (7i) e (d) do Lema 2, pode-se mostrar que o algoritmo

(3.28)-(3.29) tem a seguinte propriedade:

- gt —a)Th( — 1)
&E;;;1+¢@+dy¢@+d><“) (3:32)
Jim 3™ o) b - )| < oo (3.33)

para k finito.
Definindo

0(t —d) = 0(t — d) — 6y,
o erro de predigao sera dado por,

e(t) 2 y(t) — i) (3.34)
= —¢(t—d)TO(t — d)

adicionando e subtraindo —@(t — d)70(t — 1) na expressio (3.34), obtém-se:

elt) = —p(t — )0t — 1) — o(t — )T [6(t —d) — Ot — 1)] (3.35)
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Dessa maneira, usando a desigualdade de Schwarz e a desigualdade triangular, pode-se
escrever:

2

() <2 [o(t - d1( ~ 1)+ 20( — )7 (¢ — d) 0t — 1) — At )

(3.36)

Portanto, a aplicagao de (3.32)-(3.33) em (3.36), bem como a suposigao de que y(t) e u(t)

sao limitados implicam em (3.30). A expressao (3.31) segue diretamente de (3.30).

Note que, para que haja convergéncia de (t) para y(t), no Lema 15 nao foi dita

nenhuma restrigdo de realimentacao de y(t) e u(t).

Propriedades semelhantes aquelas apresentadas no Lema 15 podem ser estabele-
cidas para o preditor baseado no algoritmo dos minimos quadrados, cuja implementacao
é apresentada nas equagoes (3.37)-(3.38). A demonstracao, porém, nao serd feita nesse
trabalho, para maiores informagoes ver [5].

0(t) = 0(t — 1) + P(t — d)o(t — d)[y(t) — ¢(t — d)T0(t — 1)] (3.37)

Pit—d—1)¢t —d)o(t —d)TP(t —d—1)

Pt —d)=Plt—d-1)- 1+ o(t—d)TP(t—d—1)é(t — d)

(3.38)

3.2.1.2 Caso com Complexidade Restrita

Neste caso, nao se sabe se existe um valor de € tal que §(t) = y(t). Por isso, o
valor de 6 sera encontrado com a minimizacao de uma funcao de custo que usa erros de

predicao passados.

Quando se considera o preditor linear no parametro 6 e escolhe-se o critério qua-

dratico, o valor de 6 serda determinado pela minimizacao da funcao

t

To(0) = [y(t) = ¢(j — )"0 + (6 — 6(0))" Py (6 — 6(0)) (3.39)

=1
onde o segundo termo foi incluido para levar em conta a estimativa inicial,d(0).

Como foi visto do Capitulo 2, como o Lema 4, a minimizac¢ao da fungao (3.39) d&-
se pelo algoritmo (3.37)-(3.38). E importante perceber que, nesse caso, pode nao existir
um tnico valor de # que minimize (3.39). Portanto, faz-se necessario usar algoritmos que,
de alguma maneira "esquecam”os dados passados. Isso pode ser feito, por exemplo, com a
modificagao do métodos dos minimos quadrados com fator de esquecimento ou reiniciando
a matriz P periodicamente. Para conhecimento de detalhes sobre essa modificacao do

algoritmo dos minimos quadrados, ver [5].
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3.2.2 Predicao Adaptativa Indireta

Como dito anteriormente, a predicao adaptativa indireta consiste em, primeira-
mente, fazer a estimacao dos parametros do modelo e, em seguida, manipular o modelo
para a obtencao do preditor. Nesta seccao, serao estudados os casos sem restricao e com

restricao.

3.2.2.1 Preditor sem restricao de modelo

Nessa situacao assuma que o modelo do sistema é apresentado em sua forma

DARMA,

AlgMy(t) = ¢~*B' (g u(t) (3.40)
aplicando a estimacdo de parametros a (3.40) seguido do procedimento apresentado no
Lema 13, obtém-se o seguinte algoritmo para a predi¢ao indireta(usando o algoritmo de
projecao):

¢t — d)
c+ ot — d)Th(t — d)

~

0(t) = 0(t —1) + yt) — ot —d)T0(t—1)] ¢>0  (3.41)

onde,
ot =" = [~y(t = 1), .., —y(t—n)ult —d), .u(t—d—m)]  (342)

Dado 0(t), define-se A(t,q™') e B(t,¢~*) como segue:
A, =1+ a1 (gt + ...+ an(t)g™ (3.43)

Feito isso, aplica-se o procedimento do Lema 13 para a determinacao de F (t,q7h) e
é(ta q_l)a ou Sejaa
F(t,g YAt g ) +q Gt ") =1 (3.44)

Finalmente, como os polinomios obtidos da expressao (3.44), define-se a(t, ¢~ 1) e B(t, ¢ 1)

da maneira a seguir,

tqg ) = G(t, g
Oé( Jq_1> . _(17?, ) . (345)
Bt,a') = F(t,q")B(t,q")
e o preditor adaptativo sera descrito por
gt +d) = alt, g y(t) + Bt g~ ult) (3.46)

Visto o algoritmo de predicao indireta, aborda-se, no Lema 16, as propriedades de

convergéncia com a utilizagao do algoritmo descrito anteriormente.

Lema 16. Se a sequéncia y(t) obedece a equacao

Alg My(t) = ¢ B (¢ " u(t)
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e ainda se ambos, y(t) e u(t), sao limitados, entao

dim (y(t) = §(t))* < oo (3.47)
e isto implica que
Jim (5(6) — 9(£)) =0 (3.49

O prova do lema 16 serd omitida, sua prova estd demonstrada em [5].

3.3 Simulacdes

Com o objetivo de se consolidar as técnicas de predicao descritas neste capitulo,

serd ilustrado o processo de predigao para o sistema apresentado a seguir:
(14 a1 + asqg)y(t) = ¢~ (bo + brg ™) (3.49)

com a; = —1.3856, ay = 0.64, by =1 e by = 0.2.

Usando o lema 13, construiu-se o modelo de preditor do sistema (3.49), obtendo-se:

Flg)=fo=1 G(g7)=—a —axq™" (3.50)

No modelo de simulacao foi aplicado ao sistema um sinal de onda quadrada com
frequéncia igual a 1.66 Hz e amplitude igual a um. O resultado de simulagao para esse
preditor ¢ ilustrado na Figura 12 e o seu esquematico feito no simulink na Figura 13,
onde o bloco MatLab function implementa a equagao (3.4). Da Figura 12, conclui-se que
a saida predita (vermelha) é igual a saida do sistema (azul) com um avango de um passo
de célculo(deve-se ao fato de d = 1, no modelo (3.49)). Na Figura 12b, pode-se observar
detalhes da Figura 12a.

Normalmente, no processo de predi¢ao, nao se conhece o modelo matematico do
sistema em estudo, o que torna o exemplo anterior sem sentido. Para evitar esse problema,
supoe-se que temos um caso de predicao adaptativa sem restricao, ou seja, é satisfeita a
condicao (3.27), e utiliza-se os processos de predigao adaptativa direta e indireta, apre-
sentados anteriormente no capitulo. Nos dois exemplos seguintes sera utilizado o mesmo

modelo apresentado na equagao (3.49).

Implementando, primeiramente, o processo de predicao adaptativa direta, cujo
diagrama a blocos é apresentado na Figura 14. Nesse diagrama, foi utilizado o algoritmo
dos minimos quadrados em sua implementacao, sendo o primeiro bloco MatLab function
utilizado para realizar o calculo iterativo da matriz P, o segundo bloco implementando

o célculo das estimativas e as expressoes (3.27)-(3.29), fornecendo a saida predita. O
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Predigdo Deterministica Predigdo Deterministica

LR RS BT

Safda
o
1
Salda

; :
N4 22 225 23

L i 1 H =N} L i 1
285 258 287 258 259 2% 261 26.2

Ternpols) Tempo(s)
(a) Preditor deterministico. (b) Zoom no resultado a esquerda.

Figura 12 — Resultados da construgao de um preditor deterministico para o modelo (3.49).
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Figura 13 — Esquema do preditor deterministico no Simulink.

resultado desse sistema de predicao é ilustrado na Figura 15, onde em 15a sao apresentadas
a saida predita (vermelho) e a saida do sistema (azul). Com o auxilio da Figura 12b,
percebe-se que o sinal em vermelho é, de fato, uma predicao do sinal em azul, ou seja, foi

realizado um processo de predicao prescindindo do conhecimento do modelo.

Como uma alternativa ao processo de predicao adaptativa direta, foi construido
o modelo de predicao adaptativa indireta, cujo diagrama é apresentado na Figura 17.
Neste método, foi utilizado o algoritmo de projecao ao invés do algoritmo dos minimos
quadrados no processo de estimacao de parametros. Do diagrama, percebe-se que a saida
do algoritmo de estimacao é usada como entrada para o bloco MatLab function. Esse
bloco implementard as equagoes (3.41)-(3.46). O resultado obtido com a aplicacdo dessa
técnica ¢é ilustrado na Figura 16, onde, apenas a titulo de demonstragao, o algoritmo de

projecao foi ativado apds dez segundos de simula¢do (como se pode observar na Figura
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Figura 14 — Técnica de predicao adaptativa direta usando o simulink.
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(a) Predigao Adaptativa Direta. (b) Zoom no resultado a esquerda.

Figura 15 — Predigao Adaptativa Direta para o modelo (3.49).

16a). A partir da observacao na Figura 16b, conclui-se que, da mesma forma que para
os casos anteriores, a saida predita (vermelho) é igual ao sinal de saida do sistema (azul)

com o avanco de um passo de calculo.
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Figura 16 — Predigao Adaptativa Indireta.
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Figura 17 — Técnica de predicao adaptativa indireta usando o simulink.

3.4 Conclusao

Nesse capitulo, foi apresentado o conceito de predigao para um sistema dinamico
linear. Primeiramente, definiu-se como obter um modelo de preditor para um sistema
dinamico linear em sua forma DARMA. Como essa técnica apresenta a restricao do co-
nhecimento do modelo do sistema, apresentou-se as técnicas de predicao adaptativa direta
e indireta, identificando a diferencas entre essas. Nas técnicas adaptativas direta os algo-
ritmos de estimacao sao utilizados para identificar os parametros do modelo do preditor,
apresentado na equagao (3.26). Por outro lado, nas técnicas de predicao adaptativa in-

direta, estima-se os parametros do modelo e, com o resultado dessa estimativa, usa-se a
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equacao do preditor para se realizar a predicao da saida do sinal.

Ao final do capitulo, sao apresentados exemplos dessas técnicas com a utilizagao

do simulink, no programa MatLab.
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4 Controle de Sistemas Lineares Determinis-

ticos

4.1 Introducdo

Neste capitulo, serao revisados os principais aspectos no controle de sistemas li-
neares deterministicos, pois esses sao importantes no projeto de sistemas de controle
adaptativos. Sabe-se que, no projeto de um sistema de controle, devem ser considerados

0s seguintes aspectos:

e Estabilidade. O conceito de estabilidade é o requisito mais importante no projeto
de um sistema de controle. Este conceito pode ser resumido a exigéncia de que as
entradas, saidas e estados tenham respostas temporais limitadas. Por exemplo, no

caso de sistema lineares e invariantes no tempo descrito por

x = Ax+ Bu(t)
y(t) = Cx+ Du(t)

onde, A € R™" B € R™™! C € R¥™" D € R en adimensao do espaco de estados,

a condicao de estabilidade resume-se a

re(N) <0, Yi=1,...,v e se re(\;)) =0 para qualquer indice i, tem—se m; =
(4.1)
onde, v representa o nimero de autovalores distintos na matriz A; m; representa o

numeros de blocos de Jordan associado ao autovalor <.

e Resposta Transitoria. A resposta transitéria estd associado com a velocidade na
qual o sistema atinge o regime permanente. Para sistemas lineares, a resposta tran-
sitoria estd relacionado no dominio no tempo com o tempo de subida, o overshoot,
tempo de acomodacao, entre outros, e no dominio da frequéncia com a largura de

banda, amortecimento, ressonancia, entre outros.

e Seguimento da referéncia. Muitas vezes ¢ um requisito que a saida de um sistema
de controle siga um determinado sinal de referéncia [Ver [8], para um tratamento
formal a respeito desse assunto| que pode ser caracterizado pelas mais variadas
dinamicas. O caso tradicional desse tipo de especificacao é o seguimento de sinais
de referéncia constante, neste caso costuma-se utilizar o termo regulagao da saida

(em inglés, output requlation).

e Restrigoes. As restricoes no projeto de uma sistema de controle estao associadas

com as limitagbes no sinal de controle (devido a caracteristicas fisicas do atuador);
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limites da taxa de variagao do sinal de controle; limites de varidveis internas ine-
rentes ao processos, tais como temperatura, pressao, vazao, entre outras; e limites
na complexidade méxima do controlador. Todos esses fatores devem ser levados em
consideracao, pois eles influenciam na maxima performance que pode ser atingida

no sistema de controle.

e Robustez. Representa o grau de degradacao do desempenho de um sistema de
controle na presenca de dinamicas nao modeladas como, por exemplo, pertubacoes,

variagao paramétrica, falhas fisicas, entre outras.

Na primeira parte do capitulo serd introduzido o controlador preditivo passo avante
(do inglés, one-step-ahead controller). Com esse controlador, o valor da varidvel de controle
¢ calculado de maneira que a saida do sistema em um instante futuro siga um valor
desejado. Apesar de simples, ha aplicagoes desse tipo de controlador em sistemas nao
lineares e em sistema cujos parametros sao variantes no tempo. Porém, o controlador
preditivo pode gerar sinais de controle com norma muito elevada o que pode tornar inviavel
sua implementacao. Para superar essa dificuldade, faz-se necessario realizar modificagoes
no controlador com a finalidade de alcancar os objetivos de controle e diminuir a norma
do sinal de controle e o resultado serd o controlador preditivo com ponderacao. Como
em todo sistema de controle, esse 1ltimo controlador apresentara desvantagens que serao

sinalizadas a seguir nesse capitulo.

Para superar as dificuldades do controlador preditivo com ponderacao, introduz-se
a ideia de sistemas de controle com a utilizacao de modelos de referéncia, o termo em inglés
para esses sistemas de controle é Model Reference Control, onde se utiliza um modelo para
gerar a saida desejada. Finalmente, serao apresentados algoritmos mais complicados que,
pelo menos para os casos de controle de sistemas lineares, superam as dificuldades das
estratégias citadas anteriormente. Esses algoritmos sao baseados na alocagao dos polos de
malha fechada. Serd apresentada a ligacao entre a posicao dos polos e o tipo de resposta do
sistema, como também se demonstrara que o sistema de controle com modelo de referéncia

é um caso especial de alocagao de polos. Para maiores informacoes a respeito desse assunto
ver [3],[2] e [7].

4.2 Controladores com erro de predicio minimo

Como foi dito na introducao do capitulo, inicia-se o estudo de sistemas de controle
para sistemas lineares com a apresentacao do controlador preditivo, cuja acao de controle é
calculada de maneira a trazer a saida futura para um valor desejado. Para tanto, considere

0s casos nos quais o predicao da saida é uma funcao linear da acao de controle presente.
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Inicialmente , considera-se o caso dos sistemas dinamicos lineares cujos modelos

sao apresentados na forma DARMA, como apresentado a seguir:

Al )y(t) = Bg™")u(t) (4.2)
sendo,
A(gh = l4+ag 4 ... +apqg™
B(q_l) = q_d(bo + blq_l + ...+ bnlq_”l)
= g “B'(¢7")

Sabe-se, do resultado do Lema 13 que esse modelo pode ser escrito na forma de preditor

que é apresentada a seguir:

y(t +d) = alg™)y(t) + Blg ult) (4.3)
sendo,
a(g™h) = apt+arg a1 =G (4.4)
Bla™) = Bo+ B + .o+ Bupaag"TY) = F(g)B (g7 '
Neste capitulo sera abordado o caso SISO, para a abordagem do caso MIMO, ver
[5].

4.2.1 Controle Preditivo

Para a construcao do controlador preditivo, o atraso, d, é escolhido de maneira que
o coeficiente, by , na equagao (4.4) seja diferente de zero. Dito isso, considere o seguinte

teorema:

Teorema 4.2.1. (Controle Preditivo) Considere o sistema descrito por seu modelo DARMA

apresentado em (4.2),

(a) A lei de realimentac¢ao que leva a saida no instante t + d, y(t + d), para seu va-

lor de referéncia y*(t + d) serd,

BlgHu(t) =y (t +d) —alg y(t); t=0 (4.5)
(b) O sistema de malha fechada serd descrito por,

y(t) =y (t); t=d (4.6)

B(g Mu(t) = A(g )y (t); t>d+n (4.7)

(¢) O sistema de controle de malha fechada € estdvel se
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(i) Todos os polos do modelo “inverso”, z;., (4.7)[i.e, zeros do polinémio z¢B(271)]

satisfazem a condigao, |z| <1 .

(ii) Todos os modos controldveis do modelo "inverso” (4.7) [i.e, os zeros da fung¢ao

de transferéncia z¢B(271)/A(q™1)] apresentam mdédulo menor que 1.
(i1i) Se existe um modo do modelo “inverso” tal que |z;| = 1, este deve ter um

bloco de Jordan de dimensao um.

Prova. (a) Imediata da expressao (4.3) definindo y(t + d) como y*(t + d) e colo-
cando u(t) em func¢do dos termos u(t — 1),...,y(t),y(t — 1),.... ¢ importante notar que
essa manipulacao é valida pois Sy # 0 por definicao.

(b) Substituindo (4.5) em (4.2), obtém-se:
Yy (t+d) —alg y(t)

Al "y(t) = B(g™") 5 )

De (4.8) e usando a relagao (3.6), obtém-se (4.6). A restri¢ao na variavel ¢ é devido ao fato

(4.8)

de que a primeira predicao, considerando o tempo inicial nulo, serd em t = d. A expressao
(4.7) segue de (4.2) usando a relagao (4.6).

(¢) Ver Apéndice B de [5].

E importante observar que a lei de controle (4.5) minimiza a fun¢ao, J;(t+d), que

representa o erro de predicao quadratico.
2

1
Bt +d) =3 [yt +d) —y(t+d)| (4.9)
De fato, o leitor pode notar que calculando a derivada de J;(t + d) com relacao a u(t) e

igualando-a a zero, obtém-se a lei de controle (4.5).

Como ja comentado anteriormente, o sinal de controle que leva y(t + d) a y*(t +
d) pode resultar em um sinal com grande amplitude. Para superar esse inconveniente,
considere o controlador no qual o sinal de controle minimiza a fungao Jo(t + d), cuja

expressao ¢ apresentada em (4.10).

Bt +d) = {3yt +d) -y (¢ + D) + Fu(t) | (4.10)

O controlador que minimiza a funcao Ja(t + d) é chamado de controlador predi-
tivo ponderado(do inglés, weighted one-step-ahead controller). Com isso, faz-se necessario

estender a aplicacao do Teorema 4.2.1 a esse controlador. Portanto,

Teorema 4.2.2. (Controle Preditivo Ponderado)
(a) A lei de controle que minimiza Jo(t + d) €

A {rrd—al@®) - 80 -1}
- R

u(t (4.11)
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onde
B(q") = a(Bla™") — Bo)
4.12
= B+ B+ .+ Buprarg Mt 412
(b) O sistema de malha fechada serd dado por:
[B'a™) + 2 A ylt+d) = B g7y (e +d) (4.13)
Ba™) + 24| ult) = Alg ™)yt + d) (4.14)

onde B'(q7") € apresentado em (4.12).
(¢)O sistema de controle de malha fechada terd entrada e saidas limitadas se,

(i) Todos os modos do modelo “inverso” (4.13) e (4.14)[i.e, zeros do polinémio
z2)+ 0)A(z7 )] tem modulo menor ou tgual a um.
B'(z7Y) 4+ (M Bo) Az fdul qual

(ii) Todos os modos controldveis do modelo "inverso” (4.13) e (4.14) (i.e, os zeros

das funcgoes de transferéncias

! [B'(z_l) + %A(z‘l)]

B(z~1)
A B e+ A

tenham modulo menor que 1.

(111) Qualque modo do modelo “inverso” (4.13) e (4.14) com mddulo igual a um,

devem ter apenas um bloco de Jordan de dimensao igual a um.

Prova. (a) Levando em consideragao a funcao de custo,
Bt +d) = {5t +d) —y (¢t + D)) + Ju(t)?} (4.15)
e a forma do preditor,

y(t+d) = alg y(t) + Blg Hu(t) (4.16)

Substitui-se (4.16) em (4.15) e calcula-se a derivada de Jo(t + d) com relagao ao sinal de

controle, u(t), obtendo-se,

D — sy {ata ) + Bt )~y H )} @)

expandindo 3(¢~!), usando a relagao (4.12) e igualando a derivada a zero, obtém-se a lei
de controle (4.11).
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(b) Durante o célculo da derivada, chega-se a seguinte expressao:
Bo {y(t +d) —y*(t+d) + %u(t)} =0 (4.18)

Multiplicando (4.18) por B'(¢~') e usando as relacdes em (4.2), obtém-se (4.13). Da mesma
forma, para a obtencao de (4.14), multiplica-se (4.18) por A(q™') e usam-se as relagoes
em (4.2).

(c) Da mesma maneira que o item (¢) do Teorema 4.2.1.

Neste ponto, é importante perceber que a condicao apresentada do Teorema 4.2.2,
ou seja, que as raizes do polinémio B (¢~1) + (A/By)A(¢~") tenham médulo menor que a
unidade, representa um aumento no grau de liberdade quando comparado com a condic¢ao
apresentada no Teorema 4.2.1, que requer que as raizes do polinomio 2¢B(271) sejam
estaveis (apresentem modulo menor que 1). Com uma andlise do lugar das raizes do
sistema de malha fechada é possivel afirmar que, a depender da escolha do parametro
A, pode-se estabilizar todos os sistemas que apresentam inversa estavel e alguns sistemas
que nao sao estavel nem possuem inversa estavel, além de continuar a ser aplicada para

sistemas estaveis.

Como foi visto no paragrafo anterior, o controlador preditivo ponderado nao apre-
senta grau de liberdade suficiente para estabilizar diversos tipos de sistemas (por exemplo,
sistemas a fase ndo minima). Para aumentar o grau de liberdade do controlador preditivo,
utiliza-se a fungao de custo exposta em (4.19), que visa manter a simplicidade do principio
do controle preditivo, ao mesmo tempo em que incorpora grau de liberdade para o projeto

do controlador, com a finalidade de garantir a estabilidade para todos os sistemas.

Ja(t+d) = {4t + ) — (¢t + D))+ Ju(t)?} (4.19)
onde u(t) esta relacionado com u(t) pela seguinte funcao de transferéncia linear:
P(q~")u(t) = R(g~)u(t)
P(g™) = 1+pg '+ +pg (4.20)
R(g™Y) = 14+rqg'+... +rqg’!

Devido a introducao da fungao de transferéncia relacionando u(t) com u(t), tem-se

a seguinte generalizacao do Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.3. (Generalizagao do controle preditivo ponderado)

(a) A lei de controle que minimiza (4.19) é

) Bo {y*(t +d) —alg M )y(t) — B (g ult — 1)) + A [P'(q‘l)ﬂ(t) — R'(¢Y)u(t - 1)] }

B2+ A
(4.21)
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onde,

e u(t) € definida em (4.20).

(b) O sistema de malha fechada serd descrito por

[P(q‘l)B'(Q‘l) + %R(q‘l)A(Q‘l)} u(t) = Plg YA Dy (t+d)  (4.22)

[Pl )B () + 2R AWyt +d) = Pa)B (¢ )y (t+d)  (4.23)

(c) O sistema terd entrada e saida limitadas com condi¢oes nos modelos (4.22)-
(4.23) similares aquelas dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2. Observe que os modos do sistema

serao os zeros de

P(=")B + ARG A=)

Prova. Similar aos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2.

Da forma que foi apresentado, nao é claro o procedimento para a obtencao de
R(q™") e P(q7') de maneira que o sistema de malha fechada seja estavel. De fato, o
procedimento de obtengao completo desses polinomios serao apresentados a seguir neste
capitulo, porém, a titulo de esclarecimento, sao apresentados dois comentarios a respeito

dos controladores preditivos.

e Com a restricao de que A(¢™!) e B(¢~!) ndo apresentem modos instdveis em comum
(ndo hé cancelamento de zeros e polos instaveis), existe sempre uma solugao para
A\, P(g7') e R(q™) tal que o sistema de controle de malha fechada seja estavel. Se
A(q™Y) e B(¢™') sao conhecidos, entdao é possivel encontrar uma solugao para \,
P(q7") e R(g™') usando o método do lugar das raizes, ou seja, projetar a dinamica

da seguinte equacgao caracteristica:

P(z"H)B'(z7Y) + %R(z_l)A(z_l) =0
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e £ importante notar que, da maneira como foi definido, o controlador preditivo pon-
derado nao garante erro de regime permanente para entradas constantes. De fato,
o erro nulo para entradas constantes seria alcancado fosse introduzido na fungao
Jo(t 4+ d), adicionalmente ao controle em si, uma ponderagao na taxa de variagdo
do sinal de controle. No caso generalizado, esse objetivo pode ser alcancado com a

introdugao do termo (1 —¢~') no polinomio R(¢™').

Para maiores consideracoes a respeito do controle preditivo, como aplicagao em

sistemas nao lineares e variagoes desse método, ver [5].

4.2.2 Sistemas de Controle por Modelo de Referéncia

Como usado nas secc¢oes anteriores, o modelo do sistema dinamico utilizado nesse
seccao € o modelo DARMA que, por comodidade, é apresentado a seguir. A especificacao
para o sistema de controle é que a saida, y(t), siga um sinal de referéncia, diga-se y*(t).
Porém, esse ultimo sinal é obtido através de um outro sistema dinamico que apresenta
como entrada a entrada de referéncia, r(t), e tem fun¢ao de transferéncia conhecida,
definida como sendo G(z).

A(q " y(t) = B(g~"u(t)

O sistema dinamico que gera o sinal yx(t) serd chamado de agora em diante de

modelo de referéncia. Sua caracterizagao é dada pela definicao seguinte.
Definicao Caracterizacio do modelo de referéncia

e A saida de referéncia y*(t) satisfaz o seguinte modelo,
BE(g "y (t) = ¢ " gH (g ")r(t) (4.24)

com a funcao de transferéncia G(z) = z_d/H(z_l)/E(z_l), onde g é uma constante

que representa o ganho do modelo e

H(Z_l) = ho + h12_1 + ...+ hlZ_l; ho =1
Ez Y= e+ezl+...+ezl =1

o E(z71) é estdvel

/ . . .
e O atraso no modelo, d , deve ser escolhido maior que o atraso do sistema, d. Por

simplicidade, serd escolhido d = d.

O objetivo do sistema de controle é que a saida do sistema y(t), com r(t) como

entrada, seja igual a y*(t), que representa a saida do modelo de referéncia com a mesma
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entrada. Esse objetivo € ilustrado na Figura 18. Com o objetivo de realizar um comparacao
com as técnicas preditivas vistas anteriormente, considere no diagrama o sinal z(t) =
y*(t + d) disponivel no instante de tempo t e utilize-o, ao invés da entrada r(t), como
entrada no sistema de controle. Essa modificacao ¢ ilustrada na Figura 19. Dessa maneira,
o sistema de referéncia pode ser tido como uma maneira de especificar ao sistema de

controle o sinal y*(t + d).

U(t) Sistema com y(t)
» Controlador > atraso
d
A
+ e(t)
10 ] HE) | Ay [ AR
.| E@) g

Modelo de Referéncia

Figura 18 — Sistema de controle por Modelo de Referéncia.

U(t) Sistema com y(t)
atraso

A 4

A\ 4

Controlador

.........................

) | H@) Sl v

A 4
m
—
0,
N
\ 4
o]

Modelo de Referéncia

Figura 19 — Modificagao do diagrama a bloco do sistema de controle baseado no modelo
de referéncia.

Portanto, uma vez que o modelo de referéncia é responsavel por gerar o sinal
y*(t), usando o controle preditivo, faz-se com que a saida seja igual a y(t) quando o sinal
y*(t + d) for aplicado na entrada do sistema. Uma alternativa a utilizagdo do controle
preditivo é usando alocacao de polos, fazendo, simplesmente, que os polos do sistema sejam
iguais aos polos do modelo de referéncia. Essa alternativa tem a vantagem (dependendo

da localiza¢do dos polos do sistema de referéncia) de que o controlador gerado é mais



Capitulo 4. Controle de Sistemas Lineares Deterministicos 70

robusto, ou seja, seu desempenho é melhor na presenca de dindmicas nao modeladas,
variacoes paramétricas, entre outras. De fato, quando o modelo de referéncia tem todos

os polos na origem, as duas técnicas equivalem-se.

Com a finalidade de se mostrar como correlacionar os sistemas com modelo de

referéncia técnica de controle preditivo, considera-se o seguinte lema:

Lema 17. O sistema

A(q " y(t) = B(g~"u(t)

pode ser escrito na sequinte forma de preditor

E(qg Dyt +d) = alg Myt) + Blg Hu(t) (4.25)

onde,

e F(g7') e G(¢) sao os tinicos polinomios de ordens d —1 e r — 1, respectivamente, que

satisfazem,

E(q") =F(g YAl ) +¢ G (4.26)

Prova. Multiplicando-se (4.2) por F(¢™!) e usando a expressio (4.26), obtém-se
(4.25).

Usando o resultado do Lema 17, o objetivo de controle é alcancado usando a

seguinte lei de controle,
alg y(t) + Blg~ " ult) = gH(q™")r(t) (4.27)
pois, com aplicacao desta, o sistema de malha fechada resultard em:

E(q Myt +d) =gH(q ")r(t) (4.28)

4.3 Alocacio dos polos

4.3.1 Introducao

Inicia-se a discussao sobre alocagao dos polos do sistema de malha fechada, mos-
trando que o controlador preditivo apresentado pelo Teorema 4.2.1 é um caso especial de

alocacao de polos. Para isso, lembre-se que na seccao anterior a lei de controle foi obtida
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de maneira que y(t) = y*(t) que, na sua forma mais simples, resulta na lei de controle

apresenta em (4.5). Baseando-se nesse fato, essa lei de controle tem a seguinte estrutura:
L(g " )u(t) = =P(q " y(t) + M(q~")y*(t + d) (4.29)
onde L(g71),P(q¢7!) e M(q™?') sao definidos como mostrado a seguir.
Lig)=8g") £ Fa B (a ")y Pla)=alg) =G M) =1
(4.30)
Mais um vez, considerando o sistema descrido na sua forma DARMA, ou seja,
Algy(t) = Blg u(t)y Bl =q B¢ (4.31)
Multiplicando (4.31) por L(¢™') e usando a relacao (4.29), obtém-se:
L(g ) A(q y(t) = B(g™") [—P(q*l)y(t) +M(g )y (t +d)

Apos algumas manipulacoes algébricas, é obtido o seguinte modelo para o sistema de

malha fechada:

[L(Q‘I)A(Q‘l) + Q‘dB'(Q‘l)P(q‘l)] y(t) = B (¢ " M(q ")y (t) (4.32)

Com isso, observando (4.32) e tendo em mente que o objetivo requerido é a obtencao de

/

y(t) = y*(t), é intuitivo definir M(g~!') = 1 e alocar os polos de malha fechada de maneira

que esses sejam iguais aos zeros de malha aberta, ou seja,
La AW + a7 B (¢ Pa )] = B'(a™) (4:33)

A questao agora é: E possivel resolver (4.33), ou seja, é possivel encontrar dois polindmios,
L(g™") e P(¢7'), que satisfagam (4.33)?

’

Analisando (4.33), percebe-se que B'(¢~!) é um fator comum para o termo do lado
direito da equagao e para o segundo termo do lado esquerdo. Por isso, é coerente supor

que L(g™") tenha o fator B'(¢~') em sua constituicio, ou seja:

!/

Lig ') =F(¢")B(q ") (4.34)

Substituindo (4.34) em (4.33) e cancelando os termos B'(¢!), obtém-se a seguinte ex-
pressao

Flg YA +q¢P(g) =1 (4.35)
Se F(q~') tem ordem d — 1 a solucao da equagao (4.33) apresentam solugao tinica e igual

aquela apresentada no Lema 13, com P(g™!) ao posto de G(¢71).

Usando o resultado descrito no paragrafo anterior, percebe-se que a lei de controle
(4.29) é a mesma da lei de controle definida no Teorema 4.2.1, portanto, o projeto de um
controlador preditivo pode ser pensado como um técnica de alocacao dos polos na qual os
polos de malhas fechadas sao alocados no lugar dos zeros de malha aberta. E importante
notar que o sistema de controle sera estavel se e somente as condigoes do Teorema 4.2.2,

item (c), sdo satisfeitas.
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4.3.2 Algoritmo de Aloca¢do de polos(Abordagem Usando o Operador Dife-
rencga)

Baseado na discussao precedente, fica-se a seguinte pergunta: E possivel alocar os
polos do sistema de malha fechada em posicoes diferente que nao seja os zeros de malha
aberta? Para responder essa pergunta, deve-se escolher os polinémios P(q~1) e L(¢g™t) de
maneira que a lei de controle (4.29) satisfaga (4.33), com o polinomio desejada, A*(¢™1),

posto no lugar de B'(q_l), ou seja, ¢ necessario resolver a expressao:
LgMA(g) +¢ B (g HP(g") = A*(¢7") (4.36)

Se isso for possivel, fica claro que os polos de malha fechada podem ser alocados arbitrari-
amente. Note que, da expressdo (4.36), se A(g™!) e B'(¢~") tem fatores em comum, entdo
o polinémio A*(¢~!) devera ter esse fator. No entanto, para simplificar a apresentacao,
considere, no momento, que A(g~') e B'(¢~!) sejam primos entre si. O caso no qual A(g~")
e B(q™') apresentam fatores em comum serd estuda adiante nesse capitulo. Voltando a

alocacao arbitraria de polos, considere o seguinte Teorema:

Teorema 4.3.1. (Alocagdo de Polos) Se A(q~') e B(q™') sdo primos entre si e n =
dgmaz(Alq — 1), B(q™1)), um polinémio arbitrdrio A*(q¢~') de grau (2n—1) pode ser obtido
da expressao

A(gHL(g ) + BlgH)P(g) = A"(¢7) (4.37)

sendo L(q™') e P(q!) solucdes tinicas de graun — 1.

Prova. Dada a condicao,
A(gHL(g )+ BlgH)P(g™) = A"(¢7)

onde
A(g) = ag+arg "+ A ag, g (4.38)

e definindo L(g™') e P(g™'), ambos de grau n — 1, como:

Lig )= l+hg'+. .. +lhag !
(4.39)
P(gh)= pot+pgt+...+pu1g "™
Expandido (4.37) com a utilizagao de (4.38) e as definigoes de A(q™'), dada em (3.2), e

B(q™') sendo:
Bl ) =bo+big " +... 4+ bug" (4.40)

considerou-se, para B(q¢™!), a condigao limite, que é quando seu grau é igual ao grau
de A(q™'). Dessa forma, com as definigoes (4.38) e (4.39) e (4.40), escreve-se (4.37) da
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seguinte formas:

l? - al A
ln—l .
M, = : (4.41)
Do )
1
a
_pnfl_ -l
sendo, ) i
agp 0 .. 0 bg 0 ... 0
a; Qo . bl b()
aq . 0 b1 . 0
: SRS )
M, = , 0 . 0 (4.42)
a, a b, by
0 a, 0 b,
10 ... 0 a O ... 0 by

Um vez que A(q~!) e B(q™') sao, por hipétese, primos, entdo conclui-se que det M, # 0
e, com isso, determina-se a partir de (4.41) os coeficientes de L(¢™') e P(q™'), da maneira

ilustrada a seguir:

e o
X aj
L '
=Mt (4.43)
Do )
1
Q,
_pnfl_ -l

A consequéncia do Teorema 4.3.1 é que, com a condicao de que A(g~') e B(¢™!)
sao primos entre si, os polinémios L(g~') e P(¢!) podem ser determinados independen-
temente da posicao dos polos de malha fechada, em outras palavras, estd garantido que
existe L(g™') e P(q™') independente da escolha do polinomio A*(¢~!). Um caso especial
serd quando A*(¢~!) tiver todos os polos de malha fechada na origem, onde, nesse caso,

o controlador é chamado de controlador dead-beat.

Na Figura 20 é ilustrado a forma geral, apresentada na expressao (4.29), de um
sistema de controle com alocagao de polos. Ao considerar-se M(q~ ') = P(¢™!) o sistema
de controle se resume a forma tradicional, com a entrada do controlador sendo o erro entre

a referéncia e a saida, que é ilustrada na Figura 21.
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Referéncia Entrada S{a(ig}a

{y' y + 1 {u} | A@G" y()

AR VT - o 5 -
P(q") f

Figura 20 — Estrutura geral de alocagao de polos.

Erro Entrada Saida
YOy +  fetp | P@) {u} | A@) {y()}
X L(d") 1 B(d) ]

Figura 21 — Estrutura tradicional cuja entrada do controlador é o sinal e(t).

4.3.3 Relacdao com a Realimentacao de Varidveis de Estados

Visto a interpretacao polinomial da alocacao de polos, nesta seccao, tratar-se-a da
interpretacao via realimentacao de variaveis de estados. Na realidade, sera mostrado que
o processo de alocagao de polos pode ser resumido a um estimador de estado, chamado
na literatura de observador de estados, mais uma realimentagao de variaveis de estados.

Para a realizacao de como isso é possivel considere as seguintes observacgoes:

e Primeiramente, sera desenvolvido o algoritmo de alocagao de polos em termos de rea-
limentagao de estados usando o operador de diferenga. Para isso, o polinomio A*(¢~')
é decomposto no produto de dois polindmios, ou seja, A*(¢7') = Q(¢ 1)A(¢™)
sendo Q(¢g~') de ordem n — 1 e A(g™') de ordem n. Além disso, o polinomio A(g~!)
pode ser expresso como a soma de dois termos, A(g™') = A(qg™') + K(¢7 '), sendo
K(g') =1+ kgt + ... + k,qg ™ (os motivos dessas fatoragoes serdao explicitados

mais adiante), portanto:
A(q7) = Q) [l + K(g7)] (1.44)

Define-se, entao, um filtro, R(¢!), em termos de L(¢™!), definido na lei de controle

(4.29), e Q(q~') definido em (4.44), obtendo:

Rl & L") — Qg (4.45)

onde foi assumido que L(¢7!) e Q(¢~') sdo ambos monicos e, consequentemente,
R(q™') nao tem o coeficiente da poténcia em ¢ nula. Dito isso, a lei de controle

(4.29) pode ser reescrita como:

Qg ult) = M(q~")y"(t +d) — (R(g u(t) + Pqy(t) (4.46)
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O motivo de se escrever a nova lei de controle como em (4.46) é que, usando a

representagao direita do operador de diferenga do sistema (4.31)[Ver Capitulo 2 [5]]:

AlgH)(t) = u(t) (4.47)

y(t) = B(q~")z(t) (4.48)

a lei de controle pode ser escrita em termo do novo vetor de estados, z(t), como na

expressao a seguir:

Qg Mu(t) = M(q My (t+d) — [R(q*l)fl(q*l) +P(gY)B(g)| 2(t)  (4.49)

na qual foi usada a seguinte relagao, consequéncia das expressoes (4.47) e (4.48).
R(g")A(g™") + P(q*I)B(q*l)] 2(t) = R(g~"ult) + P(g~)y(t) (4.50)

Note que, mesmo quando z(t) nao é disponivel, o segundo termo do lado direto da
expressao (4.49) pode ser obtido através dois sinais, u(t) e y(t), com a utilizagao da
expressao (4.50). A interpretagao da expressao (4.46) como uma realimentagao de
variaveis de estados torna-se evidente ao se observar a equacao de alocagao de polos

(4.37) e a decomposigao do polinémio de malha fechada dada em (4.44), ou seja:
Lig YA )+ Plg Bl ) =A"(q ) =Q(g") |[Alg") + K(¢™")|  (451)
Portanto, usando (4.45), obtém-se:
R(g A + Pl )B(g ) = Qg HK(¢™) (4.52)
sendo
Qg ) =14+Qiuq " +.. . +Quag ™, K@) =kqg'+. ... +kg™"
Com isso, a lei de controle (4.46) pode ser escrita como,
Qg u(t) = M(g )y (t +d) — Qg K (g )a(t) (4.53)

Com a condicao de que Q(q™!) seja estdvel, (4.53) é assintoticamente equivalente a

seguinte expressao:

u(t) = [ M|y (1 + d) - K(g™)(0) (4.54)

Q(q™') ¢ chamada de dinamica do observador e essa garante um meio de se realizar

a estimativa para o vetor z(t), como mostrado na expressao (4.50).
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O sistema de malha fechada resultante, usando a lei de controle (4.46), é encontrado
substituindo (4.54) em (4.47), obtendo-se:

Qg ™) |Alg) + K(gH|2(t) = Mg "y*(t+d)
y(t) = B(q)z(t)

Note que os polos de malha fechadas podem ser escolhidos arbitrariamente, dependo

(4.55)

da escolha de Q(¢71) e K (¢ 1). E importante notar que se M(q~*),na lei de controle
(4.46), for escolhido como

M(g™) =Q(¢) (4.56)

entdo, a expressao (4.54) tende assintoticamente a
ut) =y*(t +d) — K(q ")z(t) (4.57)

ou seja, com a escolha (4.56), a dindmica do observador é anulada no sistema de
malha fechada. No entanto, é mais comum a escolha de M(q~1) = P(q™'), que
resulta no sistema ilustrado na Figura 21. Na Figura 22 esta ilustrada o diagrama
que representa a alocacao de polos de um sistema de controle usando realimentagao

de variaveis de estados.

yt+d)| M(g") T O A 20 B(d" y®
Q) ) (d) (d)
R@) |+ 1 P
K(GH2(t) = KR (t) 1
Q@)

Figura 22 — Interpretacao do controlador de alocagao de polos usando realimentacao de
variaveis de estados.

e Nessa observacao, o foco serda voltado em dar a interpretacao anterior usando a
representacao em espaco de estados do sistema. Para isso, note que a representacao
(4.47)-(4.48) é uma maneira compacta de se escrever o sistema na forma canonica

de controlador[Ver [5]], como apresentado abaixo:

z(t+1) = N z.(t) + u(t) (4.58)
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y(t) = [bl . bn] zo(t) (4.59)
sendo,
ze=[a(t=1) 2(t-2) .. 2(t—n) (4.60)
Se o vetor z(t) estiver disponivel, entao a lei de controle (4.57) torna-se:
u(t) = —Kx.(t) + y*(t + d) (4.61)
onde K = [kl ky ... k:n] Substituindo (4.61) em (4.58), obtém-se:
—al—kl —an—kn 1
1 0
z(t+1) = _ z(t)+ | |y (t+d)
‘ : 4.62
1 0 0 ( )
= Az (t) + by*(t + d)

Observe que o polindémio caracteristico do sistema apresentado em (4.62) é definido
por:
pe(2) = det(zI — A) = 2" + (ay + k1)2" 7 + ...+ (an + k) (4.63)

e, portanto, os polinomios de malha fechada podem ser escolhidos arbitrariamente
com a escolha de kq,...,k,. Esta conclusao nos permite um conhecimento maior
a respeito da importancia do polinomio K (¢~') na decomposi¢ao polinomial feita
anteriormente. Se o estado x.(t) nao estiver disponivel, aplica-se o seguinte proce-
dimento. Primeiramente, assume-se que o sistema é observavel, ou seja, o espaco de

estados representado em (4.58)-(4.59) pode ser transformado na seguinte forma de

observador.
—a 1 bl
: by
To(t+1)= | zo(t) + | | u(t) (4.64)
: 1 :
—ap 0 bn
y(t) = [1 0 ... 0} 2o(t) (4.65)
Realiza-se uma estimativa para &o(t) usando o observador,
—a 1 bl ll
. : . ba ly .
Go(t+1) = | wo(t)+ || ult)+ [T w@w-[1 0 ... o] @)
—Ap 0 bn ln
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Subtraindo (4.64) de (4.66) e definindo o erro de estimagao como Z,(t) = Z,(t) —
Zo(t), obtém-se:

-—Cll — ll 1 |

Fo(t+1) = Zolt) (4.67)

—ap — 0

Baseando-se na expressao (4.67), percebe-se que é possivel controlar a taxa de de-
crescimento do erro de estimacao escolhendo os valores de [y, ..., [,. Como os siste-
mas (4.58) e (4.64) foram considerados controldvel e observéavel, entdo existe uma
transformacao no espago de estados, x,(t) = Px.(t), tal que o observador de xz,(t) é

transformado no observado de z.(t), com

Zo(t) = A'we(t) + B'u(t) + L'y(t) (4.68)
sendo _ .
—a] — ll 1
A=pt| A P (4.69)
: 1
—a, — I, 0
o
B =p7'|: (4.70)
bn,
o
L'=p*'|: (4.71)
ln

e Finalmente, nessa iltima observagao serda abordado como o operador diferenca e
o modelo em espaco de estados estao relacionados no problema de alocacao de
polos. No caso da realimentacao da variaveis de estados, interessa-se apenas em

combinagoes lineares da estimativa do estado do controlador, Z.(t), ou seja
f(t) = Ki(t) (4.72)
Observe, entao, que o escalar f(t), pode ser escrito da seguinte forma compacta:
Qg™ ) f(t) = R(a™u(t) + Plg " y(t) (4.73)

ou,

Q™) [Kielt)] = Rla™yu(t) + Pla™)y(t (4.74)
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Com o resultado apresentado em (4.74), o diagrama a blocos desse sistema é o mesmo
daquele ilustrada na Figura 20, ou pode ser visto como o diagrama equivalente apre-
sentado na Figura 23. Portanto, a relacao existente entre a abordagem em espagos
de estado e a aquela polinomial no processo de alocacao de polos é biunivoca.

{y(t+d)} 4 {u®) {y(®}

———»{ Precompensador ()~ Sistema

Observador de
estados

)

K

Figura 23 — Alocacao de Polos usando a abordagem de espaco de estados.

Com o que foi dito nessa secgao, sabe-se que os polos de malha fechada de um
sistema de controle, considerando o sistema controlavel e observavel, podem ser alocados
de maneira arbitraria. Porém, um pergunta factivel seria: Que restri¢oes devo considerar
no momento da alocagao de polos? Uma consideracao padrao é aquela na qual os polos
do sistema devem estar dentro do circulo unitario. No entanto, além dessas restricoes,
existem outras como, por exemplo, resposta transitéria, erro de seguimento, robustez,
entre outras. Pequenas observacoes a respeito dessas outras condigoes serao feitas na

ultima secgao desse capitulo.

4.4  Principio do Modelo Interno

Com a discussao feita até momento sobre alocacao de polos, foram desconsiderados
os efitos das pertubagoes deterministica no sistema de controle. Nesta seccao, sera apre-
sentado uma maneira de projetar um sistema de controle no qual o erro de seguimento,
e(t) = y(t) — y*(t), tenda assintoticamente a zero, ou seja, como tornar inobservavel o

efeito da pertubacao na saida do sistema de controle.

Com esse objetivo, considere o diagrama do sistema de controle ilustrado na Figura

24, onde foi somada a pertubagcao, d(t), a saida do sistema de controle.

Aplicando o principio da superposigao e usando a transformada-z, a saida, Y (z),
pode ser escrita em fun¢ao das duas entradas do sistema, Y*(z) e D(z), como mostrado
na expressao a seguir:

G(z)H(z 1

= T CHD) D(z) (4.75)
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{d(t)}

GOy O o ) [ | et ()
- H(z) " G(2) T

Figura 24 — Sistema de controle na presenga de pertubacoes.

De (4.75), obtém-se a resposta em frequéncia, fazendo z = e/, ou seja:

G H(E)
1+ G(eiw)H (eiv)

1

() T+ G H(em)

Y () + D(e™)

Conclui-se que o efeito da pertubagao, D(e??), serd reduzido e saida serd igual a Y*(e/¥)
na faixa de frequéncia em que o termo G(e’“)H (e/*) tiver norma grande. Na realidade,
ao colocar-se polos em determinadas frequéncias, o valor da fun¢ao G(e’*)H (e’*) torna-
se infinito. Essa ideia é comumente chamada de principio do modelo interno(do inglés,
internal model principle). Para o caso de pertubagbes constantes, inclui-se o termo 1 —
27! na fungdo de transferéncia G(e’*)H(e’") o que, consequentemente, leva a uma agao

integral.

Para a generalizagao do principio do modelo interno, com a sua consequente apli-
cacao para outras classes de pertubagoes, considere o modelo do sistema apresentado da

seguinte formas:

<~

Agy(t) = Blg Hu(t) (4.76)

sendo,

Al¢g™") = Al@")D(¢™) (477
B(¢") £ B(¢")D(q") '

e D(q7') tem raizes no circulo unitério, na frequéncia que caracteriza a pertubagao de-
terministica. Assume-se, também, que os polinémios A(q~') e B(g™') sdo primos entre
Si.

Definindo a classe do sinal de referimento como sendo a saida do sistema dinamico

expresso por

S(a )y (t) =0 (4.78)

e assumindo que S(¢~')D(¢7') e B(q™!) sdo primos entre si, ou seja, que modos que
caracterizam o sinal de referéncia e as pertubagoes nao sejam presentes nas raizes do

polinémio B(q~'). Considerando a lei de controle

L(g Mu(t) = =P(q ")y(t) + M (g ")y*(t) (4.79)
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e escolhendo M(g™') e L(¢g™') de acordo com o principio do modelo interno, ou seja,

MY =P(g?); LY =L(g")S(g)D(g™) (4.80)

Resolvendo a seguinte equagao para a alocacao dos polos de malha fechada, para a deter-
minacdo de L'(¢7!) e P(q™"),

L'(¢")S(a D¢ A(g )+ P(g )B(g") = A*(q") (4.81)

resulta em um controlador que tem em sua construgao os modos da referéncia, S(¢™!), e

da pertubacao, D(¢™!), que é condizente com o principio do modelo interno.

Observe que existe solucdo para L'(¢g7') e P(g~!) em (4.81) se os polindomios
S(gMD(gM)A(¢Y) e B(g™") sdo primos entre si. As propriedades do sistema de ma-

lha fechada resultante sao apresentadas no seguinte lema:

Lema 18. O sistema de controle resultante da aplicagao da lei de controle

L(g "u(t) = —=P(q ")y(t) + M(q ")y*(t)

MY =P(g?); LY =L(g")S(g)D(g™)

tem as sequintes propriedades:

(1)

A*(q y(t) = Bl )P(¢ )y (t) (4.82)
(i) )
A* (g ") D(q u(t) = A(g " )D(¢ ) P(g ")y (t) (4.83)
(iii)
A (g Dy(t) —y* ()] =0 (4.84)
(iv)
Tim [y(6) — y* (6] = 0 (485)

(v) Se D(¢') nao tem raizes repetidas, entio u(t) e y(t) sio limitados.
Prova: (i) Multiplicando (4.76) por L'(¢~")S(g¢™"), tem-se:

’

L'(q S A yt) = L'(¢)S(g ") Blg " u(t)

ou

usando a lei de controle (4.79)-(4.80), obtém-se

[L'(q‘l)S(q‘l)D(q‘l)A(q‘l) +B(g)P(q) | y(t) = Bla HP(g )y (t)  (4.86)
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Com o resultado apresentado em (4.86) e usando (4.81), obtém-se (4.82).

(ii) E obtida de maneira andloga ao item (i), multiplica-se (4.76) por P(q™') e
usa-se a lei de controle (4.79)-(3.44).

(iii) Usando (4.82),

Al [ylt) =y () + 57 ()] = Bla™) Py ()

A [yt -] = =A@ = Bla )P v
= —L'(¢7")S(a")Dg Al )y (1)

= 0  wusando (4.78)

(iv) Consequéncia do resultado (iii).
(v) Consequéncia de (i) e (ii).

E importante observar que os resultados obtidos nessa seccao foram feitos com a
assuncao de condigoes ideais. Quando a entrada e saida entra em saturagao, deve-se evitar

o efeito conhecido como integral wind-up.

Uma interessante interpretacao dos resultados obtidos é que as dinamicas das

pertubacoes que sao nao controlaveis sao feitas inobservaveis pela a acao de realimentacao.

4.5 Consideracoes de Projeto

Nesta seccao serao discutidos algumas consideracoes a respeito do projeto de sis-

temas de controle.

1. Estabilidade: Do que foi visto na seccao de alocacao de polos, conclui-se que
usando essa técnica é possivel estabilizar qualquer sistema linear (com a suposigao de
que os polinomios A(g~1) e B(q~') nao apresentem raizes instaveis em comum). De outra
forma, com os controladores preditivos, em sua forma mais simples, requer que o sistema
inverso seja estavel, pois, como foi visto, os polos de malha fechada sao alocados na posicao

dos zeros de malha aberta.

2.Resposta Transitoria: A resposta transitéria de uma sistema de controle depende

da posicao dos polos de malha fechada, como explicado em detalhes a seguir.

Nos sistema a tempo continuo, a resposta transitoria é caracterizada a partir do
amortecimento, ¢, e da frequéncia natural, wy dos polos dominantes de malha fechada.
A Figura RR ilustra a representagao grafica do significado de ( e wy com respeito a

localizacao dos polos.
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Imag
CWo
Y
eV’ cosb =
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Figura 25 — Raizes de um sistema de segunda ordem, mostrando o significado de { e wy.

Para o caso de sistemas continuos considere as seguintes equagao que relacionam

parametros importantes de sua resposta transitoria.

a. Sobressinal(do inglés, overshoot) devido a aplicagao de um degrau unitério

~ (1~ 100 (4.87)

b. Tempo de subida(do inglés,Rise Time)(tempo para atingir 90% de seu valor
final, partindo de 10%)
2.5

~ — 4.88
— (4.39)

c. Tempo de acomodagao(do inglés, Settling time)(tempo para seu ficar em torno

de 1% de seu valor final)
16

= (4.89)

Da teoria de circuitos digitais, sabe-se que usando o método de segurador de ordem
zero, ZOH (do inglés, zero-order hold), com tempo de amostragem A, o polo discreto, z,

esta relacionado com o polo continuo, 5, de acordo com a seguinte equagao

7= (4.90)

Dessa maneira, as especificacoes podem ser realizadas como se o sistema fosse
tempo continuo, gerando a localizagdo dos polos, e usando a relagao (4.90) traz-se essas

especificacoes para o dominio discreto.

3. Segquimento de Referéncia Analisando o diagrama a blocos da Figura 21, obtém-

se a seguinte funcao de transferéncia de malha fechada:

G(2)H(z)

o(2) = T+ GH() (4.91)
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sendo G(z) e H(z) as fungoes de transferéncia da plana e do controlador, respectivamente,

e dadas por

6l - 4
HE) = T

Colocando-se z = /¥, tem-se a resposta em frequéncia do sistema que serd

joy . G(e™)H (&™)
Cle) = T Glomy H (o)

(4.92)

Levando em consideracao a discussao feita anteriormente, um seguimento ideal
seria obtido se G¢(e?*) = 1 para todos os valores de w, o que nao ¢ possivel de se obter.
No entanto, sabe-se que o valor de G(e’)H (e/*) pode ser feito igual a 1 em uma faixa
de frequéncia especifica, chamada de banda passante. Além disso, é sabido que para se
obter um erro permanente nulo para entradas constantes, baste-se introduzir um polo em
z = 1 na funcao de transferéncia de malha aberta, G(e?*) H(e’*). Em outras palavras, para
fazer |G(e/*')H (e’*')| = oo em uma determinada frequéncia, obtendo, dessa maneira, um

seguimento perfeito para sinais de frequéncia wy, introduz-se um polo em z = e/“!,

4. Robustez Para a investigacao do sistema de controle da Figura 24, considera-se

a seguinte fungdo de transferéncia com relac¢ao ao erro e(t):

1

A partir da expressao (4.93), conclui-se que para que se tenha um erro nulo em uma faixa
de frequéncia, é necessirio que a fungao G(e’*)H(e’*) tenha mdédulo grande, ou seja,

aplica-se a mesma regra para o seguimento da referéncia.

Levando em consideracao as variacoes paramétricas, considere que a funcao de
A~ . / . . ~ ~
transferéncia de malha fechada mudou de G(z) para G (z), devido a variagoes nos para-

metros. Dessa maneira, tem-se a seguinte mudanca na funcao de transferéncia:

/

_ G (2) G(z)
AGe(z) = 1+G (2)H(z)  1+G(2)H(2)

(4.94)

G (2)-G(z)
[1+G(2)H(2)][1+G (2)H(z)]

Com isso, pode ser percebido que para haver sensibilidade baixa a variacao paramétrica,
faz-se necesséria que o médulo de G(e/) H (e7%) seja alto, ou seja, a mesma condigao para

0s casos anteriores.

No entanto, ao se analisar o comportamento do sistema devido ao efeito de dina-

mica nao modeladas, prefere-se que o valor do médulo de G(e?*) H (e/*) seja pequeno. Isto
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devido ao fato de que as dinamicas nao modeladas introduzem uma indeterminagao na
fase do sistema, por isso é necessario que o sistema tenha um ganho pequeno na faixa de
frequéncia na qual a dinamica do sistema nao foi corretamente modelada ou foi simplifi-
cada, que geralmente ocorre em altas frequéncia. Percebe-se, dessa maneira, as escolhas e
os limites que um projetista de controle deve enfrentar, ou seja, um bom projetista deve
ter em mente os limites da sua modelagem (banda passante do sistema) e a partir dessa
informagao, devera projetar um sistema de controle robusto contra variagoes paramétricas
e contra as dinamicas nao modeladas, com a maior banda passante possivel e atendendo

as especificacoes de projeto.

4.6 Simulacoes

Para avaliacao de algumas das técnicas demonstradas nesse capitulo, serao feitas
simulagoes usando o programa MatLab. Para tanto, foi utilizado o modelo de segunda

ordem discreto cuja forma DARMA é apresentada na expressao (4.95).
(1+a1g™" +asqg?)y(t) = ¢ (bo + brg™")u(t) (4.95)

Os valores dos parametros foram escolhidos como sendo: a; = —1.3856, a; = 0.64, by = 1
e by = 0.2 (Note que esse modelo foi utilizado para demonstragdo dos algoritmos de

estimagao no capitulo 2). Observa-se que o atraso, d, é igual a 1.

Usando-se (4.3) e (4.4) para d = 1, obtém-se a seguinte lei de controle:

a -1
ut) = srmytt+ 1) - Syt
(4.96)
* a1+azq!
= WZJ (t+1)— biil,#y(t)

O diagrama do circuito no simulink é apresentado na Figura 26. O sinal de entrada tem
amplitude 1 e frequéncia 1 Hz. O passo de simulacao foi 10 ms. Os resultados de simulacao
sdo apresentados na Figura 27. Em 27a e 27b, sao ilustrados os sinais de entrada(azul) e
salda(verde) sendo a tltima um zoom em torno do instante de transigao, destacando que
a saida é igual a entrada no instante de tempo seguinte (pois d = 1), enquanto que em

27c, é apresentado o sinal de controle.

Note que na Figura 27c o sinal de controle apresenta variagoes bruscas nos instantes
de transicao do sinal de entrada. Como dito nesse capitulo, para diminuir a variacao do
sinal de controle nesses instantes criticos, usa-se o controlador preditivo ponderado. No

caso do sistema (4.95) a lei de controle (4.11) resulta em:

u(t)

e (4"t +1) = boult — 1) — ayy(t) — azy(t — 1)) (4.97)
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Figura 26 — Diagrama da implementacao do controle preditivo usando o simulink.

O diagrama do circuito no Simulink é apresentado na Figura 28 e os resultados
obtidos com a aplicacao dessa técnica sao apresentados na Figura 29. Nesse experimento,

foi utilizado o valor de A = 2.

Mostrado o desempenho dos controladores preditivos, no préximo exemplo, sera
abordado o processo de alocagao de polos do sistema (4.95). Como foi visto nesse capitulo,
0 primeiro passo no processo de alocacao de polos é a definicao do polinomio de malha

fechada, de grau 2n — 1. Dito isso, considere o seguinte polinomio:
A (g =1-03¢"+0.3¢7*—0.001g"* (4.98)

no qual suas raizes sao todas iguais a 0.1, ou seja, deseja-se que a dinamica do sistema

(4.95) seja aquela apresentada em (4.98).

Usando (4.43), obtém-se os coeficientes dos polinomios L(g") e P(¢~!). Com esses,
usa-se a lei de controle expressa em (4.29), com M(q~') = P(q™!), para a obtengao do
sistema de malha fechada desejado. O diagrama de blocos do circuito feito no simulink é

apresentado na Figura MM, enquanto que seus resultados de simulagao sao ilustrados na
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Figura 27 — Resultados da aplicagao da técnica de controle preditivo a planta (4.95)

Figura 31. Nessa, pode-se observar que a velocidade de resposta do sistema sem alocacao
de polos (azul) é mais lenta que a resposta apds a alocagao de polos (vermelho) para o
polinémio (4.98). A respostam em verde representa a resposta com o controlador dead

beat, ou seja, quando todos os polos sao alocados na origem.
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Figura 28 — Diagrama da implementacao do controle preditivo ponderado usando o simu-
link, usando-se A = 2.
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Figura 29 — Resultados da aplicacao da técnica de controle preditivo ponderado na planta
(4.95)
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Figura 31 — Comparagao da velocidade de resposta do sistema (4.95) com e sem alocagao

de polos.
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4.7 Conclusao

Inciou-se esse capitulo com a apresentagao de algumas caracteristicas que um pro-
jetista de sistema de controle deve ter em mente. Estabilidade, resposta transitoria, restri-
¢oes fisicas e robustez do sistema de controle foram destacadas, explicitando a importancia
de cada uma. Posteriormente, apresentou-se a técnica de projeto de controladores predi-
tivos, identificando as restrigoes de aplicacao da mesma. Com o objetivo de expandir a
classe de sistemas sujeito a aplicacao de técnicas preditivas, foram mostradas a técnica de
controle preditivo ponderando e o processo de projeto de controladores baseando-se em

modelo de referéncia.

Outro tépico abordado nesse capitulo foi o processo de alocacao de polos, definindo-
a como a técnica mais generalista no projeto de sistemas de controle. Primeiramente,
foi provado que as técnicas preditivas sao, na verdade, um caso especial do processo de
alocagao de polos quando os polos de malha fechada sao alocados na posigao dos zeros de
malha aberta. Em seguida, foi analisado o algoritmo geral de alocacao de polos, ressaltando

que esse pode ser visto como um processo de realimentacao de estados.

Finalmente, foram construidos modelos no simulink com a finalidade de solificar

alguns dos conceitos apresentados nesse capitulo.
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5 Conclusao

Com o desenvolvimento desse trabalho, foram aprofundados os conhecimento da
area de controle adaptativo, usando como referéncia o livro [5]. Estudou-se dois algoritmos
de identificacdo de parametros (algoritmo dos minimos quadrados e algoritmo de proje-
¢ao), destacando as propriedades mateméticas existentes e definindo as suas condigoes de

convergencia.

No Capitulo 3, foi apresentado como transformar um modelo de um sistema linear
apresentado na forma DARMA na expressao de um preditor. Além disso, mostrou-se os
tipos de predicao direta e indireta para ambos os casos, com ou sem restricao, com maior
enfoque para os casos sem restrigoes. As técnicas de identificacao estudas no Capitulo 2

foram aplicadas na construcao dos preditores.

Em seguida, prosseguiu-se com o estudos do controladores preditivos, iniciando-se
com o controlador preditivo que minimiza o erro quadratico entre a saida e o valor predito.
Para esse controlador foram destacados os pontos criticos, como a possibilidade do sinal
de controle ter uma norma muito grande, bem como a limitacao da classe de sistemas na
qual essa técnica podera ser aplicada. Visando eliminar essas dificuldades, apresentou-se
o controlador preditivo ponderado, no qual se introduz na funcao de custo um peso no
sinal de controle aplicado. Os resultados obtidos mostram que esse controlador é aplicado
a uma classe de sistemas maior que o primeiro controlador, porém, nao ¢ aplicada para
sistema a fase nao minima. Para finalizar, foi apresentado o sistema de controle baseado
no modelo de referéncia, identificando-o como uma generalizacao da técnica de controle

preditivo.

Ao final do Capitulo 4, apresenta-se o algoritmo de alocacao de polos, ressal-
tando sua importancia no projeto de controladores para sistemas lineares. Na verdade,
mostrou-se que todas as técnicas de controle preditivo podem ser resumida a um processo
de alocagao de polos. Além do mais, foi mostrada a correspondéncia biunivoca entre o

processo de alocacao e o processo de realimentacao de estados.
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