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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal explorar o uso de embalagens para
o ensino de geometria. Estimular professores a trabalhar com elementos de mediagao
que facilitem o processo de ensino/aprendizagem da geometria, tornando-a de facil
acesso a todos, levando o aluno a compreender conceitos geométricos de forma clara
e objetiva através das embalagens com formas tridimensionais. Através desse suporte
pedagdgico, o educador proporcionara ao aluno uma melhor compreensao dos con-
ceitos estimulando-os a vivenciarem a geometria. Dessa forma, os contetidos estudados,
através das embalagens. propiciardao uma compreensao mais abrangente, interessante e
estimulante. O uso das embalagens, no processo de ensino/aprendizagem é vidvel para
se ter nogoes de drea, volume e, além disso, compreender com clareza a planificagao de

objetos tridimensionais.

Palavras - Chave: APRENDIZAGEM - AREA - VOLUME - MEDIDAS - MEDIA-
CAO - EMBALAGENS




Abstract

The present work has as main objective to explore the use of packages for the teaching
of geometry. Encourage teachers to work with elements of mediation to facilitate the
teaching / learning of geometry, making it easily accessible to all, leading the student
to understand geometric concepts clearly and objectively through the packages with
three-dimensional shapes. Through this teaching support, the teacher will provide stu-
dents with a better understanding of the concepts by encouraging them to experience
geometry. Thus, the contents studied by means of packaging, foster a broader under-
standing, interesting and stimulating. The use of packaging in the teaching / learning
is feasible to have notions of area, volume and, furthermore, to understand clearly the

planning of three-dimensional objects.

KEYWORDS: LEARNING - AREA - VOLUME - MEASURES - MEDIATION -
PACKAGING
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Introducao

O processo de ensino/aprendizagem da matemaética é algo que vem preocupando
pesquisadores, professores e educadores. O alto indice de reprovagéo e a baixa aceitacao
da disciplina tornam o problema ainda maior.

O ensino da geometria vem sendo deixado de lado ao longo dos anos. A falta de
compreensao do contelido, por parte dos professores e alunos, dificulta a aplicacéo de
conceitos geométricos.

Durante os quatro anos que estive como aluna envolvida no curso de Licenciatura
em Matemaética, percebi o quanto é falha a nossa educacdo bésica. Teoria e prética
andam separadas no decorrer do processo de ensino/aprendizagem nas escolas. Pro-
fessores atropelam os conteidos de geometria como se 0os mesmos nao tivessem im-
portancia para o futuro académico e no cotidiano dos alunos.

Diante dessas problematicas, estamos propondo um trabalho diferenciado para
a geometria através do uso de embalagens. A facilidade, de aquisicio do material,
possibilita expandir o leque de aplicagoes, dessa forma os alunos poderao compreender
melhor o conceito de drea e volume, através das planificagtes das figuras tridimensionais
tornando os conceitos mais claros e objetivos.

Desenvolver meios que facilitem essa compreensao, por parte dos alunos, é nosso
dever. Trabalhar com embalagens é de extrema importéncia para se compreender os
aspectos geométricos envolvidos em sua construgdo. Mostrar aos alunos objetos que
fazem parte do seu dia a dia, faz com que o estimulo seja agucado e a curiosidade se
torne mais acentuada.

O ensino de geometria pode ser feito na escola bésica de forma mais acessivel ao
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aluno, desde que se tenha um dominio razodvel dos conceitos bésicos. Esta compreenséo
levara o aluno a um maior envolvimento com o conhecimento matematico. Desta forma,
ele podera perceber que as formas geométricas estdo presentes em todos os espagos
que vivemos. Esse estimulo faz com que eles vejam a geometria com outros olhos,
compreenderao que ela esté presente no cotidiano de cada um, independente do lugar
em que vive, ela pode ser trabalhada e analisada “facilmente”.

A exploragao de embalagens usadas no dia a dia, mostra aos alunos a importéancia
da matemadtica no cotidiano. Ao se fazer o estudo de drea e volume é possivel distinguir
a diferenca entre os dois conceitos a partir das formas das embalagens.

O aluno seré capaz de distinguir alguns problemas existentes em torno de algumas
embalagens que contém o mesmo produto, a mesma gramatura, mas formas geométricas
diferentes.

Este trabalho, ora iniciado, tem como objetivo estimular os professores a usar
embalagens como material diddtico para o ensino da geometria, principalmente na
escola basica. O importante é agucar a compreensio por parte dos alunos dos conceitos

envolvidos nas formas tridimensionais.




Objetivos

Objetivo Geral

Trabalhar com embalagens de formas geométricas variadas, estigando o aluno
a gostar de matemadtica e, como conseqiiéncia, desenvolver uma melhor formagao de

pensamento.

Objetivos Especificos

e Despertar o interesse pela geometria espacial;

e Possibilitar a visualiza¢do e a compeensdo dos elementos existentes nas formas

geométricas;

e Mostrar a importancia das aplicagoes do conhecimento geométrico no dia a dia.



Capitulo 1

Fundamentos Metodolégicos da

Proposta

A matemaética, ao longo dos tempos, vem despertando “medos” e “traumas” para
muitos. Sua extensa variedade de conceitos, teoremas e defini¢des; contribuiu para
mistificar que a matemética foi "feita pra poucos”. Diante dessa problematica, esta-
mos propondo nesse trabalho, contribuir para uma melhor compreensao da geometria,
através das formas geométricas das embalagens.

Sabemos que a matemadtica, através de aplicacoes especificas que envolvam pro-
blemas que fazem parte do cotidiano das pessoas, torna-se mais facil de ser compreen-
dida. O fato de mostré-la de forma concreta, sem muitas abstragoes, possibilita ao
aluno questionar e manipular com simplicidade e sabedoria os objetos que lhes sdo
apresentados.

A qualidade do ensino da matemaética é algo que nos tltimos anos tem estimulado
pesquisadores a buscar explicagoes para o alto indice de reprovagao e o baixo nivel de
compreensio dos seus conceitos. Entre as inimeras explicagoes, encontramos aquelas
que apontam para necessidade da existéncia de instrumentos motivadores da apren-

dizagem matemadtica, como relata D’ Ambrésio:
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“Interessa a crianca, ao jovem e ao aprendiz em geral aquilo que
tem apelo as suas percepgoes matematicas e intelectuais mais ime-

diatas.” (D’Ambrésio: 1996, p. 31)

Quando se fala sobre percepcbes imediatas, ndo se tem em mente retirar da
matemaética o desafio intelectual, mas desafiar a elaboracéo de mecanismo que possa
facilitar, de forma n&o apenas abstrata, a compreensao dos conceitos matematicos. En-
tre estes mecanismos, podemos destacar os instrumentos de mediagao, que tem como
exemplo as atividades com materiais concretos como os sélidos geométricos apresenta-
dos através de embalagens. A falta de criatividade e motivacao dos professores gera
uma situagdo problema no processo de ensino/aprendizado da matemaética. Preocu-
pado com essa problemética, Paulo Freire defendia a contextualizacao do contetido e a
busca pelo novo. Vygotsky propunha o uso de instrumentos de mediagéo que facilitem
o processo de ensino/aprendizagem.

A matemaética vem sendo vista como uma disciplina dificil de ser compreendida e
“feita” para poucos. As dificuldades existentes para se compreender a complexidade e
a magnitude da matemadtica, estao presentes no dia a dia do ser humano. Destaca-se a
incompreensdo existente nas salas de aula e a falta de entusiasmo em buscar métodos
e meios para se desenvolver um trabalho com maior precisdo. A matemaética nao pode
mais ser vista como dificil de ser compreendida, essa concepgao deve ser mudada através
de trabalhos contextualizados e uso de materiais didéticos pedagégicos. O processo de
ensino/aprendizado deve ser dindmico e expressivo, capaz de possibilitar ao aluno uma
busca por conhecimentos mais especificos, levando-o a raciocinar com mais veracidade.

Entender matemaética e compreender a sua importancia no dia a dia é encon-
trar intercdmbios que possam facilitar a sua compreenséo e o seu ensino. Para Marta
Kohl, o uso dos signos, elementos de mediagdo proposto por Vygotsky, é de extrema
importéncia para o processo de ensino/aprendizagem. Para ele, o ser humano, ao
contrario dos animais, é capaz de pensar, imaginar, planejar e executar agoes poste-
riores e que o funcionamento psicoldgico se dd através da mediacdo, que é o processo
de intervencdo de um elemento intermedidrio numa relagdo. Segundo Marta Kohl,
Vygotsky afirma que o aprendizado deixa de ser direto, e passa a ser mediado através

de instrumentos e de signos que estabelecerdo uma relacdo do homem com o mundo.
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Esses elementos mediadores sdo fundamentais para o processo de ensino-aprendizagem
do ser humano em suas diferentes fases de desenvolvimento.

A tarefa do educador é buscar conhecimentos diferenciados para a pratica do en-
sino, é levantar questdes que desperte a curiosidade do aluno. A mediagdo através de
instrumentos é importante para estimular o interesse de se aprender com mais entusi-

asmo a matematica.

“A grande tarefa do sujeito que pensa certo nao € transferir, deposi-
tar, oferecer, doar ao outro, tomado como paciente de seu pensar,
a inteligibilidade das coisas, dos fatos, dos conceitos. A tarefa co-
erente do educador que pensa certo €, exercendo como ser humano
a irrecusdvel prdtica de inteligir, desafiar o educando com quem
se comunica e a quem comunica, produzir sua compreensao do que

vem sendo comunicado.” (Paulo Freire: 1996, p.38)

O processo de ensino/aprendizagem da matematica deve ser contextualizado, in-
tegrando o sujeito com situagoes cotidianas, levando-o a compreender sua importancia
no dia a dia. Interagir com essa realidade é uma responsabilidade do professor. Ser
persistente na busca pelo novo e compreender as mudancas didrias, s@o necessarias para
levar conhecimentos com mais competéncia e organizacao. Segundo Edgar Morin, por
mais dificil que seja a compreensdo do mundo e suas limitagoes, essa busca deve ser

incessante e necessaria.

“O conhecimento dos problemas-chave, das informagoes-chave re-
lativas ao mundo, por mais aleatério e dificil que seja, deve ser
tentado sob pena de imperfeicdo cognitiva, mais ainda quando
o contexto atual de qualquer conhecimento politico, econdémico,
antropoldgico, ecoldgico é o préprio mundo.” (Edgar Morin: 2006,

p.35).

Estudar geometria é mergulhar no fascinio das formas existentes nos objetos, nas
construcdes, nas obras de arte, na natureza; enfim em tudo que é belo e transforma o
meio para fascinar e agucar a busca por conhecimentos mateméticos que fazem parte

do dia a dia de todos.
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A geometria vem sendo vista Como menos importante e dificil de ser aplicada.
Na maioria das escolas, os professores, ou por falta de conhecimento ou por simples
comodismo, descartam o estudo da geometria do programa escolar. Esse descarte traz
consequéncias catastréficas para a compreensao de problemas geométricos enfrentados
pelos alunos quando buscam cursar o ensino superior. Diante de tantas interjeicoes,
nota-se que os elementos de mediacao sdo necessérios para uma melhor compreensio
dos conteddos ensinados.

Diante de tantas probleméticas, torna-se necessério a escolha e estudo de ele-
mentos mediadores que facilitem a compreensao e o desenrolar do contelido da geome-
tria. Vérios estudiosos trabalham com o intuito de colaborar com o saber matemaético.
Saberes que se tornam esquecidos e desvinculados da sociedade. Atentos a desmisti-
ficar o fato de a matemética ter sido feita para poucos, estuda-se meios que facilitem
a compreenséao da geometria euclidiana através de suas aplicagdes.

Trabalhar com o lidico é construtivo e prazeroso, mas compreendé-lo de forma
pedagégica é de extrema importancia para néo complicar ainda mais o que est4 sendo
aplicado. Capacitar professores para que possam desenvolver trabalhos junto aos alunos
€ necessério para que o ensino se torne digno e satisfatério. Nota-se uma urgéncia em
trabalhar com elementos de mediacdo para o ensino e aprendizagem da geometria.
As formas geométricas tridimensionais, ndo sdo visualizadas com facilidade na lousa.
Ensinar geometria escolar sem recorrer a instrumentos mediadores ¢ tarefa drdua e
propicia a muito insucesso.

O ensino da geometria deve ser iniciado, com énfase, nas séries iniciais, facilitando
a compreensao dos alunos na formalizagéo dos contetidos a serem estudos posterior-
mente. Os Pardmetros Curriculares Nacionais de Matemética (1997) defendem o ensino
da geometria no inicio da escolarizagao das criangas.

Uma formacdo qualificada de professores é fundamental para que o ensino e apren-

dizagem da geometria seja eficaz.
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“Todavia, mesmo tais recomendagées fazendo parte das propostas
curriculares hd ja alguns anos, o que se constata € que os proprios
docentes que atuam nas séries iniciais ingressavam no Magistério
sem a adequada formac¢do em geometria. Mesmo o0s cursos de
formacgao diferenciados, como CEFAM, davam prioridade, nas
aulas de Metodologia de Ensino da Matemdtica, a formagao em

aritmética. ”( Adair Nacarato: 2003, p.32)

A intervencéo pedagogica, feita de forma responsavel e segura, é de extrema
importancia para que o aluno possa construir conceitos matematicos comuns nas formas
geométricas. Instigar os alunos a compreender e firmar conceitos matemadticos em
objetos, que possuem formas geométricas tridimensionais, faz com que eles enxerguem
a beleza geométrica existente ao seu redor, facilitando a compreensao, tendo em vista
que o que estd sendo estudado serve de base para compreender o desenvolvimento
arquitetonico do meio em que vivem.

Mostrar a magnitude geométrica aos alunos, através de situagoes do cotidiano,
facilita o entendimento do conteido dado. Muitas vezes a matematica é mal compreen-
dida por n&@o se saber onde vai ser aplicado o que esta sendo estudado. Possibilitar ao
aluno essa visualizacao de problemas que envolvem o dia a dia de cada um, desenvolve
uma curiosidade pelo que vai ser estudado, estimulando-o a pesquisar e enxergar as
formas e belezas geométricas em cada espaco vivenciado.

Fazer o aluno criar uma perspectiva (melhor representacédo plana de um objeto
tridimensional), ver, interpretar e produzir desenhos é um desafio constante para os
professores. Esse entendimento s6 pode acontecer através de intervengéo pedagogica.
Para que isso ocorra, o professor tem que estar bem preparado e seguro do trabalho,

compreendendo com precis@o o objeto a ser planificado.



Capitulo 2

Aspectos Histéricos da Geometria

Sabemos que a geometria é a mais antiga das ciéncias e que sua origem vem das
civilizacoes egipcias. Parte do conhecimento da geometria que se tem até hoje, baseia-se
em registros feitos em documentos denominados papiros. Dentre os principais pode-
mos citar o “papiro de Rhind” (apresenta informacoes sobre trigonometria, aritmética,
equacoes, progressoes e cilculo de drea e volume) e o “papiro de Moscou” (apresenta
uma forma de célculo do tronco de piramide quadrada). Sabe-se que as representagoes
geométricas estdo presentes no nosso mundo. Néo se sabe ao certo quanto tempo tem
a geometria, como ciéncia, mas muitos matematicos ocuparam-se em entender a magia
presente em cada figura ou forma existente na terra.

Compreender a magnitude da geometria é viajar num mundo de imaginagdo. A
imaginacdo que nos vislumbra com as formas impressionantes encontradas nas pirimides
do Egito, na magnitude do céu, na beleza da lua; e tantas outras belezas naturais exis-
tentes no nosso meio. O estudo da geometria tornou-se necessario para a compreensao
de problemas existentes no cotidiano. Uma das necessidades foi & medicéo de terra,
feita pelos agrimensores, que teve influéncia direta no desenrolar da histéria do homem.

Em tempos remotos a geometria era uma ciéncia empirica, era utilizada para
obter resultados aproximados de determinados estudos. Mesmo assim, foi utilizada
para construcdo de vérios monumentos, como as pirdmides e templos Babilonicos e

Egipcios.
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O interessante, na histéria da geometria, ¢ que o seu estudo teve inicio baseado
em hipétese falsa. Acreditava-se que a Terra era plana, portanto todas as pesquisas
foram feitas baseadas nessa crenca, apesar de tudo isso o desenvolvimento da geometria
nao ficou limitado a esta vis@o.

Destaquemos alguns matematicos importantes para o desenvolvimento da geome-

tria:

Tales de Mileto (624-548 a.C.)

Tales de Mileto teve um papel crucial para a compreensao geométrica de alguns
fatos geométricos, objetos e monumentos da época. Suas descobertas e fascinagé@o
pelo incompreensivel, fez com que o desenvolvimento geométrico tomasse dimensoes

extraordindrias para a época, estendendo-se até os dias atuais.

Atribui-se a Tales as seguintes afirmagoes:

e Os angulos da base de dois triangulos isésceles sao iguais;

e Teorema: se dois tridngulos tem dois angulos e um lado respectivamente iguais,

entao sao iguais;
e Todo didmetro divide um circulo em duas partes iguais;

e Ao unir qualquer ponto de uma circunferéncia aos extremos de um diametro AB

obtém-se um triangulo retangulo em C.

Tales também fez a seguinte observacgao: se duas retas se cortam, entao os angulos
opostos pelo vértice sao iguais.

Esse grande matematico deu inicio &s demonstragoes, também calculou a altura
da Piramide de Queops, no Egito, usando semelhanca de triangulos. Infelizmente, suas
obras néo sobreviveram ao tempo. O que se sabe, diz respeito a antigas referéncias

gregas & histéria da matematica que o atribui um nimero significativo de descobertas.
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Platdo (427 - 347 a.C.)

Platao foi um importante filésofo grego, nasceu provavelmente em 427 a.C. Foi
considerado um grande pensador por sua influéncia na filosofia ocidental. Era fasci-
nado pela matemadtica, dizia que a filosofia era responsédvel em descobrir a verdade
para além da opinido e da aparéncia, das mudancas e ilusées do mundo, enquanto a
Matemaédtica é um exemplo de conhecimento de verdades eternas e necessdrias indepen-
dente da experiéncia dos sentidos. Ele sempre considerou que a ciéncia dos nimeros
ou aritmética se encontra acima de muitas outras que eram tidas como essenciais para
as artes profissionais.

Platao nao deu tantas contribuigoes especificas a resultados mateméaticos técnicos,
ele era o centro da atividade matemaética da época, guiava e inspirava seu desenvolvi-
mento. O seu entusiasmo pela geometria fez com que ele se tornasse conhecido, néo
como matemético, mas como “o criador de mateméticos”. Ele foi convertido a uma
visao matematica por Arquitas, um amigo a quem ele visitou na Sicilia em 388 a.C.
Provavelmente foi dessa forma que ele teve conhecimento dos cinco sélidos regulares,
que eram associados aos quatro elementos de Empédocles (fogo - tetraedro, terra - cubo,
ar - octaedro, dgua - icosaedro) num esquema césmico que surpreendeu os homens por
séculos. Platdo considerou o dodecaedro como o quinto elemento, talvez por veneracao
dos Pitagéricos por esse sélido.

Os poliedros regulares foram chamados “corpos c6smicos” ou “sélidos platénicos”

devido & maneira pela qual Platao os aplicou a explicacdo de fenémenos cientificos.

Euclides (séc. III a.C.)

Foi no periodo grego, entre 600 a 300 a.C., que a geometria se firmou como um
sistema organizado, e muito disso se deve a Euclides, mestre na escola de Alexan-
dria (Cidade do Egito, famosa por seu farol), que publicou por volta de 325 a.C. Os
Elementos, uma obra com treze volumes, propondo um sistema inédito no estudo da
Geometria.

Esse trabalho de Euclides é tao extenso que alguns historiadores nao acreditaram

que fosse obra de apenas um homem. Mas essas desconfiangas nao foram suficientes
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para tirar o mérito de Euclides o primeiro a organizar metodicamente o conhecimento

geométrico da época.

Arquimedes (287 - 212 a.C.)

Durante toda a Idade Helenistica o centro da atividade matemética permaneceu
em Alexandria, mas Arquimedes - maior matematico da época - ndo nasceu nessa
cidade; nasceu na Sicilia, era matemaético e geometra, foi considerado o primeiro grande
engenheiro da Antiguidade. Ele adquiriu uma reputacéo em astronomia, provavelmente
por influéncia do pai que era um astronomo. Foi o criador de vérios engenhos mecanicos.
Seu maior interesse era por principios gerais em aplicagoes simples.

Esse matematico tinha uma capacidade de invencéo extraordingria. Foi o primeiro
a demonstrar que “a reta é o caminho mais curto entre dois pontos”, a dar o valor a-
proximado de 7, a calcular o volume e a drea da superficie da esfera, a drea da elipse,
o volume do conéide e dos esfersides.

Arquimedes introduziu na geometria a nogdo de movimento. Assim pode construir
a espiral a partir do circulo e, através de um método idéntico, construir os volumes que
posteriormente se deu o nome de “sélidos de revolugao”.

Algumas descobertas de Arquimedes:

e Medida do circulo;

e Area de um segmento parabdlico;

e Volume de segmento de paraboldide:
e Segmento de esfera;

e Volume de uma esfera.

Entre outras descobertas importantissimas que contribufram para o desenvolvi-

mento da geometria.
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Cavalieri Bonaventura (1598 - 1647)

Outro grande matemaético que contribuiu para o desenvolvimento da geometria foi
Cavalieri Bonaventura. Cavalieri nasceu em Mildo na Itdlia, foi um sacerdote jesuita e
matemadtico italiano discipulo de Galileu. Estudou astronomia, trigonometria esférica
e célculo logaritmico. E considerado um dos precursores do célculo integral. Ele
descobriu que se duas figuras planas podem ser comprimidas entre linhas retas paralelas
de tal forma que tenham se¢bes verticais idénticas em cada segmento, entéo as figuras
tém a mesma &rea.

Cavalieri deu sua contribui¢do com grande énfase para o desenvolvimento da
geometria. Suas dedugodes foram fundamentais para fundamentar o célculo de area e

volume de sélidos geométricos.

Leonard Euler (1707 - 1783)

Leonard Euler nasceu em Basil na Suiga, foi um dos grandes matemaéticos do
século dezoito. Publicou 886 trabalhos, praticamente todos no final da sua vida. Euler
teve grande influéncia na matematica, fisica, engenharia e astronomia.

Euler era um homem surpreendente. Sua facilidade de concentragao e percepgao
foi crucial para que ele pudesse continuar o desenvolvimento dos seus estudos, mesmo
depois da cegueira total que custou seus ultimos 17 anos de vida. Sua deficiéncia
engrandeceu ainda mais seus trabalhos, que continuaram sendo publicados durante 30
anos apés sua morte,

Uma das grandes contribui¢oes de Euler para a geometria foi o seguinte teorema
(chamado teorema de Euler):

Em todo poliedro convero o nimero de aresta mais dois € igual ao nimero de
faces mais o numero de vértices.

Isto é,

A+2=V+F

sendo, A, F' e V o nimero de arestas, faces e vértices de um poliedro convexo.
A matemaética continua despertando interesses e descobertas, mas nada se com-

para aos grandes “génios” matemadticos que, sem ajuda tecnolégica, conseguiram con-



CAPITULO 2. ASPECTOS HISTORICOS DA GEOMETRIA

tribuir de forma precisa e coerente com o desenrolar da geometria.
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Capitulo 3

Conceltos Basicos da Geometria

Euclidiana

Sistematizando os conhecimentos que outros povos antigos haviam adquiridos de
forma desordenada através do tempo, Euclides deu-lhes ordem légica, estudando a
fundo as propriedades das figuras goemétricas, as dreas e os volumes.

Para Euclides, a Geometria era uma ciéncia dedutiva cujo desenvolvimento partia
de certas hipéteses bdsicas: os axiomas ou postulados. O grande trabalho de Euclides
foi reunir em 13 volumes, sob o titulo “Elementos”, tudo o que se sabia sobre Geometria

em seu tempo.

3.1 Nocgoes Primitivas e Axiomas

Os conceitos de ponto, reta, plano e espago sao intuitivos. Eles s@o chamados
conceitos primitivos e sao representados convencionalmente da seguinte forma:

e Pontos ser@o representados por letras latinas maiusculas; ex: A, B,C,. ..

e Retas serdo representados por letras latinas minisculas; ex: a,b, ¢, ...

e Planos sero representados por letras gregas minusculas; ex: a,3,7,...

O espago é pois, o conjunto de todos os pontos. E € nesse conjunto que desen-

volveremos a Geometria Espacial.
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Representacao grafica

Ponto 4 N‘l

Diremos que dois ou mais pontos sdo coplanares ou colineares, respectiva-
mente, se pertencem ao mesmo plano ou a uma mesma reta.

Algumas das propriedades essenciais relacionadas as nogoes do ponto, reta, plano
e espago, e que podem ser utilizadas como postulados da Geometria Espacial:

Postulado 1. Dados dois pontos distintos do espaco existe uma . e somente

uma, reta que os contém.

A B

Se A e B sao pontos distintos pertencentes a reta r, denotaremos r = AB ou
r=BA.
Postulado 2. Dados trés pontos néo colineares do espaco existe um, e somente

um, plano que os contém.
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Postulado 3. Se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, ela esta

contida no plano.

Postulado 4. ( Postulado de Euclides) Por um ponto fora de uma reta passa

uma tnica reta paralela a reta dada.

Teorema 3.1.1 Eziste um iunico plano que contém uma reta e um ponto nao perten-

cente a ela.

Prova:
Seja C um ponto nao pertencente a reta r. Tomemos, sobre r, dois pontos

distintos A e B.

Os pontos A, B e C' néo sao colineares (de fato, pelo Postulado 1, r € a tnica reta
que passa por A e B e, por hip6tese, C néo pertence a r). Pelo Postulado 2, sabemos
que existe um tnico plano a contendo A, B ¢ C. Como a reta r tem dois de seus pontos
(A e B) em a, o Postulado 3 estabelece que r estd contida em a. Logo, de fato existe
um plano contendo r e C. Como este é o uinico plano que contém A, B e C, ele é o

unico que contém C e 7.

3.1.1 Posicao de Retas

Definicao 3.1.1 Duas ou mais retas sio coplanares guando existe um plano que

contém todas elas.
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1. Retas coplanares que nao tem ponto comum sao chamadas de retas paralelas
distintas. Usaremos a notag@o r || s para indicar que uma reta r é parelela a uma

reta s.

2. Retas que tém um iinico ponto comum sao chamadas de retas concorrentes

e sempre determinam um plano.

Quando duas retas concorrentes formam entre si um angulo de 90°, sdo chamadas

perpendiculares. Indicamos: r L s.

3. Dadas duas retas, quando nao existe um plano que contém as duas, elas sao

chamadas de retas reversas (ou nio coplanares).
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Sejam r e s duas retas reversas. Consideremos sobre a reta r, um ponto P e por
ele tracemos a reta s, paralela a reta s. O angulo formado pelas retas concorrentes r

e s’ é, por defini¢do, o angulo formado pelas retas reversas r e s.

s s'lis

A

Quando duas retas reversas formam um angulo de 90°, sdo chamadas ortogonais.

Denotamos por: 7 1 s

s'ls

ey R

Obs. Tanto as retas perpendiculares como as retas ortogonais formam angulos de

90°; a disting@o entre elas estd no fato de que as retas perpendiculares sdo coplanares

e as ortogonais, nao.
3.1.2 Posicao Relativa de Reta e Plano
Uma reta e um plano podem ocupar as seguintes posigoes:

(i) Se uma reta r possui dois ou mais pontos pertencentes a um plano a, todos os

seus pontos estardo em a; isto é r estd contida em a.
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(ii) Se uma reta r tem apenas um ponto em comum com o plano a, dizemos nesse
caso que r é secante a a.

r

/
[T

(iii) Uma reta pode nao ter pontos em comum com um plano dizemos que a reta € o

plano sdo paralelos. Adotaremos a notagéo r || a para indicar que uma reta r é

paralela a um plano a.

“CG.

3.1.3 Posicao Relativa de Dois Planos

A intersecéo de dois planos distintos a e 3 pode ser ou néao vazia.
i. Se dois planos distintos possuem mais de um ponto em comum, sua interse¢ao

é uma reta, neste caso, dizemos que os planos sao secantes.

Postulado 5. Se dois planos possuem um ponto em comum, entao eles possuem

pelo menos uma reta em comum.
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ii. Dois planos que nao tém ponto comum séo chamados paralelos distintos e

escreveremos « || 3

3.1.4 Projecao Ortogonal

Definicao 3.1.2 A projecao ortogonal de um ponto P do espaco sobre um plano a

€ o ponto P’ em que a perpendicular a o tracada por P corta a.

Definicao 3.1.3 Consideremos, uma figura F e um plano a. A figura F', que é o con-
junto das projecoes ortogonais de todos os pontos de F' sobre a, denomina-se projegao

ortogonal da figura F' sobre o plano a.

el e L ——
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Definicao 3.1.4 Sejam a um plano e P ¢ a um ponto. Definimos a distancia de P
a «, denotada por d(P,a), como sendo a distincia de P ao pé da perpendicular a o

passando por P. Se P € a a distincia de P a o € definida como sendo zero.

g ——
/ /

Observe que a distancia de P a «, nos dois casos, é a menor das distancias de P

aos pontos de a.

Definicao 3.1.5 Sejam a e [ dois planos paralelos. Definimos a distancia entre a e

3, denotada por d(a, 3), como sendo a distancia de um ponto qualquer de um dos dois

. LT
V=V anvs

Definicao 3.1.6 Chama-se distdncia entre duas retas reversas r e s, a distancia

planos ao outro plano.

entre um ponto qualquer da reta r e o plano a que contém s e € paralelo a reta r.

AN
VTP

r
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3.1.5 Angulos

Sejam r e s retas.

1. Se elas s@o coincidentes ou paralelas dizemos que o angulo entre elas é zero.

2. Se sao concorrentes, elas formam dois pares de angulos opostos pelo vértice
(que tem a mesma medida) sendo que dois desses angulos ndo opostos pelo vértice sio
suplementares. Neste caso, o angulo entre elas é, por defini¢do, 0 menor dos quatro

angulos.

Definicao 3.1.7 Definimos o angulo entre uma reta e um plano a como sendo 90° se
r € perpendicular a o e se r nao € perpendicular a a como sendo o dngulo que r faz

com sua projecao sobre a.

Definicao 3.1.8 Se dois planos sao coincidentes ou paralelos dizemos que o dngulo
entre eles € zero.

Suponhamos que dois planos o e 3 sao concorrentes. Sejat = a N (3. Sejam
A, B € t, distintos, r e r' as perpendiculares a t em «a passando, respectivamente, por

A e B, e s es’ as perpendiculares a t em 3 passando, respectivamente, por A e B.

Assim, temos v e s e v’ e s’ pares de retas concorrente tais que r | v’ e s || §'.
Logo, Z(r,s) = £(r',s"). Este serd por defini¢do, o angulo entre os planos o e 3 (o
qual independe da escolha dos pontos A e B).
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Definicao 3.1.9 Diremos que dois planos sao perpendiculares se o dangulo entre eles

mede 90°.

Postulado 6: Uma reta de um plano divide-o em duas regioes denominadas

semiplanos.

Definicdo 3.1.10 Chama-se diedro ou angulo diedral a reuniao de dois semi-
planos com mesma origem. Os semi-planos sdo chamados de faces do diedro e a

origem comum chama-se aresta.

e Diedro Concavo e

Diedro Convexo
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Seccionando um diedro de aresta r por um plano v perpendicular a r, obtemos

um angulo AOB denominado sec¢io normal do diedro.

A medida de um diedro é a medida de sua sec¢do normal.
Note que se as faces de um angulo diedral sao semi-planos coincidentes ou

opostos a medida do angulo diedral é, por definicao, respectivamente, zero ou 180°.

3.1.6 Paralelismo e Perpendicularismo

Podemos ter, em dois planos paralelos, retas que nao sejam paralelas.

Ay 1o
‘ ;
1
]
= g o -
\ -
a'g o H
’
[
'
LS
e
i’ l'
» ’ i 4
F -
BY /) c/
- 7 s >
I -
™
1 _
o "F JPG

Podemos ter retas paralelas contidas em dois planos que nao sejam paralelos.

al B

r estd em o / /
estd em

s : ?- . # / //

r e s ndo sdo paralelas /

r e s sfo reversas B \s
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Teorema 3.1.2 Se uma reta r € paralela a
um plano «, e se um plano B contém r e € secante a o sequndo um reta s, entao

as retas r e s sao paralelas.

Demonstragao:

De fato, se r e s nao fossem paralelas, por estarem contidas no plano 3, deveriam
ter um ponto A comum.

Esse ponto A, naturalmente, pertenceria & reta r e ao plano a, o que contraria a
hipétese.

Logo, r || s.

a

Teorema 3.1.3 Se uma reta v, ndo contida num plano «, € paralela a uma reta s,

contida em «, entao as retas r e s sao paralelas.

Demonstracao:
As retas 7 e s determinam um plano [3, que € secante a o, segundo uma reta que

86 pode ser s.

e
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Se r e a tivessem um ponto comum A, ele pertenceria aos plano a e 3; como
consequéncia, o ponto A pertenceria a reta r e & reta s, o que contraria a hipétese.
Logo, r || o.

a

Teorema 3.1.4 Se a e # sdo planos paralelos, entao qualquer reta v contida em o €

paralela ao plano (3.

Demonstragao:
Se r nao fosse paralela ao plano 3, teria um ponto em 3, o qual seria comum a «
e (3, contrariando, pois, a hipdtese.

Logo, r || 8.

it

O

Teorema 3.1.5 Se um plano o contém duas retas v e s concorrentes e ambas paralelas

a um outro plano (3, entdo « e 3 sao paralelos.

Demonstracao:

Se a e /3 ndo sdo paralelos, entdo se interceptam, segundo uma reta t.

[ >/
[ ./

Como 7 e s seriam paralelas & reta t, entdo, pelo ponto A, intersecao de r e s,

terfamos duas paralelas a t, 0 que é um absurdo. Logo, a || 5. o
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Retas e Planos Perpendiculares

Definicao 3.1.11 Diremos que uma reta v que fura um plano m num ponto O € per-
pendicular a m em O ou, simplesmente, perpendicular a m se toda reta contida em
m passando por O € perpendicular a r. Nesse caso, diremos ainda que O € o pé da

perpendicular r em 7.

Usaremos a seguinte notagao r L .

Definicao 3.1.12 Se uma reta intersecta um plano e ndo é perpendicular a ele , dize-

mos que ela € obliqua ao plano.

-

/
L/

Quando uma, reta é obliqua a um plano, o dngulo agudo que a reta forma com a sua

projecéao ortogonal sobre ele é o angulo da reta com o plano.

e "
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Teorema 3.1.6 Se uma reta r € perpendicular a um plano a, entdo r faz dngulo de

90° com qualquer reta contida em a.

Demonstragao:

Se s € uma reta do plano a e que passa pelo o ponto O, onde r fura a, entéo,
pela a definicdo, r L s.

Supondo que s néo passe pelo o ponto O, vamos considerar uma reta s’ de a que
passa por O e é paralela a reta s.

/:dgf/// -
a : o s’.-"'--no

Entao, se r é perpendicular a a, é, também, perpendicular a todas as retas de «

que passam pelo o ponto O; logor 1L s' e s’ || s, entéo r 1 s.

O

Teorema 3.1.7 Se uma reta r, faz um dngulo reto com duas retas concorrentes s et

de um plano a, entdo a reta r € perpendicular ao plano a.

Demonstracao:
Caso 1. Sendo r L s e 71 t, vamos tragar a reta ¢ de o passando por O e tal
quet'||t. Seritet |t entdor L¢.

Logo r L a, pois r é perpendicular a duas retas s e t’ de a que passam por O.

Caso 2. Sendo r 1 s e r | t, vamos tracar as retas s’ e t’ de a passando por O e

taisque s’ || set' | t.
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Serises'| s, entdor L s
Analogamente, concluimos que r L ¢.

Logo r L a, pois r é perpendicular a duas retas s’ e t de o que passam por O.
/r
t é:"'
. TS s
/

Teorema 3.1.8 Sejam dados uma reta r e um plano a tais que r L a no ponto O.

O

Sendo s uma reta de a que passa pelo o ponto O et uma reta de o perpendicular a s
e concorrente com esta num ponto A # O, entao qualquer reta que passa pelo o ponto

A e por um ponto de r € perpendicular a reta t.

Demonstracao:

Como t L s (por hipétese) e r L a, entdo t i 7, e, pelo o teorema anterior, ¢ é

perpendicular ao plano (OAB).

Como a reta AB esté contida no plano (OAB), podemos dizer que as retas t e

AB sio perpendiculares, ou seja, AB Lt
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Teorema 3.1.9 Duas retas r e s perpendiculares a um mesmo plano o sao paralelas.

Demonstracao:
Vamos tracar a reta s’ passando por B e tal que s’ | r. Pelo o postulado de
Euclides, s’ é tnica.

r 5 "%

¥
| M

Se r L a, entao r forma angulo reto com duas concorrentes a e b, contidas em a.

Se s’ || r, entao r forma um &ngulo reto com as mesmas retas a e b de a; logo
§1la.
Como pelo ponto B do plano a passa uma tnica perpendicular a esse plano

resulta que s’ = s. Dai, s || r.
a

Teorema 3.1.10 Se dois planos a e (3 sao perpendiculares seqgundo uma reta t, e se

uma reta r, contida em a, € perpendicular a reta t, entdo r € perpendicualar a f3.

Demonstracao:

Se a e [ sdo perpendiculares, entdo a deve conter uma reta s tal que s L /3.
Logicamente, a reta s é perpendicular & intersecdo t, ou seja, s L t.

Como r L s e s Lt temos, pelo teorema anterior 7 || s.

Comor|sesL 3 logor Lg.
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3.2 Topicos de Geometria Plana

Vamos recordar o célculo de dreas de figuras planas, com especial atengio aos

poligonos regulares.

3.2.1 Poligonos

Definicao 3.2.1 Uma regido do plano é convexa quando o segmento de reta que liga

dois pontos quaisquer dessa regido estd inteiramente contido nela.

r
A B
Reta

w b
e -

Circulo Plano ;
Se uma regiao nao é convexa dizemos que ela é uma regiao céoncava. 5|
@ j

Regido Convexa Regido Concava

Definicao 3.2.2 Chama-se poligono a regidgo de um plano delimitado por um nimero

finito de segmentos de reta, contidos nesse plano, que satisfazem as sequintes condigoes:

(i) cada extremidade de qualquer segmento € extremidade de exatamente dois seg-

mentos;
(it) dois segmentos consecutivos quaisquer nunca sao colineares;

(11i) dois segmentos ndo consecutivos quaisquer jamais se interceptam.

Um poligono € convexo se satisfaz a sequinte condig¢ao:

(iv) fizrado cada lado, os demais se encontram num mesmo semi-plano (em relagao

ao fizado).
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Os segmentos sdo chamados de lados e suas extremidades de vértices do poligono.
A reunido dos lados chama-se linha poligonal fechada, bordo ou fronteira do

poligono. Adotaremos a notagdo 9P para denotar o bordo de um poligono P.

Nas figuras anteriores, o poligono da esquerda é convexo ao passo que o da direita
é concavo.
Alguns poligonos recebem nomes especiais, de acordo com o nimero de lados os

de vértices que apresentam.
e Triangulo é um poligono que possui trés lados.
e Quadrildtero é um poligono que possui quatros lados.
e Pentdgono é um poligono que possui cinco lados.
e Hexdgono é um poligono que possui seis lados.

Em geral, um poligono com n lados é chamado n-ldtero ou n-dgono.

Chama-se perimetro de um poligono a soma das mediadas de seus lados.

Chama-se diagonal de um poligono, qualquer segmento que une dois vértices
nao consecutivos do poligono.

Chama-se @ngulo interno ou simplesmente éngulo de um poligono convexo
qualquer angulo formado por dois lados adjacentes.

A soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é igual a
(n—2)-180°

Cada angulos internos de um poligono equiangulo de n lados, isto é, um poligono
cujos angulos tém mesma medida, vale

(n—2)-180°
n

Definicao 3.2.3 Um poligono chama-se equildtero se seus lados tém mesma medida.
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Alguns poligonos equildteros:

Alguns poligonos equidngulos:

/\

AR,

Definicdo 3.2.4 Quando um poligono € equildtero e equiangulo, dizemos que ele €

regular.

Note que:
1. Nem todo poligono equilatero é equiangulo e vice-versa.

2. Todo triangulo equildtero é equidngulo e todo tridngulo equiangulo é equilatero.

Teorema 3.2.1 Todo poligono regular € inscritivel e circunscritivel, ou seja, hd uma

circunferéncia que contém seus vértices e hd outra que tangencia seus lados.
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O argumento que utilizaremos é aplicavel a qualquer poligono regular.

Considere um hexdgono regular de vértices A, B,C,D,FE ¢ F.

E D

Seja O o encontro das bissetrizes dos angulos Ae B. Como os angulos Ae B tém
mesma medida, segue-se que os angulos OAF, OAB, OBA e OBC sao congruentes.

Consequentemente, o tridngulo, OAB é isésoceles e, portanto, OA = OB.

Tracemos agora os segmentos OC, OD, OF e OF.

Pelo caso L.A.L. de congruéncia de tridngulos decorre que os tridngulos OAB e
OBC sio congruentes, pois OB é lado comum, AB = BC ¢ OBA = OBC. Como
consequéncia, temos que OC = OA e OCB = OAB. Sendo os angulos do poligono
congruentes, segue-se que oCD = OCB.

Pelo caso L.A.L. de congruéncia de tridngulos, decorre que os tridngulos OBC' e
OC D sao congruentes. Enfim, prosseguindo com o mesmo argumento anterior, chegare-
mos que os tridngulos OAB, OBC, OCD, OEF e OF A sao congruentes entre si e sdo

isésceles.
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Assim, O é equidistante dos vértices A, B, C, D, E e F do poligono. Logo, €
centro de uma circunferéncia que passa nos vértices do poligono. Outras consequéncia
é que esses seis triangulos isésceles tém alturas relativas, respectivamente, aos lados

AB, BC, CD, DE, EF e FA com mesma medida. Portanto, O também ¢ centro de

uma circunferéncia que tangencia os lados do poligonos.

0O

Definicdo 3.2.5 Chamaremos de centro do poligono o centro O das duas circun-
feréncia e de apétema do poligono o raio da circunferéncia inscrita nele, isto €, o

raio da circunferéncia que tangencia seus lados.

Todo poligono regular de n lados se decompde em n tridngulos isésceles e con-

gruentes entre si.

JAVAN
VAV
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Eles tem um vértice em comum, que ¢ o centro do poligono, e os outros vértices
s@o os vértices do poligono. Assim, a drea do poligono € igual a n vezes a drea de um
desses tridngulos.

Denotamos por a,, I, e r, respectivamente, o apétema, o lado e o raio da cir-
cunferéncia circunscrita ao poligono, entéao cada um desses triangulos tem dois lados

medindo r e um lado medindo [, sendo a, a altura relativa ao lado [,,.

A drea de cada triangulo da decomposicao é igual

In *Qn
Ap = .
A7
A éarea do poligono é igual a
n-l,-ay
Sﬂ = -'_2_1

O semiperimetro do poligono é dado por

n-l,

Pn = 2

A 4rea do poligono é igual a seu semiperimetro vezes seu apdtema, isté €, seu

semiperimetro multiplicado pelo raio da circunferéncia inscrita nele.

Snzpn'an

3.2.2 Poligonos Regulares

Um poligono é regular quando apresenta todos os seus lados conguentes e todos
os seus angulos internos congruentes entre si. Um fato bastante significativo é que todo

poligono regular € inscritivel numa circunferéncia.
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Elementos de um poligono regular inscrito

O centro O e o raio r da circunferéncia na qual o poligono regular esté inscrito
sao denominados, respectivamente, centro e raio do poligono.

Um angulo «a, cujo vértice estd no centro da circunferéncia e cujos lados passam
por dois vértices consecutivos do poligono regular, chama-se dngulo central.

Sua medida é dada por %90-, sendo n o nimero de lados do poligono.

Os angulos cujos lados sdo dois lados consecutivos do poligono sao chamados
angulos internos. A medida de cada angulo interno de um poligono regular de n

lados ¢ dada por
(n—2)-180°

i

A distancia m do centro O até o ponto médio M de um lado do poligono regular

denomina-se apétema do poligono.

Relacoes métricas nos poligonos regulares

Quando consideramos a medida [ do lado de um poligono regular, a medida m
do ap6tema do mesmo poligono e o comprimento r do raio da circunferéncia na qual o

poligono estd inscrito, podemos estabelecer relagdes métricas entre essas medidas.

Exemplo 3.2.2.1 Lado e apdtema do quadrado inscrito
Vamos calcular o lado (l4) e o opdtema (as) de um quadrado incrito numa cir-

cunferéncia de raio v conhecido.

e (Cdleculo do lado: Iy

Aplicando a relagao de Pitagoras no AABC, temos:

B=r’4+r=l=2"3=rV2
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e Cdlculo do apétema: a4

a4+a4=l4=>2a4=l4=>a4=l

e

2
i )
Substituindo o ly, vem: a4 = %

Exemplo 3.2.2.2 Lado e apdétema do hexdgono regular inscrito
Vamos calcular o lado (lg) e o opétema (as) de um hezdgono reqular incrito numa

circunferéncia de raio r conhecido.

/ ' / I
A B

e Cdlculo do lado: lg

No AABC, temos:
360°

6
OA=0B=A=8B

AOB = = 60°

Logo, A= B =0 = 60° e 0 AOAB ¢ equildtero.

Entao, o lado é igual ao raio: lg =1

e Cidlculo do apdtema: ag

O apdtema do hexdgono € a altura do tridngulo equilditero AOAB de lado 7.

rv3

Portanto: ag = 5
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Exemplo 3.2.2.3 Lado e apdtema do triangulo equildtero inscrito
Vamos calcular o lado (I3) e o opdtema (as) de um tridngulo equildtero incrito

numa circunferéncia de raio r conhecido.

e Cldlculo do lado: 5
Tragemos o diagmetro AD.
Se BC éols, entioCD éolg e, comols=r, vem CD =r.
Por estar incrito numa semicircunferéncia, o AACD € retangulo em C.
Aplicando a relagdo de Pitdgoras no AACD, vem:

B=2rP - =22B=3r3li=rV3

e Calculo do apdtema: as

BAC = 60° = BOC = 120° = BOE = 60°

OF as 1 T
—_— 00 _—— - = —
OB cos 60° = = 5 = as 5

3.2.3 Areas de algumas figuras planas

Medir dreas das figuras geométricas planas consiste, precisamente, em determinar
quantas vezes uma figura contém um quadrado de lado unitdrio. Essa quantidade de

vezes é 0 que definimos por drea de um figura geométrica plana.

P
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Area do Retangulo

A érea de um retangulo ¢ o produto da medida do lado pela medida da altura.

Area do Quadrado

A drea de um quadrado é igual ao produto da medida do lado por ela mesma.

I AQ AQ — 12

e
!

Area do Triangulo

A drea do tridngulo é igual ao produto da medida da base pela medida da altura

relativa a essa base dividido por dois.

b-h

4 b ]
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Area do Circulo

A drea do circulo com raio de medida r é

Ac =7r

3.3 Poliedros Convexos

No estudo da forma dos corpos e das suas propriedades, a geometria reduz os
corpos a conjuntos de pontos cujas posicoes relativas sdo invaridveis, com os quais

constréi simbolos das mesmas formas, a que chama Sélidos Geométricos.

Definicao 3.3.1 Dois poligonos P e QQ sao chamados de consecutivos se ¢ # PNQ C
9P N oQ

Definigao 3.3.2 (Poliedro) Chama-se poliedro a regido do espago delimitada por um

numero finito de poligonos que satisfazem as sequintes condigoes:
(i) cada lado de qualgquer poligono € lado de exatamente dois poligonos;
(ii) dois poligonos consecutivos quaisquer nunca sao coplanares;

(#1i) dois poligonos ndo consecutivos quaisquer jamais se interceptam.

Um poliedro é convexo se satisfaz a sequinte condigdo:

(iv) firada cada face, as demais se encontram num mesmo semi-espago (em relagio

a fizada)

Os poligonos sao chamados de faces, os lados das faces sdo chamados de arestas
e os vértices das faces de vértices do poliedro. A reunido das faces chama-se su-

perficie, bordo ou fronteira do poliedro.
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Todo poliedro, limita uma regido do espago chamada de interior desse poliedro.
Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior é convexo.
Nas figuras anteriores, o poliedro da esquerda é convexo ao passo que o da direita

é coOncavo.

Relagao de Euler

Um dos teoremas mais importantes da geometria euclidiana espacial é o que
estabelece uma relacio existente entre o nimero de vértices, arestas e faces de um

poliedro convexo, conhecida por Relacdo de Euler.

Teorema 3.3.1 Se V, A e F sdo, respectivamente, o nimero de vértices, arestas e

faces de um poliedro convezo, entao
V-—A+F=2

Exemplo 3.3.0.1 Observe que nos seguintes poliedros vale a relagio de Euler.

L]
> oM <

[
c o

¢
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I*_ -------
V=12
V-A+F=2
L F:S e
12—-18+8=2
A=18
V=28
V-A+F=2
e F=6 =
8—-12+6=2
A=12

Um poliedro convexo chama-se poliedro de Platao se suas faces tém o mesmo
nimero n de arestas e se cada vértice partem o mesmo nimero m de aresta. Veja a

seguir dois exemplos.

Teorema 3.3.2 Quanto ao nimero de faces, hd, no mdximo, cinco poliedros de Platdo.

Definicao 3.3.3 Um poliedro de Platao chama-se regular se todas suas faces sao

poligonos regulares.
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Veja a seguir os cinco poliedros regulares existentes, quanto ao nimero de faces.

___________

I_E
3.4 Prismas
!
Definigdo 3.4.1 Consideremos dois planos paralelos « e 3, um poligono P contido f;";
em o e uma reta r que intercepta o e (3, mas nao intercepta P, ’3

r

/

L
s

B

v
[e/ )/
%

A figura geométrica formada pela a reunido de todos os segmentos de reta para-

lelos & reta r, com uma extremidade num ponto do poligono P e a outra no plano [3,

denomina-se prisma.
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3.4.1 Elementos

Num prisma, convém destacar os seguintes elementos:

A F

» -
8 /
R a4

(R AN

A -

g

Aresta Lateral

Aresta da Base

Face Lateral

55

(i) bases: sdo poligonos convexos conruentes ABCDEF e A'B'C'D'E'F' situados

nos planos paralelos o e J(planos das bases)
(ii) faces laterais: sdo paralelogramos ABB’A’, BCC'B’,...,AFF'A’
(iii) arestas das bases: s@ao os lados dos poligonos das bases
(iv) arestas laterais: sédo segmentos AA’, BB, ..., FF’

(v) altura: é a distancia entre os planos paralelos a e 3
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3.4.2 Classificagao

Um prisma serd triangular, quadrangular, pentagonal, etc, conforme a base for

um tridngulo, um quadrildtero, um pentdgono, etc

J

Conforme a inclinacdo das arestas laterais em relagdo ao planos das bases, os

prismas podem ser retos ou obliquos.

Prisma reto é aquele cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos das

bases. Num prisma reto as faces laterais sao retangulos.
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Prisma obliquo, é a quele cujas arestas séo obliquas aos planos das bases.

Prisma regular é um prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

A intersec@o de um prisma com um plano que intercepta todas as arestas laterais

denomina-se secgao do prisma.

A secc@o determinada num prisma por um plano paralelo as bases é denominada

seccgao transversal.

Seccdo Transversal
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Teorema 3.4.1 Seja P um prisma entre os planos a e 3. Se © é um plano paralelo a

a e 3, entre a e 3, entdo m N P € uma figura congruente a base de P.

=,

3.5 Area da Superficie de um Prisma

e

A drea de uma figura geométrica plana é a quantidade de vezes que a figura

contém o quadrado de lado unitéario.

3.5.1 Area da superficie de um prisma

Teorema 3.5.1 A soma das dreas das faces laterais de um prisma reto € igual ao

produto do perimetro da base pela a altura.

Prova:

Cada face lateral é um retangulo cuja altura h é a altura do prisma e cuja base é
um lado da base do prisma. Se Iy, 1y, ..., [, s8o os lados da base do prisma, entao soma
das dreas das faces laterais dele é igual a hh+ Lbh+ ...+ Lh= (L + b+ ...+ 1lL)h,
isto é, o produto do perimetro da base pela a altura. a

A érea da base (A;) é a soma de n triangulos de base I (medida do lado) e altura
m (medida do ap6tema). Entéo:

l- -1
Ab=ﬂ.-(Tm) = AbZ(n 2)m

A drea total de um prisma reto é a soma das dreas das faces laterais com as dreas

das bases (duas bases).
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Assim,
A= A+ 24,

Exemplo 3.5.1.1 Area da superficie do prisma retangular

Planificando o prisma, temos:

As faces laterais sao retangulos de dimensaoa ec eb e c.

Ai=ac+bc+ac+be=2ac+2bc = A =2(ac+ be)

A base € um retangulo cujo os lados mede a e b
Ay = ab
A drea total € dada por:
Ai=A+24, = A;=2(ab+ ac+ be)

Obs: Um cubo é um paralelepipedo retangulo em que todas as arestas tém medi-
das iguazis.
Célculo da area total

A; =2(ab+ac+bc) =2(a-a+a-a+a-a)=2(a®+a*+a*) = 2-3a® = 6a?

]
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Exemplo 3.5.1.2 Area da superficie do prisma triangular
Planificando o prisma temos:

Base

Faces Laterais

A face lateral é um retangulo de dimensoes a e h.
Ai=ah+ah+ah=3ah = A = 3ah

A base € um triangulo equildtero cujo o lado mede a.

a®\/3

Ay=r=ry

A drea total é dada por:

a®\/3

Ai=A+24A, = A =3ah+ 2

Exemplo 3.5.1.3 Area da superficie do prisma hezagonal

Planificando o prisma temos:

(_/

/,___ Xa
: >;

| T | ' T T
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A face lateral é um retingulo de dimensées a e h.
Ay =ah+ah+ah+ ah+ah+ah=6ah = A, = 6ah

A base € um hexdgono regular que pode ser decomposto em seis tridngulos equi-

ldteros cujos lados medem a.

a®y/3
W=y
A drea total é dada por:
2 3 2
A=A +64, = A¢=6ah+ﬁa;/_=6ah+3a;/§

3.6 Volume de Superficie

O volume de um sélido é a quantidade de vezes que o cubo de aresta unitéria

“cabe” nele.

3.6.1 Volume do paralelepipedo retangulo

Considere um paralelepipedo retangular cujas as arestas adjacentes da base me-
dem, respectivamente, 8 e 4 unidades de medida de comprimento e cuja altura mede

4.

Vamos decompor o paralelepipedo em quatro subparalelepipedos.

Ay

2B
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Cada um desses subparalelepipedos contém 8 x 4 cubos de aresta unitéria. Por-
tanto, no total, o paralelepipedo original contem & x 4 x 4 unidades de medida de

volume, isto é, seu volume é 128.

Teorema 3.6.1 Seja P um paralelepipedo retangular cujas arestas adjacentes da base

medem, respectivamente, a, b e cuja altura mede c. Entao,

V = abe

Volume do Prisma

Chamaremos de plano horizontal todo aquele paralelo ou coincidente com um
certo plano que fixamos (implicitamente ou explicitamente) como referencial numa

discussao.

Principio de Cavalieri

Sejam S; e S, s6lidos. Se todo plano horizontal intercepta S; e S; segundo figuras

com mesma area, entao S; e S; tém mesmo volume.
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Consideremos um prisma e um paralelepipedo retdngulo de mesma altura h e
bases iguais a A, contidas no plano a.

Como as secgdes transversais determinadas no prisma e no paralelepipedo pelo
plano f3, paralelo a a, tém 4reas iguais, concluimos, pelo principio de Cavalieri, que o
volume do prisma é igual ao volume do paralelepipedo retangulo.

Mas o volume desse paralelepipedo é dado pelo produto de suas trés dimensoes.
Logo:

V =(ab)h ou V = Ah

Assim, podemos obter o volume do prisma:

Vprisma = Ayh

O volume de um prisma qualquer é igual ao produto da drea da base

pela a sua altura.

Exemplo 3.6.1.1 Prisma triangular regular.
Calculo da drea da base

A base € um triangulo equildtero de lado a. Logo;

a3
= 2
Calculo do volume
2
V=A-h=" 2‘/5 -h

Exemplo 3.6.1.2 Prisma hexagonal regular. A base é um hexdgono regular.
Um hexzdgono regular € formado por 6 triangulos equldteros. A drea de um

triangulo equildtero de lado a € dada por

a3
4
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N

h :
logo, a drea da base é dada por:
a’\/3
Ay = s( : )
Calculo do volume
2
V=A,,-h=3(“ f) b

3.7 Cilindros

Defini¢ao 3.7.1 Consideremos dois planos paralelos o e 3, um circulo C contido em

o e uma reta r que intercepta o e (3, mas nao intercepta c.

//—.
i //
7
e
s » ;_/
B 3

2 ;s
/@// /

A figura geométrica formada pela a reunido de todos os segmentos de reta paralelos

a retar, com uma extremidade num ponto do circulo C e a outra no plano 3, denomina-

r
; '/
4"© o+

g R o
FR el N 8
v L e,
ALl i
- P
- 'y
2 s e,
-
- )
P
P S i
# P
# Fr by,
7 s e
P R
.
-
a -
’

se cilindro circular.
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3.7.1 Elementos

Num cilindro, convém destacar os seguintes elementos:

(i) bases: s@o circulos de raio r e centor O e O’ situados nos planos paralelos « e 3,

respectivamente
(ii) altura: é a disténcia entre os planos paralelos a e £.
(iii) eixo: € a reta que contém os centros das bases

(iv) geratrizes: sdo os segmentos paralelos ao eixo e cujas extremidades sdo pontos

das circunferéncias das bases

'-Jf"eiJ

3.7.2 Cilindro circular reto

Um cilindro se diz reto(ou de revolugéo) quando as geratrizes sao perpendiculares
as bases. Ele pode ser obtido pela rotagio completa de um retangulo de lados r e g

em torno do eixo OO'.

g=h

N

Neste caso, a altura do cilindro ¢ igual a medida da geratriz, ou seja, h = g

o
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3.7.3 Area da superficie de um cilindro

Teorema 3.7.1 A drea da superficie lateral de um cilindro circular reto cuja a altura

€ h e cujo raio da base € r € igual a

2nrh

Planificando a superficie do cilindro da figura, obtemos:

el 3
i 2nr ' _I—g
s i ;
Y ! | L
Dai temos:

Area da base (4;)

E a drea do circulo de raio r:

Ab = TI'T‘2

Area lateral (A))
E a é4rea do retangulo de dimensbes 277 ¢ h:

A; = 2nrh

Area total (A;)
E a soma da 4rea lateral com as 4reas das duas bases do cilindro.

A=A+ 2A, =2rrh+ 22 = A, =2nr(h+71)

Ui o,

e TI'
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3.7.4 Volume do cilindro

A figura a seguir nos mostra um cilindro e um prisma com mesma altura h e

bases equivalente contidas no plano a.

As bases s3o equivalentes

Nesta situacdo, todo plano paralelo as bases e que secciona os dois sélidos de-
termina nele secgoes transversais de mesma érea. Pelo o principio de Cavalieri, temos
entao:

volume do cilindro = volume do prisma

Assim,
volume do cilindro = (drea da base) - (altura)

Num cilindro reto de raio r e altura h, a drea da base é dada por A, = nr.

¢

V=A4-h = V=nur’h



Capitulo 4

Aplicacoes e Contextualizacoes

OBS: todos os calculos serao feitos das dreas aproximadas.

Aplicacao 1

As embalagens de leite condensado, na maioria das marcas, sao fabricadas no

formato cilindrico e no formato paralelepipedo retangulo.

Problema:

a) Qual a forma ideal de uma embalagem de leite condensado de 395¢ entre a
cilindrica e paralelepipedo retangulo?
b) Em relacao ao armazenamento, qual das duas embalagens proporciona um

melhor aproveitamento do espago?
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Caixinha de Leite Condensado

Medida: Altura (h) = 11,8cm
Lado () = 4cm
Comprimento (¢) = 6,4cm

e Calculo da area da caixinha

A =2.(11,8-4)+2-(11,8+6,4) +2-(6,4-4)
= 94,4 + 151,04 + 51,2

= 296, 64 cm?

caixinha

e Cilculo do volume da caixinha

Veaixinha = h-1-c
—11,8-4-6,4
= 302,08 cm?

Lata de Leite Condensado

-
o e ey

Medida: Altura (h) =7,4cm
Diametro (D) = 7,4cm
Raio (r) = 3,7cm
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e Ciélculo da drea da lata condensado

Alata = 2mrh + 2mr?
=(2-3,14-3,7-7,4)+(2-3,14-3,7?)
= 171,9464 + 85,9732
= 257, 9196 cm?

e Cilculo do volume da lata condensado

Viata = mr’h
—3,14-372-7.4
= 318, 1em?®

Percebemos que a A, > A, isto é, uma embalagem na forma retangular utiliza
mais material que uma embalagem na forma cilindrica.

Devemos lembrar que, uma embalagem néo tem apenas faces e bases. H4 também
as dobras necessdrias para o encaixe.

Percebemos também que Vp < V. Podemos observar a forma que a gramatura

é distribuida no volume encontrado, assim:

e No paralelepipedo retangulo (caixinha), a cada 1 em?® é armazenado, aproximada-

mente, 1,307 g de leite condensado;

e No cilindro (lata), a cada 1em?® é armazenado, aproximadamente, 1,241 g de leite
condensado.

Célculo das caixas que armazenam o Leite Condensado

CAIXA 1: ARMAZENAMENTO DA CAIXINHA DE LEITE CONDENSADO (27
caixas)

MEDIDAS DA CAIXA,

Area do retangulo (1) = 3,5-3,5

Area do retangulo (2) = 3,5-37,5

Area do retangulo (3) = 37,5 - 20

Area do retangulo (4) = 3,5 - 20
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35cm 375cm 35cm
1 2 1
20 em 20 cm
4 3 4
35em 1 2 1 35em
375 em

Area total do retangulo

Area da caixa; = 4-3,5-3,5+2-3,5-37,5+37,5-20+2-3,5-20
= 49 + 262, 5 + 750 + 140
= 1201, 5 cm?

CAIXA 2: ARMAZENAMENTO DA LATA DE LEITE CONDENSADO (48 latas)

Area da caixap = 2-(30-15) + 2(45 - 15) + 2(30 - 45)
= 900 + 1350 + 2700
= 4950cm?

Area da caixa; < drea da caixas, 0 que nos leva a concluir que o armazenamento
da caixinha de leite condensado é mais vidvel do que da lata, ocupando menos espago
e economizando no material que transportard o produto. Mesmo sendo maior a quan-
tidade de latas de leite condensado armazenadas em relagédo a caixinha, o seu espaco
de armazenamento vai ser maior.

Se armazenarmos 53 caixinhas de leite condensado (2 caixas), observaremos que
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o espago de ocupagéo continuard sendo menor. Pois,
2-1201,5cm? = 2403 em?

Trabalhar com a forma de um paralelepipedo retangulo é mais vidvel. A seguir
algumas das vantagens para a producgao do leite condensado nas caixinhas no formato

de paralelepipedo retangulo:

e Espaco para estocar o produto nos depésitos dos supermercados (impulsionando

0 comerciante a comprar mais);

Espacgo para armazenar o produto no armério do consumidor,

Praticidade para abrir o produto;

Menor risco em acidentes domésticos (cortes);

Maior espago nos caminhoes de transporte;

Economia nas caixas que embalam o produto;

e Menor custo final na produ¢do do produto, podendo ser repassado para o con-

sumidor final.

Em tudo que foi observado, conclui-se que armazenar 395 g de um determinado
produto é mais vidvel numa embalagem na forma de um paralelepipedo retangulo e

nao na forma cilindrica.

Aplicagao 2

Embalagens Cilindricas

PROBLEMA: F4tima dispde de dois recipientes cilindricos: um com raio r e altura
h, o outro com a metade do raio e o dobro da altura. Qual o recipiente de maior

capacidade?

Volume do cilindro = 7r%h
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O

N .

h
t"-‘_—‘-h“\ /’—_‘-‘\\
y r N s .
X
2
Recipiente 1 Recipiente 2
Recipiente 1
Vi = nr’h
Recipiente 2
2
¥ (—) - 2h
? 2
2y 2
*
=n|l—]-2h
(%)
_wrh
T2

Logo o recipiente 1 tem o dobro da capacidade do recipiente 2.

Aplicacao 3

Fabricando Embalagens

Um fabricante de embalagens de papelao deseja construir caixas com base nao
circular. Qual deve ser a altura minima dessa caixa para que elas armazenem o mesmo
volume.

a) Caso a base seja um quadrado inscrito na circunferéncia de didmetro 3 em?

b) Caso a base seja um hexdgono inscrito numa circunferéncia de diametro 3 em?

Compare os resultados obtidos em cada um dos problemas e argumente sobre a

vantagem e desvantagem de escolher determinadas formas geométricas.
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Resposta:
Observemos a seguinte figura.

3om
1
1
a) Pelo Teorema de Pitégoras, temos:
F=l+P=> rd
9 =21 = e
9 Lpoaine
B .
l 2\/‘_-#
I = 3v2 e
2
e Area do quadrado
Aquadra.do = bh
=2
— gcmg
e Cilculo do volume
---------- ':\‘ hy

V1=—-hlcm3
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b) Area da superficie de um prisma
e Superficie lateral: é formada pelas faces laterais.
e Area lateral (4,): é a 4rea da superficie lateral.
o Superficie total: é formada pelas bases e pelas faces laterais.
e Area total (A,): é a 4rea da superficie total.

Temos: altura = hy, raio do circulo que circunscreve a base é r = 3em.

Prisma de Base Hexagonal

Area da base
a*v/3 1,52V/3 2,253
Atrié,nguloz 4 = 4 = 4
6-2,25v/3 3-2,25v/3 6,753
=8 Bgigngile == = "5 — =3

e Célculo da drea lateral

Num prisma regular, sabemos que as faces laterais sao retangulos. Logo,

A = 1,5 hyem?

retangulo

Como temos 6 retangulos, entao:
_ 2
Aretﬁngulo =6-1,5-hacm

e Caélculo do Volume do prisma de base hexagonal

6,753

B) 'th’i‘R3

Vo=Ay-hy=




CAPITULO 4. APLICACOES E CONTEXTUALIZACOES 76

Igualando os volumes, temos:

%:%:}gm:ﬁ,m\/ﬁ 2,253

D) 3 ‘hgﬁhlz

- ha

ou seja, para que as caixas tenham a mesma capacidade, a caixa de base quadrada tem

2,25/3
3

que ter altura de

- hs da altura da caixa de base hexagonal.
Observacoes:

e A drea da base quadrada é menor do que a drea da base hexagonal, como os
volumes s@o iguais, obtivemos o resultado de que a altura da caixa 1 vai ser
menor do que da caixa 2, o que nos leva a concluir que a drea total vai ser menor,

proporcionando uma economia do material utilizado;

e A facilidade de armazenar a caixa de base quadrada é maior, possibilitando um

estoque maior do produto, ocupando um menor espago;

e O fato de o produto ocupar um menor espago possibilita um armazenamento

maior nas prateleiras;

e A caixa de base hexagonal tem um designer mais interessante, chamando a
atencéo do consumidor, mas o custo de produgéo desse produto sobressai a beleza

exterior presente no produto;

e As dobraduras da caixa de base quadrada sdo mais ficeis de serem feitas, dimin-

uindo o tempo de servi¢o e o nimero de funcionérios para producao;

e Diante dessas facilidades, trabalhar com caixas com base quadrada é mais vidvel.
O custo beneficio que o produto proporciona, facilita o manuseio e uma alta na
venda dos produtos, reduzindo os custos de producéo e o valor do produto para

o consumidor final.

Aplicacao 4

Viemos observando que as marcas de sabao em p6é andam apostando nas mu-
dangas das embalagens. As caixas de 1 kg passaram de um paralelepipedo mais estreito
e alto para um mais largo e achatado.

As embalagens tém medidas aproximadamente iguais a:



CAPITULO 4. APLICACOES E CONTEXTUALIZACOES 7

e Embalagem antiga (estreita e alta): 4,8 ¢cm por 16, 8 cm para a base e 24 cm para
altura.

e Embalagem nova (larga e achatada): 19 em por 7 cm para a base e 14, 5 cm para

a altura.

Pergunta: O que levou o fabricante a mudar o tamanho e a forma da embalagem?

CAIXA ANTIGA

‘ 24 cm
s,tsjq EM PO
m’ai
3 , /16,5 cm
T
PLANIFICACAO DA CAIXA ANTIGA
1 48 cm
S T asmew
P ! 1" ! 7] Mam
|
m
48 om

168cm

AREA DOS RETANGULOS

e Retangulo I
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Medidas: b= 16,8cm e h =24 em

A I—-'—b-h.

retangulo
=16,8-24

= 403,2 cm?®
Area dos retangulos I

Aretﬁ.ngulos [ = 2-403,2
= 806, 4 cm?

e Retangulo II
Medidas: b=4,8cm e h =24em

Aretangulos 11 = 4.8-24

= 115,2 cm?
Area dos retangulos II
Aretangulos 11 = 2 115,2
= 230,4 em?
e Retangulo ITI
Medidas: b=16,8cm e h = 4,8cm
Aretangulos I11 = 16,8-4,8
— 80, 64 cm?

Area dos retangulos 111

Aretangulos 111 = 2 - 80,64
= 161,28 cm?

Logo,

Area Total da caixa antiga

Acaixa antiga = 806,4 + 230,4 + 161,28

= 1198, 08 em?

78
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e Volume

Volume ¢ igual a area da b - h, assim

V = 80,64 -24
= 1935, 36 cm®
CAIXA ATUAL
: 145 em
SAB‘;iO EM PO
R ma """"""
7em
19cm
PLANIFICACAO
I
19cm
Tem
i 145 cm 1 i I
7cm 19 em 19¢cm
! 19cm

e Reténgulo de nimero 1

Medidas: b=Tem e h = 19¢cm

Areté.ngulo i A

= 133 cm?

145 cm

79



CAPITULO 4. APLICACOES E CONTEXTUALIZACOES
Area dos retangulos de nimero 1
Aretﬁ.ngtﬂo 1=2-133
= 266 cm?
e Retangulo de nimero 2
Medidas: b=19c¢cm e h =14,5¢cm

Areténgulo g =19-14,5
= 275,5cm?

Area dos retangulos de nimero 2

Aretfmmﬂo 9 =2:275,5
= 551 cm?
e Retangulo de niimero 3
Medidas: b=T7em e h=14,5em

Aretﬁngulo 3=7-14,5
= 101,5cm?

Area dos retangulos de niimero 3

A g =2-101,5

retangulo
= 203 cm?
Logo,
Area total da caixa nova
Atotal da caixa nova
= 1020 em?
e Volume
Volume ¢ igual a drea da b - h, entao
A=133-14,5
= 1928,5cm?®

= 266 + 551 + 203

80

1\1 A ¥4



CAPITULO 4. APLICACOES E CONTEXTUALIZACOES 81
OBSERVACOES:

(i) A caixa antiga apresenta uma drea maior do que da caixa atual, o que nos mostra

que o custo da matéria prima para confecciond-la é maio;

(ii) O volume entre as duas caixas apresentou uma diferenga pequena, deixando claro

que o produto é bem distribuido no espago disponivel;

(iii) Vamos exemplificar o problema:

Se levarmos em conta a populagdo, aproximada, de Jacana/RN que é de 10.000
habitantes e se, pelo menos um habitante comprasse uma caixa por meés de sabao,
terfamos o seguinte calculo:

Caiza antiga:

A = 1198, 08cm?

Multiplicando a quantidade consumida na cidade pela drea teremos,
Area total = 11.980.800cm?

Transformando em metros quadrados temos,

Area total = 1.198,08m? de papelédo

Caiza atual:

A = 1.020cm?

Multiplicando a quantidade consumida na cidade pela drea, teremos:
Area total = 10.200.00cm?

Transformando em metros quadrados, temos: Area total = 1.020m?

Esse cdlculo mostra que, a industria teria uma economia de 178, 08m? de papelao,
apenas na cidade de Jacana. Sabemos que o sabdo em p6 é um produto vendido em
todo pafs, em quantidade significativa. A economia feita pela industria é exorbitante,
e mostra que apenas uma mudanga no designer da embalagem, proporcionou uma
lucratividade maior e que os mesmos poderao ser revertidos para o desenvolvimento da

empresa.

Aplicacao 5

Alguns produtos sdo atraentes pelas embalagens que vislumbram os olhos do

consumidor. As formas geométricas servem de inspiragéo para as empresas e estimulam
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o desenvolvimento de propagandas que focam as formas tridimensionais com eficdcia.
A jogada de marketing funciona substancialmente e atrai consumidores mais exigentes
que buscam qualidade e criatividade.

Diante dessas constatagdes, buscamos um produto que deixa transparecer “sua
imagem” na qualidade do designer trabalhado. Essa criatividade ficou explicita nas
embalagens dos queijos Brie e Camembert.

Pergunta: Através dos célculos de édrea e volume de cada um dos produtos, quais
as conclusdes podem ser tomadas em relagéo as formas geométricas usadas para embalar

os produtos? Quais suas vantagens e desvantagens?

1° Caso: Queijo Brie
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PLANIFICACAO DO PRISMA DE BASE TRIANGULAR

Boem

123 em 123 om

123 om

ur 123 om n

1

e Célculo da Area

FIGURA I (retédngulo)
Medidas: b= 12,3cm e h = 4 cm, assim

Areté.nglﬂol =12,3-4
= 49,2¢em?

Como sao trés retangulos temos,

Area total dos retangulos

Ay retangulos = 3 49:2
= 147, 6 em®

FIGURA II (retangulo)

Medidas: b = 8cm e h = 4cm, assim

Areté,ngulo g =284

= 32cem?

FIGURA III (tridngulo)
Medidas: lado a = 12,3 cm; lado b= 12,3cm e lado ¢ = 8cm
Célculo da altura do tridangulo

Pelo Teorema de Pitagoras temos,
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=P+

12,32 =h2+4’=>

151,29 = h* + 16 =

h? = 135,29 =

h = 11,63 cm?

Calculemos a drea do triangulo

b-h
Atriéngulo T
_8-11,63
2
= & 46,52 cm?
Como temos 2 triangulos entéo,
e Area dos tridngulos
Atriﬁng‘ulos =2-46,53
= 93, 06 cm?

Assim, Area total do prisma de base triangular
= 93,06 + 147,6 + 32
= 272,66 cm?

Atotal do prisma

e Volume

Area da base = 46, 53 cm?

Altura = 5cm

Vorisma = 46,53 - 4

= 186, 08 cm®
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2° Caso: Queijo Camembert

PLANIFICACAO
44 cm
26 cm
'| Sem
44cm

Célculo da drea:
e Area do hexégono
Sabemos que a drea de uma regido triangular eqiiildtera é igual a:

1?/3

Atrié.ngulo =
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Como o lado do triangulo vale 4,4 cm, temos

QI

4,42/3

Atrié.ngulo - 4
19, 361/3
4
= 4,843 cm?

Assim,

Apexégono = 64 84v/3
= 29, 04v/3 em?

e Area do retangulo

Medidas: b=26cm e h =5cm

Assim,

Areténgulo =26-5
= 130 em?

Logo,
Area total do prisma de base triangular

Atotal do prisma = 229, 04V3 +130

= 230, 59751 cm?
e Volume
Area da base = 29, 04v/3 cm®
Altura = 5em
Voiora = 29,04v/3 -5

prisma
= 251,49378 cm®

86
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Consideragoes:

Observamos que o designer das embalagens influencia diretamente no custo final
dos produtos.

A drea da embalagem de base triangular é maior do que a drea da embalagem de
base hexagonal, o que nos leva a constatar que, a quantidade de matéria prima utilizada
para produzir a caixa de forma triangular influenciou no custo final do produto. As
vezes a qualidade dos produtos é a mesma, o que as diferencia é o tamanho, a forma
das embalagens que sdo apresentadas e preo da venda. Essas diferencas devem ser

observadas e analisadas com cuidado, para que se possa ter uma economia significativa.

—



Consideracoes Finais

O passado faz parte da vida de cada um de nés. Em relacdo as embalagens isso
nao é diferente. No século XIX, a produgdo era caseira e a venda rudimentar. Toda
producéo era armazenada em barris ¢ vendida a granel. Com o desenvolvimento do
comércio, a producdo era vendida em grande escala, tornando necessério armazenar os
produtos em pequenas embalagens, para maior praticidade e agilidade no atendimento.

Com o surgimento dos mercados o auto-servico tornou-se visivel. As marcas
tornaram-se importantes para identificar o fabricante, tornando-o conhecido. Surge
assim A necessidade de cada vez mais, modernizar, inovar e aperfeicoar os logotipos
e formas das embalagens. O mercado tornou-se competitivo e desafiador. Produto
e embalagem comecaram a andar paralelos, um dependendo inteiramente do outro.
O consumidor tornou-se exigente, preocupando-se com a forma que o produto estava
sendo oferecido.

No decorrer de todo esse tempo, as embalagens continuam inovando e proporcio-
nando, ao consumidor, curiosidade e fascinio pela criatividade e ousadia dos fabrican-
tes. A globalizagdo trds grandes possibilidades para a inovagao. Consumidores cada vez
mais exigentes impulsionam os fabricantes a buscarem designes sofisticado e conforto
nos produtos oferecidos, aliando qualidade e criatividade.

Diante dessas aplicagdes, observamos que desenvolver trabalhos com embalagens
que fazem parte do cotidiano do aluno, propicia um conhecimento mais especifico e
concreto. Desejamos que a continuidade do trabalho fosse dada, através das aplicacoes
sugeridas em sala de aula.

Entendemos que o processo de ensino/aprendizagem da geometria, torna-se es-
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timulante e eficaz utilizando material concreto no seu desenvolvimento. Estimular os
alunos a compreender as abstracoes da geometria, através desses elementos que estao
envolvidos no cotidiano de cada um, é dever do educador. Esperamos que esse trabalho
possibilite um desempenho mais significativo no ensino da geometria.

Cientes de nossa responsabilidade educacional, esperamos contribuir, significati-
vamente, com o processo de ensino/aprendizagem da geometria. Desejamos que todos
que se sintam responsédveis com esse processo, dediquem-se a desenvolver meios que
facilitem a compreensdo da geometria, tornando-a prazerosa e estimulante.

Que essas aplicacoes facam parte das atividades dos professores e tragam beneficios
no ensino da matemética, com responsabilidade e dedicagdo para que a nossa regiao
tenha resultados significativos, deixando claro que é possivel fazer a diferenga, basta ter
criatividade, lealdade no trabalho e estimulo, s6 assim conseguiremos mudar a m& im-

pressdo que se tem dessa disciplina tdo importante e deslumbrante que ¢ a matematica.
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