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Resumo

Distribuigoes aleatérias tem se tornado elementos fundamentais para o desenvolvi-
mento da ciéncia em diversas area. Entretanto, a geracao de niimeros aleatorios em sistemas
digitais foi e continua sendo um desafio na medida em que nao é possivel converter um
sistema deterministico em uma maquina capaz de gerar eventos estocastico. Para vencer
essas limitacgoes, foram desenvolvidos diversos métodos que implementam pseudo-geradores
de nimeros aleatorios. Esse trabalho tem como objetivo implementar, em hardware, um
gerador de ntmeros aleatérios gaussianos baseado no método de inversao e adotando
duas arquiteturas: LUT e MCM. Para tal, foram desenvolvidos modelos matematicos em
Python para validar o método de geragao e verificar a funcionalidade das implementacoes
executadas em RTL. Em consequéncia, as duas arquiteturas foram implementadas em
Verilog e verificadas por meio de simulagoes, obtendo valores de média e desvio padrao
dentro do esperado. Além disso, as propostas foram sintetizadas utilizando tecnologias de
28nm e 45nm, o que mostrou consideravel superioridade da arquitetura utilizando LUT
em termos de frequéncia, area e poténcia. Nao obstante os resultados obtidos, pode-se
reconhecer o potencial de aplicagdo de estruturas de MCM em sistemas com multiplicagoes

fixas que possuam menor complexidade.

Palavras-chave: GRNG. MCM. ICDF'. Sintese.



Abstract

Random distributions have become fundamental elements to the science develop-
ment in many areas. However, the random number generation in digital systems was and
will continue to be big challenge considering that it’s not possible to convert a deterministic
system into a machine capable of generating stochastic events. To overcome these limitati-
ons, many methods were developed to implement pseudo-random number generators. This
project aims to implement, in hardware, a Gaussian random number generator based in the
inversion’s method and adopting two main architectures: LUT and MCM. To accomplish
that, mathematical models were developed in Python to validate the generation method
and to functionally verify the RTL implementations. Consequently, the two architectures
were build in Verilog and verified by digital simulations, achieving mean and standard
deviation values as expected. Besides that, the proposals were synthesized using a 28nm
and 45nm technology that ended presenting considerable LUT’s implementation superiority
regarding timing, area and power. Nonetheless the results obtained, it was possible to
recognize MCM’s structures application potential in system needing fixed multiplications

with less complexity than the ones addressed in this project.

Keywords: GRNG. MCM. ICDF. Synthesis.
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1 Introducao

Ao se abordar um numero aleatorio por si s6, pode-se defini-lo como um elemento
amostrado de um conjunto de valores possiveis o qual possui uma determinada probabi-
lidade de ser selecionado. (HAAHR, 2016) Isolados, os ntimeros aleatérios ndao parecem
ter demasiada importancia pratica, no entanto sao essenciais para o desenvolvimento da
ciéncia quando interpretados como um conjunto e visualizados como uma distribuigao

probabilistica.

As distribuigoes de probabilidade sao fungoes matematicas capazes de descrever
fendmenos aleatérios por meio de atribuigoes probabilisticas. Em outras palavras, as
distribuigoes probabilisticas materializam o comportamento de uma grupo de amostras
atribuindo-as uma frequéncia de ocorréncia em um determinado ensaio que acaba por se
traduzir em sua probabilidade. Por assim ser, tais elementos matematicos sao capazes
de modelar fendmenos de natureza randémica ( sejam eles: biol6gicos, naturais, fisicos,
quimico, entre outros) e, portanto, sdio amplamente utilizados em simulagées que objetivam

reproduzir os fenémenos supracitados.

Embora as distribui¢oes probabilisticas sejam matematicamente tangiveis, a geracao
de nimeros aleatérios em sistemas digitais foi e continua sendo um desafio na medida em
que nao ¢é possivel converter um sistema deterministico em uma maquina capaz de gerar
eventos estocdsticos. Atualmente, os geradores de niimeros (pseudo) aleatérios adotam um
amplo arsenal de técnicas para se obter uma populagao de amostras que reproduzam a
distribuicao desejada. (SCHRYVER et. al., 2012) Normalmente, distribui¢oes uniformes
sdo alcancadas por meio de transformacoes bindrias (LCG, MRG, LFSR, etc.) e as
distribui¢oes nao uniformes sdo obtidas a partir das distribui¢gdes uniformes utilizando-se

uma das técnicas a seguir:
1. Transformacao;
2. Rejeicao de amostra;
3. Inversao;
4. Recursao.
Apesar das particularidades de cada um dos métodos, a técnica de inversao (ou
ICDF) tem se tornado cada vez mais popular devido a sua capacidade de transformar

uma distribuicao uniforme em diversas outras a depender somente da func¢ao utilizada.

O método é assim tao poderoso pois utiliza a fungdo Q (quantile function) de forma que
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Figura 1 — Fungao Q Uniforme-Gaussiana (probit function).

seja possivel mapear uma determinada variavel X, de distribuicao uniforme por exemplo,
em uma nova funcdo densidade de probabilidade, de natureza gaussiana ou exponencial.
(CHEUNG et. al., 2007) A Figura 1 ilustra a fungdo Q - mais conhecida como funcao

probit - que converte uma distribuicdo uniforme em uma distribui¢do normal.

Atualmente, embora a maior parte desses métodos sejam aplicados em simulagoes
utilizando CPUs de alto desempenho ou até mesmo em placas graficas (GPUs), o cenério
tecnolégico tem mudado. Segundo Parhami (2010), o mercado de portateis e o amplo
direcionamento para o desenvolvimento de aplicacoes embarcadas com circuitos dedicados
tém modificado as necessidades e tornado o baixo consumo cada vez mais importante no

desenvolvimento de sistemas digitais.

Como consequéncia da especializagao dos sistemas digitais (SoC), é cada vez mais
recorrente a necessidade de simular fendémenos por meio de modelos randémicos de forma
que seja possivel validar a funcionalidade do produto pés-silicio. Ademais, considerando a
intima relacao da geracao de ntimeros aleatérios com os circuitos dedicados de criptografia e
seguranca (cada vez mais relevantes no ambito da tecnologia da informagao e da industria

de semicondutores), é possivel inferir o intrinseco papel dos hardwares de geragao de
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nimeros aleatorios no atual mercado de circuitos integrados.

Por assim ser, o método do ICDF tem se tornado o principal meio pelo qual
distribuicoes aleatorias sao alcancadas tanto no ambito de software, como no de hardware.
Nao obstante o seu potencial, computar a funcao de distribuicao acumulada inversa
(Inverse Cumulative Distribution Function, ICDF) exige calculos extremamente complexos
que inviabilizam sua implementacao direta em sistemas digitais devido a exigéncia elevada

de poténcia e area e a baixa laténcia total do sistema final.

Para tentar driblar as barreiras supracitadas, métodos de aproximagao por partes
e interpolagao sao utilizados para simplificar o calculo da funcao inversa. (LEE et. al.,
2009) Tal metodologia exige a utilizagao de look-up tables (LUT) e decodificadores que,
apesar de inteligentes, ainda sao bastante custosos para o sistema como um todo. Na
tentativa de descobrir viabilizar novas arquiteturas para a geracao de niimeros aleatorios
em hardware, esse trabalho tem como objetivo desenvolver um hardware dedicado de um
gerador gaussiano de nimeros aleatdrios utilizando o método de inversao (ICDF) baseado

em blocos de MCM (Multiplierless Constant Multiplier) como alternativa para as LUTs.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

O projeto tem como objetivo implementar, em hardware, um gerador gaussiano de
nimeros aleatérios baseado no método de inversao (ICDF) que se utiliza de técnicas de

MCM (Multiplierless Constant Multiplier) como alternativa para as LUTS.

2.2 Objetivos Especificos

Figuram entre os objetivos especificos:

o Estudar e compreender o método de ICDF na geracao de niimeros aleatorios;

o Implementar um modelo 6timo de aproximagao por partes da funcao probit - mais

conhecida como a inversa cumulativa da fun¢ao normal;

e Desenvolver um modelo mateméatico em linguagem de alto nivel que melhor adapte

os conceitos do ICDF aos atributos da logica digital;

e Desenvolver uma arquitetura que substituisse as LUTs das abordagens tradicionais
por estruturas de MCM;

e Descrever o modelo em RTL por meio de Verilog/SystemVerilog;
o Testar (verificando e validando) a funcionalidade do projeto final;

o Comparar o resultado final da arquitetura proposta com a arquitetura tradicional

por meio de sintese légica.



17

3 Referencial Teérico

3.1 Distribuicao de Probabilidade

Segundo Feller (1968), a teoria matematica da probabilidade encontra propésito e
forma quando aplicada & situacdes e experiéncias reais. E facil explicar os conceitos que
alicercam a probabilidade quando tomamos como exemplo um simples dado justo de 6
faces. Nesse caso, se levarmos em consideragao o arremesso unico desse dado, podemos
definir o espago amostral desse experimento como U = {1,2,3,4, 5,6}, ou seja, todos os
possiveis valores (amostras) que podem resultar da execu¢ao do experimento. Realizado
um arremesso, entende-se como ponto amostral o resultado observado apos a execucao do
experimento. Além disso, a teoria da probabilidade define o evento como outro elemento
fundamental da sua existéncia. Ainda considerando o exemplo do dado, pode-se entender

a obtencao da face 5 como um evento.

Tomando o dado como um objeto justo, é intuitivo dizer que a chance de se obter
qualquer um dos nimeros em suas faces é igual. Para constatar essa afirmacao, jogar o dado
600 vezes para cima e documentar cada um dos resultados na forma de um histograma
parece ser uma solucao. Esse procedimento é usual e gera como produto uma funcao

discreta que sintetiza o comportamento do experimento.

Mumero de Amostras

Valores

Figura 2 — Resultado tedrico do experimento do dado arremessado 600 vezes.
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-

E possivel notar a partir da Figura 2 que todos os valores ocorrem o mesmo
numero de vezes e, portanto, o comportamento do arremesso de um dado ¢ uniforme e a
probabilidade de cada amostra ¢ igual & P(X = x) = 100/600 = 1/6. A funcao da Figura

2 é conhecida como fun¢ao massa de probabilidade.

Para espacos amostrais continuos nos quais o nimero de amostras é infinito e
nao pode ser determinado, esse tipo de visualizagdo se torna cada vez mais dificil. No
entanto, o mesmo experimento pode ser reproduzido para esse tipo de variavel aleatoria e
uma mesma curva pode ser tracada. O exemplo claro é a velocidade do vento em uma
determinada direcao. Nesses casos, a curva do comportamento da variavel é conhecida como
funcao densidade de probabilidade (fdp ou pdf, probability density function) e definida
matematicamente pela Equagao 3.1. (ORLOFF & BLOOM, 2014)

Plc< X <d)= /cd f(z)dx (3.1)

Ross (2010) ressalta que, diferente da fungdo massa de probabilidade, o valor
da fun¢ao no ponto amostral nao reflete sua probabilidade, visto que a chance de um
exato nimero ocorrer em um espaco amostral infinito é nula. A Figura 3 apresenta uma

determinada fdp (Distribuicao de Rayleigh).

12 0=0.5 — _
o’=1 —

- o’=2 —_—

- o'=3_ |

L o=4 _
11— _
0.8 N
0.6 _

0.2 1

Figura 3 — Distribuicao continua de Rayleigh.
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3.1.1 Distribuicao Uniforme

A distribuicdo uniforme trata-se de uma das func¢oes de probabilidade mais simples
e populares. Uma varidavel X uniformemente distribuida em um intervalo (a,b) possui seus
valores igualmente provaveis em todos os pontos entre a e b e valor constante da fungao
densidade de probabilidade. (ROSS, 2010) A Equagao 3.2 descreve sua funcao densidade

de probabilidade que materializa-se na Figura 4.

ifa<xr<b

1
b—a
0, cc

fx) =

a h

Figura 4 — Funcao genérica de uma distribuicao uniforme.

O intervalo uniforme mais habitual trata-se do seu formato normalizado em que (a,
b) = (0, 1). Nessa representagao, a distribuigao tem esperanca igual a 0.5 e desvio padrao
igual a 1/12.

3.1.2 Distribuicdo Normal (Gaussiana)

A distribui¢ao normal ou Gaussiana foi inicialmente apresentada em 1733 pelo
matematico francés Abraham DeMoivre que chegou em sua féormula ao tentar descrever
propriedades de distribuigoes binomiais, como: (a) qual a chance de se obter 60 coroas ao
se arremessar uma moeda justa 100 vezes. Quanto maior o nimero de arremessos, mais e

mais préximo o histograma do ensaio se delineava em uma distribui¢gdo normal. (LANE,

2013)

Mais tarde, Laplace (assim como Aleksandr Lyapunov) compreendeu a importancia
da distribuicdo normal quando expandiu as descobertas de DeMoivre mostrando que

praticamente todos os eventos naturais tendiam de alguma forma para uma distribuicao
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normal - dando origem ao Teorema do Limite Central que rege a Teoria da Probabilidade.
(ROSS, 2010)

Assim, por aparecer tdo naturalmente num gigantesco acervo de fenémenos reais,
a distribuicao adotou coerentemente a alcunho de "normal". Em consequéncia dos fatos
apresentados, a distribuicao gaussiana é amplamente utilizada para modelar sistemas reais

e/ou simular fendmenos, seja para validar teorias ou tecnologias.

Matematicamente, a funcao que descreve o comportamento de uma variavel normal
tem o formato de um sino centralizado no valor de sua esperanca - que também determina
o eixo vertical ao qual o sino é simétrico. Os atributos graficos e probabilisticos dessa
distribuigao sdo integralmente definidos por dois pardmetros: sua média () e seu desvio
padrio (0?). A Figura 5 ilustra o formato de sino mencionado anteriormente e o impacto

dos parametros no comportamento da funcao.

1.0

0.8

0.2

0.0

Figura 5 — Distribuicdo normal com diferentes valores de média e desvio padrao.

Por fim, a famigerada funcao normal pode ser calculada utilizando a Equacao 3.3.

)= ] - €22 5
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3.2 Gerador de Niimeros Aleatérios Uniformes (URNG): Tausworthe

Os geradores de nimeros aleatérios uniformes foram as primeiras estruturas desen-
volvidas pela ciéncia com a capacidade de gerar distribui¢oes pseudo-aleatoérias, visto que,
apesar de possuirem atributos estatisticos de uma distribuicao igualmente provavel, eram

computadas por sistemas deterministicos e possuiam previsibilidade (periodicidade).

Em geral, as técnicas para geracao de niimeros aleatorios uniformemente distribuidos
se baseiam no simples processo da transformacao de um estado para um outro estado,
podendo ser representado matematicamente da seguinte forma: estado < f(estado).
Os detalhes da transformacao utilizada sdo responsaveis pelos atributos de independéncia

e distribui¢ao uniforme da populagao concebida. (OWEN, 2013)

Como define L’Ecuyer (2005), os geradores aleatérios (RNG) podem ser sintetizados

em uma estrutura matematica do formato (S, u, £, U, g), em que:

S: o conjunto finito de possiveis estados.

p: distribuigdo aleatdria usada para determinar o estado inicial (sg), ou semente.
f: a funcao de transicdo ou transformacao.

U: o espacgo representativo de saida.

g: a transformacao de saida (S — U).

Além disso, L’Ecuyer (2005) ainda destaca o fato das distribui¢oes uniformes que
partem desse modelo possuirem periodicidade intrinseca a qual influencia diretamente
na qualidade do gerador - geradores com periodicidade (p) muito pequena, repetem seu

espago amostral com frequéncia e, portanto, sao altamente previsiveis.

Os métodos de transformacao do espaco S amplamente utilizados em aplicacoes e
difundidos no ambiente académico utilizam férmulas de recursao para gerar novos estados
a partir de estados passados. Entre eles, os mais célebres sao o LCG (Linear Congruential
Generators) e a versao digital do LCG, LFSR (Linear Feedback Shift Register). (WUERTZ
& DUTANG, 2009)

Pelo fato dos computadores e demais processadores utilizarem algebra binaria,
o LFSR (também conhecido como gerador de Tausworthe) tem se destacado como o
principal gerador de nimeros aleatoérios pelas suas propriedades digitais e pela elevada
qualidade estatistica de sua saida. Como a prépria denominag¢ao do método ja entrega, a

transformagao se trata de uma soma (linear) entre os valores passados (realimentacao) de
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modo a gerar os valores futuros por meio do descarte paulatino dos elementos passados

(deslocamento registrado). A Equagao 3.4 formaliza a transi¢ao de estado.

Ty = (Tp_q + Tn_g) mod 2 (3.4)

O valores q e k revelados na Equacao 3.4 determinam o grau do trinémio caracte-
ristico utilizado como modelo para a criacao do gerador, ou seja, indicam quais elementos
devem ser utilizados na realimentacao - em que o k representa o maior grau. A Figura
6, composta de equagoes e diagrama, ilustra um exemplo de como utilizar a férmula de

recorréncia para obter os valores de z,,.

'+ +1=0

b7 @ bris @by, =0
bni7 = bnys @ by

bp =b,_4 B by_7

MMe

-«

Y

A 4

bnfl —> ban > bn73 —> erl bnfS —> bn«G > bnf'.'t' bn—ﬂ

. ~ J (—

Saida Valida Bit Descarte

Figura 6 — Exemplo de LSFR com {L =8, q =7, k = 3,s = 1}.

Além disso, como é possivel notar pela formula de recorréncia, os valores do LFSR
pertencem ao GF(2). Foi para que fosse possivel converter um conjunto de elementos
bindrios que L’Ecuyer (1994) definiu a transformagao g como estrutura fundamental de
um gerador aleatorio. Tomando L como o tamanho maximo da cole¢ao de registros do
LFSR, a transformagio g costuma normalizar a saida uniforme (U(0,1)) e adota a solugdo
formal ilustrada pela Equagao 3.5. (GILLE-GENEST, 2012)

L
Uy = Z Tpgyj1 %277 (3.5)
=1

A variavel s introduzida na Equacao 3.5 é conhecida como "passo'e indica a
quantidade de vezes que a recorréncia deve ser aplicada para que o préximo valor aleatorio

do gerador seja considerado valido.

Nao obstante a eficiéncia e a consistente periodicidade dos geradores de Tausworthe,

modelos e simulagoes que exigem elevada granularidade e um ntimero exorbitante de
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iteragoes nao tem suas necessidades supridas, pois a periodicidade de tais arquiteturas
continua nao sendo suficiente. Na tentativa de reverter essa limitacao, Tezuka (1989) e
Wang & Compagner (1993) propuseram o emprego de geradores combinados de forma que

fosse possivel maximizar o periodo total das amostras obtidas.

Segundo L’Ecuyer (1996), se propriamente configurado, o periodo de um conjunto
de LFSR combinados pode alcancar um periodo de repeticdo proximo ao produto do
periodo maximo de cada LFSR separadamente - que é definido como p = 2/=1, sendo 1 o
comprimento da saida. Para que o maximo periodo seja alcangado, os trinémios que regem
cada um dos geradores individuais devem ser primitivos e primos entre si. Dessa forma,
considerando trés Tausworthe (P, Pi, Py) com pardmetros {ko, qo, So, k1, q1, 51, k2, 2, So.},
o resultado da soma (ou operagio bit a bit de uma ou-exclusivo) das trés estruturas, se

propriamente configuradas, alcanca perfodo maximo de (2% — 1)z (2% — 1)z(2k — 1).

Além de realizar varios apontamentos teoricos sobre o geradores de distribuicao
uniforme, L'Ecuyer (1996) também foi responséavel por desenvolver um algoritmo mais
simples (QuickTaus) para a implementacao das estruturas de LFSR baseadas em trindmios.
Considerando A, B e C vetores de tamanho 1, com A inicializado por s,,_1; 7=k —q; e
que C é umas méscara composta por K bits iguais & 1 nos bits mais significativos (MSB)
e (I — k) bits iguais & 0 nos bits menos significativos (LSB), o algoritmo consiste nos

seguintes passos:

1. B < g-bit de A deslocado pra esquerda;
2. B+ A® B;

3. B < (k - s)-bit de B deslocado pra direita;
4. A +— A & G;

5. A + s-bit de A deslocado pra esquerda,;
6. A+ A B.

Porém L’Ecuyer (1996) estabelece algumas condigoes para que o algoritmo entregue

o resultado desejado. Tais condicoes estao sintetizadas na Equagao 3.6.

P(z) = 2% — 29— 1, trindmio com 0 < 2q < k
0<s<k—g<k<L (3.6)
MDC(s,2" — 1) = 1

As descobertas de L’Ecuyer facilitaram nao somente a implementacao de geradores

aleatorios baseados em LFSR por meio de software, como otimizaram os hardwares que
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dependiam integralmente de modelos digitais de recorréncia para funcionar. A Figura 7

representa o algoritmo de L’Ecuyer implementado em RTL por Cheung et. al. (2007).

Tausworthe 32-bit URNG

[<<13 | const1

const2 [<<3 ] const3

e

[
|>>19‘ [-:-:12} |:-:-25] | <<4 ‘ |>>11| ‘<<1?|

uniform random number

Figura 7 — Tausworthe combinado com pardmetros (ko = 31,90 = 13,50 = 12), (k3 =
20,q1 = 2,51 = 4) e (ks = 28,¢2 = 3,82 = 17) implementado em RTL por
Cheung et. al. (2007).

3.3 Gerador de Niimeros Aleatérios Gaussianos (GRNG)

Na literatura, poucas sdo as formas de se obter amostras de uma sequéncia de
distribuicao normal que nao por meio de métodos indiretos. Como ja fora especificado
anteriormente, a maior parte dos sistemas de recorréncia eficientes geram apenas distri-
buigoes uniformes, fazendo com que as demais distribuigoes de probabilidade (incluindo
a distribuigdo de Gauss) sejam obtidas utilizando como base uma populagao de valores
uniformemente distribuidos. (SCHRYVER et. al., 2012) O estado da arte da geracao de

numeros aleatérios nao uniformes faz uso frequente de quatro técnicas de conversao:

1. Transformacao;
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2. Rejeicao de amostras;
3. Inversao;

4. Recursao.

As estruturas de GRNG baseadas nas técnicas de transformagao utilizam fungoes
matematicas e definigbes da probabilidade de modo que seja possivel converter variaveis
uniformemente distribuidas em uma distribui¢do normal. O algoritmo de Box-Muller (mais
célebre do seu tipo) utiliza fungoes transcendentais (senos, cossenos, logaritmos e raizes) e
relagoes fundamentais da probabilidade para converter, simultaneamente, duas variaveis

uniformes em duas varidveis normalmente distribuidas.

Os métodos de recursao se baseiam em uma caracteristica bastante particular
das distribuigoes aleatérias. Por exemplo, a generalizacao de Fibonacci afirma que se
x1 e X9 sdo varidveis uniformemente distribuidas (U(0,1)), a operagao (z1 + 2) mod 1
resultard na mesma distribuicao (U(0,1)). Wallace (1996) baseou seu trabalho no fato
de que, se x1, 7, ..., 7}, sdo i.i.d. em N(0,1), a transformacido 1/KY2 S5 | x; resulta em
uma mesma distribui¢ao N(0,1). Logo, os métodos recursivos utilizam um conjunto de
amostras pertencentes a uma determinada distribuicao e as aplicam em uma transformacao

para gerar um novo grupo de amostras de mesmo tamanho e referentes a mesma curva

densidade de probabilidade.

Existem uma infinidade de métodos fundamentados na técnica de rejeicao de
amostra. Nao obstante essa variedade, Thomas et. al. (2007) sintetiza matematicamente o
método quando considera que: sendo y = f(x) um fungao com integral finita, C o grupo de
pontos (z,y) sob a fungdo, e Z uma subsecao na qual C estd contigo, o método de rejei¢ao
sorteia pontos (z,y) uniformemente de do subgrupo de elementos pertencentes a 7 até
que (z,y) fagam parte de C. O método é considerado de rejeicao pois até que a exigéncia

seja cumprida, os demais valores sorteados sao sumariamente descartados.

O método da Inversa da Fungao de Distribuigao Cumulativa (Inverse Cumulative
Distribution Function, ICDF) utiliza a fungao Q (quantile function) de forma que seja
possivel mapear uma determinada variavel X em uma nova funcao densidade de proba-
bilidade. Nao obstante essa seja uma de suas utilidades, a sua real fungao é descrever
um valor de z para o qual todas as variaveis menores ou iguais terao probabilidade p de
serem encontradas, ou seja, produz a inversa da cdf (Cumulative Distribution Function).

A Equagao 3.7 a seguir formaliza o conceito.

Fx(z)=Pr(X <z)=p (3.7)

Assim sendo, os métodos de inversao com ICDF sao generalistas e podem ser

aplicados no desenvolvimento de RNG para qualquer distribuicao de probabilidade que
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seja mondtona. Para tal, deve-se determinar qual a distribuicao desejada e determinar a

sua ICDF para mapeamento a partir de varidveis uniformemente distribuidas.

Apesar de todos os métodos apresentarem pontos positivos e negativos, o método
de inversao da funcao de densidade cumulativa (ICDF) tem se estabelecido nos tltimos
anos como o padrao para aplicagoes dedicadas a hardware nao s6 pela qualidade superior
da distribuicao gerada, mas também pelos resultados de performance que vem evoluindo
paulatinamente por meio de adaptacdes nas arquiteturas propostas. Por assim ser, o
topico a seguir entrard em mais detalhes sobre o ICDF e as arquiteturas mais classicas da

literatura.

3.3.1 ICDF Gaussiano

O método da inversa da fungao densidade cumulativa (ICDF) orientada para a
producao de uma distribuicao normal utiliza a funcao probit para mapear um conjunto de
amostras uniformes (U(0,1)) em varidveis com comportamento normal (N(0,1)). A Figura
8 ilustra a funcdo supracitada para uma distribuicao de desvio padrao méximo igual 4o e

a Equacao 3.8 formaliza sua estrutura matematica.

4 T T T T T T T T T
3+ -
2+ =
1+ ,// -
_ﬂ'-/
— “”'Jﬂ;
> ___4..-—-""FF
< of oA 4
g /f : :
AF / 1
2F -
3 . .
4 ] 1 1 1 | | 1 I 1
0 01 0.2 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1

X

Figura 8 — Funcao probit.
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probit(p) = v2erf~1(2p — 1) (3.8)

Em implementagoes dedicadas a hardware, a principal barreira diz respeito a
complexidade envolvida no célculo da fungao probit, dado que a funcao erro (f(z) = erf(zx))
é obtida por meio da determinacao de uma integral e caracteriza uma func¢ao transcendental
- classe de fungoes nao primordiais que sao dificeis de implementar e sao altamente

dispendiosas, seja em &rea, frequéncia ou poténcia.

No entanto, a avaliacao direta de fun¢ao nao é a inica maneira de se estimar o valor
de uma determinada curva matematica. Cheung et. al. (2007) apresentou como alternativa
para esse problema a segmentacao da funcao probit e a interpolagao dos segmentos por
meio de polindmios. Tais polindmios seriam armazenados em uma look-up table (LUT) e

devidamente enderecados quando seus segmentos fossem necessarios para o calculo.

Assim, ao invés de avaliar uma fungao transcendental, essa abordagem possibilita
que o RTL avalie apenas polinémios utilizando somadores e multiplicadores. A desvantagem
mais Obvia desse modelo se trata dos erros de aproximacao do processo de interpolagao
dos segmentos da func¢ao probit, mas considerando que o sistema digital é limitado pela
precisao do comprimento da palavra de saida, se propriamente computadas, os erros podem
ser considerados irrelevantes no resultado final. A Figura 9 foi retirada do trabalho de

Cheung et. al. (2007) e esboga a ideia por meio de diagramas generalistas.

Em geral, os gerador de nimeros aleatérios uniformes escolhidos para essas apli-
cagoes sao os geradores Tausworthe combinados. Além disso, o modelo de segmentacao
da func¢do gaussiana segue os principios da teoria de segmentacao hierarquica (HSM,
Hierarquical Segmentation Method) a qual é mais profundamente discutida na Secao 3.4.
Os polinémios sao avaliados com os coeficientes extraidos das LUTs utilizando o método
de Horner. Entretanto, para manter o modelo o mais coerente possivel com os calculos
do ICDF, o sistema de enderecamento da LUTs proposto por Cheung et. al. exige a
implementagao de estruturas de barrel shifter que acabam por ser extremamente onerosas

no que diz respeito aos atributos de sintese do RTL (4rea, poténcia e frequéncia).

Na buscar de melhorar a performance dos geradores gaussianos baseados no método
do ICDF com segmentagao da fungao probit, Gutierrez et. al. (2012) apresentou, como
alternativa ao enderecamento utilizando barrel shifters, o uso de um endereco fixo da saida
do URNG para o célculo realizado por meio dos polindmios do segmento. Isso s6 é possivel
pois o modelo foi normalizado e, embora a sequéncia utilizada na avaliacdo do polindomio
nao tenha sido exatamente aquela que foi sorteada no URNG, por ser normalizada ela
continua fazendo parte do espectro do segmento selecionado e integralmente aleatoria.
Ademais, como os bits de calculo eram também utilizados para o enderecamento em

determinados segmentos, Gutierrez et. al. (2012) inclui uma maéscara para reduzir a
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Figura 9 — Arquitetura ICDF desenvolvida por Cheung et. al. (2007).

correlagao entre os valores. A Figura 10 foi retirada do trabalho do autor supracitado e

ilustra sua abordagem em diagrama de blocos.

3.4 Método de Segmentacado Hierarquico (HSM, Hierarchical Seg-
mentation Method

Métodos eficientes para avaliar numericamente fungoes complexas tratam-se de um
problema recorrente na ciéncia e de um tema fecundo em artigos cientificos. O panorama
atual estabelece que, para sistemas que exigem precisao fixa e elevada taxa de transferéncia,
geralmente implementados em hardware, métodos nao-iterativos devem ser utilizados, sendo
eles: tabela de consultas (LUTs), método de adi¢ao de tabelas, aproximagao polinomial e

aproximagoes racionais. (LEE et. al., 2009)

Aproximacoes polinomiais e aproximacoes racionais representam o estado da arte
atual. Ambos utilizam teoria de séries para aproximar determinadas fun¢des matematicas

utilizando apenas polinémios - formas que podem ser avaliadas utilizando-se apenas
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Figura 10 — Arquitetura ICDF desenvolvida por Gutierrez et. al. (2012)).

estruturas de soma e multiplicagao. Independente da escolha, ambos utilizam métodos
de segmentacao para seccionar a funcao e obter melhores aproximagoes com menor custo

operacional (aritmético e de armazenamento).

A segmentacao uniforme e nao hierarquica é o modelo mais comum. Além de ser o
mais simples, fornece bons resultados quando a fung¢ao é mondtona e possui poucas nao
linearidades, mas falha em eficiéncia quando o comportamento da fun¢ao nao é ideal. Lewis
(1994) apresentou o conceito de segmentagao hierarquica quando propds dois niveis de
fracionamento uniforme: um externo e de intervalo fixo; e outro interno com o ntimero de
segmentos variando a depender do comportamento da funcao - logo, fungoes nao-lineares

exigiriam um nimero superior de divisdes internas.

Utilizando o conceito de hierarquia, outros modelos de segmentagao que melhor se
adaptavam a determinados comportamentos matematicos foram sendo propostos. Modelos
com hierarquias flexiveis e com densidades variaveis resultam em um menor niimero de
segmentos, mas nao sao adequados no que tange sua aplicacdo em sistemas dedicados
de hardware, visto que exigem um enderecamento personalizado que dificilmente seria

generalizado com pouca complexidade. (SASAO et. al., 2004)

Lee et. al. (2009) organiza os modelos de segmentacao que melhor se aplicam em
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sistemas digitais e os categoriza em 4 (quatro) tipos: US, P2Sy, P2Sr e P2Sg. No
modelo US (Uniform Segmentation ou Segmentacao Uniforme), os intervalos possuem
tamanhos iguais. O P2Sy e P2Sg (Power of 2 Segmentation ou Segmentacao por Poténcia
de 2) tem o mesmo comportamento mas partem de lados diferentes: P2S; comega da
esquerda (left) e tem os seus intervalos ampliados em poténcia de 2; ja o P2SR realiza
o procedimento inverso (right). Por fim, o P2Sy g aplica o processo partindo das duas
pontas e utiliza o centro como ponto de encontro. A Figura 11, confeccionada por Lee et.

al. (2009), ilustra a aplicagdo dos 4 métodos.

us i
i .
start end start end
X X
PE'SR PESLR
~ I _ _ : ' . .
- o
g &
E I
start end start end
X X

Figura 11 — Metodologias de segmentacao propostas por Lee et. al. (2009) para aplicagoes
em hardware.

Os modelos escolhidos por Lee et. al. (2009) foram selecionados pelo fato de
possibilitarem a identificacdo natural do segmento do qual um determinado ntimero faz
parte por meio da decodificagao utilizando a representacao binaria. As Equagao 3.9, 3.10 e
3.11 mostram a quantidade maxima de segmentos que uma entrada de B, bits consegue

enderecar para cada uma das metodologias.

s; =28 seUS (3.9)
si < By, + 1, se P25;,/P2Sg (3.10)
s; <2B,,, se P2Sig (3.11)

A segmentagao uniforme (US) com ntimero de se¢oes miultiplas de 2 permite a
identificacdo binaria por meio da combinacao representativa de cada bit que compoe a
palavra. Os métodos de poténcia de dois baseiam-se na propriedade do deslocamento
binario como forma de duplicacao. Logo, a quantidade de zeros e uns que precedem a

apari¢ao do primeiro elemento oposto partindo do bit mais significativo (MSB) possibilita o
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enderecamento das se¢oes fracionadas por meio do P2S. A Tabela 1, adaptada do trabalho
de Lee et. al. (2009), ilustra o procedimento de enderegamento por P2S. Além disso, a
formulacao matemédtica que entrega a numeracao exata do segmento pode ser consultada
nas Equacoes 3.12, 3.13 e 3.14.

Numero do Segmento Entrada (B,)

0 00000[000~00000 111
00001|000~00001]111
0001|{0000~0001 1111
001|]00000~001|11111
01/000000~01]111111
1/0000000~1]1111111
10/000000~10|111111
110/00000~110|11111
1110[/0000~1110|1111
o—1 11110|/000~11110]111

O 1 O O W N

9

I
w

Tabela 1 — Exemplo de segmentacao P2S.r para B, = 8. A tabela também pode ser
interpretada para P25y, e P2Sg.

B,, — LZD(x;), MSB(x;) =0
P25y, g4 = (3.12)
B,., MSB(x;) =1

P2Sg aar = (3.13)

By, — LZD(x;), MSB(x;) = 0
P2S1 poddr = (3.14)

Os métodos supracitados podem ser aplicados em conjunto com o conceito de
hierarquia. Para aplicar a ideia do HSM em um determinada funcao, deve-se seguir o
seguinte algoritmo: (a) determinar a funcao; (b) intervalo de aproximagao; (c) precisao da
entrada e saida (nimero de bits); e (d) o método de aproximagao polinomial (Chebyshev,
Splines, etc.). Determinado isso, deve-se escolher a quantidade de hierarquias que serao
aplicadas e os devidos métodos de segmentacao para cada hierarquia. Por fim, um erro
maximo deve ser escolhido de forma a guiar a iteracoes e o nimero de segmentos que deve
ser aplicado em cada um dos niveis. A Figura 12, retirada de Lee et. al. (2009), ilustra o

resultado final de uma segmentagao de dois niveis (P25, e US) na funcio fao(x) = cos™ 1(x).

3.5 Interpolacdo de Chebyshev

A interpolacao de Chebyshev é um método que permite que pontos amostrais no

intervalo de [-1,1] sejam aproximados em uma fun¢do matematica por meio dos polindémios
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Figura 12 — Fungdo fo(x) = cos™1(z) segmentada em 2 hierarquias (P2Sy e US).

de Chebyshev. Embora possua limitagoes no que diz respeito aos intervalos de aproximacao,
o método é amplamente utilizado pois interpola pontos minimizando os erros da Equacgao
3.15.

&) H(x — ;) (3.15)

E@) = 1) - P@) = (o 6 |

Sabendo que dificilmente conseguiria minimizar os impactos do termo f"*1(&,),
Chebyshev focou-se em reduzir a influéncia da diferenca presente no produtério e, utilizando-
se das defini¢bes dos polindmios de Chebyshev, o matematico russo conseguiu provar que,
caso a interpolagao fosse realizada utilizando as raizes dos seus polinémios, o erro maximo

da aproximagao seria definido pela Equacao 3.16.

B(w) = 1) = P = gy, 1) (3.16)

Chebyshev nao s6 minimizou o impacto do produtério como provou que sua
otimizacao seria a melhor possivel de se alcancar. Os polindmios de Chebyshev sao
definidos pela recorréncia descrita na Equagao 3.17 (com Ty = 1 e T = x) e as suas raizes

podem ser encontradas utilizando-se a Equacgao 3.18.

Thi1(z) = 22T, () — Ty () (3.17)
2t +1
T = cos<2n+27r> (3.18)

Em experimentos ou situagoes nas quais o intervalo de aproximacao estd contido

em [a,b] # [—1,1], é possivel escalar os valores obtidos de forma que eles estejam coerentes
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com o que propoem a minimizagao de Chebyshev. A conversao permite mapear s(-1) = a

e s(1) = b; para tal, é realizada por meio da Equacao 3.19.

_b—l—a+b—a 2t +1
Ty 2 “\on+2”

), parai=0,1,....n (3.19)

3.6 Multiplierless Constant Multiplier (MCM)

Durante anos e anos, operagoes basicas sao submetidas a estudos extensos que
possibilitem encontrar métodos e/ou algoritmos capazes de otimizar suas execugoes. No
passado, esses métodos eram desenvolvidos com o intuito de reduzir o esfor¢co humano
e avancar a ciéncia e a teoria matematica. Atualmente, os algoritmos sdo conjecturados
para o ambiente da computacao e buscam potencializar metodologias de computacao
focadas em algebra binaria, de modo que seja possivel aproveitar cada vez mais o recurso

computacional disponivel - acelerando céalculos e simulagoes.

A multiplicagdo é um exemplo perfeito. Nao obstante seja uma das operacoes
mais comuns, sua execucgao exige logica dedicada e, quando sintetizada em um hardware
dedicado, consume area, poténcia e requer um tempo consideravel para expedir o resultado
esperado. Na Tabela 2, retirada do trabalho de Aswale et. al. (2015), podem ser analisados

métodos e multiplicagao implementados em RTL e seus atributos de sintese.

Multiplier Type Power Dissipation (mW) Area (um?) Delay (ns)
Array multiplier 8.909 83160 8.693
(convetional)

Baugh-Wooley

Multiplier 10.880 87912 9.620
Modified Baugh-Wooley 10.170 62646 6.219
Multiplier

Tabela 2 — Comparagao pés sintese de multiplicadores realizada por Aswale et. al. (2015).

No Egito antigo, a multiplicagao era feita por meio da multiplicacdo por dois
ou, como era mais intuitivo para época, duplicacdo. O principal fator para que as mul-
tiplicagoes fossem executadas dessa maneira diz respeito as 'limitagoes'da linguagem
matematica utilizada pelos egipcios. Para eles, era dificil representar o conceito e as regras

da multiplicacdo, mas a duplicacdo de um nimero podia ser feita apenas por duplicar o
simbolo. (DEIF, 2014)

Logo, para multiplicar dois nimeros era necessario gerar uma tabela com um
nimero base em uma coluna e os multiplos de 2 na outra. No processo de geracao da
tabela, o nimero base era consecutivamente multiplicado por 2 até que a coluna de
poténcia de dois ultrapasse o menor dos niimeros presente na multiplicacao inicial. Em

seguida, o menor nimero era decomposto em multiplos de 2 e os valores correspondentes da
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decomposicao eram somados. Esse procedimento nao sé consolidou a multiplicacao egipcia,
como também provou que todos os nimeros poderiam ser representados na base dois e
alicer¢ou o sistema binario utilizado na computacao moderna. A Tabela 3 e a Equacao

3.20 exemplificam o procedimento.

Identificador Mul. de 2 Base

nq 1 9
N9 2 18
n3 4 36
Uz 8 72
ns 16 144
Ng 32 288
ny 64 576

Tabela 3 — Método de Ahmes aplicado para 9 x 47.

OxA7T=9x (32+8+4+2+1)
=(9x32)+(9%x8)+(9Ix4)+(9%x2)+(9x1)
=288+ 72+36+18+9
=423

(3.20)

Baseado no método de Ahmes, um algoritmo mais eficiente para computar multipli-
cagoes em base binaria foi desenvolvido e batizado como: Algoritmo do Camponés Russo.
A proposta desse algoritmo é encontrar o resultado da operagao de multiplicacdo com
o menor numero de deslocamentos e somas possiveis - utilizando como base do o maior
numero disponivel na equacao. Em suma, divide-se o menor niimero por 2 em uma coluna
(descartando-se o resto) e multiplica-se o maior por dois na coluna adjacente. Linhas com
nimeros pares na coluna com o menor numero sao descartadas; o resultado ¢ a soma
das linhas remanescentes da coluna de maior valor. A Tabela 4 reproduz o resultado do

exemplo anterior utilizando o algoritmo do Camponés Russo.

Par Menor Numero Maior Numero

o 9 47

x 4 94

X 2 188

0 1 376
Total | 188 + 376 = 423

Tabela 4 — Tabela exemplo do algoritmo do Camponés Russo para 9z47.

Devido as claras vantagens da utilizacao de tais algoritmos para implementagoes em
hardwares dedicados e aplicagbes computacionais, novas metodologias de multiplicagao e

algoritmos foram desenvolvidos. No que tange multiplica¢oes por niimeros pré-determinados,
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geralmente extraidos por meio de LUTs (look-up tables) e utilizados por circuitos generalista
de multiplicagao, surgiu o conceito de blocos de multiplica¢do sem multiplicadores (MCM,
Multiplierless Constant Multiplier). Tais estruturas paralelizam multiplica¢oes por meio
da composicao de uma arvore multiplicativa otimizada que recebe um valor e o multiplica
por um conjunto de constantes utilizando apenas somas e deslocamentos (duplicacao ou
multiplicagao por 2). A Figura 13 foi extraida do trabalho de Voronenko & Piiscel (2007),
o qual discorre sobre o desenvolvimento de algoritmos que fornecem as estruturas das
arvores multiplicativas, assim como o conceito e geragao de RTLs que implementam tais

estruturas - sumarizando o conceito do MCM.

tl —> lfll‘
Or =8xr+ =
o, 2kt 23z = 32z — 9
Blr = 8[91‘) + 9z
t, —»ti,x
(b) Exemplo de um ramo da arvore multiplicativa
(a) Diagrama légico do RTL do MCM. do MCM.

Figura 13 — Sumario do MCM extraido de Voronenko & Ptiscel (2007).
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4 Metodologia

4.1 Modelo

O modelo foi integralmente desenvolvido em Python 3.6 e pode ser destrinchado
em duas grandes etapas: (a) criagdo da fungdo para calcular a melhor segmentagao para
a funcdo cumulativa inversa da distribuigdo gaussiana; e (b) aplicagdo do modelo obtido

para elaboracao do modelo em alto nivel do gerador de niimeros aleatérios.

4.1.1 Modelagem matematica da segmentacdo (HSM)

Para a primeira etapa, foi desenvolvida uma fun¢ao (hsmComplete), a qual tem a

sua estrutura especificada no Cédigo 1.

def hsmComplete (n, IntEnd, PS2, U, aproxPoints, degree, \

maxError, addrMax)

Cédigo 1 — Cabecalho da fungdo hsmComplete ().

A primeira tarefa executada pela funcdo supracitada consiste em segmentar o
intervalo fornecido no formato de turple pelo argumento IntEnd: IntEnd = [2**(-53),
0.5], por exemplo. A primeira hierarquia de segmentacao é sempre P2S e pode ser
configurada em P2S7 ou P2Sg a partir do argumento PS2, sendo PS2;, =1e PS2z = 0.
O primeiro argumento (n) define o niimero de segmentos a serem calculado para a primeira

hierarquia.

Apos definir os intervalos da secao P2S, a fungao aplica a segmentagao uniforme
(US) nas se¢oes da hierarquia P2S, definindo os limites dos intervalos internos e finalizando
o processo de segmentagao hierarquica, visto que para a implementacao do GRNG, apenas
dois niveis sao o suficiente. O niimero de segmentos internos é definido pelo argumento U,
sendo: (a) U = 0, ndo possui hierarquia interna; (b) U = 1, otimiza o niimero de segmentos
internos de acordo com o intervalo e o erro maximo; e (¢) U > 2: designa o ntimero exato

de segmentos que devem ser computados.

Durante o processo de segmentacao, mais especificamente no calculo da segunda
hierarquia, a funcao em hsmComplete () aplica a aproximacao de Chebyshev a cada dos
intervalos obtidos para garantir que os valores escolhidos ou o processo de otimizagao em
andamento respeitam /respeita as exigéncias do sistema (erro maximo de aproximagio em

cada segmento).
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Logo, para que o resultados fossem satisfatérios, tomou-se o cuidado para que todas
as aproxPoints-amostras no intervalo do segmento em estudo fossem consideradas raizes
do polindémio de Chebyshev de mesmo grau - como apontado na Sec¢ao 3.5 do Referencial
Teérico. Além disso, as raizes foram aplicadas na Equacao 3.19 como forma de escalar os

intervalos e garantir que estivessem de acordo com as limita¢des do método proposto.

Por fim, antes de aplicar os valores de x e y da curva probit na funcao chebfit (),
ja implementada nas bibliotecas do Python 3.6, os valores dos pontos interpolados e,
consequentemente, o intervalo interpolado, foi normalizado para valores de [0,1]. A norma-
lizagdo é fundamental visto que, além de garantir o funcionamento da fungdo do Python,
potencializa os calculos do GRNG quando implementado em RTL. Para o caso onde o
niumero de segmentos internos ¢é fixo (U > 2), os passos do algoritmo que dizem respeito a

interpolacao e a validacao dos segmentos internos estd sumarizada a seguir.

1. Dois lagos de repeticdo for administram a criagdo dos segmentos: o primeiro itera
sobre o nimero de segmentos externos; e o segundo, sobre o niimero de segmentos

internos de modo a cria-los;

2. Cada iteracao do segundo for produz um segmento dentro do segmento externo

selecionado pelo primeiro for;
3. Define-se, entao, os limites do segmento interno que esta sendo gerado;

4. Em seguida, sao criados aproxPoints-raizes (eX) de Chebyshev escaladas para dentro

dos limites estabelecidos no passo anterior;

5. Como referéncia para a etapa de interpolagao, sao calculados os valores reais da
funcao probit (rY) avaliados nas raizes previamente computadas utilizando a fungao
ppf () da biblioteca SciPy;

6. Os valores do eixo x (raizes do polinémio de Chebyshev no intervalo sobre anélise)

sao normalizados em [0,1], tornando-se n_eX;

7. Com todos os dados prontamente processados, ¢ realizada a interpolacao do segmento

em 3 passos:

a) Na funcdo chebfit (), disponivel em Python, aplicam-se os valores normalizados

de x (n_eX) junto com os valores reais do eixo y da fungao probit (rY);

b) Os coeficientes de Chebyshev (c_cheb_n) computados no passo anterior sao
convertidos em coeficientes de polindmios tradicionais. As Equagoes 4.2, 4.3
e 4.4 exemplificam o caso para uma aproximacao de 2° grau na qual ag, a;

e ag sao os coeficientes obtidos na interpolagdo de Chebyshev (penepy() =
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CZ()TQ + alTl + CLQTQ).

p(7) = cpz® + 17 + ¢y (4.1)
co = 2as (4.2)
= (4.3)
Co = Ay — A2 (4.4)

c¢) Por fim, os coeficientes passam por uma transformagao para serem aplicados
ao intervalo tradicional do segmento (sem normalizacao). Esse resultado serviu
apenas para validacdo matematica e nao ¢é utilizado no modelo de RTL, dado

que ¢ mais vantajoso o uso dos coeficientes normalizados.

8. Apods computados os coeficientes, calcula-se, ponto a ponto, o erro maximo da
interpolacao do segmento. Caso a funcao do calculo do erro retorne um valor maior
do que o valor maximo exigido, o modelo com n de segmentos externos e U segmentos

internos é imediatamente descartado.

9. Caso a interpolacdo atenda as exigéncias de erro méaximo, os seus limites e os
coeficientes resultantes do processo sao armazenados para que sejam posteriormente

retornados pela funcao hsmComplete ().

Como mencionado anteriormente, o algoritmo acima aplica-se somente quando
U > 2. Para U = 1, a fun¢ao continua o processo de segmentagao interno incrementando o
nimero de segmentos da hierarquia uniforme (US) sempre que a interpolagdo com grau

desejado de polindémios (degree) ndo atende as exigéncias de erro maximo (maxError).

O argumento addrMax é utilizado pela fungao para garantir que a segmentacao
obtida pelo HSM otimizado ou pelo HSM com segmentos internos fixos tem enderegamento

viavel considerando um determinada precisao ou niimero de bits de entrada.

Por fim, a Tabela 5 sintetiza as variaveis retornadas pela fungao hsmComplete().

4.1.2 Modelo do Gerador Gaussiano (GRNG)

A segunda parte do modelo diz respeito a geracao da simulagao em alto nivel do
gerador de nimeros aleatérios gaussiano (GRNG). O desenvolvimento do protétipo em
Python 3.6 tem como objetivo validar matematicamente a segmentacao obtida e os métodos
utilizados pela arquitetura para aproximar a funcdo cumulativa inversa da distribuicao

normal.

Assim sendo, o modelo pode ser substanciado em X processos: (a) geragdo de uma
amostra uniforme; (b) desmembramento do bits que serdo usados para aritmética, sinal e

enderegamento; (c) calculo do valor real do ICDF para a amostra sorteada; (d) computo do
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Variavel Descricao
Vetor com os limites dos segmentos externos e
xU .
internos do HSM.
P Array de array contendo os coeficientes para os
coefs N .
segmentos nao normalizados.
£ Array de array contendo os coeficientes para os
coefs_n .
- segmentos normalizados.
Vetor com a média do erro de interpolacao em
meanError
cada segmento.
UList Vetor com o nimero de segmentos internos para
is
cada segmento externo.
nUSeg Slmllar a \texttt{UList}, usado para célculos
Internos.
_ _ Sinalizador que indica falha ou sucesso do processo
impossibleAddrFlag d P
de HSM.
, Vetor composto pelo erro maximo de aproximacao
maximumErrors
por segmento.
Vetor contendo um sinalizador de erro maximo
flagError

ultrapassado para cada segmento.

Tabela 5 — Descricao detalhada das variaveis retornadas pela fung¢ao hsmComplete () .

segmento contemplado do HSM (endere¢o da LUT/MCM); (e) mascaramento e avaliagao
do ponto utilizando o polinémio interpolado resultante do processo de HSM e interpolacao
anterior; (f) inclusao do sinal (complemento de 2); (g) reprodugao do procedimento k-vezes

e avaliagdo dos pardmetros estatisticos da distribui¢ao obtida (média e desvio padrao).

Como o intuito inicial era apenas validar o sistema de geracao de variaveis aleatorias,
a producao de valores uniformemente distribuidos foi realizada por meio da funcao nativa
do Python 3.6: randrange (), sendo o menor valor igual a 0 e o maior, 9007199254740991
(ou 2% — 1). Com o auxilio da fungao bin(), o ntimero resultante foi convertido para base
binaria e, em seguida, separado na parcela de enderegamento (o niimero bindrio integral,

exceto o MSB), na parcela para aritmética (os quinze tltimos bits) e no bit de sinal (o
MSB).

Em seguida, o nimero integral e a parcela de aritmética sao transformada em
representacao de ponto fixo e o valor real do niimero sorteado é obtido com a funcao ppf O
- completando a etapa (c). No estégio (d), o enderegamento é realizado por meio de um
contador de zeros lideres, ou contador de zeros que precedem o primeiro um. Esse modelo
é utilizado para identificar o segmento P2S primario, como propoem Lee et. al. (2009).
Para a hierarquia US interna, o tltimo bit (LSB) indica qual dos dois segmentos internos
deve ser escolhidos - no modelo isso é feito apenas adicionando-se ou nao uma unidade na

soma de todos os itens da lista UList até o endereco proposto para o P2S; na Equacao
3.12.
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A primeira parte do item (e) foi implementada enumerando-se a quantidade de uns
consecutivos que precediam o primeiro 0. Se o niimero fosse maior do 35 (o ultimo nimero
antes da parcela dos 53 bits dedicados a aritmética), o bits seguintes eram mascarados
para 0 conforme descreve Gutierrez et. al. (2012). Logo ap6s, o valor é aplicado a fungao
polyval () junto com os coeficientes identificados para que a funcao probit seja avaliada

conforme interpolagao do modelo.

Finalmente, se o MSB do nimero uniforme sorteado no item (a) for igual a 1,
aplica-se 0 complemento de 2 no resultado obtido a partir do modelo supracitado; caso
contrario, o niimero permanece positivo - concluindo o passo (f). Para que fosse possivel
calcular os pardmetros estatisticos do gerador aleatério em Python, os itens de (a)-(f) sdo
reproduzidos repTimes-vezes e, s6 entdo, calcula-se a média, o desvio padrao e cria-se o
histograma da distribuicao, fechando todos os processos necesséarios para a confeccao do

modelo.

Ademais, é importante destacar que, mesmo em alto nivel, a maior parte da etapas
foi executada com as variaveis em representacao binaria na tentativa de manter o modelo
o mais coerente possivel. Algumas fungoes de Python 3.6 que colaboraram para a tarefa
foram: bin(), int () e zfill().

4.2 RTL: URNG e GRNG

Essa secao dedica-se a descri¢ao das técnicas e métodos utilizados para o desen-
volvimento dos RTLs que constituem esse trabalho. Além disso, a secao apresenta as
propostas de arquiteturas a serem implementadas, justificando as escolhas. A discussao

dos resultados obtidos pode ser analisada no Capitulo 5.

4.2.1 Gerador Uniforme de Tausworthe (URNG)

Considerando as vantagens das técnicas digitais de geracdo de niimeros uniformes
(LFSR) quando dedicadas em aplicagoes de sistemas discretos (computadores e similares),
além dos 6timos resultados de periodicidade documentados em artigos, o algoritmo de
combinado de Tausworthe foi o gerador de niimeros aleatérios uniformes (URNG) adotado

nesse projeto.

O desenvolvimento do gerador foi completamente fundamentado no algoritmo
proposto por L’Ecuyer (1996) - e previamente detalhado na Sec¢do 3.2. Assim, baseado
nas configuragdes que obtiveram maxima distribuicdo segundo as pesquisas teodricas de
L’Ecuyer (1996), esse projeto utilizou dois gerados de 32 bits compartilhando os mesmos
pardmetros, mas alimentados por sementes (seeds) diferentes. Os valores utilizados em
cada um dos LFSR que compdem o Tausworthe combinado (L = 32, J = 3) podem ser

consultados nas Equacgoes 4.5, 4.6 e 4.7.
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{ko, k1, ka} = {31, 29, 28} (4.5)
{90, @1, 42} = {13,2,3} (4.6)
{S(), S1, 82} = {12, 4, 17} (47)

Seguindo rigorosamente os passos propostos pelo algoritmo de L’Ecuyer (1996),
o hardware obtido é exatamente igual ao da Figura 7 implementado por Cheung et. al.
(2007). No entanto, sabendo que o Tausworthe nada mais é do que um conjunto de
LFSR com os resultados combinados por meio de uma porta XOR, é possivel realizar
algumas simplificagdes na implementagao e generalizar o RTL permitindo que ele seja
parametrizavel. A simplificagdo é ilustrada na Figura 14, na qual um exemplo considerando
{L,k,q,s} = {8,7,3,2} dissocia os dois termos da tultima operagdo do algoritmo de
Tausworthe (A = A @ B) de modo que seja possivel visualizar a equacao de simplificagao

mais facilmente.

A= b7 | bg | bs | by | by | bz | by | bo
C=]1 1 1 1 1 1 1 0
1° passo: B = A<<qg 4°passo: A=A &C
B=| bg | bz | bp | by | by 0 0 0 C=1|1 1 1 1 1 1 1 0
= | b7 | bg | bs | bg [ bz | by | by | b | &
2°passo: B=A(+)B '
=| b b b b b b b 0
B= w5 |5 |5 | w8 6 g B 7 6 5 4 3 2 1
A= | by b | bs | bs| bg| by | b | bo |(+) 5% passo: A=A <<s
by by b By By
B= *) ) + (+) ) bz by bp A=| bs by bz bz by 0 0 0
by b, B b, By
3° passo: B = B >> (k-s)
b by b
B= 0 0 1] 0 0 (+1 +) (+)
b by by

Figura 14 — Cinco primeiros passos de L’Ecuyer (1996) para a aplicacao do LFSR com
termos separados (lado esquerdo e direito).

Como é possivel perceber nos passos do lado esquerdo (1-3) da Figura 14, o resultado
final das operacoes do algoritmo de L’Ecuyer e, consequentemente, das operacoes de LEFSR,
respeitando as condig¢oes das Equacao 3.6, sempre converge para um niimero composto por
(k — s) zeros e uma cauda formada pela XOR entre os ¢ dltimos bits de A, e os ¢ bits ap6s

os q ultimos. Por outro lado, as etapas 4 e 5 detalham o estado final da segunda parcela
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que deve compor a soma (XOR) final ilustrada na Figura 15. Como é possivel constatar
a partir das operacoes do lado direito da Figura 14, a disposi¢cao terminal do vetor A
assume sempre s + (L — k) zeros na se¢do menos significativa, seguida pelos primeiros
L—(s+ (L —k)) = (k—s) valores originais de A que sucedem os (L — k) digitos iniciais.
Os zeros presente no inicio do vetor derivam do deslocamento da operacao AND com C
(que possui os (L — k) primeiros bits iguais a zero) e o deslocamento em s bits para a
esquerda do passo 6. Os MSBs sao apenas efeito da propagacao das operagoes mencionadas
- é ainda possivel notar que o vetor nao comeca do primeiro valor de A original, pois a

maéscara anula o efeitos desses bits.

6°passo: A=A (+)B

B = bs by by ba by [—;J (+) [—:J

Figura 15 — Passo final de L’Ecuyer (1996).

Como se torna evidente na Figura 15, os 3 passos iniciais geram a primeira e parcela
e os dois seguinte, a segunda. Além disso, é possivel provar que nao hé interseccao entre
essas duas parcelas (desde que as Equagdes 3.6 sejam respeitadas), dado que B sempre
possui (k — s) zeros a esquerda (MSBs) e A, (s + (L — k)) zeros a direita (LSBs). Se
somarmos (k — s) + (s + (L — k)) = L, que é o ntimero exato de bits do vetor completo,
comprovando que nao existe cruzamento entre valores que das duas parcelas - considerando
que b, ® 0 = b,. Consequentemente, tomando r = (k — ¢), a implementacdo de um LFSR

pode ser alcancada aplicando-se a Equacao 4.8.

si:{A[(L—l—s):(L—k)], AL =1): (k- )] @A[(L—l—q):(r—s)}} (4.8)

E importante ressaltar que a Equagao 4.8 foi formulada para linguagens de pro-
gramagcao as quais possuem o seu primeiro elemento referenciado pelo indice zero - como
o C e o Python. Assim sendo, ao invés de aplicar a arquitetura padrao do Tauworthe
combinado, foi utilizado a generalizacao descrita pela Equacao 4.8 para implementar um
modulo de Tausworthe parametrizavel com J = 3. Entre as possiveis configuragoes do

bloco, estao: (a) L, tamanho da palavra; (b) k, maior grau do trinémio; ¢, menor grau do
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trinémio; e s, passo de amostragem do LFSR. Como J = 3, as 3 tltimas variaveis devem

ser configuradas em trio.

Finalmente, para ambas as arquiteturas do GRNG, foram instanciados 2 médulos

de Tausworthe com L = 32 e os parametros com maxima distribuicao detalhadas nas
Equacoes 4.5, 4.6 e 4.7.

4.2.2 Arquitetura tradicional (LUT)

Para esse trabalho, foi adotado como método para a geragao nimeros aleatérios
gaussianos o algoritmo da inversdo (ICDF). Como mencionado na Segdo 3.3.1, a técnica
de inversao utiliza uma fun¢ao matematica que é capaz de mapear um grupo de varidveis
() uniformemente distribuidas em um conjunto de variaveis com distribuigdo normal (y).

A Equacao 4.9 generaliza a definicao.

y= f(z) (4.9)

Apesar da técnica ser extremamente simples quando implementada em software, sua
implementagao em hardware é desafiadora, visto que avaliar fungdes transcendentais (como
é o caso das inversas cumulativas) exige médulos excessivamente onerosos do ponto de vista,
de um RTL. Para reverter isso, o atual estado da arte dos geradores de distribui¢oes nao-
uniformes aplicam a segmentacao da ICDF utilizando o HSM (Hierarchical Segmentation
Method). Assim sendo, ao invés de computar fungoes complexas, a avaliagao da curva de
transformagao (ICDF) é realizada por meio de uma aproximagao polinomial de cada uma

das sec¢oes resultantes da divisao hierarquica.

Dessa forma, a arquitetura do GRNG exige que os coeficientes, provenientes da
interpolacao por partes, sejam armazenados e propriamente enderecados. Para tal, a
implementagao tradicional do gerador emprega LUTs (look-up tables) associadas a um
sistema de enderecamento proveniente do método de segmentacao (HSM) que possibilita
que os coeficientes sejam devidamente entregues ao modulo responsavel por avaliar o
polinémio. Por fim, o computo do polinémio é efetuado pelo algoritmo do Horner -
metodologia classica de estimagao de polindomio que otimiza o nimero de multiplicadores
e somadores necessarios para a operacao. A Equacao 4.10 ilustra a aplicacao do método
de Horner e a Figura 16, retirada do trabalho de Liu (2016), exemplifica a arquitetura

discutida.

p(z) = cor® + 17 + ¢ (4.10)
p(x) = (cox + c1)x + 3 (4.11)



Capitulo 4. Metodologia 44

[63:3] num_lzd
=—> LZD = » :
Combine
[1:2] 6|
5 84 addr
A 4 v
_ [3:17] | Mask
daia_ln; 5 | to0
64
Coefficient
w ROM
-
-~ 256 x 53 bits
) 4 y
[0] sign . 0 MUX 1 dat?,ﬁ_oui >

Figura 16 — Arquitetura ICDF desenvolvida por Liu (2016).

Neste trabalho, umas das arquiteturas implementadas se baseia no sistema de
LUTs. Os coeficientes gerados a partir do modelo de HSM desenvolvido em Python sao
armazenados em trés modulos de memoria que sao enderecado por meio da Equagao 3.12,
exigindo a presenca de um modulo de LZD 4 um concatenador. Além disso, a escolha da
amostra utilizada na interpolacao foi implementada de acordo com a proposta de Gutierrez
et. al. (2012), fazendo com que um moédulo de mascaramento fosse necessério - e evitando
a necessidade de barrel shifters. A Figura 17 ilustra, na integra, a arquitetura do RTL

desenvolvido para esse trabalho.

Como ¢ possivel perceber a partir da Figura 17, o método divide os coeficientes
em 3 LUTs, significando que o modelo aproxima os segmentos de curva em polinémios de
2° grau. Além disso, é importante ressaltar que o modelo para esse RTL foi desenvolvido
para alcancar valores de 8.20, ou seja, nimeros da dimensao de 27° da funcao probit.
Os coeficientes apresentam a precisao recomendada pela literatura (GUTIERREZ et. al.,
2012) A saida representa uma varidvel normal de 16 bits em ponto fixo, o qual possui 5

bits inteiros e 11 fraciondrios.
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Figura 17 — Arquitetura ICDF com LUTs desenvolvida para esse projeto.
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4.2.3 Arquitetura com MCM

Além de implementar o GRNG utilizando LUTSs, esse projeto objetiva aplicar os
conceitos de MCM (Multiplierless Constant Multiplier) no desenvolvimento de uma nova
arquitetura para geradores de niimeros aleatérios nao-uniformes. A ideia é que seja possivel

testar a viabilidade de tais estruturas em arranjos que exigem a avaliacao de polinomios.

Como detalhado na Secao 3.6, as estruturas de MCM empregam os métodos de
multiplicagao elaborado pelos egipcios para criar mdédulos capazes de multiplicar uma
entrada por um ntimero fixo de constantes previamente definidas usando somente somadores
e deslocamentos (shift registers). Quando interpretada no dmbito do desenvolvimento
de hardware, a aplicagdo blocos de MCMs pode ocasionar em ganhos significativos em
frequéncia e area, visto que multiplicadores genéricos em RTL costumam ser extremamente

onerosos (tanto em area quanto em velocidade).

Como ¢ possivel inferir, a fungdo do MCM em um gerador de niimeros aleatérios
fundamentado no método do ICDF resume-se em avaliar o polinémio interpolador e,
portanto, substituir o complexo de interpolagao constituido pelas LUTs e pelos somadores
e multiplicadores utilizados pelo algoritmo de Horner. A Figura 18 ilustra a arquitetura
final do GRNG concebido com a inser¢ao dos blocos de MCM.

A Figura 18 elucida o fato de que alguns componentes nao puderam ser inte-
gralmente substituidos na abordagem utilizando MCM. Entre esses itens estao: (a) a
necessidade de um multiplicador (bloco de elevagdo ao quadrado); e (b) a look-up table

contendo os coeficientes livres do polinémio.

A razao para o estado atual da arquitetura reside na conformacao intrinseca de
um polinémio e, obviamente, nas limitagoes das estruturas multiplicativas do MCM. A
Equacao 4.12 auxilia na visualizacao das limitagoes que serao esclarecidas do proximo

paragrafo.

p(x) = coz® + 17 + ¢y (4.12)

Como ja fora mencionado, o MCM multiplica apenas constantes previamente
conhecidas e, portanto, ¢ incapaz de realizar a operagao de elevar a entrada ao quadrado,
exigindo um multiplicador especializado em multiplicar um nimero por ele mesmo - fungao
do médulo Quadrado, explicitado no diagrama da Figura 18. Além disso, como o MCM
realiza apenas multiplicagdo, os coeficientes livres (cy) ndo poderiam ser armazenados ou
incluidos no fluxo de multiplicativo do MCM, exigindo que a LUT0 que armazena esses

elementos continuasse no fluxo de dados.

No que diz respeito a funcao das demais estruturas, é relativamente facil de associar:

o MCM2 recebe o resultado da operacdao 22 e entrega, em sua saida, os resultados de sua
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Figura 18 — Arquitetura ICDF com MCMs desenvolvida para esse projeto.



Capitulo 4. Metodologia 48

entrada multiplicada por todos os possiveis valores para o coeficientes cg; 0 MCM1 realiza
funcao semelhante, mas tomando a entrada como x multiplicando-a por todos os possiveis
valores de ¢q; os modulos de demultiplexacao processam os resultados do MCM1 e MCM?2
a partir do enderecamento proveniente do decodificador e entregam apenas o resultado
referente ao segmento interpolador selecionado. O resto do fluxo de dados ocorre como
na arquitetura tradicional: somam-se as partes computadas e o niimero é arredondado e
devidamente sinalizado de acordo com o bit de sinal extraido da amostra uniformemente
distribuida.

Por fim, é importante salientar que o RTL dos MCMs foi inteiramente implementado
utilizando a ferramenta de geracao de blocos multiplicadores da Spiral (spiral.net). As
entradas (coeficientes) necessarias para geragao foram obtidas por meio da execugao do
modelo em Python desenvolvido para o célculo do HSM desse projeto apds passarem pela

conversao numeérica exigida pelo algoritmo da Spiral.

4.3 Sintese

A sintese foi aplicada nas duas arquiteturas de GRNG: LUT e MCM. Para tal,
foram utilizados dois TDK (Tool Development Kit): uma biblioteca de 28nm FDSOI
disponibilizado pela NXP e uma outra biblioteca livre de 45nm disponibilizada pela Silvaco

para aplicagoes em estudos universitarios.

O fluxo de sintese foi conduzido na ferramenta Genus Synthesis Solution da
Cadence. As arquiteturas foram levadas paulatinamente a sua maxima frequéncia de
operagao utilizando configuragoes maximas de sintese genérica, mapeamento e otimizacao.
Foi tomado o cuidado para que nao houvessem latches por erros de descri¢do na etapa de

implementagao do hardware.

As frequéncias obtidas e discutidas no Capitulo 5 sao resultantes apenas do esforco
de sintese logica. Nao houve qualquer manipulagao de caracteristicas fisicas para que
determinados pardmetros de timing fossem cumpridos - como o uso de laténcia na arvore
de relégio ou a exigéncia de atraso maximo em caminhos criticos. Logo, a comparacao

direta entre os atributos (érea, poténcia e frequéncia) podem ser considerados imparciais.
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5 Resultados e Discussoes

5.1 Modelo e Segmentacao

Para se obter a melhor configuracao para a segmentacao da funcao probit, utilizou-se
a fungdo hsmComplete (), descrita na Secao 4.1.1, dentro de um lago de repeticao para

que fosse possivel variar o nimero de segmentos externos de natureza P257,.

Além disso, a funcao foi inicialmente configurada para que a segmentacgao interna
(US) pudesse ser variavel e otimizada de modo a assumir qualquer niimero de segmentos
internos desde que cumprisse as exigéncias de erro: 2711, valor equivalente a 1 ulp do
resultado final do gerador de niimeros gaussianos. Ademais, é importante salientar que
o intervalo englobado s6 estende-se até 0.5 pois a fungao probit é simétrica e os valores
obtidos por um segmento podem ser espelhados invertendo o sinal dos coeficientes ou do

resultado final. O Cédigo 2 ilustra a estrutura supracitada.

A Tabela 6 apresenta os resultados do experimento supracitado para os valores de
P25, variando de 40 a 52. Como é possivel notar por meio dos valores apresentados na
Tabela 6, o nimero de segmentos comeca a diminuir a medida que nos aproximamos de 48
segmentos primarios. A partir desse valor, os ganhos com o aumento de um segmentos

reduzem, mas continuam consideraveis.

A principal razao para os nimeros exorbitantes visualizados nos segmentos de
menor fracionamento inicial é relativa ao comportamento da funcao probit que, ao se
aproximar de valores préoximos de 0, comecga a adquirir derivadas extremamente elevadas.
Assim, na medida em que o intervalo final da funcao probit era fracionado em mais dois
segmentos, o processo de segmentagao interna era facilitado, reduzindo o ntimero de

segmentos totais necessarios para se atingir as exigéncias de erro maximo.

Dado que o objetivo do experimento era descobrir qual o niimero de segmentos
primarios (PS2) que culminavam em menos segmentos totais (P.S2;,+US), a configuragao
com 52 segmentos externos foi o valor escolhido como referéncia para o desenvolvimento do
GRNG. A Figura 19 é uma captura da saida do codigo em Python que explicita o nimero

de segmentos uniformes referentes a cada um dos 52 segmentos externos calculados.

os Primarios:
0s internos

hy, b, 1

' ' '
5 5 5 -
Ly Ly Ly

Figura 19 — Nimero de segmentos uniformes (internos) relativos a cada um dos segmentos
externos (PS2p).

Como é possivel notar, apenas 7 segmentos nao estao subdivididos internamente em
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interval = [2**(-53), 0.5];
P2S = 1;

U=1;

aproxPoints = 1000;

degree = 2;

maxError = 2%*(-11);

nBits = 53;

indexStart = 40;
indexEnd = 53;
for i in range(indexStart, indexEnd):
print (i)
x, coefs, coefs_n, meanError, uL, nUSeg, \
impossibleAddrFlag, maximumErrors = hsmComplete \
(i, interval, P2S, U, aproxPoints, degree, \
maxError, nBits);
print (ul)
Uopt . append (sum(ul)) ;
impossibleFlags.append (impossibleAddrFlag) ;

print ("Number of total segments: " + str(Uopt))

print ("Impossible flags: " + str(impossibleFlags))

print ("Minimum sections: " + str(min(Uopt)));

print ("Number of primary sections: " + str([(indexStart + i) \
for i,UoptValue in enumerate(Uopt) \
if UoptValue == min(Uopt)]));

Codigo 2 — Algoritmo para encontrar a melhor configuracao de HSM para a fungao probit.

mais 2 segmentos US. Caso o HSM continuasse assim, seria preciso descrever um hardware
especifico para lidar com essa auséncia de padrao no nimero de segmentos internos. Logo,
para reduzir a complexidade do RTL de enderecamento e, consequentemente, otimizar
o resultado final, a func¢ao hsmComplete() foi executada novamente para 52 segmentos
externos, mas fixando o nimero de segmentos internos em 2 para todos os casos. Esse
processo resultou em um modelo final com: 52 segmentos primarios com 2 segmentos U S

para cada segmentos externo, resultando em 104 segmentos totais.

Por fim, a Figura 20 apresenta o grafico do erro méaximo de aproximagao referente

a cada um dos 104 segmentos obtidos no modelo de HSM otimizado para esse trabalho.

5.2 Gerador de Nimeros Aleatérios Gaussianos (GRNG)

Essa secao tem como intuito apresentar os resultados obtidos por meio das ar-
quiteturas de ambos os GRNGs implementados em RTL: LUT e MCM. Para tal, os

resultados serdo divididos em dois tipos: estatisticos e elétricos (fisicos). Na Secao 5.2.1
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Numero de Segmentos Numero de Segmentos
Primarios Totais (externos + internos)

40 8270
41 4176
42 2130
43 1108
44 598
45 344
46 217
A7 154
48 123
49 108
50 101
51 98

52 97

Tabela 6 — Ntimero de segmentos totais otimizados para um erro maximo de 27! em
relagdo ao nimero de segmentos primarios pré-configurados.

primarySegmentation = 52;
interval = [2**(-53), 0.5];
P2s = 1;

U= 2;

aproxPoints = 1000;

degree = 2;

maxError = 2x*x(-11);

nBits = 53;

x, coefs, coefs_n, meanError, uL, nUSeg, \
impossibleAddrFlag, maximumErrors, flagError = \
hsmComplete (primarySegmentation, interval, P2S, \

2, aproxPoints, degree, maxError, nBits);

Codigo 3 — Chamada da fungao final da funcdo hsmComplete ().

serao abordados os resultados estatisticos obtidos por meio de simulacoes; ja na Secao 5.2.2

serao apresentados os atributos de sintese de cada uma das arquiteturas desenvolvidas.

5.2.1 GRNG: Atributos Estatisticos

Apoés a implementacgao de todos os modulos detalhados nas Figuras 17 e 18, foi
criado um testbench para simular o funcionamento dos RTLs e, consequentemente, validar
sua funcionalidade por meio dos atributos estatisticos do conjunto de amostras de suas

saldas.

Para que o médulo funcionasse em simulacao, foi necessario fornecer apenas 9

entradas: (a) relégio; (b) sinal de reset; (c¢) sinalizador de relégio valido; e as 6 sementes
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Figura 20 — Error maximo por segmento da segmentacao hierarquica.

que alimentam os dois médulos de gera¢ao uniforme (URNG). As sementes poderiam ser

mantidas fixas como parametro do URNG, mas isso reduziria a flexibilidade do gerador
final. O Cédigo 4 exemplifica a instanciacao do médulo GRNG (tanto LUT quanto MCM)

no testbench.

grng grng (
.clk(clk),
.rstn(rstn),
.taus0_seedO(taus0_seed0),
.taus0_seedl(tausO_seedl),
.taus0_seed2(taus0_seed?2),
.taus1_seedO(tausl_seed0),
.tausl_seedl(tausl_seedl),
.tausl_seed2(tausl_seed2),
.grng_out (grng_out)

Codigo 4 — Instanciagdo do moédulo GRNG no testbench.

Para que fosse possivel testar a funcionalidade dos médulos, cada testbench (LUT

e MCM) foi simulado permitindo que um determinado ntimero de ciclos de clock agissem
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sobre o RTL. Considerando os nivel de pipeline de cada um dos mddulos, o testbench da
LUT levava 7 ciclos apds o reset para entregar a primeira saida e valida; ja o MCM exige
apenas 6. A Figura 21 ilustra a forma de onda do testbench do médulo GRNG com MCM

visualizada por meio do SimVision (ferramenta de visualiza¢ao de debug da Cadence).

Cursor &~

Figura 21 — Print da forma de onda no SimVision (Cadence) do GRNG com arquitetura
MCM exibindo clock, reset, sementes e saida durante alguns ciclos.

Apods se passarem os ciclos necessarios para que a saida se tornasse valida, o
testbench salva as amostras resultantes do médulo de geragao de amostras normalmente
distribuidas em um arquivo de dados. Em seguida, o arquivo era processado por um script
em Python para que fosse possivel extrair as caracteristicas do conjunto de amostras. Para
tal, empregaram-se as seguinte etapas: (a) converter amostras do formato bindrio para sua
representagao em ponto fixo (5,11); (b) calculo da média e desvio padrao do conjunto de

valores transformados; e (c¢) geragdo de um histograma da distribuigao obtida.

Cada um dos testbenchs foi executado 30 vezes gerando um total de 1 milhao de
amostras por ensaio. Os arquivos de saida eram prontamente processados pelo algoritmo
em Python para que as informagoes estatisticas do teste fossem extraidas. Obviamente,
as sementes que determinam o comportamento do GRNG eram modificadas a cada novo
ensaio, visto que, se assim nao o fizesse, os resultados dos ensaios seriam apenas réplicas uns

dos outros. A Tabela 7 apresenta os valores finais obtidos para cada uma das arquiteturas.

Atributos Estatisticos

Média Desvio Padrao

Arquitetura MCM  -2.5273811849e-05 1.00005091684

Arquitetura LUT  -2.52697591146e-05  1.00005589696

Tabela 7 — Tabela de atributos estatisticos comparativa entre as arquiteturas.

Como é possivel nota apds a analise dos dados da Tabela 7, existe uma pequenas
diferenca entre os valores de média e desvio padrao obtidos em cada uma das arquiteturas.
Essa diferenca é oriunda da forma como o polinémio de interpolagao é avaliado em cada
método, Horner para o caso da LUT e avaliagao tradicional para o caso do MCM. Como

ocorrem arredondamentos em determinados passos de cada metodologia e como esses
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passos nao sao necessariamente iguais, diferencas de 1 ulp entre os resultados finais ocorrem

em algumas amostras.

Além das médias e desvios padroes, o histograma para cada uma das arquiteturas
também foi elaborado pelo algoritmo em Python a partir das amostra obtidas na saida
dos ensaios. Para a obtencao do histograma, foi realizado um niimero maior de iteragoes
durante a simulacdo, totalizando 16 milhoes de repeticoes para que fosse possivel observar
com mais clareza o alcance horizontal que o modelo matematico se propunha a obter. As
Figuras 22 e 23 apresentam os resultados de um dos ensaios com 16 milhoes de amostras,

comprovando mais uma vez a distribuicao obtida a partir dos geradores.

0.40 4

0.35 1

0.30 4

0.25 4

0.20 1

0.15 4

0.10

0.05 A

0.00

Figura 22 — Histograma de 16 milhoes de amostras gerado pela arquitetura MCM com
média F = 0.000219 e desvio padrao o = 0.999812.

5.2.2 GRNG: Atributos Fisicos

A sintese, como mencionado na Secao 4.3, foi executada utilizando duas biblio-
tecas: uma de 28nm e outra de 45nm. Em cada uma das tecnologias, testes exaustivos
foram realizados para que fosse possivel encontrar a maxima frequéncia de execucao das
arquiteturas propostas, avaliando-se outros parametros como area e poténcia. Além da
analise de maxima frequéncia, os modulos foram sintetizados para uma frequéncia base de
100MHz (frequéncia de referéncia). Os resultados da sintese na ferramenta da Cadence

(Genus Synthesis Solution) podem ser analisados nas Tabela 8 e 9.

Como é possivel notar pelos valores da tabela, a arquitetura tradicional mostrou-se

consideravelmente melhor em todos os aspectos. Primeiro, alcancou frequéncias maiores
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Figura 23 — Histograma de 16 milhdes de amostras gerado pela arquitetura LUT com
média £ = 0.000219 e desvio padrao o = 0.999817.

em todas as tecnologias. Além disso, apresentou atributos area e uma poténcia menores

do que os do seu concorrente direto, a arquitetura utilizando o MCM.

Uma das razbes para que os resultados fossem tao expressivamente negativos
para a arquitetura utilizando MCM esta relacionada ao fato de nao ter sido possivel
eliminar completamente os blocos de multiplicagao da arquitetura, visto que, sem utilizar o
algoritmo de Horner (inviavel quando inserido numa arquitetura com MCMs), o polinémio
de 2° grau exige que a varidvel de entrada seja multiplicada por ela mesma (operagao

realizada pelo médulo Quadrado da arquitetura).

Outro fator que contribuiu para o desempenho fisico da arquitetura em MCM
diz respeito a quantidade de coeficientes (104 no total) que o a arvore multiplicativa
deve fornecer em sua saida para toda iteracdo do GRNG. Assim, nao importando qual o
segmento selecionado, a arquitetura de um gerador isolado sempre computava o resultado
para todas as possiveis 104 multiplicagoes dos segmentos. Em outras palavas, em um RTL

individual do GRNG, 103 resultados eram inutilizados a cada ciclo de clock.

Apesar dos resultados, devido as razoes apresentadas, o MCM ainda pode ser

considerado como uma solucao relevante para geradores de niimeros aleatérios com fungoes
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Tecnologia 45nm

MCM LUT

100 MHz 225 MHz 100 MHz 310 MHz
Células (un) 15180 41170 3057 5065
Area (um?) 21357.672 43161.958 5408.312 6577.116
Dinamica (nW)  3683130.260  17838858.309  941011.963  3019589.316
Fuga (nW) 205626.691  696617.882 72882.234 98383.020
Total (nW) 3978756.951  18535476.191  1013894.198  3117972.336
Folga (ns) 6.8 0.0 720.5 0.0

Tabela 8 — Parametros fisicos para as duas arquiteturas na tecnologia de 45nm em dife-
rentes frequéncias.

menos nao-lineares e mais faceis de se aproximar. Isso se da pelo fato dessas funcgoes

necessitarem de menos coeficientes para a aproximar a curva com um determinado erro e

isso diminuiria a complexidade da estrutura do MCM, tornando-o competitivo em relacao

a combinacao LUT + Horner.
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Tecnologia 28nm

MCM LUT

100 MHz 606 MHz 100 MHz 796 MHz

Células (un) 13080 48100 3005 o837
Area (um2) 9643.706 24818.368 2587.808 3600.845

Dindmica (nW)  849284.854  8481828.757  292063.658  2022966.237

Fuga (nW) 23.329 71.800 6.397 9.822
Total (nW) 849308.183  8481900.556  292070.055  2022976.059
Folga 2200.4 0.0 5133.2 0.0

Tabela 9 — Parametros fisicos para as duas arquiteturas na tecnologia de 28nm em dife-
rentes frequéncias.
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6 Consideracoes Finais

A partir do desenvolvimento deste trabalho, foi possivel verificar e esclarecer a
importancia da geragao de niimero aleatérios para o desenvolvimento cientifico e tecnologico
nas mais diversas areas do conhecimento humano. Além disso, notou-se também a emergente
necessidade da implementagao de geradores de niimeros aleatorios diretamente em hardware
devido a exigéncia cada vez maior de estruturas de alto desempenho em sistemas de
modelagem /simulagao e seguranga - esferas que requerem a aplicagao direta de ntiimeros

aleatérios para funcionarem adequadamente.

Baseando-se na perspectiva supracitada, o trabalho cumpriu o objetivo principal
e implementou, utilizando o método do ICDF, o gerador de ntimeros aleatérios com
distribuigao gaussiana (GRNG) por meio de duas arquiteturas: (a) interpolagao tradicional
(LUT + Horner); e (b) interpolagao com MCM.

A segmentagao e aproximagao da func¢ao probit foi integralmente modelada em
Python e obteve resultados satisfatérios, visto que foi possivel otimizar a fragmentacao
da fun¢ao para o menor nimero de segmentos viaveis de serem enderecados com apenas
53 bits (ntmero de bits necessarios para se atingir um alcance de 8.20 na curva da
distribuicao normal). Assim sendo, o resultado final foi uma estrutura de HSM de duas
hierarquias: P25, + US, contando com 52 segmentos primérios e 2 segmentos secundarios

por segmento primario.

Ademais, as simulagoes em RTL executadas para cada uma das abordagens permiti-
ram inferir a qualidade das distribuicoes geradas. A interpolagao utilizando LUT + Horner
obteve média igual & £ = —2.52697591146 x 10~° e desvio padrao, o = 1.00005589696;
ja a arquitetura em MCM manifestou média equivalente & F = —2.5273811849 x 1075 ¢
desvio padrao, o = 1.00005091684. Os histogramas das Figuras 22 e 23 corroboram com a

exceléncia das distribuigoes.

Nao obstante a qualidade de ambas tenham sido prontamente demonstrada por
meio de atributos estatisticos, o GRNG com interpolagao por meio de LUT 4 Horner
mostrou-se categoricamente superior & proposta alternativa (MCM) quando avaliados apds
a sintese logica, apresentando maior frequéncia de operagao, menor area, e menor consumo
nas duas tecnologia as quais as arquiteturas foram submetidas. Como esclarecido na Secao
5.2.2, esse resultado pode ser imputado a dois fatores dominantes: (a) incapacidade de
excluir todos os multiplicadores da arquitetura mesmo utilizando médulos de MCM; e
(b) inutilidade da maior parte dos resultados entregues pelo MCM a cada ciclo de clock
(desperdigando 103 resultados por MCM sempre que uma nova amostra era calculada).

Mesmo assim, ¢ possivel inferir o potencial de aplicacdo das estruturas de MCM em
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geradores com distribuigdes mais simples (ndo gaussianas) ou em médulos de interpolagao

que nao exijam um numero tao grande de coeficientes.

Como trabalhos futuros, seria interessante testar o impacto da substituicao da
dupla de Tausworthe 32-bits por um tnico Tausworthe de 64-bits. Outrossim, avaliar
o desempenho de estruturas de MCM em interpoladores de menor grau ou com menos

coeficientes - como fora proposto no paragrafo anterior.

Finalmente, conclui-se que, apesar de complexo de extenso, o projeto foi integral-
mente finalizado, cumprindo-se todos os objetivos elencados na Se¢ao 2 e obtendo-se
resultados legitimamente satisfatérios. Ademais, é importante salientar o relevante papel

desse trabalho no enriquecimento cientifico e profissional do seu autor.
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