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Resumo

Neste trabalho abordaremos um estudo das equacgoes diferenciais ordinérias de
primeira ordem e apresentaremos o desenvolvimento histérico das equacoes diferenciais
mencionando alguns mateméticos que contribuiram para o desenvolvimento da mesma.
Discutiremos as idéias gerais de modelagem com equagdes diferenciais e investigamos
alguns modelos importantes os quais podem ser aplicados no processo de datacao por
Decaimento Radioativo e a Farmacologia. Tomaremos como objeto de estudo a téenica
de datagao por Carbono-14, no qual sera formulado um modelo matematico envolvendo
uma Equacao Diferencial que permite estimar a idade de fésseis, vestigios, pecas ou
objetos pertencentes a épocas passadas.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais. Datagao por Carbono-14. Farmacologia.



ABSTRACT

In this work we will approach a study of the ordinary differential equations of first
order and we will present the historical development of differential equations
mentioning some mathematicians who contributed to its development.

We will discuss the general ideas of modeling with differential equations and
investigate some important models which can be applied in the dating process by
Radioactive Decay and Pharmacology. We will take as an object of study the
technique of Carbon-14 dating, in which a mathematical model involving a
Differential Equation that allows to estimate the age of fossils, remains, pieces or

objects belonging to past times.

Keywords: Differential equations. Carbon-14 dating. Pharmacology.
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Introducao

A histéria das equagoes diferencias comega no século XVII quando Newton,
Leibniz e os irmaos Bernoullis resolveram alguns exemplos simples de equagoes
diferenciais de primeira e segunda ordem, apresentados em alguns problemas de
geometria e mecanica.

Newton atuou relativamente pouco na éarea de equacoes diferenciais, mas o seu
desenvolvimento do Célculo e a elucidagao por principios basicos da mecanica fornece-
ram a base para a aplicacao das equagdes diferenciais no século XVIII especialmente
por Euler. Newton classificou as equagoes diferenciais de primeira ordem de acordo
com as férmulas dy/dt = f(t) e dy/dt = f(t,y). Ele desenvolveu um método para
resolver a tltima equagao, no caso em que f(t,y) é um polinébmio em ¢ e y, usando
séries infinitas.

Leibniz foi autodidata em Matematica, e seu interesse no assunto desenvolveu-se
quando tinha vinte e poucos anos. Leibniz compreendia o poder de uma boa notacao
matematica e a nossa notagao para derivada %‘, assim como o sinal de integral, sdo
devidos a ele. Descobriu o método da separagao de varidveis para equagoes lineares de

o dy _ P = = " : s
primeira ordem < = ??% a redugao de equacgoes homogeéneas a equacoes separdveis e

o procedimento para resolver equagdes lineares de primeira ordem %‘f + P(t)y = Q(¢).
Como embaixador e conselheiro de diversas familias, Leibniz viajou muito por toda a
Europa e manteve uma extensa correspondéncia com os irmaos Bernoulli. No decorrer
dessas correspondéncia foram resolvidos muitos problemas em equagoes diferenciais
durante a parte final do século XVIIL.

Os irmaos Jakob e Johann Bernoulli com a ajuda do célculo, resolveram diversos
problemas em mecanica, formulando-os como equacoes diferenciais.

O maior matematico do século XVIII foi Leonhard Euler. Foi o primeiro a
entender as propriedades e os papéis das fungoes exponenciais, logaritmicas, trigo-
nométricas e muitas outras fungdes elementares. Desenvolveu alguns métodos para
resolver equagoes diferenciais, tais como: identificou a condi¢ao para que as equagoes
de primeira ordem sejam exatas, desenvolveu a teoria de fatores intergrantes e encon-
trou a solugao geral para equagoes lineares homogéneas com coeficientes constantes.

Uma fase importante da teoria desenvolveu-se nos principios do século XIX|
paralelamente a tendéncia de conseguir um desenvolvimento melhor estruturado e mais
rigoroso do calculo.

Em 1820, Cauchy obteve o primeiro "Teorema de existéncia”para equagao di-
ferencial, tendo provado que toda equagao diferencial de primeira ordem da forma
y = f(t,y) tem solucio sempre que o segundo membro, f(t,y), satisfaz & certas
condigoes gerais.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Funcao Exponencial Geral

Fungoes exponenciais da forma f(t) = af, onde a é uma constante positiva, sao
usadas para representar muitos fenomenos nas ciéncias naturais e sociais.

Exemplo 1.1 Quando se dd um medicamento a um paciente, a droga entra na corrente
sanguinea. Ao passar pelo o figado e rins, € metabolizada e eliminada a uma taza que
depende da particular droga. Para o antibidtico ampicilina, aprozimadamente 40% da
droga € eliminado a cada hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250mg.

Seja @ = f(t), onde Q é a quantidade de ampicilina, em mg, na corrente
sanguinea ao tempo t horas desde que a droga foi dada. Este processo é dado pela
funcao

Q = Qoatf

onde @ é a quantidade inicial (quando t = 0) e a é o fator pelo qual @ varia quando
t aumenta de 1. A funcao é decrescente, visto que, 0 < a < 1 e é uma funcao de
decaimento exponencial. Observando o gréfico, verificamos que @ se reduz a metade

Q (mg)
TABELA 1.Valor da fungdo de decaimento
250
h

t ( horas) Q (mg) 568

0 250
1 150 e
2 90 100

3 54
4 324 =

5 194

Figura 1.1: Eliminacao da droga: Decaimento Exponencial

da quantidade original, ou 125 mg, depois de cerca de 1,4 horas. Dizemos que a
meia-vida da ampicilina no corpo é de cerca de 1, 4 horas.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES i
Definicao 1.1 Dizemos que P € uma funcao exponencial det com base a se
= J!'D()(I,E

onde Py € a valor inicial (quando t = 0) e a € o fator pelo o qual P varia quando t
aumenta de 1. Se a > 1 temos crescimento exponencial; se 0 < a < 1, temos
decaimento exponencial.

A férmula P = Fya' d4 uma familia de funcdes exponenciais com parametro
Py ( o valor inicial e o intercepto vertical) e a (a base, ou fator de crescimento/decaimento).
A base diz se a fungao é crescente (a > 1) ou decrescente ( 0 < a < 1). Como a é o fa-
tor pelo o qual P varia quando ¢ aumenta, valores grandes de a significam crescimento
rapido; valores de a préximos de 0 significam decaimento rdpido. Todos os membros
da familia P = Pya® sao concavos para cima se Py > 0.

SIS

K

P,
0 et -
i
Figura 1.2: Crescimento exponen- Figura 1.3: Decrescimento expo-
cial nencial

O crescimento exponencial frequentemente é descrito em termos de taxas de cres-
cimento em porcentagens.

Exemplo 1.2 A populagio do Mézico cresce a 2,6% ao ano; em outras palavras o
fator de crescimento € a =1+ 0,026 = 1.026.

Exemplo 1.3 40% da ampicilina é removida a cada hora, assim o fator de decaimento
€a=1-0,40=0,6.

De modo geral, aplica-se as seguintes férmulas

Definigao 1.2 Ser € a taza de crescimento, entdo a =r+1 € o fator de crescimento

€
P = _Pgat = PU(T' sk l)t

Se r € a taza de decaimento, entao a =1 —r € o fator de decaimento e
P = Pya® = Py(1 — ).

A quantidade r € as vezes chamada a taxa de crescimento relativo, ou percentual.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1.1 A funcao logaritmica e exponencial

A fungao exponencial mais importante para modelagem de fenomenos naturais,
fisicos e economicos é a fungao exponencial natural, cuja a base é o niimero famoso
el, que é aproximadamente 2, 718281828 para nove casas decimais.

Definicao 1.3 O logaritmo natural de um nimero x > 0 € definido como sendo a
drea da figura compreendida entre as retasx = 1, x = t, o0 eixzo Ozx e a hipérbole y = %,
considerada positiva se x > 1 e negativa se 0 < z < 1.

o

(1,0) *

Figura 1.4: O gréficode Inx
Como a fungao y = Inx é crescente, sua inversa existe e ¢ também crescente.

e Inz nao é definido se ¢ for negativo ou zero.

Definicao 1.4 Dado qualquer nimero real x chama-se exponencial de r ao nimero
y, indicado com o simbolo e, cujo o logaritmo € x, isto é,

&=y -&r=mhi.

O grafico de €* é obtido do grafico do logaritmo por reflexao da reta y = z.

¥

#

y=¢ /
/ o

7
;'/
o 1]
A ! *
P

o

Figura 1.5: O grafico de Inz e sua inversa e*

e Como as fungoes €* e Inz sdo inversas uma da outra, compd-las em qualquer
ordem resulta na funcao identidade, i.e., "* =z, Ine* =z ,se z > 0.

!Essa notacao foi escolhida pelo o matemaitico suico Leonhard Euler em 1727, provavelmente por
ser a primeira letra da palavra exponencial.

CA
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 9
Considere a familia da fungoes exponenciais
PE Pgat.

Para qualquer nimero positivo a podemos escreve a = e* para algum k. Se
a > 1, entao k é positivo e se (0 < a < 1), entao k é negativo. Assim uma fungao que
representa uma populacgao crescendo exponencialmente pode ser escrita como

P = Ppa' = Py(e¥)t = Pye*

com k positivo. No caso (0 < a < 1), podemos usar outra constante positiva, k e
escrever
a=e
Se @ for uma quantidade de decaimento exponencial e QQy a quantidade inicial, ao
tempo ¢ temos
_ Qo

Q = Qoa' = Qo(e™)" = Qoe™ = gt

Como e** estd agora no denominador Q decresce quando o tempo avanca, como espe-
rariamos se @ esta decaindo.

Definicao 1.5 Toda fungdo de crescimento exponencial pode ser escrita em qual-

quer uma das duas formas
P = Pya' ou P = Pye*

e toda funcdo de decaimento exponencial pode ser escrita em qualquer uma das
formas

Q = Qob" ou Q = Qoe™™.
Onde Py e Qo sao as quantidades iniciais, a > 1 e 0 < b < 1 e k € uma constante
positiva. Dizemos que P e Q estdo crescendo ou decaindo a uma tara continua k.

A funcao exponencial da forma Pye** pode sempre ser escrita na forma Pyat.
De fato, Ppe** = Py(e*)! o que sugere tomar

a =€*, de modo que k = Ina.

As duas férmulas diferentes, P = Pye* e P = Pya' tém o mesmo grafico e representam
a mesma funcao.

Derivadas de ¢
Teorema 1.1 Se f(t) = et entdo f'(t) = €.
Prova:
De fato,
t+h _ ot -1 h_1

1Y — Tipn € ot : . € _
AU BEas - W




CAPITULO 1. PRELIMINARES 10
Exemplo 1.4 Sendo g derivdvel, verifique que se f(t) = e%® entdo f'(t) = e9Wg'(t).

Com efeito, temos que a funcéo f(t) é uma composigéo de duas funcoes h(t) = e!
e g(t), neste caso, podemos usar a regra da cadeia, para encontrar a derivada de f.
Pelo teorema (1.1), temos que a derivada de e’ é ela prépria. Assim,

Fit)=eg'@)

Relacao entre Fungoes com Derivadas Iguais

Teorema 1.2 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — wma fun¢do continua
em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Entdo existe c € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'()(b—a).
Prova: Ver [§]

Teorema 1.3 Seja f continua no intervalo I. Se f'(t) = 0 em todo t interior a I,
entao ezistird uma constante k tal que f(t) = k para todo t em I.

Prova:

Suponha que f(¢) ndo seja constante em I, existem ¢, e t, € I com t; < ty tal
que f(t1) # f(t2). Por hipétese f'(t) = 0, para todo t € [t1,t5]. Como, f é continua em
[t1,ts] e, pelo Teorema do Valor Médio, 3 ¢ € (t1,t5) tal que

flo= =S

(Absurdo!) O

=0= f(t1) = f(ta).

A funcao exponencial € igual & sua prépria derivada, e o mesmo é verdadeiro se
multiplicarmos a exponencial por uma constante. E fécil provar que estas sao as tinicas
fungoes que satisfazem a esta condigao em todo o eixo real.

Teorema 1.4 Se C é um nudmero real dado, existe uma e uma sé funcéo f que verifica
a equacao diferencial

@)= f()

para todo o real t e que verifica também a condigdo inicial f(0) = C. Esta fungdo €
dada pela férmula

ft) =Cé

Prova:

A funcgéo f(t) = Ce" satisfaz a equagao diferencial, e a condicao dada. Devemos
mostrar que esta € a unica solucao.

Seja y = g(t) qualquer solugao do problema de valor inicial

{9’(0 = g(t)
g(0) = C

Mostraremos que g(t) = Ce®.
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De fato, consideremos a funcédo h(t) = g(t)e™*. A derivada de h é dada por
W(t) =g (t)e™ — gt)e™" =e7'[g'(t) — g(t)] =0,

logo, pelo teorema (1.2), h é uma constante. Como g(0) = C, temos que
h(0) = g(0)e® = C. Consequentemente, h(t) = C para todo t, o que significa que
g(t) = Cel.

O

O teorema ¢ um exemplo de um teorema de existéncia e unicidade de solugao.
Diz-nos que o problema de valor inicial dado tem uma solugdo (existéncia) e uma s
solugao (unicidade).

Primitiva de uma funcao

Definicao 1.6 Seja f uma funcao definida num intervalo I. Uma primitiva de f em
1 € uma funcao F definida em I, tal que

F'(t) = f(2)

para todo t em I

Exemplo 1.5 Calcular a ff(t)dt € encontrar uma primitiva F da funcdo dada f, ou

seja, € determinar uma funcdo F tal que, F' = f, isto ¢,

F =f @/f(t)dt = F(t)+C.
Esta equacao foi a primeira equagao diferencial que resolvemos e a primitiva F
nada mais é que uma solucao para esta equagao diferencial.
Exemplo 1.6 Resolver F'(t) = cos(t) € equivalente a
F(l)= /costdt =sint +¢,
0 que nos mostra que esta equagdo diferencial tem infinitas solugdes.

O estudo da existéncia e unicidade de solugoes é um dos aspectos mais interes-
santes na teoria das equagoes diferenciais.
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1.2 Integral definida

Particao de um intervalo

Uma particao P de um intervalo [a,b] é um conjunto finito P = {to, t1,t2, ..., tn}
ondea=ty <ty <ls<..<t,=h
Uma particao P de [a, b] divide [a,b] em n intervalos [t;_1,t],i = 1,2, ..., n.

L i L
T T T -

a=t{} t; t') t-’f tg' tﬂ‘l tn:b

A amplitude do intervalo [t;_;, ;] serd indicada por At; = t; — t;_;. Assim;
Atl - tl = to, Afg = {9 — 1 ete.

Os numeros Aty, Ats, ..., At, nao sao necessariamente iguais; o maior deles denomina-
se amplitude da particao P e indica-se por max At;.
Uma parti¢ao P = {{o, 11,12, ...,t,} de [a, b] serd indicada simplesmente por

Pia=lp<ti < ls < vty = b;

Soma de Riemann

Seja f uma fungdo definida em [a,b] e P:a=ty <t; <ty < .. < t, = buma
partigdo de [a,b]. Para cada indice i(i = 1,2,3,...,n) seja ¢; um nimero em [t;_1,t;]
escolhido arbitrariamente.

Pois bem, o numero
> fle) Ati=f(c)) Ati+ flea) Do+ ...+ flcn) Atn
i=1
denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particdo P e aos ntimeros ¢;.
Definicao 1.7 Sejam f uma funcdo definida em [a,b] e L um nimero real. Dizemos

que Zf(c,;) At; tende a L, quando o mdz At; — 0, e escrevemos

i=1

se, para € > 0, existir § > 0 que sd dependa de € mais nao da particular escolha dos c;,
tal que
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1> s an-r]<e
i=1
para toda parti¢io P de [a,b], com max At; < 4.

Tal nimero L, que quando existe € unico, denomina-se integral(de Riemann) de
f em [a,b] e indica-se por fab f(t)dt. Entao, por definigdo,

b n
/a J(t)at zmalig;u;f(ci) At

Se f:’ f(t)dt existe, entdo diremos que f € integrdvel(sequndo Riemann) em [a.b].E
comum referirmo-nos a f; J(t)dt como integral definida de f em [a,b].

Teorema 1.5 Se f for continua em [a,b], entao f serd integrdvel em [a,b].

Prova: Ver [8]

Teorema Fudamental do Calculo

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental do Cdlculo)Se f for integrdvel em [a,b] e se F
for uma primitiva de f em [a,b], entdo

b
ffwﬁ=ﬂw—ﬂﬂ
Prova: Ver [§]

Mudancga de Variavel na Integral

Teorema 1.7 Seja f continua num intervalo I e sejam a e b dois numeros reais quais-
quer em I. Seja g : [e,d] — I, com g’ continua em [c,d], tal que g(c) = a e g(d) = b.
Nestas condigaes,

lﬂma=lﬁmwwwm

Prova: Ver [§]




Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Equacao Diferencial

Definicao 2.1 Uma equagao que contém as derivadas ou as diferenciais de uma ou
mais varidveis dependentes, em relagdo a uma ou mais varidveis independentes €
chamada de Equagao Diferencial (ED).

Exemplo 2.1 A equacao
v =y (2.1)
associa a fungdo y = y(t) e sua derivada y' = dy(t)/dt.

Diferentemente das incognitas das equacgoes algébricas, que sao niimeros, as incognitas
das equacoes diferenciais sao fungoes.

Resolver uma equagao diferencial significa encontrar todas as suas solugoes, i.e.,
todas as fungoes que satisfazem a equagao.

Exemplo 2.2 A funcgao
y(t) =€

€ uma solugao da equagao (2.1) porque (e')’ = e".

Classificamos as equagoes diferenciais por tipo e linearidade.

Classificagao pelo Tipo
As equacoes diferenciais sao classificadas em dois tipos: ordindrias e parciais.

Se uma equagao contiver somente derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis
dependentes em relagao a uma tinica variavel independente, ela sera chamada equagao
diferencial ordinaria (EDO).

Por exemplo,

dy d*y dy dr dy

—_— 5 — Iq —_— i — —i § e— ——=2
dI+ay € 72 dt+6y 0 € dt+dt r+y

sao equagoes diferenciais ordindrias.

14



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 15

Uma equagao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis depen-
dentes de duas ou mais varidveis independentes é chamada de equagao diferencial
parcial (EDP).

A equagao

onde a fungao incégnita é u(t, z,y) é uma EDP.
Neste trabalho trataremos apenas de EDO.

Classificagao por Ordem

A ordem de uma equacao diferencial (EDO ou EDP) é a ordem da maior
derivada na equagao.
Por exemplo -
d
dtg +5 E—?)B—/—ly:e‘
é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem.
Em simbolos, podemos expressar uma equagao diferencial ordinaria de ordem n

de uma variavel dependente na forma geral

F(t,y,y',...,y™) =0 (2.2)
onde F é uma funcio de valores reais de n + 2 varidveis, t,y,¢/,...,y™, e onde
y™ = £

Classificagao por Linearidade

Uma equacao diferencial ordinaria de ordem n (2.2) é linear se F for linear em

Y, Y. ..,y V. Isso significa que uma EDO de n—ésima ordem é linear quando (2.2)
for
d"y d" 'y dy
&n(t) din + Qn- l(t) din— -1 R a'l(t) dt + ao(t)y - g(t)

Observamos as duas propriedades caracteristicas de uma equagao diferencial
linear: primeiramente, a variavel dependente e todas as suas derivadas sao do primeiro
grau - isto é, a poténcia de cada termo envolvendo y é 1. Segundo, cada coeficiente
depende apenas da variavel independente t. As equagoes

d
(y — x)dz + 4zdy = 0, y' =2y +y=0, e —+I—I—5y=e

sao respectivamente, equacoes diferenciais ordindrias lineares de primeira, segunda e
terceira ordem.

Uma equagao diferencial ordinaria nao-linear ¢ uma equacao que nao ¢ linear.

As equagoes
d?y diy

+siny = 0, e 4y =0

a TV E Y
sao exemplos de equagao diferencial ordinéria nao-linear de primeira, segunda e quarta
ordem, respectivamente.

(1-y)y +2y=¢",
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Solucao de uma EDO

Definigao 2.2 Toda funcio o definida em um intervalo I que tem pelo menos n
derivadas continuas em I, as quais quando substituidas em uma equacdo diferencial
ordindria de ordem n reduzem a equacdo a identidade, é denominada um solugéo da
equacao diferencial no intervalo.

Exemplo 2.3 A funcdo, y = {c1* € solu¢do da equacdo diferencial

dy tylﬁ

dt

no intervalo (—oo, o0).

. d
Devemos verificar que S — ty'/2 = 0 para y = L¢*.

Temos g 5
W _ ey =
— =d(t*/16) = —.
Assim,
dy i {3 2 ¢t P
— gyl =y = L (Y= =,
a7 2 Y 1 M) 4 'q

Portanto, a funcao y = %t‘i ¢ uma solugao da equagao diferencial ordinaria nao-linear
de primeira ordem.

Definicao 2.3 O grdfico de uma solug¢do ¢ de uma EDO é chamado de curva inte-
gral.

Exemplo 2.4 A curva integral para a solugdo ¢(t) = €' no ponto (0,1), para equacdo
diferencial y' =y € mostrada na figura (2.1).

—y t

Figura 2.1: Curva integral da equacio y' = y para solucio particular no ponto (0, 1).

Definigao 2.4 Dizemos que uma relacio G(t,y) = 0 € wma solugao implicita de
uma equacdo diferencial ordindria (2.2), em um intervalo I, quando existe pelo menos
uma fungdo ¢ que satisfaz a relagao, bem como a equacdo diferencial em I.
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2.2 Equacgoes Lineares de Primeira Ordem

A forma geral de uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem é dada
por
F(t,y.y) =0, (2.3)

onde F' é uma fungao que associa as variaveis ¢,y e 3/, onde y é uma funcio de ¢. Isto
nos permite representar todas as classes de equagoes de primeira ordem sem descrever
alguma equagao particular.

Exemplo 2.5 A func¢do F definindo a equagdo
3ty’ = 6y + sint,
é F(t,y,y) = 3ty — 6y — sint.

Muitas vezes é incoveniente trabalhar com a forma geral. Muitas equacoes en-
contradas em aplica¢bes podem ser expressas da seguinte forma

y = f(t.y)

que é dita forma normal,

F é agora F(t,y,y) = y — f(t,y). Chamamos f de campo vetorial, ¢ de
variavel independente e y de variavel dependente, visto que ela depende de f. Assim,
a incognita y é uma fungao.

Exemplo 2.6 Na equagdo
¥y =1y
o campo vetorial € f(t,y) =y. Note que f € independente de t.

Definicao 2.5 Uma funcgao diferencidvel ¢ que satisfaz a relagdo

¢ (t) = f(t,¢()), (2.4)

para cada t em qualquer intervalo aberto € chamada solugao da equagio y = f(t,y).
Analogamente, definimos a solu¢io da equagdo F(t,y,y) = 0 substituindo a relacdo
(2.3) por

!

F(t,e(t),¢ (1) =0. (2.5)

Exemplo 2.7 A funcao

p(t) = €72
€ uma solugao para a equagio y' = 3y. De fato o € diferencidvel e ¢'(t) = 3o(t).
Outra solugdo € a funcdo ¢:(t) = 0.

Algumas equacgoes diferenciais apresentam mais de uma solugao, até infinitas
solucées. O conjunto de todas as solugoes de uma equagao diferencial é chamado
solucao geral, para distingui-la das solugdes individuais (particulares).
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Definigao 2.6 Uma funcdo ¢(t) =7, onde vy € uma constante tal que f(t.v) = 0 para
todo t, é chamada de solugao singular da equagdo (2.2).

Exemplo 2.8 A equacao

tem a fungdo zero, p(t) = 0, como uma solugdo singular. De fato, v é constante e o
campo vetorial f(y) = 2y* € nulo para y =0, i.e., f(0) = 0.

Exemplo 2.9 Uma solugao singular para a equagao
y =2y
é a fungao p(t) = 0, pois ¢ é constante e f(y) = 2y* é nulo para y =0, i.e, £(0) = 0.

Exemplo 2.10 A equacio 3y = % nao tem solugées singulares, pois ndo eriste

nenhuma constante que anula o campo vetorial f(t) = 1/t.

Muitas vezes as solugoes singulares sao casos particulares de uma férmula obtida
usando certo método, que fornece infinitas solugoes. Mas algumas vezes estas férmulas
nao incluem uma ou mais solucgoes singulares.
Exemplo 2.11 A equagao

y =y
tem solucdo a férmula y(t) = (t/3 +c)®. Mas a solugdo singular ¢(t) = 0 ndo pode ser
obtida por esta formula.

De fato,
L T e

a ~ Y T pRT

Integrando ambos os membros da igualdade acima, temos

/y%zdy = fdt=>yé=%=>y(t)=(t/3+0)3.

Mas a solugao singular ¢(¢) = 0 nao pode ser obtida por esta férmula, visto que nao
existe valor real C para o qual (t/3 + C')* = 0 para todo t.

Uma equacao diferencial na qual a varidvel independente nao aparece explicita-
mente (i.e., que a forma normal da equacdo é ¥ = f(y)) é chamada auténoma. A
equagao do exemplo anterior é auténoma.

Exemplo 2.12 Infinitas solugées da equacgao

!

v = —ty
sdo obtidas da férmula geral y(t) = 1/t + C. A solugdo singular u(t) = 0, entretanto,

€ impossivel de ser obtida dessa férmula, visto que nédo existe valor real C para o qual
(t/3+ C)® =0 para todo t.

Os 1ltimos exemplos nos mostram que mesmo que tenhamos encontrado uma
férmula por algum método teremos que determinar todas as solugoes singulares, e, se
existirem, devemos verificar se elas estao incluidas na férmula. Portanto, a solugao
geral consiste frequentemente em uma férmula e uma ou mais solugoes sigulares.

2
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Campos de Direcoes

Podemos imaginar a forma do grafico das solugoes através do tracado do campo
de diregoes'. Se ¢ é uma solugio da equacio
y =[(t.y)
e ¢(to) = Yo, a inclinagao (diregao) da tangente do gréfico de ¢ no ponto (tg, yo) é

f(tOr yﬂ)‘

wn a = fir.x)

Figura 2.2: A inclinagdo f(to,yo) da reta tangente ao grafico de ¢ no ponto f(to, %o).

Uma vez que podemos calcular f(to,yo) para todo (g, yo), podemos encontrar a
inclinagao da reta tangente ao gréafico da solucao em cada ponto.

Exemplo 2.13 O campo de diregées para equagdo diferencial y' =1y e a curva-solugdo
que passa pelo ponto (0,1) é mostrado na figura (2.3).

v I B 2 3 X g For L Y
S A i e
Ll EE LR
Ol L h L / A At A g
L AR 4 7 f VA
PUbr 5 S0 S A A S o g F -
Pl it ol i A S - £
- o S P ~
e o o

Figura 2.3: Campo de diregbes e solugao particular

2.3 Problema de Valor Inicial

Algumas vezes estamos interessados somente numa solucao particular que
satisfaga uma certa condigao, digamos y(tp) = yo. Em termos geométricos, é como
procurar uma curva que represente uma solugao no plano ty e que passe pelo ponto de
coordenadas (fo, yo)-

Hsso n@o é uma idéia nova; Euler concebeu essa idéia de marcar os pontos e os declives correspon-
dentes no plano (¢,y) ha 250 anos!
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Definigao 2.7 Um problema de valor inicial de uma equagdo diferencial de primeira
ordem na forma normal € dado por

{ y = f(t.y)
y(to) = o

Uma solugdo ¢ deste problema de valor inicial € uma solu¢do da equacio y = f(t,y)
(i.e., o = f(t,0(t)) ) que também satisfaz a condicdo inicial (i.e., p(to) = yo).

Exemplo 2.14 A equacao
y}' — _5t2

tem solugao geral y(t) = +§t3 +C, onde C € uma constante real. A solucao particular
que satisfaz a condigdo y(1) = 2 € aquela cujo o grdfico passa pelo o ponto de coorde-
nadas (t,y) = (1,2). Para enconlrar a expressao desta solugdo, precisamos determinar

uma constante adequada C na solugdo geral. A férmula fornece y(1) = —% +C, en-
quanto a condigio € y(1) = 2, assim C = % Consequentemente, a solugdo particular
que estamos procurando € p(t) = —%ta + 1—31

-
—

Figura 2.4: Gréfico da solugao particular y = —5—;3 +

|

Exemplo 2.15 Considere o problema de valor inicial

¥y =y, y(0) =1.

Temos que ¢(t) = €' é uma solu¢do para a equagdo y' =y, mas ela também satisfaz
a condigdo inicial, porque p(0) = € = 1. Assim, ¢(t) = €' é uma solugdo para o
problema de valor inicial.

Exemplo 2.16 Consideremos a mesma equagao com uma condi¢ao inicial diferente,
digamos

it = y(l) =e.

Novamente, a fun¢io o(t) = €' satisfaz tanto a equagdo como a condigdo inicial:
©(1) = e! = e. Isto mostra que podemos ter a mesma solugdo para diferentes problemas
de valor inicial. Isto acontece quando os pontos que escolhemos correspondem ao grdfico
da mesma solugado.
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Figura 2.5: Solugao do problema de valor inicial y' = y, y(1) =e.

Exemplo 2.17 Consideremos uma vez mais a mesma equagao com uma condic@o ini-
cial diferente,

y = v, y(0) = 0.

Obviamente, ¢(t) = e' ndo satisfaz a condigdo inicial do problema. Lembremos entre-
tanto, que a funcdo zero, ¥ (t) = 0, € também uma solucao da equacdo. Além disso, ela
satisfaz a condicdo inicial acima, visto que ¥(0) = 0, assim ¢(0) = 0 € uma solucdo
do problema de valor inicial.

E natural perguntar se todos os problemas de valor inicial tém solucoes, e nesse
caso, se elas sao unicas. Observemos que existe uma forte relacio entre essas perguntas
e as que indagam se os graficos das solugoes preenchem o plano ty. Com isso queremos
dizer que para todo ponto (to,yo) existe uma solugdo ¢ na qual p(ty) = yo.

Exemplo 2.18 A familia de funcées y(t) = Ce’, onde C' toma cada valor real, forma
a solugdo geral da equagdo y' = y. Para mostrar que os grdficos da familia preenchem o
plano ty, teremos que provar que para todo ponto (to,yo) do plano existe uma funcdo ¢
na familia tal que ¢(to) = yo. Desde que ¢ deve ser da forma Ce' para um determinado
C, para encontrar ¢ devemos resolver a equagao Ce* = yo para C. Esta equagdo possui
solugdo C = yoe™*, portanto a funcdo correspondente da familia é p(t) = yoe toet.
Uma vez que para todo valor de ty e yo uma tal fungdo existe, o grdfico preenche o
plano.

Figura 2.6: Os gréficos da familia de funcées y(t) = Ce', onde C toma cada valor real,
preenchem o plano ty.
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Teorema de Existéncia e Unicidade

Estamos na maioria das vezes interessados nas equacoes cujos problemas de valor
inicial admitem existéncia e unicidade de solugao. Para distinguir aqueles que tém dos
que nao tem, precisamos de alguns critérios gerais. O primeiro resultado neste sentido é
um teorema de existéncia publicado em 1890 pelo matematico italiano Giuseppe Peano
(1858 — 1932).

Exemplo 2.19 A equacdo na forma geral

(W) =-y"-1

nao tem solucao real.
De fato, o lado esquerdo é positivo ou nulo, enquanto o lado direito € sempre
negativo.

Exemplo 2.20 O problema de valor inicial

, 2y —sint

y = y(0)

nao tem solugcao porque o campo vetorial € indefinido para t = 0.

Exemplo 2.21 O problema de valor inicial

y =3y¥%  4(0)=0

tem no minimo duas solugdes: u(t) =0 e v(t) = t3.

/ o
// @, 0w =0 t

Figura 2.7: Os gréficos de u(t) = 0 e v(t) = 3 tém o ponto (0,0) em comum.

vt
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Teorema 2.1 O Teorema de Eristéncia de Peano
Se o campo vetorial f(t,y) € continuo com relagdo a t e y em algum retangulo
{(t,y)|t1 <t < ty,yn <y < ya} € se (to,yo) € um ponto dentro deste retangulo, entdo

Nip ===

Figura 2.8: O teorema de Peano garante somente a existéncia local de uma solugao.

existe um € > 0 e uma fungdo ¢ definida em (tg — €,to + €) que € uma solugdo para o
problema de valor inicial
{ y = f(ty)
y

(to) = %o

Este resultado nos diz que se em algum retangulo contendo (o, y0) o campo de
direcoes muda continuamente, entao existe no minimo uma curva passando pelo ponto
(to,yo) que representa o grafico de uma solugao.

Observe também que o teorema garante a existéncia da solu¢dao somente
localmente (Veja a Figura 2.8).

Isto significa que a solugdo pode nao existir fora de um pequeno intervalo contendo
to.

Existem situacoes onde a solucao é definida somente localmente e por isso o
teorema de Peano nao pode garantir existéncia global. Em muitos casos, entretanto, a
solugdo é definida num intervalo grande.

O teorema de existéncia e unicidade seguinte tem suas raizes em alguns resultados
obtidos por Cauchy nos anos 1820.

Teorema 2.2 O Teorema de Eristéncia e Unicidade de Cauchy?

Se o campo vetorial f(t,y) € continuo com relagdo a t e y em algum retangulo
{(t,y)|ty <t < ty,y1 < y < ya}, se a derivada parcial de f com relagdo a y existe e €
continua e se (ty,yo) € um ponto dentro deste retangulo, entdo eriste um ¢ > 0 e uma
funcao ¢ definida em (to—e€,to+¢€) que € uma solugao para o problema de valor inicial.

{ y‘ o f(tey)
y(to) = o

2Este resultado é também chamado de Teorema de Picard. Embora a contribuigio de Picard tenha
ocorrido depois do trabalho de Cauchy, Picard foi o primeiro a estabelecer uma ligacao desse teorema
com o método das aproximacoes sucessivas.
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Contrariamente ao critério de Peano, este teorema garante a propriedade de
unicidade de solugao exigindo que as dire¢oes do campo de dire¢oes fagam mais do
que impedir interrupgoes abruptas: elas devem também mudar ”suavemente”, uma
propriedade expressa pela diferenciabilidade do campo vetorial com relacao a varidvel
dependente.

O teorema de Cauchy pode ser provado usando o método das aproximagoes suces-
sivas, mas ele também precisa de algumas ferramentas matematica mais sofisticadas,
que estao fora do nosso escopo.

Observagoes

e Como o teorema de Peano, o critério de Cauchy tem um caréter local.

e Ambos os resultados oferecem somente condigdes suficientes para a unicidade
ou a existéncia de solugoes para os problemas de valor inicial. Isto significa que, se as
hipéteses dos teoremas sao satisfeitas, certamente temos unicidade ou existéncia. Se
elas sdao violadas, entretanto, unicidade ou existéncia pode ou néo ocorrer.

e Se a equacdo diferencial y = f(t,y) satisfaz as hipiteses do teorema de
Cauchy para algum problema de valor inicial e os graficos de duas solugoes distin-
tas interceptam-se em um ponto, entao eles identificam-se em um intervalo.

Variaveis Separaveis

As equagdes diferenciais mais simples sio do tipo y' = f(t), onde f é uma funcéo
dada de t apenas e y é a funcao incégnita. Tais equagoes podem ser resolvidas por
integracao diretamente, como sabemos do calculo.

Exemplo 2.22 A solugao geral da equacdo
y = (1+1)?

éy(t)= [(1+t)*dt = (1 +1)%/3+C, onde C pode tomar qualquer valor real.
Exemplo 2.23 A solucao geral da equacao
1
y = o para t > 0,
éy(t) = [(1/t)dt =In|t| + C, onde C pode tomar qualquer valor real.

O método de integracao, entretanto, pode ser aplicado na classe mais ampla de
equagdes separaveis 3, que tem a forma

y = g()h(y), (2.6)
onde g e h sao fungoes e h é definida num conjunto no qual h(y) # 0.

3Tais equagdes diferenciais foram resolvidas a primeira vez ha mais de trés séculos pelos pioneiros
da teoria: o matemdtico e fisico inglés Isaac Newton (1642 — 1727) e o matemaético e filésofo alemao
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716).
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Exemplo 2.24 A equacao

¢ separdvel, visto que g(t) = 3t* e h(y) = y*.

Exemplo 2.25 A equacao

€ separdvel, visto que podemos definir g(t) = €' e h(y) = 1/y.
Exemplo 2.26 A equacao

i i
sin
. ty_H

nao € separdvel, visto que nao existem fungoes g e h tais que g(t)h(y) = %"— ol 18

Método para Resolver Equacoes Separaveis

Uma equagao separdvel é como uma mistura de éleo e agua. Os liquidos se
separam naturalmente. A idéia do método é separar as duas varidveis y e t e em
seguida integrar a nova equagao. Esta técnica é completamente justificada por um
teorema do célculo: a mudanga de variavel sob a integral. O método funciona como se

segue.

Etapa 1. Separe as varidveis e obtenha a equacao equivalente

—ga—) =g(t).

Etapa 2. Como y e y sio funcdes de ¢, ambos os membros da equacio dependem
de t , entao aplique a integral e escreva

’

/ ﬁdt = / g(t)dt.

Etapa 3. Use o teorema da mudanca de variavel na integral da esquerda e escreva
formalmente y'dt = dy assim a equacio acima torna-se

[ it = [ st
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Etapa 4. Apds a integracido, obtenha a férmula geral na forma implicita
(ie., uma equagio envolvendo y, mas nao resolvida em y),

In[y(t)| =t +C,

onde H e G sao funcoes diferenciaveis tais dH/dy = 1/h e dG/dt = g, e C é uma
combinagao linear das constantes de integracao da direita e da esquerda.

Etapa 5. Resolva a equagao acima para y e obtenha a férmula geral na forma
explicita (i.e., resolvida em y como uma fungao de t).

Etapa 6. Encontre todas as solugdes singulares, verifique se elas estdo represen-
tadas na férmula geral e em seguida escreva a solugao geral.

Exemplo 2.27 Resolva a equagado

y=y
pelo método acima.
Separando as variaveis
¥ _q
Y

quando integrada, produz a solugao geral

Inly|=t+C.

Aplicando a exponencial natural, obtemos
y(t) = Ce'

Como veremos no nosso proximo exemplo, a maneira usual de resolver um problema
de valor inicial é encontrar a solugdo geral, que é muito mais do que precisamos, e em
seguida conservar somente a solugao particular.

Exemplo 2.28 Para resolver o problema de valor inicial

y'zg—y

primeiro ignore a condig¢do inicial e proceda como anteriormente. Separe as varidveis
e obtenha ;
y 2

y
que, se integrada, produz a solucdo geral implicita

Inly| =2In|t| + C,

i

TEC

/BIBLIO

UFCe
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onde C € uma constante. Isto conduz a solucao geral
y(t) = kt?,

onde k toma qualgquer valor real. Observe que a solugcao zero, que € a unica solugao
singular, aparece na férmula acima para k = 0. Observe também que, como as solugies
devem ser definidas em intervalos e como t # 0 cada solugao singular € definida ou em
(—00,0) ou em (0, 00).

Para determinar a solugdo particular ¢ que satisfaz a condigao inicial p(1) = 3,
observe na solugdo geral que p(1) = k- 12 =k, assim k = 3, e portanto a solu¢do do
problema de valor inicial € ¢(t) = 3t%, definida em (0, 00).




Capitulo 3

Modelagem e Aplicacoes

Modelos Matematicos e Equagoes Diferenciais

Um modelo matemadtico é uma descri¢ao matematica (frequentemente por meio
de uma func¢éo ou de uma equagdo) de um fenémeno do mundo real, como o tamanho
de uma populagao, a demanda por um produto, a velocidade de um objeto caindo, a
concentragao de um produto em uma reacao quimica, a expectativa de vida de uma
pessoa ao nascer ou o custo da redugao de poluentes. O propdsito do modelo é entender
o fenémeno e talvez fazer predigoes sobre o seu comportamento futuro.

Listemos alguns passos que fazem, frequentemente, parte do processo:
1. Construcao de um modelo para descrever algum fenomeno fisico;
2. Estabelecimento de um procedimento matematico adequado ao modelo fisico;

3. Realizacao de cédlculos numeéricos aproximados com o uso do Modelo Ma-
tematico pré-estabelecido;

4. Comparagao das quantidades numéricas obtidas através do Modelo Matematico
com aquelas que se esperava obter a partir da formulacao do modelo criado para resol-
ver o problema.

Apés estas etapas, costuma-se analisar os resultados e na verificacao da adequacao
dos mesmos, aceita-se o modelo e na inadequagao dos resultados, reformula-se o modelo,
geralmente introduzindo maiores controles sobre as variaveis importantes, retirando-se
os controles sobre as variaveis que nao mostraram importancia.

Um modelo matemético nunca é uma representacao completamente precisa de
uma situacao fisica - é uma idealizacao. Um bom modelo simplifica a realidade o
bastante para permitir cdlculos matemaéticos, mantendo, porém, uma precisao suficiente
para conclusdes aprecidveis. E importante entender as limitacdes do modelo. A palavra
final esta com a Mae Natureza.

28
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3.1 Modelagem com Equacgoes Lineares de Primeira

Ordem

Como a teoria das equacoes diferenciais esta interessada principalmente nas equagoes
que tém aplicagbes em outras dreas da atividade humana, apresentaremos alguns
exemplos da fisica, antropologia e biologia. O dominio de aplicagdes é mais amplo
do que o que mostraremos aqui.

Crescimento Populacional

Um dos modelos mais simples de crescimento populacional ! est4 baseado na
observagao de que quando populagoes (pessoas, plantas, bactérias, mosca de fruta,
por exemplo) nao estao restritas por limitacbes ambientais, elas tendem a crescer a
uma taxa proporcional ao tamanho da populagao - quanto maior a populagao mais
rapidamente ela cresce.

Para traduzir esse principio em um modelo matematico, suponha que P = P(t)
denote a populagao no instante ¢{. A cada momento, a taxa de crescimento populacional
em rela¢do ao tempo é dP/dt, desta forma a hipitese de que a taxa de crescimento é
proporcional & populacao é descrita pela equagao diferencial

dP
—- =Pk

onde k é uma constante de proporcionalidade positiva a qual pode ser usualmente de-
terminada experimentalmente. Assim, se a populacao for conhecida em algum instante,
digamos P = Fy em t = 0, entao a férmula geral para a populagao P(t) pode ser obtida
resolvendo-se o problema de valor inicial

P
— =Pk, P0)=P.

Datacao por Carbono

Quando o nitrogénio, na parte superior da atmosfera da Terra, ¢é
bombardeado pelos os raios césmicos, o elemento do carbono-14 radioativo é produ-
zido. Este carbono-14 combina-se com o oxigénio para formar o diéxido de carbono, o
qual é ingerido pelas as plantas, que por sua vez, sao comidas pelos os animais. Desta
maneira, todas as plantas e os animais vivos absorvem quantidades de carbono-14
radioativo. Em 1947, o cientista nuclear americano W.F.Libby propos a teoria que a
porcentagem de carbono-14 na atmosfera e em tecidos vivos de plantas é a mesma.
Quando uma planta ou animal morre, o carbono-14 no tecido comecga a decair. Assim,
a idade de uma artefato que contenha material animal ou vegetal pode ser estimada
determinando qual a porcentagem que resta do seu conteido de carbono-14 original.

A equacao

Q
= = ke, (3.1)

1Ele foi usado por Thomas Malthus (1766-1834) numa publicacao de 1798.
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¢ usada, para determinar a meia-vida de uma substancia radioativa. O conhecido
método de datagao carbonica usado em antropologia é baseado nesta simples equacao.
Neste caso, @) representa a quantidade de substancia radioativa e k é uma constante
caracteristica da substancia. O valor da constante pode ser determinado através de
experiencias praticas e medigoes.

Farmacologia

Quando uma droga (digamos, penicilina ou aspirina) é administrada a um in-
dividuo, ela entra na corrente sanguinea e, entao, é absorvida pelo o organismo no
decorrer do tempo. Pesquisas médicas mostraram que a quantidade de droga pre-
sente nesta corrente tende a decrescer a uma taxa proporcional & quantidade de droga
presente - quanto mais droga estiver presente na corrente sanguinea, mais rapidamente
ela sera absorvida pelo o corpo.

Para traduzir este principio em modelo matematico, suponha que Q = Q(t) seja
a quantidade de droga presente na corrente sanguinea no instante . A cada instante, a
taxa de variacao de @ em relagao a t é d@/dt, assim, a hipétese de que o decrescimento
da taxa é proporcional a quantidade y na corrente sanguinea traduz-se na equacao
diferencial

aQ

dt ~kQ

onde k é uma constante de proporcionalidae positiva a qual depende da droga e pode
ser determinada experimentalmente. O sinal negativo é requerido, pois @ decresce com
o tempo. Assim, se a dosagem inicial da droga for conhecida, digamos Q = Qg em
t = 0, entao a férmula geral para Q(¢) pode ser obtida resolvendo-se o problema de
valor inicial.

dQ

T = kR Q) =Qo

3.2 Aplicagoes

Exemplo 3.1 De acordo com dados das Nagées Unidas, a populagdo mundial no
comego de 1990 era de, aprorimadamente, 5,3 bilhdes e crescendo a uma taza em torno
de 2% ao ano. Supondo um modelo de crescimento exponencial, estime a populagdo
mundial no final de 2015.

A populagao em 1990 era de 5,3 bilhoes, ou seja Py = P(0) = 5,3
Sabendo que a taxa de crescimento é de 2% (k = 0,02,) entdo a popula¢ao no instante
t sera

P(t) = Ppe® = 5,3¢%%%

Como queremos saber a populacao mundial no ano de 2015, basta fazermos
t = 2015 — 1990 = 25 anos, substituindo ¢ = 25 na equacao anterior, obteremos

P(25)=5,3""% 8. 7

Portanto, a populagao mundial estimada para 2015 é de aproximadamente 8, 7 bilhdes.
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Tempo de Duplicacao e Meia-Vida

Se a quantidade P tiver um modelo de crescimento exponencial, entdo o tempo
necessario para o tamanho inicial dobrar é chamado tempo de duplicagao e se P
tiver um modelo de dacaimento exponencial, entdo o tempo requerido para o tamanho
original se reduzir ao meio é chamado de meia-vida. O tempo de duplicacio e a
meia-vida dependem somente da taxa de crescimento ou do decaimento e nao da quan-
tidade presente inicialmente.

Exemplo 3.2 Suponha que P = P(t) tem wm modelo de crescimento exponencial
P'= Poekt

e seja T o tempo requerido para P dobrar o seu tamanho. Mostre que o tempo de
duplicacao € dado pela a formula

T = %:-ln 2. (3.2)

No tempo, t = T, o valor de P ser4 dobrado 2P,, portanto, pela equacao P = Pye*t
2Py = Pye*T ou e =2

Tomando-se o logaritmo natural de ambos os lados resulta kT = In 2, portanto o tempo
de duplicagao sera dado por y
&

A férmula também dé a meia-vida de um modelo de dacaimento exponencial.
Observe que esta formula nao envolve a quantidade inicial 3o, assim em um modelo de
crescimento ou de decaimento exponencial, a quantidade y duplica-se (ou reduz-se ao
meio) a cada T unidades.

T=-In2

Exemplo 3.3 A partir de (3.2) tem-se que, com uma tara de crescimento continuo de
2% ao ano, o tempo de duplicacdo para a populagdo mundial serd de quantos anos?

Sabendo que a taxa de crescimento é de 2% ano, entao o tempo de duplicacao serd

11r12= Ll:rl?ﬁ:l?.»ﬁl}ﬁfi

= 0,02

ou aproximadamente 35 anos.

Exemplo 3.4 Calcule a meia-vida do Carbono-14, sabendo que sua constante de de-

sintegracdo vale 0,000121ano~?.

Por (3.2), temos que

1
— — —_1n2~ 5728 49
T = 5500121 2~ 5728,

Logo, a meia-vida do Carbono-14 é de aproximadamente 5728, 49.
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Exemplo 3.5 Entre as décadas de 1940 e 1950, no vale de Khirbet Qumran, junto
as encostas do Mar Morto, Juma Muhamed, pastor beduino da regiao, recolhia seu
rebanho gquando ao seguir atrds de uma ovelha desgarrada percebeu que havia uma
ertensa fenda entre duas rochas. Curioso, atirou uma pedra e ouviu o ruido de um
vaso se quebrando. No wvaso, encontrou pergaminhos, que viriam a ser conhecidos
como Manuscritos do Mar Morto. A cole¢ao dos manuscritos incluiam manuais de
disciplinas, hindrios, comentdrios biblicos, escritos apocalipticos, cdpias do livro de
Isatas e quase todos os livros do Antigo Testamento. A pergunta que surge é: Serd que
esses pergaminhos realmente eram da €poca de Cristo?( Dados: A atividade radioativa
do carbono-14 em organismos vivos € de 14dpmg ™', a encontrada nos manuscritos era
de aprorimadamente 11dpm/g).

Usaremos a meia-vida do carbono-14, que é de aproximadamente 5730 anos, para
calcular a constante de decaimento k do carbono-14. Como Q(t) = Qoe™*, entdo, para
t = 5730 anos teremos Q(5730) = (1/2)Qy, logo,

Q(t) = Qoe™
(1/2)Q0 = Qoe™*™*
o~ 5730k 1

2

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da igualdade acima, obtemos

Ine %% = In(1/2)

—5730k = In0,5
k = —(In0,5)/5730
k ~ 0,000121

e dessa forma, temos que fungio Q(t) = Qoe %0912 ¢ que determina a quantidade de
material radioativo de carbono-14 em relagao ao tempo. Logo,

In(11/14) = -0,000121¢t
t =~ 2000anos

Deste modo, comprova-se que os manuscritos do Mar Morto remontam ao tempo em
que Cristo viveu.

Exemplo 3.6 Acido valpréico é uma droga usada para controlar epilepsia; sua
meia-vida no corpo humano € de cerca de 15 horas.

a) Use a meia-vida para achar a constante k na equagdo diferencial
dQ/dt = —kQ.

b) A qual tempo restardo 10% da droga?

a) Como a meia-vida do acido valpréico no corpo humano é de 15 horas, entdao a
constante k sera

k= lln2z0,(}l462

15
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b) Para achar o tempo até que restem 10% da dose original, escrevemos 0, 10Q, para
a quantidade restante, @), e resolvemos para .

0‘ 10Q0 — Q[}C_D'Mﬁm

0,10 = ¢ 08X

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade acima, obtemos:

In0,10 = Ilne 00462
. In0, 10
T —0,0462

~ 49,84

Ao tempo t = 49, 84 ou cerca de 50 horas, restarao 10% da droga no corpo.
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