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Resumo

O teorema do ponto fixo de Banach é um resultado sobre espagos métricos, com muitas
aplicagbes, particularmente para se demonstrar a existéncia de solugoes de equacgoes diferenci-
ais. Na verdade, muitos problemas na matemaética se reduzem a encontrar pontos fixos de uma
aplicagao.

O objetivo deste trabalho é apresentar o teorema do ponto fixo, e considerar uma importante
aplicagdo desse teorema nas EDO’s, isto é, usaremos o teorema do ponto fixo de Banach para
provar o famoso Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard.

Palavras-chave: Ponto fixo; Equagoes diferenciais ordinarias; Picard.




Abstract

The fixed point theorem Banach is a result on metric spaces, with many applications, particularly
to demonstrate the existence of solutions of differential equations. In fact, many problems in
mathematics are reduced to finding fixed points of a application.

The objective of this work is to present fixed point theorem, and consider an important appli-
cation of this theorem in ODE’s, ie, we use the fixed point theorem for Banach prove the famous
theorem of existence and uniqueness of Picard.

Keywords:Fixed point; contractions; ordinary differential equations..
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Introducao

Em matemética o teorema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido como Principio
da Contracao, é um dos resultados fundamentais em espagos métricos.

O Teorema de Ponto Fixo de Banach foi estabelecido por Banach em 1922. Uma das razoes
de sua importancia reside no fato de fornecer, junto com seu enunciado, um método iterativo
aproximativo para a determinagao do ponto fixo, método este que é muito eficiente. Outra razao
é o fato de o teorema reunir condigoes que garantem unicidade do ponto fixo.

Tremos tratar de uma das mais importantes aplicagdes do Teorema de Ponto Fixo de Banach,
a saber, a teoria das equagdes diferenciais ordinarias (EDQO’s). O resultado que obteremos é o
celebre Teorema de Picard-Lindelof que fornece condigoes suficientes para existéncia e unicidade
de solugoes de EDO'’s.

Aplicaremos o teorema do ponto fixo de Banach para analisar a existéncia e unicidade da

solucao do seguinte problema de valor inicial ou problema de Cauchy:

= f(tz)
z(ts) = %o
Resolver o Problema de Valor Inicial significa encontrar uma fungao z definida em torno de
t, de modo que satisfaca a equagdo diferencial e cumpra a condi¢ao inicial dada. Provaremos
que sob certas condigoes gerais o problema de Valor Inicial que mencionamos possui apenas uma

solugéo tinica. Cabe salientar que toda a teoria pode ser aplicada igualmente ao caso de sistemas
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de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Pois um sistema de equacoes diferenciais
pode ser visto como uma tnica equagao vetorial. As equagoes diferenciais que aparecem com
maior freqiiéncia em fisica e em geometria sao de ordem dois. Felizmente, toda a teoria sobre
existéncia e unicidade que precisamos para equagoes diferenciais de ordem superior se deduz do
caso de ordem um. De fato, basta transformar a equagao diferencial de ordem superior a um
sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem.

Originalmente, a demonstragao de existéncia e unicidade de solucgoes para EDOs se deve a
Lindelof !. Entretanto, o método 2 que aplicaremos aqui para a sua demonstragao, fazendo uso
explicito do Teorema de Ponto Fixo de Banach, deve-se a Picard ® . Esses trabalhos datam da

década de 90 do Século XIX.

1Ernest Leonard Lindelof (1870-1946)
2Chamado de Método das aproximagoes sucessivas
3Charles Emile Picard (1856-1941)



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Uma equacdo da forma F(¢,z,z',...,2™) = 0, onde a incéngnita z é uma fungdo de uma
variavel, é chamada de equacdo diferencial ordindria. Muitas leis da Fisica, Biologia e Economia
encontram uma expressao natural em equagoes diferenciais, mas também vérias questoes den-
tro da prépria Matemadtica, como topologia, Geometria Diferencial e Calculo das variagoes, sao
formuladas por equagdes diferenciais ordindrias ou se reduzem a elas.

A evolucio do estudo das EDO’s confunde-se com a da Matematica. Tal evolucao fica clara
quando investigamos o conceito de solugao ao longo dos séculos.

O primeiro conceito de solugao é o de uma fun¢ao explicita e elementar. Com o desenvolvimento
da Anaélise passou-se a considerar solugoes fungoes que pudessem ser expressas de maneiras mais
gerais. Por exemplo fungdes dadas por integrais ou por séries de poténcias podem ser estimadas
por métodos numéricos, o que para problemas praticos é mais do que suficiente.

Ao longo dos anos houve também uma tentativa de algebrizacdo do problema através da
Transformada de Laplace. O tnico inconveniente é que tal processo cai no problema de achar

raizes de polinémios de grau muitas vezes superior a cinco.
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Pode-se afirmar que as equacoes diferenciais surgiram a partir da tentativa de formular, ou

descrever, certos sistemas fisicos em termos matematicos.

O estudo das equacoes diferenciais teve inicio com os métodos do Céalculo Diferencial e Integral
formulados por Newton e Leibniz, no final do século XVII.

Ainda que Newton tenha trabalhado pouco na area de equagoes diferenciais, seu desenvolvi-
mento do célculo e a compreensao dos principios bésicos da mecénica forneceram a base para a
aplicacdo das equagoes diferenciais no século XVIII, especialmente por Euler.

Os irmaos Jakob e Johann Bernoulli contribuiram muito sobre o desenvolvimento de métodos
para resolver equagoes diferenciais e para ampliar o campo de suas aplicacoes. Ambos contribuiram
significativamente em diversas dreas da matemética. Com a ajuda do célculo, resolveram diversos
problemas em mecanica, formulando-os como equagoes diferenciais.

Taylor, em seus estudos, introduziu o uso de séries na resolugao de equagoes diferenciais. Esta
técnica desenvolvida por ele também foi usada em outros problemas por alguns matematicos.

No inicio do século XVIII, Taylor, dentre outros mateméticos, conseguiram acumular muitos

<]
conhecimentos a cerca de equagoes diferenciais, no entanto, ainda eram insuficientes uma vez que &}J
: » . , ~ . . : | oy
muitas dessas equagoes nao possuiam solugdes e tinham suas propriedades desconhecidas. Eram | ¢= |
. . L ; : o i
muitas descobertas em casos particulares, mas nao havia uma teoria geral, até entao. P
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Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Topologia

Defini¢do 2.1.1 Dado um conjunto M , dizemos que uma fungio d : M X M — R é uma métrica
em M se a cada par de pontos x,y € M associa um mimero real d(z,y), a distancia entre z ey,
“de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢des para quaisquer T,y,z € M:
i) d(z,y) >0 ed(z,y) =0z =y;
it) d(z,y) = d(y, z);
i) d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2).

Exemplo 2.1.1 Considere o conjunto dos nimeros reais R e a fungao

d: RxR —R

(z,y) —d(z,y) =z -yl

i) Se z #y entdo x —y # 0 e portanto, |z — y| > 0, isto é, d(z,y) >0 e d(z,z) = |z —z| =0
i) d(z,y) = |z —y| = |(—1ly — z|)| = 1|y — 2| = d(y, )

iii) Sejam x,vy, z mimeros reais quaisquer. Sabemos da desigualdade triangular que
|z -yl < |z — 2|+ ]2 -yl

11




Exemplo 2.1.2 Seja M um conjunto qualquer ndo vazio e defina a fungao

d: MxM —R

0, sger=y
(z,y) > dlz,y) =
1, seTHyY

i) Por definicdo, d(z,z) =1 >0 sempre que Tz # y € d(z,z) = 0 para qualquer T € M.
i4) Claramente d(z,y) = d(y,T) uma vez que T =Yy <Yy =T €T SySy#EL

i) Sejam z,y, z elementos quaisquer em M. Entdo
d(z,z) =0 oud(z,2) =1

d(z,y) =0 ou d(z,y) =1
d(y,z) =0 oud(y,2) =1

Assim,

d(z,2) + d(y, 2) = 0 ou d(z,2) +d(y,2z) = 1 oud(z,2) +d(y,z) = 2.

E de toda forma,
d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2)-

Desta maneira, temos uma métrica, chamada métrica zero-um. Isto mostra que em qualquer

conjunto nao vazio podemos definir uma métrica.
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Exemplo 2.1.3 Considerando M = R™ = {(z1,Z2,...,%n);T; € R}, hd trés métricas "natu-

rais”definidas em M :

d:R"xR" — R

(z,y) = d(@,y) =(z1—1)?+ (@2 = y2)? + -+ (Tn — ¥n)?
d:R"xR* — R

(@,y) — d(@y)=le1—nl+lo2— 1ol + -+ 20—l = Y |2 — 3l
d:R*"xR* — R >

(z,y) — d'(z,y) =maz{|z1 — |+ |22 — |+ +|Tn — val}

As condigdes (1), (i1) e (i4i) que caracterizam uma métrica podem ser facilmente provadas para

d,ded

Proposigao 2.1.1 Sejam d, d' e d” as métricas naturais definidas em R™. Para quaisquer =,y €

R™, temos:

d"(z,y) < d(z,y) < d'(z,y) < nd’(z,y)

Prova Seja z = (x1,Za,...,%n), ¥ = (Y1,¥2,- - -, ¥n) € R". Entéo

&"(2,y) = max {|z: — wil} = o — w

para algum k € {1,2,...,n}. Como

ok — wkl = V(@e — )2 < V(i — )2 + .-+ (2% — w)? = d(z,9)

segue que
d"(z,y) < d(z,y)
Observe ainda que

d'(z,y) = g%{lfﬂi — i} = ok — yil

13
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implica que |z; — y;| < |zx — yx| para todo i € {1,2,...,n} e

d(z,y) = |z1—wn|+ |22 —wel+...+|Tn — Ynl

< ok —ykl + |z —ykl + ..+ |2k — Y| =71 | — Y]

= n- d”(.’l), y)

Resta ver que
d(z,y) < d'(z,y)
para isso, note que
(@, )* = (@1 — 9)* +... + (@0 — yn)”

enquanto

[d(z,y)]? = [lz1—wl+...+ 2. — ynll?

n n 2
= |e1 - +2 |z —wl- [in_yil] + [Zwi—yi|]
i=2 i=2

= |o1 -yl + {in—yﬂ] +2- |z — |- [Zwi_yz"]
=2

i=2
2
Desenvolvendo [22;2 |z — y1|] , termos

n 2
[Z |z — yil] = [lz2 —yol + ... + |20 — yul)®

i=2

n n 2
= |zo— > +2 |22 — ¥o| - [sz —yzl} + [sz "yz"]
i=3 i=3

Repetindo o processo, teremos

[d”(m: y)]z = |z, — y1|2 Foox o [y — yn|2 oot

14



onde I' > 0. Desta forma
[@"(z,y)I* = [d(z,y)]* + T
e portanto
[d"(z,)]* < [d'(z,y))?
que implica em
d(z,y) < d'(z,y)

uma vez que d, d’ sdo nao negativos.

a

Exemplo 2.1.4 As métricas d; d' e d’ no plano R? sio equivalentes, pois todo disco contém um
quadrado com diagonais paralelas aos eizos, o qual contém um quadrado de lados paralelos aos

e1xos e este, por sua vez, contém um disco, etc., todas essas figuras com o mesmo centro.

7
o

Figura 2.1: Bolas no R?, em relagao as métricas d, d’ e d”.

Definicao 2.1.2 Dado um conjunto ndo vazio M e uma métrica d definida em M, o par (M,d)

serd chamdo de espago métrico.!

10 conceito de espago métrico é devido a Maurice Fréchet, que o introduziu em 1906, em sua famosa tese,

juntamente com outras nogoes que se tornaram cldssicas em Topologia.
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Os elementos de um espagoo métrico podem ser de natureza bastante arbitraria: nimeros,
pontos, matrizes, fungoes, conjuntos, etc. Mas, chamaremos sempre de pontos de M.

Um subconjunto S qualquer de um espago métrico (M, d) é, por sua vez, um espago métrico
natural com a métrica restrita a pares de pontos de S, dizemos que a restri¢io é a métrica induzida

e que (S,d) é um subespago métrico de (M, d).

Sequéncias

Definigao 2.1.3 Uma sequéncia em M é uma fun¢io N — M, n s x,, denotada por z, ou {z,}.

Exemplo 2.1.5 Se definirmos z : N — R pondo z, = (—1)", entdo obtemos a sequéncia

(=1,1,-1,1,...), cujo o conjunto de valores é {—1,1}.

Definigao 2.1.4 Uma sequéncia {x,} € dita uma subsequéncia de uma sequéncia {y,} se valer

Tn = Yk, para cada n e alguma escolha crescente ky < ky < -+ < k, < --- de indices.
Exemplo 2.1.6 A sequéncia (4,16,64,...,4%,...) é uma subsequéncia de (2,4,8,16,...,2",...).

Definigao 2.1.5 Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e {x,} uma sequéncia em M. Dizemos
que {z,} converge para um ponto x € M, se para todo € > 0, existe um nimero natural ny tal

que d(z,,x) < €, para todo n > ny.

Exemplo 2.1.7 :

1. A sequéncia em R definida por z, = 1/n converge para = 0, pois dado € > 0 arbitrdrio, a
propriedade arquimediana dos reais garante que existe ng € N tal que nge > 1, isto é n—lo < €. Mas,
sen € N en >ng, entdo 1/n < 1/ng < e.

Temos que,

1 1
=—-—< —<E€
n

1
n>n = [——0
n N

n

2. A sequéncia definida por z, = (—1)" ndo é convergente.

16



Definicdo 2.1.6 Um subconjunto de um espago métrico é um conjunto fechado de M se ele

contém o limite de toda sequéncia convergente de pontos do subconjunto.

Exemplo 2.1.8 Se M ¢ a reta real com a métrica euclidiana d(z,y) = |z—y|, entao todo intervalo
fechado [a,b] € fechado em R. Por outro lado, o intervalo aberto (0,1) nao € fechado pois a
sequéncia {+} de pontos de (0,1) converge a 0 mas 0 ¢ (0,1). E claro que o intervalo € aberto em

R, bem como qualquer outro intervalo aberto.

Definicao 2.1.7 Seja (M,d) um espago métrico.
a) A bola aberta de centro em a e raio v € o conjunto B(a,r) dos pontos v € M, tais que, a

disténcia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,
B(a,r) = {z € M;d(z,a) <T}.

b) A bola fechada de centro em a e raio v € o conjunto B(a,r), formada pelos pontos de M

que estio a uma distdncia menor do que ou igual a T do ponto a. Ou seja,

B(a,r) = {z € M;d(z,a) < r}.

c) A esfera de centro em a e raio T é o conjunto S(a,r), formada pelos pontos x € M tais
que d(z,a) =r. Assim,

S(a,r) = {z € M;d(z,a) =}

Exemplo 2.1.9 Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola aberta
de centro a e raio v é o intervalo aberto (a — r,a + 1), pois a condi¢do |T — al| < r equivale
—r<z—a<r,ouseja a—r<r<a+t+r.

Analogamente, B(a,r) € o intervalo fechado [a —r,a+7]. e a "esfera”S(a,r) tem apenas dois

pontos: a—1r ea—+T.

Exemplo 2.1.10 No plano R?, a bola aberta B(a,r) € o interior de um circulo de centro a e raio

r, ou o interior de um quadrado de centro a e lados de comprimento 2r, paralelos aos eizos, ou

17



entdo o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eizos, ambas de comprimento

2r.
A esfera S(a,r) € o bordo da figura correspondente e B(a,r) € igual a B(a,r)U S(a,r).

AN
PR

(x—a))?+(F-a)* <’ |x—al<rely—ay<m x—a.|+ly—axl <r

Figura 2.2: Bolas no R?, em relacao as métricas d, d' e d".

Nos espacos euclidianos R™ a bola fechada B(a,r) é o menor subconjunto fechado de R™ que

contém a bola aberta B(z,r).

Definicao 2.1.8 O fecho C de um conjunto C C M € o menor conjunto fechado de M que

contém C.

Definigao 2.1.9 Dizemos que um pontox € M é um ponto aderente a C se existe uma sequéncia

z, de pontos de C tal que limz, =z em M.
Definigao 2.1.10 Dizemos que C C M € um conjunto denso em M se C=M.

Definicao 2.1.11 Um ponto z € C ¢ dito ponto isolado se € o centro de uma bola aberta de M

que sé contém um tnico ponto de C (a saber, o centro da bola).

Definicao 2.1.12 Dizemos que o interior int(C) de um conjunto C' C M € o maior conjunto

aberto de M contido em C'.

Definicao 2.1.13 Dizemos que o ponto © € M ¢é ponto interior de C, se ezistir r > 0 tal que

B(z,r) C X.

18



Definicdo 2.1.14 Dizemos que o ponto x € m ¢ ponto de fronteira de C, se existem duas
sequéncias, uma de pontos de C e outra de pontos do complementar M — C de C tais que ambas

tém x como limite.

A fronteira de um conjunto C de M é o conjunto OC de todos seus pontos de fronteira.

Exemplo 2.1.11 Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. O interior de Q em R € wvazio
pois nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por mimeros racionais. Por outro lado
a fronteira de Q ¢é toda a reta R porque qualquer intervalo aberto contém mimeros racionais e

numeros irracionais.

Os conceitos de conjunto aberto e fechado, bem como de interior e fecho, nao sao intrinsecos,

ou seja dependem do espago ambiente.

Definicao 2.1.15 Uma cisdo de uma espago métrico M é uma decomposicio M = AU B, de
M como a reunido de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B. As condicoes M = AUB e
AN B = 0 equivalem a dizer que A = M — B e B = M — A. Por conseguinte, numa i8G0

M = AU B, os conjuntos A, B sdo abertos e fechados em M.
Exemplo 2.1.12 R — {0} = (—00,0) U (0, +0c0) € uma cisdo do espago métrico R — {0}

A cisdo M = AU B diz-se trivial quando um dos abertos A ou B, é vazio(e portanto o outro

é igual a M). Assim a cisio trivial ¢ M = M U0.

Definicao 2.1.16 Um espago métrico M chama-se conexo quando a tnica cisdo possivel em M

é a trivial. Quando M admite a cisdo ndo-trivial dizemos que M ¢é desconexo.

Em particular, o espago métrico M todo é desconexo se puder ser escrito como a uniao de dois
abertos disjuntos e nao-vazios. Nesse caso, cada um desses dois abertos é também fechado (por
ser complementar de um aberto). O conjunto vazio e o espago métrico todo sempre sao abertos e

tembém fechados, mas nos espacos conexos nao existem outros conjuntos com essas propriedades.
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Exemplo 2.1.13 O conjunto dos nimeros racionais é desconexo e enumerdvel e o conjunto dos

numeros irracionais é desconexo e nao-enumerdvel.

Definicao 2.1.17 Dizemos que um subconjunto I C R ¢ um intervalo se, dado quaisquer z <

z < y tais que z,y € I, necessariamente vale z € I.

Exemplo 2.1.14 A reta R € coneza.

2.2 Espagos Métricos: Compactos e Completos

A partir do conceito de convergéncia de sequéncias, podemos apresentar os dois tipos mais im-

portantes de espagos métricos, a saber, os compactos e os completos. Enquanto o conceito de —(3‘ .
compacidade é topoldgico (ou seja, é possivel definir compacidade em espagos topoldgicos que nao E' |
sao métricos), o de completude de um conceito eminentemente métrico. p
=
Definigao 2.2.1 Dizemos que um subconjunto de um espago métrico M é limitado se ele cabe b%
em uma bola de M. ‘! ‘:.;‘ ‘;
e
e

Uma sequéncia {z,} é limitada se o conjunto formada pelos seus pontos é limitado, ou seja,

se existem um ponto a € M e um niimero real r > 0 tais que d(z,,a) < r para cada n.
Proposicao 2.2.1 Toda sequéncia convergente é limitada.

Prova:

Seja x, uma sequéncia tal que z,, — a. Entao fixando € = 1 temos que 3 ng € N;

n>ny=|z,—al <1

Logo |zn| = |zn —a+a| < |z, —a| + |a| < 1 +a.
Tmando M = maz{|z1|,...,|Tno-1|} € escolhendo K = maz{M,1+ |a|} temos z, < K para
todo n € N.

20



A reciproca nao vale: a sequéncia real {(—1)"} é limitada e nao é convergente.

Definigao 2.2.2 Sejam (M,d) um espago métrico e (xn) uma sequéncia em M. Dizemos que
z, é de Cauchy, se para todo € > 0 eziste um nimero natural no tal que d(zn,zm) < € para

quaLSquUer n.m > nyg.

Exemplo 2.2.1 A sequéncia (%) ¢ de Cauchy pois, se € > 0 é dado, considere ng € N tal que

noe > 2, cuja a existéncia € garantida pela a Propriedade Arquimediana de R. Entao

1

n m

1
m,n2ny = $E+—S_+—<—+—=6.

Teorema 2.2.1 Toda sequéncia convergente € de Cauchy.

Prova:
Seja lim z, = z. Dado € > 0, existe ng tal que m,n > no implica d(zm,z) < § € d(Tn,T) < 5 |

donde d(Zm, Tn) < d(Tm,z) + d(zn, ) < § + § = €. Portanto, {z,} é uma sequéncia de Cauchy.

D\..D—"“

Lema 2.2.0.1 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Prova:

Seja {,} uma sequéncia de Cauchy. Tomando € = 1, obteremos ng € N tal que m,n > nyg =
d(Tm, Trn) < 1. Em particular, n > ng = d(ZTng, Tn) < 1, OU S€ja, N > Mo = Tp € (Tpg — 1, Tng + 1)
Sejam o o menor e o maior elemento do conjunto X = {z1,Z2," - y Tng—1; Tno+1}- BNAO T €

[, B] para cada n € N é limitada.

O

Lema 2.2.0.2 Se {z,} ¢ uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia que converge

para o ponto a € M entao x, — a.
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Prova:

Seja {Zn, }ken a subsequéncia que converge para a € M. Dado ¢ > 0 tome N € N tal que

n,m > N implique que d(zp,z,) < e. Fixe um k € N tal que nx > N e d(zy,,a) < €. Assim,

para todo n > N tem-se que

d(Tp,a) < d(Tn, Tn,) + A(Tn,,a) < €+ €= 2

0 que prova a convergencia T, — a. O

Exemplo 2.2.2 A mesma sequéncia definida por T, = % que converge no espago métrico R- para
o0 ponto 0 € R- e que portanto é de Cauchy, ndo é convergente no espago métrico (0,1), jd que
nesse espaco métrico ndo existe ponto algum para o qual ela possa convergir. Logo, a sequéncia

(% ) do espago métrico (0,1) € de Cauchy sem ser convergente.

Exemplo 2.2.3 (Método das aprozimagées sucesswas). Seja 0 < X\ < 1. Suponhamos que a

sequéncia (z,) seja tal que d(Tni2,Tni1) < Ad(Tny1,Tn) para todo n € N. Assim (zn) € uma

sequéncia de Cauchy, e, portanto converge.

Com efeito, temos d(z3,72) < Ad(z2,71), d(z4,73) < Md(z,11), e em geral,d(Tni1,Tn) <

A"~1d(zy, ;) para todo n € N. Segue-se que, para n,p € N arbitrarios, vale

d(TpipyTn) < A(Tpips Tngp-1) + -+ + A(Tnt1, Tn)

< (/\n+p—2 SO or o I RS )\"—l)d(x% 1)

)\n——l(Ap"—l . )\P—2 4.+ A+ 1)d($2,.’111)

1— )\p )\n—l
= 1. Y - d(z9,71) < T - d(z3,71)
Como
n—1
T -d(zg,21) =0,
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segue-se, que para qualquer e > 0 dado, existe ny € N tal que

n—1

n>ng=0< 1—:—/\"d(.’112,l‘1)<6.

Daf resulta que m,n > ng = d(Tm,dz,) < e. (Pois podemos sempre supor m > n € escrever
m=n+p.)
Definigao 2.2.3 .

Um espaco métrico (M,d) ¢ dito completo se toda sequéncia de Cauchy for convergente. Um

espaco vetorial normado € dito espago de Banach se for completo.

z

Exemplo 2.2.4 R" é completo com a métrica euclidiana.

Exemplo 2.2.5 Se M ¢ compacto entio (M,d) é completo.
Com efeito, toda sequéncia de Cauchy em M tem uma subsequéncia convergente € a propria

sequéncia converge.

Exemplo 2.2.6 Seja P = {1,1/2,...,1/n,...}. Com a métrica d(z,y) = |z — y|, induzida da

reta, P nio é completo, pois (1/n) € uma sequéncia de Cauchy nao convergente em P.
Um espaco métrico completo é compacto se, e somente se, ¢ totalmente limitado.

Definigao 2.2.4 Sejam (M,d) um espago métrico e K C M.
a) Uma cobertura de K ¢é uma colegdo de abertos (Uy)aen tal que K C U Uy,.

a€EA
b) K é dito compacto se toda cobertura tiver uma subcobertura finita.
Séries
Seja {z,} uma sequéncia de niimeros reais. Para cadan =1,2,3,..., formemos a soma parcial

(ou reduzida) S, = 1+ T2 + -+ + Tn. Se existe a € F tal que a = lim S,, dizemos que a é a
) n—oo
soma da série Y T, € escrevemos
o0
a = E xn=x1+$2+...+xn+...

n=1
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Neste caso, a série Y, z, diz-se convergente. Quando a sequéncias das somas parciais S, nao
possui limite em E, dizemos que a série >z, é divergente.
Uma condicdo necesséria para a convergéncia da série 3" x, é que se tenha lim z, = 0.
n—oo

Com efeito, se a = lim S,,, entdo a = lim S,,_; também. Como =, = S, — Sp—1, temos:
n n
limz, = lim(S, — Sp—1) =1lim S, —limS, 1 =a—-a= 0
n n n n
Esta condicao néo é suficiente.

Exemplo 2.2.7 Consideremos a série

chamada Série Hamoénica. Seu termo geral a, = % tem limite zero, no entanto a série diverge.

De fato, consideremos a sua reduzida Son de ordem 2"

27~ 1parcelas
N

F s ~\

s —1+1+(1+1)+ e e B SRS
»T T2 n-1 41 on

1+1+(1+1)+ - l+ +l
2 ‘4 4 on on

n —

2n—1parcelas iguais a 5:15

1+1+2+ +2n_1—1+n1
2 4 n /3

e A

n parcelas iguais a %
Vemos assim que a subsequéncia {san} de {sn} cresce arbitrariamente, e, consequentemente, a
sequencia {s,} também cresce.

Segue-se que {s,} ndo € uma sequéncia convergente e portanto a série harmonica diverge.

o0

Exemplo 2.2.8 Dado g um niimero real ou complexo, consideremos a série E q". Selgl<1la
n=0
série geométrica converge e sua soma € igual a (1 — q)~ .
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Com efeito,

sn=14q+@+ - +g"

tem-se S, —q- S, = 1—¢"", donde S, = (1 —¢q)™'- (1 — g**'). Como |q| < 1 temos que

lim ¢"™ = 0 e portanto lim S, = (1-¢)~L

n—oo

Teorema 2.2.2 A série ) x, converge se, e somente se, dado abitrdrio ¢ > 0 existe ng = ny(e)
n

€ N tal que n,m > ngy implicar que Z o5

i=m+1

< €.

n
Prova. Seja s, = Zxk. Entao
k=1

E Tpconverge < lims, =s

< (sp) é de Cauchy

n

> =

i=m+1

& Ve>03ng=mnp(e); n,m>ng=|sp— 8| = <€

|

TECA

!,"\T

4

2.3 Aplicagoes Continuas em Espagos Métricos

A continuidade é um conceito topoldgico e as aplicagdes continuas sao caracterizadas por
preservar limites de sequéncias convergentes. O conceito de continuidade de aplicacoes entre
espacos métricos pode ser introduzido através de convergéncia de sequéncias.

Suponhamos que (Mi,d;) e (Ma,ds) sao dois espagos métricos; as bolas de M; sao denotadas

por B;(r, ).

Definicao 2.3.1 Dada uma aplicagio f : My — My de My em M,, dizemos que f € uma
aplicacao continua se a imagem por f do limite de qualquer sequéncia convergente em M

¢ o limite da sequéncia dada pelas imagens de f dos pontos da sequéncia; isto é, f € continua se
lim f(z,) = f(lim z,)
n—oo n—oo
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para cada sequéncia convergente {z,} de pontos de M.

Proposicao 2.3.1 Seja f : M — R continua. Se M é compacto entio f(M) é compacto.

Prova:

Seja (y,) uma sequéncia em f(M). Para cada n € N, existe z, € M tal que f(z,) = yn. Como
M é compacto, podemos obter uma subsequécia convergente z,, — = € M. Sendo f continua,
temos limy,, = lim f(z,,) = f(z) =y € f(M). Logo F(M) é compacto, pois toda sequéncia de

pontos de f(M) possui uma subsequéncia que converge para um ponto de f(M).

Toda aplicacdo continua num conjunto compacto é uma aplicagao limitada, ou seja, a

imagem é um conjunto limitado.

Se f : M — R é uma funcéo real continua e N é um subconjunto compacto do espago métrico
M, entdo f é limitada em N, ou seja , |f(z)| < r para cada z € N e alguma constante r. Mais
que isso, por ser f(N) C R fechado, existe zo € N tal que |f(z)| < |f(zo)| para cada z € N.

O supremo de uma funcéo real continua num compacto é um maximo:
sup | f(z)| = max |f(z)| = |f (o).
TEN z€N

Definicao 2.3.2 Uma aplicagdo f : My — My continua e bijetora é um homeomorfismo se a

aplicagdo inversa f=1 : My — My também é continua.

Os homeomorfismos sao os isomorfismos da topologia dos espagos métricos, pois preservam

os conjuntos abertos dos dois espacos.

Dois espacos métricos homeomorfos sdo topologicamente indistiguiveis.

Definigao 2.3.3 Dizemos que duas métricas dy e da num mesmo conjunto M sao equivalentes

se a aplicacdo identidade Ips : (M,dy) — (M, ds) é wum homeomorfismo.
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Assim, os abertos, fechados compactos e conexos de M sao rigorosamente 0s mesmos, quer em

relacao a dp, quer em relagao do.
Exemplo 2.3.1 As métricas d,d’ e d’ no plano R? sdo equivalentes.

A continuidade é um conceito topoldgico e as aplicagdes continuas sdo caracterizadas por
preservar limites de sequéncias convergentes. Uma versao métrica local da continuidade pode ser

enunciada assim:

Proposicao 2.3.2 Uma aplicagio f : My — M, do espaco métrico (My,dy) no espago métrico

(My,dy) é continua se, e somente se, para cada T € M, e para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que

f(Bl(.’L‘,(S)) C B2(f(x)7€)>
ou seja, tal que do(f(y), f(z)) < € para cada y € My que satisfaz d1(y, ) < 6.

Prova:

Suponha que f satisfaga a condigao dada e seja {z,} uma sequéncia convergente, com limite x;
queremos mostrar que { f(z,)} converge a f(z). Dado € > 0, existe § > 0 tal que do(f(v), f(z)) < €
se di(y,z) < d. Para tal § existe N > 0 tal que dy(zn,z) < § se n > N, pois limz, = z. Logo,
da(f(n), f(z)) < € sempre que n > N e, assim, vemos que a sequéncia {f(z,)} converge a f(z).
Temos, entdo, que f é continua.

A demonstracio da reciproca é por contraposicao. Supondo que f nao satisfaga a condigao
dada, existem z € M e o > 0 com a seguinte propriedade: para qualquer § > 0 existey = yd € My

tal que di(y,z) < & mas da(f(y), f(z)) > €. Logo, para cada ¢ da forma %, existe w, tal que

=

d1(Zn, z) < 1 mas dy(f(zn), f(z)) > €. Assim, a sequéncia definida por z,, converge a x em M,
mas 0 < o < do(f(zn), f(z)) mostra que a sequéncia definida por f (z,) néo converge a f(z) em

M, e portanto f nao é continua.
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Definigao 2.3.4 Uma aplicacao f : My — M, é lipschitziana se eziste uma constante A > 0,

denominada constante de Lipschitz de f, tal que

d2(f(2), f(y)) < Adi(z,y)

para quaisquer x,y € M.

Exemplo 2.3.2 Dada uma f : M — N, suponhamos que exista uma constante X > 0 tal que
d(f(z), f(y)) < X-d(z,y) quaisquer que sejam x,y € M. Neste caso, f é continua. Com efeito,

dado ¢ > 0, tomemos 6 = ¢/\. Entao
d(z,y) <8 = d(f(2), f(y)) < X-d(z,y) <A-d=ce

As propriedades topoldgicas se distiguem das propriedades métricas de M, que sao preservadas

pelas isometrias.

Definicao 2.3.5 Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicagdo f : M — N chama-se uma
imersao isométrica quando d(f(z), f(y)) = d(z,y) para quaisquer z,y € M. No caso, diz-se

que f preserva distancias.
Definicao 2.3.6 Uma isometria é uma imersdio isométrica sobrejetiva.

Definicao 2.3.7 Um caminho num espago métrico M é uma aplicagio £€ : I — M de um
intervalo real I C R; se I = [a,b], dizemos que £(a) € o ponto inicial do caminho, £(b) € o ponto

final e que & liga esses dois pontos em M.

Exemplo 2.3.3 O caminho § : [0,1] — R", definido por £(t) = (1 — t)x + ty, chama-se caminho

retilineo que liga T a y.

Definicao 2.3.8 Dizemos que um subconjunto C de um espago métrico M é um conjunto conexo
por caminhos se quaisquer dois pontos de C podem ser ligados por um caminho continuo cuja a

imagem estd toda em C.
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Continuidade Uniforme
Além de limites de sequéncias (varidvel discreta), utilizamos, limites de fungdes (varidvel continua).

Definicao 2.3.9 Dados uma aplicagao f: C — M, definida num conjunto C C M;, um ponto

7 € M, aderente a C ey € M, dizemos que y € o limite da aplicagio f em T, e escrevemos
lim f(z) =¥,
r—T

se lim f(z,) = y para cada sequéncia {z,} de pontos de C tal que T #7I elimz, =7T.

Quando Z € C, afirmar que lim; .z f(z) = y equivale a afirmar que f é continua em T e

f(@)=y.

<T

A mera continuidade nio basta para preservar sequéncias de Cauchy. (&) E
Ll

= |

Exemplo 2.3.4 A fungdo f : (0,1) — R definida por f(z) = % € continua mas a imagem da | €1

sequéncia de Cauchy {1} € a sequéncia {n}, que claramente ndo é de Cauchy. |

Para preservar sequéncias de Cauchy precisamos ou da completude do dominio, quando con-

vergente e de Cauchy é a mesma coisa, ou de alguma uniformidade a mais, por exemplo a inde-

pendéncia de § na proposigao 2.3.2 em relagao a T.

Definicao 2.3.10 Uma aplicagdo f : M, — M, do espago métrico (My,dy) no espago métrico
(My,d,) é uniformemente continua se, para qualquer e > 0 eziste § > 0 tal que do(f(z), f(y)) <

¢ para quaisquer T,y € My tais que d(z,y) < 9.

Exemplo 2.3.5 Se uma fungdo real f : I — R, definida num intervalo I, é derivdvel e |f'(z)| < ¢

para todo = € I, entao pelo o Teorema do Valor Médio, dados z,y € I quaisquer, existe um ponto

z entre T e y, tal que f(z) — f(y) = f'(2)(z —y) e dai
|f(z) = f@)| <c-le—yl-

Assim toda funcdo com derivada limitada num intervalo (o qual pode ser ilimitado ) € lipschitziana.

E evidente que as aplicagées lipschitziana de espagos métricos sdo sempre uniformemente continuas.
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E ébvio que toda fung¢io uniformemente continua é continua. Mas a reciproca nao vale.

Teorema 2.3.1 Seja f : X — R uniformemente continua. Se {z,} € uma sequéncia de Cauchy

em X entio {f(zn)} € uma sequéncia de Cauchy.

Prova:
Dado € > 0, existe § > 0 tal que z,y € X, [z —y| < 8§ = |f(z) — f(y)| < e. Por sua vez, dado
5> 0, existe N € N tal que n,m > N = |Zm — Tn| < 6. Logo, n,m > N = |f(@m) — f(zn)| <6

ou seja {f(zn)} é uma sequéncia de Cauchy.

2.4 Completude de um Espaco de Fungoes

A maneira mais conveniente de ver uma solugao
z:I—R™

de uma equagao diferencial ¢ interpretar o caminho z como um ponto de um espago métrico: assim
teremos nogdes bem definidas, por exemplo, de proximidade entre solugdes e de convergéncia de
solugdes. Além disso, veremos cada solugao (e até o fluxo) como ponto fixo de contragoes de
espacos métricos bem escolhidos.

Dados os subconjuntos E C R" e F' C R™ quaisquer, dotados das respectivas métricas
euclidianas induzidas, denotamos por B(E, F) o conjunto de todas as aplicagoes f : E — F
que sdo limitadas, ou seja tais que a imagem f(E) C F da aplicagdo é um conjunto limitado em

R™.

Definicdo 2.4.1 Definimos em B(E, F) a métrica do supremo, também denominada métrica

uniforme, por

d(f,9) = P |f(z) — g(=)],
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para quaisquer aplicagoes limitadas fegdeE emF.

Proposicao 2.4.1 d(f,g) < oo.

Prova De fato, fixemos um ponto arbitrario o € E. Como f (E) e g(E) sao subconjuntos
limitados de F, existem niimeros reais A > 0 e B > 0 tais que d(f(z), f(x0)) < Aed(g(z),9(w0)) <
B para todo z € E. Seja d(f(zo), g(zo)) = C. Entéo, qualquer que seja z € E, temos

d(f(z),9(2)) < d(f(z), f(w0)) + d(f(20), 9(w0)) + d(g(2), 9(0))

em virtude da desigualdade triangular. Segue-se que
d(f(z),9(x)) <A+B+C

para todo z € E. Em consequéncia d(/, g9) = sup{d(f(z),9(z));z € E} < A+ B+ C, o que prova

ser d(f,g) um nimero real bem definido.

Exemplo 2.4.1 Verifiquemos que a métrica uniforme €, de fato, uma métrica em B(E,F).

i) Se f # g, entdo existe zo € X tal que f (o) # g(wo), dad, | f(zo) — g(zo)| > 0. Como

sup |f(z) — g(a)| > |f(z0) — 9(20)l,

z€E
segue que d(f,g) >0e
d(f, f) = sup|f(z) — f(z)| =sup0=0.
z€E z€E

ii) Como |f(z) — g(z)| = |g(z) — f(z)], temos,
d(f,9) = s |f(z) — g(z)| = up lg(z) — f(x)| = d(g, f)
iii) Sejam f,g,h € Bo(E, F). Entéo

d(f,g9) = igglf(x)—g(w)l
d(g,h) = ilglg(w)—h(wﬂ
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como |f(z) — g(z)| e |g(z) — h(z)| sdo mimeros positivos, entdo V z € E

i |f(z) — g(z)| + sup lg(z) — h(z)| = ilelg{lf (z) — g9(z)| + |g(z) — h(z)|}

Por outro lado, pela desigualdade triangular,

|[f(2) = h(z)| < |f(z) - 9(z)| + l9(z) — h(z)]

para qualquer x € E. Dali,

aup |f(z) — h(z)| < 225{” (z) — g(z)| + lg(z) — h(z)[}
isto é

d(f,h) < d(f,9) +d(g,h)

Definicao 2.4.2 Para cada n € N seja dada uma aplicagio f, € B(E,F). Dizemos que a
sequéncia {f,} converge uniformente se {f,} é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico
Bo(E, F). Se existir uma aplicacdo limitada f : E — F tal que limd(fy, f) = 0 dizemos que {f,}

converge uniformemente para f.

Exemplo 2.4.2 A sequéncia de fungies f,(z) = z/n converge uniformente para (a fungio) 0 em
qualquer subconjunto limitado E C R.
De fato, se |z| < ¢ para todo x € E, entio dado, ¢ > 0, basta tomar ng > c/e. Feito isso,

n>ng = |z/n| < ¢/n < € qualquer que seja z € E.

Definigao 2.4.3 Dizemos que {f,} converge simplesmente para f se lim f,(z) = f(z) em R"
para cada x € E; isto € {f,} converge simplesmente para f se dados quaisquer v € E e e > 0

existe N (e, z) dependente também de z tal que |fn(z) — f(z)| < € para qualquer n > N.

Exemplo 2.4.3 A sequéncia de fungoes f, : R — R dadas por f,(xz) = z/n, converge simples-
mente em R para a funcgdo identicamente nula.
De fato, para cada z € R fizado, tem-se lim z/n =0. Dados z € R e € > 0, tomamos ng € N

n—oo

tal que ng > |z|/e. Entdon > ny = |z/n| < e.
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Proposicao 2.4.2 Se F C R™ € um espago métrico completo entdo, para qualqguer E C R", o

espago métrico B(E, F) é completo com a métrica uniforme.

Prova:

Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em B(E,F). Para cada z € E fixado a sequéncia
T, = fn(z) em F também é de Cauchy, pois |fn(z) — fm(2)| < d(fn, fm). Por ser completo,
existe em F o limite y = lim f,(z), o que entdo define uma aplicagdo y = f(z) de E em F.
Observe que {f,} converge simplesmente para f: o que queremos é mostrar que essa aplicagao f
é limitada, ou seja, f € B(E, F) e que a sequéncia { f,} converge a f no espago métrico B(E, F).

Como sempre ocorre com sequéncias de Cauchy, {f,} é uma sequéncia limitada em B(E, F),
de modo que podemos tomar uma aplicagao go : E — F constante qualquer e r > 0 tais que

d(fn,g0) < r para cada n € N. Dado z € E, decorre

|f(z) = go(2)| = lim | fn(2) — go(z)| < limd(fn, g0) < T,

de modo que d(f,go) < r e portanto f € B(E, F). Finalmente, dado ¢ > 0 tomamos N tal que
d(fi, fn) < %e para quaisquer k,n > N.

Fixando z € E e n > N decorre que |fi(z) — f.(z)| < 3¢ para cada k > N, de modo que

q 1
|f(z) = fulz)| = klg{.lo |fr(z) — fo(z)| < 3¢ <eE.

Assim, d(f, f,) < € para cada n > N, ou seja lim d(f,, f) = 0.

Exemplo 2.4.4 O espaco C(I,R"™) dos caminhos continuos de I em R™ é completo na métrica

do uniforme sempre que I for um intervalo compacto.

Proposicao 2.4.3 Seja {f.} uma sequéncia de aplicagées fn : E — F' continuas que convergem

uniformemente para f : E — F. Entdo f também € continua.
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Prova:

Dados z € E e € > 0, tomamos n € N tal que d(fn, f) < €. Pela Proposicao (2.3.2), a

continuidade de f, fornece § > 0 tal que |fn(y) — fa(2)|3€ para qualquer [y — z| < 8. Segue que

1£@W) = F@)] < 1F @) = Fa@)] + 1 Fa(y) = Fu(@)] + | fnlz) = F(2)] <€

para qualquer |y — z| < 0. Assim, a mesma Proposigao 1.3.3 garante que f é continua no ponto

arbitrario z. (F)
O

Dados subconjuntos E C R™ e F C R™, denotaremos por C(E,F) o conjunto de todas as

aplicacdes de E e F' que sao continuas e limitadas.

Exemplo 2.4.5 Se I = [a,b] entdo C(I,R™) € o conjunto de todos os caminhos x : I — R™ que

sdo continuos, jd que, por compacidade sdo automaticamente limitados.

Corolario 2.4.0.1 Se F C R™ ¢ completo entdo, para qualquer E C R™, o espago métrico

C(E,F) é completo com a métrica uniforme.

2.5 Normas em Espagos Vetorias

Definicao 2.5.1 Uma norma || - || em R™ é uma aplicagao
-i: £ — R
z — ||

que satisfaz as condi¢ées abaizo para quaisquer T,y € E e X escalar:
1) ||z]| 2 0, e ||| = 0 & = =0;
2) |Ix -zl = [Mlell;
3) ||z +yll < llzll + llyll-
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Definicao 2.5.2 Dizemos que o par (R, || - |I), ou seja, o espago vetorial R* munido de uma

norma || - || ¢ espago vetorial normado.

Exemplo 2.5.1 Uma norma || - || em R™ sempre define uma métrica associada em R™, dada por
d(z,y) = lle - yll

Verifiquemos que, de fato, |z — y| é uma métrica:

i) d(z,z) = |l — =l[ = [|0][ =0

Dai também temos que
0=|lz—z|| = ||z + (=2)|| < llell + | - 2|l = 2lll]

e portanto ||z|| > 0.
ii) Se z # y entdo z — y # 0, logo,
llz —yll #0
e portanto d(z,y) > 0.
iif) d(z,y) = |le — yll = (D@ = D)l = lly - 2l = (v, 2)-
iv) Dados z,y,z € V, temos
d(z,2) = |lz—2ll = lle—y+y— 2l < lle =yl +lly - 2ll = d(z,y) + d(y, 2)-

Assim, dado um espago vetorial M e uma norma || - || temos que o par (M, || - ||) é um espago

métrico com a métrica dada por d(z,y) = | - ||

Exemplo 2.5.2 : 1. Em R" temos as sequintes noOTMASs USUALS:

i, Norma Buclidiana: ||(z1,.-.,Za)l| = Va1 + ...+ 2,

ii. Norma do mdzimo: ||(z1, .- -,Tn)||lm = max{|z1| + ...+ |Zn|}-
iii. Norma da Soma: ||(Z1,---,Za)lls = 21| + ... + |Zn|

9. Consideremos o espago das fungdes reais continuas definidas em [a,b]:
C(la,b),R) ={f : [a,b] = R | f € continua}.
A norma usual deste espaco € ||f|| = Subzefay IS (z)|-
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Definigao 2.5.3 Um espaco vetorial normado é dito espago de Banach se for completo.
Lema 2.5.0.3 Uma norma || - || : R® — R € uma fungdo continua de R™ na norma euclidiana.

Prova: Seja {ej, €, ...,ex} a base candnica de R™; usando as pro riedades da norma temos
) ) ) )

lall = |3 sed|< 3 Noiedl = D laslllesll < K 3 fail < mK]al,

onde denotamos K = maz{||e1]|, |lezll, - -, |lex||}. Assim, dado ¢ > 0 tomamos 0 < § < —mE—K e

obtemos

lz =y < ||z —yl| < mK|z—y| < dmK <e

sempre que |z — y| < 8. Pela proposigdo (2.3.2), isso mostra que a norma | - || é uma fungao

continua (até uniformemente) continua em R™.

Definigao 2.5.4 Duas normas || - ||y e || - ||2 em um espago vetorial E sao ditas equivalentes se

existirem constantes positivas c e d tais que
dlz(ls < llzll2 < dl|alfs, Yz € E.
Proposicao 2.5.1 Quaisquer duas normas em R"™ sao equivalentes.

Prova: Sejam ||z|1 e ||z|l2 € R duas normas quaisquer, {v1,...,v,} uma base de R™. Entéo
para todo z € R™ tem uma tinica representagao r = a1v1+. ..+ n¥n. Como o conjunto vy, ..., Vs

¢ linearmente independente, existe ¢ > 0 tal que

el > c. (Z |aj|>

il

v Por outro lado usando adesigualde triangular temos
n n
lzllz < 3 laslllvills < k.Y lasl, k= max [[vs]l2
j=1 i=1
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Portanto a||z||2 < ||z||1, onde a = ¢/k > 0. Analogamente, usando 0 mesmo argumento temos

lzllz > d. (Z laj|>

i=1

da desigualdadde triangular
Izl < 3 laglllvjlle < m. Y lagl, m= max |v;]]a
j=1 j=1

Portanto ||z]|; < b||z||2, onde b = d/m > 0. Juntando as duas desigualdes temos

allz|l1 < l|lzll2 < bll<]lx
0 |C
2.6 Diferenciabilidade em Espacos Euclidianos
Caminhos Diferenciaveis '__"f, ‘

Dizemos que uma fungdo z : I — R™ definida num intervalo I C R é um caminho em R™.

Os componentes de z sdo fungdes reais z; : I — Rbtais que z(t) = (z1(t),.. ., Z(t)) para cada
tel.

Dizemos que o caminho z : I — R" tem derivada no ponto ¢ € I se cada componente tem

derivada em t; nesse caaso, dizemos que

dzr

E(t) - CE’(t) = (Jill(t), - ,;L‘:l(t)) eR"

é a derivada de z em t, também denominada velocidade vetorial de z em ¢.
Se z : I — R™ tem derivada em cada ponto de I, dizemos que z ¢ derivavel no intervalo I;

nesse caso, z é um caminho continuo e podemos definir um novo caminho
I —-R"
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das derivadas de z. Se a derivada z’ é derivavel, escrevemos (z')’ = z” e dizemos que z ¢ duas
vezes diferencidvel. Em geral, dizemos que z é de classe C° em I se = é continuo em I, e que = é
de classe C™ em I se 2’ é de classe C™! em I, para cada 1 < r. Finalmente, z é de classe C™ se
x é de classe C™ para cada r € N.

Se 1 : I — R™ é um caminho continuo, definimos a integral de Riemann de x de a até b por

b b b
/ o(t)dt = ( / sl - / xn(t)dt> cR™.
Propriedades

1) [Pla(t) +y(@)dt = [J z(t)dt + [ y(t)dt
2) [P z(t)dt = a [} z(t)dt
3) | [Pa(t)dt| < (b a) - |[a]], onde ||z|| = sup{|z(¢)l;a < ¢ < b}

Denotemos por B = B([a, b]; R™) o conjunto de todos os caminhos limitados z : [a,b]. = R™

Proposigao 2.6.1 O conjunto I dos caminhos limitados integrdveis € fechado em B. Em outras
palavras, dada uma sequéncia de caminhos limitados integrdveis T,, : [a,b] — R™, convergindo

uniformemente para  : [a,b] — R", entdo x € (limitada e) integrdvel. Além disso,
b b
nlli_l*noo ) Tm(t)dt = /a z(t)dt

Prova:

Escreva I, = f:a:m(t)dt, m=1,2,.... Como |I,, — It| < (b — a)||zm — k||, por (3) acima,
segue-se que as integrais I, formam uma sequéncia de Cauchy em R", e portanto, convergem
para um vetor € R". Afirmamos que I é a integral de z. Com efeito, seja ¢ > 0 dado. Existe
um inteiro m > 0 tal que ||z — Zm|| < €¢/3(b — a) e |I — In| < €¢/3. Seja P uma particao
do intervalo [a,b]. Existe também & > 0 tal que |P| < § acarreta | S (@m; P) — Im| < €/3.
Observe que | Y2 (z; P) — 3(%m; P)| < (b— a)||z — zn||. Entéo, |P| < § acarreta |[I = (z; P)| <
I = In| + | Im = 3 (%m; P)| + | X (@m; P) — 22(2; P)| < €. Isto completa a prova.
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O Teorema Fundamental de Célculo para caminhos é simplesmente

d [t
%/u z(s)ds = z(t),

que decorre do Teorma Fundamental do Calculo para fungoes reais tomando coordenadas. Assim,
todo caminho z de classe C* satisfaz
t

ath) = ) 5 / s,

u

De fato, basta observar que ambos lados definem caminhos da mesma derivada z’(t), e que,
portanto, diferem por uma constante, que no caso é zero.
Dizemos que uma aplicacdo U : E — R definida num aberto E C R™ é uma funcgao real (de

k varidveis reais). Fixado z € E e dado 1 < j < k, dizemos que

oU . Ulx+he) Uz
—(.T}) = Thin ( ]) ( ) ‘! -
Oz; h—0 h ‘!

é a derivada parcial de U em relagao a z; no ponto z. Acima, ej,...,€, é a base canénica de l :

|
\

R™.
Se existem todas as derivadas parciais de U no ponto z, dizemos que k—upla das derivadas

parciais de U em z é o vetor gradiente de U em z, denotado por
ou ou
V@) = (2@, @)
Dizemos que U ¢ diferencidvel em z se existe uma transformagao linear 7' : R" — R tal que
Illin(l)|u($+h) —U(z)—T-h|=0;

neste caso, dizemos que T é a (aplicacio) derivada de U en z e escrevemos T = DU(z) €

L(R™,R) = R". A derivada de uma fungao independe da noema escolhida no dominio.
Exemplo 2.6.1 Aplicagées constantes sao diferencidveis e sua derivada € nula.

Exemplo 2.6.2 T : R™ — R"™ uma transformagao linear. T € diferencidvel e T' (z) =T, qualquer

que seja T.
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Exemplo 2.6.3 A funcio f : R* — R dada por f(z) = ; ¢ diferencidvel em cada © € R* e sua

1
derivada € a transformagdo linear f : R — R dada por f'(z)-h = -2

Exemplo 2.6.4 Seja f : U C R® — R diferencidvel. Consideremos x € U. Temos que, dado
h=(hi,...,h,) € R", tem-se f'(x) : R" = R

F(@)h = (gxilm, 8 ,"’—f;u)) (hay ... he) = V(@) - b

Exemplo 2.6.5 Seja f: U CR* — R™, f(z) = (fi(z),... , fm(z)), diferencidvel. Consideremos
z € U. Temos que, dado h = (hy,...,h,) € R", tem-se f'(z) : R* — R™:

g%(x) ngi(w) hy
fl(@)h = <} o = d e b
Un(g) ..o G=(z) ha

Teorema 2.6.1 (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : U — R™ continua no conjunto aberto
U CR™. Se o segmento de reta fechado [a,a + h] estd contido em U e f € diferencidvel em todos

os pontos do segmento aberto (a,a + h), entdo

[f(a+h) - f(@)| < |h| sup |f'(a+th)|
Prova: Suponha inicialmente que f também seja diferencidvel no ponto a. E seja
w : [0,1] — R" o caminho definido por w(t) = f(a + th). Entdo w é continuo em [0,1] e
diferenciével em (0,1). Note que w(0) = f(a), w(1) = f(a+h) e W'(t) = f'(a + th).h, agora é
suficiente provar que |w(1) — w(0)| < M, onde M = sup |u'(t)|. Para provar esse fato vamos

0<t<1
mostrar que |w(1) —w(0)| < M + ¢ para todo & > 0. Considere o seguinte conjunto

X ={t €[0,1];|w(l) —w(0)| < (M +¢)s,Vs € [0,1]}.

Note que X é um conjunto fechado da forma [0, @], resta provar agora que a = 1. Deste modo
suponha por contradigdo que o < 1. Entdo para todo §>0talquea+d<letalque0 < h<é
implica w(a + h) = w(a) + w'(a.h) + r(h), onde |r(h)| < e.h. Segue que lw(a + h) —w(a)| <
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(M +¢€)).h,se 0 < h < 6. Como a € X, temos também |w(cr) — w(0)| € (M + ¢€).a. Portanto,
0 < h < & implica |w(a+ h) —w(0)| < (M +¢)(a+ h). Levando em conta que o € X, mostra que

todo o+ h, com 0 < h < §, também pertence a X. Contradigao.

A |

<f |

= |
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Capitulo 3

Teorema do Ponto Fixo de Banach e

Aplicacoes

O teorema do Ponto Fixo e o Corolério a seguir sdo, muitas vezes aplicadas a contragoes de
espagos métricos compactos, que sempre sao completos. Entretanto o uso que faremos do Coroléario
para provar a existéncia e unicidade de solugds de equagoes diferenciais ordindrias requer toda a
forca do resultado, pois sera aplicado num espago métrico de fungdes que é completo mas nao é

compacto.
Definicdo 3.0.1 Dada uma aplicagiow : M — M de um espago métrico M nele mesmo, podemos
considerar as aplicagdes iteradas

wWw'=w, w=wow'=wouw,

e assim por diante, definidas indutivamente por

n+

W =id |, W =wouw”

Note que:

(wm)n o wp — wmn+p
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para quaisquer m,n,p € N.

Também definimos as iteradas de um ponto z € M, ou seja a sequéncia
zo =z = 0(z), 1 = w(z) =w'(z), 22 =w(w()) = w?(z),
e assim por diante, definida indutivamente por o = e
Tpt1 = WTp

paran € N. As iteradas de um ponto sdo, muitas vezes, denominadas aproximagoes sucessivas.

Definicao 3.0.2 Dizemos que um ponto a € M é um ponto fixo de uma aplicagdo w : M — M

de um espago métrico M nele mesmo se
w(a)=a

Pode ocorrer que uma sequéncia de iteradas convirja a um ponto a € M, nesse caso, se a |

aplicagdo w : M — M é continua, entdao a é necessariamente ponot fixo de w, pois
w(a) = w(limz,) = limw(z,) = lim X,41 = a,

Pode ser que exista um ponto atrator a € M, ou seja, tal que lim z,, = a para aproximagoes
sucessivas de qualquer ponto z € M. Pontos atratores de aplicagoes continuas sdo necessariamente

fixos.

Definicao 3.0.3 Uma aplicagao w : M — M de uma espago métrico (M, d) nele mesmo € uma
contracdo se w € lipschitziana de constante A < 1; neste caso, dizemos que a constante de

Lipschitz e um fator de contragao de w.

Lema 3.0.0.4 A sequéncia das iteradas de um ponto qualquer por uma contragdo de um espago

métrico nele mesmo é uma sequéncia de Cauchy.
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Prova:

Sejam w : M — M uma aplicacao lipschitziana do espago métrico (M, d) com constante de
Lipschitz A > 0 e £ € M um ponto qualquer de M. Escrevemos zn41 = w(z,) paran € Ne
queremos mostrar que a sequéncia {z,} das iteradas de z; é de Cauchy. Por ser w lipschitziana,
temos d(w(z),w(y)) < Ad(z,y) e portanto, tomando para z e y os pontos da sequéncia de iteradas

de xg, resulta

d(Tay1,Tn) = Bw(@n);W(Tn-1)) < Ad(Tp; Tn-a)
= Mw(Tn-1),w(Tn-2)) < Nd(zp_1,Tn_2)

= A”"ld(w(wl),w(xo)) < )\"d(:cl,aso)

para cada n € N. Se w é uma contragao, entdo A < 1 e, portanto, a série geométrica > A"

converge. Assim, 3 A\"d(z1,20) converge e, pelo teorema 2.2.2, a sequéncia {z,} das iteradas ¢ e
uma sequéncia de Cauchy, logo converge. ¢

3.1 Teorema do ponto fixo de Banach

Teorema 3.1.1 (Teorema do ponto firo de Banach). Uma contragdo de um espago métrico com-

pleto possui um Unico ponto fizo, que € necessariamente atrator.

Prova:

Seja w : M — M uma contragio do espago métrico completo (M, d) com fator de contragao
0 < A < 1. Tomamos um ponto zo € M qualquer de M e escrevemos Tpni1 = w(z,) paran € N,
Pelo o lema (1.4.01), sabemos que a sequéncia {z,} é de Cauchy e portanto, como M é completo,

convergente. Seja a € M o limite da sequéncia das iteradas {z,} desse ponto zo. Como w é
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continua, (pois uma contracao ¢ lipschitziana e portanto uniformemente continua), sabemos que
a é um ponto fixo de w. Como tomamos um ponto z, arbitrario em M, decorre que todas as

sequéncias de iteradas convergem a pontos fixos de w e portanto resta mostrar que w tem um

inico ponto fixo.

Supondo que a,b € M sejam pontos fixos de w, isto é,
w(a) =a e w(b) =b,

obtemos

0 < d(a,b) = d(w(a),w(b)) < Ad(a,b),

de modo que (1 — X)d(a,b) < 0. Como 1 — X > 0, resulta d(a,b) = 0 e, portanto, a = b.

O teorema afirma que se w : M — M é uma contragao de um espago métrico completo, entao

lim w"(z) | €.
n—oo ¢

é o tinico ponto fixo de w, independentemente do particular ponto z € M escolhido.

Corolério 3.1.1.1 Seja ¢ : M — M uma aplicagdo de um espago métrico completo nele mesmo
e suponha que erista uma iterada de ¢ que é uma contragcdo. Entao existe um inico ponto fizo

atrator de p, ou seja, um unico ponto a € M tal que

lim ¢"(z) =a

n—oo

para qualquer T € M.

Prova:
Suponha que a iterada ¢ seja uma contragao do espago métrico (M, d), para algum inteiro
K > 1 fixado e seja a o tinico ponto fixo dado pelo o teorema (1.4.1) acima; para simplificar,

escrevemos



Assim, temos

lim o™(y) =a (1)

n—o0

para cada ponto y € M, j4 que a é ponto fixo atrator de w. O que queremos mostrar € que

lim ¢"(z) =a (2)

n—oo
para qualquer ponto z € M.

Se b € M é um ponto fixo de ¢ entdo b claramente também é ponto fixo da iterada w;
como essa iterada possui um tnico ponto fixo, decorre que ¢ possui no maximo um ponto fixo. |

Reciprocamente, o ponto fixo a = w(a) da iterada w também é ponto fixo de ¢, pois

w(p(a)) = P¥(p(a)) = ¥ (a) = p(¢"(a)) = p(w(a)) = ¥(a)

prova que ¢(a) é um ponto fixo de w; como w tem um tnico ponto fixo, resulta que

¢(a) = a,

]

ou seja, a é o tnico ponto fixo de . Resta mostrar que a é um ponto fixo atrator de ¢, ou seja,

que vale (2).

Dado n € N, podemos sempre escrever n = mK +r, onde 0 < r < K é o resto da divisao de

n por K; em particular

p"(a) = 9™V (a) = (¢")™(¢"(a) = W™ (¢"(a))-

Como a é ponto fixo atrator de w, cada uma dessa iteradas ¢"(a) tem o mesmo limite a quando

iterada por w, ou seja (usando 1), temos

lim ¢™*"(a) = lim (%)™ (¢"(a)) = lim w™(¢"(a)) = a.

n—o0

Assim, dado € > 0, para 0 < r < K inteiro podemos escolher um inteiro N, > 1 tal que

dw™(¢"(a),a) < ¢
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para m > N,. Finalmente, tomamos N = K N,, onde Ng = max{No, N1,...,Ng_1}. Sen € N
satisfaz n/K > N/K = Ng, de modo que podemos escrever n = mK +r, com m > Nk e

0 <r < K; assim

provando (2).

3.2 Teorema de Picard

Indimeras questoes em matemética (por exemplo, em Topologia e Geometria Diferencial e no
Célculo de Variacdes) sao formuladas por Equagoees Diferenciais Ordinarias ou se reduzem a elas.
A dependéncia do Teorema Fundamental das Curvas do Teorema de Picard, mostra a importancia

das equacdes diferenciais ordindrias na geometria diferencial.

Existéncia e Unicidade

Vamos traduzir para o contexto de pontos fixos de contragoes de espagos métricos completos
o teorema de existéncia e unicidade de solucoes de equagdes diferenciais ordinérias.

Consideremos o problema de valor incial

¥ = fit,z), =z(t) =20 (3.1)

de uma equagéo diferencial ordinéria em R" definida pela aplicacao f : U — R" que satisfaz
algumas propriedades de regularidades num aberto U C R x R". Uma solugao da equacao
7/ = f(t,z) em U é um caminho z : I — R™ que é derivavel no intervalo I C R, cujo o gréfico

est4 inteiramente contido U e cuja a velocidade é determinada por f, ou seja, tal que

(t,z(t) €U e o'(t)= f(t,z())
para cada t € I.
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As solugoes de z/(t) = f(t,z(t)) sdo denominadas, curvas integrais da equacao. Fixado um
ponto (tg,zo) € U, dizemos que a solugao z satisfaz a condicao inicial z(ty) = zo se também

to € I e z(ty) = wo; neste caso, entdo = é uma solugéo do problema de valor inicial (3.1).

R

x(?)

Figura 3.1: Uma solugao de ' = f(t,z) em U

Exemplo 3.2.1 Considere o campo f(z) = 32*/® definido em R. Como ocorre com qualquer

equacdo auténma em R, escrevemos ' = 3z*/3 como 3 = z?/32' e integramos; mas
3t+C) = 3/dt =t /x—2/3a:'dt = 313,

e resulta z(t) = (t + ¢)®. Em particular, z(t) = t* € uma solugio com x(0) = 0. Como f(0) =0,
também a solugdo trivial z(t) = zo € uma solugio de ' = f(t), (0) = 0, o que torna possivel

definir uma terceira solugdo por

0 se t<0
t? se 0<t.

E claro que esse caminho x(t) é derivdvel em R e satisfaz ' = f(z), com x(0) = 0. Além dessa
trés, existe uma infinidade de solugies desse problema, bastando fitar —oo < a <0< b < +00 e
definir z(t) por 0 entre a e b; dos lados, definimos z(t) por (t — a)® ou (a —t)* d esquerda de a

por (t — b)3 ou (b—t)® a direita de b.
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O problema do campo desse exemplo € que é somente continuo, condi¢Go suficiente apenas para

existéncia de solucdes; com alguma regularidade adicional obtemos também a unicidade.

A existéncia de solugoes de equagdes diferenciais em R™ é garantida pela a continuidade de
f(t,z); para a unicidade de solugoes satisfazendo uma dada condigao, s6 a continuidade nao €

suficiente, mas basta exigir alguma regularidade adicional.

Definicao 3.2.1 Uma aplicagio f : U — R" € lischitziana na varidvel espacial em U C R™! ou

simplesmente lipschitziana em U C R™"!, se existe uma constante K > 0 tal que:

|f(t,£1)) _f(t’y)| < K‘m_y‘

para quaisquer (t,z) , (t,y) € U de mesma primeira coordenada t. Neste caso, dizemos que K

chama-se constante de Lipschitz e que f(t,x) satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz.

Supomos que o aberto U C R"*! contém toda uma faixa vertical I x R", para algum intervalo
(ndo vazio) I em R. Seja f : U — R™ uma aplicagao continua e fixemos um ponto (to, zo) € I X R"
qualquer.

Se z : I — R™ é um caminho derivével tal que
z(tg)=z0 e Z'(t)=f(t,z(t)), parat € I (3.2)
entdo podemos integrar z'(t) = f(¢,z(t)) em I e obter
z(to) = zo + tt f(s,z(s))ds, parat € I. (3.3)
o

Reciprocamente, se z : | — R™ é um caminho continuo que satisfaz (3.3), entao necessariamente
t
z(to) =xo+ | f(s,2(s))ds =x0+0 =m0
to

e z(t) é derivével; derivando z(t) em I e usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos a

segunda afirmacao de (3.2). Assim, (3.2) e (3.3) séo afirmagoes equivalentes.

49



Definic¢ao 3.2.2 Dado qualquer caminho continuo x : I — R”, definimos

L(z)(t) = zo + /tt f(s,z(s))ds (3.4)

para cada t € I.

Pelo o que acabamos de ver £(z) : [ — R" é um caminho derivéavel e mais  é um ponto fixo

de L, ou seja

z=Liz)

se e somente se, z(t) = L(z)(t) para cada t € I, que é apenas uma outra maneira de ver a (g
afrimagao (3.3). 8\‘
Assim, toda solugao do problema de valor inicial (3.1) é um ponto fixo de L e, reciprocamente, ‘F:‘- ‘
todo ponto fixo de £ é solugao de (3.1). oy ‘
Inspirados pelo o Teorema Banach, procuramos obter uma solucéo (um ponto fixo de L) usando _ ,
aproximagdes sucessivas (as iteradas de L) da solugao. E:_z ’
El

Exemplo 3.2.2 Encontremos a solugao da equagdo diferencial *' = az, z(0) = zo = k através

do limite das iteradas de L.

Temos f(t,z) = ax ety = 0 e tomamos qualquer caminho para iniciar a iteracdo. Comegando,

para simplificar, com o caminho constante z(t) = k = o, resulta
t t
L(z)(t) = k+ / az(s)ds =k + / akds = k[1 + at],
0 0
t
Liz)t) = k+ / ak[l + at]ds = k[1 + at + —;—a2t2],
0

t
L3z)(t) = k+ / ak[l + at + %a2t2]ds = k[l +at+ %a2t2 - %a%ﬂ,
0 .

e por indugdo, para todo m > 0, obtemos

£ (x)(t)=k(1+at+-2-—!a2t2+---+—nﬁa ey,
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Com a expressdo acima entre parénteses converge a e, concluimos que

lim £™(z)(t) = ke™ = zoe™

m—00

define a solucdo de ' = az, =(0) = Zo.

No caso simples do exemplo acima, o método das aproximagoes sucessivas converge natural-
mente & solugéo em cada ponto de I = R. Em geral, isso pode néo funcionar e, trabalhando com
uma equagdo z’ = f(t, ) qualquer precisamos de garantias tedricas para convergéncia do método.
O candidato evidente é o teorema (3.1.1) que, antes de mais nada, exige um espago métrico com-
pleto. Vimos que o espago F = C(I,R") dos caminhos continuos de I em R™ é completo na

métrica uniforme
d(p,v) = sup |u(t) — v(t)]
tel

sempre que I for um intervalo compacto. Supondo, entdo, que I é um intervalo compacto, temos
que L : F — F é uma aplicagao bem definida do espago métrico completo F nele mesmo. (Observe

que, embora F seja um espago vetorial, a aplicagao L nao é linear.)

Lema 3.2.0.5 Se K > 0 ¢ uma constante de Lispschitz de f em I x R", entdo

L7 (W) (©) — £m@)(D] < =1t = tol™d ), (35)

para quaisquer p,v € F,m>0et €I

Prova: A afirmacio do lema é evidente para m = 0, pela defini¢do de métrica do supremo.

Dadas duas funcoes p(t), v(t) em (F), a definigao (3) da

£O - £0)O = (o0+ /t:f(s7u(3))d3> - (a+ t:f(s,V(s))ds>
g /t:(f(s,u(S)) ~ fs,u(s))ds
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e portanto, para cada t € I,

IL() ) — LW O] =

/ (5, () — F(5,(5)))ds
tt (s, 1(s)) = F(s, v(s)))Ids

IA

IA

K / lu(s) — v(s)\ds

t
/ ds
to

-
onde K > 0 é uma constante de Lipschitz. Isto prova o lema para m = 1. Aplicando (3.2) a L(p) & i
u'?
¥
{

IN

Kd(p,v) < Kd(p,v)|t — tol (3.6)

e L(v) no lugar de p e v, obtemos

1£2(w)(2) = L)) = [LLw)(E) — E(—C(V))(N s

|
< / 1£(1)(5) — L)(s)ds |
< K2d(u,v) /ls—tolds
to
1
< sz(uw)ilt—toF (3.7)

para cada t € I, provando o lema para m = 2. Prosseguindo de modo andlogo obtemos

1)) = L) = Iﬁ(ﬁ"’t(u))(t) = L(L* () (®)]
1£%(w)(s) — L¥(v)(s)lds

to
- |s — to|*ds
2| Jis

< K3d(p,v)
K3d(, v) met — tol?
793 »

IA

IN

para cada t € I, provando o lema para m = 3.
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Para n = 4 utilizamos o mesmo processo
L)) = L4@) @] = [LLW)(E) — LILw))(@)]
/ww £3(0)(s)lds

/ |s — to|3ds

< K'd(p, V)Elt — to[*

IN

IA

K*d(u,v

para cada t € I, provando o lema para m = 4.

Entao supondo para m = k, devemos mostrar para m = k + 1, dai

ILED () (6) — LED@)E)] = 1LEHw)(E) — L))
< | LM m)E) = 1o, £ w)(s)lds |
< K| [ 1£40)(s) - £w)(s)lds
t ks 40|k
< K/t—K—ltk!ﬂd(u,u)ds

Kk+1lt o t0|k+1
= Ty )

O

Teorema 3.2.1 Seja f : U — R™ uma aplica¢io continua no aberto U C R, Se [a,b] xR™ C U
e f é lipschitziana em [a,b] X R™ entdo, para quaisquer ty € [a,b] e zo € R", existe uma tnica

solugdo do problema de valot inicial (3.1) definida no intervalo [a,b].

Prova:

Tomamos I = [a,b] e | = b—a. Como o crescimento fatorial é muito maior do que o exponencial
(ou entéo observando que Y = (K1)™ = e®!, de modo que a série converge e, consequentemente,
seu termo geral tende a zero), temos

lim St

m—oo M|

=0
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e portanto, podemos escolher em m = m(K,[) tal que , para cada ¢ € I,

Km

(K™
m“—tol S(—m%-=77<1,

onde K é uma constante de Lipschitz de f. Pelo o lema (3.2.0.5), resulta
d(L™ (), L™(v)) = sup |L™(u)(t) = L™ (W)(B)] < vd(p,v),

ou seja, L™ é uma contragao de F = C(I,R"). Pelo o corolario (3.1.1.1), segue que £ possui um
finico ponto fixo z € F e pelo o observado acima, isso resolve o problema de valor inicial (3.1)

nesse caso. O

Destacamos que o tinico ponto fixo da contragao £ obtido na demonstragao do teorema acima é
necessariamente atrator, de modo que a solugao z(t) de (3.1) pode ser obtida através do limite das
iteradas £™(y) de qualquer caminho y € F. Essa técnica de obtengao de solugoes é denominada
o método das aproximacoes sucessivas.

Passamos a supor que f : Q — R™ é uma aplicagao continua num aberto Q C R**! qualquer
que, nao necessariamente, contém toda uma faixa vertical infinita. Dado um ponto qualquer

(to, o) € 2, escolhemos constantes a,b > 0 tais que
Ra,,b =1I, x By C Q7 (38)

onde I, = [to —a,tp+a] CRe By = B(zo,b) C R™ sdo bolas fechadas centradas em ¢y e o de

raios a e b em R e R", respectivamente.
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UFCT T ATECA)

Figura 3.2: Interpretagao geométrica

Para garantir que o grafico de uma solugéo de (3.1) esteja dentro de U, basta exigir que
esteja contido no retangulo R, C U. Por isso passamos a considerar o espago F = C(1,, By)
dos caminhos continuos de I, em B, C R™ que pelo o corolério (2.4.0.1), ainda é completo na
métrica uniforme. Para cada caminho continuo z : I, — By continuamos usando (1.4) para definir
L(z) : I, — R, s6 que agora néo necessariamente teinos L(z) € F para cada z € F, ou seja,
L : F — F agora nao é mais uma aplicacio bem definida do espago métrico completo F nele
mesmo.

Para consertar isso, escolhemos qualquer M > 0 tal que
|ft z)| < M,

para cada (t,z) € Rap, que é obtido pela continuidade da aplicagdo f no compacto Rop. Dado
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uma caminho p € F temos, portanto,

|£(p) () — zo| =

[ 7t mteyas

0

To + ; (f(s, u(s))ds — zo

/t:l(f(s,u(S))Ids /t:Mds

e decorre que L(p)(t) € By s6 estd garantido para ¢ suficientemente préximo de ¢o; para valer para

IN

< = M|t — to|

todo t € I,, precisamos de M|t —to| < b.

Em vista disso, recomecamos todo o processo. Primeiro definimos

o I {a, %} (3.9)

Observe que « s6 depende de a e b, que s6 dependem da posigao relativa de (ty, zg) em U, e de

M, que s6 depende de a,b e de f. Agora definimos
Ia+ [to —Oé,t) +(¥] Q Ia

e finalmente consideremos o espago F = C(1,, By) dos caminhos continuos de I, em By C R"
o qual pelo o corolario 1.5.0.2, ainda é completo na métrica uniforme. Para caminhos continuos
z : I, — By continuamos usando (1.4) para definir £(z) : I, — R™.Pelo o que vimos acima, agora
temos L(x) € F para cada z € F, ou seja £ : F — F novamente é uma aplicagao bem definida,
s6 que agora do espago métrico completo F = nC(I,, By) nele mesmo.

Se existir uma constante de Lipschitz para F' em I, X By, obtemos a mesma majoragao (1.5) do
Lema 1.9.0.3 para u,v € F, m > 0 et € I,. Como na demostragao do teorema acima, obtemos m
tal que £™ é uma contracao do espago métrico completo F, de modo que £ tem um unico ponto
fixo em F, o que resolve o problema de valor inicial (3.1) também nesse caso.

Resumindo, demonstramos o teorema seguinte.

Teorema 3.2.2 (Picard-Lindelof). Sejam f : U — R™ uma aplicagdo continua no aberto U C
R™1, (to, z0) € U um ponto e a > 0, b > 0 tais que (1.7). Se f(t,x) € lipschitziana no retangulo
R, entdo existe uma tinica solugdo do problema de valor inicial (8.1) definida no intervalo fechado
[to — a,to + ], onde a > 0 € dada por (1.8), com M > 0 uma cota superior qualquer de |f(¢, )]

no retangulo Rqp.
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E interssante observar que, mesmo na auséncia da condigdo de Lipschitz, o método das aprox-
imacoes sucessivas pode ainda convergir. Por exemplo, tomando o exemplo -classico
f(t,z) = 32%2%, z(0) = 0, que nao é lipschitziana na vizinhanga da origem, é possivel mostrar
que as iteradas de £ ainda convergem. No entanto, agora o limite das iteradas depende de zo:
tomando zo(t) = 0 evidentemente obtemos a solugdo nula mas obtemos a outra solugao z(t) = ¢3
com a escolha zo(t) = t.

Em geral, com a mera continuidadse e na auséncia da condi¢ao de Lipschitz, perdemos a
unicidade pois perdemos a garantia da convergéncia das iteradas de L, ja que nao podemos
assegurar que (alguma poténcia de) £ seja contracao. Existem exemplos de aplicagdes f(t, )
em que as sequéncia das iteradas nfo convergem, possuindo subsequéncias convergentes a limites
distintos, nenhum dos quais é uma solugao de ' = f(t, z).

Contudo, modificando o método, podemos garantir a existéncia de solu¢oes supondo apenas a

continuidade da equagao.
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