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Resumo

Neste relatório será apresentado um estudo sobre métodos para redução de dimensão, es-

pecialmente o de projeção aleatória, baseado no lema de Johnson-Lindenstrauss para criar

esboços de grandes conjuntos de dados, mas que preserve, em grande medida, as mesmas

características dos dados originais. Uma revisão bibliográica, além da teoria básica de

métodos para extração de atributos em um conjunto de dados e de obtenção de esboços

de matrizes são apresentados. Para concluir, algumas aplicações na análise de dados na

área da saúde e meteorológicos são evidenciadas e determinados parâmetros como: tempo

de processamento para encontrar determinadas tendências, erro médio absoluto, entre

outros, são analisados e comparados.

Palavras-chaves: Esboço. Redução de dimensionalidade. Projeção aleatória. Lema de

Johnson-Lindenstrauss.



Abstract

This report presents a study on methods for dimensionality reduction, specially the ran-

dom projection, based on Johnson-Lindenstrauss lemma, to create sketches of big set of

data, maintaing the same characteristics as the original data. One literature review, be-

yond the basic theory of methods to the extraction of attributes in one set of data and the

obtainment of data sketches. Applications in the analyses of data in the area of health care

and meteorology are evidenced and determined parameters like: processing time to ind

certain tendencies, absolute medium error, among others, are analysed and compared.

Keywords: Sketch. Dimensionality reduction. Randon projection. Johnson-Lindenstrauss

lemma.
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1 Introdução

Muitas fontes de dados são observações que evoluem ao longo do tempo gerando

uma série de dados temporal. Em muitos casos, estas séries temporais possuem um nú-

mero bastante elevado de atributos ou de observações, fazendo com que a análise completa

destes dados possam icar computacionalmente custosa se todo o conjunto for conside-

rado. Alguns algoritmos de processamento podem não apresentar resultados satisfatórios

dependendo do tamanho do conjunto de dados em análise. Uma solução para isto é fazer

uma síntese de dados.

A redução de dados consiste em obter uma representação reduzida do conjunto

de dados, que seja muito menor em volume, mas que produza os mesmos (ou quase os

mesmos) resultados obtidos ao se analisar os dados originais. Existem várias estratégias

para redução de dados, dentre as quais destacam-se na literatura: agregação, amostragem,

sintetização de dados, discretização e hierarquia de conceito [17].

Inúmeras técnicas de mineração de dados não são eicientes para dados com alta

dimensão devido à “maldição da dimensionalidade” e também porque a precisão e a eici-

ência de uma consulta degradam rapidamente na medida em que a dimensão aumenta. A

redução de dimensionalidade mostra eiciência: no armazenamento e recuperação quando

feita a compressão de dados, no desempenho dos algoritmos, na redução do custo compu-

tacional e no relacionamento entre os atributos.

Na redução de dimensões é necessário fazer a extração de atributos. A idéia desta

extração é que dado um conjunto de pontos no espaço �-dimensional, projeta-se este con-

junto de pontos em um espaço de dimensão menor, preservando ao máximo as informações

dos dados originais. Em particular, escolhe-se uma projeção que minimize o erro médio

quadrático na reconstrução dos dados originais. Existem muitos métodos de extração de

características, dentre eles estão: a projeção aleatória - RP, a análise de componentes

principais - PCA, a decomposição do valor singular - SVD, entre outros.

Este trabalho utiliza a projeção aleatória para retirar características dos conjun-

tos de dados utilizando esboços (do inglês, sketches). Este método baseia-se no lema de

Johnson-Lindenstrauss [6] e tem como vantagens: o baixo custo computacional e a facili-

dade de implementação. Segundo Johnson-Lindenstrauss, é possível fazer uma redução de

dados considerando um erro � tolerável. A redução de dimensão de dados é aplicada em

processamento textual, recuperação de informação em banco de imagens, análise de dados

em microarrays, classiicação de proteínas, reconhecimento facial, dados meteorológicos,

química combinatorial, etc.

Neste contexto foi desenvolvido este estágio supervisionado, visando responder à
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problemas encontrados com o uso de grandes matrizes de dados, e ajudar nos desaios

de engenharia que são encontrados no dia-a-dia, além de obter uma experiência com o

ambiente, organização e modo de funcionamento do setor do estágio.

1.1 O Laboratório

A atividade relatada neste trabalho foi desenvolvida durante o estágio realizado no

Laboratório de Processamento de Sinais e Informação - LAPSI, localizado no bloco CJ do

Departamento de Engenharia Elétrica da Universidade Federal de Campina Grande, cuja

coordenadora é a professora Luciana Veloso. O estágio foi realizado durante o período de

09 de junho de 2014 à 25 de julho de 2014, com carga horária de 180 horas e atendendo

os requisitos previstos na Resolução N➦ 01/2012 do Colegiado do Curso de Graduação de

Engenharia Elétrica e em consonância com a Lei do Estágio (Lei N➦ 11.788/2008).

O laboratório conta com computadores com sistemas operacionais Linux Ubuntu

e Windows, plataformas para desenvolvimentos de rádios deinidos por software, DSPs

da Texas Instruments e instrumentos de medição, como osciloscópios e analisadores de

espectro.

Além das pesquisas de iniciação cientíica e tecnológica, trabalhos de conclusão

de curso e estágios, são também desenvolvidas no LAPSI atividades relativas a pós-

graduação. As atuais linhas de pesquisa do LAPSI se concentram nas áreas de Rádio

Deinido por Software, Processamento de Sinais e Amostragem Compressiva.

1.2 Objetivos do estágio

O objetivo deste estágio foi o de utilizar projeções aleatórias com base no lema de

Johnson-Lindenstrauss para criar esboços de grandes matrizes de dados. Determinadas

características são observadas nas matrizes originais e nos seus respectivos esboços e

parâmetros como: tempo de processamento para encontrar determinadas tendências, erro

absoluto, entre outros, são analisados e comparados.
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2 Fundamentação Teórica

2.1 Redução de dimensão

Muitos serviços geram dados em muitas dimensões, por exemplo, leituras mete-

orológicas de um determinado estado brasileiro durante uma década, consumo mensal

de residências em uma cidade realizados por Smart Grids, classiicação de documentos,

reconhecimentos de dígitos manuscristos, entre outros. Inúmeros algoritmos ou técnicas

utilizadas para fazer o processamento de grandes dados funcionam muito bem em uma

dimensão baixa, porém se deterioram quando escalados para um espaço dimensional ele-

vado. Este fênomeno é chamado de “maldição da dimensionalidade” e estabelece que à

medida que o número de atributos medidos cresce em relação ao número de amostras,

os pontos de dados tendem a ser equidistantes e seu espaço subjacente torna-se cada vez

mais esparso. Isto gera efeitos negativos na maioria das metodologias de análise de dados,

como aquelas de reconhecimento de padrões e aprendizagem de máquina que são baseadas

em distâncias.

A redução de dimensão atualmente é um tema de grande interesse, cujo objetivo é

reduzir a quantidade de dimensões em uma estrutura que preserve, em grande medida, as

mesmas características dos dados originais. Uma visão intuitiva deste processo é mostrado

na Figura 1. A análise de dados com muitos atributos torna-se complexa e pode icar

muito cara computacionalmente se todo o conjunto de dados for considerado. Em muitas

aplicações de mineração de dados, a alta dimensionalidade dos dados restringe a escolha

de métodos de processamento de dados.

Figura 1 – Visão intuitiva da síntese de dados.

Fonte: [17].

Algumas estratégias para redução de dados tem sido destacadas na literatura,

dentre as quais citam-se a

❼ Agregação - Tem como objetivo combinar dois ou mais atributos (ou objetos) em

um atributo único. Esta estratégia tem como inalidade reduzir, fazer uma granu-
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laridade (por exemplo, cidades agregadas em estados, regiões ou países) e analisar

determinadas tendências dos dados.

❼ Amostragem - É geralmente usada em investigações preliminares de dados e tam-

bém na análise inal. O princípio chave da amostragem é que uma amostra produ-

zirá resultados de qualidade semelhante aqueles produzidos pelo conjunto de dados

completo se a amostra for representativa. Uma amostra é representativa se ela tem

aproximadamente as mesmas propriedades (de interesse) do conjunto de dados ori-

ginal.

❼ Sintetização de dados - O conjunto de dados pode ser reduzido por meio de uma

representação adequada para os dados. A sintetização pode ser feita por métodos pa-

ramétricos (regressão linear e regressão múltipla) e não-paramétricos (histogramas,

clusterização, amostragem).

A principal abordagem de reduzir os dados é fazer uma extração de atributos. Este

é um processo que deine novas dimensões em função de todos os atributos do conjunto

original, ou seja, os novos atributos são combinações lineares dos originais. A idéia consiste

basicamente em projetar um conjunto de pontos em um espaço de menor dimensão,

preservando ao máximo as informações do conjunto de dados originais. Existem inúmeros

métodos propostos para esta tarefa. Neste trabalho, devido o fato da projeção aleatória

(do inglês, Randon Projection - RP) ser computacionalmente simples e consistir de um

mapeamento linear, este método será abordado.

2.1.1 Métodos para redução de dimensão

2.1.1.1 Análise das Componentes Principais - PCA

Na análise de componentes principais - PCA, a decomposição de autovalores da

matriz de covariância dos dados é calculada como �{���} = �Λ�� , onde as colunas

da matriz � são os autovetores da matriz de covariância dos dados �{���} e Λ é uma

matriz diagonal contendo os respectivos autovalores.

Se a redução da dimensionalidade do conjunto de dados é desejada, os dados podem

ser projetados em um subespaço gerado pelos autovetores mais importantes:

���� = ��
�� (2.1)

onde a matriz ��, de ordem �×� contém os � autovetores correspondentes aos � maiores

autovalores. PCA é uma maneira ótima para projetar dados: o erro quadrado introdu-

zido na projeção é minimizada sobre todas as projeções para um espaço �-dimensional.

Infelizmente, a decomposição dos autovalores da matriz de covariância dos dados (cujo

tamanho é �×� para dados �-dimensional) não é simples. A complexidade computacional
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de analisar as componentes principais é �(�2�) + �(�3). Existem métodos computacio-

nalmente menos onerosos para encontrar apenas alguns autovetores e autovalores de uma

grande matriz.

2.1.1.2 Transformação Linear Ortogonal

A Transformação Linear Ortogonal preserva distâncias ��, onde � pode ser qual-

quer número inteiro positivo. A distância Euclidiana (� = 2) é a mais utilizada como

medida de similaridade no esboço de matrizes. Esta transformação é satisfeita por qual-

quer transformação ortogonal. Entre este tipo de transformação estão a DFT, Wavelet e

SVD. Tais técnicas de redução de dados seguem o esquema abaixo:

❼ Encontrar um conjunto de vetores � completos, normais e ortogonais do mesmo

tamanho que as séries temporais;

❼ Transformar a série temporal para o espaço gerado por � ;

❼ Manter as mais signiicativas coordenadas � (� < �).

As � primeiras coordenadas formam um vetor que é utilizado para aproximar

a série temporal original. A escolha do limiar � deinido pelo utilizador depende das

características dos conjuntos de dados.

2.1.1.3 Tranformada de Fourier Discreta - DFT

A Transformada de Fourier Discreta foi utilizada pela primeira vez para redu-

ção da dimensão de séries temporais por Agrawal, Faloutsos e Swami [2]. Ela tem sido

amplamente utilizada desde então na comunidade para extração de dados.

A DFT para essa aplicação tem seus prós e contras. No lado positivo, a DFT possui

uma boa capacidade de comprimir a maioria dos sinais naturais, especialmente aqueles

com tendências óbvias. O cálculo da DFT é rápido (�(�2)). No entanto, a DFT suporta

medidas ponderadas de distância.

2.1.1.4 Tranformada Wavelet Discreta - DWT

A Transformada de Fourier resume as características de frequências das séries

temporais a partir de uma visão global. Como uma representação de séries temporais, a

Wavelet é boa em compressão de sinais estacionários. A aproximação pode ser calculada de

forma linear, mas a transformação Wavelet exige que os sinais devam ter um comprimento

de � = 2inteiro, caso contrário, a série temporal têm de ser preenchida, o que introduz um

custo.
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Acredita-se geralmente que DWT funciona para qualquer aplicação na qual DFT

funciona. No entanto, Wu ao comparar DFT e DWT [11] airmou que, embora a técnica

baseada em DWT possua várias vantagens, DWT não reduz os erros de correspondência

relativos ou aumenta a precisão em busca de similaridade. Técnicas baseadas em DFT

e DWT produzem resultados comparáveis quando se busca similaridade em bancos de

dados de séries temporais.

2.1.1.5 Decomposição de Valor Singular - SVD

A decomposição de valor singular - SVD é uma técnica de redução de dimensio-

nalidade linear ótima. No entanto, é computacionalmente custosa. Ele requer um tempo

�(��2) e espaço �(��) em que � é o número de linhas de uma matriz, enquanto � é

o número de colunas. Qualquer inserção no banco de dados requer o recálculo da transfor-

mação. SVD não suporta medidas de distância ponderadas ou medidas não euclidianas.

Usando SVD, a dimensão pode ser reduzida através da projeção dos dados para

o espaço gerado pelos vetores singulares esquerdos correspondendo aos � maiores valores

singulares:

��� � = ��
� � (2.2)

onde �� é de tamanho � × � e contém esses � vetores singulares. � = ��� � onde as

matrizes ortogonais � e � contêm os vetores singulares a esquerda e à direita de �,

respectivamente, e a diagonal de � contém os valores singulares de �.

Drinea e Huggins (2001) propuseram a abordagem de SVD aleatória. Eles airmam

que a amostragem das linhas ou colunas podem formar uma nova matriz com vetores

singulares semelhantes às da matriz original.

As transformadas ortogonais diferem em suas propriedades. A DFT e a Transfor-

mada Wavelet são independentes dos dados, o que signiica que a matriz de transformação

é determinada a priori, enquanto transformadas dependentes de dados são utilizadas para

aperfeiçoar dados especíicos e, portanto poderá atingir um melhor desempenho, concen-

trando a energia em algumas características do vetor de características. Por outro lado,

os algoritmos dependentes de dados sofrem com aumento no tempo de processamento.

Devido à evolução de conjuntos de dados ao longo do tempo, um recálculo da matriz de

transformação é necessário para evitar a degradação do desempenho.

Transformações independentes de dados (DFT e DWT) são utilizadas principal-

mente em algoritmos onde os dados mudam rapidamente, enquanto SVD encontra a sua

aplicação onde os dados são atualizados de forma lenta.
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2.1.1.6 Transformada do Cosseno Discreto - DCT

A Transformada do Cosseno Discreto - DCT é um método largamente utilizado

para a compressão de imagens e, como tal, pode também ser usado na redução da dimensi-

onalidade dos dados de imagem. DCT é computacionalmente menos onerosa do que PCA,

porém apresenta desempenhos próximos. DCT pode ser realizada por simples operações

matriciais: uma imagem é transformada no espaço DCT e a redução da dimensionalidade

é realizada com uma transformação inversa, descartando os coeicientes de transformada

correspondentes para as frequências mais altas. A complexidade computacional da trans-

formada do cosseno discreto é da ordem de �(�� log2(��)) para uma matriz de dados

de tamanho �×� .

2.1.2 Métodos para extração de atributos em um conjunto de dados: projeção

aleatória

Em projeções aleatórias, os dados originais no espaço �-dimensional são projetados

para um subespaço �-dimensional (� << �) utilizando uma matriz aleatória da ordem

�×� com � colunas de magnitude 1. Usando a notação matricial onde X�×� é o conjunto

original de � observações �-dimensional temos que

X��
�×� = R�×�X�×� (2.3)

é a projeção de dados sobre um subespaço �-dimensional menor. A idéia chave do mape-

amento aleatório decorre do lema de Johnson-Lindenstrauss: se os pontos em um espaço

vetorial são projetados sobre um subespaço selecionado aleatoriamente de alta dimensão,

então as distâncias entre os pontos são aproximadamente preservadas.

Projeção aleatória é computacionalmente muito simples: formar uma matriz alea-

tória R e projetar os �× � dados da matriz X em � dimensões é da ordem de �(���), e

se a matriz de dados X é esparsa com cerca de � entradas diferentes de zero por coluna,

a complexidade é da ordem de �(���).

Estritamente falando, a equação (2.3) não é uma projeção por que R não é geral-

mente ortogonal. Um mapeamento linear como em (2.3) pode causar distorções signiica-

tivas no conjunto de dados se R não é ortogonal. Ortogonalizar R é computacionalmente

caro. Em vez disso, podemos contar com um resultado apresentado por Hecht-Nielsen:

em um espaço de alta dimensão, existe um número muito maior de direções quase or-

togonais do que propriamente ortogonais. Assim, vetores podem ter direções aleatórias

suicientemente próximas de ortogonais, e equivalentemente R�R seria aproximada por

uma matriz identidade.

Ao comparar o desempenho da projeção aleatória ao de outros métodos de redução

de dimensão, é instrutivo ver como a similaridade de dois vetores é distorcida na redução
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de dimensionalidade. Medimos a similaridade de vetores de dados, quer como sua distân-

cia euclidiana ou como seu produto interno. No caso dos dados de imagens, a distância

Euclidiana é uma medida utilizada de similaridade. Documentos de texto, por outro lado,

são geralmente comparados de acordo com o cosseno do ângulo entre os vetores de dados.

A distância euclidiana entre dois vetores de dados x1 e x2 em um espaço de grande

dimensão é dado como ||x1 − x2||. Após a projeção aleatória, a distância é aproximada

por uma distância Euclidiana escalada destes vetores no espaço reduzido por

︀

�/�||Rx1 −Rx2|| (2.4)

onde � é a dimensão original, � é a dimensão reduzida do conjunto de dados, R é a matriz

aleatória com distribuição normal �(0, 1) e x1 e x2 são dois vetores de dados. O termo

escalado
︀

�/� leva em conta a diminuição do número de dimensões dos dados: de acordo

com o lema de Johnson-Lindenstrauss, a norma esperada de uma projeção de um vetor

unitário para um subespaço aleatório através da origem é
︀

�/�.

A escolha da matriz aleatória � é um dos principais pontos de interesse. Neste

relatório, adotamos � como tendo uma distribuição normal �(0, 1).

A projeção aleatória pode ser aplicada para mascarar dados, recuperar informação

e fazer a redução de atributos representando os índices. Como um exemplo, vejamos a

Tabela 1 que representa uma amostra do conjunto de dados de arritmia cardíaca da UCI

Machine Learninh Repository. A Tabela 2 e a Tabela 3 são os dados originais transforma-

dos com base na distribuição normal e com base na distribuição mais simples, respectiva-

mente. Estas tabelas evidenciam uma das aplicações de projeção aleatória, que é fazer a

redução de atributos representando os índices.

ID Idade Peso Frequência Cardíaca IntDef QRS PRint

123 75 80 63 32 91 193
342 56 64 53 24 81 174
254 40 52 70 24 77 129
446 28 58 76 40 83 251
286 44 90 68 44 109 128

Tabela 1 – Amostra do conjunto de dados de arritmia cardíaca da UCI Machine Lear-
ninh Repository.



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 19

ID Atr1 Atr2 Atr3

123 -50.40 17.33 12.31
342 -37.08 6.27 12.22
254 -55.86 20.69 -0.66
446 -37.61 -31.66 -17.58
286 -62.72 37.64 18.16

Tabela 2 – Dados originais transformados com base na distribuição normal.

ID Atr1 Atr2 Atr3

123 -55.50 -95.26 -107.93
342 -51.00 -84.29 -83.13
254 -65.50 -70.43 -66.96
446 -85.50 -140.87 -72.74
286 -88.50 -50.22 -102.76

Tabela 3 – Dados originais transformados com base em uma distribuição diferente da
normal.

2.2 Esboço de um vetor

Dado um vetor t = {�[1], �[2] · · · , �[�]}, o esboço (do inglês, sketch) será represen-

tado por S(�) e possui tamanho �. É escolhido um vetor aleatório ��[1, · · · , �] onde cada

componente ��[�] é uma variável aleatória independente com distribuição normal �(0, 1)

e �� é normalizado com magnitude 1. Logo,

S(�)[�] = t · v� =
︁

�

�[�] · ��[�] (2.5)

O esboço nada mais é do que o produto interno entre dois vetores.

Exemplo 2.1 - Seja t = (2, 1, 3, 1) e suponha que queiramos construir um esboço

de tamanho dois. Os vetores aleatórios com distribuição normal �(0, 1) são v1 e v2, onde

v1 = (−0.45,−0.09, 0.10, 0.87),

v2 = (−0.19, 0.73,−0.61, 0.21).

O esboço de t é S(�) = (0.18,−1.28).

Exemplo 2.2 - O esboço de um vetor é válido em muitas aplicações. Uma delas é

na análise dos dados do consumo de água em residências. As linhas da Tabela 4 represen-

tam os meses do ano, enquanto as colunas a quantidade em litros do consumo mensal de

cada casa. O esboço é de tamanho cinco, ou seja, há uma redução dos dados em 50% - ver

Tabela 5. É escolhido o mês de fevereiro e calculado a média de consumo. A média dos
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dados originais foi de 17,9 litros, enquanto que no esboço foi de 17,5 litros. O tempo de

processamento foi 54% para o esboço e o resultado foi coniável, com um erro � tolerável

associado a média.

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10

Jan 31 322 15 5 6 44 2 4 5 3
Fev 1 23 104 5 6 7 11 14 3 5
Mar 144 66 44 12 6 87 34 54 13 1
Abr 46 44 15 67 7 67 35 32 76 232
Mai 3 55 2 55 11 56 64 1 75 43
Jun 2 123 52 43 14 45 23 4 65 54
Jul 4 432 54 23 3 34 12 5 34 21
Ago 45 34 33 532 4 23 34 6 34 0
Set 76 62 31 11 44 12 1 34 23 100
Out 23 109 1 10 45 445 2 23 65 43
Nov 67 22 2 15 76 65 13 43 54 2
Dez 99 22 4 5 88 34 14 52 7 5

Tabela 4 – Consumo de água mensal em dez residências durante um ano.

C1 C2 C3 C4 C5

Jan 2,9054 -119,5539 -352,7070 64,7758 -17,0609
Fev 2,2683 -59,9673 -86,9506 -28,2861 -2,0964
Mar 35,0372 -65,0204 -425,011 25,5675 8,7456
Abr 21,4514 -198,105 -427,007 41,7731 -3,8387
Mai 74,6445 -128,265 -397,849 -202,439 -37,0493
Jun 245.654 3,6586 30,0664 43,1726 79,8437
Jul -2,0029 -7,529 -30,8787 11,6565 2,0942
Ago 89,8794 -152,646 -604,2 -115,006 -29,8587
Set 7,7227 -14,1725 -57,3678 -11,0521 -2,3724
Out 1,7676 -0,1159 -6,8728 4,2551 3,9785
Nov -17,6151 -133,155 -429,567 7,2576 -46,7283
Dez 16,7979 66,4676 -32,2179 2,7023 29,2934

Tabela 5 – Esboço com redução de 50% dos dados.

O esboço de um vetor possui muitas propriedades. Muitas delas decorrem do lema

de Johnson-Lindenstrauss.

Lema 2.1 (Johnson-Lindenstrauss) Seja �⃗1, �⃗2,· · · , �⃗� uma sequência de pontos no

espaço �-dimensional sobre os reais e tenhamos �, � ∈ (0, 1]. Existe então um mapeamento

linear � dos pontos do espaço �-dimensional para os pontos do espaço �-dimensional

onde � = �(���(1/� )/�2) de tal modo que o número de vetores que aproximadamente

preservam seu comprimento é pelo menos (1 − � )�. Dizemos que um vetor �⃗� preserva
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aproximadamente o seu comprimento se:

||�⃗�||2 ≤ ||�(�⃗�)||2 ≤ (1 + �)||�⃗�||2

Lema 2.2 (Johnson-Lindenstrauss modiicado) Para qualquer 0 < � < 1 e qualquer

inteiro �, � é um inteiro positivo tal que,

� > 4(�2/2− �3/3)−1 log �.

Então, para qualquer conjunto � de � pontos pertencentes a ��, existe um mapeamento

� : �� → �� tal que para todo �, � ∈ �

(1− �)||�− �||2 ≤ ||�(�)− �(�)||2 ≤ (1 + �)||�− �||2

com probabilidade 1/2.

Este teorema tem a propriedade adicional que aumentando �, pode-se aumentar a

probabilidade de sucesso, conforme necessário.

Dimitris Achlioptas estendeu o lema de JL para distribuições diferentes da normal

[2].

Lema 2.3 (Dimitris) Seja � um conjunto arbitrário de � pontos pertencentes a ��

representado por uma matriz � da ordem �× �. Dado �, � > 0, temos

�0 =
4 + 2�

�2/2− �3/3
log �.

Para um inteiro � ≥ �0, temos � como sendo uma matriz aleatória de ordem �× � com

�(�; �) = ���, onde {���} são variáveis aleatórias independentes a partir de qualquer uma

das duas distribuições de probabilidades seguintes:

��� =

︃

+1 com probabilidade 1/2

−1 com probabilidade 1/2

ou

��� =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

+
√
3 com probabilidade 1/6

0 com probabilidade 2/3

−
√
3 com probabilidade 1/6

Seja

� =
1√
�
��.

Temos um mapeamento � : �� → �� da i-ésima linha de � para a i-ésima linha de �.

Com a probabilidade mínima de 1− �−�, para todo �, � ∈ �

(1− �)||�− �||2 ≤ ||�(�)− �(�)||2 ≤ (1 + �)||�− �||2.
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2.2.1 Distância do esboço

A distância Euclidiana dos esboços de duas séries temporais é dada por

��� = ||x�� − y��|| =
︀

(���1 − ���1)2 + (���2 − ���2)2 + · · ·+ (���� − ����)2 (2.6)

onde x�� e y�� representam os respectivos esboços dos vetores de dados originais x� e

y�. As Figuras 2 e 3 mostram uma comparação entre a distância do esboço e a distância

original sob um gráico de curvas e barras. Nestas iguras, o tamanho do esboço é 64. Na

Figura 2, a distância do esboço ocorre em uma faixa estreita em torno da distância real.

Na Figura 3 é dada a relação entre a distância de esboço e a distância real. Esta relação

se apresenta quase de forma simétrica, como um sino, e se parece com uma distribuição

normal com centro no valor ideal. A Figura 4 indica a equivalência entre a distância de

esboço e a distância real.

Figura 2 – Distância real versus Distância do esboço.

Fonte: [2].

2.2.2 Esboço com janela ixa

Nesta seção, focamos em computar o esboço para cada subvetor de um dado

tamanho � em � [1, · · · , �]. Isto é, nós precisamos calcular o esboço de
︀

�
�

︀

vetores:

t1 = � [1, · · · , �], t2 = � [2, · · · , � + 1], · · · , t�−�+1 = � [� − � + 1, · · · , �]. Vamos ixar

nossa atenção em uma das componentes, isto é, �(��)[�] para cada vetor t�.

Inicialmente é gerado um vetor aleatório v�. Consideramos cada um dos vetores t�
e computamos � [�, · · · , �+ � − 1]. Diretamente, v�[1, · · · , �]. Isto requer um tempo �(��)

já que existem �− � + 1 vetores e que para cada um destes a complexidade de calcular o

produto interno é �(�). Nós agora repetimos o procedimento inteiro para todas as outras

componentes do esboço de tamanho �, onde todo o procedimento leva um tempo total de

�(���).
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Figura 3 – Relação entre a distância do esboço/distância real.

Fonte: [2].

Figura 4 – GEMINI Framework.

Fonte: [2].

Uma observação importante é que podemos computar todos estes esboços utili-

zando a Transformada Rápida de Fourier - FFT. O problema de computar os esboços de

todos os subvetores de tamanho � simultaneamente é precisamente o problema de calcular

uma convolução polinomial de dois vetores t e v�. Esta observação é evidente quando

consideramos a deinição de convolução polinomial.

Teorema 2.1 (Convolução Polinomial) Dados dois vetores �[1, · · · , �] e �[1, · · · , �],
� ≥ �, a convolução é o vetor �[1, · · · , � + �] onde �[�] =

︀

1≤�≤� �[� − �] × �[�] para

2 ≤ � ≤ �+ �, com qualquer intervalo de referência considerado 0.
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Por exemplo, se � = [1, 10, 2, 4] e � = [7, 2], nós temos �[7, 72, 34, 32, 8]. Convo-

lução polinomial de dois vetores pode ser computada em um tempo �(� log �) usando a

FFT.

Lema 2.4 (Esboços de subvetores utilizando convolução polinomial) Esboços de

todos os subvetores de tamanho � podem ser computados em um tempo �(�� log �) usando

convolução polinomial.

A Figura 5 mostra um exemplo utilizando convolução polinomial para calcular

os esboços. O vetor (2,1,3,1) é convoluído com dois vetores t com distribuição normal

�(0, 1) e norma 1. As mesmas coordenadas de todos os três esboços de comprimento dois

são computados ao mesmo tempo.

Figura 5 – Usando convolução polinomial para computar esboços.

Fonte: [4].

2.2.3 Computando esboços para uma faixa de subvetores

Nesta seção consideramos um problema mais geral de calcular esboços para qual-

quer subvetor de tamanho entre � e � de um grande vetor. Algumas abordagens consideram

todos os possíveis subvetores e computa cada esboço diretamente. Tem-se �(
︀

�≤�≤�
�
�
)

subvetores. No pior caso, isto é �(�2) subvetores e a maior parte deles são de tamanho

�(�), por isso, todo o algoritmo levará um tempo �(�3) que é proibitivo.

Para melhorar o desempenho estruturamos o seguinte algoritmo: iremos cuida-

dosamente construir um reservatório de esboços onde armazenaremos-os, onde este será
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um pequeno subconjunto do conjunto de todos os esboços que precisamos. Após o pré-

processamento, seremos capazes de determinar o esboço de qualquer subvetor do vetor

original em um tempo O(1) bastante preciso.

Escolhemos l ≤ � ≤ � tal que � seja uma potencia de 2. Para cada �, computamos

o esboço de todos os subvetores de �⃗. De fato, são computadas duas versões do esboço,

cada uma usando diferentes variáveis aleatórias; que são chamadas de �1 e �2. O con-

junto resultante dos esboços é o que nós chamamos de reservatório. Este possui tamanho

total �(� log(�− �)�) e requer um tempo �(� log � log(�− �)�) para computá-los; isto é

�(� log3 �) no pior caso.

Como segundo passo, determinamos o esboço para qualquer subvetor �⃗�. Fixamos

inicialmente uma componente de interesse, digamos �(��)[�]. Existem duas possibilidades:

1. � = 2�, cujo caso nós temos os esboços para estes subvetores no reservatório, para

procurar apenas o esboço de iteresse.

2. 2� < � < 2�+1. Neste caso, computamos: �
′

(� [�, · · · , �+�− 1])[�] = �1(� [�, · · · , �+
2� − 1])[�] + �2(� [�+ �− 2�, · · · , �+ �− 1])[�] - ver Figura 6.

É observado que �
′

satisfaz uma propriedade muito semelhante ao lema de JL.

Teorema 2.2 (Esboços de subvetores) Para um dado conjunto de vetores � de ta-

manho �, � ixo e � < 0.5, então � = 9 log |�|
�2

, entao para quaisquer pares de vetores �⃗,

�⃗ ∈ �

(1− �)||�− �||2 ≤ ||�(�)− �(�)||2 ≤ 2(1 + �)||�− �||2

com probabilidade 1/2.

Note o fator 2 adicional na segunda desigualdade.

2.2.4 Avaliação da acurácia do esboço

Para comparar o desempenho dos resultados obtidos é utilizado o erro relativo

absoluto.

Inicialmente comparamos a similaridade entre os resultados obtidos com a análise

da matriz original e com o respectivo esboço. Os vetores de dados originais são chamados

de�1 e�2, enquanto os seus esboços de �1 e �2, respectivamente. A medida de similaridade

utilizada neste relatório é a norma �2. Seja �1 a medida de similaridade entre �1 e �2 e
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Figura 6 – Esboços para uma subsequência de tamanho 5 de um esboço de subsequência
de tamanho 4.

Fonte: [4].

�2 a medida de similaridade entre �1 e �2, então o erro relativo absoluto (ARE) é deinido

por

ARE(%) =
|�1 − �2|

�1

100. (2.7)
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3 Resultados e Análises

3.1 Estudo de caso 1 - Aplicação do esboço na análise de dados

meteorológicos

Com o crescente volume de informações e da capacidade computacional, apoiados

pelo vertiginoso crescimento tecnológico da computação, a capacidade e disponibilidade de

dados não é mais um empecilho para grande parte da comunidade cientíica. Um problema

relevante é o uso de informações de modo eiciente e eicaz.

Na meteorologia o problema não é diferente, pois existem uma enorme quantidade

de dados que servem de entrada para os modelos que fazem as previsões, sejam do tempo,

de temperatura ou do clima, demandando grande quantidade de recursos computacionais

e tempo.

A análise aqui requer encontrar determinadas tendências e processar dados mete-

orológicos utilizando esboços de matrizes. Os dados foram retirados da Estação Padrão

de Belo Horizonte (Estação de Lourdes, 5➸ Distrito de Meteorologia), considerando dados

a partir do ano de 1986 até o ano de 2004. Esta sequência de dados são apresentados na

Tabela 6 e na Tabela 7.

Foi deinida uma matriz � de ordem � × �, onde � representa os anos, de 1986

à 2004 e � representa os meses de um ano. Adotou-se � = 19 e � = 12. Foi gerada uma

matriz � aleatória com dimensões �× �, com � < 12 e distribuição normal �(0, 1), com

média zero e variância um. O intuito é que ao realizar o produto S�×� = D�×�A�×� as

informações contidas em D sejam repassadas para S e que a análise que seria feita na

matriz original agora possa ser feita em uma matriz de menor dimensão. Nas iguras a

seguir é interessante atentar para o fato de que foi plotado S� .

Inicialmente foi selecionado dois anos aleatoriamente, representados pelos vetores

de dados �1 e �2 e calculado seus respectivos esboços, �1 e �2. O tamanho do esboço foi

variado e para cada valor de � o esboço foi repetido 1000 vezes. A cada rodada uma nova

matriz A foi gerada. A Figura 7 mostra os erros relativos médios em função do tamanho

do esboço.

Foi deinido dois conjuntos de similaridade. Um deles com os dados originais e

outro com o esboço. Se ao comparar estes vetores fosse percebido que eles diferiam em

3 ou mais posições um erro seria declarado. A Figura 8 mostra a porcentagem de erros

em função do tamanho do esboço. Como esperado, o erro decai quando � aumenta, e

com � = 11 o erro é menor que 5% e apresenta um bom resultado tendo ocorrido uma
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T(➸C) Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out

1986 25,86 24,92 24,07 25,56 21,37 19,07 18,33 20,51 20,36 23,01
1987 24,03 24,90 23,34 21,35 19,01 19,92 20,86 21,45 24,57 24,57
1988 24,44 23,50 24,66 22,75 21,70 18,59 17,48 17,47 22,70 22,12
1989 23,84 25,34 24,73 23,52 20,12 18,93 17,88 21,70 21,82 22,41
1990 24,63 23,87 24,33 23,75 20,19 19,39 19,41 18,81 21,82 22,41
1991 22,13 23,28 22,85 22,11 20,09 19,84 18,71 19,49 20,62 21,80
1992 21,92 23,39 23,02 23,22 22,05 21,99 19,03 19,85 22,20 21,57
1993 26,50 22,92 25,46 22,48 19,78 18,39 20,29 20,06 22,79 26,53
1994 22,79 25,61 22,29 21,93 21,41 19,20 19,62 19,77 23,13 23,34
1995 25,24 23,76 23,32 22,38 20,98 19,25 19,80 21,71 21,61 22,47
1996 24,00 24,31 24,12 23,61 19,77 18,78 18,82 19,39 21,60 26,42
1997 23,17 23,72 21,98 21,62 19,35 18,84 19,46 20,37 23,77 23,74
1998 24,25 25,37 24,64 23,52 20,82 18,69 24,44 26,00 26,96 22,20
1999 24,59 24,90 23,58 22,61 19,86 19,51 23,00 24,59 21,42 21,10
2000 23,37 23,40 22,94 23,36 20,29 19,27 23.15 21,14 22,29 21,93
2001 24,44 26,00 26,00 24,44 26,00 19,63 20,14 19,22 21,18 21,95
2002 23,00 24,59 24,59 23,00 24,59 23,39 22,92 25,61 26,00 21,44
2003 23,31 24,90 21,89 22,33 21,99 19,03 19,85 24,90 24,59 22,53
2004 23,35 23,00 25,00 22,55 19,85 20,71 19,35 22,14 21,89 24,90

Tabela 6 – Temperaturas médias mensais, em ➸C, ao longo do período de anos.

T(➸C) Nov Dez

1986 22,84 22,59
1987 23,33 22,60
1988 22,76 22,88
1989 24,44 26,00
1990 24,44 26,00
1991 23,00 24,59
1992 23,38 21,89
1993 23,68 22,57
1994 22,72 23,25
1995 24,01 22,48
1996 21,89 22,48
1997 24,97 22,58
1998 23,55 24,22
1999 21,16 23,82
2000 21,41 22,57
2001 23,22 22,45
2002 22,48 24,59
2003 21,98 24,90
2004 21,35 23,40

Tabela 7 – Temperaturas médias mensais, em ➸C, ao longo do período de anos (conti-
nuação da tabela anterior).
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redução de dimensionalidade de 42,10%.

Em uma outra etapa de simulação foi retirada uma média de temperatura durante

o ano de 1987 na matriz de dados original e depois feito uma média no esboço com redução

de 50%. A média dos dados originais foi de 22,49➸ Celsius, enquanto que no esboço foi de

21,85➸ Celsius. O tempo de processamento foi 74,28% menor para o esboço e o resultado

foi coniável, com um erro tolerável de 2,92% associado a média.

A Figura 9 mostra a variação do tempo em função do tamanho do esboço. Quanto

maior o �, maior o tempo de processamento. Para � = 11, é medido um ganho de

aproximadamente 64,7% no tempo de processamento da execução.

Em muitas aplicações nós podemos observar erros associados ao uso de esboços.

No entanto, dependendo da aplicação estes erros podem ser desprezíveis.

Figura 7 – Erro relativo em função do tamanho do esboço �.
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Figura 8 – Porcentagem de erros entre similaridades de conjuntos em função do tamanho
do esboço �.

Figura 9 – Tempo em função do tamanho do esboço �.

3.2 Estudo de caso 2 - Aplicação do esboço na análise de dados

na área da saúde.

O atendimento público de saúde - SUS realiza exames gratuitos para o diagnós-

tico de possíveis doenças. Um dos inúmeros exames laboratoriais que o SUS oferece é o

hemograma, mais conhecido por exame de sangue, onde por dia a quantidade de exames

realizados é muito alta para um único laboratório em uma determinada cidade. Processar

os dados para determinar uma média de exames pagos pelo atendimento público em um
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conjunto de cidades, estados ou até mesmo no país durante um intervalo de interesse é um

problema desaiador devido a quantidade de dados. Neste contexto, o trabalho realizado

neste estágio supervisionado consistiu em utilizar um esboço dos dados para analisar de-

terminadas tendências e veriicar se os resultados obtidos na matriz original e no sketch

são aceitáveis.

Foi deinida uma matriz � de ordem �×�, onde � representa os meses de um ano

e � representa as cidades de um estado brasileiro, que corresponde aos dados referentes

a quantidade de exames realizados. Adotou-se � = 12 e � = 223. São analisados 223

municípios, que representa o estado da Paraíba. Foi gerada uma matriz � aleatória com

dimensões �× �, com � < 223 e distribuição normal �(0, 1). O intuito é que ao realizar o

produto ��×� = ��×���×� as informações contidas em � sejam repassadas para � e que

a análise que seria feita na matriz original agora possa ser feita em uma matriz de menor

dimensão. As dimensões da matriz � são � = 12 e � = 112.

Ao projetarmos a informação sobre � obtemos um esboço com metade da dimensão

da matriz original. Escolhemos o mês de março para calcular uma média no estado, devido

ser o mês que mais há exames de sangues realizados (dados obtidos do HRNI - Icó/Ce).

A média nos dados originais foi de 12.179 exames. No esboço obtivemos uma média de

11.845 exames realizados. O erro relativo absoluto é de 2,81%. Este erro � é tolerável.
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4 Conclusão

Este estágio atingiu a maior parte de seus objetivos, tanto no estudo teórico quanto

na simulação do algoritmo pra analisar os esboços de matrizes. A quantidade de aplicações

na qual é possível utilizar projeção aleatória para se fazer uma redução de dados é muito

grande, mostrando então o destaque que este tema tem ganhado atualmente. O esboço

de dados se mostra eiciente também devido à alta dimensionalidade restringir a escolha

dos métodos de processamento dos dados a serem utilizados, fenômeno este ocasionado

pela “maldição da dimensionalidade”.

Com este projeto foi possível aplicar e aprofundar os conhecimentos adquiridos

durante a graduação em um problema prático e usual ocorrido no dia-a-dia. Os resul-

tados foram satisfatórios, com um erro � tolerável, associado as simulações do algoritmo

conforme previsto pelo lema de Johnson-Lindenstrauss.
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