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“ Aquele que quer aprender gosta que lhe digam quando estd errado;
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Provérbios 12.1.



Resumo

A Teoria de Grupos surge naturalmente em muitas linhas de pesquisas da matematica
com implica¢oes estendidas a outras ciéncias. O objetivo principal deste trabalho é
enunciar, demonstrar e aplicar o Teorema dos Isomorfismos de Grupos. Neste de-
senvolvimento, apresentaremos as principais definicées e propriedades da Teoria de
Grupos, sendo os homomorfismos e isomorfismos de grupos os mais enfatizados, por

serem a base do teorema.

Palavras-chave: Teoria de Grupos. Homomorfismo de Grupos. Isomorfismo.



Abstract

The Group Theory arises naturally in many lines of research in mathematics with im-
plications extended to other sciences. The main objective of this study is to enunciate,
demonstrate and apply the Group Isomorphisms Theorem. In this development, we
will present the main definitions and properties of the Group Theory, emphasizing the
homomorphism and isomorphism of groups, because they are the base of the theorem.

Keywords: Groups Theory. Homomorphism of groups. Isomorphism.
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Lista de Simbolos

Conjunto dos Nimeros Inteiros

Z
Q Conjunto dos Nimeros Racionais
R Conjunto dos Niimeros Reais
C Conjunto dos Nimeros Complexos
(G, %) Grupo munido da operagéo *
< subgrupo
Z(@G) Centro do grupo GG
< s> Subgrupo gerado por s
|G| Ordem do grupo G
w(9) Ordem de um elemento g € G
(G: H) indice do subgrupo H em G
<4 subgrupo normal
P representa um homomorfismo
Ker(vy) Niicleo do homomorfismo
G~J G é isomorfo a J
Aut(G) Grupo dos automorfismo de G
(@) Conjunto dos automorfismo internos de G
Im(v) Imagem do Homomorfismo

e Elemento neutro do grupo G
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Introducao

Na disciplina de Estruturas Algébricas estuda-se, na Teoria de Grupos, o Teo-
rema dos Isomorfismos que garante que dado um homomorfismo ¥ : (G, *) — (J, x),
o grupo formado pelas classes laterais do micleo Ker(y) com a operagao induzida de
G ¢ isomorfo a imagem do homomorfismo, ou seja, mantém uma relacao bijetiva por
meio do homomorfismo a imagem do homomorfismo.

No capitulo 1 é apresentado a histéria sobre Teoria de Grupos dando énfase as
equagoes algébricas junto a seu questionamento de resolubilidade por radicais, dando
também destaques aos principais matematicos e autores que influenciaram no surgi-
mento da mesma.

No capitulo 2 temos a teoria bésica de grupos, apresentamos definigoes de grupos
e subgrupos, destacando algumas propriedades dos mesmos e dando alguns exemplos,
também enfatisamos subgrupos gerado por um subconjunto. Falamos de classes la-
terais e também demonstramos o Teorema de Lagrange, que garante que a ordem e
o indice de um subgrupo dividem a ordem do grupo. Apresentamos também algu-
mas aplicagoes do Teorema de Lagrange. Em seguida apresentamos um sistema de
afirmacoes equivalentes para identificarmos quando um subgrupo é normal e a partir
dele definimos o subgrupo quociente.

No capitulo 3 trabalhamos primeiro com os homomorfismos de grupos, definindo—
os, exemplicando—os e demonstrando algumas propriedades dos mesmos. Depois defi-
nimos nicleo de um homomorfismo e logo em seguida definimos isomorfismo de grupo
e como caso particular dos isomorfismos temos os automorfismos. A partir destes con-
ceitos enunciamos e demonstramos o Teorema dos Isomorfismos de Grupos, e para

finalizar aplicamos o referido Teorema.

10



Capitulo 1

Historia sobre Teoria de Grupos

Ao contrario da maioria das descobertas matematicas, verificamos que ninguém
estava procurando uma Teoria de Grupos quando o conceito foi descoberto. Muito pelo
contrario, a Teoria de Grupo apareceu meio que pelo dom do acaso, nascendo de uma
procura por uma solugao para uma equacgao algébrica. “Condizente com sua descrigao
como um conceito que cristalizou simplicidade a partir do caos, a propria Teoria de
Grupos nasceu de um episédio mais tumultuado na histéria da matemadtica” (Livio,
2011, p. 66)[6]. Quase quatro mil anos de curiosidade e luta intelectual, temperadas
com intriga, tormentos e perseguicoes, resultaram na criagao da teoria no século XIX.
Aqui, iremos se concentrar na emergencia das “equagoes”, ja4 que esta é a parte mais
relevante para a histéria da Teoria de Grupos.

A grande escola grega de Alexandria produziu muitos matematicos notaveis du-
rante duas eras. Um dos pensadores mais originais da escola alexandrina foi Diofanto.
Livio (2011, p. 75)[6] nos mostra que detalhes da vida de Diofanto estao ocultos, nao
sabemos com exatidao em que século ele viveu, a menos que deve ter sido depois de
cerca de 150 a.C. (ja que ele cita o matemadtico Hipsicles, que viveu por volta de 180
a.C. a 120 a.C.) e antes de cerca de 270 d.C. (j& que ele é mencionado por Anatdlio,
bispo de Laodiceia, que assumiu o cargo por volta dessa época), em geral, supoe-se que
Diofanto tenha vivido por volta de 250 d.C., mas nao possa ser descartada a possibili-
dade de que tenha vivido um século antes. Diofanto é um homem as vezes chamado o
“pai da dlgebra” (Livio, 2011, p.75)[0].

Diofanto representa um estagio crucial na evolugao da algebra, intermediéario en-

11



CAPITULO 1. HISTORIA SOBRE TEORIA DE GRUPOS 12

tre o estilo puramente retérico dos babilonicos e as formas simbélicas das equagoes (por
exemplo, 22% + z = 3 ) que usamos hoje. Ele é hoje mais conhecido por uma classe
especial de equagao que leva o seu nome - equagao diofantina. As equacgoes diofanti-
nas sao verdadeiramente estranhas no sentido de, a primeira vista, parecerem admitir
qualquer nimero como solu¢ao. Como, por exemplo, a equacao: 29z + 4 = 8y.

A mais famosa equagao diofantina da histéria é aquela conhecida como o tltimo
teorema de Fermat, a célebre afirmacao de Pierre Fermat (1601 - 1655 ) de que nao exis-
tem solugoes com numeros inteiros para a equagao z" + y™ = 2", onde n seja qualquer
nimero maior que 2. E esta afirmativa levou cerca de 360 anos para ser demonstrada,
a qual foi provado s6 agora em 1995 pelo americano Andrew Wiles.

No inicio do século X VI, mais precisamente entre 1500 e 1515, o matematico ita-
liano Scipione del Ferro (1465 - 1526), sem perceber, torna-se parte de um drama que
se desenrolava. Ele promoveu um importante avanco na matemaética ao descobrir um
procedimento para resolver a equagao cibica 2 + ax = b(a, b > 0). Esse procedimento

se traduz, na linguagem atual, na seguinte férmula:

Del Ferro mostrou, com essa férmula, que é possivel expressar as raizes da equacao

ciibica considerada em termos de seus coeficientes, usando apenas adicao, subtracgao,
multiplicagao, divisao e radiciacao, ou seja, que a equagao dada é resolhivel por radicais.
Como j4 se sabia ha muitos séculos que as equagbes de grau um e dois também sao
resoliiveis por radicais (no caso desta 1ltima, lembrar a chamada férmula de Bhaskara),
a solucao de del Ferro colocou um desafio para os algebristas: serd que toda equagao
algébrica é resolhivel por radicais? As pesquisas feitas na tentativa de responder a esse
desafio se estenderam por mais de dois séculos e meio, frustrando alguns dos grandes
matemaéticos da época e contribuindo para a criagao do conceito de “grupos”.

A questdo da resolubilidade das equacoes algébricas s6 comegou a ser escla-
recida de forma genérica na segunda metade do século XVIII. Na obra Réflerions
sur la résolution albébrique des équations (Reflexoes sobre a resolugao algébrica de
equagao) (1770 - 1771), o {talo-francés Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) faz pri-
meiro uma revisao com grande cuidado das contribui¢oes de Leonhard Euller (1707 -

1783)(onde em uma de suas obras, Euller, conjecturou que a solucao da equagao de

UFCG / RIRLIOTECA!



CAPITULO 1. HISTORIA SOBRE TEORIA DE GRUPOS 13

grau 5 poderia ser expressa em termos de cerca de quatro quantidades e concluiu em
um tom cheio de esperanca: “Poderiamos suspeitar que a eliminacao, se feita meticulo-
samente, pudesse talvez levar a uma equagdo de grau 4” (Livio, 2011, p.106)[6].) e de
outros matemdticos da época. Depois mostrou que para os graus 2,3 e 4, as equagoes
poderiam ser resolvidas pela reducao da equagao a uma de um grau menor que aquela
em questao (ou seja, reduzindo a quértica para uma ciibica). Quando o mesmo processo
foi tentado numa equacéo de grau 5, aconteceu algo inesperado, a equacao resultante,
em vez de uma quadrtica, acabou sendo uma de grau 6.

Decepcionado com o resultado, Lagrange conclui que “é, portanto, improvavel
que tais métodos levem a solugao da quintica - um dos problemas mais celebres e im-
portantes da dgebra.” (Livio, 2011, p.106)[6]

Como uma maneira de sair do impasse, Lagrange introduziu uma discussao mais
geral das permutagoes, provavelmente ele foi o primeiro matemaético a perceber o cami-
nho a ser seguido para abordar o problema, observou que a “teoria das permutagoes”
era de grande importancia para a resolucao de equagoes. Lagrange referia-se a per-
mutagoes envolvendo as raizes da equagao.

Em 1824, 0 matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802 - 1829) provaria aquilo
que Lagrange ja suspeitara: que nao ha nenhuma férmula geral por radicais para resol-
ver as equagoes de grau > 5. Ainda assim uma questao permanecia: ja que as equagoes
de grau > 5 nao sao, de modo geral, resoliveis por radicais, o que caracteriza matema-
ticamente estas tiltimas? A resposta para essa pergunta seria dada pelo matematico
frances Evariste Galois (1811 - 1832), em cuja obra aparece pela primeira vez o con-
ceito de grupo. Livio (2011, p. 310)[(] relata-nos que “Galois realizou todo o trabalho
brilhantemente seminal sobre Teoria de Grupos antes dos 21 anos, a genialidade de
Galois fascinou o mundo da matemaética antes que este pobre matematico tivesse 27.”

Boyer (1974, p.434)[1] afirma que o conceito de grupos foi essencial para o apa-
recimento das ideias abstratas na primeira metade do século XIX. O autor evidencia
que os trabalhos de Galois sobre resolucao de equacgoes algébricas foram considerados
nao apenas pelos seus resultados especificos, mas especialmente pela natureza de uma
estrutura algébrica que Galois denominou primeiramente de grupo.

Resumidamente, a ideia de Galois para responder a essa pergunta em questao foi

associar a cada equagao um grupo formado por permutacoes de suas raizes e condici-

UFCG /BIELIOTECA)




CAPITULO 1. HISTORIA SOBRE TEORIA DE GRUPOS 14

onar a resolubilidade por radicais a uma propriedade desse grupo. E, como para toda
equacgao de grau < 4 o grupo de permutacgoes que lhe é associado goza dessa proprie-
dade e para n > 4 sempre héd equagoes cujo grupo nao se sujeita a essa propriedade, a
questdo da resolubilidade por radicais estava por fim esclarecida.

Com o passar dos anos, os pesquisadores da drea e de dreas correlatas foram
verificando que a ideia de grupos era muito importante como instrumento para a or-
ganizagao e estudos de muitas partes da matematica. Em nivel mais elementar, um
exemplo é a teoria das simetrias, muito importante para a cristalografia e a quimica,

por exemplo.



Capitulo 2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo introduzir os conceitos preliminares que serao
usados no capitulo seguinte onde enunciamos, demosntramos e apresentamos algumas

aplicacoes do Teorema dos Isomorfismos de Grupos.

2.1 Grupos

Definigao 2.1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto nao vazio G e
uma operag¢do (x,y) — z*y sobre G € chamado grupo se essa operagao se sujeita aos

seguintes ariomas:

1. Associatividade

(a*b) *c=ax*(bxc), quaisquer que sejam a,b,c € G.

2. Existéncia de elemento neutro

Eriste um elemento e € G tal que a x e = e ¥ a = a, para todo a € G.

3. Existéncia dos simétricos

Para todo a € G existe um elemento a’ € G tal queaxa’' = a’' xa =e.

Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da comutatividade, ou seja, a x b =
b * a, quaisquer que sejam a,b € G, o grupo recebe o nome de grupo comutativo ou
abeliano.

Observacoes:

et |
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CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 16

e Mantidas as notacoes da definicdo, um grupo podera ser indicado apenas por

(G, *), em que para facilitar, o simbolo * indica a operagao sobre G.

e Para simplificar a notacdo usamos ab ao invés de a * b, e indicamos por a™! o

simétrico de a € G.

2.1.1 Propriedades de Grupos

Pi1. O elemento neutro de um grupo é tnico.
Prova: De fato, suponhamos que e; e e, sao elementos neutros de G, entao:
€1 = €163 pois e ¢ elemento neutro de G,

= ey pois e; é elemento neutro de G.

P2. O elemento simétrico é tinico.

Prova: De fato, seja a € G, e sejam by, b, € G dois elementos simétricos de a,

temos
by = bie = by(aby) pois by é simétrico de a,
= (bha)by = eby = by pois b, é simétrico de a.
*

Ps. (a')'=a,Va€eqG.
Prova: Temos,
(@) = (@) e = (@) (aa)
=[(a)Ha)]a=ea=a pois (a~!)~! é simétrico de a™.
w
Ps4. (ab) ' =bla"",Va,beQG.
Prova: Temos que (ab)~'(ab) = e, pois (ab)~" é simétrico de (ab).
Operando b~! nos dois lados pela direita, obtemos
[(ab) ' (ab)]b™* = eb7!
(ab) ' [(ab)b™] = b
(ab) b)) = b
(ab)'[ae] = b7
(ab)la = &7
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Agora operando a™! nos dois lados também pela direita, temos

[(ab)tala™ = b'a!
(ab)'(aa™') = b7 la!
(ab)'e = b la?

(@)™ = b7la7l

Ps. Do fato que o simétrico de um elemento a € G ¢é \nico, obtém-se o caso mais
geral seguinte:
“Se a,b € G, entao a equag¢ao Xa = b tem uma inica solucao em G, a saber
ba=1.”
Prova: De fato, se ¢ é uma solu¢ao de Xa = b, entao temos ca = b, dai operando

a~! pela direita em ambos os membros, obtemos

iy = B
c(aa™) = ba™!
ce = ba!
¢ = ba™l.

Por outro lado, ba™! é claramente uma solucao.
De forma anéloga, obtém-se que a equagdo aX = b, tem uma tnica solucdo em

G, a saber a™'b. "

Ps. Todo elemento do grupo G é regular para a operagao *, ou seja:
Se ax = ay (ou za = ya), entdao = = y.
Prova:
ar = ay Operando a~! pela esquerda em ambos os membros,
a”'(az) = a7'(ay)
(a7 'a)z = (a'a)y

er = ey
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2.1.2 Exemplos de Grupos

Exemplo 2.1. O conjunto Z com a operagio de adicao usual é um grupo abeliano

aditivo.
Solucgao: De fato,

e Associatividade
Para quaisquer z,y, z € Z tem-se

(z+y)+z=z+ (y+2).

e Existencia de elemento neutro

30 € Z tal que YV = € Z tem-se que

r+0=04z=1x.

e Existéncia de elemento simétrico

Para cada z € Z existe —z € Z tal que

z+(-z)=(—z)+z=0.

e Comutatividade

Para quaisquer z,y € Z tem-se que
r+y=y+uz.
(]

Exemplo 2.2. (Q,+),(R,+),(C,+), onde + € a operagdo aditiva usual, sdo todos

grupos abelianos aditivos.

A solugao é andloga ao Exemplo 2.1.

“x 7 uma operagdo associativa em

Exemplo 2.3. Sejam G um conjunto ndo vazio e
G tal que:

i) Existe e € G tal que x x e = z, para todo z € G.
ii) Para cada x € G, ezriste 7' € G tal que zx 7' =e.

Mostre que (G, *) é um grupo.

UFCG/BIBLIOTFCA



CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 19

Solugao: Para mostrar que (G, *) é um grupo, basta mostra que
1. Existe e € G tal que e x z = z, para todo z € G.
2. Paracadar € G, existe z7' € Gtalque s 1 xz =e.
Faremos primeiro algumas observacoes:
e Paracadaz € G, existe 27! € Gtalque 7' xz € G.

e Para cada 7' xz € G, existe (z7' *z)"! € G (pelo item “ii ") tal que

(z7 x2)%[(z7 e z) Y] =e.

(1

e Existe e € G (pelo item “i”) tal que (z7! *z) x e = 2! x z, para todo

(z7'xz) €G.
e Existee€ Gtalque z7 ' xe=z"!, paratodo z7! € G.
Agora comegaremos realmente a demonstragao, comecando pelo item 2, temos:
(zxz V) xz=(zxz)*z
usando z * 7! = ¢ no lado esquerdo da igualdade, temos
ext=(T*z ) *zx

operando ™1 em ambos os membros pela esquerda, obtemos
i (exz) = *[(z*xx7!) % 1]

(z'xe)xz=(z"'*x2)x(z7 ' %2)

—~1 |

usando z~' * e = ', encontramos

=1 —

g lsz=(rez)*(z 7 21)
operando (z' * z)~! em ambos 0s membros pela direita, temos
(' v 2)* (2w 2) = (e wa) # (@ w )] (2 0 2) )

(zlxz)x(z i xz) V= (z xz) 2 [(z7 2z) 2 (27 2 2)7Y]
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usando (z7' x ) * [(27! x z)~!] = e, chegamos a
e=(r"'xz)*e
usando (z7!' x z) x e = 2! * z, concluimos

e=(z7'* 1)

1

0 que nos mostra que (z~! x z) = e. Agora vamos mostrar o item 1:

Temos,

1

exz=(z*x )*xz=zx(z '*xz)=zre=1x

0 que nos garante que e x r = .

Portanto (G, *) é um grupo. L]

Exemplo 2.4. Consideremos o conjunto dos niimeros reais R munido da opera¢io “«”

definida porz xy =z +y — 3,V z,y € R. Mostre que (R, *) € um grupo comutativo.
Solugao: De fato,

e Associatividade
Vz,y,z € R, temos
(z*xy)rz=(z+y—-3)*xz2=(z+y—-3)+2-3=z+(y—-3+2)—-3 =
z+(Y+2-3)—3=z+(y*z)—-3=zx(y*2)

S () *2 =¥ (y*z)

e Existéncia do elemento neutro

VY z € R, temos

r*e = I

r+e—3 = x

somando —z pela esquerda em ambos 0os membros

(—z)+(r+€e-3) = —z+=z
(—z+z)+e-3 = —z+2
0+e-3 =0

e—3 = 0
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somando 3 em ambos os membros

e—343 = 3
e+0 = 3
e = 3

Com isso, temos que o elemento neutro e = 3 dai
zx3=z24+3-3=24+0=ze3*z2=3+2-3=24+3-3=24+0=12.

O que nos garante txe =e*x = 1.

e Existéncia do simétrico
Para cada z € R, existe z7! € R, tal que
T+ ! = e
r+z1-3 = 3
somando —z pela esquerda em ambos os membros, temos
—r+(z+z'-3) = —z+3
(~z+2z)+27'-3 = —2+3

somando 3 em ambos 0s membros temos

0+27'-3 = —z+3
0+z'-3+3 = —z+3+3
-0 = —z2+6
z! = —~z+46
O que nos mostra que o elemnto simétrico ! = —z + 6, daf

zxr '=24+21'-3=24+(—2+6)-3=(z+-2)+6—-3=0+3=3=ce
rlxr=1r'4+z-3=(-z+6)+2-3=(z+-2)+6-3=0+3=3=e¢.

O que nos garante rxr ' =z 'xx =e¢.

e Comutatividade
V z,y € R temos
ZxY=z+y—3=y+zx—-3=y=*xz
= T*kY=Y*T.

Portanto, (R, *) é um grupo abeliano. a

UFCG / BIRLIOTECA)
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2.2 Subgrupos

Definigao 2.2. Seja (G, *) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um sub-
grupo de G (denotaremos I < (G) quando H, com a operagdo * do grupo G, satisfaz

as segquintes condigoes:
0) hy * hy € HY hy,h, € H.
1) hy * (ha x hy) = (hy * ha) * hg,V hy, ho, hy € H.
#) 3ey € H tal queey*h=hxey=hVheH.
iii) Para cada h € H, eziste h™ € H tal que hxh™ ' =h™ ' x h = ey.

Notagao: Sera denotado por e, a menos de mencao contraria, o elemento neutro do
grupo G.
Observacoes:

n

O1. A condicdao “i” é sempre satisfeita, pois a igualdade g; * (g2 % g3) = (91 * g2) * g3

é valida V g1, 92,93 € G;

02. O elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e de G.

De fato, tomando a € H < G, temos ey * a = a, operando os dois lados por a™!

a direita, obtemos

(eg *a) * a! = axa!
eg*(axa™) = axa™’
eg*xe = e
ey = e.

03. O simétrico de um elemento de H é o mesmo em G. De fato, se h™! é o simétrico
de h em H, entao,
hxh'=h"'xh=eg, logo
hxh'=hlxh=e¢, poisey=e

e portanto h™! é o simétrico de h em G.

Proposicao 2.1. Seja H um subconjunto nao-vazio de G. Entao H < G se, e somente

se, sao satisfeita as condigoes:
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I) h]_*hg € H,V hl,hg € H.

i) e HV he H.

Prova:

(=) Suponhamos que H seja um subgrupo de G.
e A condigao “1i7 ja é satisfeita.

e Agora, se h € H, sendo H um subgrupo, h possui simétrico em H, mas pela
observagao O3 precedente, tal simétrico é necessariamente igual ao simétrico de
h em G, isto é, é necessariamente igual a h™!, logo a condi¢ao “ ii 7 também é
satisfeita.

n 13

(<) Reciprocamente, suponhamos que as duas condigoes “1” e “ii 7 sejam satisfeita.

(13

e Oitem “ 17 garante o fechamento da operagao em H.

e Os elementos de I sao elementos de G, logo vale a associatividade.

e Dado h € H,existe h ™' € H talque e = h*h™' € H, e pelo item “ii ” qualquer

elemento de H possui simétrico em H. =

2.2.1 Exemplos de Subgrupos

Exemplo 2.5. Se G é um Grupo, entdo {e} e G sdo subgrupos de G.

A verificacao de que estes dois subconjuntos de G sao subgrupos é imediata. Tais

subgrupos sao chamados subgrupos triviais de G.
Exemplo 2.6. Considere o subconjunto Z(G) = {r € G | zxg = g=*2,V g € G}
onde G é um grupo. Z(G) é chamado de centro de G. Observe que e € Z(G) e
Z(G) = G ¢ G é abeliano. Mostremos que Z(G) é um subgrupo de G.
Solugao: De fato,
i) Sejam z,,z; € Z(G).

Dado g € G, como G é abeliano & Z(G) = G, temos

Ty %xg=g*x1 pois r; € Z(G) e

Toxg=g*Ty pois z; € Z(G)

Daf,
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L1 *Tp*x =T, % g*xTyg = %I %Iy
Logo z; * 23 € Z(G)

ii) Seja z € Z(G).

Sabe-se que z * g = g * . Operando 7! em ambos os membros pela esquerda,

temos
' x(z*xg) = 27 x(g*2)
(x7'x2)xg = ' x(g*1)
exg = T 'x(g*x).

Agora operando 7' em ambos 0s membros pela direita, temos

(exg)*xz' = z'x(gxx)xa?
grzt = zlagx(zezh)
g:l::r:'1 = ;r_ltg*e
gxz ! = z7lxg.
Logo z7! € Z(G).
Portanto Z(G) < G. ]

2.2.2 Subgrupo gerado por um subconjunto

Fixemos algumas notacgoes. Sejam H e K subconjuntos de um grupo G. O
conjunto {hk | h € H e k € K} serd denotado por HK, e o conjunto {h™' | h € H}
sera denotado por H~!. Seja S um subconjunto nao vazio do grupo G, o conjunto

{a102...a, | n € N a; € S* ou a; € S~'} serd denotado por (S).

Proposigao 2.2. Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. Entao o
conjunto (S) € um subgrupo de G.

Prova: Devemos mostrar que:
i) Vz,y € (S), temos zy € (S).

ii) V z € (S), temos 7! € (S).

UFCG /BIBLIOTECA
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De fato, sejam z,y € (S), temos
T=ay0y...ap,coma; € S'ouag; € ST, VieN

y=biby...b,,comb; € S'oub; € S7,VjeN.

1 1

Logo, 7y = @18z ...aybbs.. . by € 78 = @ 'apn_17'... a2 'a; 7! estao também em

(S). =

Definigao 2.3. Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. Entao (S) é
o subgrupo gerado por S.

Definicao 2.4. Um grupo G € ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento,
isto €, quando G = (g), para algum g € G.

Exemplo 2.7. Z = (1).

Definicao 2.5. Seja G um grupo. O subgrupo ({zyz—'y~' | z,y € G}) é o subgrupo
dos comutadores de G, ele serd denotado por G'. Note que G ¢ abeliano se, e

somente se, G' = {e}.

Defini¢ao 2.6. A ordem de um grupo G é o numero de elementos em G; ela serd
denotada por |G|. Se g € um elemento do grupo G, a ordem do subgrupo gerado por
g, serd denotada por ©(g).

Proposicao 2.3. Seja G um grupo. Se G € ciclico, entao G € abeliano.
Prova: Seja G um grupo ciclico e seja z um gerador de G, de modo que
G=(z)={z"|nelZ}.

Se g; e g, sao quaisquer dois elementos de G, existem inteiros r e s tais que g, = 2" e

g2 = z°. Entao
giga =2’ = T =gt — el = gagy.

Portanto GG é abeliano. -
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2.2.3 Classes Laterais e Teorema de Lagrange
Definicao 2.7. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Sendo g € G, definimos:

a) A classe lateral a direita de H contendo g, como sendo
Hg={hg | h € H}.

b) A classe lateral d esquerda de H contendo g, como sendo
gH ={gh | h € H}.

Observacgao:
Temos g € gH, pois g = gxe € gH. Em geral gH # H g, tome como exemplo H = (7))
1 23 1 23

Se p= , temos que pH # Hp.

em S3 com v = :
2 18 1 3 2

De fato, temos que

[
=
*
=3
Il
i
— =
(VU ]
bW
\-——"/
*

1 2 3 1 2 3
1 3 2 2 31

[ ] ®
> <
= .
=
Il
A Il
F i
/....—...\ | %] o
o = e
(o] bo [ o
— (] \"l-—-l-"/
N *

Logo, uH # Hp.

Definigao 2.8. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda € o indice

de H em G, ele serd denotado por (G : H).
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Proposicao 2.4. O indice de H em G também € a cardinalidade do conjunto das

classes laterais a direita de H em G, pois a aplicagao

¢ : {classes laterais a esquerda} — {classes laterais a direita}
rH ~— Hz™!
€ uma bijecao.

Prova: De fato, seja Hg, = Hg,.
Note que g, € Hg,, dai existe h; € H tal que

|

g=hg = g '=h = ¢ ' =g 'h.
Dado h € H, temos

¢ h=¢g;*hihe g 'H
Como h é arbitrario em I, temos

¢ 'HC g7 'H = ¢ 'H=g1"'H = ¢(Hg) = ¢(Hg).

Logo, ¢ é injetiva. A sobrejetividade segue da defini¢ao de ¢.
Considerando g~' € G

#(Hg™')=H(¢g7")' =Hg
Portanto ¢ é bijetiva. =

Teorema 2.1. (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H um subgrupo de G,
entdo |H| divide |G|.

Prova: Sejam Hzxy, Hxo, ..., Hzx, as distintas classes laterais & direita de H em G.
Sabemos que

G=HxyUHxz,U...UHz,

|G| = |Hzy| + |Hza| + ... + |Hzy|

(Gl = |H| +|H| + ...+ |H]|

|G| = nl|H| = (G: H) - |H]|.

Logo, |H| divide |G|. ®
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Aplicagoes do Teorema de Lagrange

Aplicagao 2.1. Se G € um grupo finito e x € G, entdo a ordem de = divide a ordem
de G.

Prova: Por defini¢ao, p(x) = |{z)|. Aplicando o Teorema de Lagrange ao subgrupo
(r), temos que |(z)| divide |G|. Ademais, 7/l = e, de fato, existe k € Z tal que
|G| = ¢(z) - k, dai

.’L'IGI — xi"(x)‘k - (2-:‘?(3))" —_ ek _—p

Aplicacao 2.2. Todo grupo G tal que |G| =p (p é primo) € ciclico.

Prova: Considere r € G tal que = # e. Note que |(z)| divide |G| = p. Dai, pelo
Teorema de Lagrange, (z) divide p, entdo ¢(z) = 1 ou ¢(z) = p, como = # e, temos
que p(z) = p. Portanto, (z) = G. a

Aplicacao 2.3. Seja G um grupo e H e K subgrupos de G, tais que |H| e |K| sao
relativamentes primos, entao H N K = {e}.

Prova: Sejaz € HNK, entdao z € H e z € K. Note que (z) C H e (z) C K. Dai, pelo
Teorema de Lagrange ¢(z) divide |H| e p(z) divide | K|, o que nos garante ¢(z) = 1,

e assim, r = e. -
Aplicagao 2.4. Se |G| < 5, entdo G € abeliano.
Prova:

e Se |G| =1, temos G = {e}.

e Se |G| = 2,3 ou 5, temos que |G| é prima, logo pela aplicagiao 2.2, G é ciclico,

portanto abeliano.

e Agora, para |G| = 4: se 3z # e, z € G tal que (z) = G entao G é ciclico e
portanto abeliano. Suponhamos entdo que : V z € G,z # e, temos (z) # G.
Ora pelo Teorema de Lagrange segue imediatamente que |{(z)| = 2. Assim, 2% =
e,V z € G, logo se z,y € G tem-se zy = (zy)~' = y~'z7! = yz, ou seja, G é

abeliano. ™
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2.3 Subgrupo normal e subgrupo quociente

Proposigao 2.5. Seja H um subgrupo de G. As afirmacoes abaizo sdo equivalentes:

(i) A operagao induzida sobre as classes laterais a esquerda em G é bem definida.
(i) ¥V g € G, vale gHg ' C H.
(iii) V g € G, vale gHg™' = H.

(iv) ¥ g € G, vale gH = Hg, isto é, ¥V g € G, as classes laterais @ esquerda de H é

igual as classes laterais a direita de H.

Prova:

(i) & (ii) Sejam z,y € G e h, k € H arbitrérios, assim, z e xh sdo representantes da
mesma classe zH, y e yk sao representantes da mesma classe yH. Assim a operagao
induzida sobre as classes laterais é bem definida se, e somente se,

zyH = zhykH, V z,y € G,V h,k € H.

Logo, se, e somente se,
H=y'z72yH =y ‘v 'zhykH =y 'hyH Vyec G,Yhe H
e portanto se, e somente se,
yhy 'e HVye G, V heH.

(iii) < (ii) Temos que gHg™' = H, logo gHg™' C H.
(ii) < (iii) Suponhamos que gHg ! C H,Y g € G, o objetivo é mostrar que H C
gHg ',V g € G. Sejam entdo h € H e g € G, temos que
h=g(g7'hg)g™" € g(¢7'Hg)g™" C gHg™"
pois g~ 'Hg C H, por hipétese.
(iii) & (iv)

gHg'=H = gHg 'g=Hg=gH=Hg,VgeG

(iv) < (iii)

gH=Hg=gHg '=Hgg'=>gHg'=HVgeG.
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Definigao 2.9. Um subgrupo H é um subgrupo normal de G (e denotaremos por
H aG) se ele satisfaz as afirmacées equivalentes da proposi¢cao anterior. Neste caso,

as classes laterais a esquerda de H sao iguais as classes laterais a direita de H.

Definicao 2.10. Seja H um subgrupo normal de um grupo G e considere o conjunto
G/H de G pela relagao de equivalencia H. Os elementos desse conjunto sao as classes
laterais tH = Hx, x € G. Sejam zH e yH duas classes laterais quaisquer. Definimos
em G/H a operagao
(zH) - (yH) — (zy)H
Logo, o produto de duas classes laterais de H € uma classe lateral de H. Fica

assim definida uma operagdo sobre o conjunto G/H.

Proposicao 2.6. Seja H um subgrupo normal de um grupo G e considere o conjunto
quociente G/H. A operagao

(zH) - (yH) — (zy)H
define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G/H.

Prova: O axioma da associatividade segue da associatividade de G e da definicao da

s

operagao em G/H. Assim pelo Exemplo 2.3 basta verificar “i” e “1ii ”.

(i) Considerando o conjunto H temos que, para toda classe lateral zH de G/H:

(zH)H = (zH)(eH) = (ze)H = zH.

(ii) Seja xH uma classe lateral qualquer e considere a classe lateral 2 'H € G/H.
Logo,
(zH)(z'H) = (zz7')H = eH = H.

Definicao 2.11. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas
classes laterais com a operagio induzida de G ¢ o grupo quociente de G por H.

Proposigao 2.7. Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se G/Z(QG) € ciclico, entao
Z(G) = G. Em particular, o indice de Z(G) em G nunca € igual a um nimero primo.
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Prova: Seja Z um gerador do grupo G/Z(G). Entao, ¥V g € G 3 i tal que § = 7, logo
tal que ¢ = 2'h com h € Z(G). Se g, e g3, definido como 2" h; e 2*2h, respectivamente,

sao dois elementos quaisquer de G, temos
9192 = 21 h12"2hy = 2" hy = 22 hghy = 22h2" hy = gagn,

pois h; e hy comutam com qualquer elemento de G. Isto mostra que o grupo G é

abeliano, isto é, que Z(G) = G. S

. ——e



Capitulo 3

Teorema dos Isomorfismos e

Aplicacoes

Neste capitulo provaremos o Teorema dos Isomorfismos de Grupos e faremos

algumas aplicagoes do mesmo.

3.1 Homomorfismos de Grupos

Definicao 3.1. Sejam (G, *) e (J, x) dois grupos. Uma funcdo ¢ : G — J é um

homomorfismo se ela é compativel com as estruturas dos grupos, isto €, se
P(a*b) = (a) x ¥(b),Y a,b € G.
Observagoes:
i) Se v é injetiva, dizemos que ¥ é um homomorfismo injetor.
ii) Se 1) é sobrejetiva, dizemos que ¥ é um homomorfismo sobrejetor.

iii) O caso em que ¥ é bijetiva corresponde ao conceito de isomorfismo e serd apre-

sentado separadamente.

3.1.1 Exemplos de Homomorfismos de Grupos

Exemplo 3.1. A aplicacao ¢ : (Z,+) — (C*,-), definida por 1(m) = i™ ¢é um

homomorfismo.

32
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Solucgao: De fato, sejam m,n € Z, temos
Pp(m+n) =™ =i" " = (m) - P(n)

fica provado que ¢ um homomorfismo. Esse homomorfismo nao ¢ injetor, pois ¥(2) =

—1 = ¢(6), e também ndo é sobrejetor, pois I'm(v)) = {1,i, -1, —i} # C*. ®

Exemplo 3.2. A aplicagdo ¢ : (C*,-) — (R%,-) definida por ¢(Z) = |Z| onde
Z=a+b, |Z| =a®+ b, é um homomorfismo de grupos.

Solugao: De fato, dado Z, W € C*, temos

WZ-W)=|2-W|=|Z|- |W|=14(2) - p(W).

Exemplo 3.3 (Homomorfismo identidade). Seja

v: G —G

g r—rid(g)=g
€ um homomorfismo identidade.

Exemplo 3.4. A aplicacao e : (G,-) — (J,-), definida por e(g) = ey, para todo g € G

€ um homomorfismo chamado homomorfismo trivial.

3.1.2 Propriedades de Homomorfismos de Grupos
Seja ¥ : (G, *) — (J, x) um homomorfismo de grupo. Entao

P1. ¥(eg) = ey.
Prova: De fato, ¥(eq) = Y(ec * eg) = ¥(eq) x ¥(eg). B

P2. 9(g7") = ¥(g)™"

Prova: Usaremos aqui a propriedade anterior
P(g) x ¥(g7") =9lg*g7") = ¥(ec) = es = %(g) x [¥(g)] ™
= P(g) x P(g7") = ¥(g) x [¥(g)] ™

Pela unicidade do simétrico segue ¥(g7!) = ¥(g)~ L. =



CAPITULO 3. TEOREMA DOS ISOMORFISMOS E APLICACOES

P3. Se H é um subgrupo de G entao v(H) é um subgrupo de J.
Prova: Lembremos primeiro que ¥(H) = {¢(z) | z € H}.
Sejam Z, W € ¥(H), existe z,y € H tal que ¥(z) = Z e ¢y(y) = W. Entao,

i) ZxW=19y(z) x(y) =Yz +*y) € P(H).

€H
por P2
i) 27 =9(2) = P(gh) € Y(H).
€eH

Portanto v(H) é subgrupo de J.

Ps. G é abeliano se, e somente se, ¥ : (G,*) — (G, *) definida por ¥(z) = 27! é

um homomorfismo.
Prova:

(=) Temos, por hipétese, que G é abeliano. Dados z,y € G, temos
Yaxy)=(zxy) " =y xz =27y = Y(2) * Y(y).

(<) Reciprocamente temos que se ¥ é um homomorfismo, entiao

Y(zy) = Y(z)Y(y)
(zy)™ = z7ly!

(zy)(zy)™ = (zy)(='y™")

e = :i:y:a‘:_ly‘I
ey = (zyz7'y ')y
y = zyz '(y'y)
Yy = :z:'y:l:_le

y = ayz’

yr = (zyz Yz

yr = zy(z ')
yr = zxye

yr = Y.

Logo G é abeliano.
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3.1.3 Niucleo de um Homomorfismo

Definicao 3.2. Seja v : G —> J um homomorfismo de grupos. Se ej indica o ele-
mento neutro de J, o sequinte subconjunto de G serd chamado nicleo de 9 e denotado

por Ker():
Ker(y) = {z € G | $(z) = e}.

Observemos que, como (ec) = ey (Propriedade 1), entdo ec € Ker(y)). Assim,

pelo menos o elemento neutro de G pertence ao niicleo de 1.

Exemplo 3.5. Determinemos o nicleo do homomorfismo de grupos ¢ : (Z,+) —
(C*,-) definida por ¥(m) = i™ (ver exemplo 3.1). Como o elemento neutro de C*
€ o numero 1, entao basta resolver a equacao 1™ = 1. Mas, como é bem conhecido
do estudo dos niumeros complezos, o conjunto das solucoes dessa equacao, ou seja, o
niicleo de ¢, é:

Ker(¢) = {0,4+4, 48, .. .}.

Exemplo 3.6. Consideremos agora o homomorfismo v : Z — Z definido por ¥(m) =
am, em que a € um niumero inteiro dado. Como o elemento neutro de Z é o nimero
0, temos que resolver a equacao am = 0. Mas € claro que o conjunto das solugoes
depende de a. Se a = 0, entao o micleo é Z, pois, para todo inteiro m, vale a igualdade
m-0=0. Mas, se a+# 0, entdo a tinica solugdo de am = 0 € o nmimero 0, e, portanto,

neste caso, Ker(y) = {0}.

3.2 Isomorfismos de Grupos

Um isomorfismo de grupo é uma fungao entre dois grupos que gera uma corres-
pondéncia biunivoca entre os elementos de ambos respeitando-se as operagoes de cada

grupo. Se existe um isomorfismo entre dois grupos, ele sao chamados de isomorfos.

Definicao 3.3. Seja ¢ : G —> J um homomorfismo de grupos. Se v for também uma
bijecdo, entao serd chamado de isomorfismo do grupo G no grupo J. Neste caso diz-se
que Y é um isomorfismo de grupos. Quando existe um isomorfismo entre dois grupos

G e J, dizemos que G e J sao isomorfos e denotamos por G ~ J.
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Exemplo 3.7. Os grupos G = (R,+) e J = (R*,-) sao isomorfos. De fato, basta

mostrar que a funcao ¢ : G — J definida por ¥(z) = 2* é um isomorfismo:
e nao ¢é dificil ver que v € bijetiva, sendo log, a funcdo inversa;

e 1) preserva as operacoes:
Y(z+y) =277 =27 - 2¢ = (z) - Y(y).

Exemplo 3.8. Seja G = (R,+). A fungdo ¢ : G — G definida por ¢(z) = z°,
embora seja bijetiva, ndo € um isomorfismo, pois existern nimeros reais x e y tais que

(z+ y)3 # 23 + 93, ou seja, Y ndo preserva a operacao.

Exemplo 3.9. Seja g € G fizo. Entio, Z, : G = G, Iy(x) = gzg™', é um homomor-
fismo bijetivo.

Solucgao: Observemos que Z, é:

i) Um homomorfismo, pois V z,y € G, temos que Z,(zy) = g(zy)g~' = g(zey)g™* =
(929 ")(9y9™") = Zy(2) Ly (v)-

ii) Injetiva, pois se z € Ker(Z,) temos que

gryT ek gy e

iii) Sobrejetiva, pois escolhendo a € G, existe um elemento b € G tal que Z,(b) = a.

Tome b= g~'ag € G. Logo, Z,(b) = Z,(¢ "ag) = g(9 'ag)g " = a.
Portanto, Z, é um homomorfismo bijetivo, ou seja, um isomorfismo. [

Definicao 3.4. Seja (G, %) um grupo. Um automorfismo de G € um isomorfismo

Y :G — G. O conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G).

Exemplo 3.10. Jd foi observado que T, : G — G, Z,(z) = gxg™*, é um homomorfismo
bijetivo e portanto um automorfismo de G, chamado automorfismo interno associado

ao elemento g € G. O conjunto dos automorfismos internos de G serd denotado por

Z(G); assim

I(G) == {Z, | g € G} C Aut(G).
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3.3 Teorema dos Isomorfismos de Grupos

Lema 3.1. Sejam (G, -) e (J, %) grupos com elementos neutros ec e e;, respectivamente,

e Y : G —> J um homomorfismo. Entao

a) Im(y) ={y € J : y = (g) para algum g € G} é um subgrupo de J, chamado
Imagem de 1.

b) Ker(v) ={g9 € G :¢(g) = e;} € um subgrupo normal de G.

Prova:
a) Dados y,z € Im(v)) = 3 1,25 € G tal que y = ¥(xy), z = Y(x2).
Logo,

y* 27t =op(z) * P(z2) 7 = (@) * Y(z3 ") = ¥(21 - 337).

Como (z; - 25"') € G, segue que y * 2~ € Im(y) e pela Proposicio 2.1, Im(¢) < J.
b)Vejamos primeiro que Ker(¢) < G. Dados z,y € Ker(v), temos:

(z-y)=2(z)*P(y) =es*xe;=¢y
Y™ =p(z) ' =e; =ey;

Portanto Ker(e) < G. Para mostrar que Ker(v)) < G devemos mostrar que:
grg ' € Ker(¢),YV g€ G eV z € Ker(¢).

E de fato, temos
P(gzg™) = P(g) * ¥(z) * ¥(g7") = 9(g) * es *V(g) ™" = ¥(g) x¥(9) " = €.

Com isso provamos o lema. -
Lema 3.2. Seja ¢ : (G,-) — (J, X) um homomorfismo de grupos. Entdo:

i) Se H é um subgrupo de G, entio y(H) é um subgrupo de J e ¢ '(y(H)) =
HKer(v);

ii) Se H € um subgrupo de J, entdo "' (H) é um subgrupo de G contendo Ker(y)
e P(YH(H)) = HN Im(y).

1) 1 € um homomorfismo injetor se, e somente se, Ker(y) = {ec}.
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Prova:

i) A prova de que ¥(H) é um subgrupo de J é analoga a prova do item a) do
lema 3.1(note que I'm(y)) = ¥(G)). Vamos provar agora a igualdade ¢~ (y(H)) =
HKer(v). Seja (h- k) € HKer(¢), isto é, h € H e k € Ker(); temos

P(h- k) =p(h) x (k) = (h) x ey = ¢(h) € Y(H);
provamos assim que

HKer(y) C ¢y~ (y(H)).

Para provar a inclusdo contréria, tome y € ¥~ (¢(H)). Por definicao, 9(y) € y(H);
existe entdo h € H tal que 9(y) = ¥(h), logo, multiplicando por ¢(h~') & esquerda,
tal que ¥(h)™! x ¥(y) = ey, isto 6, tal que h™' -y € Ker(¢)). Temos assim que
y=h-(h'-y) € HKer(¢).

ii) Sejam a,b € ¥~} (#). Entao, 1(a),(b) € H e ¥(a) x (b)~* € H. Como,

P(a) x (b)) = ¥(a) x Y(b7") =¢(a-b7") € H,
entdo a - b™' € ¥} (H), donde ¥ (H) < G.
Seja z € Ker(v). Entdo, ¥(z) = e; € H e consequentemente z € ¢~'(H). Donde
Ker(y) € ¥~Y(#H). Concluimos entdo que ("' (H)) = H N Im(v).
iii)(=>) Suponha ¢ injetiva. Portanto
z € Ker(y) = (x) = e; = ¥(z) = ¥(e) = 2 = ec = Ker(¥) = {eq}

(«=) Suponha Ker(¢) = {eg}. Como

V(@) =9¢@) =y ) =es =2y € Ker(y) ={eg} >z =1y
temos que ) é injetiva. =

Teorema 3.1. (Teorema dos Isomorfismos de Grupos) Seja ¢ : (G,-) — (J, x) um

homomorfismo de grupos. Entao,

1) A funcao induzida
Ker(v)
gKer(y) +— 1(g)

— Y(G)
é um isomorfismo.

R SRR S E SRRV I A Y




CAPITULO 3. TEOREMA DOS ISOMORFISMOS E APLICACOES 39
2) As sequintes fungoes
{subgrupos de G que contém Ker(qb)} &5 {subgmpos de qb(G)}
v (H) +— H,

sao bijecoes, inversa uma da outra. Além disso, estas bije¢oes levam subgrupos

normais em subgrupos normais, isto é:
a) HaG = ¢(H) a9(G).
b) Ha(G) = v (H)<G.
Prova:

1) Primeiramente, devemos verificar que 1 é uma fun¢ao bem definida, isto é, se

gKer(v) = gKer(y) entdo temos ¥(g) = 1(g). Mas, gKer(y) = gKer(y)
implica que g = g - k, para algum k € Ker(¢) e, portanto,

¥(g) = ¥(g - k) = ¥(g) x (k) = 9(g) x s = %(g).

Agora, ¥ é claramente uma funcéo sobrejetora e, para g, ¢ € G, obtemos

P(gKer(y) - ¢ Ker(y)) = ¥((99) Ker(¥)) = ¢(g- ¢)
=¥(g) x ¥(¢) = P(gKer(¥)) x (g Ker(y));

Assim ¢/ é um homomorfismo. Agora,

Ker(v) = {gKer(v) | ¥(g) = es} = {gKer(y) | g € Ker(y)} = eKer(¥);

Assim Ker(y) = {ec/ker(v)}, OU seja, ¥ é injetiva.
Portanto, como ¢ é um homomorfismo e é uma funcéo bijetiva, temos que é

isomorfismo.

2) Jésabemos que ¥~} (¢(H)) = H(Ker(¥)),¥Y H < G, e também que ¥(yy "} (H)) =
HNY(G),Y H < J. Dai, se H D Ker(v) entdao ¢~ ((H)) = H, e se H C ¥(G)
entao Y (¢} (H)) = H. Obtemos assim que as duas funcoes definidas em 2) sao
uma a inversa da outra. Sé falta entdo mostrar que essas fungoes levam subgrupos

normais em subgrupos normais.
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Prova de a) Dados y € (G) e z € ¢(H) quaisquer, devemos mostrar que yzy ' € ¥(H). Te-
mos y =Y(g) ez =1(h),comge Gehe H,elogo yzy™" = ¢(g)p(h)Y(¢7?) =
¥(ghg™"); como, por hipétese, H<G, temos ghg™' € H e portanto yzy ' € %(H).

Prova de b) Dados g € G e a € ¥ '(H) quaisquer, devemos mostrar que gag™! € ¢ 1 (H).

Temos

Y(gag™) = ¢(g)e(a)v(g™") = ¥(9)¥(a)v(g) "
e Y(a) € H;

como, por hipétese, H a4(G), temos 1)(gag™") € H e portanto gag™" € 1~ (H).

E isto demonstra o Teorema 3.1. &

3.4 Aplicacoes

Aplicagao 3.1. Sejam K < H < G com K< G e H«G. Entdo,

G/K G
H/K ~ H

Prova: Considere o homomorfismo

VY

% =@
S =0

—
—
A fungao 1 é bem definida; de fato gK = gk implica que g = gK para algum k € K, e
portanto que g/l = gkH = gH pois k € K C H. Pela sua definigao v é sobrejetiva e

Ker(y) = {9K|¢Y(9gK) = H} = {aK|a € H} = H/K. Aplicando a parte 1) do teorema

3.1 ao homomorfismo 1), obtemos a aplicagao. a
Aplicagao 3.2. Seja H um subgrupo normal de G. Entdo a funcao

{subgmpas (normais) de G que contém H} = {subgmpos (normais) de %}

K +——

= =

¢ uma bijecao.
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Prova: Consideremos o homomorfismo ¢ : G —» §;, definido por ¥(g) = gH. Pela
sua defini¢do ¢ é um homomorfismo sobrejetor e Ker(1y)) = H. Aplicando a parte 2) do
teorema 3.1 ao homomorfismo %, e usando o fato que todo isomorfismo é uma bijecao,

obtemos a aplicacao. w

Aplicacao 3.3. Seja G um grupo e Z(G) o centro do grupo G. Entao, I(G) ~
G/Z(G).

Prova: Basta observar que a funcao,

¢ um homomorfismo tal que: Im(v)) = Z(G) e Ker(¥) = Z(G).

De fato, ¥ é um homomorfismo por ¥(gh) = Y-t € Ygp-1(z) = (gh) -z - (R71g7") =
gh2-hY) - g1 = P (2) = Yo (Ya(2)), Y 2 €.

Acabamos de ver que 7/ é um homomorfismo e temos também que Im(y) = Z(G).
Porém, g € G estd em Ker(3) se, e somente se, Z, = Id, ou seja, Z,(z) = z,Vz € G.
Logo, gz = xg. Sendo assim Ker(y) = Z(G). Portanto, pelo Teorema 3.1 temos que:

I(G) ~ G/Z(G)

Aplicacao 3.4. Seja ¢ : G — J um homomorfismo de grupos e seja H um subgrupo
de G. Entao a funcao

H
Ak — ¢

h-(HNnKer(y)) — 9(h)

€ um isomorfismo.

Prova: Consideremos o homomorfismo ¥ restrito apenas ao subgrupo H e seja K =
H N Ker(y). Como K C Ker(y) e Ker(¢) <G, entao K 4G e em particular K < H.
Assim, pelo teorema 3.1 a relagao h - (H N Ker(v)) — (k) é um isomorfismo. 2

.
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Conclusao

Neste trabalho foram vistos alguns resultados ja estudados na graduacao durante
a disciplina de estruturas algébricas que foram de grande importancia para os estudos
que se prosseguiram.

O estudo dos isomorfismos permite obter informagoes entre as estruturas isomor-
fas analisadas, com implicagoes importantes para a descri¢ao de propriedades dentro e
fora da matemadtica. O Teorema dos Isomorfismos de Grupos fornece um meio muito
rico e interessante de trabalho, talvez por ser encontrado em alguns ramos da ma-
temadtica, como a f\lgebra e a Geometria. Além disso, as suas aplicagbes também
podem ser vistas em outras dreas, como por exemplo na fisica, no que se diz respeito

as propriedades 6pticas dos cristais.
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