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Resumo

Apresentaremos neste trabalho uma anélise do problema de conducao de calor
numa barra, um problema da Fisica Matematica que sera solucionado usando a teoria
das Séries de Fourier. Como motivagao para o estudo de tais séries, verificaremos que
o problema em tela nao pode ser resolvido usando apenas os conhecimentos do Célculo
Diferencial e Integral e das Equagoes Diferenciais, necessitaremos de uma ferramenta
mais poderosa, a qual sera nosso principal objeto de estudo.

Usaremos o método de Fourier ou método da separagao de varidveis que indicarda
uma fung¢ao candidata a solugao do problema. Em seguida, abordaremos minuciosa-
mente os resultados necessarios e suficientes para mostrar que esta é realmente a solugao
de tal problema. Antes, porém, faremos uma revisdo em alguns temas relevantes ao

trabalho.

Palavras-chave: Fourier, Calor, Convergéncia.
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Abstract

This paper will show an analysis of the problem of heat conduction in a bar, a
problem of Physical Mathematics that is going to be solved using Fourier series. As
motivation for the study of such series, we will verify that the problem in question
can not be solved using only the knowledge of the Differential and Integral Calculus
and Differential Equations, we will need a more powerful tool, which will be our main

object of study. )

We will use the Fourier's method or the method of separation of variables that
indicates a function candidate solution to the problem. Then we will thoroughly dis-
cuss the necessary and sufficient results to show that this really is the solution of such

a problem. First, however, we will review some relevant themes to the work.

Keywords: Fourier, Heat, Convergence.
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Introdugao

Como sabemos, tudo na matematica nasceu através de uma necessidade humana
e com a teoria das séries de Fourier nao foi diferente. No século XIX um problema
Fisico aparecia nos estudos dos mateméticos da época, o problema de condugao de calor
em uma barra. Percebeu-se que a temperatura u(z,t) no ponto r, em um instante ¢

deveria satisfazer a equacao:

u; = Ktgs. (1)

Além disto, a solugao deveria satisfazer a certas condicoes iniciais e de fronteiras.

Buscar solugdes para esse problema néo é uma tarefa muito facil. Inicialmente
faremos uma analise sobre o problema de variagao de temperatura em uma barra para
justificar que a equagao do calor realmente é dada por (1), em seguida utilizaremos o
método conhecido como separacao de varidveis e encontraremos que a solugdo para o
Problema de Valor Inicial e de Fronteira (PVIF) com as extremidades isoladas termi-

camente deve satisfazer

Uy = Kttye, em R
u(z,0) = f(x), 0<z<L
u(0,t) = u(L,t) =0

onde R = {(z,t) eR?: 0 < z < L,t > 0}.

Em 1807 Fourier apresentou & Academia de Ciéncias da Franca um artigo onde faz
um estudo sobre a condugio de calor em sélidos matematicos, mas devido sua afirmacao
de que toda fungao podia ser expressa cOmo uma combinacao linear de senos e cossenos,
o artigo acabou sendo recusado. Em 1811 Fourier submeteu este artigo revisado mas

foi s6 onze anos mais tarde, em 1822 que ele publicou sua obra Théorie Analitique
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de la Chaleu, onde descreve os coeficientes de Fourier e escreve a série de seno e de
cosseno de diversas funcoes. A partir daf, diversos matematicos deram sua contribuicao
para o estudo destas séries, buscando condicbes para garantir a convergéncia pontual
e uniforme das mesmas.

Um dos primeiros a produzir critérios para a convergéncia da série de Fourier
foi Dirichlet em 1829 e 1837. Em 1880 surge o critério de Dini que nos da condigoes
mais faceis de garantir a convergéncia pontual da série de Fourier. Todas estas inves-
tigagoes acabaram conduzindo a uma maior compreenéé.o das fungoes descontinuas e
propiciaram os trabalhos de Harnack, Hankel, Borel e Lesbesgue, que culminaram com
a introducéo de um novo conceito de integral que é a integral de Lesbergue.

Neste trabalho almejamos despertar a importancia do estudo das séries de Fourier.
Tendo como motivacao o estudo do problema Fisico de condugcao do calor em uma barra.

No Capitulo 1 faremos uma anélise sobre o problema de variagao de calor em uma
barra na qual encontraremos condigoes iniciais e de fronteira. Inicialmente estudamos a
condigdo de fronteira onde as extremidades estio isoladas termicamente e encontramos
uma funcio candidata a solugao do problema.

No capitulo 2 faremos uma revisao sobre alguns conceitos preliminares, entre eles
sequéncias, séries de fungoes, alguns resultados de EDO e nogoes de EDP.

No capitulo 3 apresentamos inicialmente aspectos bésicos sobre a teoria de Fourier
e em seguida tratamos da convergéncia pontual da série de Fourier.

No capitulo 4 mostraremos algumas desigualdades necessérias e trataremos da
convergéncia uniforme da série de Fourier, para entao mostrarmos que a fun¢ao encon-
trada no capftulo 1 é realmente solugdo do PVIF1 e estudaremos o problema sujeito a

outras condigoes de fronteira.



Capitulo 1

O Problema de Condugao de Calor

em uma Barra.

Neste capitulo abordaremos as consideragoes fisicas acerca do problema de condugao
do calor em uma barra, bem como a matematizacao de tal problema. Tentaremos re-
solvé-lo usando apenas a teoria vista nos cursos de C4lculo Diferencial e Integral e de
Equagoes Diferenciais, veremos que necessitaremos de algo a mais, que séo as séries de

Fourier.

1.1 Conducao do Calor em uma Barra

Consideremos uma barra de comprimento L, cuja secgao transversal tem drea A,
feita de um material condutor uniforme de calor. Para facilitarmos os calculos, supo-
nhamos que as superficies laterais da barra estejam isoladas termicamente de modo
a ndo permitir, através delas, a transferéncia de calor com o meio ambiente. Supo-
nha também que a funcdo temperatura tenha derivadas parciais até segunda ordem

continuas na regido R = {(z,t);0<z < L e t>0}

e

lsulamento
1 térmico

A —

! ﬂ( 5y

_— . " X}

Lad
=
Figura 1.1: Barra vista superior (Figueiredo, 2009) | |
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUGAO DE CALOR EM UMA BARRA.13

Note que o fluxo de calor ocorre em apenas na direcdo longitudinal, isto €, o
fluxo de calor ocorre apenas em uma direcao. A lei de resfriamento de Fourier em uma
dimensio, diz que, dada duas placas P, e P, de areas A, com temperaturas constantes
T, e T5, respectivamente; se posicionarmos as placas paralelamente a uma distancia d,
haver4 a passagem de calor da placa mais quente para a placa mais fria. E a quantidade
de calor, por unidade de tempo, transferida de uma placa para a outra é dada por

Q= kA|T; — Ti|
—d
onde k é a condutibilidade térmica do material entre as placas.

Para ajustarmos a barra nas hipéteses da lei de Fourier, imaginemos que a mesma

esteja sobre o eixo z, tomemos duas secgoes transversais localizadas em z e em z +d

e consideremos essas seccoes as barras P e P, como na figura abaixo:

2

Figura 1.2: Barra sobre os eixos coordenados

Para suprirmos a dificuldade das temperaturas serem constantes, introduzimos a
grandeza Fluxo de Calor através da secgao r no instante ¢ da seguinte forma: na lei
de Fourier, fixemos o tempo ¢ e facamos T = u(z +d,t) e Ty = u(zx,t) e passamos 0

limite quando d tende a zero, obtemos

im kAlu(z + d,t) — u(z,t)| — kAl im u(z +d, t) — u(z,t)
d—0 d d—0 d

| - kAIuw(:z, t)| (1.1)

UFCG /12
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUGAO DE CALOR EM UMA BARRA.14

Definimos assim o fluxo de calor na dire¢ao positiva do eixo como uma funcao
q(z,t) dada por
q(z,t) = —kAuz(z,t) (1.2)

Observagao 1.1. O sinal de menos em (1.2) é justificado da seguinte forma:

I) Imaginemos que a temperatura cresce cOm T, isto €, a parte mais quente
encontra-se na extremidade em L entdo, nesse caso, a temperatura deve ser positiva,

mas o calor fluird para a esquerda e entao q deveria ser negativo.

II) Se a temperatura decresce com z, isto é, se a parte mais quente estiver na
extremidade da origem, entdo a temperatura deve ser negativa, mas a quantidade de

calor fluird para a direita entdo q deve ser positivo.

Fixemos agora um elemento da barra entre zo e Zo + d, suponhamos sem perda
de generalidade que a temperatura cresce com z, € calculemos qual a quantidade de
calor ¢ que entra nesse local, no periodo de tempo entre to e to + 7. Por um lado a

quantidade de fluxo de calor serd dada por

to+1 to+T
q= f q(zo, t)dt — / q(zo + 6, 1)dt,

to tp
ou seja,
to+7
q= f k[uz(zo + 6, 1) — uz(zo, t)] Adt. (1.3)
to

Observe que pelo Teorema Fundamental do Caélculo

20+6
/ Upe (7, t)dT = uz(T0 + 6,) — Ux(Z0, 1)-

o

Desta forma, (1.3) fica

to+7 zp+5
q= f f ku..(z,t) Adzdt. (1.4)

to o
Por outro lado, pela Lei Fundamental da Calorimetria (g = mc/At) temos que a quan-
tidade de calor em funciio do calor especifico (¢) do material da barra é dado por:

to+7T pxot+d
q= / [ cuy(x, t)dtpAdz, (1.5)
to To

UFCG / . /BLIOTECA|



CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA.15

Assim, igualando (1.4) e (1.5) obtemos
to+r  pzot+d to+T pzo+d
/ S it Dyl f f cpuy(z, )dtAdz, (1.6)
to To to zo

como esta ignaldade é valida para 7,90,%p > 0 e para 0 < 7o < L, concluimos que
kug.(z,t) = cpuy(z, t),

isto é,
w(z,t) = Ktza(2, 1), (1.7)

onde K = i.
cp

Observacao 1.2. A quantidade de calor especifico de uma substancia € a quantidade

de calor necessdria para elevar em 1°C a temperatura de um grama dessa substancia.

A Equagdo (1.7) é chamada a equagdo do calor, e é a lei de variagao da tem-
peratura u(z,t) numa barra uniforme com a superficie lateral isolada termicamente.
Observe que a equagao (1.7) é uma Equagao Diferencia Parcial (EDP).

A equagao do calor (1.7) é uma EDP de segunda ordem, linear e homogenea.
Observemos também que esta equacio possui diversas solugoes, por exemplo qualquer
constante é solucio da equagao (1.7). Outra solugao trivial seria u(z,t) = cx onde ¢
é uma constante. Para descobrirmos qual dessas soluges representa a distribuicao da
temperatura na barra devemos supor informagoes iniciais.

Analisando o problema, vemos que a distribuiao de temperatura ao longo da
barra deve depender da temperatura inicial da barra, assim no instante t = 0 devemos
ter uma funcao f : [0, L] = R que descreve a temperatura nos vérios pontos da barra,

daf escrevemos a condic¢ao inicial do problema,
'U.(:I:,O) = I(I) (18)

Além disso, como as extremidades localizadas na origem e em L nao estao isoladas
termicamente, pode haver pontos de troca de calor com o meio ambiente. Desta forma,
é sensato saber o que se passa nas extremidades ou melhor dizendo, devemos saber o

que se passa nas fronteiras. Vejamos algumas condigoes de fronteira que podemos ter:

1Ver resultados na seccao 2.6.2

_IOTECA
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA.16

Tipo 1: Suponhamos que, por algum processo, as extremidades da barra sejam

mantidas a temperaturas conhecidas.

Exemplo 1.1. As extremidades estao mantidas a zero grau
u(0,t)=0 e u(L,t)=0.
Exemplo 1.2. As extremidades estao mantidas a temperaturas constantes:
u(0,t) =Ty e wu(L,t)="Tz,
onde Ty e Ty sio temperaturas dadas.

Exemplo 1.3. Conhecemos a variagdo de temperatura em uma, ot €m ambas as ex-
tremidades:
w(0,8) = ho(t) e u(L,t)=Mm(t) t=>0,

onde ho(t) e hy(t) sdo as temperaturas ( conhecidas) em cada uma das extremidades.

Tipo 2: Suponhamos que as extremidades estejam isoladas termicamente. Entao

o fluxo de calor sera nulo, pois niao havera passagem de calor através delas e assim
q(z,t) = —K Aug(z,t) =0,
para z = 0 e z = L, logo as condigoes laterais neste caso tém a forma

u(0,t) = uz(L,t) = 0.

Tipo 3: Suponhamos que o meio ambiente tenha temperatura uo e que haja

transferéncia de calor entre a barra e o meio ambiente, regidas pela lei:
ku,(0,t) = e{u(0,t) — u},
—kug(L,t) = e{u(L,t) — uo},

onde e é uma constante, dita emissividade, caracteristica do par constituido pelo ma-

terial da barra e pelo meio ambiente.

Tipo 4: Uma combinacao de duas quaisquer das condigoes acima.

-

lurb“;l-




CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA.17

Exemplo 1.4. A temperatura em uma das laterais é nula e a outra esta isolada ter-

micamente, isto é:

u(0,t) =0 e 1w (L,t)=0.

1.2 Matematizacao do Problema
Considere as seguintes regidoes do plano
R={(z,t) eR*: 0 <z < L,t >0},

’ﬁ’,={(a:,t)€R2:0§:1:£L,t>0}

S Lo — - : e
Figura 1.3: Regido R Figura 1.4: Regidao R

O problema de condugdo do calor consiste em determinar uma fungao real u(z,1)

definida em R que satisfaga a equagao do calor
u = Ku,, em R,
a condicao inicial,
u(z,0) = f(z), 0<z<L,

onde f: [0,L] — R é dada e as condigoes de fronteira.
Para iniciar nossos estudos consideremos o caso em que as temperaturas nas

extremidades estejam mantidas a zero grau, isto é,

u(0,t) = uw(L,t) =0

5LIOTEC
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA.18

e procuremos uma possivel solugao para o problema

U = K‘Uz; Em R
(PVIF1) u(z,0) = f(z), 0<z<L
u(0,t) =u(L,t) =0

Observacao 1.3. Para melhorar as referéncias futuras denotaremos este Problema
de Valor Inicial e de Fronteira com as temperatura laterais mantidas a zero grau por
PVIF1. Notemos que f(0) = f(L) =0 jd que as extremidades estao a zero grau.

Para solucionarmos o PVIF1, vamos utilizar o Método de Fourier, ver referéncia
[2], que consiste inicialmente em supor que a solucao pode ser da forma u(z,t) =
F(z)G(t), isto é, procuremos solugoes que sao multiplas de funcdes de uma varidvel.

Desta forma, suponhamos que a solugao do problema acima é
u(z,t) = F(z)G(t)
com F(z)G(t) £ 0, pois nao estamos procurando solugoes triviais. Notemos
ug(z,t) = F'(2)G(1),

‘U-z;(.'l:,t) = FI”(I)G(t)-
w(z,t) = F(z)G (1),

e como estamos supondo que u é solugao da equagao do calor, temos

F(z)G'(t) = KF"(2)G(t)

multiplicando por Ké( 7 e depois por ﬁl&—) obtemos

G'(t) _ F'(z)

KG{t) ~ Flo) (29)

Assim (1.9) nos diz que tanto o lado esquerdo quanto o lado direito deve independer

de r e de t respectivamente. Seja o este parametro, logo

G't) _

el) =0=G'(t) —oKG(t) =0 (1.10)
F”(x)—*a "(z) — oF(z) =
2 = F'(z) — oF(z) =0. (1.11)

LIOTEC
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUGAO DE CALOR EM UMA BARRA.19
Além disso, como u(0,t) = u(L,t) = 0 vem que F(L) = F(0) = 0, portanto resolver
o problema de Valor Inicial e de Fronteira (PVIF1) recai em resolver as EDOs? dadas
em (1.10) e (1.11).

Comecemos analisando a EDO (1.11), a equagao caracteristica a ela associada
612 — 0 = 0 cujo discriminante é A = —40. Desta forma o sinal do discriminante

depende apenas do sinal de o, dai temos trés casos a analisar:

I) Se o > 0, entdo a solugao geral é da forma
F(z) = cieV*® 4 cpeVOE,
mas F(L) = F(0) = 0 entao

{ (5] 80 + Cgeo = 0

eVl 4+ eVl = 0
isto e,
1 = —C
C (eﬁL = E—J]ﬁ) = 0
Calculando ¢;:
e2VoLl _ 1
C](WE—) =0&

(VL —1)=0&c=0 ou V7L -1=0

mas 2,/gL > 0 o que implica ¢; = 0. Portanto ¢; = ¢ =0 e F(z) = 0 o que nao
interessa.

I1) Se o = 0, teremos que
F'(z) =0 & F(z) = az+ o,

como F(L) = F(0) = 0 segue que

C2 =0|
al + ¢ = ﬂ,

2y/er resultados na seccao 2.6.1

'8
i
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CAPITULO 1. O PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA.20

o que implica ¢; = ¢z = 0 e entdo F(z) = 0 o que nao nos convem.

I11) se o < 0, fagamos 0 = —)? e entdo temos

F'(z) + MNF(z) = 0,
F(L) = F(O) = 0,

nesse caso a solucao geral é da forma
F(z) = ¢; cos(Az) + ez sin(Az).

Dai

cicos(AL) + esin(AL) = 0

(5] = 0
e;sin(AL) = 0

como nao queremos solugoes triviais, admitamos que sin(AL) = 0 entdo AL = nw onde

{ crcos(0) + esin(0) =

n € Z*, assim A2 = "—1“72 = 0= —"—:";-. Logo encontramos F(z) = ey sin(y/—oz),
assim
F,(z) = a,sin (EEE) para m=1,2,-+-. (1.12)
2,2

Os valores de o, =

7 que acabamos de encontrar sao chamados valores
préprios ou autovalores do problema de valores de contorno ou de autovalores
F'(z) — oF(z) = 0
F(L) = F@0) = 0

e as fungoes

F.(z) = sin (ﬂ;) (1.13)

com n € N*, sio chamadas fungoes préprias ou autofuncdes associadas ao problema

de autovalores.

Agora voltemos a EDO (1.10), cuja solugao geral € da forma:

G(t) it bneoKt
n212
para Op = — =7, tem-se
nd 2
Go(t) = bpe™ T K (1.14)
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[ n?n?
portanto, u,(z,t) = sin (n_f_) e Tt paran =1,2,-
Vemos sem dificuldades que u,(z,t), paracadan=1,2,--- satisfaz a equagao do
calor, resta-nos mostrar que uy, satisfaz as condigdes de fronteira e a condigao inicial.

Observemos que

R2K2
u,(0,t) = e__E’;msin(%o) = 0, ,
“2' n_w
un(L,t) = e "I Kigin(mL) = e & sin(nm) =0.

Aplicando a condigao inicial
_ Osin ("™ = sin ("TF) =
un(z,0) =€ sm( i )—sm( 7 ) f(x)
onde,

2nx nrT

uy(z,0) = sin (ILE) : ug(x,0) =sin (—E—) ¢ vee 3 tg(z,0) =sin (T) , (1.15)

portanto u, é solugio de (PVIF1) se f for da forma f(z) = sin (%) com n € N*.

O principio da superposigao de solugdes, diz que dadas as solugoes uy, ug, -+, Um
de uma equagdo diferencial e ay, az, - - -, @y constantes quaisquer, a combinagao linear
ayu; + asus + - -+ + Amly, também é solugao.

Bom se considerarmos u; (z, t), uz(z,t), - - -, un(z, 1), - - - solugoes de uma equagao
deferencial e ay,as,- - - ,an," -+, poderemos aplicar este principio varias vezes de modo
a termos uma motivacao informal, para o estudo das séries de Fourier. Supondo que a

funcdo f dada possa ser expressa na forma

o0
. ATL
f(z) = easin(—) (1.16)
n=1
e entdo consideremos a solugao do (PVIF1) da forma
o 2.2
S o S K (O
u(z,t) &cﬂe £z " sin( 7 i (1.17)

O método de Fourier termina nos indicando este candidato, mas algumas questoes
surgem:
1) A fungao f dada, pode ser escrita como (1.16)?
2) Que classe de fungoes pode ser escrita como (1.16)7

3) Podemos exibir os coeficientes ¢,?

|OTECA

£
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4) As equagdes (1.16) e (1.17) sao séries de fungGes entao entra em cena as questoes de

convergeéncia.

Os préximos capitulos irdo nos ajudar a responder estas questoes.




Capitulo 2

Alguns Resultados Preliminares

Este capitulo seré dedicado a algumas definigoes e resultados relevantes da teoria
da Anilise Real e das Equacoes Diferenciais, que empregaremos nos capitulos subse-
quentes. Por serem de uso frequente, omitiremos algumas demonstragdes, contudo,
indicaremos as referéncias bibliogréficas onde podem ser encontradas. Em seguida,

mostraremos os resultados mais especificos deste trabalho.

2.1 Integral de Riemann

Definicao 2.1. Seja K um corpo ordenado e A um subconjunto ndo vazio de K,
(i) dizemos que a € cota superior de A se z < a para todo z € A;

(ii) dizemos que b é cota inferior de A se z > b para todo T € A.

Definicao 2.2. A menor das colas superiores € chamada de supremo e a maior das

cotas inferiores é chamada de infimo.

Consideremos uma funcao [ : [a,b] — R tal que [ seja limitada. Denotaremos
o supremo de uma funcdo limitada por M = sup{ f(z);z € [a,b]} e o infimo por
m = inf{f(z);z € [a,b]}.

Uma parti¢do de um intervalo [a,b] é um subconjunto finito de pontos P =
{to,t1,--,ta} C [a,b] tal que @ € P, b € P e os t; serao postos da seguinte forma.
a=1ty <ty <-<t,=>b O intervalo [t;_;,t], de comprimento ¢; — t;— é chamado

i_ésimo intervalo da particio P. Evidentemente m < f(z) < M para todo z € [a, b].

23
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Notagdo: Denotaremos por m; = inf{f(z);ti-1 <z < t;} o infimo que f assume
no i-ésimo intervalo, M; = sup{f(z);ti-1 < = < t;} o supremo que f assume nesse
intervalo e w; = M; — m; a oscilagdo de f no mesmo intervalo.

Em particular, se f for continua e os valores m;, M; sao assumidos efetivamente

por [, entdo existem z;,y; € [Li—1, L] tais que w; = |f () — f(zi)l-

k]
Definicao 2.3. Consideremos uma fungao [ e a partigao P, ao nimero Z mi(ti—ti—1)

i=1
n

chamaremos soma inferior e denotaremos por s(f; P) e ao mimero 2 M;(t; — ti—1)
i=1
chamaremos soma superior a qual denotaremos por S(f; P).

Observacido 2.1. Uma consequéncia imediata dessa defini¢ao é que, m(b — a) <

s(f;P) < S(f;P) < M(b— a) seja qual for a particio P. Notemos também que
S(f; P) = s(f; P) = 3_wilti = ts-1)
i=1

Figura 2.1: Soma Inferior Figura 2.2: Soma Superior

Definicdo 2.4. Consideremos uma fungao limitada f : [a,b] — R, definimos a integral

inferior e a integral superior, respectivamente como

[ 1@z = s5:P), f f(@)dz =T s(f; P).

Com o supremo e o infimo tomados relativamente a todas as particoes P do intervalo

[a,b].

Agora observe que se A é a drea do plano limitado pelo seguimento [a,b], pelas

retas, T = a, T = b e pelo grifico da f, isto é, A = {(z,y) € R%a<z<b0<y<

l
|

L0

L1
I.'*"‘

5
135
| i
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f(z)}, entao a integral inferior tenta se aproximar de A por falta e a integral superior

tenta se aproximar de A por excesso, isto €, / f<AL f f.

Definicao 2.5. Dizemos que uma funcao limitada [ : [a,b] ¢ R = R € Riemann

£f(:c)d:r = ff(:r)d:r.

Definicao 2.6. Consideremos uma fungdo [ : R — R ndo limitada, definida em um

integrdvel se

intervalo [a, b] limitado da reta. Entdo f serd integrdvel se o intervalo [a,b] puder ser
decomposto em intervalos menores L, I, I, com I = [ag,b], K =1,---,m, tais
que para quaisquer 8 > 0 e &' > 0 a fungdo [ € limitada e integrdvel em [ay + 8, b — &)
e existem os limites: " -

f(z)dz = lim f(z)dz.

Gk 6/’ —0 v Gk +6

Como consequéncia, a integral imprépria de f é:
by,

/ f(z)dz = f(z)dz.
k-—l e

Uma funcéo f serd absolutamente integravel se o valor absoluto | f| for integravel
em um dos sentidos das definigdes 2.5 e 2.6.
A integral de Riemann é uma aproximagao quase que perfeita da drea A. Vejamos

agora um exemplo de uma fun¢ao que nao é integravel a Riemann.

Exemplo 2.1. Seja f : [a,b] = R definida por

f(I)={1 se t€Qnlo,1]
0 se z¢QnNJ0,1]

considere a particio P com 2o =0< 21 < -+ S Tn = 1 temos que a soma inferior €

s(f; P) = Zm‘-(:z:‘- —Ziy) = ZO(I,‘ —xz;1)=0

enquanto que a SOMa Superior

n

S(f;P)= zMi(xi_Ii-l) - Z (zi—xio1) = (z1—70) +H(T2—Z1)+ - - (Zp—Tn-1) = Tn—T cﬁ

= £

=1—-0=1 ——

|-

logo a soma inferior e diferente da soma superior e portanto f nao € integrdvel a
| <=l
Riemann. '] ==
g

=
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Teorema 2.1. Toda fun¢do continua f : [a,b] = R € integrdvel.
Demonstracgio. Ver Referéncia [6].

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental do Calculo). Consideremos f: I — R uma

fungdo continua no intervalo I. As sequintes afirmagoes sobre F : I — R sdo equiva-

lentes:

(IJIF ¢ uma primitiva indefinida de f, isto é, existe a € I tal que F(z) = F(a)+
f(t)dt, para todo z € 1.

(2,51) F ¢ uma primitiva de f, isto é, F'(z) = f(z) para todo z € I.

Demonstragdo. Ver Referéncia [3].

2.2 Funcoes Pares e Fungoes impares

Definicio 2.7. Dizemos que uma fungdo [ : R — R é par se, para todo z € R,
f(z) = f(—z) e é impar se f(z) = —f(~2).

Exemplo 2.2. A funcio f(x) = cos(%) é par e f(z) = sin(®F) ¢é impar.

Proposicao 2.1. sao validas as sequintes afirmacgoes:

(i) A soma de duas fungoes pares € par e a soma de duas funcoes tmpares € impar.
(ii) O produto de duas fungoes pares é uma fungdo par.

(i1i) O produto de duas fungées impares € uma funcgao par.

(iv) O produto de uma fungao par por uma impar € uma funcao impar.

Demonstracio. Consideremos f e g duas fungoes pares e h e p duas fungoes impares.

(i) suponha z(r) uma funcao tal que z(z) = f (z) + g(z), por definigao

2(z) = f(z) + g(z) = f(~z) + 9(—2) = z(-x),

dai z é par.

Agora suponha que z(z) = h(z) + p(z), por definicao

#(x) = h(z) + p(z) = —h(—z) — p(=2) = —(h(=2) + p(=2)) = —2(=2),
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logo z é impar.

(ii) suponha m(z) uma funcéo tal que m(z) = f(z)g(z), por definicao
m(z) = f(z)g9(x) = f(~2)g(-2) = m(-=),

donde m é par.

As proposicoes (iii) e (iv) sdo demonstradas seguindo a mesma ideia. &

Proposicao 2.2. Seja f : R — R uma fungao integrdvel em qualquer intervalo limi-
tado.
(i) Se f for par, entdo

[l
[ireo

Demonstracgdo. (i) Suponhamos f uma fungao integrével e par. Observe que

_/_Z f(z)dz = /_QL f(:::)d,m+f: f(z)dz,

(ii) Se f for impar, entdo

fazendo z = —y, temos

0 0 L

[ s@as=— [ s-vay= | 1w,

) L 0

que podemos reescrever .
| 1@
0
assim
L L L L
/ fz)dz = f f(z)dz + f f(x)dz = 2/ f(z)dz.
S 0 0 0

(ii) E demostrada com um raciocinio analogo. o

2.3 Funcoes Periédicas e Relagoes de Ortogonali-
dade

2.3.1 Fungoes Periddicas

Uma funcdo f : R — R ¢é dita periédica de perfodo T se f(x +T) = f(z) para
todo z. O menor periodo T néo nulo é chamado periodo fundamental. A partir de

agora quando falarmos em perfodo, estaremos falando em periodo fundamental.

3

P
L k

SLIOTECA
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Exemplo 2.3. As fungées sin(z) e cos(z) sdo periddicas de periodo 2.
De fato: Temos que

sin(z + 27) = sin(z) cos(2) + cos(z) sin(27) = sin(z)

cos(z + 27) = cos(z) cos(2r) — sin(z) sin(27) = cos(x)

Proposicao 2.3. Sejam [ e g fungoes periddicas de periodo T', entao:
(a) af +bg, com a e b constantes, € periddica de periodo T,
(b) fg € periddica de periodo T.

Demonstragio. Ver Referéncia [8].

Teorema 2.3. Consideremos f : R — R uma fungdo periddica de periodo T e in-
tegrdvel em qualquer intervalo [z,z + T) da reta. Entdo para todo z € R

/ o= [ " Jty

Demonstracdo. Pela propriedade aditiva da integral temos que

f,, " f(t)dt = f " f)dt+ / " ()t

sempre que z < ¢ < z. Suponha nT<z<(n+1)T
dainT <z < (n+1)T <z+T < (n+2)T e portanto

/x . f(t)dt = /: e f()dt + /{ i f(t)dt 0)

n+1)T

note que _ N—
]Z f(t)dt = [ OUS [ Fwy (id)

substituindo (i¢) em (¢) obtemos

f,_ ™ f(t)dt = [ /,, :H)T F(t)dt — l ; f(t)dt} + /(:;f(t)dt (i)

mas [ é periédica, entdo f(z+ T) = f(z) fazendo z =1 — T para reescrever a lultima

integral em (iii), temos

/(H:r P /; f(z+ T)dz = /,, : f(2)dz = /; ;f(f.)dt (iv)

n+1)T

| <
|2
=23

l
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substituindo (iv) em (iii) obtemos

[ roa= [ " wae= [ s [ " fyae

onde a tltima igualdade se justifica porque estamos integrando a funcao no perfodo
y i ]

2.3.2 Relacoes de Ortogonalidade

Mostraremos agora as relagoes de ortogonalidade que nos serd de bastante utili-

dade. Consideremos m,n € N. Entao:

(1) /oos( )sm(——)da: 0, se m,n>1;

k nam mzw L, se n=m2>1
[ cos(®F) eos(" o = ;
-L 0, se n#Fmnm=>1

(3) -/LSIH(—-—)BI (m+_m)dx {‘z: se n=m2>1

~L , se n#m,n,mzl'
Para verificar as relacdes de ortogonalidade recordemos as identidades trigo-

nométricas:

I)sin(p) + sin(q) = 2sin(

1) sin(p) — sin(g) = 2sin(27) cos(*5; %
I1T) cos(p) + cos(q) = 2cos(® )cos(" =),
IV) cos(p) — cos(q) = ——2sm( )cos(p 5 q).

Vamos provar a relagio (2).Temos dois casos a analisar:

1° caso: Se m = n, entdo

]_Lcos( ™) cos( ")z = /cosz( i T /LE%M—MI-

L
bt L cos(22%) 1
—— — --———d = — —
/:LQdI+./_L 3 T 2(L+L) L
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2° caso: Se m # n, entdo devemos transformar o produto em uma soma e para isso

vamos utilizar (I17), com

s ks 5 p+a = 2% ()
B = O p—q = 27 (4).
Fazendo (i) + (7i) obtemos
nrm  mam Tm
2p—2(T+ I )=>p-—(n+m)~r

e substituindo p em (i) obtemos

Irm nrmw Im
(n +m)— +q—2—i—=>q~(n—m)-f|
dai
nrmw mIm £ T 1 m
cos(“T0) cos(" )—§cos[(n+m)—Lﬂ—]+-2-cos[(n—m)*L-— . (21)
Assim (2) fica.

o (25 on (2 = [ cn e m [ on -] o

- g o ()| s [ ()

[sin((m+n)7r)—sin(—(m+n)1r)]+——£m[sin((n—m)1r) —sin(—(n—m))],

2(m +n)w 2(n —

mas seno é fmpar, entao

L nrm mx si m satlon  nYar
[ " cos (%) co (g (gn[ﬁ -;)Tr)ar] B Ls(n[(_ m):) A

Observemos que se m + n for par, isto é, m +n = 2k entao

é par
m—-n=m-n+n—-n=m+n— 2n
=7 - ~ g3
¢é par .

s T . - ?

dai m — n = 2p o que implica que 'S

LLj

) -

sin[(n + m)n] = sin(2kx) = sin[(m — n)7] = sin(2p7) = 0 o
j |
=]

e

0
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e portanto (2.2) é identicamente nula.

Por outro lado se m + n é impar, entao

#

é impar
m—-n=m-n+n—n=m+n — 2n
- = ;
é par
daf m — n é impar, logo

Lsin[(n +m)7] _ Lsin[(m — n)n]

(m+n)yr ~ (n—m)rm
donde
B nrmw mIm
f_Lcos( T cos (" )z = 0.
Portanto
L nar mxm L se n=m>1
/ cos( ) cos( )=
=L L L 0, se n#Fmnm2=>1

As outras relacdes de ortogonalidade sao verificadas de modo anélogo.

2.4 Sequéncias e Séries de Niimeros Reais

Definicdo 2.8. Uma sequéncia de nimeros reais € uma fungéo z : N — R, que
associa a cada nimero natural n um nimero real T,, chamado o n-ésimo termo da

sequéncia. Denotamos uma sequéncia de nimeros reais por (an)neN-

Definigao 2.9. Dizemos que (an)nen converge para um nimero real L, se para todo
nimero real € > 0 existe ng € N tal que |a, — L| < € para todo n > ny. Quando este

fato ocorre denotaremos por lim a, = L.
T—00

Definicao 2.10. Dizemos que uma sequéncia (an)nen € monétona se para todon € N:
1) ap < Gn41 (monétona ndo-decrescente)
II) a, > @,y (mondtona ndo-crescente)

III) a, < @ny1 (mondtona crescente)

1V) @y > any1 (mondtona decrescente)

Definicdao 2.11. Dizemos que uma sequéncia (an)nen € limitada se eziste uma cons-

tante M tal que |a,| < M, para todo n € N.

|
|

“LIOTECA
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Teorema 2.4. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.
Demonstragio. Ver Referéncia [6].

Consideremos uma sequéncia (a,).en, a partir desta sequéncia podemos construir

uma nova sequéncia (s,), onde

51 = @,
s = @+ ay,
%
Sp = a; + as + - - -+ ay,

Se a sequéncia (s,)nen converge ao nimero S, escrevemos:

S i b e (23)

n=1

A expressao (2.3) ¢ dita série infinila com termo geral a,.

o0
Definicao 2.12. Uma série numérica Za,, ¢ dita convergente se ezistir o limite

n=1
o0
s = lim s, e neste caso s = E a,. Caso nao exista o limite diremos que a série é
n—ro0
. n=1
divergente.

Teorema 2.5. (Critério de Comparagdo) Sejam Zan . Z b, séries de termos ndo-
negativos. Suponha que existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < cb, para todo n > ny,
00 o0

i) Se Z b, converge entao Z a, converge.

n=1 n=1
it) Se Za,. diverge entao an diverge.
n=1 n=1

Demonstragdo. Ver Referéncia [6].

o0

Teorema 2.6. Se Za,. é uma série convergente entao

n=1

im a,=0.
+

n——+00

Demonstragdo. Ver Referéncia [6].

OTECA|
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o0
Teorema 2.7. (Te‘Ste da RGZ&O) Seja Z Qn € Qp > 0 para todon e N e hIP IT;:;'I —

=1

L.

I) Se L < 1, entao a série converge.

II) Se L > 1, entdo a série diverge.

III) Se L = 1, entdo temos nada a concluir.

Demonstragdo. Ver Referéncia [3].

2.5 Sequéncia e Séries de Fungoes

Consideremos F o conjunto das funcbes reais definidas em I C R, isto ¢, F(I,R) =
{f/f:1—=R}.

Definicao 2.13. Uma sequéncia de fungoes € uma correspondéncia que associa a cada

niimero natural uma inica fungao:
f: N F,
Denotaremos a sequéncia de fungdes por (fn)nen-

Defini¢ao 2.14. Consideremos uma sequéncia de fungoes (fn)nen que converge pon-
tualmente ou simplesmente para a fungdo f : I — R, se para todo z e todo € > (0 existe

no = n(e, o) € N tal que n > no = |fa(z) — f(z)] < €.

Geometricamente, isso quer dizer que se tragarmos uma reta vertical passando por

um ponto z € I e observarmos a intersecgao dessa reta com os graficos de fi, f2, -+, fa, -

obteremos uma sequéncia de pontos que converge para o ponto (z, f (z)) que é a inter-
secgio da reta vertical com o grafico de f.

Exemplo 2.4. Consideremos I = [0,1], a sequéncia (£")nen = (1,2%,23,---) converge
pontualmente para a fungdo f : [0,1] = R definida por:

{ 0 se z€[0,1),

1 se z=1.

f(z) = m z" =

n—-+o00

Definigao 2.15. Uma sequéncia de fungoes (fa)nen converge uniformemente para a
funcao f : I — R quando dado € > 0, existe ny € N, (dependente apenas de €), tal que
n>ng = |fu(z) — f(z)| < € seja qual for z € 1.
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No plano R2, dado & > 0, a faixa de raio € em torno do grafico de f é o conjunto
F(f;e) ={(z,y) e R}z € X, f(z) —e <y < f(z) + ¢},

onde X é um conjunto compacto, isto é, X é um conjunto fechado e limitado.
Dizer que f, converge para f uniformemente em I quer dizer que a partir de um
certo indice ng, os graficos das f, encontram-se todos comportados dentro da faixa de

raio € > 0.

Teorema 2.8. Suponha que f, : I = R converge uniformemente para f:I—=Reque

cada [, ¢é continua no ponto a € I entao f € continua no ponto a.

Demonstragdo. Como f, converge uniformemente para f, segue que dado £ > 0, existe
um ng € N tal que n > ng = |fu(z) — f(z)| < %paratodoa:ef. Fixado n > ng a
continuidade de f, no ponto a € I implica na existéncia de um d > 0 tal que z € I,
|z — a| < 6 = |fu(z) — f(a)| < 5, donde

If(@) = f@)] < |f(z) = fal@) + falz) = f@)|+ < |f(2) — fal@)] + |falz) = fla)] =
|fa(@) = f(2)| + | falx) — f(a)| < § + § e isto implica na continuidade de f no ponto
a. £

Teorema 2.9. Se a sequéncia de fungées integrdveis fy : [a,b] — R converge unifor-

memente para [ : [a,b] — R, entdo [ é integrdvel e

b
/ ' f)dz = lim_ [ @i

Demonstracdo. Pela convergéncia uniforme, temos que dado € > 0, existe ng € N tal
que n > ng = |f(z) — fulz)] < E’J—E—T) para todo = € [a,b]. Por outro lado, fixado
m > ng, a integrabilidade de f indica a existéncia de uma particao P de [a,b] tal
que, Sejam w; e w respectivamente as oscilagoes de f e f no intervalo [t;_1,t] de P,

tem-se > wi(t; — ti-1) < % Mas, para z,y € [ti—1,t:] quaisquer, vale:
If () = F(@)| < |f (@) = fm@)] + | [ (y) = fm(2) |+
Hfm(®) = F@] < W+ 55—

Portanto w;+ 2(6—6_00-. Segue-se que

Zwi(ti;ti—l) < Zw;(ti; ti—1) + [E(-gi—a)] Z(ti,ti—l) =A

......
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E £
A<-+z-=¢
A

O que mostra que f é integravel. Além disso,
b b b
| [ 1@z~ [ fuyis| =] [ @) - utalie| <

" —a
< [(11) - lallda < G5 <

Teorema 2.10. (Derivagao Termo a Termo para Sequéncia de Funcoes) Seja ( In)
uma sequéncia de funcdes de classe C! no intervalo [a,b]. Se para um certo c € [a, b],
a sequéncia numérica (fa(c)) converge e se as derwadas f! convergem uniformemente
em [a,b] para uma funcdo g, entao (fn) converge em [a,b] uniformemente para uma

funcdo f, de classe C', tal que ' = g.

Demonstracio. Temos que para cada n € N e todo z € [a,b], pelo Teorema Funda-
mental do Céleulo, fa.(z) = falc) + [ f(t)dt. Fazendo n — oo pela Definigao 2.9

&)= hm fa(z) e vale f(z) = f(c)+ / ’ g(t)dt além disso g é continua pelo Teorema
2.8. Logo pelo Teorema Fundamental do Célculo f é derivavel e f'(z) = g(z) para
todo z € [a,b]. Em particular f’ é continua, isto é, [ é de classe C'. Resta mostrar
que a convergéncia ¢ uniforme.

Note que

|fu(z) = f(2)| =
fule) + f fa(tydt — f(c) - f g(t)dtl:

i -0+ [0 ~o0ld| < I -1@1+ [ 10-glat D

Como f], converge uniformemente para g, seque que integral em (I) é zero e devido a
convergéncia de f,(c), temos |fu(c) — f(c)| < e. Portanto fn converge uniformemente

para f. &%

Seja a sequéncia de fungoes ( fa)nen, T € I e construamos a sequéncia de fungoes
(Sﬂ)ﬂEN tal q‘lle:
Sn(z) = fi(z) + fo(z) + fa(@) + - + Jal2)-
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Se a sequéncia (S,())nen converge pontualmente para S(z), dizemos que a série de

fll]'l(}aes converge pontua,lmente e escrevemgs:
00
Y falz) = S(2).
n=1

Se a sequéncia (S,(z))nen converge uniformemente para S(z), dizemos que a série de

funcdes converge uniformemente e escrevemos:

anzs-

n=1
Teorema 2.11. (Teste M de Weierstrass) Consideremos fn : I = R uma sequéncia

de fungoes e E a, uma série de mimeros reais convergente com an > 0, tais que

n=1

o0 oo
|fa(z)| < @n, para todo n € N e todo z € I, entao as séries Z|fn| e Zf,. sG0
n=1 n=1

uniformemente convergentes.

oo oc
Demonstragdo. Temos que E | fa(z)| € Z fa sd0 convergente para todo z € I pelo
n=1 n=1
Critério da Comparagao.

Por outro lado, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que ) _ a, < €. Defina,

n>no
Ra(z) = Y_ |fi(@)| € ra(2) =) ful2)
k>n k>n
e temos "
ITn(z)] < Ra(z) < Zak < ¢ para todo n > ng. E isto implica que Z |falz)| € Zfﬂ
k>n n=1 n=1
sao uniformemente convergentes. B

o

Teorema 2.12. Consideremos Z f. uma série de fungbes que converge uniforme-

n=>0
mente para s : I — R em I, se cada f, for continua em o € I entdo s também serd

continua em Ty.

Demonstra¢ao. Temos que

() = Jim s

onde s,(z) sio as reduzidas da sequéncia f,, como a convergéncia é uniforme em I e

cada s, é continua pelo Teorema 2.8 s(z) é continua. &

LY § g

¥ =
G
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Teorema 2.13 (Integragio Termo a Termo). Consideremos o intervalo I = [a,b] e

seja E f.. uma série de funcées integrdveis. Se a série convergir uniformemente @ S

n=0 -
em I entdo

[ st@z=3 [ i@

k=0"%
Demonstragao. Temos que s(z) = lim sn(z) onde s, sdo as reduzidas de f,, € como
n—r+oco
a convergéncia é uniforme em I, pelo Teorema 2.9 temos que

[[s@=m_ [ = i [ Lg fk(m)} - > [ 4,

a

o que mostra o Teorema. =

Teorema 2.14 (Derivacio Termo a Termo). Consideremos o intervalo I = [a,b] e seja

o0
Z fn uma série de funcoes que converge para S : I — R, se cada fi for de classe (g

n=0
oo

em I e se a série E [ convergir uniformemente em I, entdo para todo x € I,

n=0

@) =) R
n=>0

Demonstracio. Temos que s(z) = liI_P sn(z) onde s, sdo as reduzidas de fn. Como
n—1+00
cada f, é de classe C' e Z f. converge uniformemente para uma fungao g em I entao

n=1
pelo Teorema 2.10 s(z) converge uniformemente para uma funcdo h de classe C' em

tal que h' = g, isto é
d@)y=h=g=) f
n=0

2.6 Equacoes Diferenciais

Uma equacao algébrica ¢ uma equagao que envolve apenas nimeros, enquanto
uma equacio diferencial é uma equacao em que as incégnitas sao fungdes e envolve

ainda derivadas destas funcoes.
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Exemplo 2.3. As fungdes sin(z) e cos(z) so periddicas de periodo 2.
De fato: Temos que

sin(z + 27) = sin(z) cos(2m) + cos() sin(27) = sin(z)

cos(z + 27) = cos(z) cos(2r) — sin(z) sin(27) = cos(z)
Proposicio 2.3. Sejam [ e g fungoes periddicas de periodo T, entao:

(a) af +bg, com a e b constantes, é periddica de periodo T,
(b) fg é periédica de periodo T.

Demonstragdo. Ver Referéncia [8].

Teorema 2.3. Consideremos f : R — R uma funcdo periddica de periodo T e in-
tegrdvel em qualquer intervalo [x,z + T| da reta. Entao para todo x € R

[ soa= [ "

Demonstragdo. Pela propriedade aditiva da integral temos que

[’ f(t)dt = /: f(t)dt + [ f(t)dt

sempre que T < ¢ < z. Suponha nT <z < (n+1)T
dainT <z < (n+1)T <z + T < (n+2)T e portanto
z+T (n+1)T z+T
f f(t)ydt = f f(t)dt + / f(t)dt (2)

(n4+1)T

]ztnu)fr Fifi [n(r&l)T — /“: o .

£

note que

substituindo (i¢) em (i) obtemos

/:+T f(t)dt = [/:H)T f(t)dt — /,; f(t)dt] 4 /{::T fode (i)

mas f é periédica, entdo f(z + T) = f(z) fazendo z =t — T para reescrever a ultima
integral em (iii), temos

](Hr f(t)dt = f ;f(z+T)dz= j :f(z)dz= fT s B9

n+1)T
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Suponhamos inicialmente que p(t) = 0, assim (2.4) fica
dy
i q(t).

Integrando ambos os lados obtemos

/ %gdt= f Abylt = 410 = [ o(t)dt.

t

Entdo se p(t) = 0 a solugao geral é dada por
(o) = [ atoy
Suponhamos agora g(t) = 0 assim (2.4) fica
dy
Y1) = —p(Ou(0).
Para trabalharmos mais a vontade vamos esquecer do sinal de menos, isto é,
dy
—2(t) = t

consideremos que y(t) # 0 pois nao estamos com interesse em solugoes identicamente

nulas. Multiplicando a equacao anterior por y—(lﬁ, temos

1 dy
a0 =)

Como & (In[y(t)]) = 575> seque que
d dy
—(In —(t) = .
@(IMQD&() p(t)
Pela regra da cadeia, podemos reescrever na forma

2 (ny(®)) = p(0),

integrando ambos os membros, conseguimos que
infy(0)] = [ )t = (O] = /%% = y(6) = kel %

No caso mais geral, ver referéncia [7].
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Equagoes Diferenciais Ordindrias de Segunda Ordem

Uma EDO de segunda ordem é uma equagao que pode ser escrita na forma

h(2)y"(t) + p(t)y (1) + a(t)y(t) = 9(t)- (2.5)
Definicéao 2.21. Dizemos que uma EDO de sequnda ordem é homogénea se na equagao
(2.5) g(t) =0, isto é,

y'(t) + p()y (t) + q()y(t) = 0. (2.6)
Caso contrdrio dizemos que ela é ndo homogénea.
Teorema 2.15 (Principio da Superposi¢ao). Se 11 (t) e ya(t) sao solucoes da equagao
homogénea (2.6), entao
y(t) = cm(t) + eawa(t)
para ¢; e c; constantes, também o é.
Demonstragdo. Suponhamos que y(t) = ciyi(t) + cayz(t) é solugao da equagao (2.6)
entao
y'(t) + p()y' (1) + a(t)y(t) =
= [ (t) + cagp(®)]” + p(B)[ertn () + c21(®)) + a(B)lernn (8) + eapa(t)] =
= cly/(t) + e (1) + crp(O)Yi (t) + cap(t)va(t) + e1g(t)ya(t) + c2q()p(t) =

= a(@®) +pOn®) +abnl) + ea(g(t) + p(t)ya(t) + a(t)ya(t) = 0.

—

Teorema 2.16. Sejam y;(t) e y2(t) duas solucoes da equagao

Y +p(t)y +q(t)y =0,
y(to) = 0,9 (to) = %o

em um intervalo aberto I, onde p(t) e g(t) sao continuas, tais que, em um ponto by € I,

e yi(to) wa(to) £0.
Y1 (to) ¥a(to)

Entdo para todo par de condigoes iniciais (yo,Yp), existem constantes ¢, € €2 tais que

tem-se

o problema de valor inicial (i), tem como tinica solugao no intervalo I,

y(t) = crn(t) + cana(t).

_LIOTECA
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Demonstragio. Suponha que y(t) = c1y1(t)+cay2(t) seja solugio de (i) em um intervalo

I qualquer, entao para to € I temos

1

y(to) = %o = a1y (to) + c2t2(to) = Yo (i)
¥ (to) = %o ey (to) + catp(to) = Yo

que podemos reescrever na forma de matriz

AX = B,

P yi(to) e(to) R al g_|®w]|
Yi(to) a(to) C2 Yo

Assim o sistema (ii) tem uma tinica solugdo (¢, ¢2) se a Matriz A for invertivel. Mais

onde

A é invertivel, pois seu determinante, por hipétese, é diferente de zero. Assim para
todo par de condigdes iniciais (yo, %), existe um 1inico par de constantes (€1, ¢2) tal que

y(t) = ey (t) + caya(t) é solugdo tinica de (3). =
Definicao 2.22. (a) O determinante

wlte) walto) ]

Wiy, (tﬂ = det
Ll [y;(zo) it

¢ chamado de wronskiano das fungdes y,(t) e ya(t) em to.
(b) Dizemos que duas fungées yi(t) e ya(t) sao solugoes fundamentais se o seu wrons-

kiano em um ponto ty é diferente de zero.

Corolério 2.1. Sejam y;(t) e ya(t) duas solugdes fundamentais de y'(t) + p(t)y'(t) +
q(t)y(t) = 0 em um intervalo aberto I, entao a solucdo geral é da forma

y(t) = e (t) + c2y2(t)-
Demonstracdo. Ver referéncia [7].

Vamos analisar agora as equacoes da forma

ay"(t) + b/ (t) + cy(t) =0 onde a, b e cER, a#0.
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Uma das solugoes desta EDO ¢é y(t) = €™ onde r ¢ uma constante.
De fato: Observemos que y(t) = €™, ¥/(t) = re™ e y'(t) = r’¢™, substituindo na
equagao (2.7), obtemos

ar’e™ 4+ bre™t +ce™ = 0= (ar’ + br+c)e” = 0.
Assim y(t) = " é solugio se, e somente se, 7 ¢ solugao de
ar’ +br+c=0. (2.8)

Essa equacio algébrica é conhecida como equagao caracteristica.

A equagio caracteristica é uma equagao de segundo grau, entao podemos ter
duas rafzes reais, somente uma raiz real ou duas raizes complexas. Assim temos trés
situacoes distintas para analisar.

(I) Se o discriminante A = b* — 4ac > 0, entdo a equagao (2.8) tem duas raizes reais

distintas e as funcoes
yi(t) = et e yo(t) = ™

siio as solugoes fundamentais de (2.7).
De fato: O wronskiano de y; e y; é

Wiy, 1] (t) = det n® »® | _ ., ge g 1
Hh(t) v(t) reft raett

1 1
= e"temdet [ = (r2— T1)€(”+ﬁ)t #0 para todo t€R.
Ty T2

Portanto, se A > 0 a solugao ¢é da forma
y(t) = cre™ + cpe™

(II) Se A = 0, entdo a equagao caracteristica tem duas raizes reais iguais e uma das
solucoes de (2.7) é 4 (t) = €™, mas podemos obter uma outra solugao fundamental ¥

dada por ¥, = te* conforme referéncia [7]. Assim a solucao geral é da forma

y(t) = cre™ + cpte™. (2.9)
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(ITT) Se A = b* — 4ac < 0, entéo a equagao caracteristica tem duas raizes complexas
complexas, que sao conjugadas, ou seja, ry = a + ib é uma raiz e a outra é ro = a — ib.

Por (I)
n(t) = et e y(t) = €™
sao solucoes fundamentais de (2.9). Portanto a solugao geral é
y(t) = 1@ + cpel ", (2.10)
onde ¢;,¢; € C. Usando a férmula de Euler, temos que
y(t) = cre™[cos(bt) + isin(bt)] + cze™[cos(bt) — isin(bt)] =

= (c1 + ¢2)e® cos(bt) + i(cy — c2)e™ sin(bt).

Em particular, se tomarmos ¢; = ¢ = % obtemos a solugao real u(t) = e* cos(bt). E
se tomarmos ¢; = ¢ = % obtemos a solugio real v(t) = ¢* sin(bt). Mostremos agora
que u(t) e v(t) sdo solugdes fundamentais de (2.9).

Temos que

S—— [ u(t) o(t) ] B l 2t cos(bt) %t sin(bt)
w'(t) (1)
= e™{cos(bt)[asin(bt) + bcos(bt)] — sin(bt)[a cos(bt) — bsin(bt)]} =
— ¢*[a cos(bt) sin(bt) + bcos?(bt) — a cos(bt) sin(bt) + bsin®(bt)] = be™,
assim
W u, v)(t) # 0.
Portanto se A < 0 a solugao geral serd

y(t) = cre™ cos(bt) + cpe™ sin(bt).

Em particular se a raiz complexa for um nimero imagindrio puro, entao a solugao

geral de (2.7) é da forma

y(t) = c; cos(bt) + ¢y sin(bt).

e (a cos(bt) — bsin(bt)) e*(asin(bt) + bcos(bt)) -
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2.6.2 Equacgoes Diferenciais Parciais

Definicao 2.23. Uma Equagio Diferencial Parcial (EDP) é uma equagdo envolvendo

duas ou mais varidveis independentes Ty, -, Tn € derivadas parciais de uma fungao
w(zy,---,Tn). Mais precisamente,uma EDP ¢ uma equagao da forma
Ou u Pu u *u
F($1!$27"'1xn1u )‘—"0,

’B‘Z’”.’Bzzﬂ’iPIl’azlaxg'“-'ﬁ
onde t = (z1,%2,",Tn) € W, w um subconjunto de R", F é uma fungao dada e

u = u(z) a fun¢do a ser determinada.

A ordem de uma EDP é dada pela derivada de maior ordem que ocorre na

equagao.

Definigdo 2.24. Dizemos que uma EDP ¢ linear se é de primeiro grau em u e em
todas as suas derivadas parciais que ocoTTem Na €qUACGO; CASO contrdrio dizemos que

a EDP é dita nao-linear.

Exemplo 2.6. A forma mais geral de uma EDP linear de sequnda ordem é

n

Pu - du
R () =0, 11
PRL i gb (2)g,; +cla)ulz) +d(z) =0 (211)
onde algum dos a;; ndo € identicamente nulo.
Definicao 2.25. Dizemos que uma EDP linear é homogénea se o termo independente

de u é identicamente nulo; caso contrdrio, é nao homogénea.
Exemplo 2.7. A equacao (2.11) ¢ homogénea, se d(z) for identicamente nula.

Definicao 2.26. Solugio cldssica de uma EDP de ordem k em um dominio aberto
Q C R" é uma funcio u € C*(Q) que satisfaz a equagao em todos os pontos de (0.
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Capitulo 3

Série de Fourier

Neste capftulo tentaremos responder aos questionamentos levantados no capitulo

1. Vimos a necessidade de saber se (ou quando) uma funcao real f (z), definida em
0 < z < L, pode ser expressa como

f(z) = chsm( =),

com ¢, escolhido adequadamente. Veremos na secgao 4.4.1 que com condigoes laterais

isoladas termicamente, o método de Fourier indicard uma fungao f que deverd ser

escrita como

f(z) = chcos("”

n=1
Desta forma, devemos estudar sob quais condigbes podemos escrever

fla) = —+Z[ancos( P72) + busin("T0)] -

Nesse caso. 0s nimeros a, € b, sao definidos como os coeficientes de Fourier da fungao

f e a expressio do lado direito é chamada a série de Fourier de f.

3.1 Coeficientes de Fourier

Suponhamos que podemos expressar [ como

1(@) = % + 3 [ancos("TD) + basin("T0)] (3.1)

e que a série em (3.1) convirja uniformemente, vamos descobrir a relagao existente

entre os a,, b, e a funcdo f. Note que f é periédica de periodo 2L, isso decorre da

45
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periodicidade do seno e do cosseno.

O Teorema 2.12 implica que f é continua e portanto a expressao (3.1) é integravel, daf

/_l; f(z)dz = f: %dﬁt + /_1;2.:; [a,. cos(n—zf) + b, sin(ilg)] dz,

pelo Teorema 2.13, temos
L L 00 L L
ag nmT . /NTT
:l:d:r=—-f dz + [an/ cos—-—d:::+b,,] sm——)da:].
[ t@ras= [ w3 fon [ cosGR b [ snCT

L L
Mas, f cos(ﬂic—)dx = f sin(m)d:r: = (). Entao
_Z L L L

L
a=1 [ (@) (3.2)

Para encontrarmos a relacdo do nimero a,, com a f, basta multiplicarmos (3.1)

por cos(mgw), com m > 1 fixado, em seguida integrarmos, isto é,

L o L
/_Lf(:r)cos( E )dx=f_L%cos(E§£)dz+

00 I L
N mxm nnT mxm
— ——)dx + b, i dr| .
+E,, [a,,-/_Lcos( T ) cos( 7 )dz + _[_Lsm( T ) cos( T ) ]
Pelas relagdes de ortogonalidade vistas na secgao 2.3.2, obtemos

m

/_;. f(x) cos(")dr =0+ \;(r,a,,, +0),

logo .
1 mem
am=1 / () cos(" ). (3.3)
L __L
De maneira andloga, se multiplicarmos a equagéo (3.1) por Sin(mT“) e integrarmos
obtemos .
1 . ,MIT
bm=1 [ f(a)sin("T ). (3.4)
=1

De posse desses fatos podemos dar uma boa definicao. Seja f : R — R uma
funcao periédica de perfodo 2L, integravel absolutamente integravel em cada intervalo
limitado. Os ntimeros a, para n > 0 e b, para n > 1 dados em (3.3) e (3.4) sao os
coeficientes de Fourier da funcéao f.

=
[
v |
—.
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3.2 Série de Fourier

Definic¢do 3.1. Dada uma funcdo f : R - R periddica de periodo 2L, integrdvel e ab-
solutamente integrdvel, podemos calcular seus coeficientes de Fourier, pelas expressoes

(3.2), (3.3) e (3.4) e escrevemos
flz) = % + ; [a“ cos(%g) + by, sin(fj—x)] ; (3.5)

Onde o sinal ~ foi usado porque ndo estamos pedindo a convergéncia uniforme,
dai a proposta de estudar condigoes suficientes para que a funcao f seja igual a sua

série de Fourier.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que uma fungdo f € seccionalmente continua, se dados a < b
evistem a < a; < @y < --- < ap < b, tais que f € continua em cada intervalo aberto

(aj,a;41), j=1,2,-+-,n—1, e ezistem os limites

f(a; +0) = lim f(z) e f(a;j—0)= lim f(z).

Em outras palavras, uma funcgdo é seccionalmente continua se ela possuir um nimero

finito de descontinuidade (todas de primeira espécie ) em qualquer intervalo limitado.

Definicao 3.3. Dizemos que uma fungao [ € seccionalmente diferencidvel, se ela é

seccionalmente continua e sua derivada f' também o for.
Exemplo 3.1. A funcdo sinal de z, definida por

+1, se z>0;
signx = 0. se z=U0;

-1, se z<0.

é seccionalmente diferencidvel.
Exemplo 3.2. A funcao

VA o se lz] <1,
e periédica de periodo 2.

f(z) =

é continua, mas nao é seccionalmente diferencidvel.
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O resultado a seguir é um dos mais importantes resultados deste capitulo, pois

fornece condicdes suficientes para a convergéncia da série de Fourier de uma funcéao f.

Teorema 3.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R wma fungdo seccionalmente
diferencidvel e periédica de periodo 2L. Entido a série de Fourier da funcdo f, dada
pela expressio da direita em (3.5), converge, em cada ponto x, para —;—[ f(z+0)+f(z—0)],

isto €,
S@+0)+/@=0]=F +i [ cos () + busin () -

A demonstragao desse resultado sera feita um pouco mais adiante. No momento,

vamos apenas aplicé-lo para obtencao de alguns resultados.

Exemplo 3.3. Vamos calcular a série de Fourier da fungdo dada por;

1, se 0Lz<m,
f(z) = 0, se —a<z<0,
e periédica de periodo 27.

Solugdo: Calculemos os coeficientes

a[;:%-/-if(x)dm:% [/_i[ld:t:+/c;«d:r] =%[O+1r]=1,

paran > 1

o, = %/—: f(z) cos(nz)dxr = L [ _i f(x) cos(nx)dz + ]: f(z) cos(n:z)d:r:]

™

= % [/:Ucos(nm)d:r + ./: 1005(nx)d3:] _ %Sinf:z)

= 1—cos(nm)
o nmw

1r=0
0

hos B f T ...
™ Jo m

n
observe que se n for par, entao by =0 esen for impar teremos bap—1 = m—flﬁ, com
k= 1,200,

Assim a série de Fourier é
f(x) = E - Em ————2 sin[(2k — 1)z]
T2 (2k — V)7 "
=t

Note que a série de Fourier ndo é convergente, pois nos pontos de descontinuidade a

5 3 X .
série converge para X pelo Teorema de Fourier.
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3.2.1 Coeficientes de Fourier de Fungoes Pares e Impares

Aplicamos as proposicoes (2.1) e (2.2) a0 céaleulo da série de Fourier de fungoes
pares e fmpares.
a) Se f : R — R for uma funcao par, periédica de periodo 2L, integrdvel e absoluta-

mente integrdvel, entdo os coeficientes de Fourier ficam

L L
=1 [ 1@ es("Tyiz=7 2 [ 1@ cos(" i

_ % /_1 f(@) sin(“T)dz = 0

e nesse caso terfamos uma série de Fourier na forma
mr:r
f(z)=— + Z an cos(

b) Se f : R — R for uma fungéo impar, periédica de periodo 2L, integravel e absolu-

tamente integravel, terfamos que os coeficientes de Fourier seriam

% nrm
=1 [ s@es("yaz =0

.. f flz)sin(S)ar = < ] f(z)sin("")dz

e para f fmpar terfamos uma série de Fourier na forma

f@) = 3 basin(E5)

n=1
Exemplo 3.4. Consideremos f : R — R periddica de periodo 2L definida por f(z) ==z,

para —L < z < L. Calculemos a sua série de Fourier.

Solugao: Por f ser fmpar, temos uma série de senos cujos coeficientes sao
2 5 nrm
by, = = / rsin(——)dz
n L b ( L )

Fazendo y = L , obtemos

2L nmw )
b, = W./o y sin ydy,
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integrando por partes obtemos

nmw nmw nw
/ ysinydy = —ycosy ! + / cos ydy = —nmw cos(nm).
0 0

Logo

L
by = .. cos(n).

nm
Mas observe que cos(nw) = cos() +cos(27) + - - - +cos(nm) = (—1)", dai reescrevemos
b,, como

2L

e s [ ] rl-!-l_
b nfr( )

Portanto, a série de Fourier de f é

o 3 2E 1y (S
f~§m( 1)+ sin(—-)-

Note que nio podemos usar o sinal de igualdade, pois nos pontos de descontinui-

dade a série converge para zero, pelo Teorema de Fourier.

3.3 Integral de Séries de Fourier

Dada uma funcéo f : R — R tal que sua série de Fourier converge uniformemente

o0
ao m’r.r) ) (mra:)]
= — R nl|——
f(x) 5 +§[a“cos( T b, si I
entdo podemos aplicar o Teorema 2.12, para garantir a continuidade e, portanto, a

integrabilidade de f. Depois, a partir do Teorema 2.13 pode-se obter que a integral de

fé
/:f(x)dxz-/:a_;dx+g[/;ba“cos($)dx+/:[,“sin($)d£]' (3.6)

Pode-se mostrar que (3.6) é vilida mesmo se a série de Fourier nao convirja para f.

Comecemos com uma funcio f : R — R periédica de periodo 2L e seccionalmente

continua. Definindo F : R — R por

_[ _ %
Fa = [ [ro-F]a (37)
a qual é contfnua. Como consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo, vemos que

F' existe em todos os pontos onde f é continua e ainda F'(z) = f(z), nesses pontos.

Conclufmos, desta forma, que F’ é seccionalmente continua.

3LIOTECA
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Observacéo 3.1. F ¢ periddica de periodo 2L, pois

F(z+2L) — F(z) = /:m [f(t) - %] dt—f; (1 —%] dt

Ry Sy
- [ swa- [

] FO)dt = aoL = f 20 4t

F(z+2L) — F(z) = / B f: %Ed.t:()

por outro lado,

e assim obtemos

donde F(zx +2L) = F(x).

Concluimos com essas observacoes que dada uma funcéo f seccionalmente continua,
podemos construir uma fun¢do F' que satisfaz as hipéteses do teorema de Fourier e te-

remos

F(z) = 5‘23 % i [An cos (%—"‘"ﬁ) + B,sin (3‘%)] (3.8)

onde, )
f f(m)cos )d:r: com n >0, (3.9
=7 f_Lf(:n)sin (%’3) com n> 1. (3.10)

Agora verifiquemos se os coeficiente de Fourier da F, A, e B, tem alguma relagao

com os coeficientes de Fourier da f. Integrando (3.9) por partes obtemos

/ f(z) cos (n;mr) b= [F(a:)— sin / F’(z)— sin ( ) d:r]

= % [F(L)Tf—;rsin (n7) — F(—L);f;—rsin(—nﬂ) - f F'(a:)—sm (“fr) d:n]

1 H . (NTT
A, = g /:L F'(z)sin (T) dz,

mas F'(z) = f(z) donde

A== _n%r /: f(x)sin (%ﬁ) dzx.
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Por outro lado,
[ f(z) Sm ) dz = Lb,.

Logo, concluimos que

A= —*-L—bn, n>1 (3.11)
nw

Seguindo a mesma linha de raciocinio com B,, obtemos
1 nzm\ |F = nrm
By,=— 7 [ F(.’L‘)—-COS( 7 )I—L+_/_, F(m)-—-cos( 7 )d:c]
1
— LiF) + () + La)
notemos que F(—L) = F(L), isso ocorre porque F' é periédica de periodo 2L, assim
B o, m 1 (3.12)
nw

Quanto ao Ay basta fazer z =0 em (3.8) e obtemos

F(0) =2 i [A cos (”’”0) + B, sin (”EO)]

=1

0
e lembrando que F(0) = ] [£(t) — %]dt = 0 tem-se:
0

_% . ¥ oL
0= +§Aﬂ :Ao_zzn:mbn. (3.13)

Agora, substituindo (3.7), (3.11), (3.12), (3.13) em (3.8) obtemos

J [re—3le- g”’ +Z[**b con("7%) + L ansin( 32
f: f(t)dt = /[, x%dt+g[% (1 — cos(ﬂ ] +z_%m(m)

Observemos que ;{}(1 - cos(%)) = / sm(mt)dt & sm("’fx) =/ cos(”-fm)dt,
donde .

j:f(t)dtzfnx %ng(/ﬂx%m(n;t) dt+/:bﬂsin (Eg—t) dt) (3.14)

Fazendo £ — b e = a em (3.14) e subtraindo-se as expressoes obtidas obtemos

exatamente (3.6).
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Em outras palavras o que acabamos de fazer foi: se

o) = 2+ 52 oo () i (22)].

entao
o0

Py = (110~ Bl =3~ L 3= [ Eos () + owsn ()

n=1

Em resumo, acabamos de demostrar o teorema seguinte:

Teorema 3.2 (Integracao de Série de Fourier). Seja f : R — R uma fungdo periédica

de perfodo 2L e seccionalmente continua e seja
- f; [am 008("%) + b sin( 22|
sua série de Fourier. Entao
i) a série pode ser integrada termo a termo € 0 valor da série integrada € a integral de
f, isto é, vale (3.6);
ii) a funcao F(x) = / [f(t)— —]dt ¢ periddica de periodo 2L, continua, tem derivada

F' seccionalmente continua e é anoseﬂtada por sua série de Fourier, isto ¢,

F(z) = /(?‘ [£(t) _%]dt / F(m)d&:+E [——b cos( ) + —ansm(m)]
Exemplo 3.5. Vamos ver a aplicabilidade do Teorema acima. Jd vimos no exemplo
(3.4) que a funcio f : R — R periddica de periodo 2L definida por f(z) = z, para
—L <z < L tem a sua série de Fourier dada por

Vi Z2L( 1)™1 si (‘RI?T)

n=1

F(z)=—

s I 1 L2 I?

e d' —_—— —dI = —

Lf_LF(I)““ oL J .2
como

2L
PO el A | n+1
by = ==(~1)

obtemos entao que

2 [} = 217  cos(TET
2 21|-2(_1) (_"') =bisesl

|

G/ !3LIOTECA
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3.4 Estimativas para os Coeficientes de Fourier

A partir das hipéteses de derivacdo de uma funcao, podemos exibir algumas
estimativas sobre os coeficientes de Fourier, é o que mostraremos nessa Secgao.

Inicialmente suponhamos f periédica de perfodo 2L, integravel e absolutamente

[ rwa| < [,

integravel. Devido a propriedade de integral absoluta

de imediato obtermos as estimativas:

las] = i% ]j; f(z) cos(?%‘{)dxl < %f: \f(w) cos(Ei:—ﬂ)\da: < -E[i]f(x)idw,

= |+ [ s e < [ @ fas < 7 @)z

~L
Logo com as hipdteses de f ser peribdica de periodo 2L, integravel e absolutamente
4

integréavel, concluimos que existe uma constante M :% f | f(z)|dz tal que
=5
la,| < M, |b,| <M para todo n.

Agora suponhamos que f seja periédica de periodo 2L, derivével e que [’ seja
integravel e absolutamente integravel. Entao aplicando a formula de integracao por

partes em a,, para n > 1 obtemos:

nrm

L nT L nrw
Lan = [ f(a)cos(" )i = L t@ysn™)|, - oz [ r@sin(*iz

L
tn= oz [ Pa)sin(* iz, (3.16)
dai .
L
lan| = | — nl? /:L f’(x)sin(%'i)d:ri < ;1;/; |f'(z)|dx
de maneira semelhante
b L L §*
Lb, = —Ef(:c) cos(%ﬂ:)l_L + = _/;L f(z) cos(%)da:
L A
Lby = —— [f(L) cos(nm) — f(~L) cos(—nm)] + = f_ @ cos(g)dx

mas cosseno é par e a periodicidade de f implica que f(L) = f (—L), donde

1 L
b= = [L iiz) cos(%ji)dx, (3.17)
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tomando valores absolutos,
1 o nTm
2 o 1 et ¥
bal = |z [ £@)cos(F )iz
o que implica
L dz
< — :
ul < o= [ 1 @)

Portanto, com as hipéteses feitas sobre f, garantimos a existéncia de uma constante
L

= %/_L|f’(z)|d:c, tal que

|an] §%e|bn|_<_%paran=l,2,---.

Podemos avangar mais no sentido de melhorar as estimativas acima, supondo f
peri6dica de perfodo 2L, com primeira derivadas continua e segunda derivada integrével
e absolutamente integravel. Integrando por partes (3.16) e (3.17) podemos obter,

seguindo o mesmo raciocinio, que

|an| < % e |bn| < Sz paran=1,2-

L
com M ==5 /_ 1"(a)lds.

3.5 Classe das Fungoes Consideradas

Bom, até agora em nosso estudo das séries de Fourier vimos que dada uma funcgao
f : R — R, periédica de perfodo 2L e se, tal funcao, for integrével e absolutamente
integravel em um intervalo de comprimento 2L, poderemos calcular os coeficientes de
Fourier e expressar a sua série de Fourier. Mais precisamente, uma fungao f : R — Rsé
pode ser representada por sua série de Fourier, se as condicoes abaixo forem satisfeitas:
(i) f é periédica de periodo 2L;

(ii) f é integravel, em [0, L};
(iii) |f| é integrével em [—L, L].

Para deixarmos as condigoes (ii) e (iii) em base mais s6lida usaremos a integral de
Riemann a qual j& definimos na seccdo 2.1. Entao quando falarmos em integrabilidade
estaremos falando no sentido das definigoes 2.5 e 2.6.

Notacdo: uma funcéo f : R — R serd uma fungao L' < f e |f| forem integraveis.
Desta forma se [ : [a,b] — R for uma funcao de £', entao os coeficientes de Fourier de

f estarao bem definidos.
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Apresentaremos a seguir um resultado bastante relevante no estudo da con-

vergéncia das séries de Fourier.

Teorema 3.3. Seja [ : [a,b] — R uma fungdo L'. Entdo dado € > 0, eziste uma

fungio continua ¥ : [a,b] = R, tal que

b
f (@) — p(@)lda < e

P(a) = ¥(b) = 0.

Demonstragdo. (i) Suponha que f seja limitada e integravel. Logo, dado € > 0 existe
uma particao

a,=:rg<:!:1<---<:t:;,=b

tal que
b k
f flz)dz — Zm,—(mj —zj1) < -Z—, (I)
a F=t

onde m; = inf{f(z);z;-1 < z < z;}. Defina a fungao g, como g(z) = m;, para
k

b
zj-1 < z < z;. Entdo podemos representar ij(:::j — xj_1) por f g(z)dx e assim
=1 “

(1) fica

b k b b
/ f(z)dz —zmj(:rj —zjq) < ';" = f f(z)dz — / g(z)dz < g-,
donde ;
[U@-gaha<s (D

Vamos entender melhor a fungdao g. Suponha, em particular, que a partigao tenha

quatro pontos e que o gréfico de g seja:

"BLIOTEC

/

hieme

| & 4

ot
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y
iy [oomm———
| |
1 I
I I
1 I
) |
L e —
1 ! |
I | !
I l !
! ! s x3=Db
1 ! Pt -
| |
= Xz L
a = &Iy 1 | ) *
I 1
| 1
| i
myp-——————=======-= [

Observe que g nio é continua e para tornarmos continua substituiremos os “retangulos”
por “trapézios” cujos lados inclinados tem inclinagao n. Assim para cada n considere-

mos a funcao v, assim obtida:

1y

ey

Note que a base maior de cada trapézio é (z; —z;-1) e a base menor ¢ (z; —Tj-1)—

2h, mas das propriedades de triangulo retangulo podemos encontrar que h = £+n e

WFCG / ©'3LIOTECA)
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assim a drea A de cada trapézio é

of s b_‘;_gh _ [(:r.j — zj1) + (T — Tj1) — 2%1 % _ [2(2:3' - xj-titinn - 2mj} %
ou seja, 2
A=(z; - Tj_1)m; — ﬁ,’;
Observe ainda que
X b b k m2
fa ey = g my(z; — 25-1) e [ u(x)dz = Z [(aa- ~ g}y — m’n] '
Agora fazendo
b b b k. m?
[ sz - [ ntaiz = [ lot@) ~ v (@)az = > B

Portanto

b k. m?
TN dr = . )
[ 1o~ wiaa = 3o
como toda funcao continua ¢ limitada, seja M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo

z € [a, b], entdo
kM?
tann’

b
[ gl sl

assim fazendo k = %“{—‘ obtemos que

b
[ 1o = vu(@dz < 5. @
Agora de (I1) e (III) obtemos que dado ¢ > 0, existe uma fungéo contfnua ¢, : [a,b] =
R, com ¥,(a) = ¥,(b) = 0 tal que:

b b b
/ |f(z)—¢m(z)|dz = j |/ (2)—g(z)+9(z)~¢n(z)ldz < / (1S (2)—g(2)|+g(z)—¥n(2) [}z,

o que implica que
€

2=E.

[ 170~ vuiaias < 5 +
(ii) Agora suponhamos que f nao seja limitada, mas seja integravel e absolutamente
integravel no sentido da definicao (2.6). Para facilitar, suponhamos que f se torne
ilimitada apenas nas vizinhancas de a e b. Portanto, dado £ > 0, existe § > 0 tal que

[ 1@z /i _: f@ldz| <5 (@

3LIOTECA
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Como [ ¢ limitada e integrével em [a+d,b— 8], pelo que acabamos de mostrar, existe
uma funcéo continua ¢ : [a + 6,b— 8] — R, com ¥(a + 8) = (b — d) = 0 tal que

b—4a e
[ i@-v@i=<g ©®
a+d

+

Defina a funcdo v; [a, b — R por:

. {1/)(:1:), para a+d<z<b-4;

0, para a<z<a+d e b—d<z<b

Temos

b N atd b4 b

[ 1@ =@z = [ I5() - olde + [ @ - v+ [ 176 - 0lds
a a a+é b6
usando (a) e (b) obtemos ,
[ 1@ dtaia < <

o que conclui a demostragao do Teorema 3.3. ]

3.6 Lema de Riemann-Lebesgue

Esta secgdo serd dedicada a um importante lema que nos auxilia em demostragoes

futuras.
Lema 3.1’; Seja f : [a,b] = R uma fung¢do L' em um intervalo [a,b] entdo:
(i) tl_lg‘z./'l f(z)sin(tz)dr =0
b
(i1) Jim / f(z) cos(tz)dx =0

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que f seja limitada, isto é, existe M > 0
tal que |f(z)| < M para todo z € [a,b]. Como [ & integravel e limitada. Dado £ > 0,

existe uma particao P:a=1x9< 1 <--+ < Zn=D>, tal que
€
S(f,P) - s/, P) < 5

onde

S(f,P) =Y _ Mj(z; — zj-1), M; = suplf(2) : Zj1 S T < zj],

=1

s(f,P) =) _mj(z; — zj1), mj = inf{f(z) 1 ;j1 £ 2 < ;]

=1

“'BLIOTECA
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sdo as somas superior e inferior associadas & partigao P.
Consideremos a particao do intervalo [a, b] determinada pelos pontos T; = @+ v,
para j =0,1,---,n. Entao

b
/ f(z)sin(tz)dz = Z/ [f(z)sin(tz) — f(z;) sin(tz) + f(z;) sin(tz)]dz =

=3 f(a) [ sinttayas + ¥ [ 1@ - riasin(eyaz

=1 = Jmi
Observe que
I f sm(t:r:)dx\ = I—cos(t:r) | 2,
sl —
e que
|f(z) — f(z;)] < Mj —m; para z;—, < T < Zj,
dai

[ @sintyie] = | S i) [ sintzyis + > [ @) - stasntearas| <

j=1"%i-1

<Su [ 1sntiaa+ Y [ 1) - o) snte)iae <

j=1 %=1

< M +Z(M —m;)(zj-1 — Tj) =

2nM 2nM

=__+Z:M(IJ 1= IJ)‘ZmJ(xJ B IJ)__+[S(f$P)_3(f;P)]
j=1 J=1
Agora, basta tomarmos o tal que M < 2 Entao dado £ > 0 tomemos n tal que

S(f; P) — s(f; P) < 5, assim

Iff(z)sin(tx)dxl < ?'Z—M FISUP) —s(iPl<5+5=6 Vit 2 b
De modo andlogo, mostramos que
b
t11’1:(:)110.[ f(z) cos(tz)dz =0

Suponhamos agora que [ seja uma fungao L' qualquer. Pelo Teorema 3.3, dado € > 0,

existe uma fungao continua ¥ : [a,b] — R tal que

. £
[ /(@) — bz < 5.

..
-
~ =
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b b b
Como f f(x)sin(tz)dr = f (z) sin(tz)dz + f [f(z) — ¥(z)] sin(tz)dz, temos que
dado € ; 0 existe g, tal que,apara t > 1o, se tem: "
€

‘ _/: f(z) sin(tw)dﬂ:| < l]: Y(x) sin(t;c)d:r‘ + ./: |f(z) — ¢(z)|dz < % f5 =,

Como queriamos demonstrar. &

3.7 Convergéncia Pontual da Série de Fourier

Nesta seccao daremos condigoes suficientes sobre a fun¢do f que garantam a
convergéncia da série de Fourier num ponto fixado = para o valor f(z). Além das
hipéteses minimas descritas na sec¢do 3.5 para a definicao dos coeficientes de Fourier,
faremos algumas hipéteses sobre o comportamento de f nas vizinhancas do ponto z.

Nosso objetivo é fazer estimativas do valor

f(z+0)+ f(z —0)
2

€ =8s(Z) ~

onde s, é a soma parcial da série de Fourier. Inicialmente vamos reescrever s, de modo
conveniente.

Sabemos que

a0 | kxm . kxm
S0 =% + 2. (ak COS(—L-) + b sm(—L—))

coIn

1 L L
o=t [ @)oo k2 0eb =7 [ 15T k21
substituindo a; e by em s,,, obtemos

kxm

L n L L Tm
=g [ 0+ (3 [ 1w s ayeosC + 7 [ 1w sin( V) aysin( 7)) =

B 2T kym kxm . kyr. . kxmw
~ g [ a1 [ 1w (con2) cos(B27) + a2y sin ) ) ]
Utilizando a identidade trigonométrica:
cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) = cos(a — b),

obtemos

|
B = % f: f(y)dy+E:; [% [icos (kW—(IL—"-L)) f(y)dy] ' ] =il
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[ 3 [+Z os (22 )} )y (3.18)

D,,(@:%[ Z (k”)] (3.19)

é conhecida como o niicleo de Dirichlet, e tem as seguintes propriedades.

isto €,

A expressao

(1) Dn(a:) é uma funcao par;

(i) f D, (z)dz = 1;

(iii) D, () é uma fungéo continua;

(iv) Dn(z) é uma fungdo periédica de periodo 2L;

(v)Dn(0) =

(vi) Vale a seguinte expressao compacta de D,(x) para z # 0,+2L, +4L,---:

Da(2) = 2t (3.20)

Demonstragdo. (i) Como cosseno é uma funcao par entao cos(XZ) = cos(—*¥Z%) e

Da(z) = [ +i (km)] ,% [ +Zcos (—‘%ﬁ)} = Dn(~1)

(ii) Temos que
fD(r)dx—/{ [4—2 (kﬂw)]}irz
:_/Lidx+_/ icos(kwm)
& =& g
mas -/:igcm(%)dm:gf:cos(%g)dx:& dai

k I | 1
/:LDn(z)da:= /_Lﬁd:r = ﬂ(L+L) =k

(iii) Sabemos que a soma de fungoes continuas ainda é uma fun¢ao continua e como
n

_ , , krx\ , , .
a fungao cosseno € continua, segue que Z cos I é continua e portanto Dy(x) é

k=1
continua.

(iv) Como a fungao cosseno é peridica de periodo 27 temos que

D,(z+2L) = [ +§: (M)} 1[ +Z (’”—Iwk )]=Dn(:c)

LIOTECA
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(v) Temos que
i 1
Da(0) =~ [ +Z (k’ro)} % [%+21] = “I 2
(vi) Para mostrarmos que

. (n—i—l)wz
B o i s
Dn(g’-) == QLSIHE ’ pa.raxr,é(],:I:2L, (e

vamos calcular a expressao

S.(0) =14 Zn: cos(k8).
k=1

Note que

S.(0) = Re (1 + f: e'*‘*) :

k=1

Sn(G) — R8(1 3 eiﬂ 3 8i29 T ein@)
Que é a soma dos n primeiro termos de uma progressio Geométrica de razao e assim
if i20 5 ... ing _ 1—ei(nt1)e
L g @ e T =y

Dai

1 — gilnt1)0 1 — eilnt1)8 e—T"*’ 8:;—‘ _ ¢iln+1/2)0
Sn(ﬂ) = He (_t-e_‘g_) = Re (W—) e § Re —i0 i =
€ 2 ez —e

= Re (cos(g) — isin(%) — cos[(n + 3)6] — isin[(n + %)G]) |

cos(§) — isin(§) — cos(8) —isin(§)

vz

essa expressio s6 faz sentido se 8 # 0,427, +4m, - . Assim
S.(6) = Re cos(%) — cos[(n + %)9] - i{s;in(g) + sin[(n + 3)0]} .
i2sin(5)
Dai
 sinlin + 1a

9)_~1+Zcos(kﬂ) 5+ 25m(®)

portanto
sm[(n + 1)0] 1
2sm( 3)

Zc (k@) =

Fazendo 6 = ?% e substituindo isso na expressao (3.19) obtemos (3.20).
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Voltemos a (3.18), usando (3.19) e mudando a varidvel independente y = z —{,

obtemos
L+=zx

¥
5a(z) = f Dz =)Wt = ] D

Como D, e f sao periddicas de periodo 2L teremos

G lie) = j:L D,(t)f(z — t)dt

usando o fato de D,, ser uma funcao par, obtemos

L ] L L
] D,(8) f(z—t)di = ] Do () f (z—t)dt+ f Do(0) f(z—t)dt = f D, (O (z+0)+f (z—t)dt.
b = 0 0
Assim, "
sala) = [ DaOU @ +0)+ (o~ Ol
Logo a expressao e, que queremos estimar, ganha a forma:

_J+0)+f(z—0)
2 )

e f D.(0)f ( +1) + f(z — O)]dt

pela a propriedade (ii) do micleo de Dirichlet, temos

L B L
= [ Du)If(z+8) + flz— i — LEFNEIE-0) ( i LDn(x)dz),

pela Proposicgao 2.2

L " L
ﬁ D()lf@+8)+ flz—tjae - LT ’;f (z-0), A D, (t)dt =

L
= [ DuHlsz+0 - Sa+ 0] + (e —0) = flo = O}
Definindo a funcao
g(z,t) = [f(z+t) — fz+0)] + [f(z —t) — f(z - 0)]
enunciaremos agora um resultado sobre a convergéncia da série de Fourier no ponto x.

Teorema 3.4 (Teste de Dini). Seja f: R — R uma funcao peridédica de periodo 2L e
L! em [-L,L]. Fizado x, em [-L, L], suponha que f(z+0) e f(xz —0) ezistam e que

e

Entdo e,(z) — 0, ou seja, sp(x) — =40 +f@=0]  aygndo n — oo.
2

~
L

erista n > 0 tal que

dt < oo. (3.21)

0T

Higfte s ¢
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L
Demonstracdo. Primeiramente vamos decompor e, = / D,(t)g(z,t)dt em duas par-
0

tes,
P ¢ L g (n+3)mt
= [ 0020 [
0 t s 2Lsin

Tomando & convenientemente pequeno e usando a lnpotese 3.21, observamos que

a primeira integral é pequena.

(n-i—%)ﬂ.
De fato: Como D, (t) mf'—r para t # 0,42L, - - -, entdo podemos concluir que
( +3)mt ¢
- L
[tDn(8)] = l 2Lsin3t | ~ 2Lsin g o’

mas estamos tomando & pequeno, deste modo ¢ também é pequeno, dai obtemos a

estimativa

1
[tD.(t)] < 5 ‘para t € [0,4].

Logo, dado ¢ > 0, tome & pequeno, tal que

[ aoetal <} [0 <5

Quanto a segunda integral, basta mostrarmos que

h(t) = ii ted,L]

111 )
3T
é integravel. E isso é imediato, pois o denominador de h(t) nunca se anula e g(z,t) é

uma funcéo integravel. Logo podemos aplicar o lema de Riemann-Lebesgue e portanto,

para n suficientemente grande,

sm——l—
t)dt < —
|f 2L sin 2}'_ SLon = I@1d 2

o que conclui a demostragao do teste de Dini. E]

O teste de Dini é de grande utilidade pois pode ser usado para obtengao de
condicoes suficientes para a convergencia da série de Fourier, condicoes que sejam mais

faceis de se verificar.

Exemplo 3.6. Suponha que [ seja Holder continua na vizinhanga do ponto x, isto ¢,

eristem constantes a,d e K > 0 tais que

|F() = f(s)] < K|t —s|*

_IOTECA
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para t,s € [z — 6,z + 8]. a desigualdade acima implica que f é continua em z, logo

f(z+0) = f(z—0) = f(z).
Dai

lg(z, 0)] < |f(z+8) — f(@)| + | f(z — t) = f(2)] < Kt* + Kt* = 2K1%,

logo

') ')
f ‘MIdtS%/ o4t < o0
0 t 0

entio as condicdes do teste de Dine sio satisfeitas.

Agora temos condi¢des de demonstrar o Teorema de Fourier, (Teorema 3.1)
Demonstracio do Teorema 3.1 Suponha que f seja uma fungao seccionalmente
continua e que as razoes incrementais

flz+t)— f(z+0)
L

flz—t)— f(z—0)
t

sejam limitadas para t > 0 suficientemente pequeno.
z+t)— f(@+0 . flz—t)— f(x—0

Isso acontece, se existem f', (z) = %111(1’ z
—3

Agora verifiquemos a seguinte condigao do teste de Dini:

r

/ﬂllf(:r+t)—f(1+0)]+[f(1'—")'f(:"_o)] dt <
0 . |

_Q_(I:_ﬂ|dt<m
t

Note que

"|f(z+1) = f(z+0)| " | f(z —t) = f(z—0)|
S/O ; dt+[o . dt.

Entdo basta mostrar que g;(z) = M}MH e gaz) = ]L(z_—gJ;f_@v—Qll sdo integraveis
em [0, 7).

Suponhamos que na vizinhanga de um ponto z fixado, f’ seja uma fungao seccional-
mente continua. Entdo tanto ¢ quanto g, sdo seccionalmente continuas em [0, 7] para
n > 0 suficientemente pequeno. E como f" é seccionalmente continua podemos fixar

um z de tal modo que f’ é continua numa vizinhanca de z. Assim existe

f’(I)=hmf($+t)_f(I+0)

t—0 A
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e pela defini¢do de limite. Dado € > 0, existe & > 0 tal que z € R,
0<|t|<d=|f'(z)— ﬂ“—ﬂ):tﬂﬂ] < ¢. Temos que

ey~ LEF D0 gy WD ZSEXO 1) - gy,

dai

If'(2)] — g1(z) <€ = qu(x) < |f'(2)] — &
Isso implica que g, esta tdo préximo quanto se queira da f’ na vizinhanga do ponto
z. Logo, ndo temos escolha, g é continua nessa vizinhanca e portanto integrdavel. De
maneira andloga mostramos que g, também ¢é contfnua e integravel nessa vizinhanga.

Portanto a condigao do teste de Dini esta satisfeita, o que nos leva a concluir que

nnr nnr

Sz +0)+ fa—0)] = 329+Z": [ cos (“77) + busin (77 |-

IOTECA
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Capitulo 4

Conducao do Calor

Neste capitulo veremos sob quais condigoes a série de Fourier converge uniforme-
mente. Mostraremos também que a fungao candidata a solugéo do PVIF(1) encontrada
no capitulo 1 é realmente a solugao de tal problema, além disso, analisaremos o PVIF
sobre outras condigoes de fronteira e veremos que podemos reduzir ao PVIF(1) ja
estudado.

Antes de prosseguirmos nesse sentido vamos definir o espago das funcoes de £2.

Definicao 4.1. Dizemos que uma fungdo f : [a,b] — R € de quadrado integrdvel se
f e |f|? forem integrdveis. Para nos referirmos a tal fung¢do diremos que ela € uma

funcdo L.

Sem dificuldades vemos que o espaco das fungoes L2, com as operagoes usuais,
é um espaco vetorial. Podemos, ainda, definir uma norma nesse espago vetorial dada

por
1

il ={ [ e

De fato: Consideremos duas funcoes f,g € L? e a € R, temos que

(i) Ilfll=0=>U:|f(w)l2dx]%=0=>f50-

@) llasll = | [ b laf(r)lzd:r]% ={f b(a)zif(r)lzd:cr -} [ b lf(:cn?dxr ~ {alllfI @i
b 2 b } pp ) |§.

(i) 11 f+ll = [ / @)+ g()Pds| < I tf(:c)ﬂ] +[/ o@Pas| =llfll+lal
68 | |
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E a desigualdade de Minkowski para fungoes £? cuja demonstragao encontra-se na
seccao 4.1.3.

Observacoes

(a) Se f for limitada por M e integrdvel a Riemann. Entao vale a desigualdade,

b

Logo f é uma fungio £?onde M = sup{|f(z)| : ¢ € [a,b]}.
(b) Se f nao for uma fungéo limitada, poderemos ter [ € L', mas f & L2

Um contra exemplo para a reciproca ¢ a fungio f(z) = :r’%, para 0 < z < 1, pois
x 1
f T 23dx =
0

1 i 1 1
f |z7%|%dz = lim [ z7'dz =limln |:.1:|l =00,
0 a—+0 i a—0 a

<]
er—-l Cai

1
=2
0

4.1 Desigualdades

Nesta secgao abordaremos algumas desigualdades bastante relevantes para o es-

tudo da convergéncia uniforme da série de Fourier.

4.1.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Consideremos dois vetores @ = (aq,a3) € B = (1. B2) com componentes nao-
negativas.

O produto escalar é definido como
@-f=aip + b (4.1)
A norma de um vetor é definida como

la| = y/ai + a3

Seja @ o angulo do vetor o com o semieixo positivo dos z e seja ¢ o angulo do vetor

com O mesmo semieixo.

OTECA
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@) 4 ]

Temos que cos() = lcj:ll, sin(f) = r:xl cos(B) = | )@1 e sin(f) = TT' Logo podemos
escrever

a = (|a| cos b, |a| sin6)
e

B = (|8| cos ¢, |B| sin 9),
assim o produto escalar podera ser reescrito como
a- B = |a|cos8| 8] cos ¢+ |a|sind|B|sing =

= |a||ﬁ1(cos€cos¢+sinﬁsin¢),

isto é,
= ||| cos(6 — ¢)- (4.2)
Das igualdades 4.1 e 4.2 seque que
a-B=01p1+apsea-f=lapB|cos(d - ?).

concluimos que

a1y + azBy = | |B| cos(6 — ¢).-
Assim

1By + 0z < |euBi + aafal = |al|Bl =
= a1p +azfe < \/&% +a%\/ﬁf + 63

que ¢ a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R2.

Agora suponhamos que os vetores estejam no R" e sejam a = (a1,a2,--*,@n) ©

b= (b, b2, ,bn), a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no R" tem a forma

1 1
n n 2 n 3
=1 =1 =1
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Para demostra-la considere a expressao:
"
2
Y (a; +tb;)
=1
que é sempre maior ou igual a zero. Desenvolvendo e distribuindo os somatorios,

obtemos
n

Za? +2tzﬂ:bjaj +t2ib?.
=1

j=1 j=1
Observe que lembra um trinémio do segundo grau em ¢ e pelo fato de ser maijor ou

igual a zero terd descriminante menor ou igual a zero, isto €,

(Eee) =+(59) (29

extraindo a raiz quadrada obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no
R".

o que implica

Teorema 4.1 ( Desigualdade de Cauchy-Schwarz para Funcoes de Quadrado In-

tegravel). Consideremos as fungdes de quadrado integrdvel f : [a,b] > R e g:[a,b] =

R. Entao § .
[ @ty < | ] | [ ors)

Demonstracao. A demostragao acontece de maneira andloga ao de vetores no R", basta

considerar a expressao

b b
[ @) + o)z = [ U@ +2er@ato) + Lote)ldz =

= f b f(z)*dz +2t ] b f(2)g(z)dz +1* _/ b g(z)’dx

que lembra um trinémio de segundo grau em ¢ e da mesma forma:

A= (2 / bf(ﬂ:)g(w)dm)2 4 ( / b f(x)?dz) ( / bg(m)wx) <0,

o que implica

([ f(:ﬂ)g(m)dw)z <a( [ rras) "o(ais).

que extraindo as raizes quadrada na designaldade anterior obtemos o que queremos. S

0

i ——

WECT
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Corolario 4.1. Se f for wma funcao L2 entio f € necessariamente uma fungao LY,

isto é, L2 C L.

Demonstracdo. Consideremos [ e g funcoes £2 em um intervalo [a,b]. Obviamente fg

é absolutamente integrdvel e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

[ 1r@ewias< | [ b |f(m)|2da:r [ |g(x)|2dﬂ:]% |

Basta tomarmos g(z) = 1 para obtermos

[ 5@tz < 6} / @]

o que mostra que f é uma funcao L'. ]

-

4.1.2 Desigualdade de Bessel

Uma sucessao (f,) de fungdes de quadrado integréveis, em um intervalo [a, b],

converge, em média quadrdlica para uma fun¢ao f de quadrado integravel, se
b
tim [ 1fole) - @)z =0
n—roo a

b
onde f |fa(z) — f(z)|*dz é conhecida como erro médio quadrdtico, na aproximagao

de f pgr ; o

Mostraremos agora que a melhor aproximacao em média quadrética das reduzidas
s,(z) da série de Fourier, sao os polinémios trigonométricos. Para isto consideremos o

polinémio trigonométrico:

n

ta(z) = 0-29 + Z [ck cos(E?) + di sin(ﬁg)]

k=1

e mostremos que

j £ L
[_ Jsa(e) — @)z < [ ltale) = S(@)Pd.

|

L L
Fazendo e, = [L |sn(z) — f(z)Pdz e €, = f_L |tn(z) — f(z)|*dz. Calculando ey:

LIOTECA
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L
s f Jsn(z) ~ f(@)Pdz =
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£ n
B ay kxm . kxm 2.
= [ ‘—2—“ + E [ﬂ-k COS(T) + bk SIH(T)] = f(:[:)l dr =

= [ [ 3 o) + tsin ) — 10 o=

L
a T 2xmw nTm . T . nTmw
-1, [EU oy con() + apcos(“p) -+ an cos(Tp) - busin() +- o+ basin(T)”

@] - [+ con(F) + ancos con(225) 4 -+ ancos("2) + b sin(S) -+
b, sin(22X) — f(z:)] dz

Calculando o produto e usando o Teorema 2.13 obteremos

/;1(%)2dx+@ i(axf {:OS(E-m—?[)d-'r)+w Z(/ bksm( )dz)—v—/ f(z)dz+

kxm

L
+ai;—1- [Lcos(—)dw+a1 2 (ak/ cos(—)cos(——)dm)+c11 Z(bkf cos(-——)mu(——)dﬂ:)

2xm kxm

L
— / cos(f""f“)f(;c)dﬁ“";z /_ Lcos(——)d£)+a22(ak / cos(?‘x—“) cos(~~)da)+

2

= 27 kxm - L nzm
+a2§(bk/ cos(———)mn(———)dx) agf oos(—)f(m)d T+ - Lcm(T)dx+

L

L
+a"2(akacos(m)c (—)da:)+aﬂ2(bkf cos(——)sm(——)d:r)—

_— cos(——)f( Wil +~— Sm(——)d:c+b1 Z(ak " e it -
e 7 L

=1 o

L
nTm
in(——)d
_Lsm( T Ydz+

blZ(bk[ sm(——)sm(——)d;t:) bl] sm(~——)f(:1:)d:t:+

b,,Z(ak f cos( 1) sin("20)d) + by Z(bk f sm(——)sm(—)da:)—

2xm

b j sin("27) f(z)do— 3 / f(@)dz—ar j f(z) cos( 2 )dz—az f f(z) cos( 2 da— - -

—an /;L f(z) cos(ﬂ)dx blf f(z) sm(—)dx— -—byp f f(z) sm(—)d:H—/ [f(2))?d= ‘gi
- =
JE cos(m2x) =0 e [*, sin(%=) =0 paran=1,---,n =5
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Entdo os somatérios envolvendo essas integrais irao zerar, por outro lado, usando as

relagdes de ortogonalidade mostradas na secgao 2.3.2 obtemos

L L L L
[_L(%)zdx—% -/:L f(z)dz+Laj—a; [Lcm(fg)f(x)dm+La§—az /_L oos(2Tm)f(a:)dx+---+
+La’ —a,,] oos( )f( )dz + Lb} — blf sm(—)f(::)d:::+ -+ Lb2—

b ] sin(%27) 1 (z)dz — ] f(@)dz —ax j () cos(T)da—

2zm

o [ @) cos(S iz~ [ @) cos -

i [ sy == [ g@an et [ @i

Dos coeficientes de Fourier de uma fungao f, sabemos que f_LL f(z)dz = Lay, f_LL cos(B%) f(z)dz =
La, e f_LLsin(%)f(:c)da: = Lb, parap=1,2,---,n

Logo a expressao acima fica:

2 2
BL_BL | ol Lo+ Lad— Lo+ L} — L+ L6 — LB o+ LBy — LB~
aglL -
—-T-—Laf—La%—---—Laf,~Lbf—---——Lbf,+j [ (2)Pdz.
=1

E assim e, ganha a forma

o= [ Ione) — f(@)tz = [ v@ra- 52 - LZ( @l +8)
De maneira anédloga podemos obter que €,'

t= [ i () — f(2)Pda =

= %aﬁ 4 L;(ci +d2) + f |f(a:)\2d:r Lagco — 2L Z(ﬂkck + bydy)

k=1
Somando e subtraindo L ¥ ¢_,(a} + b7) em €, obtemos

n L n n n
%aﬁ—baocm S (G+dd)+ j ) f(@)Pdz—2LS (axcetbrdi)+L D (@i +6)—L Y (ai+b).
k=1 T k=1 k=1 k=1

JOTECA
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2 = _—
Agora, somando e subtraindo %1 e juntando os somatoérios, teremos

L Laoeot LB L8 [ et 3 (L) -2bancc )+ Lo )~ Lk )
2 ~L k=1

que podemos reescrever,

%(Co —~ ag)* - %, /_L f(@)Pdz+ 3 [Llcx — ax)* — L(di — b)* = L(aj + b0)]-

2
k=1
Portanto

n n L 2 e
en = -g(co-—ao)2+LZ(Ck—ak)2+L S (de—be)*+ / | f(z)lzdx-ﬁgﬁ-:,z(azwi)-
k=1 k=1 =5 k=1

Observe que o menor valor de €, sera obtido quando ¢y = ag, ¢k = @k, dx = by para
k=1,2,---,n e nessas condigoes €. torna-se e, logo

—~

en < €,

e mais, podemos reescrever a igualdade
k 2 " 2 Lag - 2
[ i) - stafan = [ 1@t = 2~ L3 (e + 1)
= E k=1

da seguinte forma

2 n L L
B3+ L[ @pde— [ sato) - f@)Fda,

L
mas / |sn(z) — f(z)[*dz > 0. De onde obtemos a desigualdade de Bessel:
=i

n

2 L
By @<y [ fai

2
k=1

4.1.3 Desigualdade de Minkowski

Uma desigualdade bastante 1til € a desigualdade de Minkowski ou desigualdade

do triangulo: 1 ‘ :
[i(a;r +bj)2]2 < (z) + (): b§)2 .

1
n 2
Como a norma de um vetor a = (@, -, a,) € R™ é dada por, ||a|| = (Eaﬁ) ;
j=1
a desigualdade acima pode ser reescrita como

%

lla@+ il < llal] +118l].

nigeer -
ot [w |
o




CAPITULO 4. CONDUCAO DO CALOR 76

De fato: Consideremos a identidade

n n

Z(Gj + bj)z = Zﬂ? + 2zﬂ:ajbj 7 ib?
i=1 =1

i=1 j=1
e usando a designaldade de Cauchy-Schwarz, obtemos

n

n n n n n % mn l n
> (a;+b,)* = Za§+22a,-bj+2bf <) aj+2 (Zaﬁ) (be) ) +y =
=1 =1 i=1 i=1

j=1 =1 j

i=1

(&) ()]

eror] <(£9) +(0)

lla +b]| < |lal| + [[b]l-

=1

e portanto

que é a desigualdade de Minkowski para vetores no R".

Teorema 4.2 (Desigualdade de Minkowski para fungoes £*). Consideremos as fungoes
de quadrado integrdvel f : [a,b] = R e g : [a,b] = R. Entdo

b i . 3 b 3
[ 190+ storpas] <[ [[1orpas] + [ [ aoras]
Demonstracio. Para demostrar esse teorema, basta considerar a identidade
[ 176+ s@pie= [ 1r@an 2 [[1reat@ias+ [ lowP
e proceder de forma ansloga a demostragao anterior. =

Proposicgio 4.1. Seja f : [a,b] = R uma fungado de quadrado integrdvel. Entao existe

uma sucessio de funcées continuas ¥ : [a,b] = R, com ¢(a) = ¢¥(b) =0, tal que

tim [ 1)~ v(@)Pdz =0

Demonstragio. Primeiramente suponhamos que f seja uma fungao limitada. Como f g
LAl
é de quadrado integravel segue-se da desigualdade ‘I;-_--)
b T i ; ifﬁ ".

[ 1@ < @-at [ [ 1P

e Wy
J

Uris
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que é consequéncia imediata da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Essa desigualdade
implica que f é absolutamente integrédvel e assim, pelo Teorema 3.3, dado £ > 0, existe

uma funcao continua ¥ : [a,b] — R com ¢(a) = 9(b) = 0 tal que

£
[ 1@ - v < 35

Sabemos que |¢(z)] < M, onde M é uma constante, tal que |f(z)| < M, para todo
z € [a,b].

Essas majoragoes nos permitem escrever

b b
f (@) - () Pdz = / (@) — ¥(@)|If () - $(@)lde <

E

b
5 f (1f(@)| + (@)D f(z) — ¥(z)ldx < 2M[|f(:r) —Y(a)ldz <2M o <e.

Agora suponhamos que f nao seja limitada, nesse caso suponha que f torne-se
ilimitada apenas nas vizinhancas de a e b.

Dado ¢ > 0, escolhamos é > 0, tal que

a+d e b e
[ i@pis<fe [ 1@pa <3,
a 3 Jos 3
como j4 mostramos, existe uma fungao ¢ : [a+4,b— d] — R continua, com ¢(a+4) =
(b — ) = 0 tal que -
= £
[ 1@ - v < 5,

+6
Definindo a funcao

0, se a<z<a+i,
P(z) = Y(z), se a+d<z<b-—J,
0, se b—d<z<h

Obtemos ,
[ 1@ - da@)Paz -
a+4 _ ] N b -
= [ i@ -deras [ 1@ -d@rd+ [ 1@ - i

+4

a+d i
= [ |/ (z)Pdz + f |/ (2) — (=) *dz + j; J@Fde < S+s+z=¢

+4

o que conclui a demonstracao. L]
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Uma consequéncia imediata dessa proposicao, é que dada uma fun¢ao f: R - R
periédica de periodo 2L e de quadrado integravel em [—L, L], entao existe uma sucessao
(,) de fungoes continuas ¢, : R — R periédicas de periodo 2L com ¢,(—L) = ¢,(L) =
0 tal que "

Jim - |f(z) — ¥n(z)]*dz = 0.

4.2 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Nesta seccdo, mostraremos quais as condigoes suficientes para que a série de

Fourier convirja uniformemente.

Teorema 4.3. Seja f uma funcdo periddica de periodo 2L, continua e com derivada

primeira de quadrado integrdvel. Entdo a série de Fourier de [ converge uniformemente
para f.
Demonstragdo. Sejam
oo o0
nnz . NTL ! nTE . NTX
%‘1 + Z[aﬂ COS(T) + by, sm(—i—)] e %1 + Z:[a:1t cos(T) + b, sm(—E-)]
n=1 n=1

as séries de Fourier de f e f’ respectivamente. No capitulo anterior mostramos na

seccdo 3.4 que se f é periédica de perfodo 2L, derivével e f' € L', entao

L nIimw
a, = —-% /:L f(z) sin(“z—)d:t:

L
b, = X f'(z) cos(m)dr.
nmJ_p L

L L
Mas, f f(z) cos(%)d&: = La, e ] f'(z) sin(Ez—w)dm = Lb,, logo
—L —L

= L1 a3t
an——n—"anebn-—mbn

Essas relacoes sdo validas para uma f nas condigoes do teorema pois, £ C L. Agora

observemos que

b sin(*7%)

an cos(2E)| < |a,| e < [bal,

assim a série de Fourier da f é majorada por

% 3 + [t (43)

]

OTECA|
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Entdo se mostrarmos a convergéncia da parte que envolve o somatério, podemos con-

cluir pelo teste M de Weierstrass que a série de Fourier converge uniformemente.

Temos que as reduzidas de Z:(la,.l + |b,|) sdo

2 L1
> “(las| + 165)) = ;Z }(|ﬂ;| + [B5])-
j=1 n=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no R", encontramos a ma-
joragao 1 )
7 n 1 2 n , 2
= (Z J—) [Z(la,—lz + |b;-|2)2] ;
i=1 i=1
novamente pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no R* obtemos

(3) [ -

=1

- (z }) [_Z(m;lz + |b;|'-’)]

i=1
portanto a série em (4.3) é majorada por
1

e\ $74 (z }i) [Z(la;F + |b;-|=)]

n=1

e pela desigualdade de Bessel temos

Sy Y20 (Z }%) [Z(h;? + |b;-|2)] <

n=1
1 1
a V2L (1) 1/’*,2 ¥ o
o 4 N . = V2dz| — =2
B (gj) ([L [ @Pdz| -3 ) <oo,
=1
pois f' é de quadrado integravel e Z — converge. Logo, pelo teste M de Weierstrass
J

n=1
a série em (4.3) converge. O que conclui a demostragao do teorema. =

4.3 Retorno ao Problema de Condugao do Calor
em uma Barra

No capftulo 1 apresentamos o problema de codugao de calor em uma barra onde

utilizamos os conhecimentos do Célculo Diferencial e Integral e de Equagoes Diferen-
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ciais. Chegamos a conclusao que solucionar o problema seria solucionar:

w = Kz, em R
u(z,0) = f(z), 0<z<L

e com as condigoes de fronteiras citadas no capitulo 1. Consideramos inicialmente que

as laterais estivessem mantidas a zero grau, isto é, u(0,t) = u(L,t) = 0 e vimos que

um possivel candidato a solugao seria

u(z,t) = i cne_%-ﬁm sin(n—:x) (4.4)

n=1
e 0s ¢, deveriam ser escolhidos de modo que

o0

f@) = easin(=T5), (45)

n=1
entao nao resta dividas os ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da funcao f dada
em [0, L] e estendida para o resto de R de modo a ser impar e periédica de periodo 2L.
Assim,
= ., nIT
=71 [ f@ sin(——)dz. (4.6)
0

Mas, como ja vimos a igualdade (4.5) so é satisfeita se f for continua, f(0) = f(L) =0
e [’ for seccionalmente continua. Antes de mostrarmos que isto realmente acontece,
temos que definir o que é uma solugao do Problema de Valor Inicial e de Fronteira

(PVIF).
w = Kug, em R
(PVIF) u(z,0) = f(z), 0<z<L (1)
u(0,t) = u(L,t) =0 t>0
Consideremos as seguintes regioes do plano

R={(z,t) eR?*:0< z < L,t >0},

R={(z,t) eR*:0<z < L,t >0}

R ={(z,t) eER*:0< z < L,t > 0}.

Definicgao 4.2 (Defini¢io (I)). Uma func¢io u : R — R é uma solugao do PVIF(1)
se ela for continua em R, tiver derivadas parciais u; € U, em R e satisfizer as trés

relagoes em (1).
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Observacao 4.1. A definicao (I) exige que a fungdo f(x) seja uma fungdo continua e
que f(0) = f(L) = 0, mas ezistem casos na Fisica em que isto ndo ocorre. Para estes

casos consideremos a Definicao (11).

Definicao 4.3 (Defini¢io (II)). Uma fungio continua u : R — R é solugio do
PVIF(1), se

u, = Ku., Qe p< L, t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0, t >0,

) L L

lim [0 u(z, t)p(z)dz = ] f(@)(z)dz.

para toda fungdo v seccionalmente continua em [0, L].

A definicdo (IT) é uma extensio da definicao (I), isto é, se o PVIF tiver solugao
no sentido (I), entdo esta solugao é também no sentido (II):
De fato: Consideremos uma funcao v¥(z) seccionalmente continua e sejam I;,j =
1,2,---,k, intervalos disjuntos que formam uma particao de [0, L] e tais que ¥ seja

continua em cada um deles. Assim basta provar que

L L
lim /0 u(z, typ(z)dz = / f(@)(z)dz.

Note que para cada I; a fungao u(z,t)y(z) é uniformemente continua no conjunto
{(z,t) : x € I;,0 < t < 1} e como u é solugao no sentido (I) temos que %% u(z,t) = f(z)
portanto

%11110 fr,- u(z, t)y(z)dz = ];,- f(z)y(z)dzx
e como I; formam uma particao para [0, L] entao a igualdade acima ¢ vélida para [0, L].

Teorema 4.4. Se f for de quadrado integrdvel em [0, L], entdo a expressao (4.4) define

uma func¢ao em R que € solugdo no sentido (II).
Demonstra¢io. Queremos mostrar que (4.4) satisfaz

% = Kigy, O<z< L, t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0,

L L
lim ] u(z, OY(@)dz = j f(2)¥(z)dz.

|

CA

""'\"V'i_'—
LW

UFCE
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o0
Inicialmente devemos mostrar que a expressao Zc,,e " Kt sm( ) define uma

n
fungao continua em R. Para isso basta mostrarmos que a série

> w22 g | MW
E cpe” 2 igin(——)
L
converge uniformemente em cada sub-retangulo

Ri={(z,8):0< 1 <z<2,<L,0< t; <t <ty < o0}

observe que a série acima ¢é majorada por

oo
Z Me™*

onde a = %1,”—2
Como

Me —a(n+1)? ee:m2 1

nll}l{-lo Me—crnz - ﬂh—{go ea(n?+2n+1) = ﬂh—?;o ea(2n+1) =0= 1,

oo
assim pelo teste da razao obtemos que M E e~ converge e pelo teste M de Weirs-

o0
trass a série E cne” Kt

n=1

Rz e isso implica (pelo teorema 2.12) que u(z, t) é uma funcio contfnua em R.
Mostraremos que as derivadas u; e u,, existem e sao continuas em R

Note que

i
n2e? gy m(n:-'r:::)]

L

00
w3
ﬂm -
uzxzzcn[
n

assim u; = Ku,, 0 que mostra que u(z,t) satisfaz a equagao do calor em R.

nwx
¢ T Kt sm(—)]

Agora observemos que a série

>en

2Ke_-_.%;3msin(mm:)]

é majorada pela série Enz ~an® onde a = %;K t;. Aplicando o teste da Razao

obtemos

2,-a(n+1)? - ! 1
lim ('n-l——})f’ = lim (n+1) . = lim (1+1) ————e =

P n2e—om? n ea(Zntl) ~ poheo n/] eo@ntl)
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Entdo a série Zn%‘““a converge e pelo Teste M de Weirstrass a série

n=1

2
o [T el

converge uniformemente. Logo u; e u,, existem e sao continuas em R,,.

Quanto as condigoes de fronteira, observemos que

o nan‘:
u(0,t) = Z cne” 22 Xtsin(0) = 0

e ﬂ"z
u(L,t) = Zc,,e_"f-rm sin(nm) = 0.

n=1

Resta mostrar que para qualquer 9 seccionalmente continua em [0, L], tem-se

L L
m_/; u(x,t)¢(x)dz=/o f(@)v(z)dz,

para isso seja b, os coeficientes de Fourier de v(z) estendida como uma fungao fmpar
e periddica de periodo 2L.

Notemos que

00 L
> b= [ fia)n

De fato : Sejam

nnwr

f(@) =Y casin("T7) e (@) = 3 busin(~-).

Entao

L nnr nmr
/0 f(@)(z)dz = ] {chmn(—)}{):bn (—)}

n=1

/ {zz [enbn sin(“7 (f‘ﬂ)]}.

n=1 n=1

Usando o Teorema 2.13 obtemos
L 00
388, L
z_j;[ o [ s )]w);c..bnz

e portanto Z Gl = E/G f(z)y(z)dx.
n=1

A

_IOTEC

iUt
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Por outro lado

L
[ e, 0pi@ria = [ Zc,,e " K sin( T2y (),

2,2
mas Z PO sm( )1})(:!:) para t > 0 fixado converge uniformemente. Usando

=1
o Teorema. 2.12 para obter

ok ndy? *. o o L
Y [ e sin(%w(z)dﬁz%e-—nr“ [ s FE @iz =
=1 /0 n=1 9
~Par ol [
n=1 2 -L

L ot n2t2 ]_ & "2'2
= EZC"E__’:TME/ m(m)iﬂ( )dz = chﬂ__brmbm t>0
n=1 'l"3=1

nnr

el ] sin("7Z ) (z)dx =

n=1

daf ., -
n2g?
|| e tywi@ds = 5 3 ebue ER
0 n

Finalmente observamos que

Z |callbal < = [Zt? + Zc“]

onde usamos a desigualdade |a||b| < 1(a® + b*) que é consequenma imediata de (|a| —

|b])? > 0 e a desigualdade de Bessel para garantir sz + zr’ < oo. Portanto a

n=1 n=1

sl
série Zc,.b,,e”_ﬂ"x * define uma funcao contfnua, para ¢ > 0, consequentemente

n=1

t_,oZCnbne “Z"n” f f(a)(a)dz

assim
2 [ wta0v@ia = 3 [ p@was
ou seja, . .
iy [ e wi@)is = [ f@p(Es
portanto u(z,t) é solugdo no sentido (II). &

Teorema 4.5. Seja f : [0,L] — R uma funcdo continua com f(0) = f(L) = 0 e tal
que a derivada f' ezista em [0, L] e seja de quadrado integrdvel. Entdo a expressio
(4.4) define uma funcio continua em R, que é solugao do PVIF(1) no sentido(1).
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Demonstracido. Como f é continua, entéo f e | f| sao integraveis, logo podemos aplicar
o teorema anterior e concluir que u(z,t) é solugdo no sentido (II).
Dai
L L

ti [ (e w@ds = [ [y

o 0
para qualquer ¥ seccionalmente continua em [0, L]. Basta tomarmos ¢ = 1 e se pro-
varmos que a expressao (4.4) define uma fungéo continua para t > 0, podemos concluir
que u(z,0) = f(z).

_n?x? Kt . (DTX =
Notemos que a série Zc,.e 2 Sm(T) ¢ majorada por Z leal,

n=1 n

L
Cp = %_/0 f(:.:)sin(%)da:.

Usando a formula de integracao por partes, obtemos

mas

n:t:'n' L 1t nzm
Len = = f@ eos(UD)| " + = [ @) cos(F )
L =~ 17(0) conn)  1(~E)costnm) + = [ 1) cos( "o
mas cosseno é par e a periodicidade de f implica que f (L) = f(—L), donde
L
— - [ 1@ ey

o que implica

L

Cn = _dn?
nm

onde d,, sao os coeficientes de Fourier de f’(z) estendida como uma funcao par e

periédica de periodo 2L. Com o auxilio da desigualdade ab < 3(a? + b?) obtemos

Z|c,.| Z:\—dnuzgﬂzﬂﬁ;‘;

onde o primeiro somatoério é uma série p com p = 2 que converge e a segunda converge

devido a desigualdade de Bessel, 3" d2 < 2 j:‘ | f/|?dz, logo pelo teste de Weirstrass a

série Zc,,e ki sm( ) converge uniformemente e pelo teorema 2.11 concluimos

ﬂ-l

que 4.4 é uma fungao continua para t > 0. |
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4.3.1 Condugao do Calor com as Extremidades da Barra Iso-
lada Termicamente

Consideremos agora uma barra com as superficies laterais e extremidades isoladas

termicamente. O problema matemético é determinar uma fun¢ao u(z,t) que satisfaca

o problema abaixo

Up = Uzs em R
PVIF(2){ w,(0,8) = us(L,t) =0 para t>0
u(z,0) = f(z) para 0<z < L.

Para resolvé-lo usaremos o método de separacdo de varidveis. Fazendo u(z,t) =

F(r)G(t) obteremos novamente as Equagoes Diferenciais Ordinérias
G'(t) —oKG(t) =0,t >0 (p)
F'(z) —oF(z)=0,0<z<L (pp),
onde o parametro o deve ser determinado de modo que
F'(0) = F'(L) =0.

Resolvendo a equagao (pp).
(i) Se o > 0, entdo a solugao de (pp) é da forma

F(z) = c;eV°" + e VR,

dai
F'(z) = e1/azeV®® — cpy/oze Vo*

e ¢; e cp deverao satisfazer o sistema

F'(0) = c1/00e® — c2+/00e° = 0
F'(L) = c1/aLeV®! —cp/oLe VoL =0

cuja solugio é ¢; = ¢ = 0 que nao interessa;

(ii) Se o = 0, entao a solugao de (pp) ¢ da forma

F(I) =cr+ e
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sem dificuldades vemos que ¢; = ¢; = 0 que nao interessa.

(iii) Se o < 0 fazemos 0 = —\?, e a solugao é da forma
F(z) = ¢, cos(Az) + ¢z sin(Az),

dai

F'(z) = —e1Asin(Az) + ;A cos(Ax)
e c; e ¢y deverao satisfazer o sistema

F(0) = —e; sin(0) + ez cos(0) = 0 — ¢ =0,
F'(L) = —eaAsin(AL) 4+ caAcos(AL) =0 — —Acysin(AL) =0.

Assim, os autovalores sao dados por

—-ﬂ-zﬂ'z

o’ﬂ - Lz b ]

n=12 3
e as autofuncoes sao

Fa(z) = cos("7), n=1,2,3,---
e como ja sabemos, para cadan=1,2,3,---

—n?nlkT

Gu(t) = e 17

é solugao de (p). Assim, encontramos uma familia enumeravel de solugoes do PVIF(2)

=7
a(z,t) =€ L’hcos(%g), =123+

e pelo principio da superposi¢ao ficamos motivados a tomar uma combinagao linear
infinita, isto é,

onde os coeficientes ¢, devem ser obtidos de modo que

nnr

f(@) = encos(—-).
n=0

e portanto eles devem ser os coeficientes de Fourier da f definida em [0, L] estendida

de modo a ser par e periédica de periodo 2L, isto é,

L
w=1 [ r@s

W.Q i t..wil
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2 L
C"=T_/ f(x)oos(ﬁ}-r-:-c-)dx, n=1,2 0
¥4 0 4

Claramente u define uma func¢ao continua em R e infinitamente diferencidvel em
R, u satisfaz a equacao do calor e as condigoes de fronteira. Quanto a condigao inicial
deve-se fazer algumas suposigoes:
(i) Suponha f contfnua, f’ existe e seja seccionalmente contfnua. Entao
~L
nr

?

onde d,, sao os coeficientes de [.
Assim, obtemos

G =, L 21 1

— p—— < pm—— —h = d2 ]

D lol =2 gl < g 2 2 2
As duas ltimas séries convergem, a primeira em virtude de ser uma série p com p = 2
e a outra em virtude da desigualdade de Bessel.
(ii) Se f ndo for contfnua, entdo suponha que f seja de quadrado integravel e pelo
Teorema 4.4 u(z,t) é solugao no sentido (II).

4.3.2 Condigoes de Fronteira Nao-homogéneas

Consideremos uma barra submetida a temperaturas nao nulas nas extremidades.

Entao termos de determinar u(z,t) tal que

U = Kug, em R,
PVIF(3){ w(0,t) = hot), us(L,t)=hi(t) para  t>0,
u(z,0) = f(z) para 0<2<i;

onde f, hg e h; sao fungoes dadas.

Para resolvermos esse problema vamos fazer uma mudanga de varidvel, para reduzi-lo
a algum dos problemas jé estudados.

Suponha que possamos achar uma v(z,t) de classe C* em R tal que

v(0,t) = ho(t) e v(L,t) = hy(t).

Digamos que u seja solugio do PVIF(3) e fazendo w = u — v obtemos que

Wy = Up — Uty Wgg = Ugz — Vzz,
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U = W + Vg, Uzz = Wag + Vzz
como u satisfaz a equagao do calor, temos
wy, + vy = KWee + KVze = wp = KWze + Kz —
Fazendo ¢g(z,t) = Kv,., — v;, obtemos
wy = Kw,, + g(z,1).

Por outro lado,

w(0,t) = u(0,t) — v(0,t) = ho(t) — ho(t) =0,

w(L,t) = u(L,t) — v(L,t) = hy(t) — hy(t) =0,

w(z,0) = u(z,0) — v(z,0) = f(z) — v(z,0).

Portanto, reescrevemos o PVIF(3) do seguinte modo

wy = Kw,. + g(z,t) em R,
w(0,t) = w(L,t) =0 para t>0, (4)
w(z,0) = f(z) —v(z,0) para 0<z< L.

Assim, se conseguirmos determinar uma v tal que v, = Kv.. teremos que g(z,t) =0 e

recaimos no PVIF(1) que ji estudamos.

4.3.3 Equagao do Calor Nao-homogénea

Voltemos a dedugdo da equagao do calor em uma barra onde consideramos a
temperatura das extremidades mantidas a zero grau e suponhamos que a barra tenha
uma fonte de calor interna. A deducgiao da equagao do calor serd a mesma utilizada até
o momento em que vamos calcular a quantidade de calor entre zy e To45 no intervalo
de tempo iy e tp,5. Na expressao

to+1 to+T
g= f q(xo, t)dt — / q(zo + 6, t)dt
to to

deve-se adicionar a quantidade de calor fornecida pela fonte de calor interna que é dada

to+1 zo+d
/ / g(z, t)dzdt.
to To

por
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Assim a quantidade de calor para a barra entre zy e o5 no intervalo de tempo iy e
toss € a seguinte
to+7 to+7 to+7 zo+d
q= / q(zo, t)dt — / q(zo + 4, t)dt + / / g(z, t)dzdt,
to to to o
isto é,
to+7 to+T zo+0
0= [ Hua+ 6.0~ walanOlds+ [ [ ol )zt
to to zp
Apés este ajuste prosseguimos de maneira andloga ao capitulo 1 e encontramos a
equagao:
to+T

to+T pzotd to+7T pxotd zo+8
f / kg, (z, t)dzdt + / / g(z, t)dzdt = / j epwy(z, t)dtdtdz,
to £ to o to o

ou seja,
to+T  pxo+d to+1 pxot+é
/ f [kttze(z,t) + g(z,t)]|dzdt = / / cpuy(z, t)dtdz.
to To to zo

Portanto, a equacao do calor para este caso é
w = Kug, + g(z,1),

onde g(z,t) é o termo fonte. Esta equagdo é conhecida como equacéo do calor nao-
homogeénea.
Quanto as condigoes inicial e de fronteira podem existir varias, diferentes até das

abordadas no capitulo 1. Mas a nivel de experiéncia, estudemos o PVIF a seguir

Ut = Uzy + Q(I, t) em R
PVIF(4) § u.(0,t) = u,(L,t)=0 para t>0
u(z,0) = f(z) para 0<z<L.

Para resolvemos o PVIF(4) vamos utilizar o método conhecido como variagao dos

parametros. Suponhamos que g = 0, entéo a solugao serd da forma

== aigh nTT
u(z,t) = Z a7 K sin(T)
n=1

entao vamos tentar a solugao do PVIF(4) na forma

w(z,t) = Y ea(t)sin(*7-) (47)

n=1

TECA|

e

uFCL
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Percebe-se que a equacgdo (4.7) satisfaz as condigoes de fronteiras. Observemos

também que

w(z,t) = 3 e, (O sin("2)

n=1
w2 5 . ,NAT
Uge(Z,1) = Iz ;Cn(f)ﬂ Sm(-L—)
assim obtemos

oo 2 <
> @sin(TE) = —K T3 Y calt)n®sin(—7) + glz, 1),
n=1 n=1

agora suponhamos que para cada t > 0, g(z,t) possa ser representada por sua série de

Fourier (de senos), isto é,
= . ATT
g(z,t) = Zg,.(t) SIB(T)-
n=1

Donde obtemos a equacao diferencial para c,(t)

Kn’n?
) = — T3 —calt) + galt),  £>0.
e da condigao inicial temos que
L
w0 =7 [ 1@ sz (48)
0

e assim encontramos que a solugao para c,(t) é
cult) = c,,(O)e_KL" Y ’/ gn(s)exi-’-‘ *ds.
0

Portanto a solucao do PVIF(4) tem por solugao u(z,t) dada por (4.7) com os coefici-
entes ¢, dados por (4.8)

Na préxima secgiao mostraremos a unicidade do PVIF(1).

4.4 Unicidade de Solucao do PVIF(1)

Teorema 4.6 (Principio do Méximo-Minimo). Seja u(z,t) uma fungdo continua no
retingulo Ry; = {(z,t) : 71 < 7 < 33,t; < t < 1o}, e tal que u; = Kuy,, para
T < T < Ty ety <t <ty Entdoo mdrimo de u é assumido em um dos sequintes

lados de Ry3:
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h={z=z,L <t} b={m<z<mt=t} s={z=2,t <t <t}

Demostragio: Seja M o maximo de u em R ;5 e m o maximo de u em [; Ul Ul;.
Queremos mostrar que M = m.

Suponhamos por contradi¢ao, que M > m, ja que nao podemos ter M < m, pois
LUl Ul C Rya.
Seja P(zo,t) um ponto de Ryz — (I; U ly U l3), onde u assume seu valor méximo.

Definamos a fun¢ao
M—-m

41?2

onde L = x5 — x;. Como u(z,t) < mem l; Ul Ul; temos

v(z,t) = u(z, t) + (z — z0)?,

=M

M-m_, 4m+M-m 3m M 3M M
WOt TG =y & TA e T4

v(zo, to) = u(zo,to) = M.

Mas v nao assume seu maximo neste ponto, assim consideremos que o maximo de v é
assumido em Ry3 — (I; Ul Ul3) em um ponto Q(Z, f).

Pela propriedade de méximos e minimos de fungoes de vérias variaveis, devemos
ter que

v (Z,8) >0 e vsa(Z,E) <O0. (4.9)

Por outro lado, derivando v no ponto @ obtemos

'Ut(fa f) i u’t(fv E)

v:cz(i'a ":) - uzz(i‘a a * _Aiz_g?"_n_;

mas u satisfaz a equagao do calor, assim

Ut(fs E) =K [vz:(isf) - M2L = < Kv::x(f:a <0,

pois, M > m. O que é um absurdo pois v,(Z,t) > 0 e assim temos que M = m.
Para vermos que o minimo também é atingido, basta observar que —u satisfaz a

equagao do calor e que o minimo de u é igual a —maz(—u).

Corolirio 4.2. Seja f uma fungdo dada em [0, L]. Entdo, a solu¢i@o do PVIF(1) no

sentido da definicao (I) é inica, caso exista.
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Demonstragio: Sejam u,(z,t) e uy(z,t) duas solugoes do PVIF(1).

Considere v(z,t) = u;(z,t) — us(z,t) queremos mostrar que v = 0 como u; e uy

sao continuas, entao v também sera. Observemos ainda que as derivadas parciais de v

sao

Ve = (ﬂl)t 2 (‘uz):,
Vez = (ul)zz - (u2)1:.1::
mas u; e up satisfazem a equacgao do calor. Logo

= K(ul )a::: o= K('“Q)zz = K[(ul)xz == (uQ)zz] = Kuzz»

dai v também satisfaz a equagao do calor.
E mais,
v(0,t) = u1(0,) — u2(0,£) =0—-0=10

v(L,t) = uy(L,t) —up(L,t) =0—-0=0
logo v satisfaz as condigoes de fronteira do PVIF(1). A condigao inicial é.
U(J;T 0) =u (Iv 0) - ‘U.g(l', U) = f(I) - f(I) =0.

Assim devemos encontrar v tal que

v = Kvg,,
v(0,t) = v(L,t) =0,
v(z,0) = 0.

Pelo Teorema do Médximo-Minimo teremos que o méximo e o minimo serao assumidos
por v em v(0,t), v(L,t) ou v(x,0) e em ambos os locais v é nula. Portanto v =0, o

que mostra a unicidade da solu¢do do PVIF(1).

Corolério 4.3. Seja f uma func¢do de quadrado integrdvel em [0, L]. Entdo a solu¢do
do PVIF (1) no sentido da defini¢ao(II) € tinica

Demonstragao: Definamos duas solugoes u; e us no sentido da defini¢ao (II).
Fagcamos v = u; — us e o resto da demonstracao segue-se com um raciocinio analogo

ao da demonstracao anterior.
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