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RESUMO

Este trabalho visa a estudar o fendmeno da difusdo de calor ou de massa em so6lidos com
forma arbitraria, apresentar a solu¢do numérica da equagdo que descreve o fendmeno para
solidos obtidos por extrusao e por revolugao de uma area geratriz. A equagao de difusdo em
regime transiente, escrita em coordenadas generalizadas, foi discretizada e resolvida
numericamente, via método dos volumes finitos, com uma formulacao totalmente implicita,
para condi¢gdes de contorno de primeira, segunda e terceira espécies, com propriedades
constantes ou variaveis para o meio, incluindo variagdes dimensionais. O estudo para a
geracdo de uma malha estruturada bidimensional simplesmente conexa através da equacdo
de Poisson, via diferengas finitas ¢ apresentado. Um software na plataforma Windows para
a obtencdo de contornos e geracao de malhas, bem como para a solucdo da equacdo de
difusdo em so6lidos com forma arbitraria foi desenvolvido e € apresentado. Para viabilizar o
desenvolvimento do software foi criado um avaliador de expressdes (function parser) para a
linguagem Fortran, que foi utilizada em todo o pacote computacional. Foram realizadas
diversas simulagdes utilizando os codigos computacionais desenvolvidos, envolvendo um
grande numero de situagdes fisicas de interesse, € todos os resultados obtidos foram
teoricamente consistentes e coerentes com valores reportados na literatura. O pacote
computacional desenvolvido foi aplicado na simulacdo da cinética de secagem de
membranas cerdmicas na forma de tubos cilindricos, usados em processos de filtragem, nas
seguintes condi¢des experimentais: temperatura de 45 a 105 °C, teor de umidade inicial de
25 a 30% (bs) e umidade relativa do ar de 58%. Os resultados numéricos foram comparados
com os resultados experimentais obtidos nestas mesmas condigdes. Tal comparagao
possibilitou determinar uma expressdo para o coeficiente de difusdo em fun¢do da razdo de
umidade e da temperatura do ar de secagem, e também o valor do coeficiente de
transferéncia convectiva de massa correspondente a cada temperatura estudada.

Palavras-chave: Regime transiente, geometrias complexas, coordenadas generalizadas,
programa para secagem, materiais porosos, volumes finitos, otimizagao

de processos.
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ABSTRACT

This work seeks to study the diffusion phenomenon in porous solids with arbitrary
geometry, to present the numeric solution of the equation that describes the phenomenon
for extrusion solids and to propose a numeric solution for revolution solids. In this sense,
the diffusion equation was solved for a bi-dimensional grid which generates extrusion or
revolution solids, and it reduces in a significant way the computational effort demanded in
the three-dimensional numeric solution. The integral (in the space and time) of the diffusion
equation in unsteady state was solved numerically for first, second and third species
boundary, using generalized coordinates. The used method was the method of the finite
volumes, with a fully implicit formulation. It is presented the necessary study for mesh
generation in two dimensions through the Poisson equation, via finite differences; and
software in the platform Windows was developed to make possible the generation. Seeking
to acquire the points of the boundary of a mesh, it was also developed digitizer software for
points, starting from the illustration of a solid contained in a bitmap file. It was created a
function parser for the Fortran language to make possible the development of software
destined to the drying simulation for individual solid or product in thin layer. Several
simulations were accomplished (using the developed codes), involving a great number of
physical situations of interest, and all the obtained results were theoretically consistent and
coherent with expected values. The developed software was applied in the simulation,
starting from experimental data, of the drying of ceramic membranes in the shape of tubes,
used as filters, for the following experimental conditions: temperature from 45 up to 105
°C, initial moisture content from 25 up to 30% (db) and relative humidity of the air of 58%.
The simulation makes possible to determine an expression for the diffusion coefficient in
function of the moisture ratio and of the temperature of the drying air, and also the value of
the convective mass transfer coefficient corresponding to each temperature.

Keywords: Unsteady state, complex geometries, generalized coordinates, drying software,

porous materials, finite volumes, process optimization.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A difusdo ¢ um dos tipos de mecanismos através dos quais o fendomeno do transporte ocorre.
Em muitas situagdes fisicas de interesse a teoria da difusdo € utilizada para descrever a transferéncia
de matéria e de energia em um meio. Dentre tais situagdes, a teoria da difusdo muitas vezes ¢
utilizada para descrever processos de aquecimento, resfriamento e congelamento de corpos, e
também de adsor¢do e dessor¢do de liquidos e gases em solidos. Conforme serd mencionado ao
longo deste capitulo, em um grande nimero de trabalhos disponiveis na literatura, a teoria da
difusdo ¢ também utilizada para descrever o processo de secagem de solidos. O presente trabalho
visa a apresentar contribui¢des no estudo da difusdo em so6lidos com geometrias complexas, e tais

contribui¢des podem ser utilizadas, por exemplo, na descri¢cao da secagem de solidos.

Uma das etapas importantes em varios processos produtivos, nas mais diferentes areas de
atividade humana, ¢ aquela referente a secagem de corpos ou produtos constituidos por materiais
porosos. Numa abordagem geral sobre o tema vale ressaltar que, na area da produgdo agricola, por
exemplo, a secagem, feita logo apds a colheita, tem por objetivo principal a conservacdo das
qualidades nutricionais do produto por longos periodos de armazenamento. Em adicao a isto, um
alto teor de umidade facilita o aparecimento e desenvolvimento de insetos e fungos, o que causa

uma rapida deteriora¢dao do produto (Athié et al., 1998). Desta forma, no caso de produtos agricolas,
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a secagem ¢, também, um dos recursos utilizados na prevengdo de pragas durante a fase de
armazenamento. Uma outra area de atividade em que a secagem ¢ uma das etapas importantes no
processo produtivo € aquela referente a industrializacdo de alimentos como, por exemplo, o
macarrdo (Inazu e Iwasaki, 2000), que ¢ um dos alimentos basicos de populagdes em varios paises.
Apods a preparacdo da massa, cuja base ¢ farinha de trigo misturada com outros nutrientes e
umedecida com agua, ¢ feita a conformacao do produto, seguida do processo de secagem. Ainda no
campo de produtos alimentares, a secagem de alimentos de origem animal, como carnes e pescado
(Trujillo et al., 2004; Tello-Panduro et al., 2004), ¢ um recurso util visando a conservacao do
produto por longos periodos. Normalmente, na obtencao de produtos a partir destas matérias-primas,
¢ feita uma desidratagao parcial por um processo osmotico, por exemplo, com a utilizagdo de sal,
seguida de uma secagem complementar com ar aquecido, conforme observa Fioreze (2004). A
secagem osmo-convectiva ¢ Util também no caso de alguns produtos agricolas que tém a polpa
recoberta por uma membrana semipermeavel, como a acerola, conforme foi descrito por Silva

(2004).

Dentre outras areas, uma muito importante, na qual a secagem ¢ uma das etapas do processo
produtivo, ¢ aquela referente a fabricacdo de materiais ceramicos (Khalfi e Blanchart, 1999;
Boukadida e Nasrallah, 2002; Vieira et al., 2003; Chotard et al., 2005; Schwartz et al., 2005). Um
setor desta area de produg¢do que tem merecido especial atengdo por parte de pesquisadores,
particularmente em relagdo ao aumento da velocidade de secagem, ¢ aquele referente a concretos
refratarios (Innocentini et al., 2001; Innocentini et al., 2002; Anjos et al., 2004; Isaac et al., 2004;
Marques et al., 2004; Peret e Pandolfelle, 2005). Vale ressaltar que, segundo Tapia e Vilar (2000),
citados por Kawaguti et al. (2003), somente o setor de ceramica vermelha emprega cerca de 250.000
pessoas distribuidas entre 8.500 e 11.000 empresas no Brasil. Kawaguti et al. (2003) observam que
muitas destas empresas ainda estdo num estagio tecnoldgico primitivo quanto a sua modernizagao e,
por representar grande importancia na geracao de empregos e distribui¢do de renda, tem merecido

atencao de setores do governo, de universidades e de diversas entidades.

Basicamente, os materiais da cerdmica tradicional sdo produzidos a partir da matéria-prima
na forma de po, ao qual sdo acrescentados aditivos (agua e outros), o que possibilita a conformagao
das pecas. Numa etapa posterior as pecas devem ser secadas, de forma a atingir um teor de umidade
adequado, possibilitando a sua queima. Como se sabe, ¢ na etapa da secagem que ocorre a

elimina¢do da maior quantidade de dgua de conformacdo, e também uma significativa variagdo no
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volume das pegas (Nicolau et al., 2004). Segundo Schwartz et al. (2005), ¢ comum, na etapa de
secagem de pecgas ceramicas, ocorrerem defeitos, tais como trincas € empenamentos, que sO sao
perceptiveis apos a sua queima. Assim, a compreensdo dos mecanismos envolvidos na etapa de

secagem ¢ um requisito fundamental no estudo de solugdes que minimizem tais problemas.

De uma forma ampla, secagem ¢ uma operacao através da qual se retira 4gua do interior de
um corpo. Quando se usa ar quente, pode-se definir a secagem de um corpo umido como o processo
no qual calor ¢ transferido das vizinhangas para tal corpo, a0 mesmo tempo em que ocorre a
transferéncia de dgua do seu interior para a sua superficie, e desta para as suas vizinhangas, na forma

de vapor.

A secagem de um corpo umido pode ocorrer de forma natural ou artificial. No caso da
secagem artificial, o método mais comum ¢é pré-aquecer o ar ambiente (agente de secagem), o que
diminui a sua umidade relativa, e em seguida transferi-lo, numa certa velocidade, para o ambiente
no qual ele ¢ colocado em contato com tal corpo. Com isso, hda um processo continuo de
transferéncia de agua do interior do corpo para a sua superficie, e desta para o ar de secagem, na
forma de vapor. Embora o uso do ar quente seja freqiientemente empregado em secagem, outros
métodos também sao reportados na literatura e, dentre eles, podem ser citados a secagem a vacuo, a

secagem por congelamento e a secagem por microondas.

O conhecimento dos mecanismos de transferéncia de 4gua do interior de um corpo umido,
numa dada temperatura, para o meio externo € importante porque possibilita minimizar ndo sé as
perdas do produto durante o processo da secagem como também minimizar a energia consumida.
Naturalmente, o estudo tedrico dos mecanismos de secagem pressupde a proposi¢ao de um modelo
matematico para a descricdo do processo. Vdrias teorias e conseqiientes modelos matematicos sao
reportados na literatura, sendo que uma destas teorias simplifica o processo admitindo que, no caso
de secagem com ar quente, a transferéncia de dgua do interior de um produto para a sua superficie
externa ocorre por difusdo liquida. Em conseqiiéncia, o modelo matematico adequado para
descrever o problema envolve a equacdo de difusdo. Para algumas geometrias simples a equagao de
difusdo tem solucdo analitica, como ¢ o caso de parede infinita, cilindro infinito e esfera, dentre
outros. Nestas solugdes normalmente ¢ pressuposto que o meio tenha propriedades termofisicas
constantes. Também sdo reportadas pela literatura solugdes analiticas para a difusdo de dgua em

corpos na forma de paralelepipedo, esferdides prolatos e esferdides oblatos. Algumas solucdes
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numéricas para tais geometrias também sao encontradas na literatura (Lima, 1999; Jia et al., 2001;
Nascimento, 2002); entretanto, para uma geometria arbitraria, poucos sdo os trabalhos disponiveis.
Assim, a motivacdo para o desenvolvimento desta tese ¢ proveniente da escassez de trabalhos
envolvendo o problema da difusdo transiente em geometrias arbitrarias, o que ¢ necessario numa
descri¢ao rigorosa da secagem de um so6lido com uma forma qualquer. Neste caso, os sistemas de
coordenadas usuais, como cartesianas, cilindricas e esféricas ndo sdao adequados. Mesmo alguns
sistemas de coordenadas mais flexiveis, como aqueles definidos para corpos esferoidais prolatos
(Lima, 1999), oblatos (Carmo, 2004) ou ainda outros sistemas elipsoidais (Li et al., 2004), sdo

limitados a apenas algumas formas geométricas especificas.

Neste contexto, este estudo tem como objetivo geral a proposi¢do de uma solu¢cdo numérica
da equacdo de difusdo para soélidos obtidos através da revolugcdo de geometrias bidimensionais
arbitrarias, utilizando coordenadas generalizadas. Para tal, inicialmente serd apresentada a solugdo
para solidos gerados a partir da translagdo (extrusdo) de tais geometrias, usando, também,
coordenadas generalizadas. Além da simulacdo de transporte de calor, tal estudo deve possibilitar a
descri¢dao de processos de secagem de corpos com forma alongada, de se¢do reta uniforme com um
formato qualquer (s6lidos obtidos por extrusdao). Também deve possibilitar a descricdo da secagem
de corpos obtidos pela revolugcdo de uma superficie plana, num formato qualquer, em torno de um
eixo fixo contido no plano de tal superficie (sélidos de revolugdo), tirando proveito de condigdes de
simetria. A idéia a ser utilizada em solidos de revolugao nao foi encontrada na literatura consultada,
e a justificativa de seu emprego neste trabalho pode ser dada através da significativa reducao do
esfor¢o computacional exigido em relagdo ao método tradicional de solugdo numérica com a
utilizacdo de malhas tridimensionais. Além da justificativa apresentada, deve ser ressaltado que o
especial interesse nestes dois tipos de solidos decorre de sua ocorréncia em um grande niimero de

produtos industrializados e da freqiiéncia com que os mesmos sdo encontrados na natureza.

De forma especifica, neste trabalho propdem-se a atingir os seguintes objetivos:

e Modelar matematicamente e propor solucdo numérica para o problema de difusdo
transiente de calor ou de massa em solidos gerados pela extrusdo e revolucdo de
geometrias bidimensionais arbitrarias. O modelo deve considerar variagdes nas dimensoes

do so6lido, nas propriedades de transporte, e prever condi¢cdes de contorno convectiva, de



equilibrio, e de fluxo prescrito. A modelagem matematica sera feita baseando-se na teoria

da difusdo liquida e lei de Fourier;

e Desenvolver um pacote computacional na plataforma Windows, com interface grafica,
para a geracdo de malhas e predi¢do da difusdo de calor ou de massa em corpos com as

formas anteriormente mencionadas;

e Simular a distribuicdo do teor de umidade ou de temperatura no interior de corpos com
forma arbitraria, ¢ suas respectivas cinéticas de difusdo, utilizando-se de modelos

matematicos a serem desenvolvidos;

e Examinar o efeito da variacdo dimensional ocorrida em conseqiiéncia do processo de

difusdo;

e Aplicar os modelos numéricos desenvolvidos a secagem de solidos cerdmicos;

e Estudar os efeitos das consideracdes adotadas em cada modelo sobre os coeficientes de

transporte;

e Obter correlagdes matematicas para os coeficientes de difusdo de calor ou de massa e de

transferéncia convectiva de calor, como fun¢do dos pardmetros de secagem.

Neste sentido, com esta pesquisa pretende-se colocar a disposicdo de interessados, subsidios
teoricos no tocante a transferéncia de calor ou de massa, com énfase nos processos de secagem de
solidos com geometria complexa, incluindo variagdes dimensionais, o que ainda ¢ pouco estudado e
discutido pela comunidade cientifica. Além disso, deseja-se disponibilizar, também, uma ferramenta
computacional que possa ser utilizada por pesquisadores de areas que envolvam difusdo de matéria

ou de energia em so6lidos de geometria complexa.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

A secagem ¢ uma operagdo pela qual se retira 4gua de um produto, visando a atender a
determinadas necessidades. H4 vérias formas de se realizar a secagem de um corpo e, em uma delas,
utiliza-se ar previamente aquecido fluindo sobre a superficie externa do corpo. Existem algumas
teorias propostas na literatura visando a descri¢do do mecanismo de transporte de d4gua em solidos
porosos, € uma delas ¢ a teoria de difusdo, que sera empregada neste estudo. Esta teoria ¢ usada em
inumeros trabalhos (Sander et al., 2003; Roberts e Tong, 2003; Lima et al., 2004; Li et al., 2004;
Salinas et al., 2004; Wu et al., 2004; Cadé et al., 2005; Carmo e Lima, 2005; Cavalcanti et al., 2005)
com o objetivo de descrever o transporte de 4gua em meios porosos, de forma geral e, em particular,
com a finalidade de descrever a secagem de corpos imidos. Em alguns destes trabalhos os corpos
objetos do estudo de secagem, cada um com a sua forma especifica, sdo considerados como
cilindros infinitos, esferas ou paredes infinitas. Tal consideragdo facilita tanto a solucdo analitica
quanto a solugdo numérica da equacdo de difusdo. Entretanto, este procedimento, embora
normalmente apresente bons resultados na descricdo da cinética de secagem, pode ndo descrever de
forma adequada os processos de conducao de calor ou de transporte de massa no interior do corpo

em estudo, caso este tenha uma forma significativamente diferente da geometria considerada.



Para a criacdo de um sistema de coordenadas que seja adaptavel a geometria do corpo
estudado, de forma que a equacgdo de difusdo possa ser resolvida numericamente, ¢ necessario um
estudo preliminar visando a generalizacdo do sistema de eixos coordenados. Nesta generalizacio
deve-se, a priori, admitir que os eixos possam ser curvilineos e deve-se, ainda, eliminar a restri¢gao

de que eles sejam ortogonais (Butkov, 1978; Boas, 1983; Slattery, 1999; Maliska, 2004).

Em geral, durante a secagem de um corpo ou produto constituido por materiais porosos,
ocorre uma retragdo do corpo, isto ¢, uma diminuicdo de seu volume, devido a perda de agua.

Assim, uma correta descricdo do processo deve levar em consideragdo este fendmeno.

Diante do exposto, este capitulo visa a apresentar uma revisdo da literatura, abordando os
topicos anteriormente ressaltados bem como outros correlatos, o que possibilitard atingir os

objetivos delineados neste trabalho.
2.1 A equacio de transporte e a equacio de difusao

A equacdo de difusdo descreve o transporte de uma grandeza em um meio estaciondrio e €
decorrente da equacgdo geral de conservacao (equacdo de transporte). Por este motivo, sera feita uma
rapida revisdo da equacdo de transporte. Detalhes sobre o assunto podem ser encontrados, por

exemplo, em Slattery (1999) e em Bird et al. (2001).
2.1.1 A equacio de transporte
A equagdo de transporte, na sua forma infinitesimal para um volume -elementar,

freqiientemente referido como volume de controle, pode ser dada, de maneira genérica, do seguinte

modo:

d

g(MD)+V-(k;<D) =v.T®vo)+s?, (2.1)

onde:

® ¢ a variavel dependente de interesse,



d -~ .
A e I'” sdo coeficientes de transporte,
v ¢ o vetor velocidade do meio,

S® ¢ o termo fonte.

Em sintese, o primeiro termo da Equagdo (2.1) indica a variagdo de uma grandeza
caracterizada pela varidvel dependente no decorrer do tempo t, dentro do volume de controle. O

segundo termo da a variacdo da grandeza na unidade de tempo por transferéncia de massa com uma

velocidade v para o volume de controle (termo convectivo). J4 o terceiro termo indica a variacdo da

grandeza na unidade de tempo dentro do volume de controle por difusdo (termo difusivo), enquanto

que o ultimo termo dé a taxa de geragdo da grandeza dentro do volume de controle (termo fonte).
2.1.2 A equacio de difusio

Caso o termo convectivo ¢ o termo fonte da Equacdo (2.1) sejam zero, a variagdo da
grandeza dentro do volume de controle ocorre unicamente por difusdo. Neste caso, a equacao passa

a ser chamada de equacao de difusdo e ¢ dada por:

%(m): V.- Tovo). (2.2)

Na Equagdo (2.2), caso A=pc__, r°=ked=T , tem-se a equagdo de conducdo de calor:

p
d
= (e, T) = V.(kVT), (2.3)

em que

T € a temperatura,

p ¢ a densidade do meio,

c, ¢ o calor especifico a pressdo constante,

p

k ¢ a condutividade térmica do meio.



Na equacdo (2.3) a variavel dependente ¢ a temperatura, enquanto que a grandeza
transportada (caracterizada pela variavel dependente) ¢ a energia interna no volume de controle.
Exceto pelo sinal, o termo entre paréntesis no segundo membro da Equagdo (2.3) ¢ a taxa de
transferéncia de calor por unidade de area perpendicular a direcdo de transferéncia (fluxo de calor),

o que ¢ conhecido como lei de Fourier (Keey, 1992; Incropera e DeWitt, 1992):
q=-kVT, (2.4)
e ¢ dado, no sistema internacional de unidades, em J/(s.m’) ou W/nr’.

Nos casos em que p e ¢, sdo constantes, a Equacdo (2.3) pode ser escrita do seguinte modo:

doT

—=V.(aVT), 2.5

o (aVT) (2.5)
em que o termo

a=k/(pcy) (2.6)

¢ denominado difusividade térmica.

Por outro lado, se na Equacdo (2.2) forem feitos A =1, r’=peo=M , tem-se a equagdo

de difusdo de massa:

M
=" V.(DVM), (2.7)

em que

M ¢ o teor de umidade no volume de controle, num instante t,

D ¢ a difusividade de massa.



Com relacao a Equagdo (2.7), deve-se observar que o termo entre paréntesis no segundo
membro possibilita definir a taxa de difusdo de 4gua por unidade de area (fluxo de agua em relagao
a um determinado referencial), o que ¢ conhecido como primeira lei de Fick (Incropera e DeWitt,

1992):
J=-pDVM, (2.8)
em que p ¢ a densidade do corpo e o fluxo de dgua é dado em kg/(m’s).

2.2 Teor de umidade e teor de umidade de equilibrio

Na se¢do anterior foi introduzida uma varidvel M na Equacdo (2.7), denominada teor de
umidade, para descrever o transporte de um liquido no interior de um sélido poroso por difusdo.
Torna-se necessario, entdo, o conhecimento de algumas informacdes sobre esta varidvel para a

compreensdo do fenomeno da difusdo liquida em um meio poroso.

2.2.1 Defini¢des para o teor de umidade

O teor de umidade M ¢ definido como a massa myyo de agua contida em um corpo em

relacdo a sua massa total, dada por (mp0+ms), em que ms ¢ a massa seca do corpo. A esta definicao

da-se o nome de teor de umidade em base umida Mpy, que pode ser expressa da seguinte forma:

(2.9)

O teor de umidade de um corpo também pode ser definido através da massa de dgua em

relacdo a massa seca deste corpo e, neste caso, tal teor € expresso do seguinte modo:

_ m
Mips = —29 (2.10)
mg
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onde Mps ¢ o teor de umidade em base seca. Na forma como estdo as defini¢des dadas pelas
Equagdes (2.9) e (2.10), os respectivos valores para os teores de umidade sdo freqiientemente
referidos como teores na forma decimal, e podem ser escritos na forma percentual pela

multiplicagdo de tais valores por 100.

2.2.2 Teor de umidade de equilibrio

O teor de umidade de equilibrio, I\_/Ie, ¢ interpretado como o valor do teor de umidade de um
corpo, exposto a determinadas condicdes do meio que o envolve, apds um tempo suficientemente
longo, de tal forma que ndo haja mais mudanga na sua massa em tempos posteriores. A Figura 2.1

apresenta uma curva tipica de secagem em que pode ser observado tanto o teor de umidade inicial

M; quanto o teor de umidade de equilibrio Me.

M

t

Figura 2.1 — Curva tipica de secagem destacando o teor de umidade de equilibrio Me.

O teor de umidade de equilibrio para um determinado produto depende, basicamente, da

temperatura T do ar de secagem e também da atividade de agua a,, que, nas condi¢bes de

equilibrio, ¢ igual a umidade relativa do ar, RH, que ¢ definida por

=V 2.11)
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onde P, ¢ a pressdo de vapor de 4gua no ar e Py € a pressao de vapor saturado.
2.3 Solucdes analiticas para a equacgao de difusio

Em varios trabalhos disponiveis na literatura sobre transferéncia de calor e massa, a equacao
de difusdo ¢ utilizada na descri¢do dos processos (Sander et al., 2003; Roberts e Tong, 2003; Lima
et al., 2004; Wu et al., 2004; Carmo e Lima, 2005; Cavalcanti et al., 2005; Cadé et al., 2005; Pirozzi
e Améndola, 2005). Em alguns destes trabalhos, a forma do corpo objeto de estudo ¢ aproximada
para uma esfera, um cilindro, ou uma parede infinita, em que a difusividade de massa ¢ suposta
constante. Na maioria destes trabalhos ¢ suposto, ainda, que a dgua seja transportada, no interior do
corpo, por difusdo na fase liquida. Isto ¢ uma simplificacdo que, segundo Keey (1992), recebe
severas criticas. Na verdade, o transporte de dgua no interior de um corpo pode ocorrer através de
varios processos simultdneos, € ndo apenas por difusdo liquida. Por outro lado, mesmo com a
aproximacao da forma do corpo para uma forma geométrica simples, reduzindo o problema ao caso
de difusdo unidimensional, ¢ reportado na literatura a dependéncia da difusividade de massa com o
teor de umidade do corpo e também com a sua temperatura (Marinos-Kouris e Maroulis, 1995).
Assim, a suposi¢ao de um valor constante para a difusividade de massa freqiientemente empobrece
os resultados obtidos. Apesar disso, em algumas situa¢des pode-se conceber o conceito de uma
difusividade efetiva com valor constante, D¢, que ndo seja uma caracteristica inerente ao corpo, mas
sim resultante de todas as simplificacdes efetuadas. Levando em conta tais simplificagdes, a equacao
de difusdo possui solugdo analitica para muitos casos de interesse, € alguns destes casos serdo
apresentados nos itens a seguir. Antes, porém, ¢ interessante observar que a equagdo de difusdo
unidimensional pode ser escrita, para propriedades termofisicas constantes, do seguinte modo (ver,

por exemplo, Silva, 2004):

@:Li[rq @ ai’j_ (2.12)
at rq ar

Na Equacdo (2.12) o parametro re representa a difusividade da varidvel & e o valor do

expoente q define o sistema de coordenadas para a solucdo da equagdo de difusdo unidimensional:

q=0 implica em parede infinita (coordenadas cartesianas);
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g=1 implica em cilindro infinito (coordenadas cilindricas);

=2 implica em esfera (coordenadas esféricas).
2.3.1 Difusao de calor com a condicido de contorno convectiva
No caso de difusdo de calor, para uma condi¢cdo de contorno convectiva, em que a constante

de convecgdo ¢ h, sendo a condutividade térmica do meio dada por k, para um corpo com um

comprimento caracteristico L. o nimero de Biot pode ser definido através da expressao

hL,
<.

Bi=

(2.13)

Como se sabe, o nimero de Biot define a relagdo entre a resisténcia interna e a resisténcia
externa a transferéncia de calor ou de massa. No caso de transferéncia de calor, para a temperatura

do ar dada por T, e a temperatura inicial de um corpo igual a T;, com p, ¢, e k constantes,

existem varias solucdes para a Equacdo (2.3). Algumas destas solugdes podem ser encontradas, por
exemplo, em Incropera e DeWitt (1992), de onde foram extraidas as expressdes que serao

apresentadas a seguir.

Para o interior de uma parede infinita de espessura L, numa posicdo x de seu centro, num

tempo t, a temperatura T ¢ dada por:

T-T o 2
—“:ZC exp| — 2 4k t [cos En X |, (2.14)

n n 2
T,-T. 5 pc,L L

em que

_ 4 sen(C,) (2.15)
"o2g, +sen(2C,) '

onde {, sdo as raizes positivas da equagdo transcendental
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Cn te(C,)=Bi (2.16)

e esta equacao transcendental ¢ facilmente resolvida por um método numérico como, por exemplo, o

método da bissecao.

Para o interior de uma esfera de raio R, numa posicdo r de seu centro, num tempo t, a

temperatura T ¢ dada por:

pch2 Cnl

T (o)
—TZ = ECH exp{—(;rz1 k }isen[%lrj, (2.17)
em que

_ 4 [SCI’I(CH)— Cn COos (Cn)]

= , 2.18
" 2Cn - Sen(2Cn) ( )
onde ¢, sdo as raizes positivas da equagdo transcendental
1-¢,/ tg(C,)=Bi. (2.19)

Para o interior de um cilindro infinito de raio R, numa posi¢ao r de seu eixo, num tempo t, a

temperatura T ¢ dada por:

=1 =ic exp{ - } O(C“ ). (2.20)

em que

2 (&)
C, == , (2.21)
Cn T3 +ITCH)
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onde ¢, sdo as raizes positivas da equagdo transcendental

DCa) _ g 2.22
SN (222

e deve ser observado que J,({,,) e J;(C,) sdo as fungdes de Bessel de primeira espécie de ordens

zero e um, respectivamente. Além da utilidade das Equacdes (2.14), (2.17) e (2.20) na solucdo
analitica de varios tipos de problemas difusivos, elas podem ser usadas também para a validagdo de
solugdes numéricas, o que as tornam numa valiosa ferramenta a disposi¢do de pesquisadores em

métodos numéricos na area de transferéncia de calor.

2.3.2 Difusiao de massa com condicio de contorno de equilibrio

Para a condigdo inicial do teor de umidade de um corpo igual a M ea condi¢do de contorno
dada por um valor igual a Me, em que Me ¢ o teor de umidade de equilibrio, com D =D =cte,

Crank (1992), por exemplo, apresenta as seguintes solu¢des da Equagdo (2.7) para M, em um

tempo t:

M-M > 1 2
Parede, espessura L, ———— = % Z—zexp —(2n+1)? n—zDeft . (2.23)
Mi-Me 77, 50(2n+1) L
. M-M > 1 2
Esfera, raio R, % = iZ:—exp -n2% p et (2.24)
M; —Me 7'52 n—11’12 R2 ¢
e M-Me < A2
Cilindro infinito, raio R, % = iexp ——>Dst |, (2.25)
Mi-Me S22 R?

onde A, sdo as raizes da fungdo de Bessel de primeira espécie de ordem zero, isto €, sdo os valores

positivos de s que satisfazem a equacdo J,(s)=0.
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Nas Equagdes (2.23), (2.24) e (2.25) M é o teor de umidade médio, isto &, do COrpo como

um todo, num tempo t, € ndo para um volume de controle numa dada posi¢ao do corpo.

Quando a condi¢do de contorno for convectiva para a difusdo de agua, as solugdes dadas

pelas Equacdes (2.14), (2.17) e (2.20) podem ser adequadas a esta situacdo estabelecendo-se p=1 e
¢, =1; e substituindo-se k por Der e também T por M. Mas deve ser observado que a variavel M

sera dada para uma posi¢do, e ndo para o corpo inteiro. Em casos como este, o teor de umidade para

o corpo deve ser obtido pela expressao:

L

Jav

onde M(;) ¢ o teor de umidade do volume de controle dV na posicdo definida pelo vetor r. Por

(2.26)

outro lado, deve ser observado que o primeiro membro das Equagdes (2.23), (2.24) e (2.25) ¢

chamado genericamente de razdo de umidade:

R=M-Me 2.27)
~ M.

<

1

<l

Em diversos trabalhos as equacdes unidimensionais apresentadas sdo utilizadas para
descrever a difusdo de um liquido no interior de um so6lido poroso como, por exemplo, em Llano et

al. (2001) e em Kim et al. (2005); ou mesmo para validar solugdes em geometrias mais complexas,

como em Li et al. (2004).
2.3.3 Outras solucdes analiticas para teste de solucdes numéricas

Além das Equagodes (2.14), (2.17), (2.20), (2.23), (2.24) e (2.25), muitas outras solugdes
analiticas da equagdo de difusdo para determinadas geometrias e regimes podem ser utilizadas na

validacdo de uma solu¢do numérica. Algumas dessas solugdes serdo relacionadas a seguir e, nelas, a

variavel dependente serd denominada genericamente de & .
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2.3.3.1 Retangulo com & prescrito e senoidal em um dos lados
Em seu livro, Maliska (2004) propde um problema-teste, para a verificagdo da consisténcia
de programas desenvolvidos para a solugdo da equacdo de difusdo, que consiste em um problema

bidimensional em regime permanente, no qual trés lados de um meio retangular sdo mantidos com a

variavel @ igual a zero e, no quarto lado, ¢ estabelecida uma expressao senoidal
@ = sen(>2) (2.28)
a

para o valor de @, conforme pode ser visto na Figura 2.2.

«A

() :sen(B)
a

Figura 2.2 — Problema-teste: regime permanente com P prescrito

(senoidal ao norte e zero nos demais contornos).

O problema proposto tem a seguinte solu¢do analitica para o regime permanente:

senh( ﬂ)
D(x,y) = —;bsen(ﬂ) : (2.29)
senh(—) a
a
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2.3.3.2 Retangulo com & prescrito e constante em um dos lados

Retornando a Figura 2.2, para o valor da varidvel & igual a 1 ao norte, mantendo-se as
demais condi¢gdes de contorno de 2.3.3.1, Incropera e DeWitt (1992) apresentam a seguinte solu¢ao

para o regime permanente:

senh( ny

=3 n+l -

p=2y =D+l L sen( Xy (2.30)
T n=1 n senh(i) a

2.3.3.3 Parede infinita com & inicial senoidal

Um outro problema sugerido por Maliska (2004) para teste de solugdo numérica de
problemas difusivos ¢ referente ao regime transiente de uma placa infinita de espessura L para a

qual, inicialmente, a varidvel & ¢ dada pela expressao
D(x,0) = d)osen(%) . (2.31)

No instante t = 0 o sistema passa a sofrer um processo transiente em que ® ¢ mantido em
zero nas faces (em x = 0 e em x = L). Para este problema, a expressdo para ® numa dada posi¢ao x

e num tempo t ¢ dada do seguinte modo:

2
D(x,t) =Dy exp(— (xn—Zt) sen(lx) , (2.32)
L L

em que o ¢ a difusividade do processo e ¢ dada pela Equacdo (2.6) para condugdo de calor ou € o

parametro D da Equagdo (2.7) no caso de difusdo de massa.

Além das solugdes analiticas apresentadas, uma outra particularmente util para corpos

esferoidais prolatos, que envolve a equagdo de difusdo bidimensional, ¢ apresentada por Oliveira e
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Lima (2002). Outras solugdes analiticas para elipsdides foram apresentadas por Farias (2002) e por

Lima et al. (2004).

2.4 Solugdes numéricas para a equacio de difusdo em trés dimensdes

Embora existam algumas vantagens da solu¢cdo analitica de um problema em comparagdo
com a sua solucdo numérica como, por exemplo, a obten¢do da solugdo exata, normalmente as
solugdes analiticas para problemas difusivos sdo obtidas para situagdes especiais, muitas vezes
pouco realistas o que, ndo raro, distorcem a situagdo fisica envolvida. Uma vantagem evidente da
solugdo numérica sobre a analitica reside na possibilidade de aproximar o modelo objeto de estudo
para as condicdes fisicas reais. Assim, pode-se, por exemplo, considerar as propriedades
termofisicas do modelo como parametros variaveis. Em adigdo a isto, pode-se ressaltar a observagao
feita por Pirozzi e Améndola (2005) sobre a utilizagdo de solugdes analiticas para problemas
difusivos: “essas aparecem na forma de uma série infinita, que para serem calculadas devem ser
truncadas, com um niimero determinado de termos. Uma vez que essas séries infinitas sdo truncadas,
elas passam a fornecer solugdes aproximadas, assim como aquelas obtidas por métodos numéricos”.
Além disso, no caso de solu¢des como as apresentadas nas Equagdes (2.14), (2.17) e (2.20), as

raizes {, sdo determinadas por equagdes transcendentais e, portanto, através de métodos numéricos

em que uma tolerancia deve ser estipulada. Com isso, mesmo com o reconhecimento da importancia
das solucdes analiticas para problemas difusivos, ¢ forte a argumentagdo em favor de solugdes via

métodos numéricos.

Lima (1999) utilizou modelos matemdticos bidimensionais analiticos € numéricos para
simular o fendmeno da difusdo transiente em solidos esferoidais prolatos. Na solu¢do numérica foi
usado o método dos volumes finitos, com uma formulagdo totalmente implicita. A equacdo de
difusdo foi discretizada e resolvida considerando o fendmeno com e sem retragcdo. Como aplicacdo,
os modelos formulados foram usados para descrever a secagem de banana, e os resultados obtidos

foram comparados com dados experimentais.

Jia et al. (2001) desenvolveram um software em ambiente MATLAB para a simula¢do de

secagem de corpos individuais bi e tridimensionais, incluindo o estudo de témpera e andlise de
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tensoes internas. Os resultados das simulagdes realizadas com o software foram validados com

dados experimentais.

Nascimento (2002) aplicou o método dos volumes finitos, com uma formulagdo totalmente
implicita, em coordenadas cartesianas, para estudar a difusdo de calor e massa em corpos
tridimensionais na forma de paralelepipedo. A solugdo numérica foi aplicada na descricdo da
secagem de tijolos cerdmicos moldados com argila vermelha. Os resultados numéricos foram

comparados com dados experimentais e, segundo o autor, houve um excelente acordo entre ambos.

Carmo (2004) estudou varios modelos matematicos numéricos para simular o fendmeno de
difusdo em solidos esferoidais oblatos. Na solugdo numérica foi usado o método dos volumes
finitos, com uma formulagdo totalmente implicita. A equagdo de difusdo foi discretizada e resolvida
considerando o fendmeno com e sem retracdo, com a secagem realizada em multipasses (t€émpera).
Como aplicagdo, os modelos estudados foram usados para descrever a secagem de lentilhas, e os
resultados obtidos foram comparados com dados experimentais. O autor concluiu que o modelo

difusivo com multipasses pode ser utilizado na descri¢do da secagem de corpos esferoidais oblatos.

Cavalcanti et al. (2005), utilizando o pacote computacional desenvolvido por Nascimento
(2002), simularam a absor¢do de dgua em compdsitos reforgados por tecido hibrido (juta, vidro e
resina poliéster insaturado). Segundo os autores, foi obtido um razoavel acordo entre a simulagao

numérica e os dados experimentais.

2.5 Difusdo em corpos com forma arbitraria via métodos numéricos

Um problema encontrado na maioria dos trabalhos que visam a descri¢do da secagem de um
corpo individual, ou de um produto em camada fina, através de andlise distribuida, ¢ a dificuldade
de resolugdo das equagdes inerentes ao modelo estabelecido, quando o corpo tem uma forma
arbitraria. Freqiientemente, na solucdo das equacdes, a forma do corpo objeto de estudo ¢
aproximada para uma parede infinita, uma esfera, um cilindro infinito ou uma forma para a qual as
coordenadas do contorno do corpo possam ser dadas por expressdes analiticas. Sdo escassos os
trabalhos encontrados na literatura abordando a solucdo da equacgdo de difusdo em geometrias

arbitrarias, com propositos de aplicagdo em secagem.
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Maliska (1998) desenvolveu um software denominado Transcal, com o objetivo de colocar a
disposicdo de pesquisadores uma ferramenta para o estudo de problemas difusivos em geometria
bidimensional arbitraria. Entretanto, o Transcal ¢ uma ferramenta para a solucdo transiente da
equagdo de difusdo, de uma forma geral, e ndo um programa computacional especifico para a
secagem de corpos individuais. Dessa forma, o uso do software para este fim ndo tem sido

observado em trabalhos disponiveis na literatura.

Pieritz et al. (2003) publicaram um artigo comunicando o desenvolvimento do projeto CFD
SinFlow para o estudo bidimensional de meios sujeitos tanto a difusdao quanto a advecc¢do de calor.
Neste projeto os autores resolveram, numericamente, as equacdes de conservagdo da massa, de
momentum e de energia. Para tal, cada equacao foi escrita em um sistema curvilineo de coordenadas
para, posteriormente, ser discretizada e resolvida. Embora o software seja bem mais geral que o
Transcal, por envolver a advec¢do do meio, ndo tém sido encontrados trabalhos sobre secagem de
corpos individuais com a utilizagdo do CFD SinFlow. Uma explicagdo poderia ser, talvez, devido a

dificuldade de adequacdo de problemas de secagem aos recursos disponibilizados pelo software, ja

que o mesmo ndo foi desenvolvido para o estudo especifico deste tipo de problema.

Wu et al. (2004) simularam o processo de secagem de um corpo poroso através de um
modelo tridimensional transiente envolvendo transferéncia de calor (Equacdo 2.5) e de massa
(Equagao 2.7). Para tal, o proprio contorno tridimensional do corpo foi utilizado para caracterizar
um sistema de coordenadas ajustado a sua forma. Neste estudo, os autores concluiram que o modelo
tridimensional (envolvendo as equacdes de difusdo de calor e de massa, em coordenadas

generalizadas) pode ser usado para descrever o processo de secagem de um corpo poroso.

Salinas et al. (2004) simularam a secagem convencional da madeira através do método dos
volumes finitos utilizando coordenadas generalizadas em duas dimensdes. Os autores concluiram
que o método numérico proposto possibilita simular satisfatoriamente a secagem da madeira

obtendo informagdes transitorias detalhadas das distribui¢des de umidade no interior do corpo.

Uma revisdo da literatura possibilita constatar que sdo raros os trabalhos que apresentam
solug¢do numérica para a equagao de difusdo, através do uso de coordenadas generalizadas, visando a
secagem de corpos com geometria arbitraria. Obviamente, tais solu¢des poderiam ser obtidas com a

utilizagdo de grandes pacotes destinados ao estudo computacional de dinamica dos fluidos, os
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chamados CFD’s (Computational Fluid Dynamics) como, por exemplo, o ALGOR', o CFX* e o
PHOENICS’. Entretanto, também neste caso, apesar de alguns trabalhos disponiveis, esta nio

parece ser a ferramenta comumente empregada por pesquisadores da area de secagem.

2.6 Sistema de coordenadas generalizadas

O estudo da secagem de um corpo de forma arbitraria, através de uma analise distribuida, via
modelo da difusdo liquida, requer a solu¢do numérica da equacdo de difusdo em um sistema de
coordenadas coincidentes com a fronteira. Isto significa que a solu¢gdo numérica do problema pode
ser obtida com o conhecimento do assunto coordenadas generalizadas, explorado por Butkov
(1978), Boas (1983), Thompson et al. (1985), Slattery (1999) e Maliska (2004), dentre outros.
Devido a escolha desta ferramenta para o desenvolvimento da modelagem matematica do problema
em estudo, uma revisdo detalhada dos fundamentos sobre coordenadas generalizadas sera

apresentada a seguir, utilizando uma notacgao semelhante aquela usada por Maliska (2004).

Seja um ponto P que pode ser localizado através de dois sistemas de eixos, em que um deles
¢ o sistema de eixos coordenados cartesianos xyz € o outro ¢ um sistema de eixos com coordenadas
generalizadas &ny. Um sistema de coordenadas generalizadas possui eixos que podem ser
curvilineos e ndo ortogonais entre si, ¢ ¢ também referido como sistema transformado. A situagdo

descrita pode ser observada na Figura 2.3.

As expressoes que possibilitam transformar as coordenadas do ponto P da Figura 2.3 de um
sistema de eixos para outro sdo chamadas de métricas da transformagdo e serdo obtidas no item

2.6.1, dado a seguir.

! <www.algor.com> acesso em maio de 2006
* <http://www-waterloo.ansys.com> acesso em maio de 2006
3 <http://www.cham.co.uk> acesso em junho de 2006
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Figura 2.3 — Sistemas de coordenadas cartesianas e de coordenadas generalizadas.

2.6.1 Métricas de uma transformacao

Podem-se relacionar as coordenadas do ponto P nos dois sistemas de eixos coordenados

mostrados na Figura 2.3 observando, inicialmente, que &, 1 e y podem ser dados em funcdo de X,

y e z, do seguinte modo:

§=8&(xy,2), (2.33)
n=n(xy.z), (2.34)
Y =7(X,y,2), (2.35)

em que &(x,y,2), N(xy,z) € y(X,y,z) sdo fungdes de x, y e z. Com isso, as diferenciais totais destas

fun¢des podem ser dadas, na forma matricial, do seguinte modo:

dg| |8 & &, ||dx
dn|={ny ny n,||dy|, (2.36)
dy| |vx vy 7.|ldz
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em que termos do tipo t,, representam a derivada parcial de uma varidvel t em relagdo a uma outra

m: dt/odm . Compactamente, a Equacdo (2.36) pode ser escrita da seguinte forma:

[DT]=[A][DF], (2.37)

em que [DT] é um vetor no sistema de coordenadas generalizadas (&,1,y), freqiientemente chamado
de dominio transformado, ¢ [DF] ¢ o seu correspondente no sistema de coordenadas cartesianas
(X,y,z), também denominado de dominio fisico. Da observag¢ao das Equacdes (2.36) e (2.37) nota-

se que:

&, & &,
[Al=n, ny m, | (2.38)
Yx Yy Yz

Inversamente ao que foi feito anteriormente, uma vez conhecidas as coordenadas do ponto P
no dominio transformado, suas coordenadas no dominio fisico podem ser obtidas através de funcdes

dadas do seguinte modo:

x =x(En,Y), (2.39)
y=y@Eny), (2.40)
z=z(En,y). (2.41)

Entdo, de forma similar ao que foi feito anteriormente, pode-se escrever:

dx Xg Xy X, || dE

n Ry
dy |=|ye ¥q Yy [||dn (2.42)
dz zg zy zy || dy

ou, de forma compacta,
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[DF]=[B][DT], (2.43)

em que

n Y
Bl=|y: vyq v,|- (2.44)
Zg Iy Zy

Multiplicando a Equagio (2.43) pela matriz inversa de [B], dada por [B]™, e relembrando que

o produto [B]'[B] é a matriz identidade, pode-se obter a seguinte relagio:
[DT]=[B]™ [DF]. (2.45)
Comparando a Equacao (2.45) com a Equacao (2.37) observa-se que
[A]=[B]". (2.46)

Relembrando que a inversa de uma matriz ¢ a transposta da matriz dos cofatores dividida

pelo determinante da matriz original, pode-se escrever:

1 VnZy =¥y2Zn)  — g2y =Xy2) (XY =Xy ¥y)
BI" =1|-(vez, —vyze)  (Xezy —%,2)  —(XeYy —X,¥e) |, (2.47)
(Yezn =¥nZe)  —(XgZg —XyZg)  (Xg¥n —XqYe)

em que

J=—=|A| (2.48)
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¢ definido como o jacobiano da transformacgao. Obviamente, como o jacobiano € igual ao inverso do
determinante da matriz [B], deve necessariamente ser, também, igual ao determinante da matriz [A],
devido a identidade dada pela Equacdo (2.46). Utilizando a matriz [B], dada pela Equagdo (2.44),

para a determinacdo do jacobiano, conforme a definicdo dada pela Equacao (2.48), pode-se escrever:

J=[Xe(Ynzy —¥y2n) =X (YeZy = ¥yZe) + Xy (YeZy — ynzé)]_1 . (2.49)

De acordo com a igualdade definida pela Equagdo (2.46), levando em conta que as matrizes

[A] e [B]" sdo dadas, respectivamente, pelas Equagdes (2.38) e (2.47), pode-se identificar:

éx =J (Ynz'y _y'yzn)a (250)
&y =-T (xXnzy —x,2,), (2.51)
&, =T (Xnyy =Xy ¥q), (2.52)
Mx = —J (Y§Z'\{ - yyzé) > (253)
My =7 (xgzy —Xy2¢). (2.54)
N, == (Xgyy —Xy¥e), (2.55)
Tx = J (Y§Zn _ynzé)a (256)
Yy == (Xezy —X42¢), (2.57)
Yz = J (Xéyn _Xnyé) . (258)

As relagoes dadas pelas Equacdes de (2.50) até (2.58) sdo denominadas de métricas da

transformacao do sistema (X,y,z) para o sistema (&,n,Y).

Para o caso em que ¢ desejada a determinagdo das métricas para a transformacgdo inversa, as
Equagdes de (2.50) a (2.58) podem ser combinadas de forma apropriada. Como exemplo, as

Equagdes (2.54), (2.55), (2.57) e (2.58) serdo combinadas para produzir uma expressdo para Xg.
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Para tal, pode-se multiplicar a Equagdo (2.54) pela (2.58), e subtrair da expressdao obtida o produto

da Equagao (2.57) pela (2.55). Com isso, apos algumas simplificacdes ¢ encontrado:

NyYz — MYy

/2 = xé[xé(ynzy - yyzn)—xn(yézy - yyzé)+ Xv(yézn - ynzé)]. (2.59)

Na Equagdo (2.59), o termo entre colchetes ¢ igual ao inverso do jacobiano da
transformacdo, conforme pode ser observado na Equagdo (2.49). Assim, fazendo a substituicdo do
termo entre colchetes da Equacdo (2.59) pelo inverso do jacobiano da transformacado, seguido da

simplificagdo devida, € obtida a expressdo desejada para x¢. De forma similar, todos os outros

termos da métrica desejada podem ser obtidos, o que possibilita escrever:

X, = NyYz ~ MYy

: : , (2.60)
&y’Yz _az’Yy
g = (2.61)
nzay _nyaz
p = (2.62)
Ve = _nXYZ ;nzYX , (263)
Yy = EJXYZ ;&.}ZYX , (264)
Y, :_éxnz ;éznx , (265)
NxYy —NyY
é_XYJYX, (2.66)
&X’Yy —‘iny
g = (2.67)
&Xny _aynx
= J (2.68)
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Naturalmente, as Equagdes de (2.60) até¢ (2.68) podem ser obtidas de forma simples,
comparando a matriz inversa [A]™, que pode ser obtida da Equagdo (2.38), com a matriz [B], dada

pela Equagdo (2.44).

2.6.2 Distancia entre dois pontos sobre um eixo curvilineo

Com o objetivo de introduzir o conceito de tensor métrico, Maliska (2004) determinou a
expressdo para a distancia elementar entre dois pontos ao longo de um eixo curvilineo, por exemplo

n, mantendo-se & e y constantes, em fungdo de distdncias elementares dadas em coordenadas
cartesianas: Ax,, Ay, ¢ Az,. A distancia ¢ denotada por AL, , conforme pode ser observado na

Figura 2.4.

n
y | N
Ayn £
Azn
AX
Y n
3

Figura 2.4 — Destaque para uma distancia elementar ao longo do eixo curvilineo 1.

Como & e y sdo constantes para a situagdo apresentada, a distancia elementar Ax, pode ser

definida através da expressao:

Ax, =2 An. (2.69)
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Similarmente, para Ay, e Az, pode-se escrever:

dy
Ay, =—=An, 2.70
Yo on n (2.70)

0z
Az, =—An. 2.71
" on n (2.71)

Naturalmente, a distancia AL, ¢ dada por:

AL, = [Ax2 +Ay2 + 22 . (2.72)

Dessa forma, com as Equagdes (2.69), (2.70) e (2.71), a Equagdo (2.72) pode ser reescrita da

seguinte forma:

_8x2 8y2 3z
M“%ﬂ{ﬂ*&]” @7

De forma andloga ao que foi feito para expressar AL,, as distancias elementares ALg ¢

’n)

AL, ao longo dos respectivos eixos & e Y podem ser obtidas através das expressoes:

_8x2 8y2 az)
A%M@Tﬁﬂ{ﬂAi @

[ ox ? dy > (az)
ALY_J(gj (2] (2] s 079
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As somas de quadrados observadas nas Equagdes (2.73), (2.74) e (2.75) poderiam ser escritas

de forma genérica através do conceito de tensor métrico, dado assim:

) ax+ay ay+az 0z

B ami amJ ami amJ ami amJ ’

gj (2.76)

em que ie j variam de 1 até 3, sendo que m;, m, € ms representam os eixos curvilineos &, n e vy.

A Figura 2.5 mostra detalhes das relagdes dadas pelas Equacdes (2.69) e (2.70) para n (e,
em adigdo, expressdes analogas para &) para uma situagdo envolvendo apenas duas dimensdes: xy

no dominio fisico e &n no dominio transformado.

y
dy
- Ayy = gAn
_______________ _dy
N2 I S o
oA ey =554
| | i ox
—>'< > X
Axn Axé

Figura 2.5 — Distancias elementares no dominio fisico.
2.6.3 Distancia entre dois pontos quaisquer

Para o caso geral em que x pode ser uma fun¢do simultanea de &, n e vy, a Equacdo (2.69)

deve ser reescrita do seguinte modo:

ox ox ox
AX = = AE+— AN+ — Ay, 2.77
X ot £ on n 3 Y (2.77)
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ou ainda, de forma compacta,

3.9
Yy
Ay=>» —Am
g éami 1
e
3. 0z
Az=>) —A
2 m, ™

Relembrando que uma distancia elementar em coordenadas cartesianas ¢ dada por

As = \/AX2 +Ay2 +Az?

e substituindo as Equacdes (2.78), (2.79) e (2.80) em (2.81), obtém-se:

3 3
AS=\/ZZgUAmIAmJ )

i=l j=1
onde g;; sdo as componentes do tensor métrico.

2.6.4 Volume definido por vetores elementares sobre os eixos curvilineos

(2.78)

(2.79)

(2.80)

2.81)

(2.82)

A Equagdo (2.73) define uma distancia elementar AL, que pode ser interpretada como o

modulo do vetor En, dado a seguir:
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dy

— ox — - dz=-
ALy =(=—i +-2]j +—
n (Bnl BnJ

Z1)An, (2.83)
an

onde i , j e k sdo os vetores unitarios nas direcdes de x, y e z, respectivamente. Da mesma forma,

as Equagbes (2.74) e (2.75) definem distancias elementares ALg e AL,, que podem ser

interpretadas como os modulos dos vetores Eg e Ey, dados a seguir:

— ox- dy~ Jz=
ALg =(—1 +—=j +—k)AG, 2.84
3 (8&1+8§J+8§)E’ (2.84)
ALy = (X7 + 27 %20y, (2.85)
dy dy oy

Por outro lado, conforme, por exemplo, Beer e Johnston (1990), dados trés vetores

deslocamentos elementares Eg, En e Ey em coordenadas cartesianas, 0 modulo do produto

misto entre eles tem a interpretacdo geométrica do volume elementar AV do paralelepipedo que tem

como arestas os trés vetores mencionados, conforme pode ser visto na Figura 2.6.

AV

L —7
L—1

—_—

AL, AL,

AL
Figura 2.6 — Paralelepipedo de volume elementar AV com arestas Eg, En e Ey.
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Assim, o volume elementar AV do paralelepipedo pode ser expresso do seguinte modo:
AV =|AL - (ALy X AL, ). (2.86)

O produto misto de trés vetores pode ser realizado através do determinante no qual cada
linha ¢ composta pelos elementos das componentes cartesianas de cada vetor. Assim, arranjando os

elementos do determinante de forma conveniente, pode-se escrever:

Xg Xqn Xy
AV=|ye yn vy ASANAY, (2.87)
Zg Zn 2%y

e deve ser observado que termos do tipo u,, representam a derivada parcial de uma varidvel u em

relagdo a uma outra m: du/dm. Uma inspec¢ao na Equagdo (2.44) indica que os elementos da matriz
[B] s@o os mesmos elementos do determinante dado na Equagdo (2.87). De acordo com a Equagdo
(2.48), o determinante da matriz [B] ¢ o inverso do jacobiano J da transformacdo definida e, desta

forma, a Equacao (2.87) pode ser reescrita do seguinte modo:
AV = %A&AnAy. (2.88)

2.6.5 Area definida por vetores elementares sobre eixos curvilineos

Pode-se determinar uma area elementar definida por eixos curvilineos & e m reescrevendo,

inicialmente, as Equagdes (2.83) e (2.84) devidamente simplificadas para duas dimensdes:

AL = (g—’éf +3-§})AE_, (2.89)
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ALy = (a—xf+a—yf)mq. (2.90)
an  dn

Tais vetores sdo mostrados na Figura 2.7 em que ¢ mostrada, também, a 4rea elementar AS.

Figura 2.7 — Area elementar AS com lados Eg e En.

Conforme, por exemplo, Beer e Johnston (1990), dados dois vetores no plano, o0 mddulo do
produto vetorial entre eles ¢ interpretado como a area que eles definem. Dessa forma, pode-se

escrever.
AS = ‘Eg xﬁjn‘ 2.91)

o que, dadas as Equacdes (2.89) e (2.90), resulta em
AS = (Xgyq —XqYe)AEAN. (2.92)

O termo entre paréntesis na Equacdo (2.92) corresponde ao determinante da matriz dada na
Equacdo (2.44), quando a terceira linha e a terceira coluna sio eliminadas, reduzindo o problema
para o caso bidimensional. Relembrando, da Equagdo (2.48), que tal determinante ¢ o inverso do

jacobiano, pode-se escrever:
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AS= %mn . (2.93)

A area AS definida no dominio fisico e a area AZA7m correspondente no dominio

transformado sdo mostradas na Figura 2.8.

n+An

e AEAN
n+An n

sHAs e geal

(a) (b)

Figura 2.8 — (a) Area AS no dominio fisico;
(b) Area AEAN no dominio transformado.

2.7 Fluxo de uma grandeza através de uma area curvilinea elementar

Nesta se¢do serd determinada uma expressdo para o fluxo de uma grandeza G através de
uma area curvilinea elementar. Para tal, serd utilizada uma area elementar formada por dois
segmentos de linhas m para os quais & seja constante (AB e A'B', de comprimentos AL og), € por
dois segmentos de linhas paralelos ao eixo z (AA' e BB', de comprimentos unitdrios). Por
simplicidade, serd admitido que & e m estejam contidos em planos verticais. A area elementar e

também o seu perfil AB ao longo de uma linha 1 podem ser observados através da Figura 2.9.
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(a) (b)
Figura 2.9 — (a) Area elementar com lados iguais a AL o ao longo de 1 e a 1 ao longo de z; (b)

Perfil da area elementar: elementos necessarios para a determinacdo do fluxo de uma grandeza G .

Através da Figura 2.9 (b) ¢ facil observar que a projecdo de G numa direcdo n,

perpendicular a M e a z, ¢ dada por:
G,=G.n, (2.94)

onde n € um vetor unitario na dire¢ao n.

Uma vez estabelecido o conceito de fluxo (ver, por exemplo, Halliday et al., 1997), a

expressdo para o fluxo de G através da area elementar de perfil AB pode ser escrita do seguinte

modo:
0 =G.nAS ou ¢ =G, AL,g, (2.95)

onde deve ser observado que os lados da 4rea elementar na direcdo z sdo iguais a 1 e ao longo de 1
valem AL 5p. Por outro lado, deve-se enfatizar que a distancia entre dois pontos do eixo M pode ser

expressa pela Equagdo (2.73) que, para o caso bidimensional, pode ser escrita do seguinte modo:

AL \p = /g2 AN, (2.96)
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em que g,, ¢ definido através da Equagado (2.76) sendo que o indice 2 é referente ao eixo 1. Dessa

forma, substituindo a Equacdo (2.96) na Equacdo (2.95), pode-se escrever:

0 =G\ An. (2.97)

No presente estudo a componente G, de interesse € o fluxo por unidade de area da grandeza

definida pela variavel @ (Equacdo 2.2), dado por

9% q>":—r‘1’ai’ (2.98)

G,=-T? :
" on on

conforme pode ser visto na Figura 2.10.

Figura 2.10 — Fluxo através de uma area mostrada em perfil, de lados iguais a

AL zp (ao longo de uma linha m ou &) e a 1 ao longo de z.

Em um sistema de eixos curvilineos, vetores no espaco podem ser expressos através de um

conjunto de trés vetores de base, andlogos aos vetores unitarios i , I e k que sdo utilizados como
base no sistema de eixos cartesianos. Normalmente, dois conjuntos de vetores locais de base podem
ser utilizados: vetores de base covariantes (tangentes aos eixos curvilineos) e vetores de base
contravariantes (normais aos eixos curvilineos). Entretanto, conforme visto, a determinag@o do fluxo
de uma grandeza através de uma area curvilinea elementar ¢ muito simples, o que dispensa uma

revisdo mais profunda a respeito de vetores de base.
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CAPITULO 3

MODELAGEM TEORICA

Estabelecidos os passos através dos quais um sistema de coordenadas cartesianas pode ser
transformado em um outro, mais genérico, a solucdo numérica da equacdo de difusdo numa
geometria arbitraria fica subordinada a geragdo de uma malha referente ao corpo em estudo. Uma
vez definidos pontos do contorno do corpo, através de suas coordenadas cartesianas, uma malha
pode ser obtida através de varios métodos. Um destes ¢ um método diferencial através do qual as
linhas de uma malha sdo obtidas via equagdes de Poisson, previamente transformadas para o sistema

de coordenadas generalizadas (Thompson et al., 1985; Maliska, 2004).

Para o presente trabalho, dois tipos de s6lido sdo de especial interesse. Um deles ¢ o solido
cuja forma ¢ originada pela translagdo de uma area na direcdo do eixo perpendicular ao plano fisico
que a contém (extrusdo). O outro tipo de solido € aquele oriundo da rotagdo de uma area em torno de
um dos eixos coordenados do plano que a contém. Assim, para os propdsitos deste trabalho, torna-se
evidente a necessidade de um estudo sobre a geracdo de malhas bidimensionais, apesar do foco do

estudo ser difusdo em sélidos, o que envolve trés dimensoes.

Quanto aos pontos do contorno do corpo, que definem o comeco e o fim de cada linha de uma

malha (bem como o numero de linhas), estes deverao ser adquiridos através da digitalizacdo de uma
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figura que contenha tais pontos. Assim, o conceito de escala deve ser utilizado para definir a relacao
entre as seguintes grandezas: nimero de pixels e distancia entre dois pontos do contorno do corpo a
ser digitalizado. Este conceito associado ao conhecimento de como um ponto identificado na tela do
monitor de um computador tem as suas coordenadas conhecidas, em pixels, possibilitard o
desenvolvimento de um programa computacional digitalizador. Este digitalizador serd incorporado

ao software a ser criado com o objetivo de geragdo de malhas bidimensionais.

A equacdo de conservagdo, devidamente adequada para o caso do fendmeno de difusdo
transiente em corpos com propriedades termofisicas varidveis, deve ser transformada do sistema de
coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas generalizadas (Maliska, 2004).
Posteriormente, tal equacdo deve ser discretizada e resolvida numericamente, utilizando o método
dos volumes finitos (Patankar, 1980), com uma formulacdo totalmente implicita. Numa etapa
posterior, devera haver a criagdo de uma interface grafica para o programa computacional
desenvolvido para a solucdo da equacdo de difusdo, de forma que esta ferramenta possa ser

utilizada, também, por outros pesquisadores de areas que envolvam processos difusivos.

Devido ao fato do software desenvolvido simular problemas difusivos com propriedades
termofisicas tanto constantes quanto varidveis, para o meio, hd a necessidade da informacdo de
expressdes matematicas, por parte do usudrio, indicando como um pardmetro varia em fungdo de
outros. Como se sabe, em um software, expressdes sdo lidas através de caixas de didlogo como
strings e, portanto, devem ser convertidas em fun¢des matematicas para poderem ser avaliadas.
Entretanto, os estudios de programacdo em Fortran ndo disponibilizam a ferramenta conversora de
strings em fung¢des matematicas. Por isso, neste trabalho foi criado um avaliador de expressdes
(function parser) para a linguagem de programacao Fortran, pois tal linguagem serd utilizada em

todo o pacote computacional a ser desenvolvido.

Diante do exposto este capitulo visa a apresentar a modelagem tedrica para: a digitalizacao de
pontos, a geragdo de malhas bidimensionais, a solu¢do da equagdo de difusdo e a criagdo de um

avaliador de expressoes.
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3.1 Digitalizacio do contorno de areas

Conforme Silva et al. (2005a), em grande parte dos textos cientificos, o0 comportamento de um
sistema ¢ apresentado através de graficos ou figuras, sem que as medidas efetuadas no estudo de tal
sistema sejam explicitamente apresentadas. Se por um lado tal pratica possibilita a reducdo do texto
ao essencial, por outro dificulta a reprodugdo do estudo desenvolvido no texto, ou mesmo uma
pesquisa complementar a respeito de outros modelos matematicos representativos de tal sistema.
Durante os ultimos anos esta dificuldade tem sido minimizada com o surgimento de programas de
computador cuja finalidade € recuperar pontos (X,y), a partir de graficos ou figuras bidimensionais,
com um simples clique do mouse sobre os pontos de interesse, mostrados no monitor. Este processo
¢ conhecido como digitalizacdo manual. Tais programas sdo chamados genericamente de
digitalizadores graficos e, dentre os disponiveis na literatura, podem ser enumerados o Graph
Digitizer', o Grablt’, o Digitizelt’ e o Grafula®. Apesar de tais softwares recuperarem valores de
pares (x,y) de forma relativamente simples, cada um deles possui suas proprias limitagdes. O Graph
Digitizer (1,77 MB), com versdes em inglés, espanhol, francés, alemdo e italiano, ndo dispde de
recurso para mover um ponto clicado pelo mouse sobre a tela, pixel por pixel (a propésito, nenhum
dos programas mencionados anteriormente possui esta caracteristica). O Grablt (0,84 MB), com
versdo em inglés, ¢ executado a partir do Excel e s6 admite graficos com eixos ortogonais. Ja o
Digitizelt (8,72 MB), com versdo em inglé€s, apesar de ndo apresentar algumas das restricdes dos
programas anteriores, ¢ excessivamente lento mesmo em microcomputadores em que todos os seus
similares sdo executados adequadamente. O Grafula (1,00 MB), com versdes em inglés e em russo,
¢ muito restritivo quanto as origens dos dois eixos, que devem ser ortogonais e ter a posi¢ao do
menor valor de x coincidente com a posicdo do menor valor de y. Mais detalhes sobre
digitalizadores graficos podem ser obtidos, por exemplo, em Gold et al. (1996) e em Shiroishi et al.,

(2002).

Foi desenvolvido um digitalizador no qual as limitagdes apontadas em outros programas foram
eliminadas e algumas facilidades de uso foram incluidas, o que configura uma contribuicdo do

presente trabalho com relag¢@o ao uso deste tipo de ferramenta.

! <http://nick-gd.chat.ru> acesso em maio de 2006

* <http://www.datatrendsoftware.com> acesso em maio de 2006

? <http://www.digitizeit.de> acesso em maio de 2006

* <http://home.comset.net/wesik/grafula3/english.htm> acesso em maio de 2006
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3.1.1 Equacio de uma escala linear

A posi¢do de um clique na tela do monitor de um computador, feito via prompt do mouse, ¢é
obtida através do conceito de escala. Para distribuir os valores de uma grandeza x, de um valor
inicial x; até um valor final xy, a0 longo de um segmento de reta horizontal de comprimento Ly, de
forma proporcional, basta que seja feita uma inspe¢do na Figura 3.1, e que se estabeleca o conceito

de proporcionalidade.

Xi X Xf
< >
« g

Figura 3.1 — Esquema para a definicdo de uma escala.

Para uma distribuigdo proporcional dos valores de x entre x; e Xy, a distdncia horizontal /y da

marca referente a um valor de x até o referencial R deve ser obtida do seguinte modo:

I (3.1)
X—Xi Xf—Xi

ou ainda
¢/, =mod, (x—X;), (3.2)

onde mod, =L, /(x; —x;) ¢ chamado de modulo da escala linear. J4 a Equacdo (3.2) ¢
denominada de equagdo da escala. Na tela do computador, / ¢ uma distancia horizontal determinada
pelo nimero de pixels entre dois cliques consecutivos do mouse, enquanto que L, € a distancia, em

pixels, entre x; e x¢. Por outro lado, a equagdo de uma escala logaritmica ¢ dada por uma expressao
semelhante a da Equacdo (3.2), na qual deve-se substituir x e X;, respectivamente, por log(x) e

log(x;). Neste caso, 0 modulo da escala logaritmica ¢ dado por mod, =L, /log(x¢/x;).
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Da mesma forma como foi estabelecida a relagdo entre uma distancia horizontal /x em pixels e
a diferenga Ax de valores de x, pode-se também estabelecer a relagdo entre /, e Ay. Neste caso,

deve ser observado que a deteccdo da posi¢ao de um clique na tela do computador em pixels ¢ feita
através de um sistema de eixos como aquele mostrado na Figura 3.2, que mostra também o sentido

de crescimento usual dos eixos cartesianos.

(0,0)
» /. (pixel
y (pixel)
A
L »
v X
ly (pixel)

Figura 3.2 — Sistema de coordenadas na tela do monitor do computador (em pixels)

e sistema de coordenadas cartesianas no dominio fisico.

Embora o digitalizador desenvolvido apresente muitas caracteristicas para as quais seriam
necessarios outros equacionamentos, a digitalizacdo de pontos do contorno de uma area plana pode
ser realizada a partir da modelagem tedrica apresentada. Em complemento, deve-se conhecer a
forma pela qual cliques com o prompt do mouse sobre a tela sdo detectados, retornando as

coordenadas da posicdo em pixels.
3.1.2 Detecciio de coordenadas em pixels

Em Fortran para Windows, a detec¢do de cliques do mouse na tela do monitor, através da
opc¢do de programagdo QuickWin Application, requer a declaracdo da seguinte fun¢cdo no programa

principal:

registermouseevent(0, (mouse$move. or. mouse$lbuttondown .or. mouse$rbuttondown), mouse).
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O primeiro argumento desta fun¢do, com valor igual a zero, ¢ uma especificagdo default para
programas desenvolvidos em QuickWin Application. Por outro lado, os argumentos mouse$move,
mouse$lbuttondown e mouse$rbuttondown sdo eventos que significam que € esperado pelo
software, respectivamente, o movimento do mouse, cliques do botdo esquerdo e cliques do botdo
direito. O Gltimo argumento, chamado de mouse, indica o nome da subrotina que sera criada para a

detec¢do dos eventos citados. A subrotina mouse deve conter um comando com a fungao
waitonmouseevent(mouse$lbuttonup, ikeystate, ix, iy).

Tal comando ¢ usado para detectar o movimento do botdo esquerdo do mouse para cima,
informar o valor do argumento inteiro denominado ikeystate (1 para o evento esperado e zero para
qualquer outro evento) e também informar as coordenadas ix e iy, em pixels, do ponto da tela onde o
evento ocorreu. Os valores de ix e de iy devem ser convertidos, através das respectivas equacdes de

escalas, para os valores x e y do plano fisico.
3.2 Geracao de malhas

Em geral, a equacdo de difusdo aplicada a geometrias arbitrarias, particularmente no caso de
propriedades termofisicas varidveis no dominio, ndo tem solucdo analitica e deve, portanto, ser
resolvida numericamente. Para tal, hd a necessidade da subdivisdo do corpo objeto de estudo em um
determinado niimero de pequenos volumes de controle, o que ¢ feito através da geracdo de uma
malha. Existem vérias formas disponiveis na literatura para a geracdo de uma malha. Uma das idéias
disponiveis consiste na utilizacdo de equacdes relativas a problemas de campo, cuja solucio possui a
interpretacdo fisica de linhas de fluxo. Canedo e Denson (1989) apresentaram uma solugdo para a

equacao

Vi =0 (3.3)

para determinadas condi¢des de contorno, sendo que tal solucdo representa linhas de fluxo em um
problema de escoamento. Obviamente, estas linhas de fluxo poderiam ser utilizadas para a geragao
de uma malha. Muitas outras equagdes elipticas, como as equagdes de Laplace e de Poisson,

também podem ser utilizadas na geracdo de malhas. Além de equacdes diferenciais, existem também
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varios métodos algébricos para a geracao de malhas como, por exemplo, interpolacdo de Lagrange e
Hermite. Embora até mesmo o recurso manual possa ser usado para a obtencdo de uma malha, o

usual € a utilizagdo do computador para a realizagao desta tarefa.

Apesar da maioria dos programas computacionais para geracdo de malhas estar disponivel em
grandes pacotes destinados ao estudo de problemas relativos a CFD (Computational Fluid
Dynamics), como o ALGOR’ e o CFX®, alguns softwares especificos, de pequeno porte, sdo
apresentados na literatura. E o caso do AutoMesh (Yang ¢ Chen, 1999) ¢ também do EIDORS
(Vauhkonen et al., 2001). Em contraste com a pequena quantidade de softwares disponiveis, existe
na literatura um vasto material bibliografico relativo ao tema, tanto para geracdo de malhas
bidimensionais (Clément et al., 1996; Hagen et al., 2001; Gois e Piteri, 2002; Roe e Nishkawa,
2002; Tang e Tang, 2003; Lyra et al., 2004) quanto para a gera¢dao de malhas tridimensionais (Silva
Junior, 1996; Shewchuk, 1997; Du e Wang, 2003; Herrera et al., 2003; Gruau e Coupez, 2005;
Rabczuk e Belytschko, 2005). Estes trabalhos dao suporte ao estudo desenvolvido a seguir, e tal

estudo ¢ baseado, também, na metodologia sobre o assunto apresentada por Maliska (2004).
3.2.1 Geracao de malhas bidimensionais: equacdes de Laplace e de Poisson

O presente trabalho visa a apresentar uma solucdo para a equacdo de difusdo em sélidos em
regime transiente com duas formas especificas. As formas sdo originadas por um dos seguintes
movimentos de uma area plana de geometria arbitréria: translacdo da area na direcdo do eixo
perpendicular ao plano que a contém (extrusdo), e rotagdo da area em torno de um dos eixos
coordenados do plano fisico que a contém. Assim, neste e em alguns dos itens seguintes, sera dada

énfase ao estudo para a geracdo de malhas estruturadas bidimensionais simplesmente conexas.

Conforme ja foi mencionado, dentre as varias possibilidades para a geracdo de malhas, uma

delas utiliza a equacdo de Laplace, nas formas:

V=0 (3.4)

> <www.algor.com> acesso em maio de 2006
6 <http://www-waterloo.ansys.com> acesso em maio de 2006

44



em que & e 1M representam coordenadas de linhas da malha em um dominio freqiientemente

denominado de dominio transformado.

Como a solucdo destas equagdes pode resultar em uma concentragcdo de linhas em regides em

que 1sso ndo seja necessario, e em uma escassez de linhas onde se deseja uma maior concentragdo, €

comum o uso da equacdo de Poisson que, neste contexto, pode ser interpretada como a equacdo de

Laplace acrescida de um termo fonte, como segue:

0%t 9%
2,25 p 3.6
oy Emn) (3.6)
2 2
90,90 Q). G.7)
ox~  dy

As Equagdes (3.6) e (3.7) sdo chamadas de equacdes de geragdo, e dentre as possibilidades de

termos fonte para a atracdo das linhas da malha por outras linhas ou por pontos especificados,

Maliska (2004) sugere:

Z A ‘&— A)exp( c@‘i &‘) Zbg1 éexp{ i[(g_gi)er(n_ni)z]l/z}

n
Qen)= Yoy -

&~
(3.8)

M
)exp( njn—nj)_ébm (2_21)@‘?{ ni [(é_éi)z +(n—m)2]1/2}-

-l

(3.9)
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O primeiro termo do segundo membro da Equa¢do (3.8) representa os fatores de atragdo de

todas as linhas & da malha para as N linhas de indice j, &;, previamente estipuladas. J4 o segundo

termo do segundo membro desta mesma equacao representa os fatores de atracdo de todas as linhas

da malha para os Mg pontos de indice i, (§;,M;), previamente estipulados. Analogamente, o

primeiro termo do segundo membro da Equacdo (3.9) representa os fatores de atracdo de todas as

linhas M da malha para as N, linhas de indice j, 77;, previamente estipuladas. Ja o segundo termo

do segundo membro desta mesma equagdo representa os fatores de atragdo de todas as linhas da

malha para os M, pontos de indice i, (€;,M;) , previamente estipulados.

As Equagdes (3.6) e (3.7) tém como solugdes, respectivamente, & e 1 para valores dados de x
e y. Deve ser observado, entdo, que & e 1M sdo as variaveis dependentes daquelas equagdes enquanto

que X e y sdo as varidveis independentes. Entretanto, o que ¢ requerido para posterior utilizagdo na

solugdo da equagdo de difusdo sdo os valores de x e y para valores estipulados de & e 1. Assim,

para atingir a este objetivo, ¢ necessdrio transformar as equagdes de geragdo do dominio fisico para

o dominio transformado para, finalmente, resolver as equagdes obtidas.
3.2.2 Transformacao das equacoes de geracio
Como a representacdo matematica de uma superficie plana arbitraria no dominio fisico (ndo

transformado) geralmente ¢ dificil, as equagdes de geragdo serdo escritas no dominio computacional

(transformado), que ¢ de fécil representagdo. Para tal, dadas as expressoes

E=¢&(x,y) (3.10)

n=n(.y), (3.11)

observando que as Equacgdes (3.6) e (3.7) podem ser escritas como

Exx +E&yy =P(EM) (3.12)
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Ny +Nyy = QE,M), (3.13)

a transformagdo do dominio fisico para o dominio transformado pode ser realizada conforme os

passos a seguir. Antes, porém, uma observacao: nas Equagoes (3.12) e (3.13) os termos do tipo Umm

representam uma derivada parcial de segunda ordem, dada por 9%u/om?.

Dada uma fungdo f(&,m) pode-se escrever a sua primeira derivada em relagdo a x ¢ a y

utilizando-se a regra da cadeia:

Jo = febx + Ny (3.14)
e
fy = feby + fany- (3.15)
A segunda derivada da func¢ao ¢ dada do seguinte modo:
oo = Pl + M +E5 S +M05 fin + 28 fon (3.16)
e
fyy:féw*'fnnyy*'&é f&&"‘“é Jom + 28y fen - (3.17)

O que se deseja ¢ a obtengdo de x e y como fungdes de & e 1. Para tal, na Equagéo (3.16),

identificando a fungdo f(§,m) com x(&,1m), tem-se:
Ozxﬁaxx"_xnnxx"'Ela (3.18)

em que

B =&5xgr +M5 Xy + 26 My Xey - (3.19)
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Do mesmo modo, na Equagéo (3.16), identificando a fungdo f(§,m) com y(§,1n), tem-se:
0=yelx + YnMux +Fis (3.20)
onde
Fi =&3yee +M3ymn + 28 ¥ey (3:21)

As Equagdes (3.18) e (3.20) formam um sistema que pode ser resolvido para &, e 1, , de tal

forma que:

E.JXX = _(EIE.!X + FIE.:y) (322)

N =—(Emx +Emy). (3.23)

Por outro lado, na Equagdo (3.17), identificando a fungdo f(§,m) com x(§,m), pode-se

escrever:
0=xe&yy +XyMyy +Ey, (3.24)

onde
E, = ﬁéxaa +T]§xnn +28 My Xgp - (3.25)

Do mesmo modo, na Equagéo (3.17), identificando a fungdo f(§,m) com y(§,n), tem-se:

0= yﬁ&yy + YqMyy +F, (3.26)

em que
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By =& yer + M5y +2E,MyYen- (3.27)

As Equagoes (3.24) e (3.26) formam um sistema que pode ser resolvido para ﬁyy € Myy, COMo

segue:

Cyy = ~(Eabx +F2&y) (3.28)

T]yy :_(EZnX +F2ny)' (329)

Substituindo as Equagdes (3.22) e (3.28) na Equagdo (3.12) pode-se reescrever a equacao de

Poisson para & do seguinte modo:
—(E; +E)E —(F +F)Ey =PEM). (3.30)

Com um raciocinio analogo, substituindo as Equacgdes (3.23) e (3.29) na Equacao (3.13) pode-

se reescrever a equagdo de Poisson para m da seguinte forma:

—(E;+Exymy - (B +Fmy =QEM). (3.31)

Deve ser observado que as Equagdes (3.30) e (3.31) formam um sistema que pode ser

resolvido para expressar (E|+Ey) e (Fi+F,):

_ &yQ(&a Tl) - leP(ﬁa Tl)
J

E,+E, (3.32)

Fl +F2 — nXP(&’n);&XQ(&an) , (333)
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onde J ¢ o jacobiano da transformacdo e ¢ dado através da Equacdo (2.49) que, para o caso

bidimensional, pode ser escrita do seguinte modo:

I= 1

= 3.34
Xe¥n —XnYe 39

Substituindo as expressdes de E; e E, dadas, respectivamente, pelas Equacdes (3.19) e (3.25)

na Equacdo (3.32) tem-se:

&,QEM-ny,PEM)
; .

Xéé(&i +E.>$/)+er(n)2< +n§/)+2xén(§xnx +E.>yny) = (3.35)

Levando em conta as relagdes para a métrica da transformacdo, dadas pelas Equacdes de
(2.50) a (2.55), e adequando-as para o caso bidimensional, a Equa¢do (3.35) pode ser reescrita do

seguinte modo:
1
82Xee + 811X ~2812Xgn +J—2[X¢P(§,n) +x,QEM]=0 (3.36)

e, conforme a Equacdo (2.76), g11, €77 € g1» sdo as componentes do tensor métrico para o caso

bidimensional, dadas por:

g1 =x¢ +yE, (3.37)
22 =Xy +Yn, (3.38)
812 = XgXp +YeYq- (3.39)

Convém observar que, em uma malha, os pontos de interesse sdo gerados pela intersecdo de

uma linha & e de uma outra 1. A equagdo diferencial para a determinagdo das coordenadas y(&,m)

dos pontos internos de uma malha bidimensional serd obtida de forma semelhante ao que foi feito
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para a obtengdo das coordenadas x(&,1), o que resultou na Equagdo (3.36). Entdo, substituindo as

Equacgdes (3.21) e (3.27) na Equagdo (3.33), ao final obtém-se:
1
82¥ee +811Ynn ~2812Yen + J—z[ng(ﬁ,n) +y,QEM]=0. (3.40)

A solugdo das Equacdes (3.36) e (3.40) possibilita determinar as coordenadas (X,y) de pontos
(€,m) estipulados, quando as condigdes de contorno sdo conhecidas. Assim, uma vez conhecidas as
coordenadas (x,y) de todos os pontos (§,M) estipulados para o contorno (pontos externos), conforme
¢ mostrado na Figura 3.3, as coordenadas x e y dos pontos internos da malha podem ser

determinadas.

et

n=1-
T
£=1 ilZ?

Figura 3.3 — Contorno de um corpo bidimensional no dominio fisico
com pontos definindo uma malha com 27 x 15 pontos

(dados extraidos do software Transcal).

Por uma questdo de simplicidade, as coordenadas no dominio transformado, tanto & quanto
1, podem ser feitas iguais a 1, 2, 3, ..., conforme pode ser observado na Figura 3.3. Por outro lado,

para determinar as coordenadas dos pontos internos da malha, as Equacdes (3.36) e (3.40) devem ser

resolvidas no dominio transformado e, neste dominio, a malha da Figura 3.3 ¢ desenhada conforme

¢ mostrado através da Figura 3.4.
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=
I

n=1->
gIl ;Zz?

5

Figura 3.4 — Malha com 27 x 15 pontos para um corpo bidimensional

no dominio transformado. Os pontos do contorno sdo conhecidos.

Uma vez conhecidos os valores das coordenadas (x,y) dos pontos internos, a malha pode,

entdo, ser desenhada no dominio fisico, conforme ¢ mostrado na Figura 3.5.

-

Figura 3.5 — Malha com 26 x 14 elementos (volumes de controle) para

uma geometria bidimensional no dominio fisico.
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Diante do exposto resta, entdo, estabelecer uma forma pela qual as equacdes geradoras, dadas

pelas Equacdes (3.36) e (3.40), possam ser resolvidas. Isso serd explorado no item 3.2.3 a seguir.
3.2.3 Discretizaciao das equacdes de geracio da malha

As Equagoes (3.36) e (3.40) podem ser escritas, de uma forma geral, do seguinte modo:
1
822Pee +811 P —2812Pey + J—z[d’gP(é,n) +®,QEM]=0, (3.41)

em que a variavel dependente @ representa tanto a coordenada x quanto a coordenada y dos pontos

da malha a ser gerada.

Para que a Equacdo (3.41) seja resolvida numericamente, ¢ necessaria a sua discretizacdo. Tal
discretizacdo sera realizada utilizando-se o método de diferengas finitas. Para tal, um ponto interno
da malha no dominio transformado, representado por P, bem como os seus vizinhos, serdo utilizados

para definir as derivadas envolvidas. Tais pontos podem ser observados na Figura 3.6.

1
1 AL
'|.'rw H '|.'|']'|
N NE Al
n—> Ew Etn 1
R SE
)
n=1-> 2 1
&=1 : .,:
S

Figura 3.6 — Ponto interno P e seus vizinhos (norte, sul, leste, oeste, nordeste, noroeste, sudeste e

sudoeste) em uma malha bidimensional no dominio transformado.
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Com o objetivo de determinar uma expressdo para ®g¢ pode-se utilizar o recurso da expansdo

de uma funcdo em série de Taylor, desprezando-se os termos de ordem superior a 2, de tal forma

que:

D(E+AE) = <1>(§)+<1>§A§+%<1>éé (AE)> (3.42)

D(E—AE) = D(E) —¢§A§+%¢éé (AE)2. (3.43)

A adicao das Equagdes (3.42) e (3.43) resulta em:

D(E + AE) + D(E — AE) — 2P

Da Figura 3.6 pode-se observar que a Equacdo (3.44) pode ser escrita do seguinte modo:

Dy = : (3.45)

em que foi feito Oy = P(E+AL), Py =PE—-AE) e Pp =D(E).
De forma analoga, para @, tem-se:

| Dy +Dg 2D,

(6]
(An)*

mm

(3.46)

Subtraindo a Equag@o (3.43) da Equagdo (3.42), ®¢ pode ser escrito do seguinte modo:

pp - 2EFA)=OE-AE)

2o (3.47)
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Novamente, por inspe¢do da Figura 3.6, a Equacao (3.47) pode ser escrita da seguinte forma:

D - Dy

P 3.48
£ 2AE (3.48)
De modo analogo, para @, tem-se:
Dy -P
P, = N _*S (3.49)
2An

Por outro lado, ®¢,, pode ser escrito, de acordo com a Equagéo (3.49), do seguinte modo:

o —(P
(@), = a)NzAn( s (3.50)

Entdo, substituindo ®¢, dado pela Equagéo (3.48), na Equagio (3.50), obtém-se:

_ Pnp + Pgw — P —Paw _

b —
&n 4AEAN

(3.51)

Dessa forma, substituindo as Equacdes (3.45), (3.46), (3.48), (3.49) e (3.51) na Equagdo
(3.41), tem-se:

+ ANEDPNE T A PsE + Anw Prw + AswPsw (3.52)

em que

Ao =o| 822 , 8 :I’
’ LA&)Z (an)®

(3.53)
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(88)?  2r?
_| 8»n 1 P(&ﬂ) 355
LA&)Z 2)? } 9
I Q&M (3:56)
(An) T A |
1 Q(i Tl) (3.57)
(An) 21°
___ 812
ANg = 2AEAD” (3.58)
_ 812
ASE"2A&Ana (3.59)
Ay = 212 (3.60)
MW oAEAD
___ 812
Agy = I (3.61)

O calculo de J, gi1, 812 € g2» para um dado ponto pressupde o conhecimento das derivadas X,
Ye, Xy © yyq para este ponto. Assim, embora a Figura 3.6 represente uma malha no dominio

transformado, tal figura pode ser usada para auxiliar na determinagdo das expressdes aproximadas

para tais derivadas:

Xg —Xw
=—", 3.62a
Xg AL ( )
YE~Yw
== 3.62b
XN —Xs
_ : 3.62¢
Xq A ( )
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YN —¥s
=<2 3.62d
Yn 2An ( )

Conforme ja foi mencionado, um procedimento comum na geracdo de uma malha ¢

estabelecer £=1,2,3,... e N=1,2,3,... de forma que, nas Equagdes de (3.53) a (3.62), os valores

de A&, (AE)%, An e (AN)? sdo todos iguais a 1.

Supondo os valores de ®(&,M) =x(§,Mn) conhecidos para os pontos do contorno, € uma vez
estipulados valores iniciais de x(§,m) para os pontos internos de uma malha, novos valores de
x(€,m) podem ser determinados para estes pontos internos, através da Equagdo (3.52). Os valores

determinados podem ser usados como novos valores iniciais, € o processo pode ser repetido
iterativamente, até que um critério de convergéncia para todas as coordenadas dos pontos internos

seja atingido. A rotina estabelecida para x pode ser repetida com ®(&,m) = y(€,m), de forma que as

coordenadas de todos os pontos internos da malha passam a ser conhecidas. Como as coordenadas

dos pontos externos ja sdo conhecidas a priori, a malha fica completamente definida.

A combinacao entre um digitalizador de pontos de desenhos ou fotografias com um software
gerador de malhas deve possibilitar a criacdo de malhas muito proximas da geometria de interesse, e
tal idéia nao foi encontrada na literatura consultada, indicando uma contribuigdo deste trabalho a

comunidade cientifica.
3.3 Avaliadores de expressoes e a linguagem Fortran

Em softwares com interface grafica, muitas vezes ha a necessidade de que uma string
informada por um usudrio em uma caixa de didlogo seja transformada em uma expressdo
matematica. Isto ¢ feito através de codigos especificos denominados de parsers ou evaluators.
Conforme Silva et al. (2005b), repetidas buscas na Internet indicam que apenas dois avaliadores de
expressoes, também denominados genericamente por function parser, foram desenvolvidos, em
codigo aberto, para a linguagem Fortran. Um destes avaliadores foi desenvolvido na Australia por
Midgley (2004). Mas o parser australiano, embora seja facilmente incorporado a um programa
desenvolvido em Fortran, e Util em muitas aplicagdes, € lento para o proposito requerido: solucao

transiente da equagdo de difusdo. Como se sabe, a simulagdo da secagem de um corpo poroso requer
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um grande esforco computacional. Entdo, o cddigo para a avaliagdo de parametros varidveis deve
ser eficiente e otimizado, devido a rapidez requerida. O outro parser em cddigo aberto disponivel na
Internet foi desenvolvido na Alemanha por Schmehl (2005). Embora tal c6digo seja mais rapido que
o primeiro, também ndo foi, a priori, considerado adequado para o software a ser desenvolvido.
Dessa forma, restou a possibilidade do desenvolvimento de um novo parser o que, por si so,
constitui-se em uma contribui¢do para o desenvolvimento da andlise numérica através da linguagem
Fortran. Um estudo comparativo sobre a rapidez das ferramentas disponiveis deve indicar qual ¢ a

mais util para o software a ser desenvolvido.
3.3.1 Avaliacio de expressoes: nocio geral

O procedimento através do qual um programa recebe uma string contendo uma expressao
matematica e retorna a resposta apropriada ¢ chamado, genericamente, de avaliacdo de expressoes.
Tal procedimento ¢ a base de todos os compiladores e interpretadores de uma linguagem.

Existem varios algoritmos disponiveis na literatura através dos quais se pode-se criar um
parser. Um dos mais simples, e que sera utilizado neste trabalho, ¢ o algoritmo descendente
recursivo. Tal algoritmo € descrito em alguns livros sobre a linguagem C como, por exemplo, em
Schildt (1997), e sera adaptado para Fortran, ja que a bibliografia disponivel sobre o tema para esta
linguagem ¢ praticamente inexistente. Mesmo assim, alguma familiaridade com o tema, de uma
forma geral, pode ser obtida em Dyadkin (1995), em Henriques (2002) e em Henriques (2005).

3.3.2 Elementos de uma expressdo: precedéncia

Para os propdsitos de desenvolvimento de um parser, deve-se partir do pressuposto de que

expressdes matematicas sejam formadas pelos seguintes itens:

e Numeros;

e Operadores: + adi¢do, - subtracdo, / divisdo, * multiplica¢do, ** ou " potenciagao;

e Paréntesis;
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e Fungdes: sin, cos, tan, asin, acos, atan, sinh, cosh, tanh, sind, cosd, tand, log, log10, nint,

anint, aint, exp, sqrt, abs, floor;

e Variaveis.

Todos os itens anteriores podem ser combinados, obedecendo as regras da algebra, para

formar expressdes matematicas.

No desenvolvimento de um parser, um conceito importante € o da precedéncia de operadores
e de fungdes (Aho et al., 1987). Tal conceito estabelece a seqiiéncia na qual as operacdes devem ser
realizadas, com o proposito de se obter uma correta avaliagdo da expressdo interpretada. No

avaliador de expressdes desenvolvido ¢ assumida a precedéncia indicada na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Precedéncia dos operadores.

Maior Precedéncia | Paréntesis
Fungdes
ksk ou A
*,/
Menor Precedéncia |+, -

3.3.3 Analise de uma expressao

Existem varias possibilidades para se analisar e montar uma expressdo matematica a partir de
uma s¢ring. No caso de um analisador descendente recursivo, as expressdes sdo imaginadas como
sendo estruturas recursivas, ou seja, tais expressoes sdo definidas em termos delas proprias. Para se
ter uma nocao basica das regras e da idéia utilizadas no desenvolvimento do avaliador, seja imaginar
uma expressdo contendo apenas os seguintes elementos: +, -, *, / e paréntesis. Neste caso, a
expressdo pode ser definida, a partir da leitura da string, com a utilizacdo das seguintes regras

basicas (Fischer e LeBlanc Jr., 1991):

Expressao — termo [+termo][-termo];

Termo — fator [*fator][/fator];
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Fator — varidvel, nimero ou expressao.

Na nomenclatura apresentada anteriormente, os colchetes designam um elemento opcional e o
simbolo — significa produz. Tais regras sdo normalmente chamadas de regras de producdo da
expressdo. Assim, pode-se interpretar a definicdo de um termo como: termo produz fator vezes fator
ou fator dividido por fator. A precedéncia dos operadores estd implicita na maneira como a
expressdao ¢ escrita e o interpretador, ao ler a expressdo em uma string, deve identificar as

prioridades na seqiiéncia das operagdes e ainda executar tais operagdes na seqiiéncia identificada.

Para ilustrar a utilizacdo das regras apresentadas seja tomar a expressdo 6+3*D, na qual ¢é
possivel identificar dois termos: o primeiro ¢ o niimero 6 € o segundo ¢ o produto dado por 3*D. O
segundo termo tem dois fatores: 3 e D. Conforme se vé, esses dois fatores sdo constituidos por um

numero e por uma variavel.

Essas regras apresentadas constituem a esséncia de um analisador descendente recursivo, que
¢ basicamente um conjunto de fungdes mutuamente recursivas que operam de forma encadeada. A
cada passo, o analisador executa as operacdes especificadas na seqiiéncia algebricamente correta.
Para reforgar o exemplo anterior, seja analisar a expressao a seguir:

9/3 — (100 + 56)

¢ Inicialmente toma-se o primeiro termo, 9/3. Entdo, identifica-se cada fator e executa-se a

divisdo dos inteiros. O valor do resultado € 3;

e Toma-se o segundo termo, (100+56). Nesse ponto, comega-se a analisar recursivamente a
segunda sub-expressdo. Toma-se cada um dos dois fatores que, entdo, sdo somados. O valor

do resultado é 156;

e Retorna-se da chamada recursiva e subtrai-se 156 de 3. A resposta ¢ —153.
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Ha dois pontos basicos a serem lembrados sobre essa visdo recursiva das expressdes. Primeiro,
a precedéncia dos operadores esta implicita na maneira como as regras de producdo sdo definidas.
Segundo, esse método de analise e montagem de expressdes através de um programa de computador

¢ muito semelhante a forma como os proprios seres humanos avaliam expressdoes matematicas.
3.4 Transformacio da equacio de conservaciao
A Equacao (2.2) do Capitulo 2, que descreve um problema de transporte puramente difusivo,

na forma diferencial, serd retomada nesta secdo com o acréscimo de um termo fonte S. Tal equagdo

pode ser escrita, em coordenadas cartesianas, da seguinte forma:

90 OE OF 3G
. St I i | 3.63
o ox ay oz (3-63)

em que:

Q=AD, (3.64)

E=_r® %% (3.65)
ox

F=-1? aﬁ, (3.66)
dy

Go-%%% (3.67)
0z

Deve ser observado que, nestas ultimas equagdes, ® ¢ a varidvel dependente enquanto que x,
y, Z e t s30 as varidveis independentes. Assim, pode-se dizer que a Equacdo (3.63) ¢ uma equacgao de
conservacdo no dominio fisico. Para escrever a equacdo de conservagdo no dominio transformado,

definido por €, M, ¥ € T, onde T é o tempo, € necessario langar mao das relagdes de transformagio

dadas pelas Equagdes (2.33), (2.34) e (2.35) definidas no Capitulo 2. Para tal, deve-se ressaltar que a
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equacdo de conservacao, além de depender de x, y e z, depende também do tempo t. Dessa forma, as

Equacgdes de transformacao (2.33), (2.34) e (2.35) devem ser reescritas como segue:

E=8(%,y,2,1), (3.68)
n=n(x,y,z1), (3.69)
Y=7Y(X,Y,2,t). (3.70)

Em adicdo as trés ultimas equagdes, ainda tem-se:
T=t, (3.71)
em que T ¢ o tempo no dominio transformado, e ¢ igual ao tempo no dominio fisico.

Com vistas a transformagao da Equagdo (3.63) do dominio fisico para o transformado, deve-se
aplicar a regra da cadeia para cada termo do primeiro membro desta equag@o. Para o primeiro termo,

tem-se:

9Q _dQd5 dQdn  dQay  dQdt

3.72
ot Jd§ dt ondt Jdyodt It ot (372)

e, observando que dt/dt =1, em conseqiiéncia da Equagdo (3.71), a Gltima expressdo pode ser

reescrita do seguinte modo:

9Q_dQ, ,dQ dQ ~ dQ
vl % €+ n n, + o Ve + 3 (3.73)

Observando que 9t/dx =d1/dy =d1/dz=0, ja que T independe de x, y € z, para uma malha

fixa no tempo, para os demais termos do primeiro membro da Equagdo (3.63) pode-se escrever:
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JoE OE oE oE

T 2T+ Sy 3.74
x a&§x+anﬂx+ay%< (3.74)

OF OF, OF  OF

=T M +—T,, 3.75
% a&&y+anny+ayvy (3.75)

3G _9G, 3G _ 3G

=, +—, . 3.76
>, a&§z+anﬂz+asz (3.76)

Substituindo as Equagdes de (3.73) até (3.76) na Equacdo (3.63) e dividindo a nova expressao

por J, definido como o jacobiano da transformacao, tem-se:

dQ&; dQm, dQYy, ,dQ1 JEE&, aETlx+a_EY_x

__+__ _ _ _ _

0 J omJ odyJ oJt] 0T onqJ 9y J

OFGy OFMy OFYy 9GE, 9Gm, oGy, _S (3.77)
J omJ dgyJ K&J omlJ ogyJ J

Acrescentando termos identicamente nulos na Equacdo (3.77), a serem indicados entre

colchetes, pode-se escrever:

a_QQ{Qa(&t/J)_Qa(&t/J)}a_Q&{Qa(m/J)_Qa(m/n}+

& J o & | Tom o o
QY A0 /) 0y /)] Q1 [ a1y a(l/J)}
+ayJ-{Q P }acanc o |*

+a_E&_X{Ea(&x/J)_Ea(&X/J)}a_En_X+"Ea(nx/J)_Ea(nX/J)}+
o0& J o€ o0& o J | o on

Jra_Ey_XJ{Ea(yx/J)_Ea(yx/J)}ra_lré_er Fa(éy/J)_Fa(iy/J)}r
oy J oy oy & J | 0k ag
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Ay, /I oy, /T
LOEMy [0y /D) oMy /D] oFYy | 0y /D) 9ty /D
om J on on ay J Y dy

9GE, [0E,/0) &,/ aGn, [.am, /) .am, /)
+an{G e O % }anJ{G m O o }

+a_Gv_Z{Ga(vZ/J)_Ga(vz/J)}_?

= (3.78)
ay J ay ay

Na Equagdo (3.78), um termo imediatamente anterior a um colchete e o primeiro termo dentro
do respectivo colchete caracterizam a derivada de um produto. Entdo, tal equag¢do pode ser

reorganizada e reescrita do seguinte modo:

i[g}g SQ+EE+EF+E,G) 9 (MQ+nE+nyF+n,G)
ot\J ) d J om J

S 38 2() 30450

oy J 06\ J ) ol J ) oyl 1) oty
(&), 9 (Me), (v | W OS] oM, o]l

_E{E(TJW(TJW[TH F{aa( Jy}an( Jy}av( ] H

d (&), 9 (N, 9 (Y. )|_S
—G{a—g[ﬂm[ﬂw—y[?ﬂ T G

Com o objetivo de simplificar a Equacdo (3.79) pode-se analisar, por exemplo, os termos do

ultimo colchete do primeiro membro daquela equacdo. Para tal, algumas das métricas da
transformagdo do sistema de coordenadas generalizadas para o sistema cartesiano serdo usadas:

Equagdes (2.52), (2.55) e (2.58) do Capitulo 2. Assim, pode-se escrever:
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(&), 9(n.), 0(v.)_09 J
w7l Tl s o

0
+a—’y(x§yn —XnYe), (3.80)
ou ainda
i[&_Zj_l_i[n_Zj_l_i[’Y_Zj:X Yey +YyXen —XyYen — YnXey T Xy Yen +
a&J anJ a,YJ nJey " JyTaen yJsen  JnTey - 7YJaen

TYeXny ~XeYny T YyXen TXeYny T YnXey T XnYey T YeXny (3.81)

o que, finalmente, resulta em

s Jranl 3l ) 6

A expressdo obtida através da Equacdo (3.82) explica o motivo da divisdo da Equacdo (3.63)
por J, o que resultou na Equagdo (3.77): obter a equacdo de conservagdo no dominio transformado
da forma mais simplificada possivel. De forma semelhante ao que foi feito anteriormente, pode-se
mostrar que todos os outros termos entre colchetes da Equacdo (3.79) sdo iguais a zero. Assim,
substituindo as Equagdes de (3.64) até (3.67) na Equagdo (3.79) esta equagdo pode, entdo, ser

reescrita do seguinte modo:

P [;@J 3 [EAD-E T PoD/0x—E TP0D/dy—E&, I Pod/0z
—|— |+= +
ot\ J ) ok J

3 {mm —1,I'®8®/9x —n, T/ ay —T]ZFCDaCID/az}
+— +
am J
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S
J b

il ] =

3 {ytxq»yxrq’a@/ax —yyrq’a@/ay—yzrq’a@/az}
Iy

ou ainda:
e e
ot\ J kL J oml J ay\ J
0 od 0P od\I'*| o9 od 0P od \I'®
e &X_-l_& _+&Z_ — |t nx_+n _+nz_ — |t
d§ ox 7 oy oz ) J am ox 7 dy oz ) J

Loff, 0, 0@  02\I?| S
o T oy T T T

Por outro lado, pela regra da cadeia, pode-se escrever:

0> 0P 3 9P an 9P oy

9x 0t ox omox 9y ox
que pode ainda ser escrita assim:

ox T8 Yom oy

Analogamente, pode-se escrever ainda:

dy Yo Yom Yoy

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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0P ¢ od 0P od

— =&, —+N,—+7,—. 3.88

Nas Equagdes (3.86), (3.87) e (3.88) deve ser observado a suposicdo de que x, y € z s@o
independentes de t. Dessa forma, os termos referentes a t naquelas equacdes sdo iguais a zero. Por

outro lado, substituindo as Equagdes de (3.86) a (3.88) na Equacao (3.84), ao final tem-se:

G o (Lo
ot T ) 9l J om\ J oy\ J

+
on d& d ay ) J
)
+i Vv ai)+V ai)+V o +§ (3.89)
dy 31 P 32 n 33 o) J’ :
onde:
Vi =& +E+E7, (3.90)
V12 :VZI :&an +&yny +E.>znz’ (391)
V13 :VSI = E.’XYX +&y’Yy +E.>zYz’ (392)
Vy =03 +0y +03, (3.93)
V23 = V32 =MNxVx +nyYy I P (394)
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Vi3 =7: +75 +75. (3.95)

Vale salientar que o jacobiano J da Equagao (3.89) ¢ dado pela Equagdo (2.49) do Capitulo 2.
Ja as Equagdes de (3.90) a (3.95) ficam completamente definidas levando em conta que todos os
termos do segundo membro daquelas equagdes sdo definidos através das Equagdes de (2.50) a (2.58)

do Capitulo 2.

Da mesma forma que x, y, z foram considerados independentes de t, para uma malha fixa no

tempo, pode-se considerar, também, que &, M e¢ 7y sejam independentes de t. Assim, deve ser

observado que &, =m, =7, = 0. Entdo, estabelecendo
V. =1%o (3.96)

com 1 e j variando de 1 at¢ 3, onde Vj; sdo os termos definidos pelas Equagdes de (3.90) a (3.95), a

Equacao (3.89) pode ser reescrita do seguinte modo:

d (AP 9 000 2P ® 0D
—|— r r r
ac[ J j aa( Gt g Tt GO ayJ

P P P
+i(oc21n"q’ X a ) 90, 0, JT® a—j +

o ok o dy
d oD oD b)) S
+a—y(oc31JFq’a—&+oc32JFq’ o RPN ) Rt a—yj+3 (3.97)

As expressdes para os coeficientes ol

ij serdo obtidas nas proximas se¢des para os tipos

especificos de solidos a serem estudados.
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3.5 Equacao de difusdo aplicada a solidos obtidos por extrusiao

Nesta secdo sera analisada, de forma detalhada, a aplicacao da Equagdo (3.97) para um tipo
especifico de solido. E o solido obtido por uma é4rea contida no plano xy em movimento de
translagdo na dire¢do do eixo z. Este tipo de corpo pode ser referido como s6lido de extrusdo, e €

mostrado na Figura 3.7.

\
-

Figura 3.7 — S6lido obtido por translagdo de uma area no plano xy na dire¢do do eixo z.

O motivo do detalhamento da presente andlise € que ela servira de base para a proposi¢ao de
uma solu¢do numérica da equacdo de difusdo para soélidos de revolugdo, a partir de uma malha
bidimensional geratriz do s6lido, o que reduz o esfor¢o computacional exigido em comparacdo com
a tipica solucdo tridimensional. A redu¢do do esfor¢co computacional ¢ explicada devido a
possibilidade de se obter resultados equivalentes aqueles da tipica solu¢do numérica com malhas
tridimensionais, utilizando-se um niimero significativamente menor de volumes de controle através

de uma malha bidimensional e de consideragdes de simetria.

Por inspegdo da Figura 3.7 observa-se que uma area de contorno definido por & e m, contida

no plano fisico xy (4rea geratriz), com translagdo na direcdo z, gera um s6lido em que:

z=7y. (3.98)
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Para esta situagdo especifica, em que x ¢ y independem de 7y, bem como z independe de § e

de n, pode-se escrever que:

Xy =0, (3.99)
yy=0, (3.100)
ze =0, (3.101)
zy =0. (3.102)

Levando em considerac¢do a Equacado (3.98) pode-se escrever ainda:

=1. (3.103)

Dessa forma, a estrutura do determinante (através do qual o jacobiano da transformacdo ¢

determinado) ¢ dada do seguinte modo:

. Xg Xq 0
}z ye ¥nq O (3.104a)
0 0 1

Com isso, o jacobiano da transformacao, definido na Equacdo (2.49) do Capitulo 2, pode ser

reescrito do seguinte modo:
I =xeyy —xpYe. (3.104b)

Por outro lado, para um sélido suficientemente longo, pode-se admitir que ndo haja fluxo da

grandeza definida pela varidvel @ ao longo de 7. Isto significa que

0 od
a—y(om]f‘q) a—& + (X32J

1“‘1382

. +oc33Jl"q’a£J:0 e 92 (3.105)
n

oy Ay

Dessa forma, a Equacdo (3.97) pode ser reescrita do seguinte modo:
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0 (LD 0 o 0P o 0P
22 =2 0 T S, T
ar[Jj aa(“” o T anj+

+i(oc21JFq’a£+ 0, JT® aﬁj+? (3.106)

am o oam

Para o tipo de s6lido em andlise, levando em consideracdo as Equacgdes de (3.99) até (3.103),

as Equacdes (3.90), (3.91) e (3.93) podem ser reescritas como segue:

Vi =E&7 +E], (3.107)
Vip =V =&y +EMy, (3.108)
Vyy =13 415 (3.109)

De acordo com as Equagdes (2.50), (2.51), (2.53) e (2.54) do Capitulo 2, devidamente
formuladas para o caso bidimensional, e com as Equa¢des de (3.107) a (3.109) a Equagdo (3.96)

pode ser utilizada para escrever as componentes do tensor métrico da transformacao:

Oy =Xy + Y7, (3.110)
0612 =0621 :—(Xéxn +y§yn), (3111)
Oy =XE+YE. (3.112)

3.5.1 Discretizacao da equacao de difusiao para solidos de extrusiao

Na discretizagdo da equagdo de difusdo serd usado o método dos volumes finitos e assumido

uma formulacdo totalmente implicita, o que significa que a variavel ® de todos os volumes de
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controle sera avaliada no instante de interesse. Entdo, integrando a Equa¢ao (3.106) no espago e no

tempo, para um volume de area elementar no plano &n e de profundidade unitiria em z, num

intervalo de tempo AT, tem-se:

+ ocueJerf’Anmai’

on j_

hp®p —Ap

P

o) od
P AEAN = {oclleJeFf’AnAfca—a

(&

+ ocleJwrg’Anmai)

0P
—{OCHWJWF‘?V)AT]A’Cg an
w

]
J

od

+ {asznrr?Agma—& 0P

@
+ 0o d Iy AAT
a nn n an

{ocZISJSrS‘DAgAr%%)

o
+ oczzSJsrf’Agmaa—n

}?—M&Anm. (3.113)
S

S P

em que o sobrescrito zero significa que o termo deve ser avaliado no tempo anterior ao tempo de
interesse, enquanto que os termos sem sobrescrito sdo avaliados no tempo de interesse. Ainda com

(1] [13 b e 9 “S”

relacdo a Equacdo (3.113), os subscritos “e”, “w”, “n” e significam, respectivamente, as
fronteiras leste, oeste, norte € sul de um volume de controle considerado, enquanto que P ¢ o ponto
nodal deste volume. Uma visualizagdo destes pontos pode ser feita através da Figura 3.9 a ser

apresentada no item 3.5.2, a seguir.

Para o proposito de aplicagdo da Equagdo (3.113), o dominio ¢ divido em uma malha com 9

tipos de volumes de controle distintos, conforme pode ser observado na Figura 3.8.
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Volumes internos

Figura 3.8 — Regides com volumes de controle distintos para uma malha no plano transformado.

Volumes internos e de contorno: ao norte (N), ao sul (S), a leste (E) ¢ a oeste (W).
3.5.2 Volumes internos
Para os volumes internos, as expressdes para as derivadas da Equa¢do (3.113) podem ser

obtidas através de uma inspe¢do na Figura 3.9. Nesta figura sdo destacados um volume de controle

interno P e seus vizinhos numa malha do dominio transformado.

i+2
NW e N *NE
i1 -
We w op e eoE An
1 S
SW e S *SE
i-1
. ; A .
J-1 ] . j+1 2

Figura 3.9 — Volume de controle interno P e seus vizinhos ao norte (N), ao sul (S), a leste (E), a

oeste (W), a nordeste (NE), a noroeste (NW), a sudeste (SE) ¢ a sudoeste (SW).
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Através de uma inspecdo da Figura 3.9 podem-se definir as derivadas da Equagdo (3.113) do

seguinte modo:

90| _Pp—Pp
9 | AE
(@n+Pyp) (P +Ps)
9P| _ 2 2 N 0P| P+ P —Ps —Pgp
om|e 2AN m e 4An ’
0 -0y
€ | AE
(@n +Prw) (s +Psw)
0P| _ 2 2 - 0P| Py +Pyw — Py —Pgw
o |w 2AN M |w 4An ’
(3.114a-h)
(@p +Pne) (Pw +Pyw)
9P| 2 2 — 0P| _ Pp+ PN —Pw —Prw
9 | 2AE o€ |, 4AE ’
2| _ay -,
My A
(g +‘1’SE)_ (@w +Psw)
0P| 2 2 N 0P| _ Pp+Pgp —Pyw —Psw
o€ |, 2AE o |, 4AE ’
0P| _ Pp - Ps
on |s An

Substituindo as Equagdes (3.114) na Equagdo (3.113) e dividindo a expressdo obtida por At,

pode-se €SCrever:
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Ap®Pp AEAM
Jp At

Pp-P Oy +DPyp — P —P
:alleJchpAn(A—&j‘i'alZeJeFeq)An( N Nim] > SEJ—

D Dy by +P - P —-P
_|:a11W w AH(A—E‘,}_FOCIZWJWF\?A“( N NVZAT] > SW j:l_l_

P, +P Py —P b -
+Oc21anFr§DA&( E NE4A&W NWJ_I_O(‘ZZHJHFCDA&( N n PJ

b+ Dy, —D -od
{OCZISS A&( E SE4A&W SWJ*‘azzss A&( SH"‘

0
{7“ pPp AGAN, Sp A&Anj (3.115)
Ip At JP

Organizando os termos de forma apropriada ¢ obtida a seguinte equagdo para os volumes de

controle internos:

Aptbp =A, Py +tA P +APG+A Py + A, Pgw + APy +

+AanDNW +AnecDNE +B’ (3116)
onde:
Ap AEAN » An » An o AL » AS
P= ﬁ AT + OclleJel—‘e A& + O(‘IIWJWFW A& +a22nJ F + aZZSJSFS A

AW :alle Fcpﬂ‘l‘%azm‘] l—‘q) —OCZan l—‘q)
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An 1 1
D D b
Ae :alleJeFe A_§+ZOCZIHJHFH _ZG‘ZISJS]‘—‘S >
AE 1 |
D D D
As :aZZSJst A_n-l_ZOCIZWJWFW _ZOCIZeJeFe >
AE 1 1
D D D
An :OLZZHJnFn A_+_O(‘126Jere __G‘IZWJWFW >
n 4 4
1 o 1 @
Asw :_G‘IZWJWFW +_a21stFs >
4 4
1 o |1 &
Ase = _ZOCIZeJeFe _Za‘21SJSFS >
1 o |1 @
Anw :_ZG‘IZWJWFW _ZG‘ZHIJHFH >
1 o |1 @
Ane :ZOCIZeJeFe +Zoc21anFn >

050
p=ePp AN Sp ey
Ip At Jp

pressupde o conhecimento das métricas da transformagao, isto ¢, das derivadas parciais Xg, yy, X

aproximadas como segue:

(3.117a-j)

A determinagdo dos componentes do tensor métrico 0y, O, ou O,;, O,, € do jacobiano J

n

e yg conforme pode ser observado nas Equagdes de (3.110) a (3.112) e na Equagéo (3.104). Dessa

forma, devem ser estabelecidas expressdes para estas derivadas, tanto para o nd P do volume de
controle em andlise quanto para os seus vizinhos norte, sul, leste e oeste. Embora a Figura 3.9
apresente um fragmento de malha no dominio transformado, ela pode ser usada para determinar as

expressdes para as derivadas das coordenadas x e y do ponto interno P em relagdo a § e a 1,
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b
a
Il

P Xe— Xy | X TXirje Xij X | 1
2 2 AL’

FPoEn X Xislj FXisnjr1  Xij+Xije | 1
n AN 2 2

(3.118a-d)

yp Ye~Yw _{Yi,jﬂ Vit Yij +Yi+1,J1 1
£ = - _ .

AE 2 2

P_ Ya~Vs | YirjtYirgm  Yij+tVig | 1
An’

T A 2 2

em que X e y sdo coordenadas no dominio fisico. Convém relembrar que, na geracdo da malha, os

pontos conhecidos sdo aqueles oriundos dos cruzamentos de uma linha & com uma linha 1. Dessa

forma, observando novamente a Figura 3.9 pode-se perceber que o volume de controle do n6 P ¢

limitado, no dominio transformado, pelas linhas E=j e £=j+1 e ainda pelas linhas n=i e

n=i+1.

Com um raciocinio similar podem-se determinar todos os termos necessarios para a completa

defini¢do de oy, 0, ou O,;, O,, € J para as fronteiras norte, sul, leste e oeste. Para a fronteira

leste de um volume de controle interno P, por exemplo, pode-se escrever:

X = Xij+2 P Xivpje2 - XijtXivj| 1
s 2 2 208’

< = Xitl,j+1 =X j+1

n An

b

(3.119a-d)

e _| Yii+2 tYirnje2 Vi tVYisj 1
I8 2 2 2AE’
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ye = Yi+1,j+1 ~ i, j+1
n An :

3.5.3 Volumes de controle na fronteira: variavel ® prescrita

Para facilitar a compreensdo a respeito da discretizagdo da equacdo de geragdo para os
volumes de fronteira, no dominio transformado, sera utilizado um volume de controle P na fronteira

leste, bem como os seus vizinhos, conforme pode ser observado na Figura 3.10.

NW e o N ne

Contorno
An We w °P © leste

SW e oS se

AG

Figura 3.10 — Volume de controle P na face leste e seus vizinhos.

Para a varidvel @ prescrita, fazendo uma inspec¢ao na Figura 3.10 observam-se diferengas, em

relacdo as expressoes dadas pela Equacdo (3.114), nas seguintes derivadas:

| oo,
k&l AL
2
aﬁ _cbne_q)se
e 2An

(3.120a-d)
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(P +P.) _<I>N +Pyw +Pp +Pyw

0P| _ 2 4

9 |y Ag ’
(P +P.) Py +Pgy +Pp +Dyy

P 5 4

o€ | Ag

Todas as outras derivadas necessarias para a discretizacdo da equacdo de difusdo referente aos

volumes de controle na fronteira leste sdo dadas pelas Equacdes (3.114). Com isso, utilizando a

Equacao (3.113), para um volume de controle na fronteira leste pode-se escrever:

em que:

p=A, Py +A D+ A, Py +A,Pew + A, Prw +B, (3.121)

;\.P A&An (63} CDAT]
o AG o A 1 o | @
+O(‘22anFn +a22stFs A_n+_0(‘21anrn _ZG‘ZISJSFS >

o An 1 o | @
Aw = Ocllewl—‘w +_a21stFs __a21anFn >
Ag 4
A, =0,
_ oA 1 o 1 @
As - Oc22st1—‘s E+ZG‘ZISJSFS +Za12warw >

AE 1 1

b D D

An = O(‘ZZHJHFH A___a21anFn __G‘IZWJWFW >
n 4

(3.122a-))
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A :iamster%ocan re

SW WS w2

A, =0,
1 o | @
Anw :_ZG‘ZIHJHFH _ZG‘IZWJWFW >
A, =0,
Add AAN S A 1
B:Q-ﬂ+—PA&An+2ocHeJeF§)—nd)e +_a126JeF§)(q)ne _q)se)+
Ip At Jp AEC 2

1 1
+Eoc21anFr§D (q)ne +q)e)_5a21stqu) (q)se +q)e)'

No caso de um volume de controle do contorno leste, as derivadas para a determinagdo de

Oy, O OU Oy, Oy, € J sdo as mesmas utilizadas para um volume de controle interno, com

excecdo de xg e yg. Para estas duas derivadas devem ser impostas, respectivamente, as expressoes

para xg e yg. Uma observagdo semelhante deve ser feita também para cada um dos demais

contornos da malha: norte, sul e oeste.

3.5.4 Volumes de controle na fronteira: fluxo de & prescrito

No Capitulo 2 foi determinada uma expressdo para o fluxo ¢ de uma grandeza G através de

uma area elementar curvilinea. Caso a componente G, normal a area seja o fluxo por unidade de

area, q>" , da grandeza definida pela variavel @, a Equacdo (2.97) do Capitulo 2 para uma linha &

constante na face leste torna-se:

e =0cy/82.AN. (3.123)
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Com isso, a Equacdo (3.113), devidamente divida por At, pode ser escrita do seguinte modo

para os volumes de controle do contorno leste:

0
Ar®p ~Ap®p A&An Do/ AN — oclleva‘fAnai) + 0y T AN — P +
JP a& W aTl w
+|:a21anFr?A&aa% +O(‘22anFr§DA&aa;:]) }_
Sp
O(‘le s &a& +Q 22s s AE"_T] +J_A&An’ (3124)
S P

em que 0O, = €55., conforme pode ser verificado por inspe¢do das Equagdes (3.38) e (3.110). Para

determinar as expressdes das derivadas da Equacdo (3.124), a Figura 3.10 sera retomada. Para tal,
pode-se inicialmente escrever, na forma discretizada, a expressdo do fluxo por unidade de area
através da fronteira leste dos volumes de controle localizados na face leste da malha. De acordo com

a Equacdo (2.98) do Capitulo 2 pode-se escrever:

o (P~ Pp) _ - Ang .
-———r= = O, =P, -——0,,
Ane q)e e P l—‘ecp q)e
P . =Py Fq) SN (3.125a-c)
q)se = Fq)

em que An, ¢ a distdncia do n6 P ao contorno leste, enquanto que An,, e Ang, sdo os andlogos
para os volumes de controle ao norte e ao sul de P, respectivamente. A distdncia An, pode ser

observada na Figura 3.11, apresentada mais ao final deste item.
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Através das Equagoes (3.125) e da inspec¢dao na Figura 3.10, podem ser obtidas as seguintes

expressdes para as derivadas de @ emrelagdo a & :

(q)e+q)ne)_(q)w+q)NW+q)N+q)P)

P
9 2 4 -
€ | AS
2An " 2An. _«
Dy +Pp— Py — Py — D P
ag B N P \\% NW Fr?; ne Feq) e
€ | 4A8 ’
(3.126a-b)
2An v 2An, _
b +P, -y —P P — °P
ag B S P A\ SW — st se Feq) e
4AE

Todas as outras derivadas necessarias para a discretizacdo da equacdo de difusdo referente aos

volumes de controle do contorno leste sdo dadas pelas Equagdes (3.114). Com isso, utilizando a

Equacdo (3.124), e considerando que os fluxos q>;, q>}'w e q);e sejam positivos no sentido de fora

para dentro dos volumes de controle, pode-se escrever:
Ap@p =A Py + AP+ A, PN + Ay Psw + Ay Prw +B, (3.127)
em que:

Ap AéAn o An 1 @
=Zr 500 1,r2 2, I, T2+
JP AT llw AE_} 4 2InYn*n

+ 0Ly I TP g+4oc215J I+ 00y, J F‘DA—&,
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@ AT] 1 o | @
Aw :allewrw A_& 4 leJ F 4a21anFn >
A, =0,
o AE o | @
As _a22stF AT]—F4OCIZWJ F 4a21stFs »
o AE o | @
A _a22anF A +— OchnJ F alZWJWFW’
n 4 4
(3.128a-))
1 1 &
Asw _G‘IZWJ F +— OchstFs >
A, =0,
1 o |1 @
Anw __OCIZWJ 1ﬂw __G‘ZIHJHFH >
4 4
A . =0,

ApPp AbAM | S An , A,
B= AsAn L A&An+q> \/alleAn"‘ 0‘2an Iy =2, D
JP At re F

re r

€

An An "
—%aZISJSFs‘D{ P+ q)e@ej.

Uma vez determinados os valores de @ para os pontos nodais, as Equagdes (3.125) podem ser
utilizadas para a determinacdo desta varidvel em cada face leste dos volumes situados no contorno

leste. Naturalmente, a distdncia An, do ponto nodal P ao contorno leste pode ser determinada de

forma simples, através de uma inspecao a Figura 3.11.
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Contorno leste

Va3

Figura 3.11 — Volume de controle no contorno leste da malha destacando: o vetor vV 23 na face leste

(& constante), o vetor \72p e a distancia An, do ponto nodal a face leste.

As coordenadas dos pontos 1, 2, 3 e 4 sdo definidas na geracdo da malha enquanto que as
coordenadas de P, que a rigor devem ser calculadas através de expressdes que definem o centroide

da area (centro geométrico), serdo obtidas pelas médias aritméticas das coordenadas referentes aos

pontos 1, 2, 3 e 4 de cada volume de controle considerado. Assim, os vetores Vop e V23 estdo
completamente definidos, o que possibilita escrever, através do modulo do produto vetorial entre

tais vetores, a seguinte expressao:

‘§BX§H‘
An, ="—zo——, (3.129)
z
em que An, ¢ definido por:
An, :‘\721)‘ send . (3.130)
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3.5.5 Volumes de controle na fronteira: condicio de contorno convectiva

Seja retomar a Equagdo (2.98) do Capitulo 2 para expressar o fluxo por unidade de area, ¢ ,

da grandeza definida pela varidvel @ . Para uma condig¢do de contorno convectiva deve-se observar
que a expressdo para o fluxo na forma discretizada, para a fronteira leste dos volumes de controle

localizados na face leste da malha, ¢ dada do seguinte modo:

o, -
—F?TP:he(¢e—¢we), (3.131)

€

onde h é a constante de transferéncia convectiva de calor ou de massa na fronteira leste do volume

de controle e &, € o valor da variavel ® referente ao fluido na vizinhanga externa do corpo em

estudo, na face leste do volume de controle.

Da Equagdo (3.131) podem-se obter as expressoes para a variavel @ no contorno leste do

volume de controle estudado e também para os seus vizinhos ao norte e ao sul, como segue:

Pp +£.P ..
T 1+1,

b

_ q)N + fneq)oone

ne —

> , (3.132a-c)

1+f,

_ q)S + fseq)oose
1+f,,

se€ >

onde o fator ¢ dado, de forma genérica, do seguinte modo:

f=atn (3.133)
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Dessa forma, o fluxo por unidade de area no contorno leste do volume de controle analisado ¢

dado por:
v DPp _q)ooe
= 3.134
q)e 1 Ane ( )
he T

Por outro lado, com as expressdes dadas pela Equagdo (3.132) e uma inspecao na Figura 3.10,

as derivadas de ® em relagdo a & podem ser escritas do seguinte modo:

- _ f f
aﬁ :L 1 fe ¢P + 1 fne ¢N _¢W _¢NW +2 ° ¢°°e +—ne ¢°°]fle N
|, 4AL|1+f, 1+f,, 1+f, 1+,
(3.135a-b)
- . f £
aﬁ :L 1 fe @P‘l‘l fse ¢S_¢W_¢SW +2 ° @we‘l‘i@wse .
|, 4AL|1+f, 1+f, 1+f, 1+f,

Todas as outras derivadas necessarias para a discretizacdo da equacdo de difusdo referente aos
volumes de controle leste sdo dadas pelas Equagdes (3.114). Entdo, substituindo as Equacdes
(3.134) e (3.135), além das outras derivadas mencionadas, na Equacdo (3.124), e considerando que

os fluxos que entram na face leste dos volumes de controles sejam positivos, obtém-se:

€m que:
Ap AEAN Oy AN o AN 1 ol-f
=ZP. 1,T — 0yt T c 4
JP AT i_'_Ane 11WWWA& 4 21nnn1_i_fe
he 12
o A 1 @ o AG
+O(‘22anFn A_T]+Za21s srs 1 f: +()(,2szst g
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AN 1 o | @
Aw :O(‘IIWJWFW A_§+ZO(‘ZISJSFS _Za‘Zannrn >
A, =0,
o AE 1 o 1 ol-f
As :O(‘ZZSJSFS A_n+ZO(‘12warw _Z(X'ZISJSFS ﬁ’
o AE 1 ol—f. 1 ®
An :O(‘ZZHJHFH A_+Za‘21n‘]nrn 1+fz: _Z(X'IZWJWFW >
(3.137a-j)
1 o | @
Asw :_G‘IZWJWFW +_a21stFs >
4 4
A, =0,
1 o | @
Anw :__G‘IZWJWFW _a‘21anFn >
4 4
A . =0,

050
P e P A f f
B:M_P.%JFS_PAgAm“e—”‘Jr%asznrf(l—e@ +¢<I>mnej—

Ip At Jp 1 An, +f, 7% 141,
h, 12

1 of f
—— 0 J I | —— P +——D_ . |.
7 21sVs* s (l+f e 1+f sej

€ se€

Uma vez determinados os valores de & para os pontos nodais, as Equagdes (3.132) podem ser
utilizadas para a determinacdo desta varidvel em cada face leste dos volumes situados no contorno
leste. Por outro lado, da mesma forma que as equagdes discretizadas foram obtidas para os volumes
do contorno leste, elas devem ser obtidas, também, para os volumes dos contornos norte, sul, oeste e

ainda para os volumes a nordeste, sudeste, noroeste e sudoeste da malha.
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3.6 Equacao de difusdo para solidos obtidos por revolucio de areas bidimensionais

Embora o estudo proposto a seguir seja semelhante aquele para difusdo de uma grandeza em
solidos obtidos por extrusdo, feito anteriormente, a idéia bésica ndo foi encontrada na literatura
consultada, para uma malha bidimensional em dominio arbitrario. Tal idéia parte de um volume de
controle gerado pela rotagdo em um angulo 6, em torno de y, de uma area elementar contida no
plano xy, conforme pode ser visto na Figura 3.12. A idéia pressupde difusdo axi-simétrica com

relagdo a y ndo havendo, portanto, fluxo da grandeza definida por @ na direcdo y perpendicular a

area geratriz do volume de controle.

g

(a) (b)
Figura 3.12 — (a) Volume de controle P obtido pela rotagdo, em torno de y, de uma area contida num
plano vertical. As faces “f” e “b” sdo referentes a front (anterior) e back (posterior); (b) Sistema de

coordenadas generalizadas definido pelos eixos &, e y sobre os contornos do volume de controle.

Uma observacdo da Figura 3.12 possibilita constatar que, para o volume de controle de

revolugdo, as derivadas de x e de y em relagdo a y e as derivadas de z em relagdo a & e a 1 sdo
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iguais a zero. Esta constatacdo ja havia sido feita através das Equacdes (3.99), (3.100), (3.101) e
(3.102), para um volume de controle de solidos de extrusdo. Nos dois casos, a area geratriz estd
contida num plano vertical &n, enquanto que Y e z estdo contidos em um plano horizontal. Dessa
forma, a estrutura do determinante (através do qual o jacobiano da transformagdo ¢ determinado) ¢

dada do seguinte modo:

. Xg Xq 0
}= Ye  Yn 0]. (3.138)
0 0 Zy

Com 1isso, o jacobiano da transformacdo, definido na Equacdo (2.49) do Capitulo 2, e

simplificado através da Equacao (3.138), pode ser reescrito do seguinte modo:

J! =Zy (Xg¥n —XnYe) - (3.139)

Naturalmente, pressupondo que ndo haja fluxo da grandeza definida por & ao longo de v
para o solido de revolugdo objeto de estudo, a condi¢do dada pela Equacdo (3.105) ¢ aplicavel a este
tipo de so6lido, e o fendmeno de difusdo ¢ descrito pela Equagdo (3.106). Assim, além do
conhecimento da expressdo do jacobiano, dada pela Equagdo (3.139), a solugdo numérica da
Equagdo (3.106) pressupde o conhecimento de expressdes para Oy, O, OU Oy € Ol,,. Para tal,
deve ser observado que as métricas da transformacao dadas pelas Equagdes de (2.50) até (2.52), para

o volume de controle de um so6lido de revolugdo, sdo dadas do seguinte modo:

Ex =T ynzy, (3.140)
&y =-] XnZy> (3141)
g, =0. (3.142)

Substituindo as Equacgdes (3.140), (3.141) e (3.142) na Equagdo (3.90), tem-se:
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Vi =37 yazy +37 xpz7. (3.143)

Com a Equacdo (3.96) pode-se, entdo, escrever os componentes do tensor métrico:
o =25 (Xp +y5). (3.144)
Com um raciocinio semelhante pode-se determinar também:
Oy =00y =—z$ (XeXqn +YeyYn) s (3.145)
e ainda
Oy =27y (X +YE). (3.146)

Naturalmente, as Equacdes (3.139), (3.144), (3.145) e (3.146), relativas a revolucdo, podem
ser reduzidas, respectivamente, as Equacdes (3.104b), (3.110), (3.111) e (3.112) uma vez que, para a
translagdo (extrusdo), conforme foi visto, z, =1. Neste sentido, as equagdes propostas neste

trabalho constituem-se em uma generalizagdo daquelas usualmente encontradas na literatura para o

tipo de problema difusivo estudado.

Ao ser discretizada, a Equagdo (3.106) gera a Equacao (3.113), o que significa que o termo J
deve ser calculado em P para cada volume de controle e também, a exemplo de o;;, 0, ou O, €
o,,, nas fronteiras leste, oeste, norte e sul destes volumes. Detalhes destas posi¢des podem ser

obtidos na Figura 3.9, que destaca um volume de controle interno e seus vizinhos, ¢ também na
Figura 3.10 que destaca um volume de controle do contorno leste e seus vizinhos. Dessa forma,

como J, o}y, O, ou Oy € Oy, dependem de xg, ye, Xy, Yy © Zy, € necessario o conhecimento

das expressdes destas derivadas. Para um ponto interno P, as derivadas das coordenadas x e y em

relagdo a & e a 1M sdo dadas através das Equagdes (3.118). J4 a derivada de z em relagdo a y deve

ser dada por:
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P
2= % g — (3.147)

onde os indices “f” e “b” referem-se, respectivamente, a front e back, conforme pode ser observado

na Figura 3.12. Por outro lado, r ¢ a distancia do ponto P ao eixo de revolugao, e ¢é aproximada por:

Xij T Xij1 T X jel T Xigj

4

r=

(3.148)

Por outro lado, para a fronteira leste de um volume interno, as derivadas das coordenadas x e y

em relagdo a § e a M sdo dadas através das Equagdes (3.119). Ja a derivada de z em relagdo a vy

também ¢ dada pela Equacdo (3.147), mas r passa a ser definido do seguinte modo:

. Xi i+ +2Xi+1,j+1 ' (3.149)

Com um raciocinio similar as derivadas nas outras fronteiras podem ser calculadas,
obedecendo-se as mesmas observagdes de imposicdo de algumas derivadas feitas para solidos de
extrusdao. Ja com relagdo as condigdes de contorno, todo o estudo efetuado nos itens 3.6.2, 3.6.3 ¢

3.6.4 ¢ aplicado aos s6lidos de revolugdo de forma idéntica aos de translagdo (extrusio).

3.7 Determinacao de @

Conforme ja foi mencionado, o valor médio da variavel de interesse no dominio ¢ calculado
pela Equagdo (2.26). Para os solidos de interesse neste trabalho, tal equagdo, discretizada e escrita

para uma varidvel @, ao invés da varidvel M, pode ser dada da seguinte forma:

J— 1 N; Nj
CDZVZ > DAV, (3.150)

i=1 j=1

com
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V= z > AV, (3.151)

onde V ¢ o volume do solido, i e j definem a posicdo do ponto nodal do volume de controle na
malha bidimensional, AVi'j ¢ o valor do volume deste volume elementar, N; e N; definem o

nimero de linhas M e & . Por outro lado, em todo este trabalho foi estabelecido que as linhas & e m

deveriam ser numeradas seqiiencialmente, através de nimeros inteiros a partir de 1, o que significa

que AE=An=Ay=1. Assim, para os sOlidos de interesse, o volume de um volume de controle

pode ser escrito, a partir da Equagao (2.88), como segue:

AV, = —. (3.152)

Ao longo do presente texto, o jacobiano de um volume de controle, aqui denotado por Jj;, foi
simbolizado de forma simplificada por Jp. Dessa forma, a Equagdo (3.150) pode ser reescrita do

seguinte modo:

E:Lz%i, (3.153)
1 Tp

Jp
onde o somatorio deve ser aplicado a todos os volumes de controle.

3.8 Avaliacao de T'® nas faces dos volumes de controle

A discretizagdo da equacdo de difusdo para as geometrias de interesse requer o conhecimento
dos valores de T'® nas faces norte, sul, leste e oeste de cada volume de controle, conforme pode ser
observado através da Equacdo (3.113). Se I'® tiver um valor constante no dominio, este é o valor

y oz . (6] .
para todas as faces de cada volume de controle, o que ¢ dbvio. Para os casos em que I'" seja
variavel no dominio, a estimativa de seus valores pode ser feita pressupondo a validade da lei de

Fourier (Equacdo 2.4) ou da primeira lei de Fick (Equacdo 2.8). Tais leis, para uma varidvel
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dependente ®, em que o coeficiente de transporte seja dado por re, podem ser reescritas do

seguinte modo:
J=-I'®vo. (3.154)

A determina¢do de uma expressdo para a estimativa de I'® em uma face comum a dois

volumes de controle pode ser feita com base na Figura 3.13, dada a seguir. Esta figura apresenta um
.. . @ ;
volume de controle P e o seu vizinho E, cada um com um valor especifico para I, conforme ¢

mostrado através da Figura 3.13 (a). O que se busca ¢ o valor de I'® na face comum a dois volumes

de controle e, para tal, pode-se imaginar um dominio equivalente com coeficiente de transporte

constante e igual a Fecf; para os dois volumes de controle, conforme a Figura 3.13 (b).

dp ¢ D Dy d D
re Iy | L
ep e || ep | eE
dp  dg dp  dg
(a) (b)

Figura 3.13 — Dois volumes de controle com coeficientes de transporte iguais a:

(a) FI? e FED ; (b) Fecf; . Para ambas as situacdes, o n6 P dista dp da face comum e o n6 E, dg.
Utilizando a identidade
(@ —DPp)= (D —D)+(P —Dyp) (3.155)

e levando em conta que o fluxo J deve ter o mesmo valor para que as situagdes (a) e (b) da Figura
3.13 sejam equivalentes, apds as devidas simplificagdes a Equacdo (3.155) pode ser reescrita do

seguinte modo (Patankar, 1980):

93



dp +d d d

L=t (3.156)
1—‘eq 1—‘P 1—‘E

O primeiro membro da Equacdo (3.156) ¢ uma decorréncia da discretizacdo da Equacao

(3.154) aplicada a situacao (b) da Figura 3.13 enquanto que o segundo membro ¢ aplicado a situacao

(a). A partir da Equacao (3.156), pode-se ainda escrever:

dp +d
re-_"°P7°E 3.157
€q dP dE ( )
Iy Iy

Obviamente, se Fecf; ¢ o valor equivalente da propriedade em todo o dominio da Figura 3.13

(b), este € o valor de I'® na face comum entre P ¢ E.

Para fins de implementagdo computacional, a Equagdo 3.157 pode ser rearranjada numa forma

mais comoda, dada a seguir:

rere
= (3.158)
fql'g +(1—1g)Ip
em que
fd:d—P. (3.159)
dp +dg

Embora a dedugdo da Equagdo (3.158), que define uma média harmonica, tenha sido feita para
uma geometria unidimensional, tal equagdo ja foi usada com sucesso em geometrias elipsoidais com

malhas ortogonais (Lima, 1999; Carmo, 2004).

Para malhas ndo-ortogonais, como ¢ o caso do presente estudo, o raciocinio desenvolvido a
partir da Equagdo (3.155) seria bem mais complexo devido a existéncia dos termos cruzados na

definicdo dos fluxos nos volumes de controle internos. Para contornar o problema, uma possivel
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~ . . ) .
solugdo seria assumir que, para um dado volume de controle, os valores de I'™ nas fronteiras norte,
. . (63} r
sul, leste e oeste fossem iguais ao valor de I'™ referente ao n6 daquele volume. Mas dessa forma,
. .. .. o
haveria duplicidade no valor de I'® em uma mesma fronteira interna. Por exemplo, o valor de I’

na fronteira leste de um volume de controle P seria FI? , € simultaneamente seria também FED ja que

aquela fronteira leste ¢ a mesma fronteira oeste deste ultimo volume de controle. Dessa forma, a
Equacdo (3.158) sera utilizada de forma empirica neste trabalho, e a determinacdo de dp e dg serd
feita através da Equagdo (3.129), que define a distancia do n6 de um volume de controle até uma de

suas faces.
3.9 Volume variavel do solido

Em um processo difusivo, tanto nos casos de aquecimento e resfriamento quanto nos casos de
adsorsdo e dessorcdo, em geral ¢ observado uma variagdo no volume do sélido em que tal processo
ocorre, ao longo do tempo. Lima (1999) e Carmo (2004) levaram em consideragdo esta variacdo ao
estudar o fenomeno da difusdo transiente em solidos esferoidais prolatos e oblatos, respectivamente.
Nestes trabalhos, a equacdo de conservacdo no dominio transformado foi discretizada para uma
malha fixa, mas a considera¢do de variagdes volumétricas foi feita através da atualizagdo da malha
fixa ao longo do tempo. Como foram reportados bons resultados, a mesma consideragdo sera
adotada no presente trabalho: a malha serd considerada fixa e, em determinados intervalos de tempo,
ela sera recalculada com base na modificagio do volume, o que possibilitard calcular novos

coeficientes Ap, Ay, ..., Ane € B em cada instante, ao longo do processo.

Normalmente, a determinacdo experimental de uma expressdo que relaciona um volume
elementar AV(r) de um so6lido com &P(r) ndo é facil. Em contrapartida, através de medicdes

simples ao longo do tempo, a relagdo entre o volume V e o valor médio & da variavel de interesse
pode ser obtida de forma simples, por ajuste de curvas. Assim, nesta se¢do serd feito um estudo

visando a determinar as modificagdes das coordenadas dos pontos que definem uma malha,

produzidas pelas mudangas de @ ao longo do tempo.

Para os dois tipos de solido de interesse neste estudo serd assumido que o volume possa ser

determinado por uma expressao do tipo
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Vv :Wformadxdydza (3160)

onde Wy .. € um coeficiente geométrico cujo valor depende da forma do corpo enquanto que d,,
d, e d, sdo distancias que delimitam o solido nas dire¢des dos eixos X, y e z, respectivamente. Para
um paralelepipedo, por exemplo, deve-se impor Yg,,, =1 enquanto que d,, d, e d, definem o

comprimento, a altura e a largura do sélido. Ja para uma esfera, ainda como exemplo,

dy =dy, =d, =R, onde R ¢ o raio da esfera, enquanto que Yy, =4m/3.

Sera assumido, também, que o fator f que indica a modificagdo de d, seja o mesmo que
indica as modifica¢des de d, e d, ao longo do tempo. Assim, se no instante inicial o volume do

solido for dado por
VO :WformadxodyOdZO’ (3161)

com dyg, dyy e d,, simbolizando as dimensdes iniciais, entdo num instante posterior o volume V

pode ser dado da seguinte forma:
\ l|If0rmaf3dx0dy0d20 > (3162)
em que foram usadas expressoes do tipo d =f.d, parax,ye z.

Como, para as hipoteses estabelecidas, pode-se admitir que g, S€ja constante, isto €, todas

as dimensdes sdo reduzidas ou ampliadas com o mesmo fator de escala, a divisio da Equacao

(3.162) pela (3.161) resulta em:

— =13, (3.163)

o que significa que o fator f ¢ dado por
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f=3— . (3.164)

Obviamente, a relagdo V/V, pode ser determinada através de medi¢cdes experimentais

simples ao longo do tempo, e isso significa que o fator f ¢ bem definido para um determinado

processo em estudo, ja que ¢ possivel estabelecer

V _ N
Vo=@, (3.165)

0
em que f (5) ¢ uma fungdo conhecida.

Sera assumido, ainda, que uma expansdo ou uma retracdo ocorre em relacdo ao centréide da
area geratriz do sélido, e que tal ponto possa ser considerado como um ponto fixo ao longo do

tempo. A situagdo fisica pode ser visualizada através da Figura 3.14, dada a seguir.

X

Figura 3.14 — Area geratriz qualquer: posicio do centréide C

(fixo ao longo do tempo) e de um ponto P qualquer.

Entdo, se a coordenada x de um ponto P do solido for modificada de xp para xp, as
distancias x deste ponto até uma linha vertical passando pelo centrdide, antes e depois do

deslocamento, sdo relacionadas da seguinte forma:
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Xp —X¢C :f.(XP—Xc). (3166)
A tltima expressao possibilita, entdo, calcular a nova coordenada x'P do ponto P:
xp =fxp+(1-f)xc. (3.167)

Obviamente, a coordenada y de cada ponto da area geratriz do s6lido ¢ determinada com o
mesmo raciocinio, o que possibilita atualizar, a cada instante, as coordenadas dos pontos que

definem a malha da area geratriz.
3.10 Calculo do desvio padriao relativo a uma simulacio numérica

Uma vez realizada uma simulag¢do para a qual existam dados experimentais disponiveis, o

desvio padrdao inerente a simulacdo pode ser calculado como segue. Para o i-ésimo ponto
experimental (t;,®;i), inicialmente deve ser identificado se existe um ponto da simulagdo com a
mesma abscissa t;. Neste caso, o desvio d®; deve ser calculado diretamente da expressdo (ver, por

exemplo, Silva e Silva, 1998)

—sim

D, =Di—D (3.168)

em que @ &0 valor médio de @ obtido na simulacdo parat =t;.

Caso a abscissa t; do ponto experimental tenha um valor que esteja entre dois valores
simulados, t{'"™ e ti.]', a situagdo pode ser representada conforme o esquema mostrado através da

Figura 3.15.

98



[}

[}

[}

. [}

—sim '
1 0 O I TTTTTTTTTTTTT

i

[}

[}

[}

[}

[}

[}

l

B e e Lottt

sim t sim
ti tit

—-

Figura 3.15 — Esquema para o célculo de o por interpolacdo linear.

Para a situacdo representada na Figura 3.15, o valor de o pode ser calculado por

interpolagdo linear,

. Esim Esim .
5o i —Pitl i —sim
P = (G )+ P, (3.169)

ti+1 i

o que possibilita a utilizagdo da Equacao (3.168) para o célculo do desvio referente ao i-ésimo ponto
experimental. Dessa forma, todos os elementos necessarios para o célculo do desvio padrdo tornam-
se conhecidos, desde que se estabeleca que pontos experimentais antes do primeiro ponto simulado,
e também depois do tltimo sejam, obviamente, desconsiderados em tal clculo. Assim, supondo que
todos os pontos experimentais tenham o mesmo peso estatistico, o desvio padrao pode ser calculado

através da expressao (ver, por exemplo, Silva e Silva, 1998)

N
1 . 2
- S 0,2, 3.170

onde N, é o nimero de pontos experimentais, p ¢ o numero de parametros que ajustam a curva

simulada aos dados, sendo que (Ny-p) define o nimero de graus de liberdade referente ao ajuste.
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3.11 Determinacio de parametros via otimizagao

Além da simulacdo de problemas cujos parametros de processo sdo conhecidos, este trabalho
tem o objetivo de possibilitar, também, a determinacdo de tais pardmetros a partir de dados
experimentais, através do recurso da minimizagdo de uma fun¢do objetivo. A razdo disto € que em
muitos problemas de secagem ha a necessidade da determinagdo ndo s6 de uma expressdo para a
difusividade mas também do valor da constante de transferéncia convectiva de massa em um
dominio cuja cinética de secagem seja conhecida, através da medicdo de dados experimentais. Para

tal, um algoritmo de otimizagdo foi desenvolvido a partir dos seguintes requisitos:

¢ minimizagdo do qui-quadrado relativo ao processo de ajustamento de uma curva simulada

aos dados experimentais;

e utilizacdo do algoritmo de Levenberg-Marquardt (ver, por exemplo, Press et al., 1996), com

correcdes seqiienciais dos parametros.

Conforme se sabe, a expressdo para o qui-quadrado envolvendo o ajuste de uma fun¢do
explicita usada como um modelo (regressdo) ou de uma curva simulada a dados experimentais ¢

dada por (ver, por exemplo, Silva e Silva, 1998)

N

: |
=D (80,)° =, (3.171)
i=l Oj

onde N, é o numero de dados experimentais, 1/G7 é o peso estatistico referente ao i-ésimo ponto
experimental sendo que, na auséncia de informagdes, em geral, tais pesos sdo feitos iguais a
unidade. Vale salientar que ©; ¢ o desvio padrdo do valor médio de &;. Obviamente, o qui-
quadrado depende de ESim que, por sua vez, depende dos parametros de processo I'? ¢ h. Em

geral, re pode ser expresso por uma fungdo f(d,a,b) em que a e b sdo constantes que, juntamente

com h, podem ser determinados via minimizagao da funcao objetivo.
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Com relacdo ao algoritmo de Levenberg-Marquardt, os fatores multiplicativos para as
correcdes dos parametros foram feitos iguais a 1/2 no caso da necessidade de diminuicdo das
correcdes ao longo do processo iterativo, € a 2 no caso de aumento. Vale salientar que o processo
iterativo ocorre até que a tolerancia estipulada para as corre¢des dos pardmetros seja atingida. Por
outro lado, a seqiiéncia dos cdalculos obedece a ordem definida a seguir. Primeiro, varia-se o
coeficiente h com os pardmetros “a” e “b” mantidos constantes. Na seqiiéncia, varia-se o parametro
“b” e, finalmente, varia-se o parametro “a”. Naturalmente, caso a condi¢do de contorno ndo seja

convectiva, o primeiro passo deixa de existir na ordem pré-estabelecida.

Por ultimo, deve-se salientar que os indicadores estatisticos a serem utilizados para a andlise
da qualidade do ajuste sdo o erro quadratico médio, dado pela expressao (ver, por exemplo, Silva e

Silva, 1998)

2% (3.172)

e também o coeficiente de determinacdo R’. Como se sabe, o coeficiente de determinagdo é o
quadrado do coeficiente de correlagdo Rg, entre duas séries de valores f e g, em que fe g
representam duas varidveis quaisquer. J4 Rg, € definido como a razdo entre a covariancia entre fe g
e o produto dos desvios padrao destas duas séries. Isto resulta, desconsiderando os pesos estatisticos,

na expressao (ver, por exemplo, Silva e Silva, 1998)

(3.173)

R =
Tl mi o)

em que f e g sdo os valores médios das séries f e g, respectivamente, N ¢ o nimero de elementos
de cada série, sendo que os somatodrios sdo feitos de 1 até N. Para o propdsito de utilizagdo da
Equacdo (3.173) no presente trabalho, deve-se identificar f = ® (valores experimentais) e ainda

—sim .
g=®  (valores simulados).
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CAPITULO 4

METODOLOGIAS COMPUTACIONAL E EXPERIMENTAL

Neste capitulo, nas secdes de 4.1 a 4.6, serdo apresentadas as metodologias para o
desenvolvimento e testes, na plataforma Windows, dos componentes do software. O software foi
desenvolvido com interface grafica através da utilizacdo do estudio Compaq Visual Fortran (CVF),
versdo 6.6. Foram criados programas distintos para cada uma das etapas necessarias na completa
solugdo do problema, e tais programas sdo controlados por um programa gerenciador. Todo o
trabalho de pesquisa e criagdo do pacote computacional foi desenvolvido no Laboratério
Computacional de Térmica e Fluidos (LCTF) da Unidade Académica de Engenharia Mecanica
(UAEM) da Universidade Federal de Campina Grande (UFCG). Além disso, ainda neste capitulo,
na secdo 4.7, serdo apresentados os experimentos de secagem de tubos ceramicos realizados com o
objetivo de fazer uma aplicagdo pratica dos estudos desenvolvidos neste trabalho. Os experimentos
foram realizados no laboratério de processamento de materiais ceramicos “Prof. Maria Claudia

Silva” da Unidade Académica de Engenharia de Materiais da UFCG.

O primeiro requisito para a solucdo da equagdo de difusdo em geometria arbitraria ¢ a
definicdo da malha. Para a sua geragdo ¢ necessario que os pontos do contorno sejam conhecidos o
que, neste trabalho, ¢ feito através da digitalizagdo de pontos de uma figura contida em um arquivo

de extensdo bmp. Assim, com relacdo a implementagdo computacional, deve haver um conjunto de
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defini¢des que possibilitem tal digitalizacdo. Na completa solu¢do do problema de difusdo esta etapa
de informa¢do da malha costuma ser referida como etapa de pré-processamento. Tal etapa inclui,

também, a definicdo das condigdes iniciais e de contorno, bem como dos parametros fisicos.

Uma vez conhecidos os pontos do contorno do corpo, uma malha é gerada através de um
programa computacional. Neste capitulo sera feito o delineamento geral para o desenvolvimento de

tal programa, além de outros.

Conhecida a malha, e também as condi¢des iniciais e de contorno, bem como 0s parametros
fisicos do problema de difusdo, tal problema pode ser resolvido através da modelagem teorica
definida no capitulo anterior. Para tanto, ¢ necessario definir como tal modelagem deve ser
implementada computacionalmente, viabilizando a criacdo de um solver para a equagdo de difusdo.
A utilizagdo do solver na completa solu¢do do problema de difusdo constitui uma etapa comumente

chamada de processamento.

Como neste trabalho a solucdo da equagdo de difusdo prevé propriedades termofisicas
variaveis, ha a necessidade da informacdo de expressdes matematicas ao software, indicando como
um parametro varia em fun¢do de outros. Por isso, um avaliador de expressoes deve ser acoplado ao

codigo fonte do solver, e as suas especificacdes gerais serdo estabelecidas neste capitulo.

Os resultados obtidos na simula¢do de um problema de difusdo devem ser apresentados na
forma de tabelas e visualizados através de graficos e de figuras dindmicas da malha, detalhando a
evolugdo temporal da grandeza estudada. A esta etapa da solucdo do problema da-se o nome de pds-
processamento, ¢ o delineamento de como os resultados devem ser apresentados serda feito no

presente capitulo.

Na concepcdo do software foi prevista a sua utilizacdo por usudrios iniciantes e, portanto,
toda a interface do pacote computacional com o usuario deve ser simples e de féacil uso. A
plataforma escolhida para o desenvolvimento do software foi a plataforma Windows, embora ele
possa ser executado na plataforma Linux através de programas como o Winehq'. A linguagem de

programacao a ser utilizada ¢ o Fortran (Chapman, 1998; Laurence, 2002) e a opc¢ao de programagao

1 . .
<www.winehq.com> acesso em maio de 2006
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escolhida foi a QuickWin Application (Laurence, 2002; Silva et al., 2006b). Esta ¢ uma das op¢des

em Fortran para o desenvolvimento de softwares com interface grafica para a plataforma Windows.

Ainda serdo apresentados todos os passos desenvolvidos para a realizagdo de experimentos
visando a apresentar uma aplicagcdo do estudo desenvolvido na secagem de s6lidos ceramicos. Em
vista dos requisitos definidos, a seguir serdo apresentados os delineamentos necessarios para que os

objetivos estabelecidos sejam atingidos.

4.1 Metodologia para o desenvolvimento do digitalizador

Com relagdo ao desenvolvimento do digitalizador, o cddigo fonte do software xyExtract
Graph Digitzer® foi parcialmente aproveitado e devidamente modificado para atender as
necessidades especificas do software em desenvolvimento. O nome do programa foi mantido mas o
software, ao ser executado, deve ser capaz de reconhecer o ambiente de sua execug¢do chamando,
assim, as subrotinas e funcdes adequadas tanto para a montagem dos menus com atribui¢des de
tarefas, como também para a criagdo de sua propria aparéncia. Para modificar o codigo fonte
original foi estabelecido que, se houvesse inclinagdo entre a abscissa e a diregdo horizontal, o que ¢
comum em figuras escaneadas, o software deveria detectar o angulo de inclinagdo e leva-lo em
consideragdo ao converter as posi¢des dos cliques do mouse na tela, em pixels, em valores de x e de
y. Além disso, as origens dos dois eixos coordenados ndo deveriam ser, necessariamente,
coincidentes, e tais eixos poderiam ser ortogonais ou ndo. Quanto a um clique do mouse indicando a
posi¢do de um ponto na tela do monitor, deveria haver a facilidade de modificagdo de sua posicao,
pixel por pixel, o que ¢ bem mais eficiente do que o chamado magnifier, que ¢ um recurso que
possibilita a ampliagdo de determinada regido da figura em estudo. Uma vez indicados todos os
pontos para a recuperagdo das coordenadas, o usuéario deve ter a opcdo de salvar o conjunto de
valores (x,y), em colunas, em um arquivo de extensdo txt, podendo estipular dois tipos de
delimitadores entre x e y: Space ou Tab. Neste arquivo txt os valores reais de x e de y podem ser
dados, dependendo da escolha do usudrio, de duas formas: através de um ponto flutuante ou através

de uma virgula.

* <http://zeus.df.ufcg.edu.br/labfit/index_xyExtract.htm> acesso em junho de 2006
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4.1.1 Passos para a recuperac¢io de pontos

O digitalizador foi concebido para dar instrugdes ao usudrio sobre as acdes a serem tomadas
na recuperagdo de coordenadas de pontos de uma figura, em todas as etapas da digitalizacdo. Quanto

as etapas, basicamente todo o processo envolve apenas trés passos distintos.

O primeiro passo consiste no carregamento de um novo bitmap ou na abertura de um bitmap
anteriormente salvo pelo usuario. Tal bitmap deve conter a figura para a qual se deseja os valores

das coordenadas dos pontos do contorno.

O segundo passo no processo de digitalizacdo consiste na definicdo das escalas dos eixos. O
usuario ¢ instruido pelo software para clicar na posi¢cdo da abscissa referente ao menor valor de x e,
quando ele o fizer, deve informar, numa caixa de didlogo, o valor de x referente aquela posigao.
Apds esta informacdo, o programa dd uma instru¢do semelhante para definir o maior valor
representado na abscissa. Ao final, o usuario deve informar se tal escala ¢ linear ou logaritmica.

Depois disto, o processo deve ser repetido para a defini¢do da escala para a ordenada.

O terceiro passo no processo de digitalizagdo consiste em cliques, com o mouse, sobre cada
um dos pontos para os quais se deseja recuperar os valores de x e y. ApoOs estes trés passos, o
usuario tem a op¢ao de salvar o conjunto de valores (x,y) em um arquivo de extensdo txt ou entdo
salvar as operagdes realizadas como um projeto, visando a sua posterior abertura, o que possibilitara

a continuacao do processo.

4.1.2 Informacdes sobre a tela

Além de instruir o usuario durante todas as etapas para a recuperacdo dos valores de
coordenadas de pontos, através de caixas de mensagens, algumas informagdes relevantes devem
ficar registradas na tela. Uma dessas informagdes diz respeito a cada escala, se ¢ linear ou
logaritmica. Outra informagdo ¢ referente ao dngulo entre a abscissa e a dire¢do horizontal (dngulo
H-X). H4, ainda, uma informagio sobre o angulo entre os dois eixos (angulo X-Y). E informado,
também, o numero de ordem referente ao ultimo ponto clicado, bem como as suas coordenadas, em

pixels. Por fim, sdo informados os valores de x e de y relativos a este tltimo ponto. Para uma melhor
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visualiza¢do dos requisitos estipulados, a Figura 4.1 apresenta uma imagem que mostra parte da tela

principal durante um processo de digitalizagao.

i xyExtract - [Aladin.bmp]
Arquivo  Preferéncias  Ajuda

| (04546401 ; 0.108E+02) 4 | |E3" | | | = | | | | | Hxo0® xvian: ¢ |

P &0(pix): 145 86 B

¥ Lin

% Lin

8]

Figura 4.1 — Detalhe da tela principal do digitalizador.

Conforme pode ser observado na Figura 4.1, durante um processo de digitalizacdo ha

informacgdes sobre:

A — Coordenadas fisicas do ultimo ponto clicado sobre a tela.

B — Numero de ordem do ultimo ponto digitalizado e sua posi¢do em pixels.

C — H-X: angulo entre o eixo X e a dire¢ao horizontal. X-Y: o angulo entre os eixos X e Y.

D — Escalas para x e y: “Lin” significa que a escala ¢ linear e “Log” que ¢ logaritmica.

Para facilitar o seu uso, o software fornece as seguintes instrugdes, através de caixas de

mensagens, €m passos, ao IOHgO do Processo:

Passo 1 — Abertura de um arquivo bitmap contendo a figura cujos pontos do contorno serdo

digitalizados. H4 duas op¢des e abertura. Uma referente a um novo projeto e outra referente a um

projeto anteriormente salvo.

Passo 2 — Para um novo projeto, uma instrugdo ¢ dada sobre a defini¢do dos eixos coordenados.

Deve ser observado que, para um projeto anteriormente salvo, tal instru¢do ja foi dada no momento

de sua criagao.

Passo 3 — Instrugdo sobre a aquisicdo dos pontos.

Passo 4 — Instrucdo sobre o salvamento do projeto criado com a digitalizagao.
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4.1.3 Instrucdes sobre a digitalizacio de pontos do contorno de um corpo

Para o uso especifico do digitalizador na aquisicao das coordenadas dos pontos do contorno
de um corpo, hd uma seqiiéncia previamente determinada de cliques do mouse sobre os pontos, €
esta seqiiéncia ¢ informada pelo software ao usuario. Para tal, foi criado um gif animado mostrando

tal seqiiéncia, conforme ¢ indicado na Figura 4.2.

4 i
—s
3
> O
1

Figura 4.2 — Seqiiéncia de cliques para a digitalizacao

dos pontos do contorno de uma malha.

Na Figura 4.2 ¢ indicado, através de setas, os pontos a serem clicados através do prompt do
mouse, € 0 numero em cada uma destas setas indica a ordem de cada clique. Para a figura
apresentada, os pontos de nimero 1 e 3 sdo coincidentes. Entretanto, a ordem estabelecida deve ser
respeitada porque o digitalizador deve prever, também, casos em que as origens dos dois eixos nao

sejam coincidentes.

4.1.4 O menu “Arquivo” do digitalizador

O menu “Arquivo” contém todos os itens através dos quais o completo processo de

digitalizacdo possa ser realizado. Detalhes deste menu podem ser observados na Figura 4.3.
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CYGITEN Preferéncias  Ajuda

1 Carregar Bitmap com o Grafico I
2 Informacdes Sobre as Eixos
3 Informagdes Sobre os Pontos

Desfazer a [ltima Agdo =i
Salvar Arquivos de Dados (kxk)
Limpar a Tela

Ajustamento: Mover 1 Pixel
Salvar Projeto

Menu Principal

Figura 4.3 — O menu “Arquivo” do software digitalizador.

O primeiro item do menu possibilita o carregamento de um bifmap na tela. Ao clicar neste
item, uma caixa de didlogo requer a informacgao se sera carregado um novo arquivo ou um bitmap
anteriormente salvo. O segundo item do menu ¢ usado para a defini¢do das escalas dos dois eixos
coordenados, enquanto que o terceiro item possibilita a digitalizacdo dos pontos do contorno da
malha. O quarto item do menu “Arquivo” possibilita desfazer a ultima agdo realizada, enquanto que
o quinto torna possivel salvar as coordenadas dos pontos digitalizados, em um arquivo txt. O sexto
item do menu possibilita a limpeza da tela, excluindo a digitalizacdo em andamento, e o sétimo item
possibilita um ajuste do ponto clicado na tela sobre o ponto alvo da figura em processo de
digitalizacdo. Como o usudrio deve ter a opcao de encerrar o processo de digitalizacdo para retoma-
lo em outro momento, o oitavo item do menu “Arquivo” disponibiliza esta opcao para o usudrio. O
nono e ultimo item do menu possibilita ao usuério retornar ao software que evocou o programa

digitalizador que, no caso, deve ser o programa gerador de malha.

4.1.5 O menu “Preferéncias” do digitalizador

O menu “Preferéncias”, bem como os itens que sdo disponibilizados através deste menu,

podem ser observados na Figura 4.4.
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Ajuda

Cor dos Pontos -

Idioma
Language

Figura 4.4 — O menu “Preferéncias” do software digitalizador.

A seguir sera descrita a atribui¢do de cada item deste menu.

Cor dos pontos: Possibilita a escolha, durante a marcagdo dos pontos clicados, das seguintes cores:

azul claro (padrdo), azul escuro, vermelha e amarela.

Idioma - Language: Torna possivel a escolha do idioma de interface do software com o usudrio:
Portugués ou Inglés. Na primeira execucdo do software, logo apds a sua instalacdo, o idioma
disponibilizado ¢ o Inglés.

4.1.6 O menu “Ajuda” do digitalizador

O menu “Ajuda” ¢ detalhado através da Figura 4.5, dada a seguir.

Ajuda

Aijuda do xywExtract I

Arquiva  Preferéncias

= BITMAP

Passos

Ajuda do Windows -

Pagina na Internet
Ervviar Ernail

Sobre

Figura 4.5 — O menu “Ajuda” do software digitalizador.

Este menu contém os seguintes itens: Ajuda do software de digitalizagdo, ajuda do Windows,

link para pagina na Internet, envio de email para o autor e ainda um item “Sobre” contendo
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informacdes sobre autoria, institui¢do, versdo e ano de desenvolvimento ou atualizacdo. Além disso,
este menu contém um item denominado ‘“Passos” que informa, através de um gif animado, todos os

passos para digitalizagdo dos pontos do contorno da malha.

4.1.7 Validacao do digitalizador

Para validar o digitalizador incorporado ao software foram efetuados e analisados trés tipos

de testes, alguns dos quais ja foram detalhados em Silva et al. (2005a):

¢ Digitalizacdo de um grafico 2D para o qual as coordenadas dos pontos sdo
previamente conhecidas, o que possibilitara fazer uma andlise do erro cometido no

Processo,

¢ Digitalizacdo dos contornos de um mapa geografico com o posterior desenho de tal

mapa a partir dos pontos digitalizados;

e Digitalizacdo dos contornos de uma area para a qual se deseja obter uma malha.

4.2 Metodologia para o desenvolvimento do gerador de malhas bidimensionais

O software “Malha” foi concebido para a geracdo de malhas estruturadas, simplesmente
conexas e bidimensionais. Para o calculo das coordenadas dos pontos internos, inicialmente as
coordenadas dos pontos do contorno, previamente definidos, devem ser lidas, enquanto que os
internos devem ser estimados. Existem duas opgdes para a atribuigdo de valores iniciais para as
coordenadas dos pontos internos: interpolagdo linear, feita pelo proprio software, a partir das

coordenadas dos pontos do contorno, e valores estipulados pelo usuério.

Inicialmente os calculos das coordenadas dos pontos internos sdo realizados sem fatores de
atracdo. O resultado das trinta primeiras iteragdes € mostrado ao usuario através de um desenho da
malha na tela do computador. Novos conjuntos de trinta iteragdes podem ser executados, enquanto o

usudrio julgar que esta ag¢@o seja necessaria para que a convergéncia seja atingida.
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Por inspecao visual o usudrio tem a possibilidade de estipular fatores de atragdo das linhas da

malha por outras linhas ou por pontos especificados. Deve ser possivel estipular até duas linhas & e

duas linhas 1M ; e também até quatro pontos para linhas & e quatro pontos para linhas 7.

Ap0s a configuragdo desejada para a malha o usudrio tem, ainda, a possibilidade de refina-la,

sendo que o refino das linhas & deve ser independente daquele para as linhas 1. Tal refino € feito

através do acréscimo de uma nova linha entre duas linhas existentes. Por outro lado, a interface do
software com o usudrio disponibiliza dois idiomas: Portugués e Inglé€s. Para que todos os requisitos
anteriores pudessem ser implementados foram criados menus, que serdo brevemente descritos a

seguir.
4.2.1 O menu “Arquivo”
O menu “Arquivo” deste software tem a mesma atribuicdo de menus com 0 mesmo nome na

maioria dos softwares desenvolvidos na plataforma Windows, conforme pode ser observado na

Figura 4.6.

CEEEN Acdes  Preferéncias  Informacdes

Moo
abrir

Sair

Figura 4.6 — Menu “Arquivo” do software gerador de malha.

A seguir sera descrita a atribuicao de cada item deste menu.

Novo: Possibilita a digitalizagdo de pontos do contorno de uma malha com até 100 linhas & e 100
linhas M. A digitalizagdo ¢ feita a partir de uma figura contendo os pontos do contorno da malha.

Quando este item for selecionado, o programa de digitalizacdo ¢ executado a partir de um comando

dado pelo programa gerador de malha.

Abrir: Abre um conjunto de dados anteriormente salvo.
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Sair: Finaliza a execu¢do do software gerador de malhas.

4.2.2 O menu “Acoes”

O menu “Ac¢des” contém todas as opcdes visando a construgdo da malha, conforme pode ser

visto através da Figura 4.7.

Arquivo BETEEEEN Preferéncias  Informacdes
Limpar a tela

akrair linhas

Coordenadas

Imprimir malha

Legenda

Realcar intersecdo de linhas & nds
Refinar malha

zoom {+)

Figura 4.7 — Itens do menu “Ac¢des” do software gerador de malha.

A seguir sera descrita a atribuicdo de cada item deste menu.

Limpar a tela: Apaga o desenho da malha gerada na tela, e habilita os itens “Novo” e “Abrir”, do

menu Arquivo, possibilitando a geragdo de uma outra malha.

Atrair linhas: Possibilita a informacao de parametros para que as linhas internas sejam atraidas por
linhas ou pontos especificados pelo usuario. Tal informac¢do deve ser dada pelo usuério através de

uma caixa de didlogo destinada a este fim.

Restaurar malha: Caso o usudrio execute agcdes que modifiquem a malha gerada inicialmente, este
item de menu ¢ habilitado e possibilita o retorno a malha originalmente gerada, sem atracdo por

linhas ou pontos, e desconsiderando possiveis refinos efetuados.
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Coordenadas: Este item de menu abre dois arquivos de extensdo txt com as coordenadas x e y dos
pontos formados pelas intersecdes das linhas que definem a malha. Em um dos arquivos o par (X,y)
de cada interse¢do é acompanhado do correspondente (§,M). No outro arquivo sdo apresentados
apenas os pares (x,y). Alternativamente, o usuario tem a op¢ao de abrir um arquivo contendo as

coordenadas (X,y) dos pontos centrais dos volumes de controle (nds).

Imprimir malha: Imprime a imagem da malha na forma em que ela aparece desenhada na tela.

Legenda: Possibilita escrever um pequeno texto descritivo abaixo do desenho da malha gerada.

Realgar intersecdo de linhas e nos: Possibilita desenhar pequenos circulos tanto nas interse¢des das

linhas que definem a malha, como também nos pontos nodais dos volumes de controle.

Refinar malha: Embora por razdes de praticidade a digitalizacao de pontos de um contorno deva ser
limitada a 100 linhas & e 100 linhas 1, a malha pode ser refinada até cerca de 500 linhas & e de
500 linhas M, com o uso deste item. O refinamento ¢ feito com o acréscimo de uma nova linha entre
duas linhas existentes. A limitacdo de 500 linhas deve-se ao fato de ndo serem freqiientes na
literatura o uso de malhas bidimensionais deste porte (ou acima) em problemas difusivos. Do ponto
de vista de programacao, este limite foi imposto devido ao fato de ter sido usada alocagdo prévia de
memoria posto que, neste programa especifico, ndo foi considerado necessario o uso de alocagdo

dindmica de memoria.

Zoom (+): Torna possivel a ampliacdo do desenho da malha gerada. Ao clicar neste item um novo
menu ¢ criado, com o item “zoom (-)”, 0 que possibilita voltar ao tamanho original do desenho da
malha.

4.2.3 O menu “Preferéncias”

O menu “Preferéncias”, bem como os itens que sdao disponibilizados através deste menu,

podem ser observados na Figura 4.8.
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Arguivo  Actes BEEECGWECE Informagdes

Cor da malha

Idioma
Language

Figura 4.8 — O menu “Preferéncias” do software gerador de malhas.

A seguir sera descrita a atribui¢do de cada item deste menu.

Cor da malha: Possibilita a escolha da cor do desenho da malha entre as opg¢des preta, vermelha,

magenta, verde e azul.

Idioma - Language: Possibilita escolher o idioma de interface com o wusuario. Foram
disponibilizados os idiomas Portugués e Inglés. Na primeira execu¢do do software, logo apos a sua

instalacdo, o idioma disponibilizado ¢ o Inglés.

Além dos menus apresentados anteriormente, ainda existe um menu com informagdes gerais

contendo os itens: Ajuda do Software, Usando a Ajuda, Sobre, Enviar Email e Home Page.
Finalmente, uma ilustragdo da tela principal do software gerador de malhas ¢ mostrada na

Figura 4.9, para o caso em que a interface com o usudrio esteja disponibilizando a lingua

portuguesa.
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MALHA

Arguivo  Acles  Preferéncias  Informagdes

2D Grid Generation

0 .
m af
T -1
u:u af
= |+
g HT]
= 411
g =
.E | 4
"]
a 1
= 1
eta=1 — 2411
gsi=1

crescimento de gsi =

Geracégo de Malha 2D

—

Figura 4.9 — Tela principal do software 2D Grid Generation (Malha).

4.2.4 Validacao do gerador de malhas bidimensionais

Para validar o software gerador de malhas bidimensionais foram efetuados e analisados os

seguintes tipos de testes:

Geragao de malhas a partir de pontos (X,y) dos contornos lidos em um arquivo de dados com

extensao txt;

Geragdo de malhas a partir da digitalizacdo de pontos dos contornos disponiveis em uma

figura contida em um arquivo de extensdo bmp;
Funcionalidade dos fatores de atracdo de linhas da malha a pontos ou a linhas especificados;

Funcionalidade da opcao de refino de malha.
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4.3 Requisitos e implementacio do parser

Na solucdo numérica da equagdo de difusdo, ¢ obtido um sistema de equagdes lineares que ¢
resolvido via Gauss-Sidel. Tem-se, entdo, um processo iterativo em que a solucdo ¢ obtida através
de uma condi¢do de convergéncia. Assim, tal processo pode envolver milhares de iteracdes, o que
demanda tempo. Por outro lado, para o caso transiente, um refino no tempo pode envolver centenas
ou milhares de passos para essa grandeza. Isso requer que o codigo para o avaliador de uma dada
expressdo matematica seja eficiente e otimizado. Para o caso especifico da solugdo da equacdo de
difusdo, um parser deve atender a duas exigéncias. A primeira ¢ que, uma vez lidas as strings com
as expressdes para os parametros fisicos, o processo de montagem da expressdo matematica
correspondente seja feito uma Unica vez, logo apos a leitura da string. Isso garante uma grande
economia de tempo, em um processo iterativo, posto que a montagem da expressdo matematica ¢
relativamente demorada em compara¢do com o tempo de sua avaliacdo. Uma vez interpretada e
montada a expressao a ser avaliada, a segunda exigéncia ¢ que o calculo de tal expressao seja feito
da forma mais otimizada possivel, garantindo a rapidez necessaria, posto que o processo pode ser

repetido por milhares de vezes.

4.3.1 — Estruturacio do codigo fonte

Basicamente, o coédigo ¢ constituido de uma tnica estrutura, contida em um modulo
denominado “Interpreter.f90”. Uma vez que um programa ou um subprograma tenha a informacao
da string, uma subrotina do modulo “Interpreter.f90”, denominada “Init”, deve ser chamada. A
fungdo desta subrotina ¢ fazer a interpretacao, isto ¢, a montagem da expressdo matematica a partir
da string. Isso feito, uma outra funcdo de “Interpreter.f90”, que avaliard a expressdo, chamada
“Evaluate”, ¢ chamada. Esta funcdo realiza célculos de forma que o valor da expressdo seja
retornado para um dado conjunto de valores de varidveis. O processo de avaliacdo da expressao
pode ser repetido para outros conjuntos de valores das varidveis, sem a necessidade de remontagem
da expressao, por quantas vezes forem necessarias. H4, ainda, a possibilidade de mudanca da string,
numa dada execucdo, com a repeticdo do processo de interpretagdo e avaliacdo para a nova
expressao especificada. Para tal, deve ser chamada uma subrotina de “Interpreter.f90”, com o nome

de “Destroyfunc”, antes da informa¢do da nova string. A subrotina “Destroyfunc” ¢ utilizada para
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desalocar a alocagdo dindmica de memoria previamente estabelecida, possibilitando que uma nova

alocacdo seja feita.

A filosofia empregada no desenvolvimento do parser foi a mesma utilizada normalmente no
desenvolvimento de modulos de programas criados em Fortran, de uma forma geral. Isto quer dizer
que outros programadores em Fortran poderdo utilizar, em seus programas, o parser desenvolvido,
sem a necessidade do conhecimento de seu codigo fonte. Para tal, basta acrescentar o moédulo
“Interpreter.f90” em seus projetos, definir uma string e chamar a subrotina “Init”, seguida da
evocacao da funcdo “Evaluate”. Detalhes sobre a utilizagdo do parser serdo dados através de um
pequeno programa exemplo, chamado “Test.f90”, a ser disponibilizado junto com o interpretador

aos usuarios interessados.

4.3.2 Analise comparativa

Foi feita uma analise comparativa entre o parser desenvolvido e dois outros em codigo
aberto, disponiveis na Internet (Midgley, 2002; Schmehl, 2003). O resultado dos testes realizados,
alguns ja disponiveis em Silva et al. (2005b), indicaram o parser a ser utilizado no software em
desenvolvimento. Os testes consistiram na realizacdo de cinco milhdes de iteragdes para vinte e
cinco expressdes distintas, com a medi¢do do tempo que cada avaliador gastou para realizar tal
tarefa. Os testes foram realizados num computador Intel™ Pentium III, 128 Mb de memoria RAM.
A compilagdo foi feita no estudio Compaq Visual Fortran (CVF) 6.6, utilizando-se a opg¢ao de
programacao QuickWin Application. O tempo gasto para o célculo de cada expressao devidamente
compilada também foi medido, para que se tenha uma no¢ao do qudo lento ¢ um parser em Fortran,
em comparagdo com o menor tempo possivel. A diferenciagdo na performance dos avaliadores foi
baseada unicamente no tempo gasto para a execugdo das tarefas porque, como esperado, os
resultados numéricos de todos eles foram equivalentes, e compativeis com o resultado numérico da

expressdao compilada.

4.3.3 Acoplamento do parser ao codigo fonte do solver

Apbs os testes para a escolha do parser, o codigo escolhido foi acoplado ao codigo fonte do
solver em desenvolvimento para a equacdo de difusdo. Novos testes foram realizados para analisar o

correto funcionamento do parser apds o seu acoplamento ao solver.
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4.4 Requisitos e implementacio do solver

Os requisitos para a criacdo da interface grafica do solver para a equagdo de difusdo serdo
apresentados a seguir, e levam em consideragdo aspectos relativos a facil comunicag¢@o software-
usuario. A comunicagdo, tanto em Inglés quanto em Portugués, € estabelecida através dos seguintes
menus: “Arquivo”, “Simulacdo”, “Resultados”, “Geral” e “Informacdes”. A seguir, cada um destes
menus sera detalhado. Antes, deve ser mencionado que foi criada uma subrotina que detecta erros
matematicos, em substituicdo a subrotina default, “Matherrqq”, posto que esta Ultima informa um
erro matematico, quando ele ¢ detectado, mas encerra o aplicativo, o que ndo ¢ desejado para o

software desenvolvido, ja que ele deve ser executado em laco infinito.

4.4.1 O menu “Arquivo”

O menu “Arquivo” ¢ composto dos itens “1 — Carregar uma Malha”, “2 — Carregar

Parametros de Processo” e “Sair”, conforme pode ser observado através da Figura 4.10.

D Diffusion RE

DTG Simulacdo Resulkados  Geral  Informacdes

1 - Carregar uma Malha -

Z - Carregar Pardmetros de Processo

Sair

Figura 4.10 — Itens do menu “Arquivo” do software.

Ao escolher a opcao “1 — Carregar um Malha”, o usudrio dispde de duas opgdes: criar uma
nova malha e abrir uma malha anteriormente salva. No caso da criag¢do de uma malha, o software
“Malha”, que faz parte do pacote, ¢ executado possibilitando ao usudrio o desenvolvimento de uma

nova malha.

O item “2 — Carregar Parametros de Processo” possibilita ao usudrio criar ou abrir um
arquivo com todas as informag¢des de parametros necessarios a uma simulacdao. Naturalmente, tais

informacdes serdo lidas pelo solver.
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Por tltimo, o item “Sair” encerra a execucao do software.

4.4.2 O menu “Simulacio”

Uma vez carregados uma malha e os pardmetros de processo, o usuario deve clicar no menu
“Simulagdo”, que disponibiliza um unico item: “3 — Simular”. Ao ser clicado este item, a simulacao
¢ iniciada e o item ¢ renomeado para “Pausa — Cancelar Simulacdo”. Existem dois tipos de
simulagdes disponiveis, a escolha do usudrio: a) simulagdo de um problema cuja difusividade e
constante de transferéncia convectiva de massa ou calor sdo conhecidas, b) determinagdo da
difusividade e da constante de transferéncia convectiva em um dominio cuja cinética de secagem
seja conhecida. Para este segundo tipo de problema, dados experimentais sdo requeridos pelo

software. Conforme foi mencionado, quando a simulagdo € iniciada, o item “3 — Simular” ¢

O~

renomeado para “Pausa — Cancelar Simulagdo”. Entdo, se este item for clicado a simulacao
interrompida, e o usudrio tem duas possibilidades: encerrar ou continuar a simulacdo que estd em
modo de espera. Uma vez terminada a simulagdo, o item deste menu ¢ novamente renomeado para

“3 — Limpar Tela”. Tais detalhes podem ser observados através da Figura 4.11.

B Diffusion RE B Diffusion RE i Diffusion RE

| el Resultados DY Simulacao Informactes  Arquivo EEQUEREES Resulbados

3 - Simular M m Pausa - Cancelar Simulacdo - 3 - Limpar a Tela E

(2) (b) (c)

Arquivo

Figura 4.11 — Estagios para o item do menu “Simulagdo”: (a) estagio inicial, requer o carregamento
da malha e dos pardmetros de processo; (b) estagio intermedidrio, durante uma execugao;

(c) estagio final, apds uma execugao.
Um clique no item “3 — Limpar a Tela” elimina, ap6s uma adverténcia requerendo

confirmacado, todos os resultados obtidos na simulagdo prévia, configurando o software para uma

nova simulagao.
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4.4.3 O menu “Resultados”

O menu “Resultados” ¢ constituido de seis itens, cujos nomes dao uma boa indicacao de suas
funcdes: “4 — Abrir Arquivos de Resultados”, “5 — Gerar Graficos de Contorno”, “6 — Animar
Graficos de Contorno”, “7 — Dominio Transformado: Grafico 3D”, “T — Abrir Diretério com
Arquivos txt” e “B — Abrir Diretério com Arquivos bmp”. Tal menu e seus itens podem ser

observados através da Figura 4.12.

O Diffusion RE
Arguivo Simulacdo RG] el

4 - abrir Argquivos de Resultados I

Geral  Informactes

O Revolution a
5 - Gerar Graficos de Contorno

& - Animar Graficos de Conktarno
7 - Dominio Transformado: Gréafica 30
T - abrir Diretdrio com Arguivos bxk 1

B - Abrir Direbdrio com Arquivos brp |

Malha: Feijdo Malha Q Cir m

Figura 4.12 — Itens do menu “Resultados”.

4.4.4 O menu “Geral”

Este menu disponibiliza tanto a calculadora do Windows como também a calculadora
desenvolvida no proprio software, o que ¢ uma tarefa relativamente simples uma vez que o codigo
fonte do parser esta acoplado ao solver. Além destes itens, o menu “Geral” disponibiliza também
duas opg¢des para a linguagem de comunicacdo usudrio-software: Portugués e Inglés. Detalhes deste

menu podem ser observados na Figura 4.13.
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D Diffusion RE

Arguivo Simulacdo  Resultados

Informacties

O Revolution and Extrusio el e Hinlens

Calculadora do Software

Idioma
Language

Figura 4.13 — Itens do menu “Geral”.
4.4.5 O menu “Informacoées”

Além dos menus apresentados anteriormente, ainda existe um quinto menu com informagdes
gerais contendo os itens: “Ajuda do Difusdo RE”, “Ajuda do Windows”, “Home Page”, “Enviar

Email” e “Sobre”.
4.4.6 Requisitos adicionais da interface grafica

Além dos menus, propriamente dito, foi desenvolvida uma barra de ferramentas para facilitar
o acesso do usudrio aos principais itens destes menus. Em adi¢do, foi acoplado um descritor de
acdes que aparece quando o mouse passa sobre um botdo da barra de ferramentas, conforme ¢

mostrado na Figura 4.14.

B Diffusion RE

Arguivo  Simulagdo  Resultados  Geral  Informagfes

O Revolution and Extrusion

1 Carrega uma malha I|H:—"|_ 1|| = 2| b 3|‘5ﬁ4|5|@5|} ?|E:.'T|@E'|

Figura 4.14 — Barra de Ferramentas do software. O mouse esta
sobre o primeiro botdo da barra de ferramentas. Nota-se tanto um alto

relevo no primeiro botdo quanto o correspondente descritor a esquerda.
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Para possibilitar ainda mais facilidade ao usudrio foram criados dois pop-up menus. O
primeiro deles possibilita definir um problema e simula-lo, conforme pode ser observado na Figura

4.15.

Figura 4.15 — Pop-up menu inicial sobre o logo do software, indicando

as opgoes disponiveis. O mouse estd sobre a opcao “Pardmetros”.

O segundo pop-up fica disponivel apds uma simulagdo e possibilita a0 usudrio um rapido
acesso aos arquivos de texto com resultados, graficos de contorno, animagdo dos graficos de
contorno e graficos 3D no dominio transformado. A imagem deste pop-up pode ser vista na Figura

4.16.

Fesultados
Cantorno

Animagdo

Grafico 20

Sair

Figura 4.16 — Pop-up menu sobre o fragmento de um desenho de malha,

indicando as op¢des disponiveis para acesso a resultados.

122



4.4.7 Tela inicial do software

Uma visdo da tela principal do software pode ser observada através da Figura 4.17, dada a
seguir. Como se observa, a lingua selecionada pelo usudrio, neste caso, foi a inglesa, enquanto que o

nome do pacote computacional ¢ Diffusion RE.

P

O Diffusion RE M=1ET

File Simulation Results  General  Information

O Revolution and Extrusion

e

. Parameters

e e

 Help.
Bt

Diffusion RE

(Revolution and Exitrusion)

Figura 4.17 — Tela principal do software desenvolvido.

4.5 Validacao do solver desenvolvido

Para validar o solver da equacdo de difusdo foram realizadas simulagdes para as quais uma
solugdo, analitica ou numérica, seja conhecida. Quanto as solu¢des analiticas, foram utilizadas, para
efeito de comparacdo, simulagdes que se enquadraram nas Equagdes (2.14), (2.17), (2.20), (2.23),
(2.24), (2.25), (2.29), (2.30) e (2.32). Ja para as solugdes numéricas foram utilizados, para efeito de
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comparacao, os softwares: Transcal’, CFD Sinflow” e 1D Heat Transfer’ (Silva et al., 2005¢ e Silva

et al., 2006a). As simulagdes para testar o software desenvolvido envolveram os seguintes cendrios:

e Difusdo em regime permanente e transiente para solidos de extrusdo gerados por malhas

bidimensionais com linhas retas ortogonais;

e Difusdo em regime permanente e transiente para solidos de extrusdo gerados por malhas

bidimensionais com linhas retas ndo-ortogonais;

e Difusdo em regime permanente e transiente para solidos de extrusdo gerados por malhas

bidimensionais com linhas curvilineas ndo-ortogonais;

e Difusdo em regime permanente e transiente para solidos de revolucdo gerados por malhas

bidimensionais com linhas retas e ortogonais;

e Difusdo em regime permanente e transiente para solidos de revolucdo gerados por malhas

bidimensionais com linhas curvilineas e ndo-ortogonais;

e Analise da distribuicdo espacial de & em tempos especificos;

e Analise do valor médio de ® em fun¢do do tempo para solidos de extrusdo e revolucao;

e Andlise do valor de @ para um volume de controle em fungdo do tempo para sélidos de

extrusao e revolugao;

e Andlise do efeito de variagdes dimensionais no dominio ao longo do tempo;

¢ Andlise do efeito de variagdes dos parametros termofisicos ao longo do tempo;

? <http://www.sinmec.ufsc.br/sinmec/software/transcal.html>, acesso em outubro de 2006
* <http://www.sinmec.ufsc.br/sinmec/software/sinflow.htmI>, acesso em outubro de 2006
> <http://zeus.df.ufcg.edu.br/labfit/ht htm>, acesso em outubro de 2006
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e Estudo da coeréncia de resultados para solidos de extrusdo e de revolugao;
e Difusdo em regime transiente com termo fonte;
e Determinacdo de parametros de processo a partir de dados experimentais de secagem.

Os parametros de processo de algumas dessas situagdes fisicas sdo ficticios, e foram
estabelecidos com o Unico proposito de comparar os resultados obtidos neste trabalho com os
resultados obtidos através de solucdes analiticas ou por outros softwares. Outros parametros de
processo foram extraidos da literatura e os resultados 14 obtidos foram comparados com aqueles
obtidos no presente trabalho. Em todos os testes as unidades dos valores de pardmetros utilizados
sdo pertencentes ao sistema internacional (MKS), a menos de uma indicagdo ao contrario. Para a
solugdo numérica proposta, os sistemas de equagdes provenientes da discretizacdo da equacdo de
difusdo foram resolvidos via Gauss-Seidel, sendo imposta uma tolerancia de 1x10™, a menos de uma
indicacdo em contrario. Quanto as solu¢des analiticas que foram utilizadas para efeito de

comparacdo, com relacdo as Equacdes (2.14), (2.17) e (2.20) deve-se estabelecer o seguinte:
@ =T, d, =T, d =(T-T,)/T,-T.) e ['® =k. Ja para as Equagdes (2.23), (2.24) e (2.25)

foram estabelecidas as seguintes equivaléncias: @, =M;, ®_ =M., ® = (M—Me)/(ﬁi —Me)

(]
e I'? =D.. Além destas solugdes mencionadas ainda foram usadas, nos testes, as solugdes

analiticas dadas pelas Equagdes (2.29), (2.30) e (2.32). Em todos os casos de solugdes analiticas,

dadas por uma série infinita, foram considerados os 20 primeiros termos da série. Uma vez

. * ;. ,oq. *
determinados os valores de ® para todos os volumes de controle do dominio, o valor médio ®

foi calculado pela expressao dada pela Equagao (3.153).

Graficos de contorno, graficos 2D que incluem simulacgdes a partir de pontos experimentais e
graficos 3D no dominio transformado, os trés tipos desenvolvidos neste trabalho, foram utilizados
para dar uma indica¢do visual de alguns dos varios resultados obtidos. Ja graficos 2D, representando
as solucdes analiticas, numéricas e também regressoes, foram tragados com a utilizacdo do LAB Fit
Curve Fitting Software® (Silva et al., 2004). Em adigdo, deve-se salientar que em todas as regressdes

realizadas os pesos estatisticos dos dados foram feitos iguais a 1.

® <www.labfit.net> acesso em maio de 2006
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4.6 Validagao do algoritmo de otimizagio

Conforme foi mencionado no item 4.4.2, o software desenvolvido simula dois tipos de

problemas de interesse:
e a)simulagdo de um problema cujos parametros de processo sdo conhecidos,

¢ b) determinagdo dos parametros de processo em um dominio cuja cinética de secagem seja

conhecida.

Para os problemas do tipo “a” ja foram definidos varios testes na segdo 4.5. Para a validacdo
do tipo de problema definido em “b”, de especial interesse na area de secagem, foi proposto o teste

descrito a seguir. Inicialmente, foram estipulados pardmetros para uma simulacdo, realizada como

um problema do tipo “a”. Alguns dos pontos (t, ® ) obtidos na simula¢do foram, entdo, selecionados
o « : o .

para serem utilizados como “dados experimentais” a serem informados ao software em uma

simulagdo do tipo “b”. Entdo, os valores determinados para os pardmetros de interesse através de

otimizagdo, isto ¢, por ajuste de curvas em uma simulagdo do tipo “b”, puderam ser comparados

com aqueles que geraram os “dados experimentais”.
4.7 Aplicacao do software na secagem de solidos ceramicos

As possibilidades de aplicagdo do software desenvolvido sdo bastante amplas, em diversos
setores do conhecimento que envolvam processos difusivos. Entretanto, com a finalidade de testar o
produto desenvolvido, foi feita uma aplicacdo na secagem de solidos ceramicos. Para tal, foram
confeccionadas membranas cerdmicas na forma de tubo, utilizadas em processos de filtragem, com
as seguintes dimensdes a verde (tubo imido), em milimetros: didmetro interno di = 6,98, didmetro
externo d. = 10,84 e comprimento C = 59,55. A formulacdo da massa envolveu 45% de argila ball-
clay, 3% de bentonita, 17% de talco e 35% de chamota. A mistura foi acrescentada agua até que o
teor de umidade atingiu 25,15% (base seca), o que ¢ adequado para processos de extrusdo. Para a
confec¢do dos tubos foi utilizada uma extrusora da marca Verdés, série 0023 e ano de fabricacao

1999 (Itu, Sao Paulo), e tais tubos podem ser observados na Figura 4.18. Apds a extrusdo, as pecas
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com defeitos foram eliminadas e, imediatamente antes do inicio do processo de secagem, os tubos

confeccionados foram cortados no comprimento previamente definido.

Figura 4.18 — Amostra de tubos ceramicos utilizados neste estudo.

Inicialmente, os tubos foram utilizados num experimento de secagem na temperatura de 45
°C. Em média, a temperatura (medida com um termometro Incoterm 80557/03, com escala de -10 a
110 °C) e a umidade relativa do ar ambiente (medida com um higrometro digital Pacer DH 100)
foram, respectivamente, 33 °C e 58%. O ambiente de secagem foi uma estufa Orion 515 (industria
FANEM) e as dimensdes das pecas tubulares foram medidas com um paquimetro “Eletronic
Calipter” de 150 mm, marca Starret. J& as massas dos tubos foram medidas com uma balanca digital
marca Marte, com precisdo de 0,01 g, enquanto que as medi¢gdes de tempo foram feitas com um
relogio digital comum de pulso. O teor de umidade de equilibrio foi obtido pela manutencdo das
pecas na estufa até que a massa deixasse de variar sendo, entdo, medido o valor desta massa de
equilibrio. Apos a determinacdo da massa de equilibrio, a massa seca foi obtida através do aumento
da temperatura da estufa para 110 °C, por 24 h. Naturalmente, em um processo de secagem de
materiais ceramicos, como o abordado neste trabalho, o termo “massa seca” deve indicar apenas a

completa eliminag¢do da 4gua de conformacao.

Para o caso deste tipo de experimento, o software desenvolvido disponibiliza uma opgao para

tragar graficos 2D, referentes as simulagdes em regime transiente, tanto para o n6 de um volume de
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controle escolhido pelo usuario quanto para o valor médio de @ . Tal opcao possibilita a inclusdo,
no grafico, dos dados experimentais obtidos pelo usuario e disponibiliza, também, o desvio padrao

do ajuste obtido via simulagdo numérica.
4.7.1 Medic¢oes efetuadas

Inicialmente, para a temperatura de secagem igual a 45 °C, foram utilizadas 15 pegas
tubulares, nas dimensdes anteriormente descritas, sendo que 1 destas, devidamente marcada, foi
utilizada apenas para as medidas de suas dimensdes ao longo do tempo. As outras 14 pecas tiveram
a sua massa total medida ao longo do tempo, e os resultados obtidos serdo apresentados no Capitulo

S.

Foram medidas, ainda, a massa de equilibrio, m,, € a massa seca, m;. Com tais medidas, e
também com aquelas obtidas com o procedimento anteriormente descrito, pode-se determinar a

massa de dgua em cada instante (mpo = m — mg). Entdo, através da Equagdo (2.10), pode-se

determinar o teor de umidade M em base seca ao longo dos tempos estipulados.

Uma vez que o teor de umidade de equilibrio também pode ser calculado através da Equagao

(2.10), a razdo de umidade MR ao longo do tempo pode ser calculada através da Equacao (2.27). Ja
o volume de cada tubo, em cada instante, também pode ser determinado a partir dos dados obtidos

para as suas dimensdes.

Com os dados obtidos ¢ possivel determinar, via simulagdo, os parametros I'? ehy para os
tubos ceramicos do experimento. No item 4.7.2, a seguir, serd elaborado um roteiro para viabilizar a
determinacdo de tais pardmetros para a condicdo de contorno convectiva, mas tal roteiro pode ser
adaptado para condi¢des de contorno com P ou fluxo de P prescritos, com a simples eliminagao

dos passos envolvendo a constante hy,.
Deve ser salientado que a temperatura de 45 °C foi inicialmente escolhida por estar proxima

de temperaturas tipicas da secagem natural o que deve resultar, em termos econdomicos, em gasto

reduzido de energia. Entretanto, novos tubos cerdmicos foram produzidos, com teores de umidade

128



entre 28,0 e 30,0% (base seca), e novas secagens foram realizadas nas temperaturas de 65, 85 ¢ 105

°C.

4.7.2 Procedimentos para a determinaciio dos parimetros de interesse

Conforme se sabe, ajustes de curvas obtidas por simulacdo envolvendo uma equagdo

diferencial parcial e dados experimentais implicam em um processo fortemente nao-linear entre os

parametros de ajuste e a fungdo objetivo (ver, por exemplo, Horbelt et al., 2004). Desta forma, ha a

necessidade do conhecimento por parte do usudrio, através de consideracdes fisicas ou até mesmo

por informagdes da literatura, de estimativas adequadas para os valores iniciais dos parametros. Isto

evita ndo s6 minimos locais como, também, a divergéncia dos calculos, ou ainda a determina¢do de

valores fisicamente sem significado. Visando amenizar estes problemas, foi proposto um roteiro de

otimizagdo para problemas com condicdo de contorno convectiva, e sugere-se que as analises

iniciais sejam feitas para um pequeno niimero de passos no tempo (por exemplo, 200, 300 ou 400

passos). Tal roteiro ¢ descrito a seguir.

e Inicialmente, a determinacio de re pode ser feita para um valor elevado da constante de

A . . 12 y .
transferéncia convectiva, por exemplo h = 1,0x10°°, o que, em termos praticos, corresponde

N . .. ;. . C. . L) .
a condi¢do de contorno de primeira espécie. Ainda: o valor inicial de I'™ deve ser o mais
proximo possivel do valor a ser determinado (utilizando-se consideragdes fisicas ou até
mesmo valores tipicos disponiveis na literatura), o que aumenta a probabilidade de

convergéncia e proporciona uma economia do tempo de processamento.

Uma vez obtido o valor de T'® para a condi¢do de contorno de primeira espécie, tal valor,
devidamente multiplicado por um fator adequado (por exemplo 10 ou 20), pode ser utilizado
como valor inicial para uma nova simula¢do envolvendo a condi¢do de contorno convectiva,
propriamente dita. Deve-se estipular, agora, um valor inicial para h o mais proximo possivel
daquele valor a ser determinado (por exemplo, a partir de consideragdes fisicas ou de
informacgdes da literatura), o que significa que tal valor inicial deve ser drasticamente

reduzido em relagdo ao que foi estabelecido de inicio.
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e A realizagdo dos passos anteriores possibilita conhecer o valor da constante de transferéncia

. . o - ~
convectiva h e ainda o valor constante para I"™ . Entdo, pode-se escolher uma das expressdes

disponibilizadas pelo software desenvolvido (ver item 4.7.3, a seguir) para estabelecer uma

relacdo entre I'® ¢ a variavel dependente ® e refazer a simulacdo, o que em geral

possibilita a obtencdo de resultados melhores que os anteriores.

: . ~ . @

e Tendo sido definida a expressdo mais adequada para I'™ pode-se, finalmente, propor uma
expressdo para a mudanca do volume das pecas em fungdo de @, definida pelo usuario, e em
geral obtida através de dados experimentais, o que normalmente refina ainda mais os

resultados obtidos até entdo.

Como uma informagdo adicional, deve-se observar que ¢ apresentada, ao longo do tempo, a
curva 2D relativa ao processo de ajuste via otimizagdo, além da apresentagdo dos indicadores do
ajuste. Isto possibilita que o usuario tenha uma nogdo precisa do andamento do processo. A
importancia desta no¢do decorre do fato de que um ajuste pode demorar de poucos segundos até
algumas horas, dependendo de fatores como condi¢do de contorno, nimero de volumes de controle
da malha, nimero de passos no tempo e valores iniciais dos parametros, dentre outros. Além disso,
as correcdes dos parametros tém um maior efeito sobre a convergéncia no inicio da otimizagdo do
que no final. Dessa forma, mesmo que uma otimiza¢do em andamento ndo tenha atingido a
tolerancia estipulada, o usuario, com o auxilio dos indicadores do ajuste e também do grafico

dindmico apresentado na tela, pode tomar a decisdo de encerrar o processo.

4.7.3 Fungoes disponibilizadas para re

Devido a lentiddo do processo de ajuste de uma curva simulada a dados experimentais, que
pode durar de alguns segundos até varias horas, dependendo do tipo de problema, foi elaborada uma

pequena lista de fungdes com apenas um e dois parametros de ajuste. Tal lista, j& embutida no

. ~ . @
software, engloba tanto as situagdes fisicas em que I'~ deve ser constante quanto crescente e

decrescente, em relagdo a @ . A lista ¢ apresentada na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Fungdes para a dependéncia entre I?ed.

Numero | pyncao: I'® =
1 a
2 ad +b
3 ad®’+b
4 bexp(a®)
5 bexp(a/ D)
6 bexp(a ® )
7 bcosh(ad)
8 1/(ad +b)
9 ad® ' +b
10 bexp(a® ')
11 bin(a® '?)
12 bln(a®)
13 bln(a ® )
14 beosh(ad %)
15 beosh(a ® %)
16 b/cosh(a®)
17 b/cosh(a® '?)
18 b/cosh(a®?)
19 a/®'"” +b
20 a/®d +b

4.7.4 Hipoteses para o fenomeno da secagem de tubos ceramicos

Com o objetivo de tornar a solucdo proposta neste trabalho para a equacdo difusdo tdo
genérica quanto possivel, tal equagdo foi resolvida na forma dada pela Equagdo (2.2), sendo que o

pardmetro A foi definido através da relagdo A =pc, em que p denota a densidade do dominio,

enquanto ¢, denota o calor especifico. Dessa forma, a solu¢do apresentada pode ser utilizada

p
também para resolver problemas de transferéncia de calor. Assim, deve ser observado que a
utilizacdo do software desenvolvido para propodsitos de secagem requer que sejam impostas, ao

serem informados os dados, as seguintes condigdes: p=1, ¢, =1. Em adi¢do, vale observar que o

coeficiente de transporte I'® deve ser identificado com a difusividade de massa, D, o que

transforma a Equacao (2.2) na expressao dada pela Equacao (2.7).

A aplicacdo do estudo desenvolvido neste trabalho na secagem de tubos cerdmicos pressupde

que as seguintes hipoteses sejam assumidas:
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O fenémeno da secagem ocorre apenas por difusdo de massa, sem acoplamento massa-

temperatura;

O solido ¢ considerado homogéneo e isotropico;

O campo do teor de umidade ¢ axi-simétrico com relacdo ao eixo y;

O campo do teor de umidade ¢ uniforme no inicio da secagem;

O unico mecanismo de transporte de massa no interior do solido ¢ o mecanismo da difusao

de 4gua;

Para todos os contornos da érea geratriz dos tubos € suposto o mesmo valor para o

coeficiente de transferéncia convectiva de massa, que ¢ admitido constante;

A difusividade de massa numa dada posi¢ao do corpo ou € constante ou depende somente do

teor de umidade naquele ponto;
No caso da inclusdo de variacdo no volume do tubo ao longo da simulagdo, considera-se que

a sua forma ndo seja alterada, mas apenas as suas dimensdes, que devem ser modificadas

com 0 mesmo fator de escala.
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CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSOES

Foram realizados estudos tedricos e de analise numérica relativos aos varios temas
necessarios a solugdo numérica da equagdo de difusdo para s6lidos de extrusdo e de revolucdo. Tais
estudos produziram quatro programas computacionais e, juntas, estas quatro ferramentas constituem

um software para o estudo de difusdo em solidos. A seguir, tais ferramentas sdo discriminadas:

Programa com interface grafica para a digitalizagdo de pontos do contorno de superficies

planas de forma arbitraria, denominado xyExtract;

® Programa com interface grafica para a geragdo de malhas estruturadas bidimensionais de

geometrias simplesmente conexas, denominado 2D Grid Generation;

e (Codigo fonte para um avaliador de expressdes em Fortran;

e Solver para a solu¢do da equagdo de difusdo em s6lidos obtidos a partir da translagdo
(extrusdo) ou da revolugdo de uma 4rea geratriz bidimensional com geometria arbitraria.

O solver possibilita o estabelecimento de condigdes de contorno de primeira, segunda e
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terceira espécies, para dois tipos de problemas: a) simulagdo de um problema cujos
parametros de processo sdo conhecidos, b) determinacdo dos pardmetros de processo em

um dominio cuja cinética de secagem seja conhecida.

Todas as ferramentas ja foram devidamente testadas e apresentaram resultados teoricamente

consistentes e coerentes com valores esperados. Tais resultados serdo apresentados a seguir.

5.1 Validacao do digitalizador incorporado ao software

Para fins de validagdo do programa digitalizador incorporado ao software, foram realizados
trés tipos de teste: digitalizagdo de graficos em duas dimensdes (2D), digitalizagdo de mapas, e
digitalizagdo do contorno de uma area plana geratriz de um sélido (de extrusdo e de revolugdo).
Enquanto os dois primeiros tipos de testes obedecem a cliques seqiienciais, o terceiro tem uma

seqiiéncia propria, e foi apresentada no item 4.1.3 do presente trabalho.

5.1.1 Digitalizacao de grafico 2D

Para testar a eficiéncia do xyExtract na recuperagdo de valores de coordenadas de um grafico
2D, foi utilizado um conjunto de pontos que esta disponivel em Coelho (2001). Tais pontos
descrevem uma “populagdo B” e ¢ referente a um experimento sobre o crescimento de uma
populacdo de organismos zooplanctonicos em que sdo colocadas, num béquer, 3 fémeas
partenogenéticas gravidas de um microcrustaceo cladécero em condigdes ideais de alimentacdo,
temperatura, aeragcdo e iluminagdo, na auséncia de predadores. Essa populacdo cresceu e, aos 24

dias, atingiu a quantidade de 825 individuos vivos (ver a Tabela 5.1).

Tabela 5.1 — Nimero y de organismos em funcao do niimero x de dias.

X (dias) |1 2 3 4 5 6 7 8 |9 10 |11 12

y (indiv.) |3 4 16 |18 (25 |49 |51 |136|156 (267|301 |444

Tabela 5.1 — Continuagao.

13 (14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24

501 {650 {630 | 730 [734 |777 |758 |780 |771 | 812 |799 |825
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O gréfico do qual foram digitalizados os pontos, dados originalmente na Tabela 1, esta

. ’ 1 . .
disponivel, em seu tamanho real’, mas pode ser observado, em tamanho reduzido, na Figura 5.1.

1000
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Figura 5.1 — Gréfico reduzido dos dados da Tabela 5.1 aos quais foi

ajustada a fun¢do de crescimento logistica.

A Figura 5.2, a seguir, mostra a tela principal do xyExtract, em tamanho reduzido, com o
grafico original carregado, durante o processo de digitalizagdo dos pontos. Como se observa na

figura, algumas partes do grafico mostrado so sdo vistas através das barras de rolagem do software

desenvolvido.
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Figura 5.2 — Tela principal do xyExtract carregado com o grafico utilizado para teste.

Ap6s todo o processo de digitalizagdo, foram obtidos os valores de x e de y, mostrados na

Tabela 5.2, que mostra também os erros absolutos de cada valor digitalizado.

! <http://zeus.df.ufcg.edu.br/labfit/PopulacaoB.bmp>, acesso em outubro de 2006
135



Tabela 5.2 — Dados obtidos pelo xyExtract a partir do grafico original.

x (dias) ]0,98|1,99(2,98 3,99 (4,97 |5,98 |7,00 [7,98 |8,99 19,97 |10,99|12,00

Erro de x {0,02{0,01{0,02 |0,01 |0,03 0,02 |0,00 (0,02 0,01 |0,03 (0,01 |0,00

y (indiv.) |4,456,68|20,04|20,04 (26,73 |53,45|51,22|138,1|158,1|267,3|302,9|445,4

Errodey |1,45]2,68/4,04 (2,04 (1,73 |4,45 0,22 |2,1 (2,1 (0,3 |19 |14

Tabela 5.2 — Continuagao.

12,98 13,99 (14,97 |15,99|16,97|17,98|19,00| 19,98 20,99 | 21,97 | 22,99 | 24,00

0,02 (0,01 (0,03 |0,01 |0,03 |0,02 |0,00 |0,02 |0,01 {0,03 (0,01 [0,00

501,11650,31630,3|730,5|735,0|777,3|759,5|781,7|772,8812,9|799,6 |826,3

0,1 (03 (03 |05 |1,0 |03 |L1,5 |L7 |L&8 (09 |06 |13

Através dos valores digitalizados, disponiveis na Tabela 5.2, observa-se que o erro absoluto
médio de x foide 0,015, enquanto que o erro absoluto médio de y ¢ igual a 1,45. Naturalmente, estes
erros sdo provenientes de duas fontes principais. A primeira delas ¢ a propria representacdo do
grafico a partir dos dados originais do experimento, ja que a coordenada de um ponto na tela deve
ser igual a um nimero inteiro de pixels. A segunda fonte de erros consiste no proprio recurso da
extracdo dos valores de x e de y, posto que o processo depende dos cliques do usuario sobre os

pontos de interesse e também do fato de uma coordenada ser dada por um numero inteiro de pixels.

Obviamente, as dimensdes do grafico devem ter uma certa influéncia na exatidao dos pontos
digitalizados. Isto porque a menor diferenciacdo de posi¢ao feita por programas deste tipo ¢ de 1
pixel. Assim, deve-se esperar, por exemplo, que o erro de 1 pixel em 100 seja relativamente maior
que o erro de 1 em 300 pixels. Para se ter uma idéia da influéncia das dimensdes do grafico na
recuperagdo de pontos, todo o processo de digitalizagdo foi repetido, para o mesmo grafico, mas
com as dimensodes reduzidas. Foi utilizado o proprio grafico mostrado na Figura 5.1. Os resultados
para os valores de x e de y, bem como os erros inerentes ao processo, podem ser observados na

Tabela 5.3.
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Tabela 5.3 — Dados obtidos pelo xyExtract a partir do grafico dado na Figura 5.1.

x (dias) | 0,98 | 1,96 | 2,93 | 3,91 | 5,00 | 5,97 | 6,95 | 8,04 | 8,90 | 9,99 10,97 |11,95

Errodex | 0,02 | 0,04 | 0,07 | 0,09 | 0,00 | 0,03 | 0,05 | 0,04 | 0,10 | 0,01 | 0,03 | 0,05

y (indiv.) | 13,99113,70|27,70 27,41 27,08 | 55,37 | 55,07 | 140,5 | 154,5 | 268,5 | 296,7 | 446,4

Errodey |10,99| 9,70 | 11,70| 9,41 | 2,08 | 6,37 | 4,07 | 45 | 1,5 | 1,5 | 43 | 24

Tabela 5.3 — Continuagao.

12,92 (14,01 14,99|15,96|16,94|17,92|19,00|19,98|20,96 | 21,94 | 23,02 | 24,00

0,08 | 0,01 | 0,01 | 0,04 | 0,06 | 0,08 | 0,00 | 0,02 | 0,04 | 0,06 | 0,02 | 0,00

496,2 | 645,8 624,1|731,0|730,7|773,2|751,5|772,6|765,2|807,8|793,1|814,3

48 |1 42 |59 |10 | 33 |38 65|74 |58 |42 |59 10,7

O erro absoluto médio para os valores de x foi 0,039 enquanto que o erro absoluto médio
para y foi 5,5. Deve ser observado que os erros médios absolutos obtidos na digitaliza¢do do grafico
em escala reduzida sdo significativamente maiores que os correspondentes para o grafico na escala
original, como ja havia sido previsto. Por um motivo analogo pode-se observar que, para cada
grafico, o erro médio absoluto obtido para x ¢ menor que o obtido para y e isto deve ter uma certa
relagdo com o fato de que o comprimento da escala x ¢ maior que o da escala y, além das

quantidades representadas em y serem significativamente maiores que as representadas em X.

5.1.2 Digitalizac¢ao de contorno de mapas

Além de sua aplicacdo na recuperagao de coordenadas de pontos de graficos 2D, o xyExtract
pode ser usado, também, na digitalizacdo de contornos de mapas, conforme pode ser visto na Figura
5.3. Tal figura foi tracada pelo software LAB Fit, a partir de dados extraidos pelo xyExtract de um
mapa do Brasil disponivel no site http://www.guiageografico.com/mapas/mapa-brasil.htm, e o

acesso foi feito em outubro de 2006.
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Figura 5.3 — Contorno do mapa do Brasil digitalizado com o

xyExtract e desenhado pelo software LAB Fit.

5.1.3 Digitalizacio dos contornos de uma area na qual se deseja obter uma malha

A digitalizagdo de pontos do contorno de uma 4rea plana geratriz de so6lidos tem uma
seqiiéncia propria, indicada na Ajuda do software desenvolvido e também no item 4.1.3. Os

resultados para um teste deste tipo de digitalizag@o serdo apresentados ao longo da se¢do 5.4.

5.2 Validacao do software gerador de malhas bidimensionais

Os resultados obtidos para o software de geracdo de malhas serdo apresentados ao longo da

secdo 5.4.

5.3 Analise comparativa dos parsers disponiveis

Durante o desenvolvimento do parser proposto neste trabalho tomou-se conhecimento, via
Internet, de dois outros similares. Um deles foi desenvolvido na Alemanha por Schmehl (2003), e
outro na Australia por Midgley (2002). Foi realizado um conjunto de testes, conforme descrito em
4.3.2, para analisar a performance do avaliador de expressdes desenvolvido em comparagdo com os
outros dois similares disponiveis. O resultado destes testes indicou o parser a ser utilizado neste

trabalho. A seguir sdo mostrados os resultados obtidos para o valor “V” de cinco das vinte e cinco
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expressdes matematicas testadas, e tais expressoes ja sdo escritas em forma de cédigo da linguagem
Fortran, posto que ¢ assim que elas devem ser escritas para que sejam interpretadas. Os tempos

apresentados correspondem ao tempo total gasto: interpretagdo da expressdo e célculo.

5.3.1 Primeira expressdo matematica

V = (xtytztx*y+x*z+ty*z+x/y+x/z+y/z+x*cos(x)+y*sin(y)+z*tan(z) *2/(x+y+z+x*y+x*z+
y*z+x/y+x/z+y/z+x*cos(x)+y*sin(y)+z*tan(z) ) *3+sqrt(x*y*z+x+y+z)*log1 O(sqrt(x*2+y*2+z*2)+x
+y+z)). Parax = 0,175, y= 0,110 e z= 0,900, tem-se:

e Resultado final: V =5,481916

e Tempo do calculo direto da expressdo compilada: 9,660s
e Tempo do parser desenvolvido: 48,125s

e Tempo do parser australiano (Stuart Midgley): 167,07s
e Tempo do parser alemao (Roland Schmehl): 78,693s

5.3.2 Segunda expressao matematica

V =at+b*x1. Paraa=0,900, b= 0,100 e x1 = 0,508, tem-se:

e Resultado final: V = 0,9508000

e Tempo do calculo direto da expressdo compilada: 0,073s
e Tempo do parser desenvolvido: 1,904s

e Tempo do parser australiano (Stuart Midgley): 26,999s
e Tempo do parser alemao (Roland Schmehl): 3,255s

5.3.3 Terceira expressao matematica

V = cosh(log(abs(y*z+x**2+x1**x2)))+a*d*(exp(c*f)+154,3). Parax = 0,175, y= 0,110, z= 0,900,
a=0,900, c=0,110,d = 0,120, f= 0,140, x1 = 0,508 e x2 = 30,000, tem-se:

139



e Resultado final: V =20,69617

e Tempo do célculo direto da expressdo compilada: 7,265s
e Tempo do parser desenvolvido: 17,1225

e Tempo do parser australiano (Stuart Midgley): 58,364s
e Tempo do parser alemao (Roland Schmehl): 23,697s

5.3.4 Quarta expressio matematica

V = atan(sinh(log(abs(exp(z/x)*sqrt(y+a**c+f*e))))). Para x = 0,175, y = 0,110, z = 0,900, a =
0,900, ¢c=10,110, f=0,140 e e = 0,130, tem-se:

e Resultado final: V = 1,559742

¢ Tempo do célculo direto do compilador: 9,591s

e Tempo do parser desenvolvido: 15,841s

e Tempo do parser australiano (Stuart Midgley): 51,506s
e Tempo do parser alemdo (Roland Schmehl): 20,717s

5.3.5 Quinta expressio matematica

V = atan(sinh(log(abs(exp(z/x)*sqrt(y+a**c+t*e)))))*cos(log(abs(sqrt(y+a**c+f*e)))). Para x =
0,175,y=0,110, z= 0,900, a = 0,900, c = 0,110, f= 0,140 e e = 0,130, tem-se:

e Resultado final: V =1,557368

e Tempo do calculo direto da expressao compilada: 14,258s
e Tempo do parser desenvolvido: 24,518s

e Tempo do parser australiano (Stuart Midgley): 76,528s

e Tempo do parser alemdo (Roland Schmehl): 32,915s

A partir da analise dos resultados apresentados nesta secdo, nota-se que o avaliador de
expressoes desenvolvido apresentou, para os requisitos desejados, uma performance muito superior
a dos outros dois existentes, em todos os testes efetuados. Assim, tal parser foi utilizado no software

desenvolvido.
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5.4 Validacao do solver para a equacio de difusio

Com a finalidade de validar a solu¢do proposta para a equagdo de difusdo, foi realizado um
conjunto de testes abrangendo um grande numero de situagdes fisicas de interesse, conforme

descrito na se¢do 4.5.
5.4.1 Parede infinita: distribuicio espacial e transiente — extrusio

O primeiro teste para a validacdo da solucdo numérica proposta para o processo de difusdo
descrito pela Equacdo (2.2) refere-se a uma parede infinita. Para simular uma parede infinita foi
utilizado um retangulo em extrusdo com dimensdes 0,1x2,0 mz, conforme estd esquematizado na

Figura 5.4.

H=2,0m

<
L=0,1 m

Figura 5.4 — Esquema (fora de escala) do retangulo para simulag¢do da parede infinita.

A rigor, o valor da dimensao vertical do retangulo mostrado ndo ¢ relevante uma vez que foi
imposto fluxo da grandeza definida por & igual a zero nos contornos norte e sul. Por outro lado, as

caracteristicas definidas para a presente situacdo fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da varidvel no dominio: &; =1
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e Tipo da condicdo de contorno principal: Convecgao

¢ Condigdes de contorno: Norte - h, =0
Sul- h, =0
Leste- h, =20 e &, =0

Oeste- h, =20 e @, =0

¢ Propriedades do meio: re = 02 ¢ A=10

Neste teste foi explorada a descri¢ao do regime transiente de um volume de controle definido
ao acaso ¢ a determinagdo da distribuicdo espacial de @ em um determinado instante. Para tal, foi
feito um estudo de refino do intervalo de tempo, no qual foi imposta uma tolerancia sobre ® de 10
e também de refino de malha, com uma tolerancia sobre @ de 10°. Neste e nos demais testes em
que se fez um refino do intervalo de tempo, o mesmo foi feito escolhendo-se um instante para o qual
houvesse uma grande inclinagao do gréfico ®xt e escolhendo-se, ainda, uma malha grosseira. Uma
vez definido o intervalo de tempo At, o refino de malha foi feito, a partir da malha inicial,
dobrando-se o nlimero de volumes de controle. Para fins de validacdo, os resultados obtidos foram
comparados com os resultados da solu¢do analitica, obtida através da Equacao (2.14). Nesta equacao
deve ser feito I® =k=0,2, A= pc, =10 e L = 0,1 (SI). Além da comparagdo com a solugdo

analitica, os resultados obtidos também foram comparados com aqueles obtidos através do software

1D Heat Transfer.
O desenho da malha inicial com 5x4 volumes de controle e também o arquivo criado pelo

software gerador de malhas, com as coordenadas das intersecdes de linhas, sdo mostrados na Figura

5.5.
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(&)

[ grid_gsi_eta.txt - Bloco de notas

Arguivo  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

0. 000C000E+00 O, 000000E4+00 <- x & v para: gsi =1 eta =1
0.200000E-01 0.000000E+00 <— x & % para: gsi = 2 eta = 1
0.400000E-01 0. 000000E4+00 <- x & ¥ para: gsi = 3 eta =1
0. A00000E-0L O, Q0C0000E+00 <- x & y para: gsi = 4 eta =1
O.800000E-01 0. 000000E+00 <— x & y para: gsi = 5§ eta =1
0. 100000E+00 O, 000000E4+00 <- x & ¥ para: gsi = 6 eta =1
0. 000000E+00 0. 500000E4+00 <— x & % para: gsi =1 eta = 2
0.200000E-01 0. 500000E4+00 <- x &y para: gsi = 2 eta = 2
0.400000E-01 O, S00000E+00 <- x & y para: gsi = 3 eta = 2
0.600000E-01 0, 500000E+00 <— x & ¥ para: gsi = 4 eta = 2
O.800000E-01 0. 500000E400 <- x & ¥ para: gsi = 5§ eta = 2
0. 100000E+00 0, 500000400 <- x & ¥ para: gsi = & eta = 2
0. 000000E+00 0.100000E4+01 <- x & % para: gsi =1 eta = 3
0.200000E-01 O.100000E+01 <- x & y para: gsj = 2 eta = 3
0.400000E-01 0,100000E+01 <- x & ¥y para: gsi = 3 eta = 3
0.600000E-01 0.100000E4+01 <- x & ¥ para: gsi = 4 eta = 3
0. B00000E-0L O.100000E+01 <— x & y para: gsi = 5 eta = 3
O0.100000E+00 0.100000E+01 <— x & ¥ para: gsi = & eta = 3
0. 000C000E+00 0. 150000E4+01 <- x & v para: gsi =1 eta = 4
0.200000E-01 0.150000E+01 <— x & % para: gsi = 2 eta = 4
0.400000E-01 0.150000E4+01 <- x & ¥ para: gsi = 3 eta = 4
0.A00000E-01 O.150000E+01 <— x e y para: gsj = 4 eta = 4
O0.800000E-01 0.150000E+01 <- x & y para: gsi = 5§ eta = 4
0.100000E+00 0.150000E4+01 <- x & v para: gsi = & eta = 4
0.000000E+00 0.200000E+01 <— x & % para: gsi =1 eta = 5§
0.200000E-01 0. 200000E401 <- x & % para: gsi = 2 eta = §
O.400000E-01 O, 200000E+01 <- x & y para: gsi = 3 eta = 5
0. 600000E-01 0. 200000E+01 <- x & ¥ para: gsi = 4 eta = §
0. B00000E-0L O, 200000E+01 <- x & y para: gsi = 5 era = 5
0.100000E+00 0.200000E4+0L <— x & % para: gsi = & eta = 5
£

(b)

Figura 5.5 — (a) Malha inicial 5x4; (b) Coordenadas (x,y) relativas as interse¢des das linhas & e 1.

Tanto a parte (a) como a parte (b) da Figura 5.5 indicam a coeréncia dos resultados obtidos

pelo software gerador de malhas, para o caso de linhas ortogonais.

Com o objetivo de se realizar um refino no intervalo de tempo At, a malha inicial 5x4 foi

utilizada na solu¢do numérica proposta neste trabalho. Para os parametros estabelecidos, uma vez

determinados os valores de & para todos os volumes de controle, o valor médio o , cujo calculo
¢ feito através da Equagdo (3.153), ¢ determinado em t = 0,0005 s. O resultado deste refino ¢

apresentado na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 — Refino do intervalo de tempo At para a malha retangular 5x4 em t = 0,0005 s.

At(s) 0,0005 0,00025 | 0,0001 0,00005 | 0,000025 | 0,00001 | 0,000005

cD*(t) 0,917171 | 0,914229 | 0,912199 | 0,911467 | 0,911089 | 0,910858 | 0,910780

Deve-se salientar que os valores estabelecidos neste teste para os parametros de processo sao
ficticios e tém o unico propdsito de comparar os resultados obtidos neste trabalho com resultados de

referéncia.

Observando-se a Tabela 5.4 pode-se afirmar que, com uma tolerdncia de 1x10™ deve-se
utilizar, neste estudo, um intervalo de tempo At=0,00001s. Para este intervalo de tempo foi feito um
estudo de refino de malha cujo resultado ¢ apresentado na Tabela 5.5. Naturalmente, como os fluxos
nos contornos norte e sul sdo zero, a solugdo independe da quantidade de volumes de controle ao

longo da diregdo vertical (placa infinita).

Tabela 5.5 — Refino de malha com At=0,00001s emt = 0,0005 s.

Malha 5x4 10x4 20x4 40x4 80x4 160x4

D(t) 0,910858 | 0,895733 | 0,890779 | 0,889506 | 0,889186 | 0,889107

Com uma tolerancia de 1x107 pode-se utilizar, neste estudo, uma malha 80x4. Embora as
coordenadas das interse¢des de linhas da malha refinada ndo tenham sido apresentadas, devido ao
espago requerido, pode-se observar que o processo de refino de malha utilizado no software

desenvolvido funciona de forma adequada.

A distribuicao espacial de o para a malha 80x4 foi determinada em t = 0,01 s, com x =0
no ponto central do plano e passo no tempo dado por At=0,00001s. O resultado obtido através da
solugdo numérica proposta, bem como os resultados analitico e do software 1D Heat Transfer sdo
apresentados na Figura 5.6. O maior erro absoluto foi de 3,57x10™ (0,114%) referente a posi¢io x =

6,25x10™ m (primeiro volume de controle) e o menor foi de 1,017x10™ (0,121%) para o ponto x =

4,9375x10™ m.
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Figura 5.6 — Distribuigdo espacial de @ numa parede infinita simulada, em t = 0,01 s, com
x = 0 no seu centro (a) Solu¢do obtida com o software 1D Heat Transfer; (b) Solucao analitica
obtida através da Equacdo (2.14); (c) Solucdo obtida com o software desenvolvido;

(d) Superposicao das trés solucdes obtidas.

Para fins de estudo do transiente de um ponto da parede infinita, foi utilizada a malha 80x4 e

foi definido (ao acaso) um volume de controle limitado pelas linhas & =40 e £ =41. Os resultados

obtidos para este volume de controle sdo apresentados através da Figura 5.7.
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Figura 5.7 — Transiente em um volume de controle da parede infinita simulada, limitado pelas linhas

E=40 e £=41 (a) Solugdo obtida com o software 1D Heat Transfer; (b) Solugdo analitica obtida

através da Equacgdo (2.14); (c) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(d) Superposicao das trés solugdes.

As Figuras 5.6 e 5.7 possibilitam constatar a completa concordancia entre os resultados

oriundos das trés solugdes, nas duas situacdes apresentadas.
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5.4.2 Parede infinita: transiente do valor médio — revolucio e extrusiao

O segundo teste para a solu¢do proposta neste trabalho visa validar a idéia da revolucdo de

uma area geratriz de um solido no qual ocorre um processo de difusdo. No presente caso, foi

determinado o transiente do valor médio @  em um cilindro infinito, obtido pela revolucao de um
retingulo que simula uma parede infinita. O retangulo tem as dimensdes 1,0x100,0 m® e gira em

torno de um dos dois lados maiores, conforme pode ser observado na Figura 5.8.

H=1000 m

L=10m

Figura 5.8 — Esquema (fora de escala) do retangulo: area geratriz de um cilindro infinito simulado.

Da mesma forma que no teste anterior, a rigor, o valor da dimensdo vertical do retdngulo
mostrado ndo ¢ relevante posto que foi imposto fluxo da grandeza definida por & igual a zero nos
contornos norte e sul. Além disso, o lado oeste também deve ter uma condicdo de contorno com
fluxo zero, j4 que o mesmo coincidird com a linha central do cilindro obtido por revolucao (eixo de
simetria). Para testar, também, a coeréncia entre a condi¢ao de contorno convectiva e a condi¢ao de

contorno com & prescrito foram estabelecidas as caracteristicas definidas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

e Tipo da condi¢@o de contorno principal: Conveccao (tendendo para @ prescrito)

¢ Condigoes de contorno: Norte - h, =0
Sul- hy =0

Oeste- h,, =0

147



Leste - h, =7,0436732x10%* ¢ @, =0

¢ Propriedades do meio: re = 1,22)(10_5 e A=10

Foi feito um estudo de refino de tempo no qual foi imposta uma tolerancia sobre P igual a

1x10* e também de refino de malha, com tolerancia de 1x10~ sobre . Para fins de validacao, os

resultados obtidos foram comparados com a solucdo analitica, obtida através da Equacao (2.25).

Nesta equagao deve ser feito r*=p., = 1,22x10_5, A =1,0 ¢ R=1,0 (SI).
ef

Com o objetivo de se realizar um refino do intervalo de tempo At, uma malha inicial 10x4

foi utilizada na solugdo numérica proposta neste trabalho. Para os parametros estabelecidos, uma vez

determinados os valores de @ para todos os volumes de controle, o valor médio <I>*, cuja
expressdo ¢ dada pela Equagdo (3.153), foi determinado em t = 160 s. O resultado deste refino, em

que foi utilizada a opg¢ao de revolugdo da area geratriz, ¢ apresentado na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 — Refino de intervalo de tempo para a malha retangular 10x4 emt = 160 s.

At(s) 160 80 40 20 10 5 1 0,5

CID*(t) 0,94239 | 0,93921 | 0,93735 | 0,93633 | 0,93579 | 0,93552 | 0,93529 | 0,93527

Observando-se a Tabela 5.6 nota-se que, para a tolerancia estipulada de 1x10™, o intervalo de
tempo pode ser admitido como At=1s. Com isso, pode-se fazer o refino de malha conforme ¢

mostrado através da Tabela 5.7.

Tabela 5.7 — Refino de malha com At=1s emt= 160 s.

Malha 10x4 20x4 40x4 80x4 160x4

<I>*(t) 0,93529 0,91128 0,90426 0,90281 0,90246

Com a observacdo da Tabela 5.7 nota-se que, com uma tolerancia de 1x107, neste estudo

pode ser utilizada uma malha 80x4.
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Os resultados do transiente do valor médio de @ obtidos para o cilindro, det=0saté t =
40000 s, sao mostrados na Figura 5.9. A observagdo da Figura 5.9 indica o completo acordo entre a

solu¢do numérica proposta e a solu¢do analitica obtida pela Equagao (2.25).

1,0 1,0
0.8 Il 0.8 3
0.6 4 .\ 0.5 3
[ \ [
0,4 0,4
] \‘- ]
b
0,24 - — 0.2
—_—

0,0 : . . 0,0 . . .
0 10000 20000 30000 40000 0 10000 20000 30000 40000
(5] tis)

(a) (b)
1,04
0B\ e —— Solugdo analitica - Eq. (2.25)
Software desenvolvido
0,6
fe
0,4
0,24
01 T — ——
0 10000 20000 30000 40000
t(s)
(c)

Figura 5.9 — Transiente do valor médio ®" em um cilindro infinito (a) Solugdo analitica obtida
através da Equagdo (2.25); (b) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposicdo das duas solucdes obtidas.
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A solugdo numérica foi utilizada para resolver o mesmo problema, substituindo-se a
condi¢do de contorno convectiva a leste por uma condi¢do de contorno com & prescrito e igual a

®,, .. O resultado obtido foi idéntico ao que acaba de ser apresentado, como era de se prever,

devido ao valor estabelecido para h..

Para se perceber a substancial diferenga entre revolugdo e extrusdo de uma area na geracao
de um so6lido no qual ocorre difusdo, o problema em andlise foi resolvido para esta segunda
possibilidade, extrusdo, através da solugdo numérica proposta. Os resultados evidenciando tal
diferenca sdo mostrados na Figura 5.10. Tal diferenca pode ser explicada pela diferenca na relacao

area de fluxo/volume para os dois tipos de sélidos, ambos com o mesmo volume e obtidos pela

mesma area geratriz. Para t = 40000 s, por exemplo, a diferenga nos valores @ ¢ de 0,202.

1,0

Eevolugio Eaxtrusio

0 10000 20000 30000 40000
t(s)

Figura 5.10 — Diferenga entre a cinética de difusdo em

uma area retangular em extrusdo e em revolucdo.

No caso da extrusdo, vale salientar que a solu¢gdo numérica para o valor médio de & ao
longo do tempo foi comparada com a solucdo analitica, dada pela Equagdo (2.23), e os dois
resultados sdo coerentes.
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5.4.3 Parede infinita com & inicial senoidal — extrusao

O terceiro teste para a solugdo proposta neste trabalho refere-se a simulagcdo de uma parede
infinita com &; distribuido de forma senoidal ao longo de x, conforme descrito pela Equagdo
(2.31). No instante t = 0 o sistema passa a sofrer um processo transiente em que ¢ ¢ mantido em
zero nas faces da parede infinita (em x = 0 e em x = L). Para este problema, a expressdo analitica
para @, numa dada posicao x e num determinado tempo t, ¢ dada pela Equagdo (2.32). A parede

. . .. , N . ~ 2
infinita foi simulada através de um retangulo com as dimensdes 0,02x0,3 m", conforme pode ser

observado na Figura 5.11.

y
H=0,30 m
X
<
L£=0,02 m

Figura 5.11 — Esquema (fora de escala) do retangulo utilizado na simulagao

da parede infinita com distribui¢do inicial de & senoidal ao longo de x.
As caracteristicas definidas para a presente situagao fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &®; =sen(507 x)
¢ Tipo da condi¢do de contorno principal: & prescrito

¢ (Condigdes de contorno: Norte - qﬂl =0
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Sul- ¢, =0
Leste - &, =0

Oeste- @, =0

¢ Propriedades do meio: re = 1,25)(10_5 e A=10

Neste teste foi explorada a descricdo do regime transiente do valor médio D ca
determinacdo da distribuicdo espacial de ® em um determinado instante. Para tal, foi feito um
estudo de refino do intervalo de tempo, no qual foi imposta uma tolerncia sobre @ de 1x10% e
também de refino de malha, com tolerancia de 1x10™ sobre . Para fins de validag¢ao da solugao
numérica proposta, os resultados obtidos para a distribuicdo espacial foram comparados com a
solucdo analitica, obtida através da Equacdo (2.32). J& os resultados para o regime transiente foram

comparados com aqueles obtidos através do software 1D Heat Transfer.

O refino do intervalo de tempo foi feito para uma malha inicial 10x3 em t = 0,5 s e os

resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 5.8.

Tabela 5.8 — Refino de tempo para a malha retangular 10x3 emt = 0,5 s.

At(s) 0,5 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005

D(t) 0,554444 | 0,549843 | 0,549219 | 0,548903 | 0,548712 | 0,548648

Com uma tolerdncia de 1x10™ pode-se utilizar, neste estudo, um intervalo de tempo dado por
At=0,01s. Deve-se salientar que os valores estabelecidos neste teste para os parametros de processo
sdo ficticios e tém o Unico propdsito de comparar os resultados obtidos neste trabalho com
resultados de referéncia. Uma vez estabelecido o valor para At pode-se, também, fazer o refino de

malha conforme é mostrado através da Tabela 5.9.

Tabela 5.9 — Refino de malha com At=0,01s emt=0,5s.

Malha 10x3 20x3 40x3 80x3 160x3

D(t) 0,548712 | 0,546504 | 0,545953 | 0,545816 | 0,545783
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Com uma tolerancia de 1x107 pode-se utilizar, neste estudo, uma malha 40x3 ou 80x3. Para
se obter uma maior precisdo nos resultados, serd utilizada a malha 80x3. Os resultados obtidos para

a distribui¢do espacial em t = 10,0 s podem ser observados na Figura 5.12.

0,05 0,05
10,04 i N 0,04
/ A
0,034 0,034
- / AN
002 [ \ 0,021
ot N oo
|:|,|:|"‘r . . . \ 0,0 . . .
0,0 0005 001 0015 002 00 0005 001 0015 002
x () x (1)
(a) (b)
0,054
0,04
0,03
SO
0,02 3
1 / @z ———— solupdo analitica - Eq. (2.32)
D,Dl-i Software desenvolwido
0,0 F e
0,0 0,005 0,01 0,015 0,02
x (1)
(c)

Figura 5.12 — Distribuicdo espacial de @ emt = 10,0 s para uma parede infinita com distribui¢do
inicial senoidal ao longo de x (a) Solugdo analitica obtida através da
Equacdo (2.32); (b) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposicdo das duas solucdes obtidas.
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Para o presente teste, o transiente do valor médio de ® no dominio apresentado, desde t = 0

atét =10 s, € descrito através da Figura 5.13.

08 08
0,64 0,6
g 0,44 ENEE
A%
™
0,2 ~ 0,24
—
0,0 E——) :
2 4 & a2 10 ] 2 4 & a2 10
(s tis)
(a) (b)
0,84
0,61
_____ software 1D Heat Transfer
e 0,44 software desenvolvido
0,2-:
0.0 J= T r T ——
0 2 | & 3 10
t(s)
(©)

Figura 5.13 — Transiente do valor médio de & para uma parede infinita com distribui¢ao inicial
senoidal ao longo de x (a) Solucdo obtida com o software 1D Heat Transfer;

(b) Solucao obtida com o software desenvolvido; (c) Superposicao das duas solucdes.
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Um volume de controle escolhido ao acaso, correspondente ao n6 de nimero 10 da parede
infinita, também teve o seu transiente analisado, det =0 até t = 10 s, e o resultado é descrito através

da Figura 5.14.

0,45 0,45
0,35 0,364
\
0,271 % 0,271
i i
A
0,183 \ 0,18
0,09 ™~ - 0,09
1] —— R
o 2 4 & 8 10 o 2 4 & 8 10
tiz) 105
(a) (b)
0,45,
0,364
0,273 Ponto nodal 10
o ————— Solugdo analitica - Eqg. (2.32)
software dezsenvolinido
0154
0,091
SN —
Y]

(©)

Figura 5.14 — Transiente de ® no volume de controle representado pelo né 10 da parede infinita

com distribuicdo inicial senoidal ao longo de x (a) Solucdo analitica obtida através da Equagao

(2.32); (b) Solugao obtida com o software desenvolvido; (¢) Superposicao das duas solugdes.
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As Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 possibilitam constatar o completo acordo da solu¢do numérica
proposta tanto com a solu¢do analitica obtida através da Equagdo (2.32) quanto com a solugdo

apresentada pelo software 1D Heat transfer.
5.4.4 Quadrado em regime estacionario com & prescrito e senoidal num lado

O presente teste refere-se a extrusdo de uma area quadrada com condi¢do de contorno de

primeira espécie, conforme indicado na Figura 5.15.

A

® =sen(T x)

H=1 ®&=0 =0

Figura 5.15 — Area para geragdo de um s6lido de extrusdo com as condigdes

de contorno de primeira espécie em destaque.
As caracteristicas definidas para a presente situagao fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

e Tipo da condi¢do de contorno principal: & prescrito

¢ Condicoes de contorno: Norte - = sen(T x)

Sul- &, =0
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Leste - @, =0

Oeste- @, =0

¢ Propriedades do meio: re = 1,22)(10_5 e A=10

A solugdo analitica para o regime estacionario deste problema ¢ dada através da Equagdo

(2.29) e, obviamente, independe de I'® ¢ de A. Entretanto, como na solugio numérica estes
parametros sdo requeridos, eles devem ser informados. O mesmo comentario pode ser feito com
relacdo ao intervalo de tempo estabelecido: At =10s. A tolerancia para a consideragdo de que o
regime estacionario tenha sido atingido foi de 10®. A malha original obtida através do software
desenvolvido foi de 10x10 elementos e pode ser vista na Figura 5.16, que mostra os nds de cada

volume de controle.

Figura 5.16 — Malha original 10x10 gerada pelo software desenvolvido,

destacando os nos dos volumes de controle.

O estudo do refino de malha ¢é detalhado através da Tabela 5.10.

Tabela 5.10 — Refino de malha para o regime permanente definido nas Figuras 5.15 e 5.16.

Malha 10x10 20x20 40x40 80x80

) 0,184726 0,185564 0,185783 0,185840
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Para uma tolerancia de 1x10™ pode-se optar pela malha 40x40. Tal malha, bem como os nds

dos volumes de controles, sao mostrados na Figura 5.17.

=0

Figura 5.17 — Malha refinada 40x40 gerada pelo software desenvolvido,
mostrando os nds dos volumes de controle. Os volumes de

controle destacados serdo estudados detalhadamente.

Uma observagao da Figura 5.17 possibilita concluir que o processo de refino de malha do
software desenvolvido funciona de forma adequada, pelo menos no que se refere a malhas com

linhas ortogonais. Por outro lado, o resultado do regime permanente para os volumes (§,1), com

N =30 e & variando de 1 até 40, é mostrado na Figura 5.18.
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05 0,5
—
0,4 v N 0,4
0,31 / \ 0,3
o / .k
0,24 / \ 0,24
0,14 / Yo0,13
/ \
0,0 . . v 0,0 T v -
1] 10 E 20 30 40 1] 10 E 20 30 40
(a) (b)
0,54
04
0,34
o ]
0,2
: Y A Solucio analitica - Eq. (2.29)
':',1'; Software desenvolwido
LT I— . . .
0 10 20 30 40
£ do wolume de controle (m = 20)
(c)

Figura 5.18 — Regime permanente nos volumes (§,1m), com =30 e & variando de 1 até 40. A

malha quadrada foi submetida as condi¢des de contorno definidas na Figura 5.15
(a) Solucdo analitica obtida através da Equacao (2.29);
(b) Solucao obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.

O resultado obtido para o regime permanente dos volumes (§,m), com 1 =40 e & variando

de 1 até 40, ¢ mostrado na Figura 5.19.
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1,0 1.0

o~
0,37 s hY 0321
0,6 ] / \ 0,64
s / N
0,413 rf '1\ 0,41
0z / \ | 02
/ \
0,0 : . . 0,0 : . .
o 10 .20 30 40 "0 10 20 30 40
£ £
(a) (b)
1,0,
0.8
0,6 3
L= ]
0,43
. 2§ _____ Solugo analitica - Eq, (2.29)
i Software desenvolvido
T T — —
] 10 20 30 40
£ do wvolume de controle (m =40)
()

Figura 5.19 — Regime permanente nos volumes (§,1m), com =40 e ¢ variando de 1 até 40. A
malha quadrada foi submetida as condi¢des de contorno definidas na Figura 5.15
(a) Solucdo analitica obtida através da Equacao (2.29);
(b) Solucao obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.

As Figuras 5.18 e 5.19 possibilitam constatar o completo acordo da solu¢do numérica

proposta neste trabalho com a solugdo analitica dada pela Equacao (2.29).
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Para que sejam percebidas as diferencas nos valores de ® em posicdes verticais distintas da

malha, os resultados do regime permanente foram destacados para os volumes de controle (&,1),
com & variando de 1 até 40, e com =20, N =30 ¢ 1 =40. Tais resultados sdo apresentados na

Figura 5.20.

£ dowolume de controle

Figura 5.20 — Regime permanente nos volumes (&,1), com

€ variando de 1 até 40, e com =20, n=30 e n=40.

5.4.5 Quadrado em regime estacionario com @ prescrito e constante

O teste atual refere-se a extrusdo de uma éarea quadrada com condi¢des de contorno de

primeira espécie, conforme indicado na Figura 5.21.
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A

H=1 ®=0 =0

Figura 5.21 — Area para geragdo de um s6lido de extrusdo com as condigdes

de contorno de primeira espécie em destaque.

As caracteristicas definidas para a presente situagao fisica sdo dadas a seguir.
¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1
e Tipo da condi¢do de contorno principal: & prescrito

¢ Condicoes de contorno: Norte - &, =1

Sul- &, =0
Leste - @, =0
Oeste- @, =0

¢ Propriedades do meio: re = 1,22)(10_5 e A=10

As simulagdes referentes a este teste, a serem detalhadas a seguir, podem ser descritas

através das Figuras 5.22 e 5.23.
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0,6 0.8
0,54 — 0,51
a / \\\ a
0,41 Fi N 0,41
03 / Y 0,31
! !
02| / Vol oz
f \
0,19 0,14
/ \
0,0 . . - 0,0 : . .
] 0 .20 30 40 "0 10,20 30 40
£ £
(a) (b)
0,6
0,53
0,44
e 0,33
0,24
) 1 Solugdo analitica - Eq. (2.30)
T software desenvolvido
1 T S —
] 10 20 30 40
£ do wolume de controle (m =30)
()

Figura 5.22 — Regime permanente nos volumes (§,m), com =30 e & variando de 1 até 40.

A malha quadrada foi submetida as condi¢des de contorno definidas na Figura 5.21 (a) Solucao
analitica obtida através da Equacdo (2.30); (b) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.

O resultado obtido para o regime permanente dos volumes (§,m), com 1 =40 e & variando

de 1 até 40, ¢ mostrado na Figura 5.23.
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Figura 5.23 — Regime permanente nos volumes (§,1m), com =40 e ¢ variando de 1 até 40. A

malha quadrada foi submetida as condi¢des de contorno definidas na Figura 5.21 (a) Solucao
analitica obtida através da Equacdo (2.30); (b) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.

A solugdo analitica para o regime estacionario deste problema ¢ dada através da Equagdo

. . o
(2.30) e, da mesma forma que no teste anterior, independe de I'~ e de A. Entretanto, como na
solugdo numérica estes parametros sdo requeridos, eles devem ser informados. O mesmo comentério

pode ser feito com relagdo ao intervalo de tempo estabelecido: At=10s. A tolerdncia para a
consideragio de que o regime estacionario tenha sido atingido foi de 1x10™. Foi assumido que a
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malha utilizada no item anterior fosse adequada ao presente teste. Dessa forma, o resultado para o
regime permanente referente aos volumes (§,1), com =30 e & variando de 1 até 40, é mostrado
na Figura 5.22. Conforme ¢ observado, as Figuras 5.22 e 5.23 possibilitam constatar o completo

acordo da solucdo numérica proposta neste trabalho com a solugdo analitica obtida através da

Equacao (2.30).

Para que sejam percebidas as diferencas nos valores de ® em posicdes verticais distintas da

malha, os resultados do regime permanente foram destacados para os volumes de controle (€,1),
com & variando de 1 até 40, e com =20, 1 =30 ¢ 1 =40. Tais resultados sdo apresentados na

Figura 5.24.

£ do volume de controle

Figura 5.24 — Regime permanente nos volumes (§,m), com

€ variando de 1 até 40, e com =20, n=30 e n=40.

5.4.6 Distribuicio espacial em malha nio-ortogonal — extrusio

Em todos os testes analisados até agora, as malhas geradas eram constituidas por linhas retas

e ortogonais. No presente teste foi analisado a geracdo de uma malha de linhas retas ndo-ortogonais.
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Com relacao a difusdo em um so6lido gerado por extrusdo, o teste permitiu analisar a possibilidade de
erros decorrentes dos termos cruzados que aparecem na solu¢do, em coordenadas generalizadas,
deste tipo de malha. Um outro quesito ainda ndo testado ¢ aquele referente a condicdo de contorno
com fluxo diferente de zero e isto foi, entdo, explorado. Para a geragdo da malha, um arquivo com as
coordenadas dos pontos do contorno ¢ criado conforme definido no item 4.1.3 deste trabalho e, neste

teste especifico, o arquivo com os dados ¢ mostrado na Figura 5.25.

I Nao_Ortogonal_Estudo.txt - Bloco de notas |Z||E|E|

Arquivo  Edikar  Formakar  Exibir  Ajuda

4
0
1
&
3

okl =

e =

Figura 5.25 — Arquivo com as coordenadas dos pontos do
contorno da area geratriz do solido. A primeira linha do

arquivo informa o nimero de linhas 1 e §.

Uma vez informadas as coordenadas dos pontos do contorno, o software gerador de malhas

determina as coordenadas de todas as interse¢des de linhas M e & desenhando, na tela, a malha

gerada, conforme ¢ mostrado na Figura 5.26.
Dentre as varias informagdes disponiveis, apos a geracdo da malha, o software disponibiliza

um arquivo com as coordenadas (x,y) de todas as interse¢des de linhas § e m, conforme pode ser

visto na Figura 5.27.
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A
7
Nk
/

L=30

Figura 5.26 — Malha original 3x3 obtida pelo software de geragdo de malhas.

[ grid_qsi_eta.txt - Bloco de notas

Arquivo  Editar Formatar Exibir  Ajuda

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Y

L QO0000E+O0
L100000E401
L 200000E+01
L300000E4+01
L O00000E4+00
LA00000E4+0L
L 200000E401
L 300000E+0L
L O00000E4+00
L100000E+01
L 200000E+0L
L300000E401
L O00000E+O0
L100000E4+01
L 200000E+01
L 3O0000E4+0L

B2 U0 T D ET e D KT O O K o [ (0 0 I

L QO0000E+O0
L100000E401
L 200000E+01
L 300000E4+01
L100000E401
L 200000E+0L
L300000E401
L4 00000E+0L
L 200000E4+01
L 300000E+01
LA00000E+0L
L S00000E401
L 300000E+0L
LA 00000E4+01
L S00000E+0L
L BO0000E+0L

el el el Gl el DD Gl el el el el D el el e e
MMMMMIMDMIMIMMIMIMDIMDMMIM

o e e et e e o e e b e

R N N o S P N T S RN O o S R ]

BN OO R O PN FR R ETR RN U W N T S B

oA

Figura 5.27 — Arquivo com os valores calculados para as coordenadas

(x,y) das interse¢des das linhas & e 1.
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r

40 numeérica

Como o objetivo deste teste ¢ apenas o de comparar o resultado obtido pela solug

proposta com os resultados obtidos por outros softwares, ndo foi considerado necessario fazer um

estudo de refino de intervalo de tempo e de malha para o transiente enfocado. Entretanto, para

analisar a resposta do software gerador de malhas no caso de linhas ndo-ortogonais, foi feito um

refino estabelecendo-se, ao acaso, uma malha 24x24 conforme pode ser visto na Figura 5.28.
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Figura 5.28 — Malha refinada 24x24 com linhas

nao-ortogonais. Os volumes de controle destacados

tudados detalhadamente.

serao es
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Uma observacdo da Figura 5.28 possibilita constatar a coeréncia entre a malha gerada pelo

software desenvolvido e o resultado esperado.

As caracteristicas definidas para a presente situacdo fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

¢ Tipo da condi¢do de contorno principal: fluxo de ® prescrito

¢ (Condigdes de contorno: Norte - qﬂl =100
Sul- ¢, =0
Leste - q>; =150

Oeste - q>§v =0

e Propriedades do meio: I'® =0,2 e A=1

Com o que foi estabelecido pode-se obter o resultado para a distribuigdo de &, por exemplo,
emt=0,2s, com At =0,0001s, referente aos volumes (§,1), com =17 e & variando de 1 até

24, o que ¢ mostrado na Figura 5.29. A distribui¢do de & emt =0,2 s, com At =0,0001 s, referente

aos volumes (§,m), com &=35 e n variando de 1 até 24, é mostrada na Figura 5.30.

As Figuras 5.29 e 5.30 possibilitam constatar o completo acordo entre a solu¢do numérica

proposta neste trabalho com aquelas obtidas com os softwares CFD Sinflow e Transcal.
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Figura 5.29 — Distribui¢do de ® para os volumes (§,m), com =17 e § variando de 1 até 24

(a) Solugdo obtida com o software CFD Sinflow; (b) Solucao obtida com o software Transcal;
(c) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(d) Superposicao das trés solugdes.
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Figura 5.30 — Distribui¢do de @ para os volumes (§,1), com =5 e m variando de 1 até 24

(a) Solugdo obtida com o software CFD Sinflow; (b) Solucao obtida com o software Transcal;
(c) Solugdo obtida com o software desenvolvido;

(d) Superposicao das trés solugdes.
Para completar o estudo do presente teste estd sendo apresentado, também, os resultados do

transiente do nd (22,7), escolhido ao acaso. Para fins de comparagdo ¢ apresentado, na Tabela 5.11,

alguns pontos deste transiente obtidos através do software Transcal.
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Tabela 5.11 — Transiente obtido pelo software Transcal para o n6 (22,7) da malha niao-ortogonal em

extrusao.
t(s) 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
D(t) 3,0038 9,9420 19,6325 30,3714 41,3468 52,2005

Os resultados obtidos podem ser visualizados através da Figura 5.31.

60 1

software desenvolvido

50'; o Transcal
4[]-
oH 3[]-
2[]-

10 4

[:I : T T T J LI LENELE B T T LI L LI L T LI L T T L I T T ' LI LI
0,0 0,08 0,16 0,24 0,32

t (=)

Figura 5.31 — Transiente de & relativo ao no6 (22,7) para a malha dada na Figura 5.28.

Através da Figura 5.31 pode-se perceber, mais uma vez, a coeréncia entre a solugdo
numérica proposta e a solugao obtida através do software Transcal, para o transiente do n6 (22,7) da

malha ndo-ortogonal.

5.4.7 Malha curvilinea Aladim — extrusao

Um dos objetivos deste teste é a determinagdo das coordenadas das interse¢des das linhas &
e M de uma malha curvilinea. O software desenvolvido para geragdo de malhas tem uma opgao para

ler as coordenadas de todos os pontos de uma malha, utilizando-as como valores iniciais no célculo

172



iterativo dos valores finais de tais coordenadas. Esta opcao foi utilizada para ler o arquivo de dados
da malha Aladim, disponivel no software Transcal. Para tal, foi necessario apenas a modificacdo do
cabecalho daquele arquivo de dados, para que pudesse ser lido pelo software desenvolvido. Como
em qualquer outro processo de geragdo de malhas com o software desenvolvido, inicialmente os
calculos foram efetuados sem fatores de atragdo. Isto significa que, inicialmente, nos calculos, foi
usada a equacdo de Laplace, nas formas dadas através das Equagoes (3.4) e (3.5). O resultado inicial
para a malha determinada através do software desenvolvido, praticamente idéntico aos dados

disponibilizados pelo software Transcal, ¢ mostrado na Figura 5.32.

Figura 5.32 — (a) Malha original Aladim 20x20 obtida pelo software desenvolvido;

(b) Malha Aladim disponibilizada pelo software Transcal.

O fato do resultado obtido pelo software desenvolvido para a malha Aladim ser praticamente
idéntico aquele apresentado pelo Transcal, conforme pode ser observado na Figura 5.32, ¢ um
indicador positivo no presente processo de validagdao da ferramenta desenvolvida. Por outro lado,
uma inspegdo visual da Figura 5.32 indica a necessidade de atragdo das linhas & pelos contornos
leste e oeste. Este tipo de problema pode ser resolvido através da equagdo de Poisson, disponivel no

software desenvolvido, nas formas dadas pelas Equacdes (3.6) e (3.7). Apos algumas tentativas de
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atracdo, seguidas da observacao visual da malha obtida, optou-se por a=20,0 e ¢=0,2 para as duas
linhas & de contorno. Tais pardmetros fazem parte do termo fonte que é utilizado para atragdo de
linhas & por outras linhas &, previamente estipuladas, conforme pode ser observado na Equagio

(3.8). Na Figura 5.33 ¢ mostrada a caixa de didlogo do software desenvolvido em que ¢ feita a

captagdo de dados para fins de atracdo de linhas.

Attraction of lines: Parameters

Pardmetros para a malha com: 21 linhas harizontaiz eta e 21 linhas verticaiz gsi

Atracdo de linhas verticaiz pela inha... Obs: fator de atracdo = a_gsi ® expl-c_qgzi * delka]

qzil = |17 a gl = Im c_geil = Im

qQzid = |17 a_gsi2 = |20.0000 c_gsid= IW
Atracdo de linhas horizontaiz pela linha... Obs: fator de atracdo = a_eta * expl-c_eta ® delta)

etal = Ii a_etal = Ii c_etal = Ii

gtaZ = Ii a etaZ = Ii c_etaZ = Ii
Atragdo de linhag verticais pelo ponta...  Obz: fator de atragdo = b_gs * exp(-d_gsi * root]

gill=|  etall= | bgsil=|  dagsil=|

gsizd=|  eta20= | bogsiz=|  dagsiz=|

qeidl = Ii eta3l = Ii b_geid = Ii d_qgeid = Ii

gsidl=|  etadl= | bogsid=|  dagsid=|
Atragdo de linhas horizontaiz pelo ponto.. Obs: fator de atragio = b eta * expl-d_eta * root]
qzil00 = |7 etalll = Ii b etal = Ii d_etal = Ii
gei200=|  eta200=|  boeta2=| = deta2=]
gid00=|  eta300=|  boetai=|  detai=|
geidi0 = Ii etadl = Ii b_etad = Ii d_etad = Ii

Cancelar <= Volar

Figura 5.33 — Caixa de dialogo com as op¢des de atragdo de linhas por

outras linhas ou por pontos. No presente caso: E=1 ¢ §=21.

Ao pressionar o botdo “OK” da caixa de didlogo mostrada na Figura 5.33 e realizar algumas

iteragdes, obtém-se a configuracdo de malha mostrada na Figura 5.34.
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Figura 5.34 — Malha Aladim 20x20 com atragdo de linhas & pelos contornos leste e oeste.

Fatores de atragdo: a = 20,0 e ¢ = 0,2 tanto para § =1 quanto para § = 21.
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Além de analisar o comportamento do software na geracdo de malhas curvilineas, o objetivo
deste teste ¢ o de comparar o resultado obtido através da solugdo numérica proposta para um
processo de difusdo com os resultados obtidos por outros softwares. Assim, ndo foi considerado
necessario fazer um estudo de refino de intervalo de tempo e de malha para o transiente a ser
enfocado. Entretanto, para analisar a resposta do software gerador de malhas, no caso de linhas
curvilineas, foi feito um refino estabelecendo-se, ao acaso, uma malha 40x20 conforme pode ser

visto na Figura 5.35 que mostra, também, os nos dos volumes de controle.

A
Sremaew
Zrn

Figura 5.35 — Malha Aladim refinada 40x20 com atragdo para
os contornos leste e oeste. Fatores de atra¢ao: a=20,0 e c=0,2

tanto para £ =1 quanto para & = 41. Os volumes de controle

destacados serdo estudados detalhadamente.

Uma observacdo da Figura 5.35 possibilita constatar a coeréncia entre a malha gerada pelo

software desenvolvido e o resultado esperado.

As caracteristicas definidas para a presente situacdo fisica sdo dadas a seguir.

e Valor inicial da varidvel no dominio: &, =1
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e Tipo da condi¢do de contorno principal: fluxo de ® e convectiva

¢ (Condigdes de contorno:

¢ Propriedades do meio: re = l,22xlO_5 e A=10

Sul- hy =0

Oeste - h, =0

Norte - h,, =25000 ¢ ®_,, =0

Leste - h, =25000 ¢ .. =0

Com o que foi estabelecido pode-se obter, para um s6lido gerado pela extrusdo da malha

obtida, o resultado para a distribuicdo de @, por exemplo, em t = 2000 s, com At =1s, referente

aos volumes (&,1) obtidos ao caso e indicados na Tabela 5.12.

Tabela 5.12 — Variavel @ para alguns volumes de controle da malha refinada Aladim em

t=2000s,com At =1s.

O
&.,m) (6,20) (4,8) (5,6) (27,4 (39,190 (13,14) (1,1)

Transcal 0,09662 | 0.99675 | 0,99814 | 0,99905 | 0,26650 | 0,85774 | 0,99986

Software 0,09649 | 0,99673 | 0,99813 | 0,99891 | 0.26736 | 0,85766 | 0,99988

desenvolvido

CFD 0,09714 | 0,99692 | 0,99826 |0,99927 | 0,26672 | 0,85960 | 0,99990

Sinflow

Uma inspecdo da Tabela 5.12 possibilita observar a completa coeréncia entre os resultados

apresentados pelo software desenvolvido e os resultados obtidos pelo Transcal e pelo CFD Sinflow.

Por outro, lado para os volumes (§,m), com =10 e & variando de 1 até 40, em t = 2000 s, com

At =1s, tem-se os resultados mostrados na Figura 5.36.
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£ do volume de controle (m = 10)
(d)

Figura 5.36 — Distribui¢do de ® para os volumes (§,1), com =10 e & variando de 1 até 40

(a) Solugdo obtida com o software CFD Sinflow; (b) Solucao obtida com o software Transcal;

(c) Solugdo obtida com o software desenvolvido; (d) Superposi¢ao das solugdes.

A distribui¢do de @ emt = 2000 s, com At =1s, referente aos volumes (§,1), com & =34

e m variando de 1 até 20, ¢ mostrada na Figura 5.37.
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(d)
Figura 5.37 — Distribui¢do de ® para os volumes (§,1), com & =34 e m variando de 1 até 20
(a) Solugdo obtida com o software CFD Sinflow; (b) Solucao obtida com o software Transcal;

(c) Solugdo obtida com o software desenvolvido; (d) Superposicao das solugdes.

As Figuras 5.36 e 5.37 possibilitam constatar o completo acordo entre a solu¢do numérica
proposta neste trabalho com aquelas obtidas com os softwares CFD Sinflow e Transcal. Uma
observagdo da Figura 5.37, por exemplo, possibilita constatar que a maior discrepancia ocorre para

n=1, sendo igual a 3,85x107 (0,53%) com relacdao ao Transcal e 1,39x107 (1,90%) com relacdo ao
CFD.
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Para completar o estudo do presente teste estd sendo apresentado, também, os resultados do
transiente do volume de controle (22,7), escolhido ao acaso. Para fins de comparagdo, ¢ apresentado,

na Tabela 5.13, alguns pontos deste transiente obtidos através do software Transcal.

Tabela 5.13 — Transiente obtido pelo software Transcal para o n6 (22,7) da malha refinada Aladim.

t(s) 2000 4000 6000 8000 10000 | 12000 | 14000 | 16000

d(t) |0,99974 | 0,99103 | 0,96444 | 0,92314 | 0,87272 | 0,81781 | 0,76165 | 0,70633

Os resultados obtidos podem ser visualizados através da Figura 5.38.

1,04 -
(196-; software desenvolvido
] o Transcal
0,984
. ]
o
0,30
0,72 -
T —
0 4000 8000 12000 16000 20000

t(s)

Figura 5.38 — Transiente relativo ao nd (22,7) para a malha refinada Aladim.
Através da Figura 5.38 pode-se perceber, mais uma vez, a coeréncia entre a solugdo

numérica proposta e a solucio obtida através do software Transcal, para o transiente relativo ao no

(22,7) da malha Aladim.
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5.4.8 Parede infinita em revolucao: difusao transiente em um volume de controle

No item 5.4.1 foi estudada a difusdo transiente em um volume de controle de um retangulo
em extrusdo, gerando uma parede infinita simulada. Ja no item 5.4.2 foi estudado o transiente do
valor médio de ® num cilindro infinito, obtido pela revolu¢do de um retangulo, quando a condigao

de contorno, convectiva, era equivalente a condi¢do de contorno com ® prescrito.

No presente teste foi estudado um retangulo em revolucdo, simulando um cilindro infinito,
para uma condi¢do de contorno tipicamente convectiva. Para tal, o retangulo utilizado no teste do
item 5.4.1 foi retomado, e foi assumido que os estudos para o refino de intervalo de tempo e de
malha daquele teste pudessem ser usados aqui. Neste caso, por tratar-se de revolugdo, além da
constante de convecgdo h ser zero nos contornos norte e sul do retangulo, deve ser zero também a
oeste, eixo de giro, conforme ja foi discutido no item 5.4.2. As caracteristicas definidas para a
presente situagdo fisica sdo dadas a seguir e, para o volume de controle representado pelo no 40,

escolhido ao acaso, os resultados da simulagao de 0 até 0,05 s sdo apresentados na Figura 5.39.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

¢ Tipo da condi¢@o de contorno principal: convectiva

¢ Condi¢des de contorno: Norte - h, =0
Sul- hy =0
Oeste - h, =0

Leste- h, =20 e &, =0

¢ Propriedades do meio: re = 02 e A=10

Para a situagdo fisica em consideracdo, a solucdo analitica para o transiente de um
determinado ponto do cilindro ¢ dada pela Equagdo (2.20) e tal solugdo, para o n6 40 da malha,
também ¢ mostrada na Figura 5.39. A observacdo dessa figura indica o completo acordo entre a

solu¢do numérica proposta e a solu¢do analitica obtida pela Equagao (2.20).
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Figura 5.39 — Revolug@o de uma parede infinita sujeita a uma condi¢cdo de contorno convectiva:
difusdo transiente no n6 40 (a) Solugdo analitica obtida através da Equacao (2.20); (b) Solucao

obtida com o software desenvolvido; (c) Superposi¢ao das duas solucdes.

Para que seja percebida a diferenga entre revolucdo e extrusdo de uma area na geracao de um
solido no qual ocorre difusdo, com condi¢do de contorno convectiva, o problema em andlise foi
resolvido para esta segunda possibilidade, extrusdo, através da solugdo numérica proposta. Os

resultados evidenciando tal diferenca sdo mostrados na Figura 5.40.
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Figura 5.40 — Diferenca entre a difusdo transiente em s6lidos obtidos por uma area geratriz

retangular em extrusao e em revolugdo: nd 40 da malha utilizada.

5.4.9 Coeréncia revolucdo-extrusio em regime transiente

Neste teste foi investigada a coeréncia fisica esperada para a difusdo em so6lidos obtidos por
uma 4area geratriz a uma determinada distancia do eixo de giro, em revolu¢do em torno deste eixo.
Naturalmente, poder-se-ia utilizar, neste teste, uma area plana qualquer mas, por simplicidade, foi

usado um retangulo conforme indicado na Figura 5.41.

Al La

L
Figura 5.41 — Area plana geratriz de um solido utilizada para testar a coeréncia

revolucdo-extrusdao em fendmenos de difusdo em regime transiente.
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As dimensoes escolhidas para o retdngulo foram L,=1 m e L,=100 m. Para os fins a que se
propde este teste, os fluxos nos contornos norte, sul e oeste devem ser feitos iguais a zero, conforme
ja foi justificado nos itens 5.4.2 e 5.4.8. Assim, para xo = 0, a completa revolugdo da area em torno
de y gera um cilindro. Ja para x, — oo, uma pequena revolugdo do retangulo deve gerar uma
parede que, submetida a condi¢gdes de contorno apropriadas, se comporta como uma parede infinita.

Neste ultimo caso, a revolug¢do da area deve resultar em um processo idéntico a extrusao.
As caracteristicas definidas para a presente situagao fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

e Tipo da condicdo de contorno principal: convectiva (tendendo para & prescrito)

¢ Condi¢des de contorno: Norte - h, =0
Sul- hy =0
Oeste - h, =0

Leste - h, =1x10"% ¢ P..=0

¢ Propriedades do meio: re = l,22xlO_5 e A=10

Deve ser observado que a solu¢do numérica proposta ja teve a sua validacdo confirmada para
o valor médio de P tanto para a extrusdo de um retangulo quanto para um cilindro obtido por
revolucdo. Assim, a solugdo numérica proposta foi empregada, no presente teste, com a

pressuposicao obvia de sua validade.

Com o objetivo de se realizar um refino no intervalo de tempo At, a malha inicial 10x4 (com

xo = 0) foi utilizada na solugdo numérica proposta neste trabalho. Para os parametros estabelecidos,

uma vez determinados os valores de @ para todos os volumes de controle, o valor médio o, cujo
calculo ¢ feito através da Equacdo (2.26), com & =M, foi determinado em t = 160 s. O resultado

deste refino ¢ apresentado na Tabela 5.14.
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Tabela 5.14 — Refino de tempo para a malha retangular 10x4 em t = 160,0 s, com xo = 0.

At(s) | 80,0 40,0 20,0 10,0 5,0 1,0 0,5

®(t) |0,939212 | 0,937348 | 0,936328 | 0,935792 | 0,935517 | 0,935294 | 0,935266

Com uma tolerancia de 1x10™ pode-se utilizar, neste estudo, At=1,0s. J4 a escolha da malha

¢ feita com base nos resultados apresentados na Tabela 5.15.

Tabela 5.15 —Refino de malha para At=10s emt = 160,0 s, com xo = 0.

Malha 10x4 20x4 40x4 80x4 160x4

D(t) 0,935294 | 0,911284 | 0,904256 | 0,902806 | 0,902456

Com uma tolerancia de 1x10™ pode-se utilizar, neste estudo, uma malha 80x4. Dessa forma,
o comportamento do transiente do valor médio de &, para xy = 0, tanto na revolucdo do retangulo

quanto na sua extrusdo, pode ser observado na Figura 5.42.

10

0,8 -
0,61
"
0,43
1 Eewolucio
0,21
iy E— T P P TR
0 10000 20000 30000 40000
t ()

Figura 5.42 — Diferenga extrusdo-revolucdo para o transiente

do valor médio de ® quando x, = 0.

185



Os resultados mostrados através da Figura 5.42 sdo analogos aos que ja haviam sido obtidos
no item 5.4.2, conforme pode ser observado através da Figura 5.10. Isto significa que o estudo para
refino de tempo e de malha feito naquele item poderia ter sido aproveitado neste. De fato, o que se
quer investigar aqui ¢ o comportamento temporal da difusdo de &, para a revolugdo de uma area,
quando a distancia x de um ponto desta area ao eixo de revolu¢do aumenta. Para tal, o valor de x foi
estipulado em 2, e uma nova malha 80x4 foi criada para esta situacdo. Foi assumido que o estudo
para o refino de malha e de intervalo de tempo feitos anteriormente sejam validos para a nova

situacdo investigada. Os resultados obtidos podem ser observados através da Figura 5.43.

1,0

0,24

0.64

0,4 5

Fevolucio Extrusio

0.2 1

3 it eyl
0 10000 20000 20000 40000
t(s)

Figura 5.43 — Diferenga extrusdo-revolug¢do para o transiente do valor médio de &

quando x¢ = 2: nota-se uma diferenca menor com relagdo a situagdo em que xo = 0.

Por inspecao da Figura 5.43 nota-se que a curva para o transiente do sélido de extrusdo ¢ a
mesma da Figura 5.42 indicando, como esperado, que tal curva ndo depende de Xo. J&4 no caso do
solido de revolugdo, com o aumento de x( observa-se uma aproximacao entre as curvas de revolucao

e de extrusao.
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Para investigar a situagdo teodrica limite x, — oo, o valor de x¢ foi feito igual a 1000 e uma

nova malha 80x4 foi criada para esta situacdo. Mais uma vez foi assumido que o estudo para o
refino de malha e de intervalo de tempo feitos anteriormente sejam validos para a nova situagao

investigada. Os resultados obtidos podem ser observados através da Figura 5.44.

1,0
0,84

0,63

e

0.4 E Eevolucio Extrusiio

0,23

A —
0 10000 20000 30000 40000

t (=)

Figura 5.44 — Diferenga extrusdo-revolucdo para a difusdo transiente do valor médio de

@ quando xp = 1000: ndo se observa diferenga entre revolugdo e extrusao.

A andlise das Figuras 5.42, 5.43 e 5.44 indica, como ¢ esperado, que a difusdo transiente em
um so6lido obtido por extrusdo independe de xo: as trés curvas representando o transiente em um
solido de extrusdo sdo idénticas. Por outro lado, a medida que xo aumenta, as curvas representando a
difusdo transiente de um solido de revolugdo vdo se aproximando da curva de extrusdo, até

tornarem-se coincidentes, para um valor de X, suficientemente grande (x, — oo). Estes resultados

obtidos sdo coerentes com os resultados esperados para as situagdes fisicas analisadas, e isto
constitui um indicador muito positivo no processo de validacdo das ferramentas desenvolvidas neste

trabalho.
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5.4.10 Retangulo em revolucio: distribuiciio espacial em um cilindro infinito

O presente teste tem o objetivo de determinar a distribuicdo espacial de  em um
determinado instante de um processo difusivo. O so6lido de interesse ¢ um cilindro infinito simulado

pela revolucdo de um retangulo em torno de um de seus lados, conforme pode ser visto na Figura
5.45.

H=20

L=0,1
Figura 5.45 — Esquema (fora de escala) do retangulo

usado na gera¢do de um cilindro infinito.

Foi assumido que o estudo de refino de intervalo de tempo e de malha efetuado no item 5.4.1

seja valido para a situacdo fisica descrita a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

e Tipo da condicdo de contorno principal: convectiva

¢ Condigdes de contorno: Norte - h, =0
Sul- hy =0
Oeste - h, =0

Leste- h, =20 e &, =0

e Propriedades do meio: I'® =0,2 e A=1
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Nos célculos efetuados através da solugdo numérica proposta foi utilizada uma malha com
80x4 elementos e um intervalo de tempo At=0,00001s. A distribui¢do espacial de &P foi
determinada em t = 0,01 s, e a solugdo numérica proposta foi comparada com a solugdo analitica

dada pela Equacao (2.20). Os resultados obtidos podem ser observados na Figura 5.46.

0.3 0.3
06— 0.5
~
" 0,41 e N " 0,41
.
0,24 \ 0,21
"\
0,0 —— 0,0 —
00 002 0,04 008 002 01 00 002 0,04 008 002 01
T [m) ¥ ()
(a) (b)
0,5 =
1 e ———— Zolucido analitica - Eq. (2.20)
0,61 software desenvolwido
4 ]
i 0,4
0,2-:
I EESS—S———————
0.0 0,0z 0,04 0,06 0,08 0.1
r (1)
(©

Figura 5.46 — Distribuicdo espacial em um processo difusivo em t = 0,01 s: (a) Solu¢do analitica
obtida através da Equacao (2.20); (b) Solu¢do numérica através da revolucao do retangulo em torno

de um de seus lados; (¢) Superposicao das duas solucdes.
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Para que seja percebida a diferenga entre a distribui¢do espacial de ® num sélido de
extrusdo e num de revolugdo, ambos gerados pela area dada na Figura 5.45, a distribui¢do espacial
para o solido de extrusdo foi acrescentada na parte (c) da figura anterior, o que ¢ mostrado na Figura

5.47.

1,0,
0,2
0,6
. ]
o = =
: Eevolugdo Extrusio
0,44
0.2
C',U:1r'1"-"1 '''''''' T T TrTrrrrrrrr Trrrrrrrrr
0,0 0,02 0,04 0,06 0,08 0.1

Figura 5.47 — Diferenga na distribuicao espacial de &
em um so6lido de revolucao e de extrusao, ambos com

a mesma area geratriz indicada na Figura 5.45.

5.4.11 Circulo gerando cilindro por extrusdo: transiente do valor médio

Em alguns dos testes anteriores um cilindro infinito foi gerado pela revolugdo de um
retangulo. Nestes testes, os resultados obtidos para a difusdo através do método numérico proposto
foram coerentes com as respectivas solugdes analiticas. No presente teste deseja-se analisar a
performance do software gerador de malha e também a coeréncia esperada para a difusdo em um
cilindro infinito obtido por extrusdo de um circulo. Inicialmente foi gerada uma malha 12x12 num

circulo de raio r = 0,1 conforme pode ser observado na Figura 5.48.
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————
—
—
N —

Figura 5.48 — Malha original 12x12 gerada

pelo software desenvolvido.

Conforme ja havia sido mencionado, a malha ¢ gerada, inicialmente, sem fatores de atragao.
Tais fatores podem ser informados ao software a partir da inspecdo visual da figura produzida

Inicialmente.

Uma inspe¢do da Figura 5.48 indica a necessidade de atracdo das linhas internas pelas

externas. Apos algumas tentativas optou-se por a = 2500 ¢ b = 0,5 tanto para =1 e £ =13 quanto

para n=1 e n=13. O resultado obtido ¢ mostrado na Figura 5.49.

O software gerador de malhas tem ainda uma opg¢ao para destacar os nds dos volumes de

controle, conforme pode ser visto na Figura 5.50.
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Figura 5.49 — Malha 12x12 com fatores de atragdo para

as linhas de contorno & e m (a=2500¢ ¢ =0,5).

Figura 5.50 — Malha 12x12 destacando todos os nos em geral

e, em particular, os nos ao longo de um raio r.

As caracteristicas definidas para a presente situacdo fisica sdo dadas a seguir.
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Valor inicial da variavel no dominio:

¢ Condigdes de contorno: Norte - h, = 1x10™% e & =0

Sul- hy =1x10"° ¢ ®_ =0

Oeste - h, =1x10" ¢ P, =0

Leste - h, =1x10"° ¢ P..=0

e Propriedades do meio: I'® =0,2 e A=1

Tipo da condi¢do de contorno principal: convectiva (tendendo para & prescrito)

Inicialmente foi feito um estudo para o refino do intervalo de tempo e, para tal, foi utilizada a

malha 12x12 anteriormente definida, num instante t = 0,0005 s. Os resultados deste estudo podem

ser observados na Tabela 5.16.

Tabela 5.16 — Refino de intervalo de tempo para a malha circular 12x12 em t = 0,0005 s.

At(s)

0,0001

0,00005

0,000025

0,00001

0,000005

0,0000025

0,000001

D(t)

0,829241

0,826388

0,824905

0,823997

0,823691

0,823538

0,823445

Com uma tolerancia de 1x10™ pode-se utilizar, neste estudo, At=0,0000025s. Entdo, com

este intervalo de tempo definido, foi feito um estudo de refino de malha cujo resultado ¢ apresentado
na Tabela 5.17.

Tabela 5.17 — Refino de malha com At=0,0000025s emt = 0,0005 s.

Malha

12x12

24x24

48x48

96x96

192x192

D(t)

0,823538

0,794078

0,786311

0,784773

0,784426
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Com uma tolerncia de 1x107 pode-se utilizar, neste estudo, uma malha 96x96. Os

resultados para a difusdo transiente no cilindro obtido pela extrusdo do circulo sdo mostrados na

Figura 5.51 que mostra, também, os resultados obtidos para o mesmo cilindro, mas gerado pela

revolugdo de um retangulo cuja malha tem 80x4 elementos.

10 10
08 0.8
0,51 0,53
| \ |
04{ \ 0,4
\
0,21 ™ 0,24
S,
0,0 e . 0,0 e
00 00l 002 003 004 005 00 000 0,02 0,03 0,04 005
t(s) t(s)
(a) (b)
1,0 -
0,84
1\ e —— Estrusio do circuls
0.6 ] Eevolugdo do retdngulo

0,23
0.0 001 0,02 0,03 0,04 0,05
t (s
(©)

Figura 5.51 — (a) Difusdo transiente em um cilindro obtido pela extrusdo de um circulo;

(b) Difusdo transiente em um cilindro obtido pela revolucdo de um retangulo;

(c) Superposicdo das solugdes extrusdo-revolucao.
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Embora as duas solucdes sejam idénticas, como ¢ obviamente esperado, o esforgo
computacional exigido na solucdo por revolucdo do retangulo ¢ significativamente menor que o
esfor¢co na solug¢do por extrusdo do circulo, apesar do primeiro resultar numa malha para o sélido
muito mais refinada que o segundo, o que ¢ um ponto positivo em favor do método numérico

proposto neste trabalho.

5.4.12 Circulo em revolucao: difusao transiente em um volume de controle

O objetivo deste teste foi estudar o fenomeno da difusdo em uma esfera obtida pela
revolugdo de uma area. A area foi definida por um quarto de circulo, e a revolu¢do se deu em torno
de um dos raios que delimita a area circular. A condicdo de contorno imposta foi tipicamente
convectiva e, para este tipo de problema, a solu¢do analitica em um ponto do solido ¢ dada através

da Equagdo (2.17).

O raio da 4rea circular foi estipulado em r = 0,15 m e a malha inicial foi obtida através dos
dados do contorno contidos no arquivo mostrado na Figura 5.52. Nesta figura pode-se observar a
estrutura de um conjunto de dados de contorno. A primeira linha contém as informagdes sobre o
numero de linhas n (N, ) e sobre o nimero de linhas £ (Ng). Na seqiiéncia, sdo informadas as
coordenadas (x,y) dos pontos na linha =1, em ordem, desde & igual a 1 até N¢. Depois, séo
informadas as coordenadas (x,y) dos pontos com & =1 seguido das coordenadas dos pontos com

€=Ng, de n=2 até =N, —1. Por ultimo, sdo informadas as coordenadas (x,y) dos pontos na

linha m = N, , em ordem, desde € iguala l até Ne.

Uma vez informadas as coordenadas dos pontos do contorno, o software gerador de malhas

determina as coordenadas de todas as interse¢des de linhas m e & desenhando, na tela, a malha

gerada, conforme ¢ mostrado na Figura 5.53.
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I® Quarto de Circulo.txt - Bloco de notas |'._||'E|r'$__<|
Arquivo  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda
7 7

L 000000
025000
050000
075000
L100000
L125000
150000

L 000000
L 000000
L 000000
L 000000
L 000000
000000
L 000000

L 000000
148717
000000
144889
000000
.138582
L 000000
129904
000000
L119003

025000
018570
L 050000
038823
LOF5000
057403
L100000
LOF5000
125000
L001314

L 000000
L015570
038823
057403
075000
0913514
108066

150000
JAABFLF
144889
138582
128004
118003
1068066

I D D D DT KT O I o I I L I I D e 1
O I KT e L K ET 0T KT T I D I B L T 0T KT L I 1

Figura 5.52 — Arquivo com as coordenadas dos pontos do contorno da area geratriz do sélido. A

primeira linha do arquivo informa o niimero de linhas n e § .

Figura 5.53 — Malha original 6x6 para um quarto de circulo destacando

os nds dos volumes de controle.
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As caracteristicas definidas para a presente situacao fisica sdo dadas a seguir.

¢ Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

¢ Tipo da condi¢@o de contorno principal: convectiva

¢ Condigoes de contorno: Norte- h, =20e &, =0
Sul- hy =0
Oeste- h, =0

Leste- h, =20 e &, =0

¢ Propriedades do meio: re = 02 e A=10

Inicialmente foi feito um estudo para o refino do intervalo de tempo e, para tal, foi utilizada a
malha 6x6 anteriormente definida, num instante t = 0,0005 s. Os resultados deste estudo podem ser

observados na Tabela 5.18.

Tabela 5.18 — Refino de intervalo de tempo para a malha retangular 6x6 em t = 0,0005 s.

At(s) 0,0005 0,00025 | 0,0001 0,00005 | 0,000025 | 0,00001 | 0,000005

D(t) 0,919571 | 0,916188 | 0,913841 | 0,912992 | 0,912554 | 0,912287 | 0,912197

Observando os resultados da Tabela 5.18 nota-se que, para uma tolerancia estipulada de
1x10™ pode-se utilizar, neste estudo, At=0,00001s. Assim, utilizando este intervalo de tempo, foi

feito um estudo para o refino de malha cujos resultados foram dados na Tabela 5.19.

Tabela 5.19 — Refino de malha com At=0,00001s emt = 0,0005 s.

Malha 6x6 12x12 24x24 48x48 96x96

D(t) 0,912287 |0,898824 | 0,893162 | 0,891707 | 0,891424
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Com uma tolerancia de 1x10™~ pode-se utilizar, neste estudo, uma malha 48x48. A proposito,

a malha refinada e também os n6s dos volumes de controle sdo mostrados na Figura 5.54.
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Figura 5.54 — Malha refinada 48x48 para um quarto de circulo

destacando o n¢ (1,1).

Para as condi¢des definidas neste teste, a difusdo transiente do no (1,1) foi estudada e os

sao

tica,

i

ta quanto pela solucdo anal

r

a0 numérica propos

resultados, tanto obtidos pela solug

apresentados através da Figura 5.55.
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1,07— 1,0
Y
0,2 \ 0,71
0,6 0,6
*'E\" \'. *'E\"
0,43 \ 0,43
0,21 \\‘\\ 0,21
H""'-.
0,0 . 0,0 E——
0.0 00l 002 003 004 005 00 001 0,02 0,03 0,04 0,05
t(s) tis)
(a) (b)
1,04
0 8- ————— Solucdo analitica - Eq. (2.17)
T Software desenvolvido
0,61
% ]
h
0,41
0,21
0.0 L o
0.0 0,01 0.0z 0,03 0,04 0,05
t(s)
(©)

Figura 5.55 — Difusdo em uma esfera sujeita a uma condi¢cdo de contorno convectiva obtida pela
revolugdo de um quarto de circulo: difusdo transiente do n6 (1,1) (a) Solucdo analitica obtida através
da Equagdo (2.17); (b) Solucdo obtida através do software desenvolvido;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.
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A inspecao da Figura 5.55 possibilita observar que as solugdes sdo coerentes, o que ¢ mais

um indicador favoravel no processo de validacdo do software desenvolvido.

A diferenca para o fendmeno da difusdo transiente no volume de controle (1,1), quando a

area geratriz produz um sélido por extrusdo e por revolugdo, ¢ evidenciada através da Figura 5.56.

10.
0.8 3

0,61

0.4 - Eevolugdo Extrusio

0,21

e e i
0,0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

t (s}

Figura 5.56 — Diferenca no fendémeno da difusdo transiente no volume de controle (1,1) para sélidos

obtidos por extrusdo e por revolucdo de um quarto de circulo.

A distribuicdo espacial de ® no instante t = 0,01 s, tanto aquela obtida pela solu¢do proposta

quanto a obtida pela analitica, ¢ mostrada através da Figura 5.57.

Uma inspecdo da Figura 5.57 possibilita constatar o completo acordo entre a solucdo

analitica obtida através da Equagdo (2.17) e a solucdo numérica proposta neste trabalho.
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1,0 1,0
Lk 0,2
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00 004 008 0l2 0l 00 004 008 01z 0,18
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(a) (b)
1,04
e e e Solugdo analitica - Eq. (2.17)
0 8-: Software desenvolvido
0,63
. ]
o
0,4
0,21
I S S S—
0,0 0,04 0,08 0,12 0,16
r{m)
(c)

Figura 5.57 — Distribuicdo espacial de & na esfera emt =0,01s (a) Solugdo analitica dada através
da Equacdo (2.17); (b) Solucdo numérica proposta;

(c) Superposi¢do das duas solucdes.
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Para a obtengdo destes ultimos resultados através da solucdo numérica proposta ¢ suficiente
perceber que, para a forma como foi definida a malha, os volumes de controle de interesse sdo

aqueles para os quais & =m, conforme pode ser observado na malha mostrada na Figura 5.58.

N

BTN

Figura 5.58 — Destaque para os nos que estdo contidos no raio r: nds para os quais §=1).

5.4.13 Quarto de circulo em revolucao: transiente do valor médio de &

Neste teste foi analisado o comportamento do valor médio de & ao longo do tempo, na
difusdo em uma esfera obtida pela revolu¢do de um quarto de circulo em torno de um dos raios que
delimita a drea circular. A esfera e os refinos de malha e de tempo foram definidos no item 5.4.12
sendo que, aqui, tal esfera foi submetida a uma condi¢do de contorno de primeira espécie. As

caracteristicas definidas para a presente situacdo fisica sdo dadas a seguir.

e Valor inicial da variavel no dominio: &; =1

e Tipo da condi¢do de contorno principal: & prescrito

e Condigoes de contorno: Norte - &, =0

Sul- ¢, =0

202



Oeste - q>§v =0

Leste- &, =0

¢ Propriedades do meio: re = 02 ¢ A=10

A diferenca para o valor médio de @, no fenomeno da difusdo transiente, quando a area

geratriz produz um sélido por extrusdo e por revolugdo, ¢ evidenciada através da Figura 5.59.

1,04

0,54
0.6
e
0,44
0,2 ' Fevolugio Extrusio
D,D:ll-l!llllllllll-ll-llllllllllll-llllllllll-ﬁ%
0,0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

t(s)
Figura 5.59 — Diferenga no valor médio de & para o fendmeno da difusdo transiente em um s6lido

obtido por extrusdo e por revolucdo de um quarto de circulo.

Para o teste proposto, a solu¢dao analitica para o valor médio de ® ¢ dada pela Equacao
(2.24). Como foi assumido que o estudo de refino efetuado no item 5.4.12 seja valido aqui, os
resultados para o valor médio de @, tanto aqueles obtidos através da solugcdo numérica proposta

quanto via solucdo analitica, sdo dados na Figura 5.60.
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1,0 1,0
0,24 0,84
0,6 \ 0,6 4

*'B' *'B'
0,4 4 \ 0,4 4

N
0,24 ~ 0,21
S
0,0 g

0,0 001 002 0,03 004 005 00 00l 002 0,03 0,04 005
t(s) t(s)

(a) (b)
1,04
0.8 . .
#®h e————— Solugdo analitica - Eq. (2.24)
. software desenvolvido
0,63
R
0.4
0,2
(] D—
0o

(c)

Figura 5.60 — Difusdo transiente em uma esfera: valor médio de ® (a) Solucdo analitica obtida

através da Equagdo (2.24) (b) Solucdo numérica proposta

(c) Superposi¢do das duas solucdes.

A Figura 5.60 indica o completo acordo entre a solugdo analitica obtida através da Equagao

(2.24) e a solugdo numérica proposta neste trabalho.

A evolucdo da distribuicao espacial de @ ao longo do tempo pode ser observada através da

opcao de criagdo de graficos de contorno presente neste trabalho, conforme mostra a Figura 5.61.
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Figura 5.61 — Gréficos de contorno para a area geratriz da esfera comr =0,15 m em:

(a) t=0,0010s; (b) t=0,0021 s; (c) t = 10,0032 s; (d) t = 10,0043 s; (e) t = 0,0054 s; (f) t =0,0065 s.
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Além da possibilidade da criagdo de graficos de contorno no dominio fisico, utilizando o
software desenvolvido pode-se, também, observar a configura¢do final da variavel de interesse no
dominio transformado, conforme ¢ mostrado através da Figura 5.62. Nesta figura tem-se a
distribuicao de o (no grafico, simbolizado por “Phi”) para cada volume de controle, representado
pelo seu no, definido pelas coordenadas & (na figura, chamado simplesmente por “Qsi”) € 1 (na
figura, chamado de “Eta”). Entre paréntesis, as letras “O” e “L” referem-se a oeste e leste,

respectivamente, enquanto que “N” e “S” simbolizam norte e sul.

Grafico 30 no Dominio Transformado (tempo final)

0.937E+00

49 (N)

Phi

0.271ED2
@ Nds Qsi
K,

Figura 5.62 — Grafico 3D no dominio transformado para t = 0,0065 s.

O software desenvolvido ainda possibilita ao usuario a op¢ao de inversdo das posi¢des norte-
sul para uma melhor visualiza¢do do grafico 3D. Para a simulagdo em analise, esta inversao produz

o grafico apresentado na Figura 5.63.
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Grafico 30 no Dominio Transformado (tempo final)

0.937E+00

L 1 (S)

Phi

0.271E02
NG .
@ os Osi

» w

Figura 5.63 — Gréfico 3D no dominio transformado para t = 0,0065 s,

com inversdo das posi¢cdes norte e sul.
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5.4.14 Solido esferoidal prolato: revolucio de um quarto de elipse

Um dos objetivos deste teste foi evidenciar a utilidade da op¢ao de digitalizagdo dos pontos
de contorno de uma 4rea geratriz de um s6lido no qual o fendmeno da difusdo ocorre. Além disso,
este teste tem, também, o objetivo de comparar a solu¢do numérica obtida por Lima (1999) para o
caso especifico de difusdo em solidos esferoidais prolatos com a solucdo numérica proposta neste
trabalho para solidos obtidos por extrusdo ou por revolugdo de uma éarea geratriz qualquer. Na
solugdo numérica proposta por Lima (1999) havia a necessidade da constru¢do de uma malha
formada por linhas ortogonais, o que ndo ¢ requerido na solu¢cdo numérica proposta no presente
trabalho. Com isso, na solu¢do proposta aqui ¢ possivel obter malhas com volumes de controle mais
uniformes do que no caso da necessidade de imposi¢do de linhas ortogonais. O primeiro passo para
a geracdo da malha consiste na obtencdo da area geratriz, o que foi feito desenhando, através do
software LAB Fit, uma curva definindo um quarto de elipse com razdo de aspecto igual a 2,

conforme pode ser observado na Figura 5.64.

2,0

1,54

k)

1,04

]

0,51

0,0
0,0 1,0 =z

Figura 5.64 — Um quarto de elipse com razdo de aspecto igual a 2. O grafico foi

gerado no software LAB Fit impondo-se a mesma escala para x e para y.

Vale salientar que a geracdo do sélido esferoidal prolato ¢ feita pela revolugdo da area

definida na Figura 5.64 em torno do eixo y.

Na seqiiéncia, no processo de geragdo da malha, a figura obtida foi impressa em papel oficio.

Na figura desenhada pelo LAB Fit em papel oficio foram estabelecidos, de forma manual, com o
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auxilio de uma caneta, todos os pontos desejados para o contorno da area geratriz. Posteriormente a
figura foi escaneada sendo, entdo, criado um arquivo de extensdo bmp cujo conteudo ¢ mostrado na

Figura 5.65.

-I|||I||||u"th:

Ll Ll

8

Figura 5.65 — Conteudo do arquivo de extensdo bmp com a figura escaneada com

a defini¢do dos contornos feitos manualmente no desenho do papel oficio.

Posteriormente, o item ‘“Novo” do software gerador de malhas (2D Grid Generation) foi
usado e, conseqiientemente, o arquivo de extensdo bmp foi carregado no programa digitalizador de
pontos. Uma vez terminado o processo de digitalizagdo, efetuado de acordo com os passos
estabelecidos no item 4.1.3, a malha inicial ¢ desenhada na tela do software, conforme pode ser visto

através da Figura 5.66. J4 o seu refino ¢ mostrado na Figura 5.67.
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Figura 5.67 — Malha refinada 20x20 e os nés dos volumes de controle.

O motivo do refino 20x20 ¢ que Lima (1999) utilizou uma malha com essas dimensdes (e

refino) em seu trabalho, e os seus resultados serdo utilizados aqui para efeito de comparacgao.

As caracteristicas comuns a alguns dos testes efetuados por Lima (1999) sdo definidas a
seguir.
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Valor inicial da variavel no dominio:

Tipo da condig@o de contorno principal: convectiva

Condigdes de contorno:

Norte- h, e &, =0

Sul- ¢, =0

Oeste - q>§v =0

Leste- h, e .. =0

¢ Propriedades do meio: re = l,22xlO_5 e A=10

Em todos os testes realizados por Lima (1999) para uma elipse de razdo de aspecto igual a 2,

o intervalo de tempo foi estabelecido em At =20s. Num primeiro teste Lima (1999) estabeleceu

h,=h,= 7,0436732x107%*, ¢ alguns de seus resultados para o valor médio de & na difusdo

transiente podem ser observados na Tabela 5.20.

Tabela 5.20 — Alguns dos resultados obtidos por Lima (1999) para a difusdo transiente em um solido

esferoidal prolato com h, = h, =7,0436732x10™*.

t(s)

20

900

2000

5000

10000

20000

35000

70000

*

>

0,97003

0,73089

0,61262

0,42991

0,26525

0,11033

0,03124

0,00179

indicados na Tabela 5.20, obtidos por Lima (1999), sdo apresentados na Figura 5.68.

Os resultados obtidos através da solugdo numérica proposta neste trabalho, e também aqueles
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1.0
0.8

0,6

0,2

Software desenvolvido

o Lima(1999)

" 20000

Figura 5.68 — Difusao transiente em um sélido esferoidal prolato submetido

a uma condi¢do de contorno com h, =h_ = 7,0436732x10"%4 .

Uma inspecao da Figura 5.68 indica o completo acordo entre os resultados obtidos por Lima

(1999) e aqueles obtidos através da solugdo numérica proposta neste trabalho.

Para h, =h, =7,0436732x107, alguns dos resultados obtidos Lima (1999) sao dados

através da Tabela 5.21.

Tabela 5.21 — Alguns dos resultados obtidos por Lima (1999) para a difusdo transiente em um solido

esferoidal prolato com h, =h, = 7,0436732x107° .

t(s) 20 900 4000 7000 12000 20000 30000
o 0,99677 | 0,95814 | 0,89266 | 0,67175 | 0,53288 | 0,37394 | 0,21846 | 0,11340
Tabela 5.21 — Continuacgao.
45000 60000 80000 100000
0,04287 0,01630 0,00456 0,00133
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Os resultados obtidos através da solu¢ao numérica proposta neste trabalho, e também aqueles

indicados na Tabela 5.21, obtidos por Lima (1999), sdo apresentados na Figura 5.69.

1,2 _

na
] software desenvolvido
] o Lima (1993

"e 0,61

0,3-:

U,U:nn-----l r —_ *
0 20000 40000 £0000 20000 100000

t(s)
Figura 5.69 — Difusao transiente em um sélido esferoidal prolato submetido

a uma condi¢do de contorno com h, =h_ = 7,0436732x107° .

Mais uma vez, neste teste, uma inspecao da Figura 5.69 indica o completo acordo entre os
resultados obtidos por Lima (1999) e aqueles obtidos através da solugdo numérica proposta neste

trabalho.

Para h, :he:7,0436732x10_6, alguns dos resultados obtidos Lima (1999) sao

apresentados através da Tabela 5.22.

Tabela 5.22 — Alguns dos resultados obtidos por Lima (1999) para a difusdo transiente em um solido

esferoidal prolato com h, =h, = 7,0436732x107°.

t(s) 20 300 4000 8000 20000 40000 80000 | 140000

o 0,99964 | 0,99474 | 0,93500 | 0,87630 | 0,72396 | 0,52821 | 0,28191 | 0,11006
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Tabela 5.22 — Continuacgao.

250000 400000 500000

0,01970 0,00231 0,00103

Os resultados obtidos através da solugdo numérica proposta neste trabalho, bem como

aqueles indicados na Tabela 5.22, obtidos por Lima (1999), sdo apresentados na Figura 5.70.

Deve ser observado que a Figura 5.70 indica a coeréncia entre os resultados obtidos por

Lima (1999) e aqueles obtidos através da solu¢do numérica proposta neste trabalho para a condigado

de contorno com h, =h, = 7,0436732x107°.

1.0
0.8 .
] Softarare desenvolvido
] o Lima (1999
0,6
"o ]
0,4
0,23
VRIL M— EP—
0 200000 400000 500000

t(s)
Figura 5.70 — Difusao transiente em um sélido esferoidal prolato submetido

a uma condi¢do de contorno com h, =h_ = 7,0436732x107°.

Por ultimo, para h,, =h, =2,1131019x1 07, alguns dos resultados obtidos por Lima (1999)

para o valor médio da difusdo transiente podem ser observados na Tabela 5.23.
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Tabela 5.23 — Alguns dos resultados obtidos por Lima (1999) para a difusdo transiente em um solido

esferoidal prolato com h, =h, =2,1 131019x107°.

t(s) 20 8000 40000 | 100000 | 250000 | 500000 | 1000000

o 0,99989 | 0,95873 | 0,81174 | 0,59467 | 0,27328 | 0,07490 | 0,00664

Os resultados obtidos através da solugdo numérica proposta neste trabalho, e ainda aqueles

indicados na Tabela 5.23, obtidos por Lima (1999), sdo apresentados na Figura 5.71.

1.2

Software desenvolvido

o Lima (1999)

rrrresgrffttrrgrrerrrer g TR l_lﬁ
0 200000 400000 600000 800000 1000000
t(s)

Figura 5.71 — Difusao transiente em um sélido esferoidal prolato submetido

0,04

a uma condi¢do de contorno com h, =h, =2,1131019x1 0°°.
A Figura 5.71 indica, mais uma vez, a coeréncia entre os resultados obtidos por Lima (1999)

e aqueles obtidos através da solu¢do numérica proposta neste trabalho para a condi¢do de contorno

com h, =h, =2,1131019x10°.

215



A evolugdo da distribui¢do espacial de @ ao longo tempo para, por exemplo,
h, =h, =7,0436732x107>, pode ser visualizada através da opcdo de criacdo de gréaficos de

contorno presente neste trabalho, conforme pode ser observado na Figura 5.72, dada a seguir.

B 1.0] l 1.0]

m 8

m ]

u B

u u

u u

H m

Bl H

m u

& C
[0.0 [0.0

(b)

H 1.0] H 1.0]

m ]

u ]

u u

H u

H u

u u

m u

u ]

o ]
[0.0 [0.0

(c) (d)

Figura 5.72 — Gréficos de contorno para a area geratriz do esferdide prolato em:

(a) t=2000 s; (b) t =5000 s; (c) t = 12000 s; (d) t = 20000 s.
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Ainda para o caso h, =h, = 7,0436732)(10_5, para t = 20000 s pode-se observar, também,

o grafico de distribuicao de @®" no dominio transformado através da Figura 5.73.

Grafico 30 no Dominio Transformado (tempo final)

0.494E+00
- 1 (8)
=
o @@.
&
0.367E01 161 (N)
NG .
@ os Osi \9
LY W,

L)

Figura 5.73 — Grafico 3D no dominio transformado para t = 20000 s,

com inversdo das posi¢cdes norte e sul para o sdlido esferoidal prolato.
5.4.15 Simulacio com geracio de energia
Para analisar a performance do software com relacdo a dominios com geragdo de energia, o
exemplo dado no item 5.4.7 foi retomado levando em consideracdo, agora, um termo fonte

constante: S = 0,001. Para a nova situagdo fisica, foram obtidos os resultados apresentados na

Tabela 5.24, que tem os mesmos elementos da Tabela 5.12 dada no item 5.4.7.

217



Tabela 5.24 — Variavel @ para alguns volumes de controle da malha refinada Aladim em

t=2000s, com At =1 s, com termo fonte S = 0,001.

®

&,m) (6,20) (4,8) (5,6) (27,4 (39,190 (13,14) (1,1)
Transcal 047567 | 2.99565 | 2,99757 | 2,99880 | 1,22580 | 2,75700 | 2,99983
Software 0,47246 |2,99563 |2,99756 |2,99863 | 1,23601 |2,75682 |2,99985
desenvolvido
CFD 0,47310 | 2,99555 |2,99640 |2,99900 | 1,23100 |2,75400 |2,99914
Sinflow

A evolucao temporal de ® no dominio pode ser observada através da Figura 5.74, dada a

seguir.

(d)

(e)

Figura 5.74 — Graficos de contorno nos instantes:

(a)t=0s;(b)t=500s;(c)t=1000s; (d)t=1500s; (e)t=2000 s.
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Para analisar situagdes em que o termo fonte ¢ variavel, o teste do item 5.4.1 foi retomado

com o termo fonte dado por S = 20,0+ 100,0<1>2, sendo que o valor médio ? foi determinado ao
longo do tempo. Para efeito de comparagdo, o0 mesmo problema foi resolvido através do software /D
Heat Transfer, que pressupde a linearizagéo do termo fonte na forma S=S;+S,P. Assim, para
que se tenha uma equivaléncia entre as duas simulagdes, deve-se impor S¢=20,0 e S, =100,09. Os

dois resultados obtidos sdo apresentados, em superposi¢do, na Figura 5.75, e pode-se observar uma

boa concordancia entre eles.

1.0
D,S-E ————— Software 110 Heat Transfer
; software dezsenvolinido
0,61
e
0,4
0,2
D,D — | R I B p s | I B LN [N B B B s | A B B s
0 0,01 0,0z 0,03 0,04 0,05

t ()

Figura 5.75 — Superposicao das simulacdes referentes aos dados da secdo 5.4.1 (volume de controle

limitado pelas linhas & =40 ¢ £ =41) incluindo um termo fonte variavel.

5.4.16 Variacoes dimensionais

Para analisar o resultado e a implementacdo do estudo desenvolvido na se¢do 3.9, a malha

Aladim foi retomada, nas condi¢des definidas nas se¢des 5.4.7 € 5.4.15. Em adi¢do, foi suposta uma
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modificagdo no volume do solido dada pela relacio V/V, =l,0+0,50(5—l,0). Para este caso,

refeita a simulagdo, o aumento no volume do corpo pode ser visualizado através da Figura 5.76.

Figura 5.76 — Volume do corpo em expansdo no instante inicial e nos instantes:

100 s; 200 s; 500 s; 1000 s; 1500 s; 2000 s.

5.4.17 Ajuste de curvas a dados experimentais: validacao

Para validar o algoritmo de otimizacdo desenvolvido neste trabalho, o teste do item 7.4.14,
com h, =h, = 7,0436732)(10_5, foi retomado. O processo de validacdo utilizado foi descrito na

secdo 4.6 e, a partir da solugdo do problema referido como tipo “a”, podem-se selecionar alguns dos
pontos da simulagdo a serem usados como “dados experimentais”. Tais pontos sdo relacionados na
Tabela 5.25. Como os pesos estatisticos destes “dados experimentais” ndo sdo conhecidos, todos

eles serdo considerados iguais a 1.
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Tabela 5.25 — Relagao de pontos da simulacao a

serem considerados como “dados experimentais”.

t(s) MR (bs)

0 1,00000000000000
400 0,947139740089888
2000 0,800218673429039
3500 0,700777454430981
5000 0,620591358270730
7000 0,533041303770539
9000 0,461044154107727
12000 0,373746752959956
15000 0,304652940158347

23000 0,178932128595646

A determinacdo dos parametros de interesse obedeceu ao roteiro estabelecido no item 4.7.2,
sendo que o intervalo de tempo foi dividido em 1000 passos. Conforme a sugestdo do roteiro,

inicialmente houve a aproximag¢ao do problema para uma condi¢do de contorno de primeira espécie,

. e e e - — -1 ’ A .
com os seguintes valores iniciais: hy = 1,0x10" ms! e I'® =1,0x10 % m’.s™. Ja a tolerancia

imposta ao processo iterativo foi de 5x10™, o que resultou em I'® = 6,2148456x107% m’.s™ e em

h, = 1,8491263x10'2 m.s™, com X2 =1,3185587x1072. Tais resultados possibilitam apresentar o

grafico mostrado através da Figura 5.77, e tal grafico foi gerado pelo proprio software desenvolvido.

Em uma segunda etapa, o valor obtido para r'® foi multiplicado por 10 e o produto,

. R R . . ... o
aproximado para 6,2x10” m”.s”, foi definido como um novo valor inicial para I'®, em uma nova
simulacdo com condi¢@o de contorno convectiva, propriamente dita. O valor inicial da constante de

N . . . . 6 -1 A e . -6
transferéncia convectiva de massa foi feito igual a 1,0x10™ m.s™ e a tolerancia foi fixada em 5x10™.

Os resultados obtidos foram os seguintes: re = 1,2199533»(10_5 m’.s™ e ainda hy, = 7,0460257x10

m.s”, com y? =4,1538337x10"°. Tais resultados possibilitam apresentar o grafico da curva

simulada, juntamente com os “pontos experimentais”, o que ¢ feito através da Figura 5.78.
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1,000

¥ =621484562107° m2 5’1
by, = 134912632101 m ¢!

v? =13185587=107

0,178 , '
0 23000
t (5}

Figura 5.77 — Ajuste da curva simulada com condig@o de contorno de primeira espécie.

1,000
T =1.2199533x107 m2.¢l
by, = 7,0460257%107 m. s}
1% = 4,1538337210~
"
0,179 ,
0 23000

t (8]

Figura 5.78 — Ajuste da curva simulada com condi¢do de contorno convectiva.
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Deve-se observar que, para uma tolerdncia fixada em 5x10, o erro na determinagdo de re
foi de 0,004% e na determinag¢do de hy, foi de 0,03%. Estes indicadores possibilitam constatar a
validade do algoritmo de otimiza¢do e da metodologia proposta para a determinagdo dos parametros

de processo a partir de dados experimentais.
5.5 Uma aplicacio na secagem de solidos ceramicos

Inicialmente serdo apresentados os resultados para a secagem dos tubos cerdmicos na

temperatura de 45 °C e, posteriormente, aqueles obtidos para 65, 85 e 105 °C.
5.5.1 Secagem a 45 °C

As medidas efetuadas para a temperatura de secagem de 45 °C, conforme descrito na se¢ao
4.7, sdo apresentadas a seguir, na Tabela 5.26. A massa de equilibrio, medida em t = 1160 min, foi

m. = 59,84 g, enquanto que a massa seca foi my = 58,49 g.

Tabela 5.26 — Massa, didmetros (interno e externo) e comprimento dos tubos ao longo do tempo.

t(min) | m(g | d(mm) | de(mm) | C(mm)
0 73,20 6,98 10,84 59,55
10 72,62 7,06 10,40 57,68
25 71,89 7,22 10,37 57,21
40 70,97 7,13 10,30 56,94
60 69,84 7,16 10,22 56,76

100 68,06 7,12 10,30 56,78
140 66,36 7,17 10,30 56,70
200 64,57 7,12 10,30 56,69
260 63,28 7,10 10,33 56,60
350 61,88 - - -
440 60,93 - - -
560 60,16 - - -
680 59,95 - - -
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Conforme a secdo 4.7, e com os dados da Tabela 5.26, pode-se determinar os teores de
umidade, as razdes de umidade, os volumes e também as relagdes V/V, ao longo do tempo. Os

resultados sdo apresentados na Tabela 5.27.

Tabela 5.27 — Teor de umidade M (base seca) , razao de umidade ﬁ,

volume V e ainda V/V, em fun¢do do tempo.

t (min) M (bs) | MR (bs) Vx10° (m’) | V/V,

0 0,2515 1,0000 3,21712 1,00000
10 0,2416 0,9567 2,64184 0,82118
25 0,2291 0,9019 2,48965 0,77388
40 0,2134 0,8332 2,47095 0,76806
60 0,1941 0,7487 2,37085 0,73695

100 0,1636 0,6151 2,47036 0,76788
140 0,1346 0,4882 2,43506 0,75691
200 0,1039 0,3538 2,46645 0,76666
260 0,0819 0,2574 2,50269 0,77793
350 0,0580 0,1528 - -
440 0,0417 0,0814 - -
560 0,0286 0,0241 - -
680 0,0250 0,0083 - -

Inicialmente, os dados (t,m) da Tabela 5.27 foram utilizados para a determinagdo dos
parametros de processo, conforme o roteiro apresentado no item 4.7.2, na secagem de tubos
ceradmicos. Amostras do material estudado podem ser vistas através da Figura 5.79, a seguir. Esta
figura apresenta os tubos apos a queima, numa temperatura de 950 °C. Embora a queima nao faga
parte da presente aplicacdo do software, ela foi realizada apenas para detectar possiveis defeitos que
poderiam ter ocorrido durante a secagem. Vale salientar que ndo foram observados defeitos

consideraveis nem durante a secagem e nem apds a queima.
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Figura 5.79 — Amostras de tubos apos a queima.

O intervalo de tempo do experimento foi divido em 1000 passos e, para fins de simulacdo, os
solidos tubulares foram obtidos a partir da revolucdo de uma érea geratriz retangular conforme ¢
detalhado na Figura 5.41, com xo = 6,98 mm, L; = 3,86 mm e L, = 59,55 mm. O retangulo, com as
dimensoes estipuladas, foi subdividido em uma malha com 24x24 volumes de controle. A malha ¢
apresentada na Figura 5.80 e, como o comprimento € muito maior que a largura do retangulo, a area
geratriz ¢ apresentada fora de escala, posto que esta possibilidade ¢ um dos recursos disponiveis no

software desenvolvido.
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Figura 5.80 — Malha 24x24 (fora de escala) da area geratriz dos tubos ceramicos.

Em todos os calculos efetuados a 45 °C, a tolerdncia de convergéncia para o processo

iterativo foi fixada em 5x10™. Inicialmente foram estabelecidos os valores hy, = 1,0x10"* m.min™ e

r®=1,0x10"° n’min’, o que tornou possivel determinar o seguinte valor final: re=
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1,4574059x10~° m’.min”', com xz = 6,6189900x1072. Com este resultado, a simulacdo da cinética

de secagem e os dados experimentais podem ser observados através da Figura 5.81.

1,0000
I'? = 14574059%10™" m2 min’!
L
. v? = 6,6189900x102

£

el i

=

0,0083 , s +
680

0 t (rnin)

Figura 5.81 — Razdo de umidade média ao longo do tempo obtida numericamente

via otimizacdo para uma condi¢do de contorno de primeira espécie.
Com os resultados preliminares obtidos, e baseado em valores disponiveis na literatura,

podem-se estabelecer novos valores iniciais, para uma condi¢cdo de contorno tipicamente convectiva,

do seguinte modo: re = l,5xlO_8 m”.min”' e ainda hy, = 1,0x10”7 m.min™".

.. - o . . ~
Admitindo que a expressdo para I'™ possa ser considerada independente da razdo de
umidade, isto ¢, constante, um novo processo de otimizagdo leva aos seguintes resultados:

I'® =1,1896357x10° m’min” e hyn = 5,5303126x10° m.min!, com %% =4,9953717x107. Tais

resultados geram a curva apresentada através da Figura 5.82.
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1,0000
% =1.1896357210° m? min!
hy = 553031262109 m min!

% = 499537172107
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Figura 5.82 — Razdo de umidade média ao longo do tempo obtida numericamente

via otimizacdo para uma condi¢do de contorno convectiva com r'® =cte.

Com o objetivo de melhorar os resultados obtidos, a expressdao re =bexp(a MR) foi
utilizada na simulag@o e, com base nos ultimos resultados, foram propostos os seguintes valores
iniciais: a = 1,0x10*, b = 1,0x10® m>min™ e hyn = 5,0x107 m.min". Apds o processo iterativo
foram obtidos os seguintes resultados: a = -2,119015, b = 1,4818085x10® m’.min”' e h, =
7,2746357x10° m.min™', com X2 =1,6536184x10. Embora a expressao proposta para I'® tenha
melhorado de forma significativa o valor do qui-quadrado referente ao ajuste, ainda foi feita a
inclusdo da variacdo do volume dos tubos cerdmicos na determinagdo dos parametros de processo.
Para tal, foi necessario determinar uma expressao que descrevesse de forma satisfatoria a relagao
V/Vy em funcdo da razdo de umidade MR . Como o LAB Fit dispde de uma opg¢ao de busca de

funcdes compactas na descricdo de dados, tal opgao foi utilizada para determinar uma expressao de

——26,91826
trés parametros, o que resultou na expressio V/V,=1/(1,31205-0,31201xMR ). Tal
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expressao ¢ conhecida como fungdo de Harris, e o gréafico relativo ao ajuste pode ser observado na

Figura 5.83.

1,05 -
] —— 25 01824
ViV =1/(131205-0,31201=MR )
] [ 3
0989 42 2098957551073
E? = 09804082
0,91 1
E-\:i ]
= ]
0,84
: .
0,77 3 - —
] »
0.0 0.2 04 0% 0.8 1.0
MR (bs)

Figura 5.83 — Volume relativo em funcdo da razdo de umidade.

A inclusdo da expressdo obtida por ajuste para o encolhimento dos tubos na simulagdo da
cinética de secagem, com a atualizagdo da malha a cada cinco passos de tempo, leva aos seguintes

resultados: a = -2,351156, b = 1,7757390x10™® m>min" e hy, = 6,1848136x10° m.min"', com qui-
quadrado > =1,1809748x107, erro quadratico médio €2 =9,0844215x107> e coeficiente de

determinagdo R? =0,9994879, sendo que os indicadores estatisticos sdo calculados conforme as

Equagdes de (3.171) até (3.173).
Obviamente, houve uma sensivel redu¢do no valor do qui-quadrado, indicando que a

inclusdao do efeito da modificagdo do volume ao longo do processo melhora os resultados da

simulagdo numérica. Tais resultados podem ser observados através da Figura 5.84.

229



1,0000

TF =1,7757390= 10 exp(-2,351156MR)
hp=61248126210° m min
v? =1,1809748x 107
e? = 9.03442152107
2, R2 =0,9994879
e 1
=
0.0023 .
0 _ 620
t (truty)

Figura 5.84 — Ajuste da razao de umidade média com condi¢do de contorno

convectiva aos dados experimentais com re= bexp(a MR).

Embora outros ajustes tenham sido realizados para algumas das fungdes re (MR, a,b)
presentes na biblioteca do software desenvolvido, e disponiveis na Tabela 4.1, serd reapresentado
todo o procedimento realizado anteriormente estabelecendo-se, agora, re =bexp(a MR?). O

motivo ¢ que tal fungdo apresentou melhores indicadores de ajuste que as outras funcdes testadas.
Para a funcdo estabelecida, de nimero de ordem igual a 6 na lista de fungdes, foram obtidos os

seguintes resultados: a = -2,584782, b = 1,5220246x10® m*.min™" e hy, = 5,8032833x10° m.min’,

com 2 =1,0904818x107>, e? =8,3883215x10™> ¢ R? =0,9995000, o que ainda indica alguma

melhora nos resultados simulados, cujo grafico pode ser observado na Figura 5.85.
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Figura 5.85 — Ajuste da razao de umidade média com condi¢do de contorno

convectiva aos dados experimentais com re = bexp(a MRZ) X

A curva da Figura 5.85 foi desenhada a partir de um arquivo de dados gerado pelo software

desenvolvido mas pode ser obtida por regressao utilizando-se a funcao logistica (e tais dados) o que

resulta na expressao MR = 3,4732 /[1+2,4760 exp(0,006335 t)] com R?2 =0,9999314.

Estudos posteriores de refino de tempo e de malha indicaram que a divisdo do intervalo de
tempo em 1000 passos e uma malha com 24x24 volumes de controle sdo adequadas aos propdsitos

do estudo desenvolvido, com uma tolerancia de 1x10™.

Os valores obtidos para os parametros foram utilizados em uma nova simulagao do tipo “a”,
que ¢ o tipo de simulacdo que disponibiliza um grande nimero de arquivos com dados e imagens
contendo informagdes acerca do processo em estudo. O efeito do encolhimento, por exemplo, pode
ser observado através da Figura 5.86, e deve ser relembrado que, devido as dimensdes da area
geratriz, as escala de x e de y sdo diferentes para que se possam observar detalhes que exigem esta

deformacao.
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Figura 5.86 — Area geratriz fora de escala. Detalhes do encolhimento nos instantes:

10 min; 20 min; 40 min; 100 min; 200 min; 680 min.

Uma observagdo da Figura 5.86 possibilita perceber algo que esta implicito nos dados

(t,V/V,) contidos na Tabela 5.27 e, indiretamente, no grafico da Figura 5.83: a grande redugdo do

volume ocorre nos dez primeiros minutos de secagem. Vinte minutos depois do inicio do processo,
praticamente nao ¢ mais possivel detectar reducdo nas dimensdes do solido. Naturalmente, este deve
ser o periodo mais critico da secagem com relacdo ao aparecimento de defeitos nas pecas objeto de

estudo.

Os graficos de contorno detalhando a evolucdao do transporte de 4gua no interior do sélido
podem ser visualizados na Figura 5.87. Através desta figura nota-se uma assimetria na distribuicao
de agua no interior da parede do tubo com relacdo ao eixo vertical que passa pelo centrdide da area
geratriz. Naturalmente, isto € esperado por se tratar de uma parede circular, e a face externa
(correspondente ao lado direito da area geratriz) deve secar mais rapidamente que a face interna

(correspondente ao lado esquerdo da area geratriz). Tal fato, embora para os tubos estudados nao
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seja critico, conforme pode ser observado na Figura 5.87, pode ser uma fonte geradora de defeitos

(tais como fissuras € empenamentos) em outros tipos de membranas tubulares.

-
h
=

—

(2) (b) (©)

Figura 5.87 — Distribui¢do da razdo de umidade no interior da parede de um tubo cerdmico nos
instantes: (a) 60 min; (b) 105 min; (c) 210 min. Nota-se que a razdo de umidade ¢ maior no lado

esquerdo (parte interna do tubo) que no lado direito (parte externa do tubo).
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A diferenga entre as cinéticas de secagem dos volumes de controle localizados nas faces
interna e externa, ambos proximos a meia altura, pode ser evidenciada através da Figura 5.88. Esta
figura apresenta a superposicdo das cinéticas de secagem dos volumes de controle definidos por

E=1e n=11 (volume de controle interno) e § =24 e =11 (volume de controle externo).

1,0 =

______ WVolume (24,117, externo
Wolume (1,11), interno

0,8

ME (bs)

Figura 5.88 — Cinéticas referentes aos volumes de controle (24,11) e (1,11).

Conforme se pode perceber na Figura 5.88, entre 20 e 300 minutos existem diferencas

significativas entre as cinéticas de secagem dos volumes de controle interno e externo, localizados

numa mesma posi¢ao 1.

O comportamento de I'® em fungdo da razdo de umidade MR, durante a secagem, pode ser

observado através da Figura 5.89, na qual se pode observar, também, o valor médio da grandeza.
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Figura 5.89 — Expressdo determinada para I'® ¢ também o seu valor médio.

A Equacdo (2.26), com I'® em substituicdo a M e com MR em substituicdo a V, foi utilizada

para determinar o valor médio para I'® . Este valor médio, devidamente transformado para o sistema
internacional de unidades, ¢ igual a 1,3552x10"° m?%.s™. Tal valor, embora fortemente dependente da
geometria e composi¢cdo do produto analisado, bem como do processo de fabricacdo e temperatura
de secagem, ¢ compativel com outros valores disponiveis na literatura para a difusividade de dgua

em materiais ceramicos.
5.5.2 Secagem a 65, 85 e 105 °C

Para as temperaturas de 65, 85 e 105 °C ¢ esperado que as cinéticas de secagem sejam
significativamente diferentes daquela referente a 45 °C. A razdo ¢ que as pecas sdo aquecidas de
forma significativa durante o processo de secagem. Neste caso, parte do calor disponivel ¢ utilizada
no aquecimento das pecas. Ainda, o efeito da modificacio do volume por perda de agua ¢
mascarado pela dilatagdo térmica das pecas. Por outro lado, as medi¢des das dimensdes das pegas
em temperaturas elevadas, com os procedimentos utilizados, sdo mais dificeis de serem realizadas,

motivo pelo qual a retrag@o por perda de agua ndo sera incluida no estudo a seguir.
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Para a temperatura de 65 °C, procedendo conforme descrito na se¢do 4.7, ¢ obtida a Tabela
5.28 para a razdo de umidade em fungdo do tempo. Embora ndo esteja explicitado nesta tabela,
como as incertezas dos pontos experimentais ndo foram determinadas, elas foram feitas iguais a 1. A
massa inicial das pecas foi 135,37 g, enquanto que a massa no equilibrio foi 107,30 g e a massa seca

foide 105,27 g.

Tabela 5.28 — Massa, teor de umidade (base seca) e razao de umidade (base seca)

em funcdo do tempo: T = 65 °C.

t (min) m (g) M (bs) | MR (bs)

0 135,37 0,2859 1,0000
5 134,54 0,2780 0,9704
10 133,88 0,2718 0,9471
15 133,27 0,2660 0,9254
20 132.72 0,2608 0,9059
30 131,35 0,2477 0,8567
40 130,33 0,2381 0,8207
50 128,95 0,2249 0,7712
60 127,40 0,2102 0,7161
90 122,86 0,1671 0,5544

120 118,39 0,1246 0,3950
150 115,06 0,0930 0,2766
180 112,07 0,0646 0,1699
240 109,83 0,0433 0,0901
300 109,32 0,0385 0,0721

Ap0s algumas analises optou-se pela fungdo de niimero 4 (ver Tabela 4.1) para expressar
r'® o que resultou na simulagdo apresentada através da Figura 5.90. Nesta figura sdo apresentados

~ ’ A (6] . , . . . o
nao s6 os parametros I' ™ e hy, determinados, mas também os seguintes indicadores estatisticos para

o ajuste: qui-quadrado (x2 ), erro quadratico médio (62 ) e coeficiente de determinagao (R2 ). Caso
seja necessario, incertezas podem ser atribuidas artificialmente aos pontos experimentais, de tal
forma que a curva simulada possa ser aproximada de um ponto especifico. Por exemplo, atribuindo-
se, do primeiro ao ultimo ponto, as incertezas 1; 1; 1; 1; 0,08; 0,08; 1; 1; 0,4; 0,08; 1; 1; 0,08; 0,4 e 1

a curva simulada aproxima-se do antepenultimo ponto experimental (ver Figura 5.91).
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Figura 5.90 — Simulacao para secagem a 65 °C: todos os pontos com mesmo peso estatistico.
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Figura 5.91 — Simulacao para secagem a 65 °C: pesos estatisticos diferenciados.
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A curva da Figura 5.91 foi desenhada a partir de um arquivo de dados gerado pelo software

desenvolvido. Entretanto, ela pode ser obtida por regressdo, utilizando-se a fungdo logistica

acrescida de uma constante e os dados que foram gerados pelo software na simulagdo, o que resulta

na expressio MR =1,1941/[1+0,2653exp(0,018999 )] +0,056264 com R? =0,9999431.

Uma inspe¢do na Figura 5.91 possibilita observar uma aproximag¢do da curva simulada ao

antepenultimo ponto, sendo que os indicadores estatisticos do ajuste sdo equivalentes ao ajuste

inicial para a temperatura de secagem de 65 °C (ver Figura 5.90).

Para a temperatura de 85°C, procedendo conforme descrito na se¢do 4.7, ¢ obtida a Tabela

5.29 para a razdo de umidade em fun¢do do tempo. Como no caso anterior, embora ndo esteja

explicitado nesta tabela, as incertezas dos pontos experimentais ndo foram determinadas e, portanto,

foram feitas iguais a 1. A massa inicial das pecas foi de 162,26 g enquanto que a massa no equilibrio

foi 125,23 g e a massa seca foi de 124,30g.

Tabela 5.29 — Massa, teor de umidade (bs) e razdo de umidade (bs) em funcdo do tempo: T = 85 °C.

t (min) m (bs) M (bs) MR (bs)
0 162,26 0,3054 1,0000
5 161,40 0,2985 0,9768
10 160,74 0,2932 0,9590
15 160,07 0,2878 0,9409
20 159,22 0,2809 0,9178
30 156,78 0,2613 0,8520
40 153,32 0,2335 0,7586
50 150,78 0,2130 0,6898
60 147,95 0,1903 0,6136
80 142,70 0,1480 0,4716

100 138,20 0,1118 0,3501
120 133,90 0,0772 0,2340
160 128,33 0,0324 0,0836
200 126,48 0,0175 0,0336
260 126,18 0,0151 0,0255

Os resultados da simulacdo referente a temperatura de 85 °C podem ser observados na Figura

5.92, dada a seguir. A curva simulada também pode ser obtida a partir da fun¢do logistica acrescida

de uma constante: MR = 1,0900 / [140,1478exp(0,03012 t)]+ 0,05046 com R? = 0,9998492 .
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Figura 5.92 — Simulagao para secagem a 85 °C.
Para a temperatura de 105°C, ¢ obtida a Tabela 5.30 que indica a razdo de umidade em
funcdo do tempo. A massa inicial das pecas foi de 109,01 g enquanto que a massa de equilibrio,

igual a massa seca, foi de 85,10 g.

Tabela 5.30 — Massa, teor de umidade (bs) e razdo de umidade (bs) em funcdo do tempo: T = 105 °C

t (min) m (g) M (bs) | MR (bs)
0 109,01 0,2810 1,0000
5 108,29 0,2725 0,9698
10 107,30 0,2609 0,9285
15 105,61 0,2410 0,8577
20 104,00 0,2221 0,7904
25 101,96 0,1981 0,7050
30 99,68 0,1713 0,6096
40 96,88 0,1384 0,4925
50 94,20 0,1069 0,3804
60 91,67 0,0772 0,2747
80 87,79 0,0316 0,1125

100 86,40 0,0153 0,0544
120 86,07 0,0114 0,0406
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Os resultados da simulacdo referente a temperatura de 105 °C podem ser observados na

Figura 5.93, dada a seguir. A curva simulada da Figura 5.93 pode ser obtida através da seguinte

funcdo de Richards: MR =1/[0,8178 + 0,1827 exp(0,08806 t)]*7"3 com R? =0,9999190.

1,0000
¥ = 59775419x 107 exp(3,8388 81MR)

hy = 388899642107
v? = 3,5492394x 10"
e? = 2730182107

3 R? =0,9976583

]

S

0.0406 .

0 ¢ i) 120

Figura 5.93 — Simulacdo para secagem a 105 °C.

Uma andlise dos resultados experimentais obtidos possibilita afirmar que a cinética de
secagem a 45 °C ¢ significativamente diferente das secagens a 65, 85 e 105 °C. A primeira ocorre
exclusivamente na fase de taxa decrescente enquanto que para as outras temperaturas existem duas
fases distintas: fase de taxa crescente no inicio do processo e fase de taxa decrescente no restante.

Tais afirmagdes podem ser melhor compreendidas através da observagdo da Figura 5.94, dada a

seguir.
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Figura 5.94 — Fases para as secagens dos tubos ceramicos na diferentes temperaturas: (a) fase de

taxa decrescente; (b); (c); (d) fases de taxa crescente e decrescente.

Como a cinética de secagem a 45 °C ¢ significativamente diferente das demais, os resultados
referentes a esta temperatura ndo serdo incluidos na busca de uma expressdo empirica para a
difusividade que, entdo, representard a faixa de secagem entre 65 ¢ 105 °C. Para que as cinéticas de
secagem a 65, 85 ¢ 105 °C possam ser comparadas entre si, as curvas simuladas foram superpostas
em um Unico sistema de eixos, conforme ¢ mostrado através da Figura 5.95. Os graficos desta figura

foram desenhados a partir dos arquivos de dados gerados no final de cada simulagdo.

As expressoes para as difusividades I'® obtidas em 65, 85 ¢ 105 °C foram plotadas em

funcdo da razdo de umidade, o que pode ser observado na Figura 5.96.
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Figura 5.95 — Curvas simuladas para as secagens a 65, 85 e 105 °C.
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Figura 5.96 — Difusividades para as secagens a 65, 85 ¢ 105 °C.
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Através das trés expressdes obtidas, foram determinados valores de I'™ para as seguintes

razoes de umidade, considerando uma distribui¢ao uniforme do teor de umidade nos tubos: 0,0; 0,2;

0,4; 0,6; 0,8 e 1.0. Isto possibilitou montar a Tabela 5.35 dada a seguir.

Tabela 5.35 — Valores de T'®x10’ (m’.min™") em fun¢do de T e MR.

MR (bs)
T (°C) 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
65 32753 | 6,4440 | 12,6785 | 24,9448 | 49,0786 | 96,5615
85 48443 | 97714 | 19,7098 | 39,7563 | 80,1920 | 161,7544
105 59775 | 12,8814 | 27,7590 | 59,8199 | 128,9100 | 277,7969

Com os dados da Tabela 5.35 pode-se ajustar a expressdo para a difusividade disponivel em

Marinos-Kouris e Maroulis (1995), D = Aexp(Bm) exp[C/(T +273,15)], o que resulta no grafico

da Figura 5.97.
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Figura 5.97 — Difusividade I'® em funcao da temperatura T e da razdo de umidade média MR.
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No grafico da Figura 5.97, os circulos cheios representam dados da Tabela 5.35 que estdo

sobre ou acima da superficie ajustada e os vazios representam dados abaixo de tal superficie. Por

outro lado, o ajuste resulta em

I'? =4,9691x10~> exp(3,7173MR ) exp[-3371 (T + 273.,15)],

e tal resultado, comparado com a equagdo de Arrhenius, dada por

Ea
N . R(T+273,15
Def = Doe ( ) ,

possibilita determinar a energia de ativagdo: E, = 28,0 kJ .mol~". Naturalmente, esta comparagao €

justificada por uma das hipoteses estabelecidas para a secagem, r*=p,o0 que ainda requer que o
fator 4,9691x107> exp(3,7l73m) seja identificado com Dy. Por outro lado, uma correlacdo entre o

coeficiente de transferéncia convectiva de massa e a temperatura ¢ dada na Figura 5.98.

by, = (0,0603T- 258712107

R?=0,9584352
1 % =0,252300x10°1"

20 90 “1:10

&0 7 20 80 100
T (7

Figura 5.98 — Coeficiente de transferéncia convectiva de massa em func¢ao da temperatura.
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Com relacdo ao grafico da Figura 5.98, foi escolhida uma fun¢do de primeiro grau para
estabelecer uma relagdo entre hy,, e T, via ajuste de curvas. A Unica razdo para isto foi o numero
reduzido de dados experimentais (T,hy) disponiveis, o que inviabilizaria qualquer tentativa de

escolha de uma fun¢do que resultasse em um maior coeficiente de correlagdo para o ajuste.

E interessante mencionar a similaridade entre cinéticas de secagem a 65, 85 ¢ 105 °C, bem
como a diferenca destas para a cinética de secagem a 45 °C. Como os teores de umidade inicial para
os quatro experimentos t€m valores proximos, uma possivel explicagdo para esta diferenga pode ser
dada pelo fato de que a distribuicdo do calor para a vaporizacdo da dgua na superficie e para o
aquecimento dos tubos a 45 °C seja significativamente diferente das distribuicdes nas demais

temperaturas de secagem.

Naturalmente, para algumas das temperaturas de secagem estipuladas neste trabalho, ndo
seria completamente correto formular a hipotese de difusdo liquida como o unico mecanismo de
transporte no interior dos tubos ceramicos, por exemplo a 105 °C. Basta observar que, para que o
modelo baseado exclusivamente na difusdo descrevesse de forma satisfatoria a cinética de secagem,
a variacao dos valores da difusividade entre o maior e o menor teor de umidade ¢ muito grande, o
que merece alguma reflexdo. Dessa forma, as expressoes obtidas neste trabalho para as difusividades
devem ser interpretadas como difusividades efetivas, o que sinaliza a necessidade de estudos

complementares buscando uma descri¢do mais acurada do processo.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste capitulo serdo apresentadas as principais conclusdes com respeito a esta pesquisa €
também serdo sugeridos alguns temas para trabalhos futuros, ndo s6 em complementagdo a este

trabalho como também em assuntos correlatos.
6.1 Conclusoes
De acordo com os resultados obtidos é possivel concluir que:
e O processo de digitalizacdo de pontos do contorno de uma superficie plana arbitraria ¢

uma ferramenta eficiente para estabelecer as condi¢des de contorno no processo de

geracdo de uma malha;

e O método de diferencas finitas, usado para a discretiza¢dao da equacao de Poisson, produz
resultados satisfatorios na geracdo de malhas estruturadas bidimensionais simplesmente
conexas. Por outro lado, a utilizagdo de fatores de atragdo ¢ um recurso eficiente para

modificar a configuracdo inicial obtida para uma malha através da equacdao de Laplace.
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Em adig¢do, conclui-se que o recurso de refino de malha desenvolvido ¢ eficiente para os

fins a que se destina;

A comparagdo do parser desenvolvido com os dois outros disponiveis na literatura, em
codigo aberto, indica a sua superioridade no que concerne a rapidez de execucdo de
calculos. Por isto, o parser desenvolvido foi o escolhido para ser acoplado ao solver

criado neste trabalho;

A teoria proposta neste trabalho para a solugdo numérica da equacdo de difusdo para
solidos de revolucao produziu resultados compativeis com os resultados esperados. Isto
significa que a difusdo em tais solidos, a exemplo de s6lidos de extrusdo, pode ser estuda
a partir de malhas bidimensionais, o que simplifica a solucdo numérica deste tipo de
problema e reduz o esforco computacional, em comparagdo com a tipica solugdo

tridimensional;

Os resultados obtidos através do solver da equacdo de difusdo, tanto para solidos de
extrusdo como de revolugdo, com area geratriz em dominio arbitrario, sd3o compativeis
com previsdes teodricas e com os resultados de outros softwares disponiveis no mercado.
Assim, pode-se concluir que tal solver ¢ adequado para o desenvolvimento de um
software para a simula¢do ndo s6 de secagem, mas também de umidificacdo, aquecimento
e resfriamento de sdlidos. Deve ser ressaltado o seu carater geral para os dois tipos de
solidos enfocados, ja que s3o disponibilizadas opg¢des de condi¢cdes de contorno de
primeira, segunda e terceira espécies para cada contorno, bem como a op¢ao de inclusdo
de um termo fonte relativo a geracao ou sorvedouro no dominio, variagdes dimensionais e

ainda propriedades termofisicas variaveis;

A interface grafica do solver da equagao de difusdo funcionou de forma adequada, e ¢ de
facil compreensdo por parte de novos usudrios. Os recursos desenvolvidos para a criagao

de graficos de contorno no dominio fisico, ressaltando linhas isotérmicas ou isdsteras, €
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de graficos 3D no dominio transformado, se mostraram eficientes para os fins a que se

destinaram;

O algoritmo e a metodologia desenvolvidos para a determinacdo dos pardmetros de
processo, através de otimizagdo a partir de dados experimentais, produziram resultados

compativeis com os resultados esperados;

A apresentacdo, ao longo do tempo, da curva 2D em processo de ajustamento, via
otimizagdo, além da apresentagdo dos indicadores do ajuste, possibilita ao usuario ter uma
nog¢ao precisa do andamento do processo. A importancia desta nogao decorre do fato de
que um ajuste pode demorar de alguns segundos até algumas horas, dependendo de
fatores como condi¢dao de contorno, numero de volumes de controle da malha, nimero de
passos no tempo e valores iniciais dos parametros, dentre outros. Assim, com a
visualizag¢ao grafica, o usuario tem a op¢do de encerrar um processo de otimizacao antes

mesmo que a tolerancia default (1x10™) tenha sido atingida;

Os resultados obtidos a partir de dados experimentais possibilitam afirmar que, embora
ndo haja garantias de que minimos globais tenham sido atingidos, as hipdteses formuladas
para investigar a secagem de tubos ceramicos sao adequadas. Portanto, pode-se concluir
que o modelo difusional ¢ satisfatorio para descrever a secagem de tubos cerdmicos em

toda a faixa de temperatura investigada;

Como esperado, o tempo de secagem diminui com o aumento da temperatura, quando as

demais condi¢des envolvidas permanecem constantes;

A cinética de secagem dos tubos ceramicos a 45 °C ocorre na fase de taxa decrescente
enquanto que para as demais temperaturas distinguem-se duas fases: taxa crescente no

inicio e decrescente no restante do processo;

- 248 -



e A cinética de secagem dos tubos ceramicos a 45 °C ¢ significativamente diferente
daquelas a 65, 85 e 105 °C, que sdo similares. Para estas trés ultimas pdde-se determinar
uma expressdo para a difusividade de massa em funcdo da razdo de umidade e da
temperatura do ar de secagem. Pdde-se determinar, também, a energia de ativagdo, por
comparac¢do da expressdo obtida para a difusividade com a equacdo de Arrhenius, o que

resultou em E, = 28,0 kJ .mol'l;

e Para a temperatura de 45 °C foi possivel detectar o efeito do encolhimento dos tubos
ceramicos por perda de dgua. A inclusdo deste efeito durante a simulagdo do processo de

secagem melhorou de forma significativa os resultados obtidos;

e Para a temperatura de 45 °C, entre 20 e 300 minutos de secagem, os graficos de contorno
indicaram que o teor de umidade diminui mais rapidamente na regido externa da area
geratriz que na regido interna. Entretanto este efeito ndo foi tdo significativo a ponto de

contribuir para o aparecimento de defeitos que comprometessem a qualidade das pecas;

e Para as temperaturas de 65, 85 ¢ 105 °C o efeito do encolhimento por perda de agua ¢
compensado pela dilatacdo térmica e, por isso, tal efeito ndo foi considerado na descri¢dao

das cinéticas de secagem referentes a essas temperaturas;

e Para a faixa de temperatura investigada, nas condi¢des descritas, ndo foi possivel detectar
defeitos significativos nas pecas estudadas, causados pelo processo de secagem. Assim, a
escolha de uma temperatura de secagem deve ser condicionada a outros requisitos do

processo produtivo tais como custo e duragdo, dentre outros.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

As sugestdes para trabalhos futuros visam tanto a complementacdo deste trabalho como

também ao estudo de assuntos correlatos.
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6.2.1 Complementacio deste trabalho

Este trabalho tem como proposta basica resolver problemas de difusdo para dois tipos de

solidos, obtidos tanto por extrusdo como por revolucdo de uma area geratriz de forma arbitraria.

Quanto aos tipos de problemas, podem ser resolvidos tanto aqueles para os quais os parametros de

processo sdo conhecidos quanto aqueles em que tais pardmetros sdo determinados a partir de dados

experimentais.

que:

No sentido de dar mais opgdes ao usudrio do software resultante desta pesquisa, ¢ sugerido

seja estudada e incluida uma forma de fixacdo de pontos internos da malha, a serem

estipulados pelo usudrio;

seja implementado, no algoritmo atual, a técnica de multigrid na solucdo da equagdo de

difusdo, visando ao aumento da rapidez de execucao;

seja implementado, no algoritmo atual, o acoplamento massa-energia visando o estudo de
secagem de solidos com uma maior aproximacdo do modelo matematico a situagdo fisica

que descreve o fendmeno;

o algoritmo atual seja modificado para incluir os termos relativos a advec¢do, visando a

aplicabilidade do software a problemas difusivos-convectivos;

o algoritmo atual seja modificado para possibilitar a alteracdo de parametros durante uma
simulagdo. Isto pode influir tanto na redug¢ao do tempo de um processo de otimizagdo quanto

na possibilidade de estudos com a inclusdo de témpera;
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e scja facultado ao usuario, além do Gauss-Sidel, a op¢ao por outros métodos na solugdo dos

sistemas de equagdes lineares;

e seja disponibilizado aos usudrios os fluxos de matéria ou de energia nos volumes de controle

e também nos contornos;

e 0 algoritmo de otimizacdo seja aperfeicoado visando a reducdo do tempo de execugdo na

determinagdo dos parametros de processo a partir de dados experimentais;

e secjam incluidos, na discretizagdo das equacdes de conservagdo, os termos relativos a lei da

conservagao geométrica;

No sentido de utilizacdo das ferramentas desenvolvidas, bem como de complementagdo das

mesmas, ainda ¢ sugerido que:

e scja simulada, também, a transferéncia de calor durante o processo de secagem dos tubos
ceramicos, a partir de dados experimentais que podem ser obtidos através de sensores de

temperatura colocados em pontos estratégicos das pecas estudadas;

e seja investigada a secagem dos tubos cerdmicos na faixa de temperatura entre 45 e 65 °C,
regido em que foi percebida uma diferenga significativa no comportamento da cinética de

secagem;

e com o aumento do numero de experimentos entre 65 ¢ 105 °C, seja determinada uma fungao

hm(T) mais adequada que aquela determinada neste trabalho;
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e seja investigada a secagem de tubos cerdmicos de maior comprimento, possivelmente

sujeitos a maior probabilidade de trincas e empenamentos;

e scja investigada a influéncia da variacdo da densidade na simulagdo da cinética de secagem

dos tubos ceramicos estudados no presente trabalho;

e as ferramentas desenvolvidas sejam utilizadas também na descricdo de outros processos
difusivos tais como umidificacdo, aquecimento, resfriamento e congelamento dos dois tipos

solidos enfocados neste trabalho (gerados por extrusao e revolugdo de uma érea geratriz).

6.2.2 Assuntos correlatos

Ainda como perspectiva de trabalhos futuros sugere-se que:

e cmbora a criagdo de malhas tridimensionais seja um assunto amplamente estudado, do ponto
vista matematico, existem poucos softwares disponiveis no mercado, particularmente com a
fungdo de possibilitar a visualizacdo da malha gerada. Neste campo, ha a possibilidade de

contribui¢des significativas;

e embora ja existam grandes pacotes computacionais destinados ao estudo de transporte em

3D, o estudo da modelagem deste tipo fendmeno pode gerar contribui¢des significativas;

e a difusdo em dominio arbitrario seja estudada levando-se em consideracdo a possivel

heterogeneidade do meio;

e sejam estudadas as tensdes internas decorrentes de um processo de difusdo de calor ou de

massa em geometrias arbitrarias.
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