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Resumo

0 objetivo deste trabalho é trabalhar alguns conceitos ligados a medidas de dreas
de figuras planas. Procuraremos explicitar um breve histérico do conceito de area,
uma sintese de drea enquanto conceito (objeto matematico) e alguns estudos sobre o
contetido drea. E apresentar o material didatico manipulavel denominado geoplano
nos seus diferentes tipos (quadrado, isomérico, circular e oval) como uma possibilidade
no ensino-aprendizagem da matemaética do Ensino Bésico, sobretudo com atividades
geométricas. Dentre as atividades propostas serao enfatizados o estudo das figuras
geométricas planas e drea, com isso, procuramos reunir as diferentes ideias presentes
na construgao e evolugao do conceito de area, apresentando a dedugao das formulas
usuais para as areas dos poligonos mais simples, a partir da composi¢ao e decomposigio
de figuras, a demonstracao do cédlculo da drea de figuras irregulares, através da Formula
de Pick que relaciona a drea de um poligono simples cujos os vértices tém coordenadas

inteiras com um mimero de pontos no seu interior e no seu bordo.

Palavras-chave: Geoplano. Area. Férmula de Pick.
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Abstract

The objective of this work is to work some concepts linked to measures of area
of plane figures. We will try to explain a brief history of the concept of area, while
a synthesis of area magnitude (mathematical object) and some studies content area.
This work presents the courseware manipulable called Geoplano in its different types
(isometric, circular, oval and squared) as a possibility in the teaching and learning of
mathematics at primary school, especially with geometric activities. Among the pro-
posed activities will emphasize the following contents: the study of geometric figures
and flat area. We seek to bring together the different ideas present in the construc-
tion and evolution of the concept of area, with the deduction of the usual formulas
for the areas of simple polygons, from the composition and decomposition of figures,
the demonstration of calculating the area of irregular figures by formula Pick. Pick’s
formula relates the area of a simple polygon whose vertices have integer coordinates

with a number of points in its interior and on its edge.

Keywords: Geoplano. Area. Pick's Theorem.
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Introducao

O calculo de area é muito utilizado desde as séries iniciais do ensino bdsico.
Inicialmente, usamos o conceito de drea como sendo a medida de superficies e logo
apos, passamos a calcular dreas utilizando as férmulas.

Este trabalho envolve um estudo com o cilculo de dreas de poligonos situados
sobre uma malha retangular, mais precisamente, no geoplano, com o intuito de deduzir
o calculo da drea de figuras planas com contornos regulares e irregulares.

Assim, vamos reunir algumas ideias na criacio e evolucido do conceito de Area,
do Geoplano e também da Formula de Pick, expondo os aspectos historicos.

Também, a dedugao das férmulas usuais para o cdleulo das dreas dos poligonos
mais simples, utilizando como unidade padrdo de medida o quadrado unitdrio, cuja
area mede uma unidade de area.

Para calcular a drea de figuras planas com contornos irregulares aplicamos a
Férmula de Pick, a qual definimos e, em seguida, apresentamos a demonstragao da
Férmula de Pick para regioes poligonais.

Este trabalho é dividido em trés capitulos. O primeiro aborda os aspectos
histéricos, onde fala sobre a nogiao de Area de Figuras Planas, o surgimento do Geo-
plano, quem o criou e a da Férmula de Pick. No segundo capitulo, estudamos a deducao
das férmulas usuais para o calculo de dreas de figuras planas utilizando o quadrado
unitario como unidade, que sua drea mede uma unidade de drea. No capitulo trés,
analisaremos certas figuras geométricas desenhadas no plano cartesiano com vértices
nos pontos de uma malha retangular, com coordenadas inteiras com o objetivo de
encontrar a drea dessas figuras, obtendo uma férmula que seja vélida para todos os

Ccasos.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos

1.1 Area

Uma das primeiras no¢oes geométricas a despertar o interesse do ser humano foi
o calculo de dreas. Ele é milenar. Tanto os egipcios quanto os babilénios (povos que
habitaram a Mesopotamia, regiao que hoje corresponde ao Iraque) ja reconheciam o
calculo de dreas de figuras geométricas simples. Esses conhecimentos foram motivados
por questoes praticas de agrimessura. Sabemos que geometria significa literalmente
“medida de terra”.

Segundo LIMA(1991) nos Elementos de Euclides, os segmentos de reta nao podem
ser medidos, pois hd segmentos incomensuraveis com qualquer unidade que se adote,
dois segmentos eram comparados pela a razao entre eles e como nao existia os nimeros
iIrracionais, a razao entre eles nao podiam ser representados por mimeros racionais. E
com isso, nao havia medida de dreas na Matematica grega. Euclides nem se deu ao
trabalho de definir 4rea.

Nos Elementos, duas figuras sio iguais quando tém o mesmo comprimento se sao
segmentos, a mesma drea se sao figuras planas, o mesmo volume se sao sélidos ou a
mesma abertura se sdo angulos. A nogao de figuras que coincidem por superposicao.
ou seja. que sao congruentes, sé veio a ter interesse independente em Geometria muito
depois. A coincidéncia de duas figuras planas por superposi¢ao era um passo inter-
medidrio para concluir a igualdade de suas dreas. Portanto, Euclides enuncia que

triangulos e paralelogramos com bases iguais e situados entre as mesmas paralelas sao

10



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 11

iguais, isto quer dizer que as figuras em questao tém a mesma drea.

1.2 O Geoplano

A palavra geoplano vem do inglés geoboards ou do franceés geoplans onde geo vem
de geometria e plan significa plano, tabuleiro, tdbua ou superficie plana.

Um dos primeiros trabalhos sobre o geoplano foi do Dr. Calleb Gatteno em 1961.
Ele foi reconhecido pelas inovagoes no ensino e na aprendizagem sobre a matematica. O
geoplano chega como um recurso didatico para o ensino da geometria plana elementar,
entre outros. K uma forma de despertar a curiosidade e estimular as criancas a fazer

perguntas, a criar hipéteses, a descobrir chegando a diversas conclusoes.
Tipos de Geoplano

GEOPLANO QUADRADO GEOPLANO ISOMERICO
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Ele é formado por uma placa de madeira e pregos dispostos formando uma malha,

faz parte também desta placa, elastico ou barbantes, de preferéncia coloridos, com os
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quais podemos prendeé-los aos pregos desenhando e formando figuras geométricas sobre
0 geoplano.
As atividades com o geoplano proporcionam a exploracao de diversos contetidos

matematicos, onde podemos destacar os seguintes:

e Introdugao a geometria: Ponto, reta e plano, semirreta, semiplano; Estudo de
diferentes tipos de poligonos como triangulos e quadrildteros; Teorema de Tales;
Conceitos de medidas; Simetria; Comparacoes e medidas de dreas; Numeros
quadrados perfeitos; Teorema de Pick; Ampliacao e reducio de figuras; Angulos:

Teorema de Pitdgoras, Analise combinatéria, entre outros.

1.3 Formula de Pick

A férmula de Pick foi publicada em 1899 pelo matematico Georg Alexander Pick,
que nasceu em 1859 em Viena de Austria e morreu em 1943, durante a segunda guerra
mundial, no campo de concentracao em Theresienstadt. Escreveu 67 artigos nas mais
diversas areas da Matematica. Esta férmula, que ficou conhecida como o Teorema de
Pick, apareceu em um artigo publicado em Praga em 1899.

Esta férmula explora o calculo de drea de poligonos com vértices em pontos de
uma malha retangular no plano cartesiano, relacionando-a apenas ao niimero de pontos
da malha localizados no interior do poligono e o niimero de pontos da malha contidos
em seu bordo.

Ha um apelo intrinseco pelo seu aspecto curioso de transformar o problema, em

geral dificil, do cdlculo de dreas, em uma “mera” contagem de pontos.




Capitulo 2

Area de Figuras Planas

2.1 Area de Poligonos

Poligonos

Dados dois pontos A e B no plano, denotamos por AB o segmento de reta que

tem A e B como extremos.

Chamamos de interior de AB o conjunto de pontos de AB que sao distintos de
A e de B.

Dado um nimero finito de pontos distintos do plano, Vi, V5, Vi, ..., V,,, chamamos
de linha poligonal com extremos em V) e V,, a unido dos segmentos (chamados de

arestas)V1Va, VaVs, ..., Vi Vi

Supomos que trés vértices consecutivos nunca sao colineares. Chamamos de linha

poligonal fechada, ou simplesmente poligono, com vértices Vi, Vs, ..., V,,, a uniao dos

segmentos ‘/1‘/23 %VS'! wrey v;t— 1 ‘/ﬂ: V‘n‘/l
Também supomos que trés vértices consecutivos de um poligono nao sao coli-

neares, entendendo agora que {V,_1,V,,Vi} e {V,, V4, V5} também sdo conjuntos de

vértices consecutivos.
Diremos que o poligono é simples se a interseccao de um par de arestas nao

consecutivas é sempre vazia (um par de arestas consecutivas é determinado por cada

conjunto de trés vértices consecutivos).

Um poligono simples P divide um plano em duas regioes: o interior [ e o exterior

E de P.

13




CAPITULO 2. AREA DE FIGURAS PLANAS 14

Essas regioes sao caracterizadas pelas seguintes propriedades.

Dois pontos do plano fora de P sao extremos de alguma linha poligonal que nao
intersecta P se, e somente se, ou os dois pertencem a I ou os dois pertencem a F.

Além disso, I é limitada e E é ilimitada e P é fronteira comum de ambas (P ser
“fronteira” de I e de F significa: qualquer pequeno disco centrado em qualquer ponto
de P contém pontos de I e de E). Este é um caso particular do célebre Teorema de

Jordan, para o qual uma prova elementar pode ser encontrada em [3].

Medidas de Area

Calcular a drea de uma figura plana é medir a regiao ou a porcao do plano ocupada
por essa figura. Assim, para medir a superficie de uma regiao é necesséario utilizar uma
outra superficie como unidade de medida e verificar quantas vezes essa unidade cabe
dentro da outra regiao a ser medida. Em geral, toma-se um quadrado como unidade de
medida e o nimero de vezes obtido é a Area da regiao medida. Outro recurso utilizado
é a decomposi¢ao de uma figura em outras cujas areas sejam conhecidas.

Essas estratégias tém suas origens nos antigos modos de medir, mas podem ser
escritas em linguagem formal, como em LIMA(1991, p.21), através das seguintes pro-
priedades:

Seja P um poligono do plano. A cada poligono P se pode associar um niimero

real nao negativo chamado drea de P, com as sequintes propriedades:

1. Poligonos congruentes tém dreas iguais.
2. Se P é um quadrado com lado unitdrio, entao a drea de P = 1.

3. Se P pode se decompor em n poligonos Py, ..., P, tais que quaisquer dois
deles tém em comum no mdrimo alguns lados, entao a drea de P é a
soma das dreas dos P;.

A partir dessas ideias apresentaremos modos de representar as dreas de algu-
mas figuras planas. Para tanto assumiremos como unidade de medida um quadrado
cujo lado mede uma unidade de comprimento(u.c.), que sera chamado quadrado
unitario. Em decorréncia, a drea do quadrado unitdrio serd igual a uma unidade de

area(u.a).
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Area do Retangulo

No que se segue estamos supondo que as medidas sao miiltiplos inteiros da unidade
de comprimento (u.c) adotada. As férmulas obtidas podem ser generalizadas para
medidas reais por meio de um argumento de densidade dos niimeros racionais.

O retangulo é o quadrildtero que possui quatro angulos retos e lados opostos
paralelos iguais dois a dois. Para obter a area de um retangulo R cujos lados tém como
medida a e b unidades de comprimento, tomamos a unidade de drea, sobrepondo-a de

modo a cobrir toda a superficie do retangulo.

Verifica-se entao que sao necessérios (ab) quadrados unitdrios, cada um deles com

area 1, para cobrir a superficie de R da seguinte forma:

Areade R=a-b (2.1)

Area do Quadrado

O quadrado pode ser compreendido como um retangulo que possui todos os lados
iguais e sua area pode ser obtida de modo andlogo a do retangulo.
Um quadrado @ cujo lado tem como medida a unidades de comprimento, pode

ser recoberto por a - a ou a? quadrados unitdrios, cada um deles com drea 1.
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Assim, podemos expressar a area do quadrado @ cujo lado mede a da seguinte
forma:

Area de Q = a? (2.2)

Area do Paralelogramo

Um paralelogramo é um quadrildtero no qual tem os lados opostos paralelos,
assim como o retangulo. Entretanto, ao tentarmos sobrepor quadrados unitarios para
obter sua drea, nos depararmos com algumas limitacoes, pois os seus angulos internos

nao sao retos.

Para definir a 4drea do paralelogramo recorremos a decomposi¢ao, de modo a
compara-la com outra ji conhecida, no caso do retangulo.

Em um paralelogramo, quando se toma um de seus lados como base , chama-se
altura do paralelogramo a distancia entre a base e o seu lado oposto.

No paralelogramo ABCD, tomando-se AB como base de medida a, o segmento

EF, de medida b representa a sua altura.
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Para obter a area do paralelogramo efetuamos um corte ao longo de sua altura

EF, e em seguida recompomos as partes de modo a formar um retangulo.

"=> -

O retangulo formado tem as dimensoes a e b, e sua drea é dada por a - b.
Deste modo, podemos afirmar que a drea do paralelogramo corresponde ao pro-

duto do comprimento de uma de suas bases pelo comprimento da altura correspondente.

Area do Triangulo

A érea do triangulo pode ser obtida diretamente a partir da drea do paralelo-

gramo, visto que todo triangulo é a metade de um paralelogramo que tem uma base e

altura correspondente cujas medidas sao iguais as da base e da altura correspondente g
ia ELd

do triangulo. o
!- 1
b |
€|

(&)

Ll

ad

No triangulo ABC e no paralelogramo ABCD, a base AB tem medida b e a

altura correspondente CE tem medida a.
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A drea de ABCD = b-a e os triangulos ABC e BC D sao congruentes, portanto a
area do triangulo ABC é a metade da drea de ABC'D. Ou ainda, a drea de um triangulo

é a metade do produto da medida de uma base pela medida da altura correspondente.

Area de ABC = %(a - b) (2.3)

2.2 Area de um Poligono Qualquer

Conhecidas essas areas, podemos utilizd-las para obter a drea de um poligono
qualquer, subdividindo-o em figuras cuja area ja sabemos resolver. A drea do poligono
que se quer encontrar sera a soma das areas das figuras em que este foi subdividido.

Tomemos como exemplos o trapézio e o losango:

No trapézio ABCD,

Consideremos as bases AB = b; e CD = by e altura do trapézio DE = a.
O segmento de reta AD divide o trapézio nos triangulos ABD e AC D, com bases

b, e by respectivamente, ¢ mesma altura a. A drea do trapézio é a soma das dreas dos

dois triangulos.

a(by ; by) (2.4)

Area de ABCD =

No losango ABCD,

TECA|

LT

HiEan
Wil

{54
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Consideremos as diagonais AC = d; e BD = d,. Observe que a diagonal subdi-
vide o losango em dois triangulos congruentes, ABC e ACD com base comum AC = d,
e alturas BO e DO iguais a 2.

Desse modo, a area do losango sera dada por:

Kiea de ABCD =B %

(2.5)

2.3 Area de Poligonos Regulares

Um poligono é regular se todos os seus lados e os seus angulos internos sao
congruentes. Para se obter a drea de uma superficie limitada por um poligono regular, é
preciso considerar que todo poligono regular de lado I pode ser divido em n triangulos
iguais, sendo n um nimero de lados do poligono. Cada tridngulo tem como base o
lado [ do poligono e a altura igual ao apétema a do poligono. (O apdtema de um
poligono regular € o seqgmento de reta que une o centro desse poligono ao ponto médio

de qualquer um de seus lados).

%A & a

Desse modo, a area do poligono regular pode ser obtida multiplicando-se a drea

de cada triangulo pelo mimero de lados n do poligono, o que nos leva ao seguinte

resultado:
l-a

Area do Poligono ABCD =n - (T) (2.6)



Capitulo 3

A Foérmula de Pick

Agora, analisaremos certas figuras geométricas (poligonos) desenhados no plano
cartesiano com vértices nos pontos de uma malha retangular especial: os pontos com
coordenadas inteiras. O problema ¢ a partir dessa referéncia, encontrar a drea dessas

figuras. O objetivo é obter uma férmula que seja vdlida para todos os casos.

3.1 Calculo da area de poligonos

Defini¢ao 3.1 Uma rede no plano é um conjunto de pontos organizados em retas
horizontais e verticais, onde a distancia de cada um deles aos pontos mais prozimos

na horizontal ou na vertical é igual a 1.

Observacao 3.1 Se tomarmos um sistema de coordenadas cartesianas, com origem
num ponto da rede, um eizo na horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita
como um conjunto de todos os pontos do plano que as coordenadas (m,n) sao nimeros

inteiros (positivos, negativos, ou zero).

Definicao 3.2 O bordo de um poligono é o contorno do mesmo, ou seja, os pontos
de fronteira. O interior do poligono sdio todos os pontos da rede que estao situados

dentro do poligono.

20



CAPITULO 3. A FORMULA DE PICK 21

O poligono P diz-se simples quando nao possui buracos no seu interior nem

interseccoes das suas arestas.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 3.1: Poligonos

A Figura 1 representa um poligono simples. Na figura 2 o poligono nao é simples,
pois tem um vértice que pertence a mais de dois lados e o poligono da figura 3 nao é
simples porque tem um buraco.

O primeiro passo para encontrar uma relagao entre os pontos da malha e a drea
de uma tal figura é pensar na influéncia que o niimero de pontos da malha contidos na
figura tem no valor dessa drea, pois intuitivamente uma figura com muitos pontos da
malha tem drea maior que figuras com poucos pontos na malha.

Primeiramente precisamos padronizar nossa unidade de area. Entao tomemos o

menor quadrado (o quadrado que contém apenas 4 pontos da malha) de drea 1 como

padrao.
[ ] L ] ® L ] ® L]
[ ] L ] L ] L ]
L] L ] L ] L ]
L ] L ] L ] L] L ] L ]

Figura 3.2: Quadrado Unitério

Assim, dividindo esse quadrado ao meio por uma diagonal, temos dois triangulos

retangulos isésceles de area % Note que tais triangulos tém a menor drea positiva
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possivel entre os poligonos com vértice na malha.

N AN

Figura 3.3: Metade do Quadrado Unitario

Se um modelo é proposto como solugao do problema, tomando algumas figuras
simples diferentes, mas todas formadas pela uniao desses triangulos (de modo que
sabemos previamente o valor de sua drea), podemos criar um sistema de equagoes
lineares, de onde tiramos os valores dos parametros que relacionam pontos da malha
contidos na figura e sua area.

A drea esta relacionada com o numero I de pontos da malha internos ao poligono

e o numero B de pontos da malha na fronteira do mesmo, através de um modelo linear
A= Bz + Ily+z

Vamos aplicar tal modelo aos poligonos representados nas figuras e ao quadrado.

Figura 3.4: Modelo Linear

Temos entao as equagoes:

= Bzx+Iy+z

dz+ ly+ =2

(TR S €
Il

= 6z+0y+=z

1l = dz+0y+2
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Como as trés equagoes sao linearmente independentes, conseguimos encontrar
uma unica solucao para o sistema: r =

férmula de Pick:

%,y =1e z= —1. Entao obtemos a chamada

1
A= =B+1-1
5 2k

Triangulo Fundamental

Definicao 3.3 Um triangulo é fundamental quando tem os trés vértices e mais

nenhum outro ponto do interior ou do bordo sobre a rede.
Teorema 3.1 Qualquer triangulo fundamental tem drea iqual a %

Demonstragao: Podemos colocar o triangulo em um retangulo onde o maior lado do

triangulo seja sua diagonal, como se mostra na figura.

Figura 3.5: Triangulo Fundamental

Para calcular a drea de um triangulo, calculemos a drea do retangulo menos as

areas das figuras que denotamos com as letras A, B, C e D.
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De fato, considere a seguinte figura:

3
Y
1 :

|
| | ©
11

Figura 3.6: Célculo da Area

Calculemos as dreas das figuras, tanto do retangulo como de cada uma das regioes

A, B,CeD:

Area do retangulo grande:

(a+b)(c+d) = ac+ ad + be + bd.

Area do triangulo A:
(a+b)(c+d) ac+ad+bc+bd

2 2
Area do triangulo B:
ac
2
Area do retangulo C:
be.
Area do triangulo D:
ba
5

Entao a drea do triangulo que buscamos é

ac+ad+bc+bd_ﬁ_bc_@_ad—bc
2 2 2 7

ac + ad + be + bd —

Como queremos mostrar que a drea de um tridngulo fundamental é igual a %, falta

demonstrar que ad — be = 1.

P e sy

e m

“TECA|

IUA"-.,:'.-

—
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Sabemos que o triangulo tem 3 pontos na fronteira e nenhum ponto no interior,
de modo que teremos que usar esta informacao.

Vamos contar os pontos da figura:

Figura 3.7: Contagem de Pontos

A altura do retangulo grande mede a + b, logo tem (a + b + 1) pontos; a base

mede ¢ + d logo tem (¢ + d+ 1) pontos. Portanto, em todo o retangulo tem:
(a+b+1)(c+d+1)

pontos no total.

Queremos obter metade dos pontos do retangulo, tiramos primeiro os dois pontos
marcados com X e Y no vértice e depois de obter a metade agregamos os pontos que
faltam ao triangulo A. De modo que o nimero de pontos da regiao A é:

(a+b+1)(c9+d+l)—2+2: (a+b+1)2(c+d+l) .

O niimero de pontos da regiao B é:

(a+1)(c+1) X

5 1.

O mimero de pontos da regiao C é:
(b+1)(c+1).

O nimero de pontos da regiao D é:

(b+1)(d+1)

£ 2
5 4
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O nuimero de pontos da regiao A deve ser igual ao niimero da soma das regioes B, C e

D. sem as repetigoes que puderem haver, isto é:

{a-i—b{l!z!C‘{.di-l!"_l - |:(ﬂ+l)2{c+1!+1] +[(b+1)((—'+l)]+[!Hl)-z(d+1)+1j| —(C‘+'l)_(b+1)

Ao simplificar esta expressao temos que:

ad —bc =1

O Teorema de Pick

Com as definicoes anteriores podemos enunciar o Teorema de Pick, o qual dd4 uma

formula, para obter a drea de wma rede poligonal.

Teorema 3.2 (Teorema de Pick) A drea P de um poligono cujos os vértices sao pontos
de uma rede é dada pela a expressao

B
P=S+I-1

onde B é o mimero de pontos da rede situados sobre o bordo do poligono e I é o nimero

de pontos da rede existentes no interior do poligono.

Esta férmula sé se aplica a um poligono simples (isto é, cujo o bordo é uma
poligonal fechada que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo o
mesmo vértice).

Notacao: Se denotard A(Q) a drea de um poligono @ e P(Q) a férmula de Pick
para o poligono Q.

Primeiro provaremos que a férmula de Pick é vélida para retangulos e triangulos.
Em seguida, provaremos que se a féormula de Pick vale para rede poligonais com interi-
ores disjuntos e com lado comum, entao vale para a uniao e finalmente demonstrar que

todo poligono pode ser triangulado, isto é, pode ser dividido em triangulos disjuntos.
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Teorema 3.3 Seja R um retangulo, com lados paralelos aos eizos, entao

A(R) =P(R)
Demonstracgao:

Figura 3.8: Contagem de Pontos

Seja R um retangulo m x n, entao R tem um total de ' = (m+1)(n+ 1) pontos.
O lado de comprimento m tem m + 1 pontos e o de comprimento n tem n + 1 pontos,

logo, os pontos da fronteira de R sao:
B=2(m+1)+2(n+1)—4=2m+2n
Note que -4 é equivalente aos vértices do retangulo que foram contados duas vezes.
Logo, os pontos interiores sao
b o= =g

= (m+1)(n+1)—(2m + 2n)

= mn—m-—n+1
donde,

P(R) = I+—g—1
= (mn—m—~n+l)+g-n—1—;—2—q—l=mn
= A(R)

assim, a férmula de Pick é valida para retangulos de lados paralelos aos eixos.

O

Teorema 3.4 Seja A um triangulo retangulo, com um cateto vertical(e portanto outro

horizontal), entao

A(L) =P(D)
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Demonstracao: Seja /A um triangulo retangulo de catetos m e n. Assim, os lados
m e n tém respectivamente m + 1 e n + 1 pontos. Seja k os pontos da diagonal (sem

contar os extremos), entao
B = (m+1)(n+1)+k—1
= m+n+k+1

Seja R o retangulo formado unindo A e seu simétrico com respeito a hipotenusa.

Figura 3.9: Triangulo Retangulo

Sabemos que o total de pontos interiores em R é mn —m — n + 1. Se retiramos
os k pontos da diagonal, entao o niimero de pontos interiores a cada lado da diagonal,

que ¢ igual ao total de pontos interiores de A, sao

mn—m-n+1—%k

I =
2
Aplicando o teorema de Pick, obtemos que
B
A) = I+ —-—
P(A) + 2 1 <
mn—-m-n+1—-k m+n+k+1 [ Q|
= + -1 [ LA |
2 2 | b |
mn (O
) |2
= AD) :

Assim, a férmula de Pick é vélida para triangulos retangulos com algum cateto vertical.
g
Observagao 3.2 Observamos que, se o nimero de Pick de um poligono simples é

sua drea, entao ele deve ser aditivo, isto €, se B € um poligono simples obtido pela a

justaposicao dos poligonos B, e P, ao longo de pelo menos uma aresta, entdao

P(B) = P(B.) + P(P.).
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Observacao 3.3 Na observagao “justapostos” significa que dois quaisquer desses poligonos

nao possuem ponlos interiores em comum.

Teorema 3.5 Sejam ‘P um poligono ¢ ‘P, e P, dois poligonos tais que
B = P, UP,, tém interiores disjuntos e um lado comum. Se A(B,) = P(P,) e

A(‘BZ) = P(‘:pz) entao

A(P) = P(P).

' I I 1 1 1 I I | I 1 1 I
e e e - o - -

1 I 1 1 1 1 U I 1 | 1 1 1

I I 1 1 ] I ] i 1 1 1 1 I
mcembhecsblccdacacdeccdecccddecccbhbcctbecclacacdacdeacalacalk -a

| 1 1 1 1 1 U 1 I 1 1 1 1

I 1 I ] ] I i I I I I I 1
[V, I S (NI T VR RS e, TR SR (AR S S, ———"

1 I 1 ' 1 1

I 1 1 1 1 ﬂl ] ] I 1 ] ] ]
_..+__+__+__.+__ ssskmatsraitoaaloogaas

1 [ 1 1 1

I APrUPa)=PIPLu Pl ] 1

1 I 1 1
i o i chatel ettt Sty St St Sl i

| 1 1 I 1 1 1

I 1 I ] 1 1 1 1
el o - * TS T A e S S e T

| 1 1 ! 1 1 1 1

I U ] ] i ] I I
= L o ey oo Gttty bualbrodior xlifoed sothodi

I 1 ] i ] ] 1 I

] 1 ] 1 1 L] [} I
-—" - e e R It il R SRS

1 1 1
I 1 1

Figura 3.10: Poligono com Interiores Disjuntos e um Lado Comum

Demonstracao: Seja P um poligono tal que I e B sao pontos interiores e de fronteira,
respectivamente. Sejam I; e [, respectivamente o nimero de pontos contidos no
interior das figuras B, e B,, e sejam B; e B,, respectivamente o niimero de pontos na
fronteira de B, e *P,. Seja k o mimero de pontos da rede do lado comum de B, e P,
entao:

O nimero B de pontos de fronteira de *B, serd dado por

B = (Bi—k)+(B2—k)+2
— Bl+32—2k+2

onde, 0 2 corresponde aos pontos extremos do lado comum.

O mimero I de pontos interiores de B sera dado por

I=hL+lp+k~—2
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Como A(PB) = A(B,) + A(B.) e por hipitese A(P,) = P(P,) e A(B.) = P(L.)

entao
B
PE) = I+5-1
= 11+Iz+k+2+31+322_2k+2—1
B B
= .'1+Ig+k—2+?1+-§3—k+1~1

B B
- (I1+"—2*1'—1)+(I2+—22"—1

= P(B.) +P(B.)
=¥ A(‘:Bl) + A(q}z)
= A(B)

)

O

Observacao 3.4 Todo triangulo pode ser completado de modo a compor um retangulo,

Justapondo-se a ele triangulos retangulos com catetos paralelos aos eixos coordenados.

Teorema 3.6 Seja /A um triangulo, entao
A(A) =P(4)

Demonstragao: Nos aparecem trés possibilidades;

Caso 1: Triangulo retangulo com catetos horizontal e vertical. Ver Teorema 3.4.

e e R T g i e el e e e s .,
L] 1 1 1 1 1 1 ) ] 1 1 1 1 1
] 1 1 1 1 1 1 1 ) ] 1 ] 1 ]
e e e A i o e e R . i ey | e et
I 1 I I ) 1 ] 1 1 1 ) ] 1) )
] i [} [} [} ] (] 1 1 1 ] 1 [} ]
g s s i S e B S O S L e e A g L g P g
] i 1 ) ) L) L 1 1 1 ) ] [} 1
L} 1 ] 1 ] ] ] 1) 1 1 1 1 1 1
sebeabaablaacd e dao vl L 1 L E__J___l
1 ] |l 1 i I 1
] 1 | 1 I i
B> et gD A L SRERn) BRI e S B
1 ] ] 1 1 L
1 ] ] i 1 1 ]
I, T SRS SRS, SWPTRL SSRE SUte R, T SRS, ST W RS OO SRREER o
1 1 ] ] 1 ] L] ] 1 1 1]
I 1 ] 1 1 1 [} 1 ]
1 1 I I 1 1) B 1 I ] C I
B i T T T it T T T -TaT T

Figura 3.11: Triangulo com um Lado Horizontal

.....
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Caso 2: Triangulo com um sé lado horizontal (o vertical). (ver figura).
Neste caso, se constréi um retangulo ADCE (ver figura). Logo os triangulos
AADB e AAEC sao retangulos e pelo teorema (3.4).

A(AADB) = P(AADB)  A(AAEC) = P(AAEC)

Além disso, pelo Teorema (3.3) temos que A(OADCE) = P(OADCE). Pelo

Teorema (3.5) e as consideragoes anteriores:

A(AADB) + A(AABC) + A(AAEC) = P(OADCE)
= P(AADB)+ P(AABC) + P(AAEC)
— A(AADB) + P(AABC) + A(AAEC)

Cancelando os termos concluimos que A(AABC) = P(AABC).

Caso 3: Triangulo sem lados horizontais e nem verticais. (ver figura).

=R s PR Sl s Bl (SRR IRPEE, PTG RN IS Wogme iosys] Sy S L
1 1 1 ] i i [ i i ] 1 [ 1 T i
1 L} 1 1 1 1 L} I ] 1 1 ) 1 i L)
1 1 1 A 1 ] 1] 1 E. 1 1 l__ul_ _l 1
o e s e T T T T T | GRS R
' 1 ' e 1 1 ' ' ' [l I 1 '
i i 1 \ ™ 1 ] 1 1 ] i 1 1 1
kN R R Iy i
1
(] i ' L S ] 1 ' ] 1 i []
T s e e e i o e ol ] e e i e e
L} Ll I ] ] L} 1 I L} ] 1 L]
I 1 I I ] ] \:.\" c 1 ] I 1 ] L]
L e e e .t__.u_.__u_-»-s...1}.,--4--4---1---:---:.--;-
(] [} i 1 1 1 -+ ] 1 1 i ] ]
i ' 1 | T i | | I 1
S (R NEp, —— \k == 1 1
[ [ ' D F i ] i ] ' [ '
' ' 1

[}

LA (PR, NI IO RSN B 5
| i
1

L] L} 1] ] L] 1 1 1 1 [}

Figura 3.12: Triangulo sem lados Horizontais nem Verticais

A demonstragao é andloga ao Caso 2.
O

Observacao 3.5 Qualquer poligono simples B, com vértices numa malha retangu-
lar, pode ser expresso como reunido de tridngulos fundamentais cujos os vértices sao

também pontos da malha retangular.

Observacao 3.6 Para a demonstragio do Teorema de Pick falta garantir que uma
rede poligonal pode ser triangularizada, isto é, mostrar que esta rede pode ser dividida
em triangulos mediante diagonais que nao se cortem, que sao interiores ao poligono e

cujos os vértices coincidem com os lados do poligono.
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Teorema 3.7 Todo poligono simples pode ser triangulado.

Demonstracao: Ver [1]

Esbogo da Demonstragao do Teorema de Pick

Seja P um poligono simples, entao pelo teorema (3.7), se pode triangularizar em

11,15, ..., T, triangulos, logo:
A(PB) = A(Th) + A(T) + .. + A(T)
Pelo o Teorema (3.6)
A(T;) = P(T;), paratodoi=1,2,...,n
Aplicando n vezes o Teorema (3.6), concluimos que

AB) =5 +1-1

“TECA

o
oo
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]

e
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Aplicagao do Teorema de Pick

Mostremos que nao existem triangulos equildteros cujos os vértices sejam inteiros.
Demonstragao: De fato, suponhamos que existe um triangulo equilitero A cujos os
vértices sejam inteiros. Assim, podemos utilizar a Férmula de Pick para o cdleulo da
area do mesmo.

Seja a o mimero de pontos do bordo B e b o niimero de pontos do interior I, com
a e b € N. Entao,

Areade A = —g+f~—l (3.1)
= S+b-1€Q

Por outro lado, a area do triangulo é dada por
¢ 1
Area de A = §(b -h) (3.2)

Para calcular a area, precisamos da altura h.

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos:

() e

W o Pta BF
N 4~ 4
V3-1
h Rdas

2

Substituindo h e [ em (3.2), obtemos:

) 17, V3-1N 2.3
AreadeA-—a(I- 5 )u_ i

Como [* é a drea do quadrado de lado [, entao pelo Teorema de Pick I2 é racional.

el (3.3)

Dai, por (3.1) e (3.3), /3 é racional, o que é um absurdo. Portanto, nio existem

triangulos equilateros com vértices inteiros.
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