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“A matemdtica se revela em mentes sensiveis, ca-

pazes de ver espirais em um girassol, angulos em

uma estrela e Deus no infinito.”
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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo de condigoes para diagonalizacdo de Opera-
dores lineares, definidos em espagos vetoriais reais ou complexos. O resultado principal
é o teorema Espectral para Operadores Lineares, que da condicoes para a diagona-
lizacdo. Definiremos os conceitos prévios sobre: Espaco Vetorial, Base, Dimensao,
Produto Interno, Autovalores e Autovetores e Operadores Autoadjuntos. Conceitos
estes usados no Teorema Espectral, onde o mesmo nos diz que “Para todo operador
autoadjunto T definido de V em V', num espaco vetorial de dimensao finita munido
do produto interno, existe uma base ortonormal de vetores contida em V formada
por autovetores de 7”. Como aplicagao, usamos o conceito de maximo e minimo local

e uma forma quadratica para classificagao de pontos de uma funcao de varias varidveis.

Palavras-chave: Operador autoadjunto. Teorema Espectral. Maximo e Minimo

Local.
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Abstract

This work is dedicated to the study of conditions for diagonalization of Linear
Operators, defined in real or complex vector spaces. The main result is the Spectral
Theorem for Linear Operators, which gives conditions for diagonalization. We define
the concepts about: Vector Spaces, Basis, Dimension, Internal Product, Eigenvalues
and Eigenvectors and Selfadjoint Operators. These concepts used in the Spectral The-
orem. where it tells us that "For every selfadjoint operator T defined of V on V,
in a vector space of finite dimensional equipped with the inner product, there is an
orthonormal basis of vectors contained in V consisting of eigenvectors of T”. As an
application, we used the concept of maximum and local minimum and a quadratic form

to classify points of a function of several variables.

Keywords: Selfadjoint Operator. Spectral Theorem. Maximum and Minimum Local.
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Introducao

Teorema Espectral. Origens e evolugao.

A evolugao da teoria espectral é um dos capitulos mais informativos na historia
da matematica moderna. O tema central do teorema espectral é que certos operadores
lineares de dimensao infinita podem ser representado na forma diagonal. Embora o
teorema tem raizes profundas no passado, a teoria matematica é um fenémeno do
século XX. Todo aluno de matematica estuda o teorema espectral extraido de seu
contexto historico, mas incorporado no contexto do curso. Este esquema, embora
pedagogicamente eficiente, muitas vezes obscurece o fato do teorema espectral fornecer
teorias matematicas apropriadas para varios fenomenos fisicos.

As raizes historicas do teorema espectral pode ser encontrado em trés dreas dis-
tintas, tais como geometria analitica (teorema dos eixos principais), andlise (equagoes
integrais) e dlgebra (sistemas infinitos de equagoes lineares).

O espectro de um operador na matematica contemporanea surge da tentativa de
compreender varios problemas concreto de algebra envolvendo solugoes das equacoes
lineares e suas generalizagoes a dimensao infinita. Esta visao é o resultado da evolugao

matematica de uma série de ideias ao longo de quase 300 anos.

Teoria Espectral

O tema dos autovalores aparece quando Euler, no primeiro ter¢o do século XVIII
estudou sistematicamente a equacao do segundo grau geral de duas e trés varidaveis no
plano e no espago, respectivamente. Ele demonstrou que existem eixos perpendiculares

onde a expressao da conica ou quédrica é particularmente simples. Posteriormente em
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1760 em seu livro Recherches sur la courbure des surfaces, estudando as secgoes nor-
mais de uma superficie em um ponto encontrou que existem dois planos mutuamente
ortogonais cujas secgoes determinam as curvaturas maxima e minima das curvas. Pos-
teriormente, verificou-se que estas duas situagdes sdo casos particulares do fato de
uma matriz simétrica ser ortogonalmente diagonalizavel. A nogao de polinémio ca-
racteristico aparece explicitamente na obra de Lagrange sobre os sistemas de equagoes
diferenciais em 1774 e nos trabalhos de Laplace (1749-1827) em 1775.

Cauchy reconheceu o problema do autovalor no trabalho de Euler, Lagrange e
Laplace. Em 1826, considerou o problema da reducgao de uma forma quadratica de tres
varidveis e mostrou que a equagao caracteristica € invariante, para mudanc¢a dos eixos
retangulares, em linguagem moderna, se A é uma matriz quadrada e se S € inversivel,

entao

det(A — AI) = det(SAS~ — AI).

Em 1829 Cauchy provou que os autovalores de uma matriz simétrica sao reais. As
matrizes Hermitianas (A = Zt) foram introduzidas por Hermite (1822-1901). Frobe-
nius em 1878, garantiu diagonalizacao de matrizes ortogonais, estendendo em 1883
a demonstracao a matrizes unitarias (Azt = I). O teorema espectral para matrizes
normais (AA = ZtA) é devido ao Toeplitz (1881 - 1940).

Jacobi (1804-1851) deu a solugéo do sistema de equagoes diferenciais Y’ = AY,
sendo A uma matriz diagonalizavel. Jordan resolveu o caso que pode ser diagonalizavel
usando conceitos de matrizes semelhantes (duas matrizes A e B sao semelhantes se
existe uma matriz invertivel S tal que A = SBS™') e de equacdo caracteristica. No
livro Traité des substituions (1870) demonstrou que uma matriz pode ser transformado
numa forma canonica agora chamado de forma canonica de Jordan.

Um passo simultaneo em direcao ao conceito de autovalor e autovetor num espaco
vetorial abstrato é o trabalho de Sturm e Liouville que estudaram equacoes que agora
levam seu nome. Os problemas estudados por Sturm e Liouville pode ser divididos
em trés tipos: 1) As propriedades dos autovalores, 2) comportamento qualitativo das
fungoes (ou fungoes préprias) e 3) a expansao de fungoes arbitrarias em termos destas
fungoes. Dessas trés questoes, os dois primeiros foram estudados por Sturm e o terceiro

por Liouville. Eles observaram que, se ¢ é um operador diferencial, entao existe uma
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sequéncia de valores A\, de tal modo que existem fungdes e y, nao nulas ortogonais
entre si verificando ¢(y,) = ApYn.

De 1904-1910, Hilbert estudou a equagao integral u(z) = A f: K(z,y)u(y)dy.
Supondo que K é simétrica e definiu o que é um operador de autoadjunto para um
espaco de funcao, permitindo fazer uso das propriedades das matrizes simétricas no

caso finito. Em particular, mostrou que o operador

b
$(w)(z) = / K(z, yyu(y)dy

é autoadjunto. As autofuncoes associados a dois autovalores distintos sao perpendi-
culares dois a dois. Com estes resultados Hilbert demonstrou o conhecido teorema
dos eixos principais para espagos de dimenséo infinita. Hilbert usou um processo de
passar limite que permitiu generalizar resultados sobre sistemas finitos equagoes line-
ares. Com base nisso observou que o tratamento das formas quadratica infinitas “iria
complementar de uma maneira geral a bem conhecida teoria das formas quadratica em
um numero finito as variaveis”.

O periodo entre 1740 e 1840 é um periodo particularmente importante no estabe-
lecimento de teoria espectral. Mas isso nao quer dizer que é impossivel encontrar teoria
espectral antes de 1740. E possivel, considerar os problemas da teoria espectral como
um ponto de partida para o desenvolvimento da matematica e tragar suas origens até os
séculos V e VI aC. com o trabalho realizado pelos pitagoricos na corda vibrante. Acre-
ditamos que este problema estd claramente ligado ao que temos discutido, nao é parte
do que consideramos como a histéria da teoria espectral enquanto teoria matematica.

Observamos também que, ap6s o impressionante trabalho feito por Sturm, sem
diivida, tinha muito a fazer na teoria espectral. A teoria de Sturm e Liouville demorou a
ser aceite, devido a genialidade da mesma, ou seja, a natureza qualitativa dos resultados
e verificou-se que enfrentou um forte problema, pois houve uma falta geral de teoremas
de existéncia em meados do século XIX. Diante disso, s6 no final do século XX é que
a teoria de Sturm- Liouville foi aceito e continuada.

Além disso, entre 1836 e 1900 houve grandes avangos em outros campos desta
teoria, avancos de um certo ponto de vista permitindo a comunidade matematica fi-
nalmente amadurecer e apreciar o teoria criada por Sturm e Liouville.

O trabalho de Cauchy em 1829 foi crucial para o desenvolvimento da Teoria

. JTEC
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Espectral, nao s6 pelos resultados encontrados e a motivagao que levou a grande avangos
na teoria espectral de matrizes em 1870, com base no trabalho desenvolvido por Cayley,
Hermite, Sylvester (que foi o primeiro a usar a palavra matriz, em 1850), Frobenius e
Weierstrass a quem devemos a criagao da teoria da matriz.

Finalmente , podemos dizer que a criacao da teoria espectral culmina no inicio do
século XX, quando o objeto de estudo, o espectro é finalmente definido por Hilbert.! A
Teoria espectral, passou a ser utilizado 1930, cerca de um século depois do aparecimento

das memédrias Sturm.

Aplicagoes da teoria espectral

Cauchy percebeu a estreita relagao entre autovalores e autovetores de uma matriz
simétrica com as dire¢oes principais e o comprimento dos eixos da conica associada a
esta matriz simétrica.

Uma das primeiras aplicag¢oes do teoria dos autovalores e autovetores foi o estudo

das sequéncias dada por recorréncia linear, por exemplo, a sequéncia de Fibonacci.
ay = 1.,(12 = 1,(17,_.}.2 = Qpy1 + Qg Y n > 1.

A técnica que ainda é usado hoje em dia reduz ao célculo de uma matriz de
energia.

Markov (1856-1922) foi o primeiro a estudar processos estocasticos nao dependen-
tes de tempo, chamado hoje cadeias de Markov. Uma cadeia de Markov é um sucessao
de variaveis dependentes X (t;) = (z;(t;),...,z,(t;)) identificados por valores discreto
crescentes de t; (normalmente, o tempo), com a propriedade de que qualquer previsao
de X (t;) é apenas uma funcao de X (¢;_1). Isto é, o valor futuro da variavel X depende
apenas o valor presente e n ao dos valores passado. Usando a teoria da diagonalizacao
de matrizes Markov estudou completamente as cadeias de Markov onde a relagao entre
X(t;) e X(ti—1) é linear. Seu trabalho também foi aplicado na biologia. Em 1945,
Leslie, introduziu um certo tipo de matrizes (chamadas matrizes de Leslie), a fim de

estudar os problemas de Evolucao das populagoes de animais.

THilbert utiliza a palavra grande Spektrum no seu trabalho de 1906 para falar sobre formas

quadriticas em um niimero infinito de variaveis.

} Ve |
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Mecanica Quantica

A mecanica quantica é a teoria fisica que obtém sucesso no estudo dos sistemas
fisicos cujas dimensdes sao préximas ou abaixo da escala atomica, tais como moléculas,
atomos, elétrons, prétons e de outras particulas subatéomicas, muito embora
também possa descrever fenomenos macroscopicos em diversos casos.

Muitos fenomenos quanticos dificeis de se imaginar concretamente podem ser
compreendidos com um pouco de abstracao matematica. Ha trés conceitos fundamen-
tais da matematica - mais especificamente da dlgebra linear - que sao empregados
constantemente pela mecanica quantica. Sao estes: (1) o conceito de operador; (2) de
autovetor; e (3) de autovalor.

As formulagbes matemaiticas da mecanica quantica sio os formalismos
matemadticos que permitam uma descri¢ao rigorosa da mecanica quantica. Estas, por
sua vez, se distinguem do formalismo matematico da mecanica classica, (antes do inicio
de 1900) pelo uso de estruturas matematicas abstratas, tais como espagos de Hilbert
de dimensao infinita e operadores sobre estes espagos. Muitas destas estruturas sao
retiradas da andlise funcional, uma area de pesquisa dentro matemadtica que foi
influenciada, em parte, pelas necessidades da mecanica quantica. Em resumo, os valores
observiveis fisicos, tais como energia e momento jia nao eram considerados como
valores de funcgoes em espago de fase, mas como autovalores, mais precisamente: como
valores espectrais de operadores lineares no espago de Hilbert.

Em 1925-1926, W. Heisenberg e E. Schrodinger criou teoria mecanica quantica
em Gottingen. Na teoria de Heisenberg certas observacgoes atomicas nao podem serem
feitas simultaneamente isto foi interpretado matematicamente como a n ao comutati-
vidade das operagoes que os representam.

Como a algebra matricial ndo é comutativa Heisenberg juntos com M. Born e P.
Jordan representaram cada grandeza fisica por uma matriz apropriada. O conjunto
de valores possiveis da referida quantidade fisica era o espectro da transformacao. Em
contraste, Schrodinger iniciou uma teoria baseada na equagao da onda. Depois da
surpresa inicial, que a mecanica da onda de Schrodinger e mecanica matricial de Hei-
senberg - essencialmente duas teorias com pressupostos diferentes - devem produzir os

mesmos resultados, Schrodinger unificou as duas abordagens provando que os autova-
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lores do operador diferencial na equagao de onda determina a correspondente matriz de
Heisenberg, resultados também obtidos simultaneamente por P. Dirac. Foi encontrado
que a energia de um atomo pode ser expresso por uma forma quadratica, cujo espectro
é observédvel por um espectroscépio.

Tudo isso renovou o interesse pela a teoria espectral. O préprio Hilbert ficou
espantado que os espectros de suas formas quadraticas poderiam ser interpretada como
espectros atomicos. Como ele disse: “Quando eu desenvolvi minha teoria de varidveis
infinitas nao previa mais tarde encontrar aplicagoes para espectro da fisica”.

Ficou clara que a teoria espectral de Hilbert era a base matematica apropriada
para as nova mecanica. Matrizes finitas e infinitas foram interpretados como operadores
no espago de Hilbert e quantidades fisicas sao representados por esses operadores.

A maquinaria matematica da mecanica quantica tornou-se a ser a analise espectral
e a renovada atividade precipitou a publicagao por A. Wintner (1929), do primeiro livro
dedicado a teoria espectral.

Embora esta abordagem poderia explicar com sucesso a nova mecanica quantica
naquele momento, representou uma extensao para o Teorema espectral e realmente

ajudou a estender a teoria Hilbert a operadores ilimitados.
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Capitulo 1

Tépicos de Algebra Linear

O objetivo deste capitulo é revisar algumas nogoes basicas de Algebra Linear
(espagos vetoriais, subespagos, bases, dimensao, transformacoes lineares, etc.), que va-
mos precisar no decorrer deste trabalho. Em particular, nao faremos as demonstragoes
de alguns resultados aqui enunciados. Indicamos os textos [7] , [§] e [15] para maiores

detalhes.

1.1 Espacos Vetoriais

O corpo R ou o corpo C serao denotados por K.

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio V é um espago vetorial sobre o corpo K
(denotamos também como K - espaco vetorial) se seus elementos (chamados vetores)
podem ser somados e multiplicados por escalares (elementos do corpo). Ou seja, dize-
mos que V € um espaco vetorial sobre o corpo K se estiverem definidas as seguintes

duas operacoes:

(+): VxV — V (): KxV — V

(u,v) — u+v (k,u) — k-v

tal queV u,v,w eV eV a,B € K temos as sequintes propriedades:
(A1) u+ v =v+ u (comutativa)

(A2) (u+v)+w=u+ (v+w) (associativa)

(A3) 3 0€V, tal que u+ 0 = u (vetor nulo)

15



CAPITULO 1. TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR 16

(A) V ueV, 3 —ueV tal que u+ (—u) = 0 (vetor oposto)
(P5) (a-fB)-v=a-(B-v) (associativa)
(P6) 1-v=wv (1¢€ o elemento identidade de K)
(P7) a-(u+v) =a-u+a-v (distributiva)
(P8) (a+B)-v=a-v+ B-v (distributiva)
Vejamos abaixo alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 1.1. O conjunto K* = {(z1,...,2,) | z: € K( = 1,2,...,n)} com as

definigoes usuais de adicao e multiplicacao por escalar é um espago vetorial.

Exemplo 1.2. O R" com as operagoes:

(x11$21---1xn)+(yl:y?:---ayn) T (Il +y11I2+y21"'1$n+yn)

k'('rlax'z'y"':xn) = (k'x11k'z2$"'ak':rn)
é um espaco vetorial pelo exemplo acima.

Exemplo 1.3. O conjunto das matrizes reais de ordem m X n, como as operagoes

usuazs € um espaco vetorial, tal que o elemento neutro da adicao é a matriz nula.

Definigao 1.2. Seja V um espago vetorial sobre K. Seja um subconjunto W # 0 de V.
Dizemos que W € subespago vetorial de V se e somente se sao vilidas as sequintes

condigoes:
(i) 0 e W;
(ii) se u,v € W entdou+v e W;
(1i1) se \e Keve W entao A\-veW.
A restri¢ao das operagoes de V.e W torna esse subconjunto um K - espago vetorial.

Todo espaco vetorial V admite pelo menos dois subespagos: o préprio espago V
e o conjunto {0,}, chamado subespago nulo. Estes dois subespagos sao denominados
subespacgos triviais ou impréprios de V. Os demais subespacos de V sao chamados

de subespagos préprios de V.
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Definicao 1.3. Sejam W, e W, dois subespagos vetoriais de um espago vetorial V.
Dizemos que a soma Wy + W, é direta se W), N W, = {0} e, neste caso, escrevemos

Wy, & Ws.

Definicao 1.4. Seja V um K - espago vetorial e sejam Wy, W subespacos de V.
Dizemos que V é a soma direta de W; e W, se V =W, & Ws.

Proposicao 1.1. Seja V = W; & Wy um K - espago vetorial. Entao todo elemento
v € V se escreve de maneira tinica como uma soma v = w; + wy com w, € W, e

wy € Wg.

Demonstragao. Ver [8]. O
Nesta secao vamos discutir um dos conceitos mais importantes envolvendo a es-
trutura de um espaco vetorial. Antes de definir o conceito de base, iremos definir
os seguintes conceitos: combinagao linear, conjunto gerador, independéncia linear e

dependeéncia linear. A partir do conceito de base definiremos dimensao.
Definigao 1.5. Seja V um espago vetorial sobre K.

(i) Um vetor v € V é uma combinacao linear dos vetores vy,....v, € V se

eristirem escalares oy, . . ., o, € K tais que:

n
v=01 01+ .- Qy-Uy = E ay - Uy,
=1

(i1) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B € um conjunto gerador de V' (ou
que B gera V) se, para todo v € V, existirem (finitos) elementos vy,...,v, € B
e escalares ay, . ..,a, € K tais que v = a3 - v1 + ... + a, - v,. Denotamos por

(B]=V.
Defini¢ao 1.6. Seja V um K - espaco vetorial e B um subconjunto de V.

(i) Dizemos que B ¢ linearmente independente (L.I.) se a;-vi+...+a,-v, =0,
parav;, € B ea; € K,i = 1,...,n, implica que on = ... = o, = 0 € a tnica

solugao.

(ii) O conjunto B é linearmente dependente (L.D.) se nao for L.1., ou seja, existe

a; €K, i=1,....ntal queay-v1 + ...+ an v, =0.
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Definigao 1.7. Seja V um K - espago vetorial. Dizemos que um conjunto  C V' €

uma base de V se sao vdlidas as condigoes sequintes:
(i) B gera V ([f] =V)
(i2) B for L.I.

Definicao 1.8. Um espaco vetorial V é de dimensao finita se e somente se V possui
uma base finita. Ou seja, o nimero n de elementos de uma base finita de V chama-se
dimensao de V, onde denotaremos por dim(V). Caso contrdrio, dizemos que V tem

dimensao infinita.

Exemplo 1.4. EmR?, 3 = {(1,0),(0,1)} é uma base de R?, também chamada de base

canénica do espago R?. Como essa base possui dois elementos, entdo dim(R?) = 2.

Em geral, dim(R") = n. Uma base para o R? pode ser a base canénica B = {e,es,...,¢€,},

onde ¢; = (1,0,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1).
Exemplo 1.5. Ezemplos de dimensao:
(a) dim(K") =n (K" € um K - espago vetorial).

(b) dim(C") = n quando C" é um C - espago e dim(C") = 2n, quando for um
R - espaco.

(¢) dimMpxn(C)) = m - n, quando M, ,(C) é uwum C - espagco e
dim(M,,,«»(C)) = 2-m - n, quando for um R - espago.

Proposicao 1.2. Sejam V um espago vetorial e U e W dois subespagos vetoriais de

V, ambos de dimensao fiita. Entao
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U NW).

Demonstragao. Ver [8]. O

1.2 Transformacoes Lineares

As aplicagoes mais notaveis entre espagos vetoriais sao aquelas que preservam sua

estrutura. Tais aplicagoes se denominam lineares.

LOTECA

UFco: ol

i
|
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Definigao 1.9. Sejam U e V K - espagos vetoriais. Uma aplicagao T : U — V é

uma transformacao linear se¢ sao vilidas as condigoes:
(l) T(lh -+ 1'1.2) o T(ul) —f—T(’UQ), v Uy, Uy € U.
(#1)) TA-u)=X-T(u),YA€eKeVuel.

Teorema 1.1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo K, com dim V = n e
B = {vy,...,v,} uma base ordenada para V e seja w, ..., w, elementos arbitrdrios de

W. Entao, existe uma unica transformacao linear T : V — W tal que
T(v;) =w; para j=1,...,n.
Demonstragao. Ver [8]. a

Observacgao 1.1. Sejam U e V K - espacos vetoriais. Seja T : U — V uma trans-

formacgao linear.

1. Se W € um subespaco vetorial de U, entao a imagem de W por T é um subespaco
de V;

2. SeU =V entao T é chamado de operador linear;
3. Se V =K entao T é chamado de funcional linear;

4. Se T for uma bijegao, dizemos que T é um isomorfismo e que os espagos U e V

sao isomorfos.

Definicao 1.10. Seja T : U —> V uma transformacao linear. Definimos a imagem

de T (denotada por Im(T)) por
Im(T)={veV;T(u) =v,u € U}.
Definimos o micleo de T (denotado por ker(T)) por
ker(T) = {u € U; T(u) = 0}.

Proposicao 1.3. Sejam U e V espagos vetoriais sobre K e T : U — V uma trans-

formagao linear. Entao

(i) ker(T) é um subespago de U e a Im(T') é um subespago de V;

= Cl
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(i1) T € injetora se e somente se ker(T) = {0}.
Demonstragcao. Ver [7]. a

Teorema 1.2. (Do Nicleo e da Imagem). Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo

K com dimgU finita e T : U —> V uma transformacao linear. Entao
dimg(U) = dimgker(T) + dimgIm(T).
Demonstragao. Ver [8]. 0

Corolario 1.1. Sejam U e V espagos vetoriais de mesma dimensao.  Seja
T : U — V uma transformacao linear. Entao as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
(i) T é€ injetiva;
(i) T é sobrejetiva;
(i55) T é bijetiva;

(iv) T leva bases em bases, ou seja, se 3 € uma base de U entao T(3) € uma base de
V.

Demonstragao. Ver (7). O

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K. Vamos
considerar 8 = {vy,...,v,} uma base ordenada para V e v = {w,...,wn} uma base
ordenada para W. Seja T : V — W uma aplicagao linear, pelo Teorema 1.1 sabemos
que T fica bem determinada pelo seu efeito sobre os elementos da base # de V. Assim,
cada elemento T'(v;) € W pode ser escrito de modo tinico da forma:

T(Uj) zzﬂij"wi para j=1L;:c5m,

i=1
onde os escalares ayj,...,a,; € K sdo as coordenadas do elemento T'(v;) com relagao
a base ordenada de W. Os coeficientes a;;,i = 1,...,n,j = 1,...,m, podem ser orga-
nizados como uma matriz m x n

an G2 - QGin

a1 G2 - Q2

A= (aij)mxn =

Qm1 Am2 - OQmn
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cuja j-ésima coluna sao as coordenadas do elemento 7'(v;) com relagao a base ordenada

de W.

Defini¢ao 1.11. A matriz A = (aij)i; € Muxn(M) definida acima é chamada de

matriz da transformacao linear T com relagao a base 3 e v e é denotada por

[T15 = [as;)-

No caso em que V e W e as bases 3 e v sejam iguais denotamos [T? simplesmente
por [T;5.

Seja V um K - espaco de dimensao n > 1 e sejam S = {uy,...,u,} e
B = {vy,...,v,} duas bases de V. Considere a matriz M = (a;;)i; = [Id]g, asso-
ciada a transformacao identidade com relacao as bases [ e A, isto é, a matriz dada

pelos coeficientes

T
Uy = anvyt+anve+...+0v%, = E‘-=1 Q14
n
Uy = Q1aU1 +A2pV2 + ... +ApplUp = i=1 XinVi
Com isso, se v € V e escrevendo v = (aq,...,0n)8 = (A1,..., » as coordenadas de
7 7 ﬁ g

P ]
v com relagao as bases 3 e 3, teremos

ayy -+ Qin an A1

Apy -+ Qpp (639 )‘m

isto é, a multiplicacao de M pelas coordenadas de v na base 3 fornece as coordenadas
de v na base 4. Tal matriz é chamada de matriz de mudanca de bases de 3  para
B.

Observagao 1.2. Seja T : V — V uwma transformacdo linear, e sejam [ e B duas
bases de V (assuma dimgV =n > 1). Se P ¢é a matriz de mudanca de bases de 3 para

B, teremos:

[T]g=P"-[T]y - P. (1.1)
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Duas matrizes M e N sao ditas semelhantes se existir uma matriz invertivel
P tal que M = P~'NP. Pelo que acabamos de ver, as matrizes [T]; e [T]y sao

semelhantes.

1.3 Espacgos com Produto Interno

O conceito de produto interno em um espago vetorial real (complexo) é uma
generalizacio do conceito de produto escalar definido em R". Um conceito central que

estudaremos em particular é o de ortogonalidade.

Definicao 1.12. Seja V um K - espacgo vetorial, onde K = R ou K = C. E uma
aplicagio { , ) : V x V— K que satisfaz as sequintes propriedades:

(P1) (u+w,v) = (u,v) + (w,v); YV u,v,w V.

(P2) (Mu,v) = Mu,v);Vu,veVeViek

(P3) (u,v) = (v,u), YV u,v € V.

(P4) (u,u) >0;Yu€V com (u,u) =0 u=_0y.

define um produto interno no espago vetorial complezo V.

Um espaco vetorial real de dimensao finita dotado de um produto interno é fre-
quentemente chamado um espago euclidiano. Um espago vetorial complexo dotado
de um produto interno é frequentemente chamado de espago hermitiano e o seu
produto interno é as vezes chamado de produto hermitiano.

Podemos verificar que com as propriedades de simetria hermitiana, distributivi-

dade e homogeneidade temos que:
o (u,v+w) = (u,v) + (u, w) para todos u,v,w € V.
e (u,Av) = Au,v) para todos u,v € Ve e K.

A necessidade de tomar conjugados no caso complexo em (#ii) justifica-se para
assegurar consisténcia com (iv). De fato, se valesse simplesmente (z,y) = (y,z) e (iv),
terfamos

0 < (iz,iz) = i*(z,z) = —(z,z) < 0.
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A condigdo (iv) tem prioridade sobre a comutatividade do produto interno, isto é,
abdicamos da comutatividade (z,y) = (y,z) a fim de que (iv) valha, porque ¢é esta
ultima propriedade que nos permite definir uma nogao de norma de vetor a partir do

produto interno.

Definicao 1.13. Seja V um K - espaco vetorial munido de um produto interno { , ).

Para cada v € V, chamamos de norma de v ao nimero real dado por

vl = V/{v, v).

Exemplo 1.6. Definimos o produto interno em K" da seguinte forma.

Sed Sl e @a) B Whyseeyla); Cnldo

(l‘, y) = inﬁ-
=Y

Este € o chamado produto interno canénico em K".

Observacgao 1.3. e Identificando R™ com o espago das matrizes reais nx 1 (matri-
zes colunas reais), dada uma matriz real n x n invertivel A, definimos um produto

interno em R™ por
(z,y) =y (A"A)z.

Note que A*A é uma matriz simétrica. Quando A = I, obtemos o produto interno

canonico em R",

e Dada uma matriz complexa A n x n, definimos a sua transposta conjugada A*

por
(4%);; = Ajs.
Observe que se A possui apenas entradas reais, sua transposta conjugada coincide
com sua transposta. Identificando C" com o espaco das matrizes reais n (matrizes
colunas complexas), dada uma matriz compleza n x n invertivel A, definimos um
produto interno em C" por
(z,y) =y A" Az.

Note que A* A € uma matriz hermitiana, isto é, uma matriz B que satisfaz B* =
(matrizes hermitianas reais sao matrizes simétricas). Quando A = I, obtemos o

produto interno candnico em C".

]Uf‘vu R |
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Definigao 1.14. Seja V um espago vetorial sobre K com produto interno ( , ) e
sejam os vetores u,v € V. Dizemos que u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0. Um
subconjunto A de V é chamado de ortogonal se os seus elementos sao ortogonais dois
a dois e dizemos que A é um conjunto ortonormal se for um conjunto ortogonal e
se ||ul| = 1, V u € A. Para indicar que dois vetores u e v sao ortogonais, usa-se a

sequinte notagao: ulwv.

Observacao 1.4. O vetor nulo 0 € ortogonal a todos os vetores de V, pois (0,u) =0,
para todou € V.

Teorema 1.3. Seja V um K - espaco vetorial com produto interno e seja {vq,...,v,}

uma base ortonormal de V. Entao para v € V, temos

n

v= Z(v,v,;)v,;.

i=1

Demonstragao. Ver [8]. O

Teorema 1.4. Todo espaco vetorial de dimensao finita n > 1 com produto interno

possui uma base ortonormal.
Demonstragao. Ver [8]. O

Coroldrio 1.2. Seja V um K - espago vetorial munido de um produto interno. Sejam

B ={uy,...,u,} e B = {v,...,v,} duas bases ortonormais de V. Se M é a matriz
——t

de mudanga de bases 8 para B, entdo M M =M -M= Id,.
Demonstragao. Ver [8]. a

Defini¢ao 1.15. Seja V um espaco vetorial com produto interno, e seja S C V um
subconjunto de V. Chamamos de ortogonal a S ao conjunto

St={veV;(vu)=0, V ueS}.

No caso em que S é um subespago vetorial de V, o conjunto S+ é denominado

complemento ortogonal de S em V.

Teorema 1.5. O conjunto S* € um subespago de V, mesmo que S nao o seja. Além

disso, tem-se que SN S+ = {0} no caso em que S é um subespago préprio de V.
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Demonstragao. O conjunto S+ é um subespago vetorial de V. De fato,
e 0 € S* pois (0,v) = 0 para todo v € S.

e Se v;,v5 € St entdo (vy,u) = (vo,u) =0V u€S.

Portanto, temos (v; + vg, u) = (v, u) + (vo,u) =0V u € S e entao v, v € gt

e De modo andlogo, temos que Av € S* para todo A € K.
Considerando agora S um subconjunto de V, vamos mostrar que SN S+ = {0}.
Seja w € SN S, isto é, w € S* ew € S. Como w € S*, temos que (w,v) =0
para todo v € S. Em particular para v = w, pois w € S, obtemos (w, w) = 0.

Logo, w = 0, o que completa a demonstracao.
O

Teorema 1.6. Seja V um K - espaco vetorial de dimensdo n > 1 e com produto

interno e seja W C V um subespaco de V. Entao V =W & W+,
Demonstragao. Ver [8]. O

Definicao 1.16. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Denotamos por

L(V,W) o conjunto de todas as transformacoes lineares de V- em W, isto ¢,
L(V.W)={T:V — W | T ¢ uma transformagao linear }.

Defini¢ao 1.17. Dadas as transformagoes lineares T,P € L(V,W). Definimos a
adicao de transformacgoes T + P : V — W da sequinte forma:

(T+ P)(v)=T(v)+ P(v); YV veV.
A aplicagao assim definida é também uma transformacao linear.

Defini¢ao 1.18. Dada uma transformacao linear T € L(V,W) e o escalar A € K.
Definimos a multiplicagao de uma transformagao por um escalar AT : V. — W
da sequinte forma:

(AT)(v) = AT(v); V¥ veEV.

A aplicacao assim definida é também uma transformacao linear.
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Teorema 1.7. L(V,W) é um espago vetorial sobre K com relacdo as operagoes de

adicao de transformagoes lineares e multiplicagoes por escalar definidas acima.
Demonstragao. Ver [7). O

Teorema 1.8. Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K com dimensées n e m,

respectivamente. Entdo o espago L(V, W) tem dimensdo m - n.
Demonstragao. Ver [8]. O

Corolario 1.3. Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensées n e m sobre K,
entdo o espago L(V, W) é isomorfo a M, . (K).

Demonstragao. Ver [8]. O

Definicao 1.19. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Um operador linear sobre

V' € uma transformagao linear de V em V.

L(V,V) é um espago vetorial sobre o corpo K com as operagoes de adigao de

operadores e multiplicagoes por escalar definidas para transformagoes lineares.

Definicao 1.20. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Denotamos por L(V,V)

o conjunto de todos os operadores lineares sobre V, isto €,

L(V.V)={T :V — V | T é um operador linear }.

1.4 Adjunto

Um funcional linear é um tipo especial de transformagao cujos contradominios

sejam o corpo base K.

Definicao 1.21. Seja V um K - espago vetorial. Um funcional linear sobre V ¢

uma transformacao linear f : V — K.

Exemplo 1.7. Seja V um K - espaco vetorial com produto interno e w € V. Consi-

deremos a fungao
Jo: V. — K

u > fu(u) = (u,w).

fu € uma transformacao linear:
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(1) fw(ul + U2) = (’Uq + o, w} = (ul:w) + ('012, w) = fuluy) + fw(uQ)»'
(%) fu(du) = (M, w) = Mu, w) = Afuw(w).

O conjunto L(V,K) dos funcionais lineares forma um espago vetorial sobre K.
Vamos denotar L(V,K) por V* e chamé-lo de espaco dual de V.
Parau € V, f,(u) = {u,w} determina um funcional linear. O resultado a seguir

garante que todos os funcionais lineares f : V — K podem ser obtidos dessa forma.

Proposicao 1.4. (Teorema da Representagdo de Riesz) Seja’V um K - espago vetorial
com produto interno e dimensao finita e f € V* um funcional linear. Entao existe um

tinico w € V tal que f(u) = (u,w) para todou € V.

Demonstracdo. Seja {v1,vs,...,v,} uma base ortonormal de V. Se u € V, entao
fi= Z(u, v)U;
j=1
Logo
Flu) =" (u,v;) f( Z(u Fw)v;) Zf(%)’”j)-
i=1 =1
Tome

w= Z ?@’Uj
j=1

Se w' € V é outro vetor tal que f(u) = (u,w’) para todo u € V, entao
(u,w) = (u,w') para todo u € V, donde (u,w — w’) = 0. Tomando u = w — w'

concluimos que w — w' = 0. O

Exemplo 1.8. Seja a transformagdo T : R* — R? definida pela matriz

2 4
3 1

Considere o vetor w = (1,—2) € R? e forme a expressdo (T'(u),w), V u € R”.
Se u = (z,y), entdo
T 2 4 T 2z + 4y
Y 3 1 y 3z +y

Assim, T(u) = (2z + 4y, 3z +y). Portanto,

(T'(uw), w) = {(2z + 4y, 3z + y), (1, -2)) = 2z + 4y — 6z — 2y = —4z + 2y.
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Observe que:
(T(uy + uz),w) = (T(w1),w) + (T(uz), w) e (T(Iu),v) = XNT(u),v).

Representemos a expressao (T'(u),v) por f,(u), para indicar que depende de w (obvi-
amente dependerd também da transformacao linear escolhida).
Como f,, é um funcional linear, existira um vetor w* € R? tal que f,(u) = (u,w*).
Segue-se imediatamente do exemplo anterior que f,(u) = —4z + 2y, logo

w* = (=4,2). Assim f,,(u) = (T(u),w) = (u,w*) = ((z,), (=4, 2)).

Observacgao 1.5. Dada uma transformacdo linear T : R? — R? ¢ fizado w € R?,
associamos a ele um funcional linear f,, definido por f,(u) = (T'(u),w). Mas entao,
este funcional linear é representado por um certo vetor v* € R?. Assim, partindo de um
vetor w € R2, chegamos a um vetor w* € R?; note que dado w € R?, o w* que satisfaz
as condigées acima € inico. Temos uma funcdao de dominio R? e contradominio R
Esta funcao serd chamada de adjunta de T e representada por T™. Em verdade, T™ €

uma transformacao linear.

Teorema 1.9. Seja V um K - espaco vetorial com produto interno e de dimensao
finita. Se T € L(V,V), entdo existe um inico operador T* € L(V,V), tal que
(T(u),v) = (u, T*(v)) para todos u,v € V.

Demonstragdo. Seja v € V. Queremos definir T* € V. Para tanto, vamos

considerar o seguinte funcional linear

f: Vv — K
u — fu) = (T(u),v).

Observe que f é linear pois se u;, us € V e A € K, entao
f(ul & Au?) = <T(u1 + A’Uq), U) = (T(U]) + /\T(Ug),‘v)

= (T(w),v) + MT(u2),v) = flu1) + Af(u2).

Pela Proposicao 1.4 sabemos que existe um tinico w € V tal que f(u) = (u,w), para
todo u € V, isto é, tal que (T'(u),v) = (u,w), ¥V u € V. Como w é determinado de

modo tinico por v, definimos T*(v) = w. Por construcao, teremos entao

(T(u),v) = (u, T*(v)),VY w,veV.

]UFLU f Divad iECA}
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Para mostrarmos que 7™ definida acima é linear, considere vetores u,vy,v2 € V e um

escalar \ € K. Entao

(u, T*(v1 + M) = (T(u),v1 + Ave) = (T'(u), v1) + MT (1), vs)
(u, T*(v1)) + Mu, T*(v2)) = (u, T*(v1) + AT (v2)).

Portanto, (u,T*(v; + v2) — T*(v1) + XT*(v2)) = 0, V u € V, o que implica que
T*(v1+ Avg) = T*(vy) +AT*(vs). Portanto, T* é linear. A unicidade decorre facilmente

da construcao feita. O

Definicao 1.22. Seja T € L(V,V), onde V é um K-espago vetorial com produto
interno. Dizemos que T possui um adjunto se existir um operador linear T* € L(V, V)
tal que (T(u),v) = (u,T*(v)), para todos u,v € V. Diremos, nesse caso, que T* € o

adjunto de T.

A transposta de uma matriz A = [a;;] € M(mxn) é a matriz A* = [a;i] € Mnxn)

que tem como linhas as colunas de A e como colunas as linhas de A, na mesma ordem.

Teorema 1.10. Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita
e sejam T € L(V,V). Considere B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V e [T)s a
matriz do operador linear T : V — V na base (3, entao a matriz de T* na base B é

igual a transposta conjugada da matriz de T'.

Demonstracao. Por definicao de uma transformacao linear, temos

n
T(v;) = Zaii”i* paracada j =1,---,n.

i=1

T(v;) = Z CijUs;
=1

onde [T*]5 = (cij)i; é a matriz do operador T* com relacao a base 3 a ser determinada.
Usando-se a definicao de T e as propriedades do produto interno segue que como,

B é uma base ortonormal, temos, para cada i,j =1,...,n

Cij = <T*(Uj)rvi> = (vi, T*(vy)) = <T(Uj)! v;) = Qij-

Portanto, mtﬁ = [T*]5, como queriamos. O
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Proposicao 1.5. Seja V um K - espago vetorial com produto interno e de dimensao
finita. Sejam T,S € L(V,V) operadores lineares que admitem adjuntos T* e S*, res-
pectivamente e A € K. Entao

(a) T + S admite ajunto e (T + S)* =T" + S5".

(b) AT admite adjunto e (XT)* = AT*.

(¢) T oS admite adjunto e (T 0 S)* = S* o T™".
(d) T* admite adjunto e (T*)* =T.

Demonstragdo. Ver [8]. O
Dados um espaco vetorial V' de dimenséo finita e um operador linear 7 : V. — V/,
queremos encontrar uma base 8 de V., na qual a representacao [T; desse operador seja

a mais simples possivel.

Definicao 1.23. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo K, com dimensao finitan e
T :V — V. O polinémio p(t) = det(t] —T) é o polinémio caracteristico de T. As
raizes \; € K desse polinomio sao os autovalores de T. A multiplicidade algébrica
de um autovalor é a multiplicidade como raiz de p(t). Os elementos ndo nulos do
niicleo ker(M\I — T') sdo os autovetores associado ao autovalor \;, ou simplesmente

autovetores de T. O autoespago V) associado ao autovalor A € definido por
Va = ker(Al = T) = {v € V;(M —T)v=0}.

Se existir uma base B de V tal que [T)z seja uma matriz diagonal, dizemos que T' é

diagonalizavel.

Teorema 1.11. Se v; for um autovetor deT : V. — V associado ao autovalor \; € K,

e se \; # \; para i # j, entao o conjunto {vy,... ,Um} € linearmente independente.

Demonstracao. Faremos indu¢ao no niimero m de elementos do conjunto sk

Se m = 1, o resultado é 6bvio. Suponhamos verdadeiro para m — 1 vetores e conside-

remos o caso de m vetores. Dada a combinacao linear nula

a0 + gty + ... + AUy, =0, (12)
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aplicando o operador T" a ambos os membros desta igualdade, levando em conta que

Twv; = A\v;. Resulta entao
iV + gt + . .. + A AU = 0. (1.3)
Multiplicando a igunaldade (1.2) por A, e subtraindo de (1.3), vem:
a1(A1 — Ap)vr = aa( A2 — Am)vz = ... = am-1(Am—1 — Am)VUm-1 = 0.

Como os autovalores sao todos diferentes, as m — 1 diferengas nos parénteses sao # 0,
logo, ay = as = ... = a1 = 0. Isso reduz a igualdade (1.2) a a,,v,, = 0. Como
v, # 0, segue-se que a,, = 0. Assim, a igualdade (1.2) s6 pode ocorrer quando todos

os coeficientes a,, sao nulos, o que prova o t,eoremtlx. O

|
Corolirio 1.4. Se V for um espacgo velorial de dimensio n e se o polinomio carac-

teristico do operador linear T : V —> V possuir n raizes distintas, entao V' possui uma
base 3 formada por autovetores de T. A aplicacao T representada na base B € uma

matriz diagonal, sendo os elementos da diagonal principal os autovetores de T

Teorema 1.12. Se V' for um espago vetorial de dimensao finita. Uma aplicagao linear
T :V — V ¢é diagonalizdvel se, ¢ somente se, existir uma base § de V' formada por

autovetores de T'.

Demonstragao. Suponhamos que 8 = {vy,...,v,} seja uma base de V tal que

[T seja a matriz diagonal (nao estamos supondo que os A; sejam distintos!.):

A 0O - 0
0 X «+= 0
[T)s=D= o
0 0 --- A

Claramente De; = \je;. Seja B : V — R” o isomorfismo dado por B(v;) = e;. Entao
T=B'DBe

T('U,‘_) = B_ID(B‘U") = B_l(/\,'ei) = /\,-B_le,- = A(U,‘_

mostrando que cada v; é autovalor de 7'
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Seja 8 = {vy,...,v,} uma base de V formadas por autovetores de T". entao, como

T(U]) = /\11}1 s = /\2?)2 + -+ 0v,

T(‘Ug) - 0"01 +;\2'02 + "'+0'Un

T(vy) = 0vy+0ve+ -+ AU,

a matriz [Tz serd uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sao os

autovalores );, isto é,

—,\1 0 == 0

0 X = 0
Ms=b=|

0 0 ,\,,_

a

Defini¢cao 1.24. Seja T : V — V um operador linear onde V é um K - espaco
vetorial e seja W C V um subespaco vetorial de V. Dizemos que W é um subespacgo

T - invariante de V se T'(w) € W para todo w € W.

Observagao 1.6. Seja T : V. —> V um operador linear onde V é um K- espaco

vetorial.
(a) Os subespacos ker(T) e Im(T') sao T - invariantes.

(b) Se A for um autovalor de T, entdo V) é um subespaco T - invariante de V. De
fato, se v € V, entdo T(v) = Av € V).

(¢) Se W € um subespago T - invariante, entdo a restricio de T' a W € um operador

linear em L(W,W).
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Capitulo 2

Teorema Espectral e Aplicacao

Uma importante classe de operadores lineares é formada pelos operadores que
coincidem com os respectivos adjuntos. Estudar tais operadores é o objetivo deste

capitulo. As referéncias para os estudos realizados neste trabalho sao [8], [10] e [11].

Definicao 2.1. Seja T € L(V.V), onde V é um K - espago vetorial com produto

interno. Dizemos que T é autoadjunta se T admite adjunta T e T* =T.

Observagao 2.1. No caso em que K = C, usamos também o termo hermitiano e no

caso em que K = R, usamos também o termo simétrico.

Proposicio 2.1. Sejam V um K - espago vetorial com produto interno e de dimensao

finita e T € L(V,V). As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) T é autoadjunto.

sz -

(b) [T); = [T]s para toda base ortonormal § de V.

(¢) Eziste wma base ortonormal 8 de V' tal que T’I_’]fg = [T;.

Demonstragdo. Seja B uma base ortonormal de V. Vimos no Teorema (1.10)
temos que [T™]z = mtﬁ. Suponha 7' autoadjunto, segue que m;; = [T, 0 que prova a
implicagao (a) = (b). Por outro lado, se supormos que m = [T entdo [T*]g = [T]s
e, portanto, T é autoadjunto, o que prova (¢) = (a). A implicagao (b) = (c) € trivial.
a

Corolario 2.1. Seja V um K - espago vetorial de dimensdo finita e 8 uma base orto-
normal de V. Se T € L(V, V) for um operador linear autoadjunto e se [T]g = (ai;)i;

entio a;; = @;. Em particular, os elementos da diagonal de [T'] sao mimeros reais.

33
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Definicao 2.2. Sejam V um K - espaco vetorial com produto interno e T € L(V, V).

Dizemos que T ¢ unitario se for um isomorfismo de espagos com produto interno.

Proposiciao 2.2. Seja T € L(V,V), onde V é um K-espago vetorial com produto

interno. Entao T é unitdrio se e somente se o adjunto T existir e ToT™ =T"oT = Id.

Demonstracao. Suponha, que T seja unitdrio. Entdo 7' é inversivel e, como

preserva produto interno, temos
(T(u),v) = (T(w), T o T~ (v)) = (u,T7"(v))

para todos u,v € V. Logo, T-! =T*. Donde T*o T =T o T* = Id.
Reciprocamente, suponha que T* existaeque T*oT =T oT* = Id. Entao T é

invertivel e T-! = T™*. Resta mostrar que T preserva produtos internos. De fato,
(T(u), T(v)) = (u, (T* o T)(v)) = (u,Id(v)) = (u,v)
para todos u,v € V. Portanto, 7' é unitéario. O

Exemplo 2.1. Seja V. = M,,,(C) com produto interno (M,N) = N'M onde
M,N €V eseja A€ M,n(C). DefinaT:V — V por T(X) = AX. Calculando-se
(T'(X), T(Y)) teremos

(T(X),T(Y)) = (AX, AY) = (AY)}(AX) =Y A AX
para todos X,Y € V. Conclui-se dai que T € unitario se e somente se AA=Id,
Definicio 2.3. Seja A € M,,(K). Dizemos que A ¢é unitaria se A' A = AA' = Id,.

Quando K = R, também dizemos que A é ortogonal.
O objetivo principal desta segao é resolver o seguinte problema: em que condigoes
um operador linear possui uma base ortonormal em relagao a qual a sua matriz é

diagonal.

Definicao 2.4. Sejam V wum espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V).

Dizemos que T' é normal se existir T* e ToT* =T*oT.

Observagao 2.2. Todo operador autoadjunto € normal.
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Proposicao 2.3. Sejam V um K - espago vetorial com produto interno e T € L(V,V)
um operador normal. Entao

(@) 1T =IT*()ll, V veV.
(b) SeT(v) =av paraa €K eveV, entao T*(v) =a - v.

(¢) Se T(vy) = aquy e T(v2) = aqva, para v1,v2 € V e ay,as € K, com oy # ay,

entdo (vy,vy) = 0.

Demonstragao. (a) Seja v € V, entao

(T(v),T(v)) = (v,T*(T(v))) = (v, T(T*(v))) = (T(T*(v)),v).
Como (T'(v), T(v)) é um nimero real, segue que
(T(T*(v)), v) = (T(T"(v)),v) = (T"(v), T"(v))-
Portanto, ||T'(v)|| = ||T*(v)||, como queriamos.

(b) Se T(v) = aw, entao (T — ald)(v) = 0. Logo, ||(T' — ald)(v)|| = 0. Usando o
item (a), concluimos que ||(T" — ald)*(v)|| = 0. Entao (T' — ald)*(v) = 0 e, portanto,
T*(v) = aw.

(c¢) Temos que T'(vy) = ayv; e T'(v2) = agvy, assim,

a1 (v, ) = (a1v, v2) = (T(v1), v2) = (01, T*(v2)) = (01, @a(v2)) = aa(vy, va).

Dai, a;{v1,v2) = aa(vy,ve) e, portanto, (ay — az)(vy,v2) = 0. Como a; # as, segue
que (vy,v9) = 0. O

Notemos que um operador linear real pode nao ter autovalores reais (por exemplo,
uma rotacao em R?). No entanto, é possivel provar que todo operador autoadjunto

tem pelo menos um autovalor que é real.

Proposigao 2.4. Sejam V um K - espaco vetorial de dimensao finita com produto

interno. Se T € L(V,V) € autoadjunta, entao todo autovalor de T € real.

Demonstracao. Se A é um autovalor de T existe v € V', v # 0 tal que T'(v) = Av.

Por outro lado,
Mo, v) = (A, v) = (T(v),v) = (v, T*(v)) = (v, T(v)) = (v, W) = X(v,v),

como v # 0, AMv,v) = A(v,v) acarreta que A = A, ou seja, A é real. (]
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Teorema 2.1. Seja V um K - espaco vetorial de dimensao finita com produto interno.

Se T € L(V,V) ¢ autoadjunta, entao T possui um autovetor.

Demonstragao. Se K = C entao pr(x) tem raizes pela proposicao 2.4 seus auto-
valores sao reais.

Se K = R. Suponha dimgV = n e seja T' € L(V, V) um operador autoadjunto.
Sejam ( uma base ortonormal de V e A = [T]z. Como T é um operador autoadjunto,
isto é, que satisfaz T'= T™, a matriz A é uma matriz hermitiana (isto é, simétrica, pois
é uma matriz real) temos pelo Teorema (1.10) que A = A,

Se considerada como uma matriz de um espago com produto interno complexo,
seu polinémio caracteristico possui uma raiz complexa A, logo det(A\] — A) =0 e a
matriz Al — A é singular e possui niicleo nao trivial; por exemplo, seja W = M, ,;(C)

e considere o produto interno (X,Y) = Y'X. Defina o operador linear

F: W — w

X — F(X)=AX
para todo X € W e n = dimV. Mas como A é hermitiana, sabemos que
F*(X) = AX = AX e, portanto, F' é autoadjunto e segue pela Proposi¢ao (2.4),
que A é real. Como Al — A é uma matriz real cujo o determinante é nulo, ela possui

niicleo real nao trivial, portanto A é um autovalor de A. O

Lema 2.1. Seja V um K - espago vetorial com produto interno e de dimensao finita e

T e L(V,V). Se W é um subespago T - invariante de V, entdo W+ é T* - invariante.

Demonstragao. Sejam v € W e w € W+. Como W é T - invariante, entéo

T(v) € W e, portanto, (T'(v), w) = 0. Logo,
(v, T*(w)) = (T(v),w) = 0.
Portanto, T*(w) € W, para cada w € W+. O

Teorema 2.2. (Teorema Espectral) Seja V um K - espago vetorial com produto
interno e de dimensao finita. Se T € L(V,V) é autoadjunto, entao existe uma base

ortonormal de V' cujos vetores sao autovetores de T'.

Demonstracao. Suponha que dimgV = n > 1. Pelo Teorema (2.1), T possui um

autovetor v,. Se dimgV = 1, entao {T:h} é uma base, como queriamos. Vamos supor
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agora que n > 1 e que o resultado vale para todo espaco vetorial de dimensao n — 1.
Seja W = [v;], onde v; é o autovetor acima. W ¢ invariante por 7. Pelo Lema (2.1)
WL é T* - invariante. Como T = T* segue que W é T - invariante. Agora, como W+
é um espaco de dimensao n — 1 segue da hipétese de indugao que W+ possui uma base
ortonormal {v,,...,v,} formada por autovetores da restrigao 7" : W+ — W, Logo
gi= {n—:ﬂ‘l—',’l}g, ...,Up} é um conjunto ortonormal com dimgV elementos e, portanto,
uma base de V. Por construcao, todos os elementos de 3 sao autovetores e o resultado

esta provado. O

Observagao 2.3. Vale a reciproca do Teorema Espectral: se existe uma base ortonor-
mal {uy,...,u,} C V formada por autovetores do operador T : V — V entao este

operador € autoadjunto. Com efeito, para quaisquer i,j = 1,...,n tem-se
(T(w),u;) = Mwiy uj) = Ny = Xidy; = (s, Ajuy) = (i, T(wy))
e dai resulta que (T(u),v) = (u,T(v)) para quaisquer u,v € V.

Corolario 2.2. Seja A € M, (R) uma matriz simétrica. Entdo eriste uma matriz

invertivel M € M,,(R) tal que M'AM é diagonal.

Demonstracio. Seja T : R* — R” um operador linear tal que [T, = A. Como
A é simétrica segue que T é autoadjunta. Consequentemente, pelo Teorema 2.2, temos
que existe uma base 3 ortonormal de R” formada de autovetores de 7. Considere
agora M a matriz mudanga de base canonica de R" para a base 3. Por (2.1) temos que
[T)s = M7}[T)enM. Como as bases em questao sao ortonormais, segue do corolario

(1.2) que M~! = M". Portanto, [T]s = M*AM satisfaz a afirmacao desejada. O

Exemplo 2.2. Considere R? com produto interno usual e T'(z,y) = (z + 3y, 3z — Ty).

Seja B a base canénica do R?, chame

1 3
A=[T|s=
3 -7
Logo,
1-X 3 5
det(A — \I;) =0 & det =0 X 4+61-16=(A—-2)(A+8)=0.

3 =7 —=A
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Como a matriz A é simétrica, seque que T é autoadjunto e, portanto, pelo Teorema
Espectral este operador admite uma base de autovetores ortonormal.

Vamos determind-la.

(i) Para A = 2 temos:

(A—2Lv=0&

&S —rx+3y=0.

Portanto,
Wi ={By.y) | yeR}={y3,1) | yeR}

(ii) Ao invés de seguir o procedimento padrao, vamos usar a informagao que o teorema
Espectral nos fornece. Sabemos que os autovetores associado ao autovalor A = —8
sao ortogonais a (3, 1), e, como estamos em R?, um autovetor associado a A = —8

deve ser (—1,3). De fato, veja que

1 3 = 1 ' 8 8 -1
3 -7 3 —24 3

Normalizando esses vetores, obtemos uma base ortonormal
8 = {(3/V/10,1/v10), (~1/v/10,3/v10)}.

Portanto a matriz

§ ., i
p—| Vo Vio
1 3
Vio V1o
diagonaliza A. Temos que P é ortogonal, isto é, PT = P~', com base nisso,
teremos
2 0 ”
D = = P*AR
0 -8

2.1 Formas Bilineares Simétricas e Formas Quadraticas

Agora consideremos formas bilineares simétricas e formas quadraticas, que sao

generalizagoes do produto escalar e do comprimento.

1 £=-
i
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Definicao 2.5. Suponha V um espago vetorial sobre R. Dizemos que a aplicagao
B :V xV — R serd bilinear se ela satisfazer as sequintes propriedades para u,v, w €

V e a € R qualquer
B(u + oaw,v) = B(u,v) + aB(w,v) e B(u,v+ ow) = B(u,v) + aB(u,w)
Além disso, diremos que ela é simétrica se
B(u,v) = B(v,u)
para quaisquer u,v € V.

Como exemplos de formas bilineares simétrica, podemos citar os produtos inter-
nos sobre R™.

As formas bilineares simétricas, podemos associar, para cada base, uma matriz
simétrica A da seguinte forma: fixe uma base a = {v1,vs,...,v,} de V, tome u e v
vetores de V. Calculando as suas coordenadas, temos u = Y . | Zit;, V= Y+, Y;V;

s de V. 2 - ) = 2= TV U = 2 L5 Y5

entao,

B(u,v) = B(ixsﬂui:yﬂj)
=1 j=1
i=1 =1

(1 T

= YO @y;B(vi,v5)-
1

i=1 j=
Portanto, para calcular B(u,v), basta saber os valores B(v;,v;), 1 < 4,5 < n. Se
criarmos a matriz (simétrica) A = [B], = [B(v;, v;)], isto é, a matriz que na posigao ij

tem o valor B(v;,v;), entao,

B(vlavi) B(Ulav2) B(’Uh’l’n) -| 51
B(vs, B(vs, oo B(vg,vp
B, v) = [ e o e, ] (’U:f v1) (Uz' vs) ' (’U2‘ Un) sz
| B('Un,'ﬂl) B('Un,'Uz) trr B(Unrvﬂ) i L Un i

Chamamos a matriz A = [B], = [B(v;,v;)] de matriz associada a forma bilinear

simétrica na base a.
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Exemplo 2.3. Considere a forma bilinear B de R® dada por
B(v,w) = 2z1y1 — 4Toy1 — 83311 — 41y + Taye + T3y2 — 8T1ys + Txays + 5T3ys.

Seja B = {e1,e2,€3} a base canénica de R®. Calculando B(e,e1) = 2. B(ey,e3) = —4

e todas as outras possibilidades, obteremos a matriz

2 —4 =8
-4 1 7
-8 7 5

Definicdo 2.6. Seja V um espago wvetorial real. Dizemos que uma aplicagcdo
Q : V — R serda uma forma quadratica se Q(u) = B(u,u) para alguma forma

bilinear simétrica B de V.

H4 uma maneira de, considerando uma forma quadratica @), obtermos a forma
bilinear B necesséaria para a definicao 2.6 Considere a aplicacao B : V x V — V dada

por
B(u,v) = :[Q(u+ v) — Q(u) — Q(v)] (Férmula de Polarizagéo).

Portanto, dado uma forma quadratica @ : V — R, podemos determinar uma
forma bilinear simétrica B, através da férmula de Polarizacao. Além disso, se fixarmos
uma base a de V podemos associar uma matriz A = [B], a forma bilinear B. Por isso,
também, chamamos a matriz A de matriz da forma quadritica ) com respeito a base
Q.

B possivel fazer o caminho inverso. Se tivermos uma matriz A = [@s5]scns

simétrica, poderemos determinar uma forma quadratica fazendo Q(u) = ufAu.

Exemplo 2.4. Uma forma quadrdtica mais geral pode ser definida em R™ partindo de
uma matriz A simétrica n por n. Entao podemos definir uma forma bilinear simétrica
Bj :R* x R* — R por

Bu(z,y) = 2* Ay

Nesta definicao = e y sao olhados como vetores coluna. A bilinearidade sequird da

linearidade da multiplicacdo de matrizes. A simetria resultard de A ser simétrica:

Ba(y,z) = y' Az = y*A'z = (2" Ay)* = 2' Ay = Ba(z,y).
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Observagao 2.4. Seja B uma forma bilinear representada pela matriz simétrica

L1
A = oyl Conaident v Entio a forma quadrdtica Q pode ser representada
- In il
por
i aj a2 - Qn 11 Y ]
Q) =B = [z o -z ]| ™ ® T
apy Qp2 -+ Qpp ] _:;;n |

2
== E Qi T;T; = E a;T; + E a;;T;T;.
i.J 1

i<j
Seque que @ serd uma forma quadrdtica se, e somente se, Q(u) for um polinomio
homogéneo de grau 2 as entradas do vetor u.
Pela observacao 2.4, dada a aplicagao Q : R? — R, definida por
Q(z,y) = az® + bzy + cy?, onde a,b,c € R,
temos que esta é uma forma quadrética, pois consiste de um polinémio de grau 2. Além
disso, é facil verificar que

a b/2 z

wn=l=v]| ||,

Essa observagao se aplica a qualquer n > 3.

Para o caso Q : R®* — R, onde
Q(x,y,2) = Az* + By* + C2* + Dxy + Exz + Fyz

a forma matricial é a seguinte

A DJ/2 E/2 -
Q(:L‘,y,z)——‘[:r Yy z]' D/2 B F/2|-|vy
E/2 Ff2 C z
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Mudanca de Coordenada e Formas Bilineares Simétricas

Suponha que z,y sao as coordenadas de dois vetores do V' em relagao a base

a = {uy,...,u,}. Dizemos que z’ e y representam os mesmos vetores em relagao a
outra base 8 = {v1,...,v,}. Dessa forma, existe uma matriz invertivel P = [I]}, que
satisfaz

x = Pz’ e, de outra forma y = Py’
Se B:V x V — R é uma forma bilinear simétrica e A = [f(u;,u;)], entédo:
B(z,y) = 2t Ay = (P2')! APy = 2*P'APy = B(z',y).

Segue que a matriz de B, com respeito a base j, isto é, B = [f(v;, v;)], deve satisfazer

B = P'AP.

Definicao 2.7. Diremos que wma matriz B serd congruente a uma matriz A (e escre-

vemos B = A), se existir uma matriz invertivel P tal que B = PAP.

Nota 2.1. Nao confunda o conceito de congruéncia entre matrizes com o de semelhanca
entre matrizes. Apesar disso, se a matriz P for ortogonal, os dois conceitos irao
coincidar.

De acordo com a definicao acima, podemos dizer que matrizes associadas a uma
mesma forma quadrdtica, em relagao a bases diferentes, serao sempre congruentes, e,
reciprocamente, matrizes congruentes estardo associadas a uma mesma forma quadratica,

s6 que relacionadas a outro sistema de coordenadas.

Teorema 2.3. (Teorema dos Eizos Principais) Seja V. um espago vetorial real com
produto interno (,) e Q uma forma quadrdtica sobre V. Entdo existe uma base orto-

normal vy, ...,v, de V (com relagdo a (,)) tal que a matriz A para Q € diagonal.

Teorema 2.4. Se Q(v) = B(v,v) uma forma quadratica em V. Emiste uma base

ortonormal B de V tal que se

[vlg =

entdo Q(v) = My3 + ... + Anya.
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Demonstracao. Seja a uma base ortonormal qualquer de V.
Entdo, Q(v) = B(v,v) = [v]}, [B]2 [v]s. Logo, a matriz [B]; é uma matriz simétrica
e, portanto, corresponde a um operador autoadjunto 7" : V' — V' que tem como matriz
[T)2 = [B]¢. Como um operador autoadjunto pode ser diagonalizado mediante uma

base 3 de autovetores ortonormais, entao

Xy wew 0
Blo=Wl = ] ¢ = ¢ |Ulg
0 An
Ey oo B
= @) & "~ & |5
B o B
A 0
= (gl ¢ =~ i | Uz
0 An

pois a e 3 sio bases ortonormais e, portanto, [/|§ ¢ uma matriz ortogonal. Entao,

Xi we B
Qv) = Ple-(IeF| ¢ - i |5 Pla
0 - A
Mo v
= (Mglla)* | ¢ - ¢ | ([H5]a)
0 An
Ao 0
= [v]g| [v]s
0 A
A1 0 i
= [yl' yﬂ] :
0 An Un

= MyE+Aayh + 4 At
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2.2 Maximos e Minimos de Funcgoes de duas Variaveis

Seja z = f(z,y) fungdo diferenciavel de duas varidveis e queremos achar os
méximos e minimos de f. Em particular estamos interessados nos maximos e minimos

relativos.

Definicao 2.8. Seja f(z,y) uma funcio a valores reais e seja (To,%) € A. com

AcC Dy.

(i) Dizemos que (zqg,y0) € Dy € ponto de maximo relativo de f se existir uma bola

aberta B de centro (zq,v0) tal que

f(g;’y) < f(:EO: yO)a
para todo (z,y) € BN Dy.

(ii) Dizemos que (zo,yo) € Dy é ponto de minimo relativo de f se existir uma bola

aberta B de centro (zo, ) tal que

f(j"u y) > f(xos yO)a
para todo (z,y) € BN Dy.

Definicao 2.9. Um nimero que € mdzrimo relativo ou minimo relativo de f chama-se

em extremo de f.

Definigao 2.10. Seja z = f(z,y) wma funcdo que admite derivadas parciais em
(z0,40). O vetor

0
V f(xo, %) = ('g{;"(if?m %), 5‘5‘(3‘301 yo))

denomina-se gradiente de f em (zg, yp)-
O gradiente V f(zg, o) é um vetor aplicado no ponto (g, yo)-

Teorema 2.5. Seja z = f(x,y) uma funcao com dominio D, possuindo mdrimo e
minimo relativo num ponto (xo,yo) interior a D. se f for diferencidvel nesse ponto,

entdo as derivadas de primeira ordem se anulam.

Demonstragao. Ver [10]. 0O
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Definicao 2.11. Se f ¢ diferencidvel em (zo,y0) € se Vf(zo,y0) =0, o ponto (o, yo)

diz-se um ponto critico ou estacionario de f.

Observacao 2.5. Os pontos extremantes de f estdao entre os seus pontos criticos. No

entanto, um ponto critico nem sempre ¢ um ponto extremante.
Um ponto critico que nio é um ponto extremante é chamado um ponto de sela.

Definicao 2.12. Uma funcao diferencidvel f(x,y) tem um ponto de sela em um

ponto critico (xq,yo) se toda bola aberta centrada em (xo,yo) contém pontos (x,y) onde

f(z,y) < f(x0,%0) e outros pontos para os quais f(z,y) > f(zo,Yo)-

Critério das derivadas de segunda ordem para extremos de

funcoes de duas variaveis

No caso em que n = 2 a natureza de um ponto de critico pode determinar-se
pela a derivada de segunda ordem f,.(zo, o) e 0 determinante da matriz Hessiana. O
préximo teorema, que é provado em célculo, torna possivel analisar os pontos criticos

usando somente derivadas.

Teorema 2.6. Seja z = f(x,y) uma fungdao com derivadas parciais de sequnda ordem

continuas em alguma regido circular centrada num ponto critico (zo,v0) de f. Entao:

(a) f tem um minimo relativo em (zo, yo) se frz(Zo, Yo) fyy(To, Yo) — fgy(xg,yg) >0e

f.?::r:(-T'O'J T}ﬂ) > 0.

(b) f tem um mdzimo relativo em (zo,Yo) s€ frz(Zo,Y0) fyy(Z0,Y0) — f2,(T0,%0) > 0

€ fea(xo,90) < 0.
(¢) f tem um ponto de sela em (o, o) € frz(To,Yo) fyy(To, Yo) — f2,(20,%0) < 0.

(d) O teste € inconclusivo se foz(Zo, Y0) fyy(To, Yo) — f2,(T0, %0) = 0.

Exemplo 2.5. Para a funcio f(z,y) = 22* + 6zy + y*, existe um valor critico na

origem. O determinante é dado por

4 6
Hiz,p)= =28,
6 2

Logo ha um ponto de sela na origem.

i [ECA

i
i
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Exemplo 2.6. A funcdo f(z,y) = = sen z— cos y — xy, tem um ponto critico na
origem, pois fi = = cos T+ sen x — Yy e fo = sen y — x se anulam ambas ai. Quando
calculamos a matriz obtemos fi; = —x senx + 2 cos ¢ — y, fio = —1, fos = cos y.

Calculando na origem obtemos a matriz

Como esta tem determinante positivo e fi1 > 0 ha um minimo local na origem.

Nosso interesse aqui é mostrar como esse teorema pode ser expresso em termos

de formas quadréticas.
Definicao 2.13. Seja f(z,y) de classe C*. A fung¢do H dada por

Hiz,y) = E%(way) %}%(may)

wL(zy) hz,y)
denomina-se a matriz hessiana, ou simplesmente, a hessiana de f no ponto em
questdo, em homenagem ao matemdtico e cientista alemao Ludwig Otto Hesse (1811 -

1874). A hessiana € de interesse porque

det[H(-’Eu,yu)] = fm(:l?o,yo) fzy(%’y{)) = fzz(To0, yﬂ)fyy(-?:ﬂayﬂ) - f:fy(ﬁﬂsa Yo)
fxy(il?m UD) fyy(moa Yo)

Considere a forma quadrética Q(z,y) cuja a matriz é dada por H(z,y). Com a
hip6tese de serem continuas as derivadas segundas, sabe-se %ﬁf; = 5‘(’;{{;, assim essa ma-
triz sera simétrica. Naturalmente, ela varia com o ponto, mas variard continuamente.
Disto pode-se mostrar que seus autovalores também variarao continuamente. A regra
da cadeia pode ser combinada com o Teorema de Taylor para mostrar que para (z,¥)

préximo de (zg, %), se pusermos h = (z,y) — (o, Yo) entdo

£(a,) = F(zo, 30) = 5h*H((z0, o) + th)

para algum t, 0 < ¢t < 1. Assim a questdo de maximos locais, minimos locais e pontos
de sela se reduz a questao de saber se isto é sempre negativo ou positivo ou pode
tomar valores positivos quanto negativos. Isto depende dos sinais dos autovalores de
H((xg, yo) + th). Mas se h é suficientemente pequeno e 0 nao é autovalor de H(zo, Yo)
entdo os autovalores de H((zg,y0) + th) terdo os mesmos sinais que os autovalores de

H(zo,yp). Assim, obtemos o critério.
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Proposic¢ao 2.5. Critério para extremos locais Suponha que as derivadas parciais
primeira de [ se anulem em (zg,10) € que as derivadas parciais sequndas de f sao

continuas. Seja H a matriz hessiana das derivadas parciais de sequnda ordem.

(i) Se H(zo,yo) tem dois autovalores positivos entao f tem um minimo local em

(970; Yo)-

(11) Se H(xo,yo) tem dois autovalores negativos entao f tem wm mdzimo local em

(‘Tfh yﬂ)

(1i1) Se H(xq,yo) tem um autovalor positivo e um negativo entao f tem um ponto de

sela em (xo, ).

Definicdo 2.14. Seja A uma matriz simétrica real n x n e considere Q(h) =h™ - A-h

a forma Quadratica associada, tem-se entao:

(a) Q(h) > 0 para todo h # 0 se e sd se todos os autovalores de A sdao todos positivos.

A forma quadrdtica diz-se positiva definida.

(b) Q(h) < 0 para todo h # 0 se e sd se todos os autovalores de A sdo todos negativos.

A forma quadrdtica diz-se negativa definida.

b

(¢) A matriz A (ou a forma quadrdtica ()) € indefinida se eziste h e k em R" fais

que
Qh)=hT-A-h>0eQ(k)=k"-A-k <.

Nota 2.2. Se nenhum dos autovalores é zero dizemos que a forma quadratica é nao

degenerada.

Teorema 2.7. Sejam f : U C R?> — R uma funcao de classe C?, (zo,y0) € U um

ponto critico de f e H a forma quadrdtica Hessiana de f no ponto (xo,yp). Entdao
(a) Se H é positiva definida, (xo,yo) € um ponto de minimo local nio degenerado;
(b) Se H € negativa definida, (xq,vo) € um ponto de mdzximo local ndo degenerado;

(¢) Se H é indefinida, (xo,y0) € um ponto de sela f;
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(d) O teste € inconclusivo nos demais casos.

Demonstragao. Ver [13]. O

Existe um critério simples para saber se a forma é nao degenerada, para uma
forma quadritica dada uma matriz, pois o determinante da matriz da o produto dos
autovalores. Logo a forma nao ¢ degenerada se o determinante da matriz associada
nao € zero.

No caso 2 por 2 tera autovalores tanto positivo quanto negativo se o determi-
nante for negativo, mas os dois autovalores serdo de mesmo sinal se o determinante for

positivo.
Exemplo 2.7. A matriz

A=

¢ positiva definida, pois a forma quadrdtica associada,

1 0 I
01 I

— 2 2
= I, +-'172,

Q(:El:x?) = [ 1 T2 ]

¢é maior que 0 para todo (z1,x2) # (0,0).

Figura 2.1: Gréfico da forma quadrética positiva definida.

Exemplo 2.8. A matriz

B =

é negativa definida, pois a forma quadratica associada,

—1 0 I 9 9
Q($11$2) = [ Tr1 T ] = =T — Tg,
0 -1 I

¢ menor que 0 para todo (z1,x2) # (0,0).
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o sa e
B S S A
..::s:‘s:::\\\a&:::
LU AU LR
St

Figura 2.2: Gréfico da forma quadréitica negativa definida.

Exemplo 2.9. A matriz

1 0
g =1

L. —

€ indefinida, pois a forma quadrdtica associada,

C =

1 0 I 2

Q(-’Bhﬂ»‘z) = [ T To ] —. :.-:f — I5,
0 -1 Ia

€ tal que Q(1,0)=1>0¢eQ(0,1) =-1<0.

<L |

>3

l_:._l- |

Figura 2.3: Grafico da forma quadrética positiva indefinida.

) Le
Exemplo 2.10. Classificar os pontos criticos da funcao t.: ’

f(z,y) = 3zy* +2° — 3z

O dominio de f é o R2. O tinicos candidatos a extremantes locais sao os pontos

criticos, pois o dominio de f (D; = R?).

e Pontos criticos

Of o2, a2 of _
5—33; +3z° -3 e 6y—6:r:y

resulta que os candidatos a extremantes locais sdo as solugoes do sistema

32 +322-3 = 0
6xy = 0
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As solugoes do sistema sao:

(0,1), (0,-1), (1,0) e (-1,0).

e A matriz hessiana é dada por

2 () g‘;,’—&%(x,y)] B lﬁm Sy}

H(x,y): =
[g-af;(x,y) (z.y) 6y 62

e Calculo da matriz hessiana no ponto critico (0, 1)

0 6
11'(0,1)=[6 0]

Polinomio caracteristico

~A 6 5
P(\) = det(H — AI) = det =236
=i

Os autovalores
A —36=0< \=16.

Assim, \; = —6, e Ay = 6. Pelo o item (iii) da Proposigao 2.5 H(0,1) tem um

autovalor positivo e um negativo, entao f tem um ponto de sela em (0, 1).

e Célculo da matriz hessiana no ponto critico (0, —1)

0 —6
H(O,—l):[‘ﬁ 0]

Polinomio caracteristico
—-A =6 "
P()\) =det(H — AI) = det =\ — 36

Os autovalores
A —36=0 \=6.
Assim, A\; = —6, e A, = 6. Pelo o item (iii) da Proposi¢ao 2.5 H(0,—1) tem um

autovalor positivo e um negativo, entdao f tem um ponto de sela em (0, —1).
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e Célculo da matriz hessiana no ponto critico (1,0)

Hu,m:[g g]

6—2 0 ] o
g2

Polinomio caracteristico
P()\) = det(H — AI) = det [

Os autovalores

(6—-A)2=0sX=6.

Note que o autovalor tem multiplicidade 2. Assim, A; = A; = 6. Pelo o item (i)
da Proposicao 2.5 H(1,0) tem dois autovalores positivos, entao f tem um minimo

local em (1,0).

e Célculo da matriz hessiana no ponto critico (—1,0)

6 0
H(1,0)~[ ; _6}

—6—A 0

Polinomio caracteristico
P()) =det(H — AI) = det [
Os autovalores

(—6—=A =04 A= —6.

Note que o autovalor tem multiplicidade 2. Assim, A\, = Ay = —6. Pelo o item
(ii) da Proposicao 2.5 H(—1,0) tem dois autovalores negativos, entao f tem um

maximo local em (—1,0).
Exemplo 2.11. Considere a fungao
f(z,y,2) = (1/2)(4x* + 4y* + 22% + 22y + 222 — 2yz)

O dominio de f é R®. Os tinicos candidatos a extremantes locais sdo os pontos criticos,

pois o dominio de f (Dy = R?).



CAPITULO 2. TEOREMA ESPECTRAL E APLICACAO 52

Os pontos criticos sao dados por

af of of
§—4x+y+_, a—4y+a:-z e E—2z+xﬂ~y

resulta que os candidatos a extremantes locais sao as solugoes do sistema.
4r — y + z = 0
4y + ¢ — 2 = 0
2z + z —y =20

A solugao do sistema é: (0, 0, 0).

A matriz hessiana é dado por

A
= by o 4 1 1
= | 22 WPL &f .= ad
H(x1 y! 3:) azay 01} Byaz 1 4 1
82 o2 92
= ko 1 -1 2
o Cdlculo da matriz hessiana no ponto critico (0,0,0)
4 1 1
1 -1 2
Polinomio caracteristico
4 — A 1 1
P(A) = det(H — ) = det 1 4= =1 |'=-2%4+10%-20X420
1 -1 2-A

Os autovalores sdo dados por 5, 4 e 1. Como H ¢é positiva definida, pelo o

Teorema 2.7 (0,0,0) € um ponto de minimo local nao degenerado.

Exemplo 2.12. Considere a funcao

11 11
9(z,y,r) = *2—592 + ?‘1’2 + 2% + 4zy + 5xz — Hyz

O dominio de g é R®. Os tnicos candidatos a extremantes locais sao os pontos criticos,
pois o dominio de g (D, = R®).
Os pontos criticos sao dados por

?ﬁzllm+4y+53, -a—g=11y+4m—5z e @=2z+5x—5y
dz dy 0z
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resulta que os candidatos a extremantes locais sao as solugoes do sistema.

11z + 4y + 5z = 0
11y + 4z — 5z = 0
22 + bx — by = 0

A solugao do sistema €: (0, 0, 0).

A matriz hessiana é dado por

52 5 92
Ox Eg_y 5;& 11 4 )
_ | & 8? 52 _ S
H(Is y! 3") = "’?g; a—y‘g ggg 4 11 5
829 89 &
50 Byp: B 5 -5 2
e Cllculo da matriz hessiana no ponto critico (0,0,0)
11 4 5
H(0,000=]| 4 11 -5
5 =5 2
Polinémio caracteristico
11 - A 4 5
P()) = det(H — \I) = det 4 11-X =5 | =-XN+2422—-99)+540
5 -5 2—A

Os autovalores sao dados por 15, 12 e -3 e portanto H indefinida. pelo o Teorema

2.7, g tem um ponto de sela na origem.



Capitulo 3
Apéndice

Neste capitulo encontram-se os resultados que foram utilizados no decorrer deste
trabalho sem preocupacao alguma em demonstra-los, wma vez que nao prejudica o

desenvolvimento do mesmo. Indicaremos os textos [2], [10] e [13] para maiores detalhes.

Teorema 3.1. (Teorema de Schwarz) Seja f : U — R duas vezes diferencidvel no
ponto ¢ € U C R™. para quaisquer 1 < 1i,j < n, tem-se

o f
3.1‘,'(‘).’.5_,'

_ &
(C) a Ba:jc?x,- (C)'

Demonstragao. Ver [13]. a
A férmula de Taylor, dando uma aproximagao quadratica para f(a +y) — f(a),

toma a seguinte forma.

Teorema 3.2. (Férmula de Taylor de Segunda Ordem para Campos Escalares.) Se f
é um campo escalar, admitindo derivadas parciais de sequnda ordem, D;; f, continuas

numa bola aberta B e centro a, entdo para todo y € R™ tal que a + h € B(a) tem-se
fla+y)— fla) =Vf(a)-h+ —21—!hH(a +th)h',com0 < t < 1. (3.1)
Esta também pode escrever-se na forma
fla+y)— fla) =V f(a)-h+ %hH(a + th)h! + ||h||?Ex(a, k), (3.2)
onde Es(a,h) — 0 quando h — 0.
Demonstragao. Ver [2].

54



CAPITULO 3. APENDICE 55

Teorema 3.3. Seja A = [a;;| uma matriz simétrica real n X n e considere-se
i=1 j=1

tem-se entao:
(a) Q(h) > 0 para todo y # 0 se e sé se todos os valores préprios de A sao positivos.
(b) Q(h) < 0 para todo y # 0 se e so se todos os valores proprios de A sdo negativos.

Nota 3.1. Na hipétese (a), a forma quadrdtica diz-se definida positiva; na hipétese

(b), diz-se definida negativa.
Demonstragao. Ver [2]. O

Teorema 3.4. Se f é um campo escalar com derivadas parciais de sequnda ordem
D;; f, continuas numa bola aberta B e centro a, e H(a) representa a matriz hessiana

num ponto critico a, entao tem-se:

(a) Se todos os valores préprios de H(a) sdo positivos, f tem um minimo relativo

em a.

(b) Se todos os valores préprios de H(a) sao negativos, f tem wm mdzimo relativo

em a.

(¢) Se H(a) tem valores préprios positivos e negativos, entdo f tem um ponto de sela

em a.
Demonstragao. Ver [2]. O

Nota 3.2. Se todos os valores préprios de H(a) sdo nulos, o teorema 3.4 nao dd
qualquer informacao relativa ao ponto de critico. Podem estabelecer-se critérios para
estudar tais exemplos, os quais fazem intervir derivadas de ordem superior; estes porém

nao serao tratados aqui.

Para ver isto, considere as funcoes f(z,y) = z* + ¢4, g(z,y) = —2* —y* e
h(z,y) = z* — y*. O ponto p = (0, 0) é um ponto critico das trés funcoes e a matriz
hessiana dessas trés funcoes em p = (0, 0) é a matriz nula. Mas p = (0, 0) é um ponto

de minimo local de f, um ponto de maximo local de g e um ponto de sela de h.
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Teorema 3.5. Seja a um ponto de critico de um campo escalar f(x1,72) admitindo

derivadas parciais de sequnda ordem continuas numa bola aberta B centro a e sejam

A = Dy, f(a), B = D5 f(a), C = D, f(a),

A B 2
A = detH(a) = det = AC - B".
B C

Entao verifica-se:
(a) Se A <0, f admite um ponto em a.
(b) Se A>0eA>0, f admite um minimo relativo em a.
(c) Se A>0eA<O0, f admite um mdzimo relativo em a.

(d) Se A =0 o critério nao € conclusivo.

Demonstragao. Ver [2]. O
Qual a “melhor” quadrica (polinomio de grau dois em duas varidveis) que apro-

xima a funcdo f : R — R de classe C? em uma vizinhanga de um ponto p = (a, b).

Teorema 3.6. (O Polinémio de Taylor de Ordem 2) Considere uma fungao
f: D c R> — R de classe C? e p = (zg, yo) um ponto interior de D. Entao existe um
iinico polinémio py de grau 2 que satisfaz as condigoes p2(p) = f(p), Df(p) = Dp2(p)
e D*f(p) = D’p(p)-

pa(e) = f(p) + Df(p) - (x—p) + 5 (x — ) - D*1(p) - (x— D).

onde x = (z,y), o simbolo T indica a operagao transposi¢ao de matrizes, Df(p) € a
matriz jacobiana de f no ponto p = (a,b) e D* f(p) € a matriz hessiana de f no ponto

p=(ab):

o2 8f
D) = [ %) %) ] D?f@):[ﬂ"’r(p) azau(P)}

ZLp) 5P
Mais ainda, vale que

f(x) = pa(x) + Ra(p, x),
onde o erro Ry(p,x) satisfaz a condigao

figy SRRX).

<5 o — pIP?
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isto €, a diferenca entre as fungoes f(x) e pa(x) vai para zero mais rapidamente do

que o quadrado da distancia entre os pontos p € X.

Demonstragao. Ver [2]. O

A aproximacao de Taylor indica que o fato de p ser um extremo local de f
est4 intimamente relacionado com o sinal do polinémio de grau 2 em varias variaveis
Q(h) =h” - D?f(p) - h onde D?f(p) é a matriz hessiana de f no ponto critico p.

Se f: D c R? — R é uma funcgio de classe C* e p é um ponto interior a D,

entao

F(x) = f(p) + D (p) - (x B + 50— )T - D*f(P) - (x — P)n + Ra(p,).

Se p é um ponto critico de f, entdo Df(p) = 0 e, portanto,

£ = f(p) + 50x— B)T - D*f(P) - (x— P + Fa(p, ).

Usando a varidvel h = x — p (que representa o deslocamento com relagao ao ponto
p) e negligenciando o erro Ry(p,x) (que vai para zero rapidamente quando x — p),

concluimos que

f(p+1) % J(p) +5 b7 - D*f(p) .
isto ¢,

f(p+h)~ f(p) =5 hT - D*f(p) I

Se ao lado direito da expressao acima é maior do que zero para todo h # 0 suficiente-

mente pequeno, entao o lado esquerdo também deve ser maior do que zero:

flp+h) - f(p)>0 ou f(p+h) > f(p),

para todo h # 0 suficientemente pequeno. Desta maneira p ¢ um minimo local de
f. Analogamente, se h” - D? f(p) - h é menor do que zero para h # 0 suficientemente

pequeno, entao o lado esquerdo também deve ser menor do que zero:

fp+h) - f(p) <0 ou fp+h) < f(p),

para todo h # 0 suficientemente pequeno. Desta maneira p é um méaximo local de

f.
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Proposicao 3.1. Seja f(z,y, z) de classe C* e seja (o, Yo, 20) wm ponto interior de

Df. Suponha que (zq,Yo, %) € ponto eritico de f. Sejam H(z,y,z) e Hy(xo, Yo, 20)

dadas por
o2f 0
E:”g dxdy Oz0z 8y  9%f
. a2 2 a2 = Ox dxdy
o & & by O
drdz Oybz Bz
Mostre que:

(i) Se g—:;fw(:cg,yg,zo) > 0, Hy(zo,%0,20) > 0 e H(z,y,z) > 0 entdo (xo, Yo, 20) serd

ponto de minimo local.

(i1) Se g—ié(zg,yg,zg) < 0, Hi(zo,%0, %) > 0 e H(z,y,2) < 0 entdo (zo, Yo, 20) serd

ponto de mdximo local.

Demonstragao. ver [13]. a
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