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RESUMO

As equagdes diferenciais, ou modelos matemdticos, t€tm uma enorme importadncia na
modelagem de muitos problemas da ciéncia, principalmente, na Fisica. Assim, este trabalho visa
abordar modelos matematicos formulados através das Equagdes Diferenciais Ordinérias (EDO)
nas principais areas da Fisica Classica: Mecanica Classica, Termodindmica e Eletromagnetismo.
Através de uma pesquisa bibliogrifica, investigamos, tanto no campo das Equagdes
Diferenciais, quanto no campo da Fisica Cldssica, os problemas mais comumente estudados, e
que sdo modelados pela Matemdtica, como: Movimento Harmoé6nico, Fendmeno de
Resfriamento e Circuitos Elétricos do tipo RC. O objetivo deste trabalho é promover uma maior
relacdo entre a Fisica e a Modelagem Matematica, e também, ressaltar a importancia dessas
ferramentas matematicas através de aplicagdes no cotidiano. Além de contribuir para estudos e

trabalhos posteriores na drea.

PALAVRAS CHAVES: EDO, Fisica, Mecanica, Termodindmica, Eletromagnetismo.



ABSTRACT

The Differential equations, or mathematical models, has one of enormous importance in
modeling many problems in science, principally, in Physics. Thus, this work aims to approach
mathematical models formulated through Ordinary Differential Equations (ODE) in the main
areas of Classical Physics: Classical Mechanics, Thermodynamics and Electromagnetism.
Through a bibliographic research, we investigated, both in the field of Differential Equations,
and in the field of Classical Physics, the most commonly studied problems, and taht are
modeled by Mathematics, as: Harmonic Movement, Cooling Phenomenon and Electric Circuits
of the type RC. The objective of this work is to promote a greater relationship between Physics
and Mathematical Modeling, and also, stand out the importance of these mathematical tools
through applications in daily life. In addition to contributing for studies and further work in the

area.

KEYWORDS: EDO, Physics, Mechanics, Thermodynamics, Electromagnetism.



LISTA DE FIGURAS

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura

o 0 NN N Ut AW

: Representagcdo de um conjunto massa-mola submetido a uma forga externa.
: Tipos de oscilagdes amortecidas.

: Graficos dos trés tipos de oscilagdes amortecidas..

: Modelos de resistores.

: Estrutura de um capacitor em um circuito.

: Representacdo de um circuito RC.

: Representagao visual da membrana onde se localiza os neurdnios.

: Modelo dos principais componentes dos neurOnios.

: Passo a passo do Impulso nervoso.

Figura 10: Modelo do potencial de acdo passando pelo Axdnio.

Figura 11: Representacdo de um Neurdnio como circuito RC.



SUMARIO

1. INTRODUGAO ..ottt 13
2. CONTEXTO HISTORICO: EQUACOES DIFERENCIAIS E AS AREAS DA
FISICA CLASSICA. ...ttt 16
2.1. EQUACOES DIFERENCIAIS .........ccccceoiiimierereeeeeeeeeeeeeeeee s 16
2.2.  FISICA: Mecanica Classica, Termodinimica e Eletromagnetismo. ............... 23
2.2.1. MecCANICA CIASSICA ..vvvveeriiiieeeiiiieeeeiiee e eeieee e et eeeeiaeeeeeeaeeeeesnnaaeesenneees 23
2.2.2.  TermOdINAMICA .....c.uveeeeriiiieeeiiiieeeeeiteeeeesieeeeesiaeeeeesnareeesensareesennssneessnnnees 31
2.2.3. EletromagnetiSImO .......ccoouueeeiieeriieeniieerite et e et et e s e e s e siee e 35

3. EQUACOES DIFERENCIALS .........cocoiiieieieieeeieieeeeeeieeeee e 41
3.1. Classificagdes: Tipo, Ordem, Linearidade. ............cceccuerviiiiiniieiniiennieenieenne, 41
70 0 R T oo T U OO 41
3120 OTEM ettt s 42
3.1.3. Linearidade .........cooueioiiiiiiiniiiiieeeeeeee e 42
3.2, Alguns Métodos de SOIUCHES.......uereruiiieriieeiiieeiieeeieeeeiee ettt 43
3.2.1.  Equagdes Diferenciais SEParaveis ........cccueerueeerveeenieeerieeenieeseeesiveesnnns 43

3.2.2. Equagdes diferenciais Ordinarias Lineares de Primeira Ordem: Método

dos Fatores INtEZrantes. ........cooueiiiiiiiiiiiiiie ettt s 44

3.2.3. Equagdes de segunda ordem: linear, homogénea, com coeficientes

COMSTAIITES. wevveeeeeeeeteee e e e e et e eeeae e eeeeeee et eaaaaaeaeeeeesesaaanaaaeseeesesanananneseeesssrnnnnnaeseees 45

4. APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS NAS AREAS DA FISICA

CLASSICA. ..ottt 48
4.1. MECANICA: MOVIMENTO HARMONICO - VIBRACOES ..................... 48
4.1.1. Movimento HarmoOnico SImples..........ccccevviriiienieniiiniinieeniceieeneenens 49
4.1.2. Movimento Harmonico Amortecido .........oocueerviieeniiieeniiieiniieiieeeiieeee 51
4.1.3. Movimento Harmonico — Amortecedores de Veiculos.........ccccccevueeennee. 56

4.2. TERMODINAMICA: LEI DO RESFRIAMENTO DE NEWTON................ 59



4.2.1. Lei do Resfriamento de NEWLON. .........cccueeriiriiieiiinieenienieeeeeeesee e 59
4.2.2.  Processo da Garrafa TErmica..........ccoceeueenieriieeniienieenieneeneceeeseeesiens 61
4.2.3.  Variagdo de Temperatura — Problema criminalista. ...........ccocccevueenvenneee 62

4.3. Eletromagnetismo: Lei de Kirchhoffdas malhas em Circuitos RC.................. 65
4.3.1.  COrrente ElELriCa .......ooveerueieiieiierieeiteete ettt 65
4.3.2. RESISLOTES ..eeeutiiiiieiieiieeite ettt ettt ettt st ettt e sbe e ste e b e esneenaeenaneens 66
4.3.3. CAPACILOTES ..uvveeruiieeeiiiieeiieesite et ee ettt e e site e et e e sbteesibteesabeessabeesabeesnseesanee 67
4.3.4. Lei de Kirchhoff das malhas em circuitos RC simples. ........cccccceevuveenne. 68
4.3.5. Circuitos RC — NEUTONIOS. ...ccevcuviieiiiiiiieeeiiieeeeeiieeeeerieeeesireeeeesneaeeeeenns 70

5. CONSIDERACOES FINAIS. .....coooiiuieeeieeeeeeeeeeeeee e, 75

6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o 77



1. INTRODUCAO

Equagoes diferenciais (ED), comumente, chamadas de modelos matemaéticos,
tém uma enorme importancia no desenvolvimento da sociedade em si. Foi através delas
que o homem conseguiu explicar fendmenos tanto de nivel atdmico e subatomico (
problema da particula em uma caixa'), quanto macroscépicos (estudos relacionados 2
Cosmologia, drea da Fisica que estuda fendmenos relacionados a formagao e a evolugdo
do Universo). Além de outras contribuicdes em diversas dreas do conhecimento, como
Medicina, Quimica, Biologia, Economia, entre outras.

Uma equacio que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes, em relagdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de Equacgao
Diferencial (ED). Essas equacdes podem ser classificadas de acordo com seu tipo, a
ordem e linearidade (ZILL e CULLEN, 2001). Elas sdo consideradas uma das mais
brilhantes e importantes aplicacdes da Matematica, podendo ser obtidas, por exemplo,
através de leis fisicas que regem o comportamento do sistema, como as leis de Newton
para sistemas mecanicos ou as leis de Kirchhoff para sistemas elétricos (STEWART,
2007; TONIDANDEL e ARAUJO, 2012).

Seus estudos sdo realizados na disciplina de equacdes diferenciais ordindrias,
rotineiramente conhecidas como EDO. E um componente curricular presente na maioria
dos cursos de ciéncias exatas, que sdo cursos que t€ém em seus fundamentos os estudos
de matemadtica, quimica e fisica (INEP, 2018). Assim, o objetivo dessa disciplina é
apresentar conceitos e técnicas capazes de fazer o aluno entender, modelar e interpretar
problemas relacionados ao cotidiano ou aplicagdes em dreas da Fisica, da Economia;
areas relacionadas a saide como, por exemplo, em um estudo de uma pandemia.

De modo que, como essa disciplina, geralmente ministrada para turmas com
alunos de cursos como, por exemplo, Matematica, Fisica, Engenharia, entre outros, um
dos seus pré-requisitos da disciplina de EDO diante do aluno é que ele possua um
conhecimento razodvel de Célculo Diferencial Integral. Porém, na maioria das vezes os
alunos por nao possuitem faz com que a disciplina acabe nao tendo um ensino

aprendizagem esperado, principalmente, em aplicacdes, onde o aluno sabe todo o

! Um dos problemas mais comum em Mecanica Quantica, representado por uma particula em uma caixa
com paredes infinitas com intuito de impossibilitar a saida dessa particula, além da mesma nédo perder
energia quando colidir com as paredes.
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conceito e técnica, porém nao sabe sobressair diante de certa situacdo problema, como

afirma Oliveira e Igliori (2013):

As dificuldades no processo de aprendizagem dos alunos no
estudo de Equagdes Diferenciais, estdo presentes tanto no uso de técnicas
para resolucdo dessas equacdes, quanto na produgdo de significados e
compreensdo de conceitos. Essas dificuldades se evidenciam principalmente
no momento em que sdo estudadas as aplicacbes em problemas
contextualizados, envolvendo a Fisica, a Quimica, a Engenharia etc. Em
muitas situagdes, os alunos dominam as técnicas de resolucdo, porém tém
dificuldade em identificar como aplicar as Equagdes Diferenciais na

resolucdo de problemas.

7z

Como essa disciplina € considerada uma extensdo dos cursos de calculo
diferencial das areas de exatas, o aluno precisa ter um bom conhecimento de célculo
para obter um bom desempenho na disciplina, porém nem sempre isso é a realidade. E
comum ouvir discursos de alunos sobre as dificuldades encontradas nas disciplinas de
célculo no ensino superior, que assim levam a reprovacgao, ou até a desisténcia por parte
da maioria deles. Segundo Pinto e Lima (2017), um dos fatores recorrentes que geram
esse fracasso e desmotivacdo € a falta de convencimento por parte dos alunos, sobre o
porqué estuda-las.

Além disso, essas dificuldades estdo inteiramente ligadas a todo um processo
sociopolitico educacional, que se alastra por diversas geracdes no ensino, sendo
dificuldades que os alunos possuem desde seu inicio na escola, como por exemplo,

afirma Nascimento (2018), a respeito da disciplina de calculo diferencial e integral I:

Nio é novidade que a disciplina de Célculo Diferencial e Integral I mostra-se
como um desafio para os alunos de exatas. Nao se pode passar despercebido
o nivel de dificuldade que os alunos enfrentam ao iniciarem a disciplina, pois
muitas destas dificuldades sdo resultados de falhas trazidas do inicio de sua

vida escolar, isto €, desde o ensino fundamental.

Este trabalho visa estudar aplicacdes de equagdes diferenciais, principalmente,
Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) nas principais dreas da fisica com objetivo de
mostrar a importancia de tais ferramentas matematicas, além de contribuir para estudos
e trabalhos posteriores na drea. O interesse por essa area surgiu na disciplina de
Equagdes Diferenciais Ordindrias (que foi muito proveitosa, tanto no que diz respeito as

técnicas de resolucdo, como na sua utilizacdo no dia a dia), e no decorrer das disciplinas
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do curso de Licenciatura em Fisica, como por exemplo, Mecanica Cléssica,
Termodinamica, Eletromagnetismo, Fisica Moderna, etc.

Portanto, neste trabalho foram abordados alguns tipos de equagdes diferenciais
ordindrias, assim como suas aplicacdes. O trabalho estd dividido em cinco partes. O
primeiro capitulo, onde fazemos uma introducdo geral do conceito de equacdes
diferenciais e suas funcionalidades.

O segundo capitulo estd dividido em duas partes. A primeira se refere a uma
introducdo das equacdes diferenciais ordindrias, trazendo consigo um pouco do contexto
histérico, seguindo como referéncia a abordagem historica dada no livro “Equagdes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno” dos autores BOYCE e
DIPRIMA (2006), além de outras concepcdes sobre esse contexto retiradas de outros
autores da literatura citados no decorrer do trabalho. Nessa parte, sdo citados principais
nomes e suas valorosas contribuiches para essa drea, em um formato historico e
cronolégico. A segunda dedicada a trazer um contexto geral, claro e sucinto de algumas
das principais dreas da Fisica, sendo elas: Mecanica Classica, Termodindmica e
Eletromagnetismo. Cada drea serd abordada em uma secdo, com o objetivo de
apresentar para o leitor uma abordagem do que significa, estuda, e das principais leis e
formulacdes que cada drea possui.

No fterceiro capitulo, apresentamos alguns dos tipos de equacdes diferenciais
ordindrias, suas caracteristicas, técnicas de solucdes e, principalmente, as que serdao
utilizadas nas resolucdes de problemas no decorrer do trabalho, sendo essas equagdes
diferenciais ordindrias do tipo: Equagdes Diferenciais Separdveis, Equacdes
Diferenciais Ordinérias Lineares de Primeira Ordem - Método dos Fatores Integrantes,
Equacdes de Segunda Ordem - Linear, Homogénea, com Coeficientes Constantes.

O quarto capitulo € voltado para o estudo das equacdes diferenciais nas areas
citadas no capitulo dois. Nesse capitulo, serdo abordados trés tipos de aplicacdo de
equacdo diferencial ordindria. No fim de cada secdo, faz-se uma abordagem das
equagoes, através de exemplos encontrados na literatura e com aplica¢do no cotidiano.

O quinto capitulo serd destinado para as consideracdes finais do trabalho.
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2. CONTEXTO HISTORICO: EQUACOES
DIFERENCIAIS E AS AREAS DA FiSICA CLASSICA.

2.1. EQUACOES DIFERENCIAIS

Os estudos sobre equacdes diferenciais tiveram inicio através de dois grandes
matematicos, em meados do século XVII, o fisico-matematico britdnico Isaac Newton
(1643—-1662) e o matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), os quais
conseguiram independentemente, novas maneiras de derivacdo e integracdo. As
contribuicdes de Newton e Leibniz, além de serem muito proveitosas, incentivaram
também outros matemdticos a estudarem esta drea, sendo capazes de solucionar
problemas, que até entdo ndo tinham solucdo. Como exemplo, temos o0s irmaos
Bernoulli Jakob (1654 - 1705) e Johhan (1667 - 1748), Daniel Bernoulli (1700 — 1782)
filho de Johhan, o alemdo Leunard Euler (1707 — 1783), o francés Joseph-Louis
Lagrange (1736 — 1813), o francés Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827), entre outros
que de maneira igualitiria aos demais citados, também, foram essenciais para o
desenvolvimento de vérios novos métodos de solugdes das equagdes diferenciais
ordindrias e parciais.

O britanico Sir Isaac Newton era Fisico, Matemdtico, Astronomo, Alquimista,
Fil6sofo e Tedlogo, porém mais conhecido como Fisico e Matematico devido a suas
vastas contribuicdes nessas duas dreas, como por exemplo, descobriu diversas leis
fisicas bésicas e criou o método de investigacao de problemas fisicos através do célculo.
Além disso, ele se tornou professor da Universidade de Cambridge, em 1669, e Diretor
da Casa da Moeda de seu pais em 1699 (KREYSZIG, 2013).

Newton nasceu na cidade inglesa Woolsthorpe, em 4 de janeiro de 1643. Sobre o

ano do nascimento de Newton, Rocha, J. F.(2002) fala que:
O ano de 1642, duplamente significativo pelo nascimento de Newton e pela
morte de Galileu, como que numa passagem de tocha olimpica do
conhecimento, constitui-se num verdadeiro marco ou ano zero da ciéncia
moderna. [...] O importante, no entanto, ndo foram as datas de nascimento,
mas o fato de que Newton nasceu em berco espléndido, ou em ombros de
gigantes, como ele préprio diria, pois que pdde utilizar os monumentais
trabalhos, ndo s6 de Galileu, mas de outros pioneiros da ciéncia moderna,
como Kepler, que morreria doze anos antes, e Descartes, que trabalhava na

Holanda.
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Newton foi uma crianga timida, personalidade desenvolvida devido a morte do
seu pai antes do seu nascimento, € o casamento de sua mae com um fazendeiro rico.
Fato esse que contribuiu bastante em seus estudos. Ele sempre desde crianca
desenvolveu habilidades e interesses em estudos € mecanismos que o ajudasse tanto em
suas pesquisas,quanto em sua vida na fazenda, de tal maneira que ele quem construiu
seu proprio laboratério (ROCHA, 2002).

O épice de suas obras veio, em 1666, quando ele foi obrigado a se isolar em sua
fazenda, quando uma grande pandemia, conhecida, como peste bubodnica, espalhou-se
por toda a Inglaterra, ocasionando assim, o fechamento de seu colégio. Segundo Rocha,
J. F. (2002) esse ano é chamado de annus mirabilis (ano dos milagres). Foi nesse
periodo que a ciéncia moderna e a carreira de Newton deram um grande passo, gracas
ao desenvolvimento do teorema do bindmio e o cdlculo das fluxdes (hoje conhecido
como célculo diferencial). Segundo Boyce e Diprima (2017), “essas descobertas de
Newton circulavam privadamente entre seus amigos, devido ele ser muito sensivel a
criticas, o que levou o mesmo a guardar suas descobertas e s6 comecar a publici-las
anos mais tarde em 1687, em seu livro Principia”.

Entretanto, na drea de equacdes diferenciais, Newton acabou atuando
pouquissimo, porém o desenvolvimento do cdlculo das fluxdes e a explanagcdo sobre a
Mecéanica foram a grande base para o inicio das aplicacdes das equacdes diferenciais.

Por exemplo, a segunda lei de Newton, é uma equacdo diferencial, da forma

dp/dt = F, ou seja, a variagdo temporal do momento linear é igual a forca resultante

atuante em um corpo. Através da abordagem de Newton, de maneira mais significativa,
atualmente, pode ser escrita também como sendo, F=m.d, significa que a forca

resultante (ﬁ' ) que atua sobre um corpo € exatamente igual ao produto da massa de um

corpo (m) e pela aceleragdo (@) Contudo, continua sendo uma equacédo diferencial, ja

que a aceleracdo € a variacao temporal do vetor velocidade, assim, F=m.d = m.(dv/dr).
Sobre as demais contribui¢cdes de Isaac Newton para as equagdes diferenciais,
além do ja comentado, Boyce e Diprima (2017) destacam as classificacOes das equacdes
diferenciais de primeira ordem, de trés maneiras: dy/dx = f(x), dy/dx = f(y), dy/dx =
fix,y). Nesta tltima, ele desenvolveu o método para sua resolugdo, através de séries
infinitas.
No célculo diferencial, quem obteve resultados um pouco depois de Isaac

Newton, foi o alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz. Nascido em Leipzig, no dia 1 de
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julho de 1646, formado no curso de Direito, porém ele era polimata, tinha apregos por
outras dreas, dentre as quais Teologia, Filosofia e, especial, a Matematica, contribuindo
de maneira significativa (SILVA, R.; et.al 2014).

Leibniz acreditava que os problemas para serem entendidos e resolvidos
deveriam ter um aspecto mais visual. Desse modo, é a ele que devemos a notagao
matemadtica de derivada assim como o sinal de integral (BOYCE e DIPRIMA, 2017;
SIMOES, 2014).

Essa dedicacdo de Leibniz aos estudos matematicos ocorreu no periodo entre
1672-1676, onde pode-se destacar as sequéncias de diferencas, os tridngulos
caracteristicos, a transmutagdo e a série m. Além de ser conhecido por seus trabalhos
sobre a teoria da elasticidade e probabilidade matemética (AVILA, 2006; KREYSZIG,
2013).Entre suas contribui¢cdes na area de equacOes diferenciais, destacam-se o método
de separacdo de varidveis, reducdo de equacOes homogéneas a equacdes separaveis e
procedimentos para resolver equagdes lineares de primeira ordem (ALITOLEF, 2011).

As contribuicdes de Isaac Newton e Leibniz para o avanco do Célculo
Diferencial serviram como ponto de partida para que outros estudiosos da época
também comecassem seus estudos nessa drea, alguns deles fazem parte da famosa
familia Bernoulli. A Familia Bernoulli é conhecida por seus grandes feitos na historia
da ciéncia, entre seus membros, podemos destacar os irmaos Bernoulli Jakob e Johhan.

Os irmaos Bernoulli, Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) fizeram muito
sobre o desenvolvimento de métodos para resolver equacdes diferenciais e ampliar o
campo de aplicagdes (BOYCE e DIPRIMA, 2017). Ambos os irmdos eram briguentos,
competitivos, normalmente, entre si. Porém, ndo se sabe ao certo, se a rivalidade os
incentivou a descobertas maiores, ou se eles conseguiriam ir mais longe se tivessem
continuado a sua colaboracdo conjunta (ALBRECHT et.al, 2014; BOYCE, 2017)

Jakob, o irmao mais velho e professor na Basiléia ficou conhecido por seus
trabalhos sobre a teoria da elasticidade e probabilidade matemética, entre outros.
Destaca-se, entre seus feitos, a resolu¢do da hoje famosa “equagdo de Bernoulli”

(ALBRECHT et. al, 2014; KREYSZIG, 2013)

Yy =p0)-y + q(x).y" (2.1)
Além da equagdo (2.1), ou “equagdo de Bernoulli”, Jakob escreveu equacdes

diferenciais para o movimento do planeta, utilizando os principios de Newton; além de
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utilizar a expressao “integral” pela primeira vez em seu sentido atual (MEDEIROS,
2016).

Johann Bernoulli exerceu uma enorme influéncia no desenvolvimento do
calculo, sucedeu a Jakob como professor na Basiléia, sendo capaz de realizar estudos
sobre trajetdrias ortogonais da familia das curvas e quadraturas de dreas em séries, entre
outros. Johann, provavelmente, foi o primeiro matemdtico a entender o célculo de
Leibniz e os principios de mecinica de Newton, com o intuito de modelar
matematicamente e encontrar solucdes para fendmenos fisicos através de uso das
equagoes diferenciais (BOYCE e DIPRIMA, 2017; SIMOES, 2014; KREYSZIG,
2013).

Um problema resolvido por ambos os irmdos e que gerou muito atrito entre eles
foi o problema da braquistocrona, também resolvido, por Leibniz, por Newton e pelo
Marqués de L’Hopital (BOYCE e DIPRIMA, 2017).

Segundo Albrecht et.al(2014):

A curva braquistécrona (trajetéria de uma particula sujeita a um campo
gravitacionalconstante sem atrito e com velocidade inicial nula, se desloca
entre dois pontos no menorintervalo de tempo), publicado em junho de 1696,
na Acta Erudtorium. A solucdo dabraquistdcrona por Johann foi mais
elegante que a de Jacob, que apesar de ser confusa e

trabalhosa, era mais geral.

Os Bernoulli’s eram conhecidos por seus méritos em vdrios estudos, em
diferentes areas. Desse modo, os estudos em modelagem ndo pararam somente em
Johann e Jakob, teve também mais um descendente Bernoulli, Daniel filho de Johann.

Daniel ficou conhecido pela famosa equacdo de Bernoulli da mecdnica dos
fluidos e da teoria cinética dos gases; e o primeiro a encontrar os resultados que hoje
sdo conhecidos como fungoes de Bessel, ja que seu principal interesse era em equacoes
diferenciais parciais (BOYCEe DIPRIMA, 2017; KREYSZIG, 2013).

Ao falar da familia Bernoulli, consequentemente, pode-se falar de um grande
amigo deles, o importante matematico suico Leonard Paul Euler. Amigo de Daniel
Bernoulli, Euler era filho de um pastor calvinista. Seu pai tinha certa vocacdo para a
Matematica, ja tendo estudado Matemadtica com seu amigo Jakob Bernoulli, conseguiu
que seu filho estudasse com Johann Bernoulli (irm@o de Jacque Bernoulli), estudando

quase todos os ramos da Matemadtica Pura e Aplicada, e deixando assim uma grande
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contribuicdo, ji que comumente seu nome € visto em estudos de diversas dreas da
ciéncia exata (BASTOS, 2016; GAYO e WILHELM, 2015).

Segundo Boyce e Diprima (2017), Euler foi o mateméatico mais prolifico de
todos os tempos, suas obras completas enchem mais de setenta volumes grossos. J4 para
GAYO e WILHELM (2015), falar das obras de Euler é nada menos que falar de uma
obra com mais de 850 titulos, entre livros e artigos. Suas obras eram bem variadas, entre
elasse poderiam encontrar temas de Cilculo, Algebra, Geometria além de Fisica e
Astronomia.

As contribui¢des fornecidas por Euler para a drea de equacdes diferenciais
vieram através de sua formulacdo e desenvolvimento de métodos de solugdes para
problemas de mecanica. Ele conseguiu aplicar a andlise de maneira significativa nesse
tipo de estudo. Sobre as contribuicdes de Euler em equacdes diferenciais, Boyce e

Diprima (2017) destacam:

Euler identificou a condi¢do para que equagdes diferenciais de primeira
ordem sejam exatas em 1734-1735, desenvolveu a teoria de fatores
integrantes no mesmo artigo, € encontrou a solucdo geral para equacdes
lineares homogéneas com coeficientes constantes em 1743, estendeu esse
dltimo resultado para equagdes ndo-homogéneas em 1750-1751. Comegando
em torno de 1750, Euler, usou frequentemente séries de poténcias para
resolver equagdes diferenciais. Propds, também, um procedimento numérico
em 1768-1769, além de contribui¢des importantes em equacdes diferenciais

parciais e forneceu o primeiro tratamento sistematico do calculo de variagdes.

Outros importantissimos matematicos nesse ramo de estudo s@o os franceses
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Lagrange
de origem francesa, embora nascido em Turim (Itdlia), tornou-se professor de
matematica aos 19 anos, em sua cidade natal. Sucedeu Euler em 1766, na Academia de
Berlim, e em 1787, foi para a Academia de Paris (BOYCE e DIPRIMA, 2017;
KREYSZIG, 2013).Sua obra principal, de grande relevancia, versou sobre
o célculo de variagdes, mecanica celeste, mecanica geral (Mécanique Analytique, Paris,
1788), equagdes diferenciais, teoria da aproximacao, dlgebra e teoria dos numeros.
(KREYSZIG, 2013).

Segundo Ravindran et. al (2006)

Lagrange enviou seus resultados a Euler, contendo seu método de maximos e

minimos, que na época trabalhava em Berlim, no qual ficou impressionado
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com as novas ideias de Lagrange. Embora tivesse apenas 19 anos, Lagrange
foi nomeado Professor de Matemadtica na Escola Real de Artilharia de Torino
em 1755. Euler propds o nome de Lagrange para eleicdo para a Academia de
Berlim e ele foi devidamente eleito em 1756. Suas publicacdes nesta época
incluiram resultados sobre o calculo de variacdes e probabilidades. Em um
trabalho sobre os fundamentos da dindmica, Lagrange baseou seu

desenvolvimento no principio da menor acio e energia cinética.

Em equacdes diferencias, segundo Boyce e Diprima (2017), Lagrange mostrou
que a solucdo geral de uma equacgdo diferencial linear homogénea de ordem n é uma
combinacdo linear de n solucdes independentes e desenvolveu o método de variagao de
parametros, além do conhecimento em equacdes diferenciais parciais e calculo de
variagdes.

Simon Laplace era filho de agricultores e viveu sua infancia na Normandia.
Mudou-se para Paris, em 1768, quando se tornou professor de matemadtica, deixando
assim sua marca nos meios cientificos quando ingressou na Academia de Ciéncias em
1733 (BOYCE e DIPRIMA 2017; RAMOS, 2014). Laplace, um matematico,
astronomo e fisico e trabalhou em diversas dreas do conhecimento, porém foi em
Mecanica Celeste que obteve maior destaque quando organizou a Astronomia
Matematica em seu livro Traité de mécanique Celeste, publicado entre 1799 e 1825
(BOYCE e DIPRIMA 2017; SILVA. M., 2014). Sendo considerado um dos

matematicos mais importantes na histéria da Franca, como diz Ramos, (2014):

2

Laplace é considerado como um dos matemdticos mais respeitdveis da
Franca, pela sua grande contribuicdo com importantes trabalhos em varios
ramos das ciéncias. No conjunto de suas pesquisas se destacam os estudos
sobre a andlise da estabilidade de grandes fenomenos, como fizeram
Arquimedes e Galileu, assim, como doutrinas matematicas de principios

originais e de grande extensdo, como fizeram Descartes, Newton e Leibniz.

Laplace contribuiu bastante na édrea de fisica-matemadtica, por exemplo, a
equagdo de Laplace estudada por ele extensamente em conexdo com a atragcdo
gravitacional, e a transformada de Laplace,importantissima para resolucdes de
equagoes diferenciais, (BOYCE e DIPRIMA 2017).

A Transformada de Laplace que acabou levando seu nome, porém so

reconhecida anos mais tarde, ¢ o método que consiste em transformar uma equacao
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diferencial ordindria em equacdo algébrica, ou uma equagdo diferencial parcial em
ordindria (BOYCE e DIPRIMA, 2017; TONIDANDEL e ARAUJO, 2012).

Outros matemadticos também foram essenciais para o desenvolvimento dessa
area, principalmente, no século XVIII, ja que existiam bons estudos sobre as equacdes
diferenciais ordindrias, tornando-as essenciais para as pesquisas e crescimento da
ciéncia. Dentre eles, Clairaut, D'Alembert, Riccati, Cauchy, Gauss, Bessel, entre outros.

Por exemplo, o francés D’Alembert junto com Euler chegou a conclusido que a
solu¢do da equacdo da onda, deveria ser a sobreposi¢ao de duas fungdes em sentidos
opostos com velocidades iguais, porém resolvendo parcialmente o problema
(MEDEIROS, 2016; SIMOES, 2014). Este problema chegou perto de ser resolvido por
Lagrange através da forma prevista por Euler, mas ndo percebeu que com alguns
rearranjos desenvolveria a fun¢do em uma série de senos, cujos coeficientes sao o que
chamamos de coeficientes de Fourier (MEDEIROS, 2016).

No século XIX, por exemplo, os estudos mudaram um pouco o curso. Boyce e
Diprima (2017) relatam que os propdsitos eram outros, por exemplo, os de encontrar
teorias de existéncia e unicidade, métodos menos elementares, como os baseados em
expansdo em séries de poténcias, e estudar equacOes diferencias parciais,
principalmente, ligadas a drea de Fisica Matemadtica.

Surgiram, assim, védrios métodos, como as funcdes transcendentais®. Esses
métodos foram essenciais para a continuacdo dos estudos como, por exemplo, a
contribuicdo de Jean Fourier, capaz de explicar o problema das equacdes de ondas,
também conhecidas como cordas vibrantes, através das séries de Fourier, que tem seu

nome em sua homenagem. Simdes (2014) afirma que:

O matemadtico Lagrange desenvolveu a andlise tedrica das vibracdes de uma
corda de comprimento L fixa nas extremidades. Esteve perto de chegar ao
resultado de que qualquer forma da corda entre os seus extremos pode ser
escrita por uma soma infinita. Mas, foi Jean Fourier quem chegou ao
resultado enquanto estudava o problema da conducdo de calor por um
material em que seja mantida uma diferenca constante entre duas das suas

extremidades.

Com o inicio do século XX, com o surgimento de alguns computadores, foram

desenvolvidos programas computacionais capazes de resolver cada vez mais os

2 As fungdes transcendentais por defini¢do sdo fungdes que nio satisfaz uma equacdo polinomial cujos
coeficientes sdo eles proprios polinomiais, como as equacdes de Bessel, Legendre, Fourier e outros.
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problemas relacionados as equagdes diferenciais, que até entdo, eram limitados a
resolucdo manual. Com isto, a ciéncia avangou novos fendmenos eram descobertos,
assim como novas areas, por exemplo, Algebra Linear, Dindmica dos Fluidos, Mecanica
Quantica, entre outras. No século XXI, mesmo sendo um estudo antigo, j4 que vem
desde o século XVII, o estudo das equacdes diferenciais ainda ndo estd completo, pois
existem problemas e fendmenos que ainda ndo foram resolvidos (BOYCE e DIPRIMA,
2006). Pode-se perceber sua enorme importancia, em varios problemas da atualidade,
por exemplo, na drea de Epidemiologia para estudar a disseminacdo de certos virus,

como o da COVID-19, que pode ser compreendido através de uma equacdo diferencial.

2.2. FISICA: Mecanica Classica, Termodinamica e
Eletromagnetismo.
2.2.1. Mecanica Classica

A palavra Mecdnica definida como “Ciéncia que tem por objeto o estudo das
forcas ou da sua ac@o; combinacdo de 6rgdos proprios para produzir ou para transmitir
0s movimentos ou mecanismo: a mecanica de um reldégio” (Mecanica, 2021) possui
origem grega da palavra grega mechaniké, no latim mechanica, que se resume a
movimento.

A Mecanica € o estudo de como os objetos se movem, sendo eles planetas em
torno do Sol, pessoas em seu cotidiano, e até um elétron em torno do seu nicleo. O
termo Mecanica Cldssica € algo muito vago, mas geralmente por ele se entende como os
estudos da Mecanica de aspectos macroscopicos fundamentados e estabelecidos até o
século XIX. Entre os anos 1905 e 1925, movimentos relativisticos e/ou fendmenos
estudados em escalas atbmicas comegaram a ndo coincidir com as teorias ja existentes,
obrigando uma revisdo de determinados conceitos que deram origem a chamada Fisica
Moderna (TAYLOR, 2013; ROCHA, J. F, 2002).

Area da fisica responsdvel pelo estudo dos corpos em seu estado de repouso, ou
de movimento, quando submetidos a uma dada acado de forgas,é dividida em trés grupos,
de acordo com sua funcionalidade e condi¢des de estudar cada caso: a estdtica,que
estuda corpos em estado de repouso; cinemdtica, que estuda os movimentos dos corpos
sem se preocupar com suas causas; e a dindmica, que estuda 0 movimento e suas causas
(HIBBELER 2005).

Antunes (2018) em seus estudos, diz que:

23



A mecanica é uma drea da Fisica que se
propde a descrever o0s principios bdsicos que regem  ©0S
movimentos dos corpos no espaco enquanto o tempo flui.
Dessa forma, para sua completa consisténcia, deve-se
definir precisamente o que se entende por tempo, espaco
e objeto. Tais conceitos, evidentemente, extrapolam 0
escopo da mecanica e influenciam na descricdo das demais areas da Fisica.
Além disso, diferentes nocodes dessas

estruturas levam a distintas realiza¢gdes da mecanica.

De um contexto histérico, a Mecanica Clédssica surgiu na perspectiva de
observar, identificar e explicar tais movimentos, em escalas da ordem de grandeza do
corpo humano, até o movimento de corpos celestes. Sua origem vem desde quando a
medida do tempo foi realizada de uma forma mais precisa e eficaz. Seus primeiros
estudos foram iniciados pelos gregos, a mais ou menos dois mil anos atrds, porém, em
concepcoes da atualidade a mecénica atribuida pelos gregos tinha um carater falho.
Assim, a que estudamos atualmente teve inicio com fisico italiano Galileu Galilei (1564
— 16420), com seus estudos geométricos sobre movimentos € com o britanico fisico
Isaac Newton (TAYLOR, 2013; HIBBELER, 2005).

Com o passar do tempo, a Mecanica foi se desenvolvendo e comecou a ser
analisada através de vdrias perspectivas, sendo elas: a visdo newtoniana que através da
teoria do espaco e tempo absolutos estuda o movimento através das trés leis
estabelecidas por Isaac Newton. A Langrangeana desenvolvida pelo francés Joseph-
Louis Lagrange; e a concepcao Hamiltoniana desenvolvida, em 1833, pelo matemdtico
irlandés William R. Hamilton.

Sobre essas trés concepgdes da Mecanica Cléssica, Da silva (2015) diz que:

A mecanica classica, em sua formulagdo newtoniana, lagrangeana ou
hamiltoniana, é uma teoria que trata do movimento dos corpos em geral, no
dominio de dimensdes macroscdpicas e velocidades ndo compardveis a da
luz. Ela da conta, incrivelmente bem, de movimentos tdo diversos quanto o
giro de um pido, a oscilacdo de um péndulo e a translagdo de um planeta em
torno do Sol - isso para ndo citar um grande niimero de sistemas muito mais

complexos (e ndo necessariamente periddicos).

No livro Philosophice Naturalis Principia Mathematica (Principios Matemaéticos
de Filosofia Natural) ou somente Principia, como normalmente é conhecido, Newton

deixou explicitos os conceitos de movimento e suas causas, 0 que teve muito impacto e
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criticas, assim como toda descoberta cientifica, porém, ja nas primeiras décadas do
século XVIII, sua aceitacdo ja era praticamente unanime (CHAIB, 2016; ROCHA,
2002).

Com essas formulacdes dadas através dos seus conhecimentos do cdlculo
diferencial e, baseado nos estudos de grandes outros estudiosos, dentre eles, o fisico
italiano Galileu Galilei, Isaac Newton foi quem mais presenteou a Mecanica Cléssica.
Newton comecou a relacionar os movimentos com 0 tempo em que eles aconteciam, e
através disso, formulou as suas famosas leis da Mecanica: das trés leis do movimento e
a lei da Gravitagdo Universal. E por isso, a Mecanica Cléssica, ¢ normalmente
conhecida como Mecanica Newtoniana (ROCHA, 2002; HIBBELER, 2005).

Isaac Newton enunciou essas leis em seu livro Principia, no qual considerou
que: o espaco deve ser euclidiano, absoluto, que nao se contrai; o espago é homogéneo,
implicando uma simetria de translagdo; espaco € isotropico, preservando a simetria de
rotacdo; e o tempo absoluto garante uma simetria no préprio tempo na sua
uniformidade. Logo o que temos € que tal evento pode ocorrer em qualquer que seja o
instante de tempo, desde que as condi¢Oes iniciais sejam preservadas, de modo que a
energia mecanica do sistema se conserve € ao considerar, por exemplo, que o espago
ndo translade e ndo gire (ou rotacione), respectivamente, teremos as conservagdes do
momento linear e do momento angular (BARCELOS NETO, 2004; HOSUME, 2012).

Os problemas usuais de movimento podem ser solucionados através das
formulacdes newtonianas, como o famoso problema de um corpo em um dado
movimento, desprezando as forgas dissipativas, que a partir da segunda lei de Newton,

pode ser formulado como segue abaixo:

F= dp/dt _ mdﬁ/dt' (2.2)
onde, o vetor F indica a forca resultante do problema, p vetor do momento linear do

corpo (ou de uma particula), t o tempo que tal evento ocorrer, m a massa do corpo (ou

de uma particula), assim desse modo dp/ dt © dv/ de> respectivamente, indicam a

variacdo temporal do vetor momento linear e a variacdo temporal do vetor velocidade.
Em situacOes reais, as forcas dissipativas, ou seja, ndo conservativas, devem ser
consideradas, sendo elas: atrito, resisténcia do ar, entre outras. Logo, o problema passa a

ser visto com outro olhar, ou seja, na equacdo (2.2) € acrescentado outro termo, que

indica as forgas de resisténcia do sistema (F..5). Assim, ao reescrever a equagio (2.2),
tem-se:
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A mecanica newtoniana foi uma das maiores conquistas para a histéria da
ciéncia, através do sucesso fenomenoldgico que obteve, ou seja, sua validacdo para
movimentos que ocorrem em um limite de baixas velocidades (quando comparada a
velocidade da luz) e de grandes distincias (comparada ao comprimento de onda de de
Broglie) (ANTUNES,2018).

Mesmo descrevendo bem os movimentos de projéteis, planetas (ou corpos
parecidos), alguns fendmenos ndo eram explicados pela mecéinica newtoniana, como
por exemplo, os fendmenos elétricos e os que atualmente sdo conhecidos como
problemas de Fisica Moderna, como os fendmenos relativisticos que iam contra a ideia
absoluta de espaco e tempo (MORICONE et.al, 2010; TAYLOR, 2013). Além disso, a
resolucao de problemas por esse método requer muitos atributos, como as consideracdes
das forgas de vinculos® de um sistema, como por exemplo, a forca de tracdo de um fio

inextensivel. Sobre essas forcas Lima et. al (2018) diz:

Determinada particula ndo possa se mover livremente no espaco, de modo
que suas coordenadas ndo sdo todas independentes entre si, isto €, hd uma
equagdo que as conecta. Restricdes como essas, que podem ser de cardter
geométrico ou cinemadtico, a0 movimento das particulas sdo chamadas de

vinculos.

Assim, pelo formalismo newtoniano na maioria das vezes, para chegar, por
exemplo, as leis de conservacdo do sistema, as forcas de vinculos devem ser

consideradas. Como diz HOSUME et. al. (2012):

Das leis de Newton também se chega as leis de conservagdo, porém com as
imposicdes: de que apenas forcas internas estejam atuando sobre o sistema,
no caso da conservacdo do momento linear; de que as forgas internas de
interacdo entre os corpos sejam forcas centrais, para a conservacdo do
momento angular; e de que as forcas sejam conservativas, para a conservacao

da energia.

Diante dessas formulacdes e regras, as vezes complicadas de se aplicar a tal
problema, como por exemplo, um corpo se movendo sobre uma superficie curva, ou o

caso de um péndulo duplo. Logo, surge um formalismo, na maioria das vezes, com uma

3 Forgas de caracterfsticas restritivas, ou forcas que nfo realizam trabalho, como por exemplo, a forca de
tracdo
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resolucdo mais simples, conhecido como formalismo lagrangiano, ou Mecanica
Lagrangiana.

A concepg¢do newtoniana sobre a Mecanica, como descrita anteriormente, requer
na maioria das vezes, uma informac¢do mais agucada dos problemas, onde vdrias
consideragdes devem ser levadas em conta. Como diz Lemos (p.5) “Em tais situacdes a
formulacdo newtoniana da dindmica revela-se inconveniente e antieconOmica, pois
exige o uso de varidveis redundantes e as forcas de vinculo aparecem de forma
explicita”.

A Mecdnica Lagrangiana, equivalente a Mecanica Newtoniana, foi
desenvolvida pelo matemdtico e astronomo francés Joseph-Louis de Lagrange, em
1788,que traz em seus métodos de estudos aparatos mais simples para algumas
resolucdes de problemas se comparada com a formulagdo newtoniana, como sua boa
adequacdo para qualquer tipo de coordenadas, e que for¢as de vinculos ndo precisam ser
atribuidas na resolucdo do problema (TAYLOR, 2013).

Lagrange se baseou em métodos de conservacdo através da fungdo lagrangiana
(L), ou seja, em sua perspectiva, a fun¢do L, dado um sistema dinamico, as
conservagoes da energia mecanica € do momento linear estdo em si relacionadas. Seu
formalismo se adéqua de maneira singinificativa nas conexodes de simetrias do sistema,
nas quais se conservam em constante movimento (Esta frase estdi com um sentido
confuso!) (SYMON, 1996; TAYLOR, 2013). Assim, em termos matematicos, a

formulacdo de Lagrange é dada como:

£(qiqu) =T (qi,qu ) - U (q), (2.4)

A equacdo (2.4) descreve, em um dado sistema, as coordenadas generalizadas de
uma particula, sendo elas, respectivamente, a posicao, velocidade e o tempo (q;, g;, t).A
funcdo lagrangeana (L)€ dada através da diferenca da energia cinética (7) e potencial
).

Através da determinagdo da funcdo £, em termo das coordenadas generalizadas
escolhidas, as equagdes do movimento que assim, como na formula¢do de Newton, sdao
determinadas através da equacdo diferencial, podem ser obtidas de uma forma mais
simples, como vista abaixo:

p_OL_dot
dq; dtagq;’

onde i varia de 1 até n, sendo n um valor infinitesimal, onde:

(2.5)
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aq-l pl B ( )
sendo p; o momento linear generalizado e o reescrevendo a equacdo (2.5), temos:
oL d oL 0 57
dq; dtagq; @.7)

E com ela entende-se que, considerando um sistema conservativo, a variacao
temporal da equacdo de Lagrange entre dois pontos consecutivos serd nula e assim a
energia do sistema se conserva. Quando a energia do sistema ndo se conserva, esse
método lagrangiano entra em desvantagem, o porqué disso é pelo motivo do resultado

da equacao (2.7) ndo ser mais nulo, como escrito na equacgao (2.8):

oL d oL B )3
dq; dtdq; Qu 2.8)
onde,
o —ext 67])
Q=) f 30" (2.9)
- qi

O que a equacgdo (2.9) nos fornece € o somatorio de todo trabalho (Q;) realizado

. —ext . L .
pelas forgas generalizadas (F, ) do sistema que agem sobre a particula a determinadas
. A . aF]> End ’ . ~ ’
distancias (a—qi), onde 77 € o vetor que representa a posicdo da particula e g;as

coordenadas n-dimensionais da particula.

Outra caracteristica desse formalismo € sua invariancia para qualquer que seja o
tipo de coordenadas, facilitando assim a resolucdo de problemas como o de uma
particula em um movimento circular. Essa invariancia foi demonstrada através do
principio de Hamilton, sendo ele matematicamente dado como:

tz
s =f Ldt. (2.10)
t

1
Esse principio foi proposto pelo matemético irlandés Willian Rowan Hamilton,

no século XX, que mais tarde veio formular o que hoje conhecemos como Mecdnica
Hamiltoniana. Tal principio nos diz que um caminho real percorrido entre dois pontos
em dado intervalo de tempo, € tal que a acdo da integral (equagdo 2.10) € estaciondria
(ndo se altera com o tempo) ou minima, o que faz esse principio ser conhecido como
principio da minima agdo. Essas caracteristicas da Mecanica Lagrangiana, segundo as
indagacoes de Lemos (2007), permitem-nos uma maior descricdo das equacdes do

movimento, no qual uma simples funcdo escalar expressa em termos de coordenadas
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independentes e arbitrarias nos permite a vantagem de ndo envolver as forcas de
restri¢des, ou forcas de vinculos.

Sobre essa auséncia das forcas de vinculo na resolucdo dos problemas Taylor
(2013, p.237) diz que “isso simplifica muito o problema, uma vez que as forcas de
vinculo sdo geralmente desconhecidas e essa simplificacdo surge quase sem custo, ja
que em geral ndo desejamos conhecer tais forcas”. Além dessas vantagens sobre a
facilidade na resolucdo comparada com a newtoniana, a Mecanica Lagrangiana
possibilitou, através de estudos de conservacao, a descoberta da fun¢do hamiltoniana,
denotada por H, que veio a ser base dos estudos do irlandés Willian R. Hamilton em
seus estudos sobre a Mecanica, conhecida como Mecdnica Hamiltoniana.

A Mecdnica Hamiltoniana criada a partir da concepcdo lagrangiana, sendo
também equivalente a Mecanica de Newton, foi formulada pelo fisico irlandés Willian
R. Hamilton em 1833. Ela propde que em um sistema fechado a soma das energias
conservativas, ou seja, a soma da energia cinética (T') com a energia potencial (U), pode
ser expressa em termos de uma fung¢do conhecida como funcdo hamiltoniana
(H)(SYMON, 1996; LEMOS, 2007).

Como descrito no formalismo de Lagrange, a funcdo L pode ser escrita em
termos das coordenadas generalizadas, sendo elas: a posicao (q), a variagdo da posicao
no decorrer do tempo (g), € o tempo (t). Considerando assim que a fungdo lagrangiana

possa ser variante no tempo. Logo tem-se que:

d
= L @d0), 2.11)
ao usar a regra da cadeia para derivacao na equagdo (2.11), encontramos,
d . d Z oL N oL
dt™ "~ dtZa\0q. @) T 5 (2.12)
i l
d . d .Y 4 oL
L= dtZ(pi ) + 57 (2.13)
3

Considerando que, em alguns casos, £ nao dependa de forma explicita do tempo,

de modo que Z—f € nulo, a equacdo (2.13) assume a forma:

d L d 7)) =0
x —EZ(PL' i) = 0. (2.14)
l

Ao interpretar esse resultado temos que a lagrangiana (L) ndo depende de

maneira explicita do tempo. Assim, chegamos a uma fun¢do de conservacdo conhecida

como fungdo de Hamilton denotada pelo simbolo ' em sua homenagem:
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H = L— Z(m 4i), (2.15)
i
e em uma evolucao temporal, temos:

6}[_, . oH
aPi_qi ¢ Pi= aqi'

(2.16)

onde, i variade 1 até n

Essa descoberta foi muito importante, assim como qualquer outra lei de
conservagdo. O que a difere da Mecanica Lagrangiana em que um ponto em um espago
com é 2n dimensdes (espaco de estados*) pode gerar 2n coordenadas, sendo elas: g;, g;.
Na hamiltoniana tem-se apenas um caminho no espaco de estados (espaco de fase’),
assim € utilizada-se apenas n coordenadas sendo elas: p;, q;. Além de sua validade fora
da trajetdria cléssica, ela tem uma suma importancia nas dreas da Fisica Moderna,
principalmente, na Mecanica Quantica (TAYLOR, 2013; SYMON, 1996). Assim, a
Mecéanica Classica pode ser vista e explicada por esses trés formalismos: newtoniano,
langrangiano e hamiltoniano.

O formalismo de Newton, baseado no espaco € no tempo ambos absolutos,
vélidos para sistemas de referenciais inerciais com baixas velocidades (se comparados
com a velocidade da luz) e de tamanho macroscépicos, € capaz de resolver problemas
tanto de cardter conservativos, quanto ndo conservativos, desde que todas as forcas dos
sistemas sejam consideradas, até as forcas de vinculos ja citadas neste capitulo.

O lagrangiano permite uma visdo mais simples diante do problema, baseado nas
ideias de conservacdo dos sistemas, ele € equivalente ao de Newton, porém nao
necessita da abordagem das forcas de vinculos, somente das varidveis generalizadas do
sistema. Mas esse sistema € falho quando tem a presenca de forcas dissipativas, como
por exemplo, a de atrito.

E por fim formulagdo de Hamilton, que é baseada nos estudos de Lagrange, e,
por conseguinte, na fungdo lagrangiana (L£); em Hamilton, temos fungdo hamiltoniana
(H).Uma abordagem ainda mais simples que a de Lagrange por trabalhar com o estado
do sistema denotado por n-coordenadas (g;,p;, respectivamente, n-posicoes
generalizadas e n-momentos generalizados), em vez de 2n-coordenadas
(qi, q;, respectivamente, n-posi¢des generalizadas e n-velocidades generalizados) e com

suas aproximacodes vélidas fora do mundo cléssico.

4 Espaco das coordenadas generalizadas q;, §;, respectivamente, posico e velocidade.
5 Espaco das coordenadas generalizadas, g;, p;, respectivamente, posi¢io e momento.
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2.2.2. Termodinamica

A Termodinamica € considerada, assim como a Mecanica Classica, uma das
areas cléssicas da Fisica. Desenvolvida antes mesmo que uma compreensdo da estrutura
interna da matéria fosse obtida, o seu objeto de estudo é a determinacdo das relacoes
entre as varias propriedades da matéria, sem conhecermos a sua estrutura interna. O
objetivo dessa drea € o estudo da transferéncia de energia através da compreensao das
relagdes entre calor, energia e trabalho causadas pelas acdes das medidas de volume,
pressao e temperatura do sistema (YOUNG, 2008; FEYNMAN, 2008).

Callen (1985) pag.9, sobre a Termodinidmica diz que:

De fato somos capazes de observar processos macroscopicos que sdo quase,
mas ndo completamente, independentes do tempo. Com modesta dificuldade
podemos observar processos com escalas de tempo da ordem de 107 s ou
menos. Tais processos observdveis sdo ainda enormemente lentos relativo a
escala atdmica de 1075 s. E racional entdo primeiro considerar o caso limite e
construir uma teoria de fendmenos independentes do tempo. Tal teoria é a

termodindmica.

De inicio, a palavra “Termodindmica” nos d& a entender que estaremos
trabalhando com sistemas dindmicos, porém como todos os sistemas em
Termodinamica cont€ém um grande numero de particulas, ou seja, muitos dtomos, ou
muitas moléculas, essa defini¢ao de sistemas dindmicos em estudos termodinamicos nao
¢ muito adequada. Outro motivo é devido em um sistema termodindmico as quantidades
sao tratadas como propriedades médias de determinado sistema, e assim, um minucioso
estudo do movimento de cada particula do sistema € uma tarefa drdua e redundante
(FERMI, 1936; NUSSENZVEIG, 2002).

O termo Termodinamica tem sua origem nas palavras gregas thermé (calor) e
dynamics (forca, acdo, poténcia), o que nos permite entendé-la como sendo o ramo da
Fisica que estuda essas acdes (ou poténcias) providas pelo calor; ou seja, ela lida com
fendmenos relacionados aos conceitos de temperatura e calor, consistindo em apenas
descricdes macroscopicas. Assim, seus conceitos sé se aplicam em sistemas com um
grande nimero de particulas envolvidas (NUSSENZVEIG, 2002, ROCHA, J. F; 2002).

Os primeiros estudos e teoria consistente sobre a natureza do calor veio do
quimico, médico e metalurgico alemdo Georg Ernst Stahl (1660-1743). Ele afirmou que

um processo de combustdo sé era possivel devido a um produto conhecido como
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flogisto (um fluido misterioso lancado ao ar quando os corpos entravam em combustao).
Mas, foi o quimico francés Antoine-Laurent de Lavoisier (1743-1794) quem deu uma
explicacdo mais sofisticada para esse problema. Lavoisier mostrou que a combustao era
provocada através da reacdo entre a mistura de um material e oxigénio. Assim, ao
produzir um vécuo, dado processo térmico nao ocorreria, € assim a ideia do flogisto foi
abandonada pela ideia de Lavoisier que essa substancia era agora o caldrico (fluido com
propriedades exdéticas e invisiveis) (TORIBIO, 2015).

O século XVII foi o ano do inicio desses estudos, e tinham como objetivo
melhorar a eficiéncia das maquinas térmicas. Comeg¢ando com a tentativa de criar a
primeira bomba de vacuo por Guerike, porém nao teve muita repercussdo. Mas, foram
os dois cientistas, o irlandés Robert Boyle (1627 — 1691) e o inglés Robert Hooke (1635
— 1703), que conseguiram criar uma bomba de ar, conseguindo relacionar as trés
grandezas: volume, temperatura e pressdo, que sdo a base dos estudos da
Termodinamica, e formulando a famosa lei de Boyle (YOUNG, 2008 ROCHA, J. F;
2002).

Os avancos na lei de Boyle sobre os estudos dos gases ideais, enunciada mais
tarde por E. Clapeyron (1799 — 1864), em 1834, mas que teve uma forte contribuicio de
vérios outros, principalmente do fisico italiano Amedeo Avogrado (1776 — 1856), e dos
fisicos alemaes August Kronig (1856 — 1822) e Rudolf Clausius (1822 — 1888).
Avogrado conseguiu relacionar o volume de um gés e o nimero de moléculas presentes
em uma dada amostra. Essa relacdo é dada através da famosa constante de Avogrado
(Na) e seu valor é, aproximadamente, 6,022x10% mol' (sendo mol uma das setes
unidades basicas do SI). Isso foi um grande marco para a histéria da Termodinamica,
pois através dessa relagdo dada por Avogrado, os estudos das moléculas podiam ser
realizados através de relagdes entre fendmenos de grande escala ou propriedades
macroscopicas. Kronig, no ano de 1856, derivou a lei dos gases ideais, e Clausius, em
1857, determinou que a temperatura fosse dada pela energia cinética do sistema de
moléculas (YOUNG, 2008; TORIBIO, 2015).

August Kronig e Rudolf Clausius conseguiram independentemente chegar a seus
resultados, e contribuindo enormemente para essa drea; mas foram os fisicos, o escocés
James C. Maxwell (1831 — 1879) e o austriaco Ludwig Boltzmann (1844 — 1906), que
mais contribuiram com essa teoria. Maxwell, em 1856, realizou seus estudos sobre
efeitos de transporte em gases e determinou a viscosidade e a transmissdo de

calor e a lei da distribuicdo das velocidades das moléculas de um
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gds contido num recipiente, no qual publicou em 1867. E Boltzmann, em 1868,
generalizou a distribuicdo de velocidades das moléculas de um gds para sustancias
poliatdmicas, o que fez com que a famosa distribuicio de Maxwell-Boltzmann fosse
formulada (BAUER, 2013; TORIBIO, 2015).

Outros estudos apareceram, porém foi o fisico francés Sadi Carnot (1796 —
1832) que conseguiu explicar em seu trabalho o processo da maquina a vapor, fazendo
com que ficasse conhecido como o pai da Termodinamica (BAUER; 2013). Carnot,
baseado na hipdtese do caldrico dada por Lavoisier, estudou fortemente as maquinas
térmicas (inven¢do de James Watt que as patenteou em 1769), seus trabalhos
proporcionaram uma relagdo entre trabalho e temperatura. E através desses estudos
Willian Thompson (Lord Kelvin) (1824 — 1907) e Rudolf Clausius (1822 — 1888)
conseguiram formular a segunda lei da Termodinidmica (enunciada mais adiante).
Através das experiéncias de James Joule (1818 — 1889), em meados de 1840, que a
relacdo entre as dreas da Mecanica e Termodinamica foi obtida quando conseguiu
relacionar o trabalho mecanico e calor, confirmando que o calor é um tipo de energia
em transito (TORIBIO, 2015).

Assim, os conceitos termodinamicos sdo fundamentados com base nas relagdes
entre calor, trabalho e outras formas de energias (como a energia mecanica, térmica e
outras). Isso faz com que haja uma ponte com a Mecanica através pela equivaléncia
entre calor e trabalho, no qual esse fator de conversao foi determinado por Joule, por
meados do século XIX, principal simbolo histérico para esses tipos de estudos
(ROCHA, J, A, L; 2010 apud NUSSENZVEIG, 1996).

Em termos de leis fundamentais, a Termodindmica € regida por quatro, que
definem e explicam os conceitos basicos como temperatura e calor, por exemplo, além
dos fendmenos macroscopicos, sendo elas, respectivamente, em ordem de descoberta: a
primeira lei - principio da conservagdo da energia, a segunda lei relacionada ao grau de
desordem do sistema, a lei zero — lei do equilibrio térmico, a terceira conhecida como
lei do zero absoluto.

A Lei zero — Lei do equilibrio térmico, ou como é normalmente conhecida, Lei
zero. Esse nome foi dado devido sua importancia reconhecida apés a formulagdo das
outras, e por isso, ela é considerada uma lei bédsica em relagdes as demais. Em seu
enunciado nos diz que “se dois corpos separados estdo em equilibrio térmico com um
terceiro corpo, entdo os dois primeiros corpos também estdo em equilibrio térmico

entre si”. Surgindo com o intuito de dar sentido as duas leis ja descobertas, ela traz
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sentido e diferenciacdo aos conceitos de calor e temperatura (YOUNG, 2008;
HALLIDAY, 2011).

A Temperatura ¢ medida que determina o grau de agitacdo das moléculas do
sistema ou de tal corpo. J4 o calor é uma forma de energia que flui de um objeto com
uma temperatura alta para um objeto de temperatura menor, até que ambos estejam em
equilibrio térmico. E através dela que o uso dos termdmetros faz sentido, e que as
expressoes “calor ou frio” s6 deveriam ser usados no senso comum (CORREIA, 2017;
BAUER, 2013).

A Primeira Lei da Termodindmica ou Principio da conservagdo da energia,
como seu proprio nome ja diz em dado sistema fechado nenhuma energia (nesse caso,

térmica) se perde, sendo ela:

AEq; = Q- W. (2.17)

Em outras palavras, essa lei nos diz que calor (Q) e trabalho (W) podem ser
transformados em energia interna (AE;,), ou vice-versa, de modo que nenhuma energia
seja perdida. Um bom exemplo, dessa lei é o esporte halterofilista quando calor e a
energia interna sdo transformados em trabalho no momento do levantamento de peso
(BAUER, 2013).

A Segunda Lei que nio tem nome, ¢ segundo Fontana (2017) “O enunciado da
segunda lei da termodindmica € visto em livros didaticos de formas distintas. Em geral é
possivel encontrar uma formulagao atribuida a Kelvin e outra a Clausius”.

O enunciado de Clausius diz “O calor ndo pode fluir, de maneira espontanea, de
um corpo de temperatura menor, para outro corpo de temperatura mais alta”. E o de
Kelvin diz que “E impossivel a construgdo de uma mdquina que, operando em um ciclo
termodindmico, converta toda a quantidade de calor recebido em trabalho”. Ambos,
dizem que esses processos s ocorrerdo com a presenca de uma acdo externa, fazendo
com que essa lei seja um complemento da primeira lei, pois tratam de problemas
irreversiveis, ou seja, de energias nao conservativas (HALLIDAY, 2011; BAUER,
2013). Outra explicacdo para essa lei € através do conceito de entropia. Segundo Young
(2008):

Podemos também enunciar a segunda lei em termos do conceito de entropia,
uma grandeza que mede o grau de desordem de um sistema. A ideia de
entropia ajuda a entender por que a tinta que se mistura com dgua nio pode

jamais ser separada espontaneamente, e qual é a razdo pela qual uma grande

quantidade de processos aparentemente possiveis nunca ocorre na natureza.
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A férmula matemdtica para essa lei € dada através dos estudos de Ludwig
Boltzmann, atualmente, conhecida como equacdo de Boltzmann, ela estuda as
condi¢Oes de equilibrio termodindmico considerando as influéncias das colisdes das
moléculas, o que abriu portas para o que veio a ser a Mecanica Estatistica (TORIBIO,

2015). Como segue, matematicamente, escrita abaixo:

S =k, In(W), (2.18)

sendo, S a entropia do sistema, k; é conhecida como constante de Bolztamam, com
valor aproximado de 1.3807 x 102 J/K, e W é o nimero de microestados.

A ultima das leis foi formulada pelo fisico alemao Walther Nernst (1864-1941),
conhecida como Lei do zero absoluto ou Terceira Lei da Termodindamica, ela indica o
ponto zero na escala Kelvin, surgiu com o intuito de determinar tal referéncia ao ponto
que a entropia fosse determinada. Em um dos seus enunciados temos que a medida que
temperatura se aproxima do zero absoluto, ocorre 0 mesmo com a entropia, 0 que se
torna impossivel chegar a essa temperatura minima em um numero finito de
possibilidades termodindmicas, o porqué disso é devido as moléculas estarem em
constante movimento, e assim, com certo grau de entropia (YOUNG, 2008;
HALLIDAY, 2011).

Desse modo, no momento em que essas leis conseguem fazer parte da
constru¢do de automdveis, refrigeradores, termdmetros, explicam questdes sobre a
evolucdo do Universo, entre outras coisas, em si mostram que a Termodinamica tem seu
papel indispensdvel, ndo s6 para os fundamentos da Fisica, mas para a Quimica,

Biologia e engenharias.
2.2.3. Eletromagnetismo

O Eletromagnetismo é a drea da Fisica que estuda fendmenos elétricos e
magnéticos, e através dele ocorreram diversas descobertas e desenvolvimentos, dentre
os quais: os dos computadores, receptores de televisdo, lampadas, e outros que
dependem de uma interacao eletromagnética. (HALLIDAY, 2012; YOUNG, 2008).

Historicamente, como se tem registrado foi estudado pela primeira vez pelos os
gregos, que através de um material conhecido como dmbar, eles descobriram que, ao
atritd-lo ele adquiria certas propriedades que conseguia atrair objetos. Esses foram os
primeiros indicios do que hoje conhecemos como atracdo elétrica, disso vem o nome

elektron, termo grego que significa ambar (HALLIDAY, 2012; MACHADO, 2000). O
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magnetismo foi observado pela primeira vez préoximo a antiga regido da Magnésia
(atualmente chamada de Manisia, na Turquia), no qual perceberam que existia uma
pedra, no qual ao se aproximar objetos metdlicos, os mesmos eram atraidos, é o que
chamamos de interacdo magnética (HALLIDAY, 2012; YOUNG, 2009).

Iniciados pelos gregos, campo de pesquisa de varios nomes da ciéncia, de modo
que vamos citar os que mais obtiveram sucesso, ja que a histéria do eletromagnetismo é
uma ardua tarefa, como diz Moricone et. al pag. 9 (2010) “O Eletromagnetismo tem
uma longa historia, e é um trabalho arduo
dar o crédito correto a cada um de seus participantes, além de colocar suas
contribui¢des no contexto correto.”

No século XVIII, o fisico americano Benjamin Franklin (1706 — 1790) formulou
que o elétron e os raios das tempestades tinham as mesmas propriedades, € que a carga
elétrica era conservada. J4 no magnetismo, inicialmente, a maior contribui¢do veio do
fisico britanico Willian Gilbert (1544 — 1603), quando publicou em seu livro De
Magnete, que a atracdo miutua entre os imas e os ferros sempre ocupava um espago em
sua volta, isso influenciou a ideia de campo que até o momento ndo havia sido discutido
(ROCHA, J. F, 2002).

Esses estudos desencadearam uma série de outros estudos como o de Alessandro
Volta (1745 — 1827), com a inven¢do da pilha voltaica. Mas isso até o final do século
XVIII, esses dois fendmenos eletromagnéticos eram apenas curiosidades laboratoriais,
sem qualquer conexdo conhecida, assim, eles passaram a ser estudados separadamente
(NUSSENZVEIG, 1997).

Em meados de 1820, essa conexdo foi observada pela primeira vez pelo fisico
dinamarqués Hans Christian Oersted (1777 — 1851) com um de seus experimentos
notou que uma corrente elétrica em um fio € capaz de mudar a direcdo da agulha de uma
bussola (HALLIDAY, 2012). Essa descoberta foi como um “efeito domind” que saiu
desencadeando uma grande linha de estudo sobre eletricidade e magnetismo, e assim,
varios outros nomes aparecem na histéria desse ramo da Fisica. Dentre os principais
nomes, podemos citar Charles Augustin de Coulomb (1736 — 1806), Carl F. Gauss
(1777-1855), Jean Baptiste Biot (1774 — 1862) e Félix Savart (1791 — 1841); André-
Marie Ampere (1775 — 1836), Georg S. Ohm (1789 — 1854), Michael Faraday (1791 —
1867), entre outros, que respectivamente, contribuiram para o eletromagnetismo com 0s
estudos sobre a interacdo elétrica através do conceito de for¢a, formulando a ideia de

fluxo elétrico de um campo elétrico em volta de uma superficie, campo magnético,
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corrente elétrica, teoria da condugdo dos circuitos, inducdo eletromagnética, entre
outros. (BAUER, 2012; YOUNG, 2009).

Todos esses estudos foram medidos e experimentados diversas vezes por esses, €
outros cientistas que aqui nao foram citados, mas o que todos esses estudos t€m em
comum € o fato deles terem sido unificados por uma tnica pessoa, o fisico matematico
britdnico James Clerk Marxwell (1831 — 1879) (MORICONE, 2010).

Maxwell conseguiu unir todas as ideias, as publicando de forma completa em
seu livro, em 1873, Treatiseon Eletricity and Magnetism (Tratado sobre Eletricidade e
Magnetismo), que traz em si a unificacio de conceitos sobre eletricidade, magnetismo e
otica (ROCHA, J. F, 2002). Sobre essa unificacdo do eletromagnetismo dada por
Maxwell, Feyman p. 28-1 (2008) diz que “Talvez o momento mais dramdtico no
desenvolvimento da fisica durante o século XIX ocorreu para J. C. Maxwell um dia na
década de 1860 quando combinou as leis da eletricidade e magnetismo com as leis do
comportamento da luz”.

Em sua concepcao, Maxwell percebeu que as leis até ali ja descobertas estavam
incompletas. Assim, os estudos feitos por Faraday sobre indugdo eletromagnética no
qual um campo magnético varidvel produz campo elétrico foi um dos fatores que
instigou a Maxwell a buscar propor teoricamente o inverso. (FEYMAN, 2008;
NUSSENZVEIG, 1997).

Ao conhecer os trabalhos sobre corrente elétrica de Ampere, ele propds
teoricamente que a variagdo temporal do fluxo do campo elétrico produzia campos
magnéticos, quando formulou suas leis sobre o eletromagnetismo, culminando, assim na
ideia da existéncia de campos eletromagnéticos, conseguindo unir -eletricidade,
magnetismo € a optica em um s6 campo de estudo. Mas as comprovagdes desses
estudos s6 vieram de forma experimental, no século XIX, com Heinrich Hertz (1857 —
1894) em seus experimentos de ondas de rddio (MORICONE et. al, 2010;
NUSSENZVEIG, 1997).

Segundo BAUER (2012) pag. 320 “o conjunto das quatros equagdes conhecidas
como as equacOes de Maxwell, descreve bem as interacdes entre cargas elétricas,
correntes, campos elétricos e campos magnéticos, tratando esses dois fendmenos de
maneiras separadas e unificadas através do eletromagnetismo”. Outro marco importante
do eletromagnetismo € forca de Lorentz que liga os resultados elétricos e magnéticos

diante de uma particula no espago, proposta por Hendrik A. Lorentz, e é capaz de
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descrever fendmenos como o de radiacdo eletromagnética (ROCHA, J. F, 2002;
Feyman, 2008).

A primeira das quatro equacdes de Maxwell é conhecida como Lei de Gauss
para a eletricidade, tem sua origem ligada ao matemético alemao Carl F. Gauss (1777-
1855). Ela traz o conceito de fluxo elétrico, na qual linhas de campo come¢am em uma
carga positiva e termina em uma carga negativa. A segunda é a Lei de Gauss para o
magnetismo, também devido a Gauss, de maneira andloga a primeira, porém para o
magnetismo. Essa segunda lei de Maxwell trata-se do fluxo do campo magnético, mas
precisamente suas linhas, porém diferentemente do campo elétrico, ela propde que as
linhas de campo circulam entre o objeto, ou seja, ela exclui a possibilidade da existéncia
de um inicio e um fim para essas linhas de campo magnético. E devido a isso que existe
apenas dipolos magnéticos, e nunca monopolios magnéticos (BAUER, 2012;
MACHADO, 2000).

A terceira das quatro leis € a conhecida como Lei da inducao magnética de
Faraday, ela prever que quando o fluxo de um campo magnético varia com o tempo
isso induz a presenga de um campo do tipo elétrico. A quarta € a conhecida como Lei de
Ampere com a correcio de Maxwell. André M. Ampere (1775 — 1836), fisico francés,
propds que uma corrente elétrica produzia um campo magnético. Maxwell adicionou
mais um incremento, que consistia que a variacdo temporal do fluxo do campo elétrico,
também criava o mesmo efeito, ou seja, um campo magnético (BAUER, 2012;
MACHADO, 2000).

Essas leis sdo conhecidas como as equacdes de Maxwell do eletromagnetismo,
sendo quatro no total, e escrita em uma forma integral e uma forma diferencial, como

segue abaixo, respectivamente, em seu modo integral e diferencial.

# B.di = denc 7.E= "2,
€o €o (2.19)
Lei Gauss.
#E.M:o, V.B =0,

(2.20)

Lei Gauss para o magnetismo.
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— - d - - a -
fﬁE.dl= ——0 , VxE = ——B,
dt g ot (2.21)

Lei da indug¢do magnética de Faraday.

— - d . — - a - N
%B-dl = SolloaCDE‘F Holenc » VxB = 80H0aE+ HoJ,

(2.22)

Lei de Ampere com a corre¢do de Maxwell.

A forca de Lorentz que possui esse nome em homenagem a Hendrik A.
Lorentz, que em seus estudos percebeu que como em um dado espaco em que uma

carga elétrica liquida (q) se localiza, for¢as de agc@o ou repulsdo sdo identificadas, e
=
consequentemente, a presenca de um campo elétrico (E). Com seu movimento, essa

carga elétrica liquida produzird um campo magnético (§), que € perpendicular a sua
direcdo, e assim, ao seu vetor velocidade (7). Matematicamente, temos que a forga total,

conhecida como forca eletromagnética, ou forca de Lorentz dada como:

F=q(E+ vxB). (2.23)

A forca de Lorentz (ﬁ ) diante dos estudos de ondas eletromagnéticas é um dos

exemplos de um dos beneficios providos pelas ideias tidas por Maxwell, além do

avanco proporcionado em estudos. Um bom exemplo é na drea da Otica, em estudos

sobre a luz, o problema que ocorriam quando ela encontrava tal obstaculo, causando

assim o que hoje conhecemos como fendomeno de interferéncia, que na época nao

conseguia ser explicado com uso dos conceitos formulados por Newton, na Mecanica

Cléssica, o de tratar os objetos como corpusculos, como diz Moricone et. al, (2010) pag.
8:

Houve uma mudanga de paradigma, substituindo a visdo microscépica,

mecanicista, que foi herdada de Newton, por uma visdo campista, na qual as

quantidades fisicas sdo descritas por campos que existem em cada ponto do

espago. Note que isso é uma grande mudanga da visdo newtoniana, na qual a

dindmica das particulas é sempre analisada usando um agente (forga) que

atua em um ponto. A visd@o de Newton foi extremamente bem-sucedida na

descri¢do de fendmenos que vdo do movimento de um projétil ao movimento

de planetas, mas nio conseguiu descrever os fendmenos eletromagnéticos.

Desse modo, as equacdes de Maxwell, juntamente, com a for¢a de Lorentz
regem todo o Eletromagnetismo até o final do século XIX, antes do surgimento da

chamada Fisica Moderna, a fisica que surge no inicio do século XX com o propdsito de
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resolver e explicar fendmenos que até o presente nao conseguiam explicar. (ROCHA, J.

F, 2002; BAUER, 2012)
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3. EQUACOES DIFERENCIAIS

O capitulo anterior, voltado para uma abordagem sucinta do desenvolvimento
das equacdes diferenciais e das dreas da Fisica mostrou de maneira resumida, o quao
importante essas equagdes diferenciais foram e sdo para todo o desenvolvimento da
ciéncia. Assim, neste capitulo iremos introduzir alguns conceitos relacionados as
equagoes diferenciais que serdo utilizadas no decorrer deste trabalho.

Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma varidvel
dependente, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de Equacao
Diferencial (ED) (ZILL e CULLEN, 2001).

As equagdes diferenciais podem ser classificadas de acordo com seu tipo, a

ordem, e linearidade

3.1. Classificacoes: Tipo, Ordem, Linearidade.
3.1.1. Tipo

Uma equagdo diferencial ela pode depender de uma ou mais varidveis
independentes. Quando ela depende apenas de uma varidvel independente ela ¢é
classificada como Equacgdo Diferencial Ordindria (EDO), como por exemplo, em um
estudo de crescimento populacional:

dp(®) _ |
dt P

onde, p(t) é uma varidvel dependente da tempo (t) que indica a populacio estudada e r

3.1

€ classificado como a taxa de crescimento ou taxa constante.
Se equacgdo depende de mais de uma varidvel independente, ela € classificada
como equagao diferencial parcial, como por exemplo, a Equacdo de Laplace:
0%f  9%f
ox2 T ayr

onde, f € uma funcdo que depende das varidveis independentes x e y (respectivamente,

0, (3.2)

coordenadas do plano cartesiano).
Exemplos dessas equacdes, respectivamente, € a lei de resfriamento de Newton
(3.3), e a equacdo de calor (3.4), ambas situadas na drea da Fisica conhecida como

Termodinamica.

dT
o= k(T Ty (33)
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onde, T (temperatura) é uma varidvel dependente do tempo (t), k e T, sdo constantes
que, respectivamente, indicam a constante de proporcionalidade e a temperatura do
ambiente.
2 2
aza T(x,t) _ 0°T(x,t)
dx? otz '
onde, T (temperatura) € uma varidvel dependente das varidveis independentes x e t (

(3.4)

respectivamente, posicdo e tempo) e a ¢ uma constante conhecida como coeficiente de

difusio térmica.
3.1.2. Ordem

A ordem de uma equacdo diferencial € equivalente a ordem da derivada de maior
ordem que aparece na equagdo diferencial. De um modo geral, uma equacao diferencial

de ordem n, pode ser escrita na forma:

Ft,y,y,y”,...y™)=0. 3.5)

Por exemplo, a equacdo da lei do decaimento radioativo é uma equacdo de
primeira ordem e a equagdo de Newton, que se trata de uma equacdo diferencial
ordindria de segunda ordem, sdao dadas respectivamente, pelas equacdes (3.6) e (3.7).

dN
dt
onde, N ¢ a quantidade de certo material radioativo presente em determinado instante de

—AN, (3.6)

tempo (t), A € uma constante conhecida como taxa de decaimento.

d?x(t)
m——s—=m.aq,
dt?
sendo, x e a varidveis que, respectivamente, representam a posicao e a aceleracao de um

(3.7)
corpo (ou particula) em determinado instante de tempo (t), € m uma constante que
indica a massa do corpo (ou particula).

3.1.3. Linearidade

Uma equacdo diferencial € classificada como linear se a fung@o F descrita por
(3.5) for também uma funcdo linear das suas varidveis y, y’, y’’, ... ,y™. Assim, uma

equacdo diferencial de ordem n € linear se pode ser escrita na forma:

ag(O)y™ +a, Oy + -+ 4, Dy = g(©). (3.8)
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Caso a equagao diferencial nao possa ser escrita na forma (3.8) ela € classificada
como uma equagdo nao linear, como por exemplo, a equacdo que estuda as oscilacdes
de péndulo, no qual, a varidvel dependente € dada através da funcdo trigonométrica ndao

linear seno, como descrito na equacgdo (3.9).

3272+%5en9=0, (3.9)
0 indica o angulo de oscilacdo em determinado instante de tempo (t), g € a conhecida
como aceleracdo da gravidade dada em metros por segundo (m/s?), e L o comprimento
do fio dado em metros (m).
Essas equacOes citadas a cima s3o importantes para o desenvolvimento de
diversas dreas, principalmente, na Fisica, que pelo pouco ja exemplificado pode-se ter

€ssa nog¢ao.
3.2. Alguns Métodos de Solucoes

Iremos focar em apenas alguns dos métodos de solucdes para equagdes
diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordem, que é o foco deste trabalho:
equagdo separavel, equacio linear de primeira ordem — método dos fatores integrantes, e

o método de solucdo das equagdes lineares de segunda ordem.
3.2.1. Equacoes Diferenciais Separaveis

Seja uma equacao diferencial de primeira ordem, escrita como:

2 = fee. (3.10)

A equacdo (3.10) pode ser ndo linear, onde ndo existe um método
universalmente aplicdvel para sua resolu¢do. Assim, vamos considerar um tipo dessa
familia de equacdo, como possa ser resolvido por integracdo direta, e reescrevé-la na

forma dada abaixo:

d
M(x,y) +N(x,y)£= 0. G.11)

Se a fungdo M depende apenas da varidvel x e a fungdo N dependa apenas da

variavel y, a equagdo (3.11) torna-se:

M(x) +N(y)2—z= 0. (3.12)

Multiplicando ambos os lados da equagdo (3.13) por dx, obteremos o que
chamamos de equacdo separdvel, como dado abaixo:
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M(x)dx + N(y)dy = 0. (3.13)

E, assim, a solu¢ao da equagao acima é dada separando as respectivas variaveis,

e as integrando, em seus respectivos limites, como dado a seguir:

y x
fN(y)dy = — fM(x)dx. (3.14)
Yo Xo
3.2.2. Equacoes diferenciais Ordinarias Lineares de Primeira Ordem: Método

dos Fatores Integrantes.

Uma equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem pode ser escrita na forma:

2 Py = Q) (3.15)
onde, P e Q sdo fungdes dadas dependentes da varidvel independente t. A solucdo da
equacdo acima € dada através do método conhecido como fator integrante, em um
intervalo 7, no qual P e Q sdo funcdes continuas.

O método consiste em determinarmos uma funcdo auxiliar denotada por pu(t).
Essa fun¢do tem como objetivo tornar a equagdo diferencial integrdvel, de modo a
facilitar seu método de resolucdo (SOUSA, D. et.al; 2017). Deste modo, multiplicando a

equacdo (3.17) por pu(t), tem-se:

d
u(t) d_}t} +u@OP@)y = n)Q ). (3.16)

Agora, suponha que p(t)> 0 e que:

W — woP® = W, (3.17)

Integrando ambos os lados da equacdo (3.17) e logo apds aplicando as

propriedades da fun¢@o exponencial, obtém-se uma expressdo para o fator integrante:

u(t) = exp ( f P(t)dt), (3.18)
onde C € a constante de integracdo. Os resultados encontrados em (3.17) e (3.18) fazem

com que a equagao (3.16), possa ser reescrita como:

d
WO+ ©y = 0Wep f P(t)dr ). (3.19)
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O lado esquerdo é exatamente o resultado da derivagao do produto em relagdo a
varidvel independente t, das fungdes p(t) e y, ja a exponencial do lado direito é dada

por (3.18) como sendo u(t), entdo:

d
%(u(t)-y) = Q(O)u(o). (3.20)
Logo, ao integrar, ¢ isolar a fungéo y(t), tem-se:

_ 1
TG
Lembrando que p(t)> 0, como é notério pela equacdo (3.18) e C é uma

fQ(t)u(t) +C. (3.21)

constante arbitraria.

3.2.3. Equacoes de segunda ordem: linear, homogénea, com coeficientes

constantes.

Uma equacdo € classificada de segunda ordem se sua forma for semelhante a

equacgdo dada a seguir, por (3.22).

d? d
E se
d d
f(6952) = 9@ - pO5 - a), (3:23)

dizemos que a equacdo (3.22) € uma equagdo linear. Assim, reescrevendo-a em sua
forma geral, temos:

d? d
“ZH PO+ q®y = g(o. (3.24)

Ou, na formulagdo de Langrange:

y'+ @y + q®)y = g(@. (3.25)

Se a fungdo g(t) = 0, para todo t, a equacdo diferencial acima é classificada

como homogénea, caso contrario, € chamada de nao-homogénea. Assim, considerando
g(t) =0, e que as fun¢des p(t), q(t) sdo constantes fornecidas, respectivamente, b e c,

temos que a equacdo (3.25) torna-se:

Y+ by'+ cy =0, (3.26)
agora sendo chamada de equacdo diferencial ordindria linear de segunda ordem

homogénea com coeficientes constantes.
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Para a solugdo dessa equacdo iremos considerarcomo sendo a funcdo (3.27),

onde r € um parametro a ser determinado.

y = e, (3.27)

onde,
y' = re™, (3.28)
y" = re. (3.29)

Logo, ao substituirmosy e suas derivadas em (3.26), obtém-se:
(r2e™) + (re™)b + c(e™) =0, (3.30)

(r2+1rb+ c)e™ =0. (3.31)
Como a fun¢do exponencial tem seu valor diferente de zero, obtém-se a equacao

algébrica, conhecida como equacao caracteristica:

r>+rb+ c=0. (3.32)

A equacdo caracteristica consiste em tratar o problema diferencial de maneira
algébrica, ou seja, sendo y = e"t, uma das solugdes da equacdo diferencial dada
anteriormente, logo o pardmetro r é uma das duas raizes da equacgdo algébrica
encontrada. Como os coeficientes sdo reais, as raizes podem ser reais distintas ou nao,
ou complexas conjugadas, e suas solugdes dependerd dessas caracteristicas dos
resultados das raizes da expressdo (BOYCE et.al, 2017; ZILL et.al, 2001).

Assim, sendor;e 7, raizes da equacdo (3.32), entdo y; = et e y, = e™! sdo
solucdes dessa equacdo.A forma da solucdo geral serd abordada a seguir, com alguns
teoremas.

Teorema 1: Sendo e r, raizes da equacido caracteristica, tem-se:

(1) Semr # 1y, asolucdo geral da equagdo € da forma:

y= Cy, + Dy, = Ce™t + De™! (3.33)
(1) Semr; = 1y, asolucdo geral da equagdo € da forma:

y = Cy, + Dty, = Ce™! + Dte™t, (3.34)

(iii) Se ryer, forem raizes complexas, da forma r = A * ip, a solucdo geral da equacao

é:

y = e*[Ccos(ut) + Dsen(ut)]. (3.35)

De modo que, c¢; € ¢, € R sdo constantes arbitrarias a serem determinadas.
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Teorema 2: Seja a equacdo homogénea descrita por (3.26) com o segundo termo nulo e

com ¢ = @2. Ou seja:

y'+ ¢y =0. (3.36)

Logo a solugdo geral da equagdo é€:

y = Ccos(@t) + Dsen(pt), (3.37)

onde, c; e ¢; € R sdo constantes arbitrarias a serem determinadas.
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4. APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS NAS
AREAS DA FISICA CLASSICA.

Como apresentado na abordagem histérica, as equagdes diferenciais tiveram um
papel importante no desenvolvimento das trés dreas que compdem a Fisica Cléssica.
Neste capitulo serd feita uma abordagem mais especifica de como as equacgdes
diferenciais, principalmente, as do tipo EDO, sa@o inseridas nessas areas e no cotidiano,
como por exemplos: oscilador harmdnico na Mecanica Classica, lei do resfriamento de

Newton na Termodinamica e lei de Kirchorff em circuitos RC no Eletromagnetismo.
4.1. MECANICA: MOVIMENTO HARMONICO - VIBRACOES

O fendmeno das oscilacdes estd presente de maneira grandiosa no nosso
cotidiano, € comum vermos objetos oscilando de maneiras repetitivas de um lado para o
outro. Exemplos sdo fios da rede elétrica através do vento, ponteiro de um relégio, um
avido ao passar por uma turbuléncia, terremotos, um cair de uma moeda, quicar de uma
bola, as vibracdes sonoras produzidas por um clarinete, as oscilagdes produzidas pelos
pistdes no motor de um automével, entre outros. Algumas dessas oscilagdes sao
consideradas um caos para a humanidade, pois ndo se pode controlar, mas s se prevenir
para que ndo ocorram desastres estrondosos, como por exemplo: no caso de pontes ou
edificios perturbados por ventos fortes, ou abalos sismicos. Assim o entendimento e
controle das oscilacdes sdo uns dos objetivos tanto da Fisica quanto das éreas afins,
geralmente, conhecido como movimento harménico (HALLIDAY, 2011; YOUNG,
2008).

O movimento harmonico, normalmente, conhecido como movimento repetitivo,
tem seu papel fundamental tanto na ciéncia quanto na vida em si e podem ser divididos
como: movimento harmoénico simples que consiste no exemplo de uma massa presa a
um bloco, ou um péndulo com pequenas oscilagdes, movimento harmoénico
amortecido quando existe uma presenga de uma for¢a para diminuir a oscilagdo e o
movimento harmonico forcado que necessita do fornecimento de uma forca
propulsora® para que a oscilagio se inicie (BAUER et.al, 2013; HALLIDAY, 2012).

Nesta secdo, iremos focar nos dois primeiros tipos: o movimento harmodnico

simples para um conjunto massa-mola; € 0 movimento harmoénico amortecido.

® Uma forga propulsora pode ser entendida como uma forga adicional com o intuito de proporcionar certo
impulso para que 0 movimento se inicie.
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4.1.1. Movimento Harmonico Simples

O movimento harmdnico simples € um tipo de movimento repetitivo em sistemas
como os de péndulo e o de massa-mola. A forca exercida pela mola € uma forca
restauradora, que aponta para posicao de equilibrio (HALLIDAY, 2012; YOUNG,
2008), como segue a imagem abaixo:

Figura 1: Representacio de um conjunto massa-mola submetido a uma forca externa.
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Fonte: < https://docplayer.com.br/docs-images/102/155016986/images/1-2.jpg>.
Acesso em: 30/01/2021.

Essa forca restauradora representada na imagem como Fs € proporcional

aconstante da mola (k), e obedece a lei de Hooke, dada matematicamente abaixo:

Fo = —kd, (4.1)
A varidvel d indica o deslocamento do objeto em relacdo a posi¢ao de equilibrio,
sendo diretamente proporcional a forca restauradora, ou seja, quando objetos de
caracteristicas eldsticas s@o esticados ou comprimidos eles oscilam de modo a tenderem
a voltar para sua posicao de equilibrio.
Como estamos tratando de forcas atuantes em um corpo, em um problema de
massa-mola, no qual, um objeto se descola apds uma forga ser executada sobre ele; para

discutir e resolver tal problema deve-se iniciar com o conceito estudado por Newton,

S
quando prop0s através da sua segunda lei que a forca (F)) é uma grandeza necessaria
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para vencer a inércia do sistema e é diretamente proporcional ao produto da massa (m)

do corpo pela sua aceleragio (d), como dado abaixo:

F = md. (4.2)
Considerando um problema de massa-mola em um sistema unidimensional, de
modo que temos a presenca da forca restauradora da mola, assim pela segunda lei de

Newton, temos:

ma, = —kx. (4.3)

Que escrito de modo diferencial:

d?x

mF = —kx, (44)
d?x

mw + kx = 0. (45)

Ao dividir toda a equagdo por m, obtém-se:

d? k
= x4 —x= 4.6
a2 x + - x = 0. 4.6)

A equacgdo (4.6) tem a fisionomia da equacgdo diferencial ordindria linear de
segunda ordem homogénea com coeficientes constantes (equagao 3.36) da secdo (3.2.3).
E sua solugdo € obtida através do reorema 2, dado nesta mesma secdo, ja que o termo

linear € nulo, ou seja, como dado na se¢do (3.2.3) uma equagdo do tipo:
y'+ @?y =0. 4.7)
Tem como sua solugdo geral a seguinte equacao:
y = C cos(gt) + D sen(¢t). (4.8)

Assim, comparando a equagdo (4.6) com a (3.36), temos que:

k k
0= = g= |—= w, (4.9)
m m

Onde, o resultado da direita possui significado fisico, sendo w, a velocidade
angular e sua unidade € radianos por segundo. E assim, segundo a equacdo (3.37) a

solugdo geral de (5.6) é da forma:

x(t)=C cos( /k/m t) +D sen( /k/m t), (4.10)

x(t) = C cos(wgt) + D sen(wot), 4.11)
onde, C e D sdo constantes a serem determinadas.
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Esta equacdo (4.10) descreve o Movimento Harmonico Simples (MHS), ou seja,
qualquer movimento que seja dado através da combinacdo dessas duas funcdes
periddicas é chamado de MHS. Se as constantes C e D forem reais a solucao serd real, ja

que as fungdes seno e cosseno ja sdo (TAYLOR, 2013). Considerando que,

A =+C?+ D2 (4.12)

Ou seja, que C e D sdo lados de um triangulo retangulo cujo angulo inferior é dado por
(0), assim, voltando para a equacdo (4.11), de modo que ao multiplicar e dividir todo
lado direito dessa equagao, pela constante A, temos que:
C D
x(6) = 4 | £ cos(wot) + Zsen(wot)]. 4.13)

No qual, € e D sao respectivamente, cateto adjacente e cateto oposto, logo:

c D
—= — = ) 4.14
q = cos 0e - = sen 0 (4.14)
E,
x(t) = A [cos 6 cos(wgt) + sen 0 sen(wyt)], 4.15)
x(t) = A cos(wot — 0), (4.16)

sendo, A a amplitude de oscilacdo.

Essa nova equag@o nos permite uma abordagem mais fécil que a equagdo geral
(4.11), pois em vez de possuirmos duas amplitudes uma para cada funcdo seno e
cosseno, agora sO temos uma para a funcao cosseno defasada através de um angulo (6)

(TAYLOR, 2013; BAUER, 2013).

4.1.2. Movimento Harmonico Amortecido

No movimento harménico simples vimos que molas e péndulos oscilam de
maneira indefinida, o porqué de isso acontecer € pelo fato de ndo haver uma forca de
resisténcia atuando sobre eles, forca essa que faz com que eles desacelerem. A esse
efeito de desaceleracdo, ou seja, da diminui¢do da velocidade é o que denominamos
nesses fendmenos oscilatérios como amortecimento (BAUER, 2013), como segue

representado na Figura 2:
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Figura 2: Tipos de oscilagdes amortecidas.

Fonte: <https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcTOZkRBQ-
Vvb4il YKBjona952Ws00PJABfKNQ&usqp=CAU>.
Acesso em: 03/03/2021.

Essa forca de amortecimento é proporcional a velocidade (v) através de um fator

b conhecido como constante de amortecimento, dado matematicamente como:

E, = —bv. 4.17)
O sinal negativo indica que a mesma € uma for¢a que vai contra 0 movimento de

oscilagdo (F,). Logo, em um problema parecido com o da se¢do (4.1.1), um conjunto
massa-mola, mas agora na presenga de uma for¢a de amortecimento (F,), com intuito de

limitar o movimento aos poucos. Partindo da segunda lei de Newton, vemos que:
ma = F, + Fg, (4.18)

ma, = —bv — kx. (4.19)

Que escrito de modo diferencial temos:

d%x dx

2ty 4.20
mdt2 bdt kx, ( )

Cx B = @.21)
e dr T '

Ao dividir a equagdo (4.21) por m, tem-se uma equagdo nas mesmas
caracteristicas da equacao (3.26) do capitulo 3, ou seja, ela é uma equacdo diferencial

ordindria linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes.
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d’x bdx k
= 422
Tt —x 0. (4.22)

Utilizando o método da secdo (3.2.3),temos que a equagdo caracteristica da
equacao (4.22) é:
b k
r2+—r+—=0, (4.23)
m m
sendo que, k/ m = wy?, como visto na equacdo (4.9). Ja b/ m também tem significado
fisico, representado por:
b _ 2 (4.24)
m - EwOI .

¢ tem a fun¢do de medir o grau de amortecimento, comumente conhecido como taxa de

amortecimento, expresso matematicamente como:

b
&= 2may’ (4.25)
Ao reescrever (4.23) em termos desses valores dados em (4.24) e (4.25)
r? + 25(1)07' + (1)02 = 0. (426)

E resolvendo a equagdo algébrica (4.26) do segundo grau, encontraremos os

seguintes resultados para as suas raizes:

n o= (-§+E 1), 4.27)
r, = w (- - /&2 1) (4.28)

Ao analisar esses resultados através do fator /é? — 1 obtemos trés tipos de
movimento amortecido, sendo eles: Amortecimento fraco (ou subamortecido),
amortecimento forte (superamortecido), € o amortecimento critico (ou criticamente
amortecido) (DA SILVA, 2014; BAUER, 2013).

Amortecimento fraco: Como o préprio nome diz o amortecimento é de forma
mais fraca se comparado aos demais. Em termos matematicos € quando temos valores

pequenos para a constante de amortecimento, ou seja, ¢ < 1, com isso o termo dentro

da raiz serd negativo fornecendo uma solu¢do complexa, ou seja, com /&2 — 1< 0,

logo:

= wo (= +1/E2-1) (4.29)
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1y = W (—g —iJez - 1). (4.30)

Com isso, a solugdo geral de acordo com o item (iii) do Teorema 1 da secdo

(3.2.3) do capitulo anterior € da forma:

x(t) = e~woit [C cos (wo,/fz — 1t) + D sen (wmlfz - 1t)], 4.31)

onde o fator wy+/&2 — 1 é algo caracteristico do amortecimento. Assim, podemos fazer

w1 = Wy ’Ez - 1, (432)

onde, o termo w- caracteriza a velocidade angular desse tipo de amortecimento.

outras substituicoes, do tipo:

E o produto entre a velocidade angular (wg) e a constante de amortecimento

(&) é dado como:

wy = woé, (4.33)
onde, w,, indica a frequéncia de amortecimento.

Assim, a equacdo (4.31) em termos de w,€é dada como:

x(t) = e ®r*[Ccos(wqt) + Dsen(wqt)], (4.34)

no qual, C e D sdo constantes que sdo determinadas através das condi¢des iniciais do
problema.

Esse resultado descreve bem o fendmeno, pois o fato de termos uma solucao
com fungdes periddicas atreladas pode ter mais de um periodo, provocando assim um
decaimento mais lento da amplitude, o que faz jus ao nome amortecimento fraco.

Amortecimento forte: Quando a constante de amortecimento extingue a
possibilidades de oscilagdes, e para isso, tem-se que ter valores grandes para a constante
de amortecimento, ou seja, ¢ > 1, o termo dentro da raiz agora serd positivo, nos

fornecendo agora solugdes reais, diferentemente do subamortecido que nos fornecia

solucdes complexas. Assim com /&2 — 1>0, logo:
= w(—§ +/87-1), (4.35)
r, = W (—5 —Je - 1). (4.36)

54



A solugdo geral, também ¢é dada pelo Teorema 1 da secdo (3.2.3) do capitulo
anterior, porém agora considera-se o item (i) j4 que as raizes sdo reais e diferentes.

Assim a solugido serd da forma:

x(t) = Ce (@01t 4 pe=(wytwr)t 4.37)

x(t) = e"“rt(Ce®1t + De~“1t), (4.38)

onde C e D sdo constantes que sdo determinadas através das condi¢des iniciais do
problema.

E como dito, no inicio, e agora confirmado pela equacdo (4.38) com a presenca
apenas de exponenciais reais, ndo teremos a presenca de oscilacdes, caracterizando esse
tipo de oscilagdo.

Amortecimento Critico: E o conhecido como a fronteira dos dois tipos de
amortecimentos citados anteriormente, ele também ndo permite oscilacdes, mas em
questdo de impactos € o mais acessivel para fazer com que o objeto retorne quase que
imediatamente para sua posicdo de equilibrio, por isso seu uso frequente na industria
automobilistica. (BAUER, 2013).

Em termos da constante de amortecimento temos que, neste caso, ela € igual a 1,
ou seja, § = 1. Matematicamente esse resultado implica o fato de termos duas raizes

iguais
x(t) = e woét, (4.39)

Essas solucdes serdo falhas para encontrar uma solug¢do geral da equacio do
movimento, ou seja, em um olhar fisico a solucdo ndo bate com a experiéncia
(TAYLOR,2013). Assim, a solu¢do geral é dada através do item (ii) do Teorema 1,
também da secdo (3.2.3) do capitulo anterior. A segunda solugdo difere da primeira

através de um parametro t associado,

x(t) = te st (4.40)

E assim, a solucgao geral é:
x(t) = Ce™ @0t 4+ tDe~wost, (4.41)
x(t) = e @05t(C + tD), (4.42)

De acordo com (4.33) temos:
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x(t) = e”Y(C + tD), (4.43)

onde C e D sdo constantes a serem determinadas através das condig¢des iniciais do
problema.

Ao analisar a equacdo (4.43), percebe-se que, assim como a equagao (4.38), ela
também ndo possui funcdes que descrevem oscilagdes, mas caso ocorra com algum
impacto, devido sua fun¢do exponencial também real, ela voltard imediatamente para
sua posi¢do de equilibrio.

E de maneira visual, resumindo o que se foi visto sobre os trés tipos de
oscilagOes, temos seus respectivos graficos representados através da Figura 3, situada
abaixo:

Figura 3: Gréficos dos trés tipos de oscilagcdes amortecidas.

y criticamente amortecido

e
-

A tempo

/Wido

S

-
tempo

Fonte: < https://www.if.ufrj.br/~bertu/fis2/oscila/hosc.gif>.
Acesso em: 05/03/2021.

Esses estudos sobre oscilagdes proporcionaram diversos avangos em areas das
ciéncias, principalmente, das exatas, como por exemplo, na energia mecanica na

constru¢do de veiculos com amortecedores.
4.1.3. Movimento Harmonico — Amortecedores de Veiculos

Na engenharia mecédnica esse fenOmeno de oscilacbes tem sua enorme

importancia, ja que seu estudo estd diretamente ligado ao desempenho dos componentes
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estruturais dos automdveis, componentes essas que, as vezes, nao serem suficientemente
capazes de controlarem ou diminuirem tais impactos vibratdrios tém-se a apari¢ido de
alguns problemas, como por exemplo, mau funcionamento, perturbagdes e desconforto.

Isso tudo fez com que essas vibragdes nas estruturas fossem algo preocupante, e
um desafio que fez com que cada vez mais buscassem solucdes através de métodos
analiticos ou experimentais, ou dos dois, a fim de resolver esse problema (SALGADO,
2012). Desse modo, o movimento harmdnico € um dos fendmenos estudados pelas
engenharias a fim de diminuir esses problemas, como no caso da Engenharia Mecanica
em estudos sobre amortecedores de automoveis. O objetivo € obter uma oscilagdo que
retorne de maneira rapida e significativa, diminuindo assim os danos nos automoveis e
melhorando conforto dos passageiros (BAUER, 2013).

Esse tipo de movimento, através do uso de molas ou elementos eldsticos que sao
capazes de diminuir a tensdo do impacto vibratdrio nos passageiros, estd presente na
sociedade, desde a época em que veiculos eram puxados por cavalos, e, portanto, foi
adotado no inicio da histéria do automével (MRAD, 2018 apud Milliken e Milliken,
1995).

A primeira apari¢do de amortecedores, ainda que primitivos, datam entre 1902 e
1906. O intuito de melhorar o conforto dos passageiros fez com que as industrias
automobilisticas, nas udltimas décadas, investissem cada vez mais em sistemas de
suspensdo com o objetivo de isolar cada vez mais as vibracdes quando veiculos passam
em locais que s@o propicios a esse fendmeno (MRAD, 2018; FERNANDES, 2019).

E para que isso ocorra de maneira significativa a modelagem matematica tem
seu papel fundamental nessa tarefa, onde através das equacdes estudadas nas secoes
anteriores, € possivel determinar um melhor tipo de amortecedor para automoéveis, como
serd mostrado no problema abaixo.

Enunciado 1: O problema proposto € baseado nos estudos de BAUER et al. (2013).

Um amortecedor de um automével, opera do modo critico com w, = 72,4 Hz €

comprimida a 6,41 cm. No tempo t = 0,05s a que distancia ela estd do ponto de

equilibrio. Quanto tempo leva para ela voltar para sua posi¢ao de equilibrio?

Solucdo: As condig¢des iniciais sdo w, = 72,4 Hz, x(0,05s) = ?. Considerando que ela
foi comprimida até a distancia de 6,41 cm, de modo que, ao considerar esse ponto como

x(0) = xg = 6,41 cm, ou seja, o ponto que ela parou antes de voltar para seu ponto de
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equilibrio, e como ela parou sua energia cinética ficou nula, que consequentemente,
v(0) = vy =0. Assim, com o auxilio da equacdo (4.43) sobre oscilacdo com
amortecimento critico, tem-se que:

A equacio (4.43) nos fornece que:

x(t) = e”Y(C + tD). (5.41)

Assim, sendo x(0) = x,. Temos que:
x(0) = e%(C + 0), (4.44)

X = C. (4.45)

Iremos substituir (4.45) em (4.43) e derivando toda a equacio em relacdo a t.

x(t) = xpe @rt + tDe ™"t (4.46)
4 (x(0) = i(x et 4+ tDe~ ) (4.47)
dt dt " ° ’
v(t) = —xow, + De~ 7' (1 - w,t). (4.48)

De modo que, v(0) = v, assim:

v(0) = —xow, + De®(1-0), (4.49)
vy = —xowy + D, (4.50)
D = vy + xow,. (4.51)

E com isso,
x(t) = e~ “[xg + t(vo + x0w) )], (4.52)
x(0,055) = e~ 724#20.059[(6,41 cm) + (0,055)(0 + (6,41 cm)(72,4 Hz))), (4.53)
x(0,05s) = 0,793cm. (4.54)

Esse resultado significa que no instante de tempo de t = 0,05sa mola do
amortecedor do automovel estd a uma distancia, aproximadamente, de 0,793 cm da
posicdo de equilibrio. Ou seja, essa mola leva em média meio décimo de segundo para

retornar.
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42. TERMODINAMICA: LEI DO RESFRIAMENTO DE
NEWTON

4.2.1. Lei do Resfriamento de Newton.

Essa Lei do Resfriamento foi publicada anonimamente, em 1701, pelo o fisico
britanico Isaac Newton publicou-a, em um dos seus artigos intitulado “Scala Graduum
Caloris” no qual descrevia esse método capaz de medir temperaturas de até 1000°C,
algo praticamente impossivel para os termometros da época (MIOTTO et al., 2013).Seu
propdsito era de encontrar uma equacdo que pudesse determinar a variacdo de
temperatura de tais objetos (ou corpos), que estdo em contato com a temperatura
ambiente (T.), no qual perdem “energia” em tal intervalo de tempo. Essa proposta de
Newton relaciona conceitos trazidos em uma das leis fundamentais da Termodinamica,
a famosa Lei zero, ou Lei do equilibrio térmico, que trata de transferéncia de calor entre
“corpos” até que atinjam o equilibrio térmico.

Em seu enunciado ela diz que a corrente térmica estabelecida, ou seja, a
quantidade calor ¢ transferida do corpo mais “quente” para o mais “frio” (dQ/dt) em um
intervalo sendo proporcional a variagdo de temperatura (T —7,), onde T € a temperatura
do corpo e T, é a temperatura ambiente (SILVA, R.W; 2003).

Nas palavras de ALITOLEF (2011) apud Bronson (1977, p. 49):

A lei de variacdo de temperatura de Newton afirma que a taxa de variacdo de
temperatura de um corpo € proporcional a diferenca de temperatura entre o
corpo e o meio ambiente. Seja T a temperatura do corpo e T, a temperatura do
meio ambiente. Entdo, a taxa de variacdo da temperatura do corpo é dT/dt, e a
lei de Newton relativa a variacdo de temperatura pode ser formulada como
dT/dt=-k(T-T,) ou como dT/dt + kT = kT, onde k € uma constante positiva

de proporcionalidade.

Essa lei que modela um fendomeno fisico de caracteristica termodindmica nos
indica que quando tivermos uma situacdo onde a temperatura do corpo é maior que a
temperatura ambiente configura-se um processo de resfriamento.Quando o inverso
acontecer, ou seja, quando a temperatura do corpo € menor do que a
temperatura ambiente o processo ¢ de aquecimento. Sua aplicacdo € possivel no

cotidiano, em situacdes, como por exemplo, resfriamento de materiais bioldgicos,

mudancas de temperaturas de pecas de aco ou outro material, e problemas criminalistas,
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entre outros quando o intuito € determinar a varia¢do de temperatura de tais corpos que
estdio em contato com o ambiente, constantemente, perdendo energia para ele

(FAGUNDES et al., 2019; DA SILVA, 2014).Assim, matematicamente, temos:

O = k(T —Ty). (4.55)

Com auxilio do método de solu¢do equacdes separdveis, descrito na secdo
(3.2.1), pode-se encontrar uma expressao que determine o valor da temperatura final
(T), e uma para qualquer instante de tempo (t). Desse modo, ao separar as varidveis
obtemos uma igualdade, no qual um lado depende somente da varidvel 7, e o outro da

variavel ¢, como dado abaixo:

a__
o7y =kt (4.56)

Apés a separacdo das varidveis, integramos de acordo com a diferencial

indicada, isto €,

T dT t
f Ty = j kdt. (4.57)
To to

Os resultados das integrais sado:

T t

[In(T =TIl = (—kt) (4.58)

Ty to

Substituindo os limites, lembrando que 7, a temperatura ambiente, € se

considerada constante, tem-se:
In(T —T,) -In(Ty — T,) = —k(t —ty), (4.59)
In(T —T,) =In(Ty —T,) — k(t —ty). (4.60)

Aplicando as propriedades da funcdo exponencial, podemos determinar uma

equacgdo para temperatura final (7), como segue abaixo:

T-To=exp(In(Ty — Tp) — k(t —ty)), (4.61)
T-T.=(Ty — T)exp(—k(t —ty)), (4.62)
T =Tu+ (Ty — Ty)exp(k(ty — t)). (4.63)

Isolando a variavel ¢ na expressdo final (4.63) dada anteriormente, e ao separar

as variaveis, e depois aplicar as propriedades da funcao logaritmica, obtemos:

In (72__7;52) = k(to — D). (4.64)
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Reorganizando os termos a fim de encontrar uma equagao para o tempo (¢) que

tais objetos que obedecem a lei do resfriamento levam para, por exemplo, dilatar, temos:

t=t 1l T~ Ta 4.65
— o E"(TO—TQ)' (4.63)

A equagdo (4.65) é outra utilidade dessa lei para o caso em que tem-se os valores
das temperaturas ja definidos, e assim, pode-se determinar o tempo com que esse
fendmeno ocorre, ou ocorreu. Isso é possivel isolando a varidvel ¢ na expressdo final

dada anteriormente.
4.2.2. Processo da Garrafa Térmica.

O recipiente conhecido como dewar que levou a invenc¢do das garrafas térmicas
atuais, foi inventado por Sir James Dewar (1842-1923), fisico-quimico escoc€s, por
volta de 1892 e seu foco era manter a temperatura, pelo méximo de tempo possivel
(FAGUNDES et al., 2019; YOUNG, 2008).

Com a fun¢do de manter o isolamento térmico, essas garrafas possuem uma
parede dupla de vidro e o ar que fica entre as paredes € retirado, com o intuito de evitar
as trocas de calor, protegendo assim o liquido dentro da garrafa como fazem comumente
com café, chds, e outros conteudos que em si sdo colocados. Porém, como ndo existe
isolamento térmico perfeito, € como o calor flui do corpo de maior temperatura para o
de menor temperatura, em um dado momento a temperatura dentro da garrafa passa a
ser a mesma que a do ambiente, como diz na lei zero ja enunciada anteriormente
(YOUNG, 2008). Desse modo, o problema trabalhado sera sobre o tempo dessa troca de
calor nas garrafas térmicas, ou seja, por quanto tempo tais garrafas podem manter o

1solamento térmico do conteudo.

Enunciado 2: O problema proposto é baseado nos estudos de (FAGUNDES et al.,
2019)no qual em um dia com a temperatura ambiente de T, = 27 °C, tomando constante
esse valor. Ao colocar um liquido quente mediu-se dentro da garrafa uma temperatura
inicial de To= 92 °C, ap6s 12 horas a temperatura caiu para 70 °C. Quanto tempo leva

para que o liquido chegue a ter aproximadamente a metade da temperatura inicial?
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Solucao: As condigdes iniciais sdo To(0) = 92° C, T(12) =70° C, T, = 27° C, T(?) = 46
°C. Assim, com o auxilio da equagdo de temperatura provida da lei de resfriamento de

Newton, tem-se que:
T(t) = 27+ (92 — 27)exp(—tk), (4.66)
T(t) = 27+ 65exp(—tk). 4.67)

Ap6s o tempo de ¢ = 12h, foi-se medido a temperatura de70°C, ou seja, 7(1) =
31,5° C, assim:

T(12) = 27+ 65exp(—k. 12), (4.68)
70 = 27+ 65.exp(—12k), (4.69)
43

— = — _ 4.70
oE exp(—12k) ( )

Ao resolver a expressdo acima de modo a determinar o valor da constante k,

temos:
43
43\ _ _ 471
ln(65) 12k, 4.71)
1 43
= — —m(2) = 344102, 472
k 121n(65) 3,44.10 (4.72)

Com o valor de k determinado, podemos substitui-lo na equacdo (4.65) para

encontrar o tempo que o problema pede. Logo, temos que:

t=20

1 (46 - 27
3,44.102 '\92 — 27
Esse resultado representa muito situagdes atuais, das quais, por exemplo, temos

) = 35 72h. 4.73)

uma garrafa térmica considerdvel ainda sem uso, e consegue manter a temperatura do
liquido até metade da sua temperatura inicial por um periodo, as vezes, mais de um dia,

como dado no problema.
4.2.3. Variacdo de Temperatura — Problema criminalista.

Segundo BAUER (2013) “as medi¢gdes de temperatura cobrem uma ampla
variedade, desde as maiores temperaturas medidas (2.10'? K) observadas em fons
pesados relativisticos, até as menores temperaturas (1.101° K) observadas em sistemas
de spins de atomos de rodio”.

Um dos métodos mais utilizados para a medi¢do de temperatura de um dado

corpo € o uso dos termdmetros, uma das maiores inven¢des humanas baseada nos
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principios da lei zero da Termodinamica, que indica a temperatura do corpo apds ambos
entrarem em equilibrio térmico, e t€ém mostrado ser bem eficazes em medidas de
temperaturas, principalmente, de corpos humanos.

Ao se tratar da medida da temperatura humana, ela chega a ser aproximadamente
36,5° C, devido aos processos fisico-quimicos e bioldgicos do corpo.Porém, quando o
corpo para de funcionar, ou seja, vém a Gbito, tais mecanismos param de funcionar, de
modo, a fazer com que a temperatura do corpo chegue a diminuir até o ponto de se
igualar a temperatura ambiente (DA SILVA, 2014).

Comumente, quando o corpo vem a ébito de maneira acidental é importante que
as causas, hordrio e outros fatores sejam vistos, sendo isso funcio da pericia. A pericia é
a capacidade de reproduzir consistentemente algo ji ocorrido com o intuito de
compreender quais sdo os elementos cognitivos € como eles se desenvolveram. Desse
modo, é fun¢do do perito criminal checar o local, com intuito de buscar informacdes que
possam reconstituir o ato que levou a tal ocorrido, ajudando assim na investigacio
(COSTA, et. al 2018; DOROW et. al; 2018). Assim nestes problemas da pericia,
especialmente, do 6bito de alguém que, consequentemente, o corpo perderé calor para o
ambiente, de maneira proporcional, até que ambas as temperaturas se estabilizem. A lei
do resfriamento proposta por Isaac Newton pode ser utilizada para estimar a hora que o

corpo chegou a vir a 6bito. Essa aplicacao serd apresentada no enunciado 3 a seguir:

Enunciado 3: O problema proposto é baseado nos estudos de (DA SILVA, 2014)
relacionado a essa aplicagao.

z

Um corpo é encontrado as 22h no estado de o6bito, ao passar 30 min desse
acontecimento a pericia chega ao local, e instantaneamente mediu a temperatura do
corpo que estava a 32,5°. A temperatura ambiente considerada constante neste caso foi
verificada como sendo 7, = 16,5 °C, de modo que ao passar de 1h depois da chegada da
pericia a temperatura do corpo foi vista mais uma vez, e a nova medida foi de 31,5 °C.

Assim, ao considerar que a temperatura normal de um ser normal €, aproximadamente,

36,5° qual foi 0 momento em que o corpo faleceu?
Solucao: As condicdes iniciais sdo 7o(0) = 32,5°, 7(1) = 31,5° C, T, = 16,5° C, T(?) =

36,5 °C. E com auxilio da equacao (4.63) de temperatura determinada através da lei de

resfriamento de Newton, temos que:
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T(t) = 16,5+ (32,5 — 16,5)exp(—kt), (4.74)

T(t) = 16,5+ 16.exp(—kt). (4.75)

Ap6s o tempo de ¢t = 1h o valor da temperatura foi de 7(1) = 31,5° C, assim:

(1) = 16,5+ 16exp(—k. 1), (4.76)
31,5 = 16,5+ 16exp(—k), 4.77)
15
== k. 478
T exp(—k) ( )

De maneira, andloga ao exemplo 1, ao resolver a expressdao acima o valor da

constante k é determinado, logo temos que:

15
— = —k. 4.79
i (16) k *79)
15
=-In(—)= 1072, 4.80
k=—in(12) = 645.10 (4.80)
E ao substitui-lo na equagao (4.65), temos que:
£ty -1 (T_T“) 411
“hTE™Mr oT) “.1D
1 36,5—-16,5
b=t gm0 (32,5 = 16,5)' “481)
S (20) 4.82
L= 845102 "\16) (4.82)
-t (5) 4.83
b= 845102 M\2) (4.83)
Logo, a pessoa faleceu em um tempo de:
1= - 3,46h. (4.84)

A lei proposta por Newton nos permite determinar o tempo de resfriamento de
um corpo, € normalmente a medida da grandeza tempo € positiva. Porém, o resultado
negativo encontrado na expressao (4.84) indica o tempo decorrido do momento em que
o corpo ainda estava em sua temperatura normal, ou seja, 0 momento em que O ato
ocorreu até o corpo ser encontrado. Portanto, € possivel estimar a hora em que a pessoa
veio a oObito, sendo aproximadamente, 3,46h =3h e 27 min antes do corpo ser

encontrado, ou seja, as /8h e 33 min, ja que o corpo foi encontrado as 22h.
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4.3. Eletromagnetismo: Lei de Kirchhoffdas malhas em Circuitos

RC

Os circuitos elétricos sdo considerados uma das praticas mais importantes da
histéria do Eletromagnetismo, desde os utilizados para a distribui¢ao de energia elétrica
em larga escala, até os que compdem um microcomputador (NUSSENZVEIG, 1997).

Um circuito elétrico é uma ligacdo composta por vérios elementos, tais como
resistores, geradores, capacitores, dentre outros. Em outras palavras, um circuito é
aquela composicdo de fios e outros elementos que tem como propdsito fornecer um
caminho fechado para que possa ocorrer a transferéncia de energia de um local para
outro. Essa energia é transferida através do fluxo ordenado de particulas carregadas
(elétrons), que fluem através dos circuitos, e a esse fluxo ordenado de elétrons € o que
definimos de corrente elétrica (i)(YOUNG, 2009; SILVA JUNIOR, 2019).

Seus trés principais elementos de sua composi¢do sao um capacitor, um resistor,
e um indutor. Seus estudos podem ser classificados de acordo com o tipo de corrente, ou
seja, circuito de corrente continua, circuito de corrente alternada (FEYMAN, 2008;
SILVA JUNIOR, 2019). Isso € o que os define e os caracteriza, como no caso do
circuito em estudo nesta sec¢do. O circuito simples RC que € composto apenas por uma

fonte de tensdo, um resistor e um capacitor, e de corrente continua.
4.3.1. Corrente elétrica

O efeito que o movimento ordenado dos elétrons causa é o que denominamos
como corrente elétrica (i), ou seja, o0 movimento aleatério desses elétrons nao produz
corrente, mas sim o fluxo de carga liquidas carregadas(dq)de um lugar para o outro, em
determinado intervalo de tempo (dt) (BAUER et. al, 2012). Matematicamente, temos

que:

dq
i=— 4.85
= (4.85)
A unidade de corrente no sistema internacional (SI) de medidas ¢ “A” que
significa Amperes, em homenagem ao fisico franc€s André-Marie Ampere responsavel
pela descoberta da corrente elétrica, assim:

1C
14 =—. (4.86)
1s

Em sua classificagdo, a corrente pode ser do tipo continua ou alternada. Corrente

continua é aquela que ndo muda seu sentido, ou seja, sempre permanece positiva ou
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negativa. J4 a corrente alternada diferentemente da continua, ela oscila, ou seja, seu
sentido ¢ mudado no decorrer de seu percurso (HALLIDAY et al. 2008; YOUNG,
2009).

4.3.2. Resistores

As vezes a corrente elétrica encontra alguns obstdculos em seu caminho, a esse
tipo de barreiras € o que denominamos de resisténcia (R). A resisténcia propriedade
principal dos dispositivos conhecidos como resistores que sao dispositivos presentes em
circuitos. No SI sua unidade é ohm (€2), em homenagem a Georg Simon Ohm, quem
definiu através de estudos com fios condutores o conceito de resisténcia.

A energia impedida por esses dispositivos sdo geralmente convertidos em forma
de calor, devido ao aquecimento provocado sobre eles através da tentativa da passagem
da corrente, levando assim ao efeito Joule (transformacgdo de energia elétrica em energia
térmica). Um bom exemplo € o ferro de passar roupa (HALLIDAY, 2012; YOUNG,
2009). Esses tipos de dispositivos (os resistores) sdo normalmente encontrados no
comércio, com seus valores de resisténcia ja dados, e simbolizados através de cores,
como visto na Figura 4:

Figura 4: Modelos de resistores.

Resistor de 4 faixa J" ’I,'E = g | 25M0 E5Y
1 I : f
R e ] e .-J
Py
Resistor de 5 faixa ‘r_ f IMJ: 460ke *13;
. |
L\'_:Tl -k 1 4

Resistor de 6 faixa |

2760 i5y

1% Faixa 2* Faixa

Coef. de
Temperatura

Fonte: https://http2.mlstatic.com/D_NQ_NP_19157-MLB20166666165_092014-0.jpg.
Acesso em: 01/02//2021.

As trés cores (ou quatro) primeiras faixas formam o algarismo, as proximas

faixas para os de quatro e cinco cores, sdo respectivamente, os multiplicadores, e a
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tolerancia, no caso do de seis cores, a dltima é o valor do coeficiente de temperatura.
Eles sdo classificados como resistores dhmicos e ndo-6hmicos. A diferengca é que um
segue a lei de Ohm e o outro ndo (BAUER et. al, 2012). Sendo essa lei expressada
matematicamente abaixo:

%4

R=- (4.87)
i

onde V € a diferenca de potencial associada ao circuito, e i é a corrente elétrica. Assim,

1%
=1—. 4.88
10 1A (4.88)

4.3.3. Capacitores

Capacitores sdo dispositivos utilizados quando o propdsito € o armazenamento
de energia elétrica. Eles armazenam energia por um determinado instante de tempo até
que o circuito tenha sua chave fechada, e assim, a corrente volte a fluir levando energia
elétrica de um local para outro (BAUER et. al, 2012; HALLIDAY, 2012; YOUNG,
2009). Essa propriedade de armazenar energia € o que definimos como capacitancia (C),

que no SI € medido em faraday (F). Matematicamente, expressamos por:

_a@®
V )
onde q € a carga elétrica, V diferenca de potencial do capacitor, com unidades no SI,

C (4.89)
respectivamente, coulomb (C) e voltz (V). Sua caracterizag@o visual é dada por duas
placas metélicas que s3o separadas por um material isolante (dielétricos), como
mostrado na Figura 5. Essas propriedades geométricas de seus componentes
caracterizam a capacitancia. Um bom exemplo de capacitores sdo as pilhas, elas

conseguem armazenar energia de modo que possam fornecer energia aos poucos.

Figura 5: Estrutura de um capacitor em um circuito.

Capacitor +Q = Gerador
——

armaduras & _f - U

isolante

Fonte: <http://3.bp.blogspot.com/-nxKbiBvNiM4/Tnn-
SmvCpDI/AAAAAAAAaic/ejgl.KujviBw/s1600/capacitor1. PNG>.
Acesso em: 01/02/2021
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4.3.4. Lei de Kirchhoff das malhas em circuitos RC simples.

7z

Um circuito RC simples, como ja dito em partes anteriores é aquele que é
composto por uma fonte elétrica, um capacitor e um resistor. Esses tipos de circuitos
s30 muito comuns no dia a dia, mesmo que passe despercebido. Um exemplo € o uso de

marca-passos em pessoas com problemas cardiacos (BAUER, 2012; SOUSA, 2017).
Figura 6: Representagdo de um circuito RC.

t=0

Rl

Fonte: SOUSA et, al, 2017.

Tomando como referéncia a Figura 6, situada acima, temos que quando a chave
¢ fechada em um intervalo de tempo (dt), a corrente flui pelo circuito, passando tanto
pela resisténcia como pelo capacitor. A lei de Kirchhoff das malhas, desenvolvida pelo
fisico alemdo Gustav Robert Kirchhoff, nos diz que o somatorio de todas as diferengas
de potenciais de um circuito deve ser igual a zero.

Considerando que, as diferencas de potenciais existentes em um circuito RC
(como o representado pela Figura 6) sdo: a diferenca potencial da fonte (V'), a diferenga
potencial do resistor (V) e adiferenca potencial do capacitor (V). Assim, de acordo
com A lei de Kirchhoff das malhas, a soma das diferencas de potenciais de um circuito

RC pode ser expressa como:

V—Vg—=V:=0. (4.90)

Com auxilio das equagdes (4.87) e (4.89), a equacao (4.90) € reescrita como:

t
V- Ri—%zo, (4.91)
onde (i) é a corrente do circuito escrita matematicamente pela equagdo (4.85), assim:
dq q(t)
- REL_17_. 4.92
14 o~ =0 (4.92)

Ao isolar o termo V e dividir toda a equagao por R, chegamos a:

68



dg 1 %
—t+— =—, 4.93
7t Tre1® (4.93)

E, sendo

7= RC, (4.94)
onde 7 € dado através do produto entre a resisténcia e a capacitancia é conhecido com
contaste de tempo do capacitor, e corresponde a 63% do seu valor maximo(SILVA,
2014). Logo,

dg 1 %4
+= = — 4.
dt 7 1) R (4.95)

A equagdo acima é uma equagado de primeira ordem, e pode ser resolvida através

do método dos fatores integrantes. Assim, como visto no capitulo 3 (de resolugdo das

equacoes diferenciais), tem-se considerando:

1 4
P(t) = —eQ(t) = — (4.96)
T R
O fator integrante € da forma:
1 1
u(t) = exp (.[ ;dt) = exp (; t). 4.97)
Multiplicando toda a equagao (4.95) pelo resultado final de (4.97) obtemos:
1 \dq 1 1\V
— = —t)—=. 4.98
e (5 3t + o (1) 00 =em (1) 9

Podemos usar a regra do produto para derivadas para representar o lado

esquerdo da equacdo acima como sendo:

i(wew (o)) = e (o) e (o) e 499
Z\a-exp = exp E-I_ exp q(t). (4.99)
Assim, voltando para equacao (4.98) tem-se:
d (1) = (1t)V 4.100
g\ a-exp =exp(—t) (4.100)
E integrando ambos os lados em relacdo a varidvel t, obtemos:
1 1\V
. “t) = “t)|— 4.101
q exp(Tt> exp(Tt>TR+ C, ( )
%4 1
a(®) =z T+ C.exp (—;t), (4.102)

onde C é uma constante de integracdo que pode ser definida através das condicdes

iniciais. Do qual, para um instante t = 0 temos q(t) = 0. Assim;
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vV
0= i + C.exp(0), (4.103)

V
C=—Er=ir=qméx. (4.104)
qmax € a carga do capacitor.
E,
% 74 1
=—7——. —— 4.105
a@® =7 ——.exp(-—t), (4.105)
t) = 4 1 ( 1 t) 4.106
q(t) = - exp|\——t)) (4.106)
Ou,
1
q(t) = Gmax (1 —exp (—;t)>- (4.107)
4.3.5. Circuitos RC — Neuronios.

Um dos grandes avangos para a histéria da ciéncia foi a aplicacdo da eletricidade
na drea da saide, como por exemplo, o estudo da neurociéncia. Através dela que o
entendimento do funcionamento do cérebro humano foi capaz de ser realizado, ou seja,
no momento em que conseguiram relacionar o cérebro humano com um circuito
elétrico. Isso fez com que possamos comparar o estilo do circuito RC com uma das
células mais importante do nosso corpo, os neurénios. (GIOLO, 2013; BAUER, 2012).

Os neurdnios sdao células nervosas responsdveis pela transmissdo e
processamento de sinais do sistema nervoso em todo ser humano e em animais. As
membranas (Figura 7) sdo eletricamente excitdveis, o que faz com que haja uma

conservagao nos sinais gerados e transmitidos (GIOLO, 2013).
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Figura 7: Representac@o visual da membrana plasmatica com sua bicamada lipidica.

Canal Proteina
protéico sinalizadora

Camada dupla
de lipideos

Fonte: <https://i.pinimg.com/originals/b4/c5/0d/b4c50d8e40e141e59208ee192937430c.jpg>.
Acesso em: 04/02/2021.

Essas transmissdes de informacdes sdo dadas entre neurdnios. Os sinais sdo
recebidos pelos dendritos e enviados através dos axonios, que pode ser compridos como
da espinha dorsal (Figura 8). Isso ocorre devido ao uso de combinacdo de sinais
elétricos e/ou quimicos, ou seja, através dos movimentos de fons (por meio da
eletroquimica), principalmente os de Na*, K* e CI'". Isso permite com que os neurdnios
conduzam as informagdes de maneira rdpida e precisa a ponto de coordenar as acdes

que envolvem o funcionamento do corpo humano (GIOLO, 2013; BAUER, 2013).

Figura 8: Modelo dos principais componentes dos neur6nios.

\q \ 4 ‘\)j Nucleo celular
Corpo |\
celular ~ -~

Bainha de | gf,_,a

mielina E\z}‘irf’_;vﬁ
s | R
i

Fonte: <https://static. nundoeducacao.uol.com.br/mundoeducacao/2019/10/1-partes-do-neuronio.jpg>
Acesso em: 04/02/2021.

A relacdo com os circuitos RC vem do fato das membranas dos neurdnios serem
formadas por uma dupla camada de lipideos imersa em proteinas. Os lipidios possuem

resistividade elevadas que faz com que seja um bom isolante durante solu¢des altamente
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eletroliticas, caracteristica assim de um capacitor. J4 as proteinas possuem baixas
resistividades da ordem de, aproximadamente, 1cm €2, formando os canais protéicos por
onde os fluxos de fons passam, sendo que cada canal protéico pode ser comparado com
um resistor (GUTKIN, 2003). Sobre essa relagdo entre essa célula com o circuito RC,

Giolo (2013) diz:

Uma vez que a membrana neuronal é formada por duas camadas de lipideos
que separam os meios condutores intra e extracelular por uma fina camada
isolante, ela ird atuar como um capacitor; as proteinas que cruzam a
membrana de um neurdnio atuam como poros, ou canais idnicos, por onde
corrente elétrica (fons) pode passar. Cada canal idnico (seletivo a uma dada
espécie i0nica) pode ser modelado por um resistor (R) colocado em paralelo

com o capacitor que representa a membrana.

Uma vez que uma corrente (ou estimulo) € injetada na membrana, essa corrente
se divide em dois tipos, numa corrente capacitiva que carrega a bicamada lipidica e uma
corrente i0nica que passa através dos canais protéicos. Ou seja, uma parte dessa corrente
carrega as camadas protéicas e a outra flui pelos canais i0nicos. Essa corrente (ou
estimulo) que flui (figura 9), ocorre algo conhecido como impulso nervoso, ou potencial
de acdo como é também conhecido; assim, as membranas dos neurdnios que antes
tinham uma diferenca de potencial constante, passam a sofrer variagdes (como mostra
na Figura 10), dai a relagdo dos canais protéicos com um resistor, ja que o potencial

passa a variar com a corrente (GUTKIN, 2003).

Figura 9: Modelo do potencial de a¢do passando pelo axdnio.

Segmanto
do
axfnio

Fonte: <https://sites.google.com/site/tudoensinomedio/unifei/calendario-1/biologia-
3/reinos/fisiologia-animal/sistema-nervoso/celulas-nervosas/potencial-de-acao>.
Acesso em: 08/02/2021.
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Figura 10: Passo a passo do Impulso nervoso.

P. ..[de.r.._ D [ ~ R [\ ....

Fonte: < https://s4.static.brasilescola.uol.com.br/img/2016/07/impulso-nervoso.jpg>.
Acesso em: 03/02/2021.
Segundo Bauer (2013) “um sinal de entrada tem de ser suficientemente intenso
para conseguir disparar um neurdnio, isto é, fazé-lo enviar um sinal de saida pelo
axonio. Logo aproximar essa célula como um circuito RC € algo grosseiro, mas

razoavel”. Dessa maneira, pode-se descrever um neurdnio como na figura 11.

Figura 11: Representacido de um Neurdnio como circuito RC.
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proteicos
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Meuronal

Fonte: SOUSA, 2021.

Assim, como o circuito RC pode representar de maneira grosseira o modo que os
neurdnios passam informagdes entre si, a lei de Kirchhoff pode ser utilizada para
explicar a resposta basica de um neurdnio em dado instante de tempo, ou seja, essa
dependéncia temporal reproduzida, quando os neurdnios passam pelo o impulso

nervoso. Vejamos um exemplo.
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Enunciado 4: Segundo BAUER et.al (2013),0s neurdnios possuem em média uma
diferenga de potencial de ordem de + 50 mV. Quando um potencial externo é ativado
(potencial de acdo) uma corrente flui através do circuito, ou seja, quando a informacao é
passada entre os neurdnios, parte dela passa pelo resistor (aproximadamente de 10MQ)
e a outra carrega o capacitor (da ordem de 1nF), sendo que a constante de tempo (7) € a
ordem de 10 ms. Quando esse potencial externo ¢é retirado acontece um

descarregamento do capacitor. Qual o tempo minimo para carregar 95% do capacitor?

Soluc¢ao:Tomando como referéncia a equagdo (4.107).

1
4() = Qi <1 —exp (—;t)). (4.107)
De modo que, reorganizando para resolver o problema teremos:
q(t) < ( 1 ))
=|1l—-exp(—=t]| 4.108
Amax P T ( )
O termo do lado esquerdo da igualdade da equacgdo (4.108) pode ser reescrito
como:
t
a0 _ (4.109)
Amax

onde f indicard a fracdo da capacidade de carga do capacitor. Logo, voltando para

equacdo (4.108), obtemos:

1
F=1—exp (—;t). 4.110)
Aplicando as propriedades de exponenciais, de modo, a encontrar o tempo

minimo, obtemos:

tmin = —TIn(1 = f). @4.111)

E ao substituir os dados do problema, onde 7 =10ms e f = 95% = 0,95, logo:
tmin = —10msIn(1 — 0,95), (4.112)

tmin = 30ms. (4.113)
Assim, temos que os neurdnios levam em média 30 ms (trinta milissegundos)
para serem carregados, e depois disso ele descarrega, passando assim a informacao para

o resto do corpo.
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5. CONSIDERACOES FINAIS.

Neste trabalho foi possivel abordar as equagdes diferenciais sob o ponto de vista
das aplicacdes, com particular referéncia as trés grandes areas da Fisica, que denomina-
se Fisica Cléssica.

Como visto no capitulo 2, que foi dividido em duas partes: a primeira abordando o
contexto histérico das equacdes diferenciais e a segunda parte falando sobre a Fisica
Classica. A primeira parte, tratou-se do contexto histérico das equagdes diferenciais,
que seguiu a ordem cronoldgica, baseando-se na décima edi¢do do livro “Equagdes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno” dos autores BOYCE e
DIPRIMA (2006); o porqué dessa escolha foi devido ao renome do livro e a afinidade
com o mesmo. A segunda parte referente as areas da Fisica Classica, fizemos uma breve
apresentacdo histérica, com intuito de mostrar a importancia das equagdes diferenciais
na Mecénica, em suas trés formulacdes, na Termodinadmica e no Eletromagnetismo, com
as equacgOes propostas por Maxwell. Além de explicar conceitos, definicdes e outras
coisas, que seriam importantes para o capitulo de aplica¢des.

O capitulo 3, referente aos tipos de equacdes diferenciais, sua caracterizacdo e
métodos de solugdo. As equagdes citadas foram apenas as utilizadas no trabalho que,
como visto sdo de féceis resolucodes, se comparadas com outras do campo de equacdes
diferenciais. Observou-se que mesmo com a sua simplicidade, elas sdo muito dteis em
problemas clédssicos que sao base para modelos mais complexos.

O quarto capitulo de aplicacOes o mais extenso € importante trouxe consigo
exemplos das equacOes diferenciais nas trés areas da Fisica escolhidas no trabalho, de
modo que seus métodos de solugdes foram abordados no capitulo 3. Baseadas na
literatura, o intuito dessas aplicacdes foi de, através de modelos matematicos
escolhidos, mostrar sua aplicabilidade no dia a dia. Esse capitulo foi importantissimo
porque abordou problemas de dreas comumente ja adaptadas ao uso dessas equagdes,
como no caso da Engenharia Mecanica, no exemplo de amortecedores de molas; no
contexto de vibragdes da drea da Mecanica. Como problemas que, as vezes, passam
despercebidos, exemplos na determinacdo do momento do 6bito de um corpo com
auxilio da lei de resfriamento de Newton, e a comparagcdo do circuito RC com um
neurdnio que se adéqua ao uso da EDO da lei de Kirchhorff.

Dessa maneira, como ja explicitado no trabalho, o propdsito foi mostrar a

importancia das equacdes diferenciais nessas dreas da Fisica, e suas aplicacdes no dia a
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dia, uma vez que as mesmas conseguem explicar através da modelagem matematica a
maior parte desses fendmenos que regem todo o mundo em si. E, também, de contribuir
tanto para motivacdo do estudo das equagdes diferenciais, quanto para auxiliar em

estudos posteriores.
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