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RESUMO 

MELO, João Carlos Soares de. Transporte de calor e massa em sólidos esferoidais oblatos 

via termodinâmica dos processos irreversíveis – Estudo de caso: Secagem de lentilha, 
Campina Grande: Pós-Graduação em Engenharia de Processos, Universidade Federal de 
Campina Grande, 2013. 167 p.  
 
 

Este trabalho tem como objetivo estudar a secagem de sólidos com geometria 
esferoidal oblato baseando-se na termodinâmica dos processos irreversíveis. Propõe-se uma 
modelagem matemática para descrever simultaneamente a transferência de calor e massa 
(líquido e vapor) durante a secagem de corpos capilares porosos com forma complexa 
considerando os coeficientes de transporte variáveis e condições de contorno de equilíbrio ou 
convectiva na superfície do sólido. Todas as equações diferenciais governantes foram escritas 
no sistema de coordenadas esferoidal oblato e resolvidas numericamente via método numérico 
dos volumes finitos. O modelo proposto foi aplicado para predizer a secagem de grão de 
lentilha em diversas condições experimentais. Resultados do teor de umidade, temperatura, 
fluxo de líquido, vapor e calor durante o processo de secagem, foram obtidos, analisados e 
comparados com dados experimentais obtendo-se boa concordância. Verificou-se que as 
zonas próximas do ponto focal do grão de lentilha secam e aquecem mais rápido; em 
consequência, essas zonas são mais propícias ao surgimento de trincas e fissuras que podem 
comprometer a qualidade do produto. Em todas as condições experimentais estudadas o fluxo 
de vapor foi predominante durante o processo de secagem quando comparado com o fluxo de 
líquido. 

 
 
 

Palavras-chave: Secagem, simulação, esferoide oblato, lentilha. 
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ABSTRACT 

 
MELO, João Carlos Soares de, Heat and mass transport in oblate spheroidal solids via 

thermodynamics of irreversible processes- Case study: Dryer Lentil. Campina Grande: Pós-
Graduação em Engenharia de Processos, Universidade Federal de Campina Grande, 2013. 
167 p.  
 

 
This work aims to study the drying of solids with oblate spheroidal geometry based on 

the thermodynamics of irreversible processes. Was proposed a mathematical model that 
describes the simultaneous heat and mass transfer (liquid and vapor) during the drying of 
capillary-porous bodies with complex geometry, considering the variable transport 
coefficients and equilibrium or convective boundary conditions at the surface solid. All 
differential governing equations were written in oblate spheroidal coordinate system and 
numerically solved through the finite volume numerical method. The proposed model was 
applied to predict the drying of lentil grain in different experimental conditions. Results of the 
moisture content, temperature, liquid, vapor and heat fluxes during the drying process were 
obtained, analyzed and compared with experimental data, obtaining good concordance. It was 
verified that zone closed to focal point of the lentil grain dry and heat faster, in consequence, 
these areas are more susceptible to the appearance of cracks and fissures which may 
compromise the quality of the product. In all experimental conditions the vapor flux is 
predominant in the drying process as compared to liquid flux. 

 

Keywords: Drying, simulation, oblate spheroid, lentil grain. 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

A secagem de sólidos é uma das mais antigas e usuais operações unitárias encontradas 

nos inúmeros setores das indústrias agrícola, cerâmica, química, alimentícia, farmacêutica, de 

papel e celulose, mineral e de polímeros. É também uma das operações mais complexas e 

menos entendida devido à dificuldade e deficiência da descrição dos fenômenos envolvidos 

na transferência simultânea de calor, massa e quantidade de movimento no sólido (Park et al., 

2007). 

 

A transferência de umidade dentro de um sólido pode ocorrer na forma de líquido e/ou 

vapor, dependendo do tipo de material e das condições experimentais; daí, para descrever a 

transferência de umidade e calor dentro do material e explicar os efeitos de certos parâmetros 

na sua cinética de secagem e aquecimento, é imprescindível que o transporte de umidade e 

calor, dentro do material, seja muito bem representado por modelos matemáticos. Vários 

fenômenos físicos devem ser considerados no modelo matemático desenvolvido para o estudo 

da secagem, pois os mesmos podem ter um efeito significativo na difusividade de massa e 

calor, consequentemente, na taxa de remoção de umidade e no aquecimento do sólido (Lima, 

1999).  
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Na literatura se observa a preferência dos pesquisadores pelos modelos de difusão 

líquida, aplicados na sua maioria, a produtos com formas bem conhecidas, tais como: esferas, 

cilindros e paralelepípedos (Oliveira, 2006), mas existe, porém, a necessidade de modelos que 

envolvam outras geometrias conhecidas, tais como esferoides prolato e oblato e que 

incorporem, ao modelo, o transporte simultâneo de calor e massa. 

 

O modelo proposto por Fortes e Okos, baseando-se nos conceitos termodinâmicos de 

processos irreversíveis, descreve o transporte de calor e umidade simultâneos no interior do 

sólido, considerando que o transporte de umidade ocorre na forma de líquido e vapor. A 

diferença fundamental entre sua teoria e a teoria de Luikov é que a força motriz para a 

transferência isotérmica, tanto do líquido quanto do vapor, é um gradiente do teor de umidade 

de equilíbrio e não do teor de umidade, devido à hipótese de equilíbrio local. 

 

Oliveira (2006) aplicou o modelo proposto por Fortes e Okos e obteve uma solução 

numérica para o problema de difusão transiente em corpos com forma esferoidal prolato. O 

autor observou que os resultados obtidos foram consistentes e o modelo apresentado pode ser 

usado para resolver problemas de transferência de calor e massa (líquido e vapor) simultâneos 

em produtos agrícolas com alto teor de umidade como, também, com geometria que varia 

desde um disco circular até uma esfera, incluindo o esferoide prolato. 

 

Na literatura ainda são escassos estudos sobre a transferência de calor e/ou massa de 

processos de secagem em produtos biológicos com difusão acoplada de líquido e vapor com 

geometria elipsoidal (esferóides prolatos e oblatos). Pesquisas nesta área são motivadas 

porque vários produtos biológicos têm formas elipsoidais, como: banana, laranja, arroz, 

casulo da seda, trigo e lentilha (Teruel et al., 2001; Cihan et al., 2008; Carmo e Lima, 2008; 

Oliveira et al., 2012). 

 

Apesar da grande importância para a área de secagem de sólidos, o modelo proposto por 

Fortes e Okos foi aplicado a uma esfera e não contempla os surgimentos de trincas no sólido 

nem os efeitos dos termos cruzados na perda de massa e aquecimento do sólido durante o 

processo de secagem.  
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Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho é estudar a transferência de calor e 

massa no interior de sólidos com geometria esferoidal oblata aplicando-se o modelo de Fortes 

e Okos via termodinâmica de processos irreversíveis usando o método numérico dos volumes 

finitos através de um programa computacional que contemple os surgimentos de trincas no 

sólido e os efeitos dos termos cruzados na perda de massa e no aquecimento do sólido durante 

o processo de secagem  

 

 Objetivos específicos:  
 

 Apresentar a modelagem matemática e a solução numérica para o problema de 

difusão transiente, em corpos com forma elipsoidal oblata, baseando-se no modelo proposto 

por Fortes e Okos; 

 

 Desenvolver um programa computacional para simular o processo de difusão em 

corpos esferoidais oblatos; 

 

 Simular a distribuição do teor de umidade e temperatura no interior de sólidos 

esferoidais oblatos e suas respectivas cinéticas de secagem e aquecimentos, utilizando-se dois 

modelos matemáticos baseados na termodinâmica dos processos irreversíveis; 

 

 Aplicar os modelos numéricos desenvolvidos à secagem de lentilha; 

 

 Comparar os resultados numéricos do teor de umidade com os resultados 

experimentais disponíveis na literatura para o grão de lentilha e determinar os coeficientes de 

transferência de calor e massa: difusivo e convectivo, no interior e na superfície do produto, 

respectivamente, para várias condições de secagem; 

 

 Estudar o efeito das considerações adotadas em cada modelo sobre os coeficientes 

de transporte; 

 

 Obter correlações matemáticas para os coeficientes de difusão de calor e massa e de 

transferência de calor convectiva, como função dos parâmetros de secagem e dimensões do 

sólido. 
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CAPÍTULO II 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

2.1 – Conservação de alimentos 

 

A água é um constituinte presente em alta concentração em alimentos frescos, que 

influencia consideravelmente, a palatabilidade, a digestibilidade e a estrutura física do 

alimento. A deterioração que ocorre nos alimentos é influenciada, praticamente, de uma ou 

outra forma pela concentração e mobilidade de água no seu interior (Silva et al., 2005).  

 

A remoção de água de alimentos sólidos é utilizada como forma de reduzir a atividade 

de água (aw) inibindo o crescimento microbiano evitando, assim, sua deterioração. A remoção 

passou a ter grande importância na redução dos custos energéticos, de transporte, embalagem 

e armazenagem desses alimentos (Park et al, 2006). 

 

A maioria dos métodos de preservação de alimentos se baseia na redução da 

mobilidade da água pelo uso de umectante e de congelamento e também pela remoção física 

da água através da secagem, evaporação, concentração ou liofilização (Fellows, 2006). 
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Vários pesquisadores têm aplicado o resfriamento, congelamento, adição de solutos ou 

secagem, entre outros métodos, para manter as propriedades físico-químicas e sensoriais dos 

produtos agrícolas, a fim de aumentar a vida de prateleira dos mesmos. Frutas como caqui, 

pêssegos, goiabas e clones de aceroleiras são exemplos de produtos biológicos que usam o 

armazenamento refrigerado como forma de conservação (Gonçalves et al., 2006; Seibert et 

al., 2007; Steffens et al., 2008; Araújo et al., 2009). 

 

Lopes et al. (2005) usaram o congelamento para estudar a estabilidade da polpa de 

pitanga e observaram que ela se manteve dentro dos padrões de qualidade exigidos pela 

legislação vigente durante 90 dias de armazenamento a -18 ºC, constatando-se a eficiência do 

método. 

 

Alexandre et al. (2004) utilizaram a sacarose na conservação do açaí para reduzir a 

atividade de água da polpa através da aplicação da tecnologia de obstáculos. De acordo com 

Cavalcanti Mata et al. (2005), a concentração de açúcares é importante principalmente pela 

sua capacidade de reduzir a atividade de água e, consequentemente, dificultar a ação 

microbiológica no alimento. 

 

Trabalhos desenvolvidos por vários autores mostram a diversidade de materiais 

biológicos que utilizam a secagem como método para aumentar a vida de prateleira de 

produtos como, por exemplo: lentilha (Tang e Sokhansanj, 1993); a uva (Azzouz et al., 2002); 

cenoura (Hatamipour e Mowla , 2002); banana (Karim e Hawlader, 2005); milho (Neves et al, 

2005; Palacin et al., 2005); pimentões vermelhos (Arora et al., 2006); trigo (Gonelli et 

al., 2007); feijão (Resende et al., 2008) e morango (Doymaz, 2008) entre outros produtos. 

  

Embora vários processos tecnológicos de conservação de alimentos possam ser 

aplicados a fim de aumentar o tempo de vida útil dos produtos agrícolas, o processo de 

secagem apresenta várias vantagens, dentre as quais se destacam: a facilidade na conservação 

do produto; estabilidade dos componentes aromáticos em temperatura ambiente por longos 

períodos de tempo; a proteção contra degradação enzimática e oxidativa; a redução do seu 

peso; economia de energia por não necessitar de refrigeração e a disponibilidade do produto 

durante qualquer época do ano (Park et al., 2001). 
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2.2 - O processo de secagem  

 

A secagem é uma operação unitária de retirada de água de um produto por evaporação 

ou sublimação, mediante aplicação de calor sob condições controladas a qual tem, como 

finalidade, conservar alimentos através da diminuição da atividade de água no interior do 

mesmo (Kajiyama e Park, 2008). 

 

Durante o processo de secagem os sólidos sofrem variações nas suas características 

químicas, físicas e biológicas que, dependendo da intensidade do efeito, podem ocasionar sua 

perda ou inutilizá-los para certas funções (Azzouz et al., 2002; Almeida et al., 2009). Assim, o 

critério de conservação da qualidade do produto, que depende do uso final que será feito, é 

que dita o tipo de processo de secagem e armazenamento (Park et al., 2006). 

 

A secagem de grãos para o armazenamento tem, por finalidade, colocá-los em níveis 

recomendáveis de umidade para minimizar a deterioração e a redução da qualidade durante o 

processo de estocagem (Simione et al., 2008). Segundo Park et al. (2007), se os grãos forem 

armazenados acima de 13% (b.u.), sua respiração aumentará exponencialmente, o que causará 

sua deterioração. 

 

Os grãos e as sementes expostos em um ambiente absorvem ou perdem água, até 

entrarem em equilíbrio com o ambiente, pois se trata de materiais biológicos higroscópicos 

(Camacho et al., 2004; Park et al., 2007). A capacidade desses materiais quanto a entrarem em 

equilíbrio depende da temperatura e da umidade relativa do ar e das características do 

produto. 

 

Devido a esses materiais biológicos serem higroscópicos, ocorre entre eles e o ar 

ambiente, fluxos de vapor de água. O sentido e a intensidade destes fluxos irão depender do 

gradiente imposto pela diferença dos valores da pressão de vapor na superfície do sólido (Pvp) 

e a pressão de vapor no ar (Pvar). Assim, dependendo das condições do produto e do ar, pode-

se ter a ocorrência de três situações: 

 

a) Se Pvp > Pvar, tem-se a secagem do produto; 
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b) Se Pvp < Pvar, tem-se o umedecimento do produto; 

c) Se Pvp = Pvar, tem-se o equilíbrio higroscópico, nesta situação não há fluxo de 

massa. 

 

De acordo com Camacho et al. (2004), esses produtos e a atmosfera que os rodeiam 

são sistemas que se encontram em permanente troca de água com sentido preferencial 

definido pela diferença de potencial hídrico existente entre ambos.  

 

O equilíbrio dos materiais higroscópicos é alcançado quando os produtos entram em 

contato com o ar realizando trocas até que sua pressão de vapor e a temperatura do produto e 

do ar de secagem tenham valores semelhantes, atingindo, respectivamente, níveis de 

equilíbrio energético, hídrico e térmico (Saravia et al., 2007). 

 

2. 2. 1 - Períodos de taxa de secagem e aquecimento do sólido 

 

O processo de secagem pode ser dividido em três etapas, como é verificado na Figura 

2.1 (Arnosti Junior et al., 1999). As respectivas curvas são: a) curva da redução do teor de 

umidade do material; b) curva da taxa de secagem e c) curva da variação de temperatura do 

sólido ao longo do período de secagem. Pode-se observar, também, que cada etapa é dividida 

em três períodos, I, II e III. 

 

O primeiro período, também conhecido como período de taxa crescente, representa o 

início da secagem do produto cujo teor de umidade inicial é dado por Mo (I-a); nele, a taxa de 

secagem é crescente, devido à umidade relativa do ar na camada limite ser menor que 100%, 

ocorrendo um período conhecido como acomodação (I-b), no qual, a temperatura e a pressão 

de vapor de água do produto se elevam gradualmente até que a transferência de calor seja 

equivalente à transferência de massa (I-c) (Reeds, 1991; Park et al., 2001). 

Já o segundo período (II) chamado período de taxa constante, é caracterizado pela taxa 

constante de secagem (II-b), responsável pela evaporação da água livre e a transferência de 

calor e massa é equivalente, ou seja, a velocidade de secagem é neste período, constante, até 

que ocorra a evaporação da água da superfície do produto (Park et al., 2001). Neste segundo 

período, o período II-c, a temperatura permanece constante até o sólido atingir um teor de 

umidade no qual a temperatura começa a se elevar, tem-se o chamado ponto de teor de 
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umidade crítica, que indica o fim do período de taxa de secagem constante (II) e o início do 

período de taxa decrescente (III). 

 

Figura 2.1 - Cinética de aquecimento do sólido durante a secagem. 

Fonte: Arnosti Junior et al. (1999) 

Quando o sólido atinge o período de taxa decrescente (III), sua temperatura começa a 

aumentar até atingir a temperatura do ar de secagem; nesta fase o fator limitante é a redução 

da migração de umidade do interior para a superfície do produto; a temperatura do produto 

aumenta até atingir a temperatura do ar de secagem e quando a umidade de equilíbrio do 

produto é atingida, o processo é encerrado. 
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Segundo Park et al. (2001), na secagem de produtos agrícolas, o terceiro período é 

quase sempre o único observado. Togrul e Pehlivan (2003), observaram, estudando a cinética 

de secagem do damasco, que a remoção de água durante a secagem ocorre unicamente no período de 

taxa decrescente.  

 

De acordo com Karim e Hawlader (2005) a quantidade necessária de energia térmica 

para secar determinado produto depende de muitos fatores, tais como: teor de umidade inicial, 

umidade final desejada, temperatura, umidade relativa do ar de secagem e taxa de fluxo de ar. 

 

2.2.2 – Teor de umidade  

 

Na secagem de produtos biológicos a determinação do teor de umidade é um 

procedimento fundamental, visto que valores de umidade devem ser considerados seguros 

para o armazenamento adequado do produto para que a qualidade dos grãos se mantenha 

durante a estocagem (Valentini et al., 1998).  

 

Para Neves (2007) o teor de umidade ideal para o armazenamento de grãos e sementes 

é 13% nas condições brasileiras, o que inviabiliza, sobretudo, o desenvolvimento de fungos e 

bactérias. 

No processo de secagem os produtos biológicos apresentam ou atingem os seguintes 

teores de umidade: teor de umidade inicial, teor de umidade crítico e teor de umidade de 

equilíbrio. 

 

O teor de umidade inicial (Mo) corresponde ao valor de umidade do produto no início 

do processo de secagem; enquanto a umidade crítica (Mc) ocorre quando a taxa de secagem 

muda de constante para decrescente e a umidade de equilíbrio (Me) ocorre quando a 

quantidade de umidade perdida pelo produto é igual à quantidade de umidade recebida. 

 

O teor de umidade de um produto é obtido das seguintes formas: 

 

a) Teor de umidade em base úmida (b.u) 
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donde:  

 

M’ é o teor de umidade em base úmida (b.u); 

ma é a massa de água contida no produto; 

mt é a massa total do produto, dada por mt = ma+ms, sendo ms a massa seca. 

 

b) Teor de umidade em base seca (b.s) 

 

 

donde: 

 

M é o teor de umidade (b.s); 

ms é a massa do produto seco. 

 

 De acordo com Fellows (2006), a umidade em base seca é mais utilizada nos cálculos 

de processamento, enquanto a base úmida é frequentemente relacionada em tabelas de 

composição de alimentos.  

 

A água pode estar presente nos produtos sob duas formas: como água livre e água 

ligada (Park et al., 2007). 

 

 Água livre: é a água que, simplesmente, está presente nos espaços 

intergranulares e entre os poros do material; funciona como solvente, permitindo o 

crescimento dos microrganismos e reações químicas, e é retirada com relativa facilidade. 

 

 Água ligada: é a água da constituição, que faz parte da estrutura do material, 

ligada a proteínas, açúcares e adsorvida na superfície de partículas coloidais necessitando de 

níveis elevados de temperatura para sua remoção, e dependendo da natureza da amostra, 

requer temperaturas diferentes para sua remoção que, frequentemente, não é total e em alguns 

casos não é eliminada nem a temperaturas que carbonizam parcialmente a amostra. 
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Segundo Ribeiro e Seravalli (2007), a água ligada é subdividida em: 

 

Água constitucional: representa uma pequena fração da água presente em alimentos 

com alto teor de umidade, sendo a água mais fortemente ligada aos constituintes mais aquosos 

do alimento, através das ligações iônicas. 

 

Água vicinal: representa a próxima camada de água adjacente à água constitucional e 

ocupa os sítios mais próximos da maioria dos grupos hidrofílicos presentes nos constituintes. 

 

Água de multicamadas: representa a água ligada em menor intensidade que a água 

vicinal, sendo a água ligada de modo mais fracamente aos constituintes não aquosos do 

alimento, mas que ainda possuem uma intensidade de ligação com os outros que não lhe 

permite comportar-se como água pura. 

 

2.2.3 – Atividade de água  

 

A disponibilidade da água em materiais higroscópicos é mais indicada pela atividade 

de água (aw), pois nem todos os métodos indicam a disponibilidade da água para o 

desenvolvimento dos microrganismos já que nem toda a água do grão pode ser utilizada 

(Afonso Júnior et al., 2003).  

 

A atividade de água designa o quanto de água está disponível no alimento para o 

crescimento de microrganismo, reações químicas e enzimáticas, ou seja, é um indicador útil 

quanto à estabilidade de um produto e sua segurança microbiológica (Maltini et al., 2003; 

Ribeiro e Seravalli, 2007). 

 

A atividade de água é definida pela razão entre a pressão parcial de vapor da água 

contida na solução ou no alimento (P) e a pressão parcial de vapor da água pura (Po), a dada 

temperatura (Franco e Landgraf, 2008), como verificado na equação (2.3). 

To

w
P

P
a 










                                                                                          
(2.3) 
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 Segundo Fellows (2006), o teor de umidade do alimento sob temperatura constante 

muda até entrar em equilíbrio com o vapor de água do ar circundante, com o alimento 

equilibrando a perda e o ganho de água; desta forma, o teor de umidade alcança o teor de 

umidade de equilíbrio e a umidade relativa do ar alcança a umidade relativa de equilíbrio (H), 

dada por: 

 

100
Hwa

                                                                                       
(2.4) 

 

onde:  

 

H é a umidade relativa do ar no equilíbrio. 

 

De acordo com Damodaran et al. (2010), a igualdade da Equação (2.4) só existe se o 

equilíbrio entre o produto e sua vizinhança for alcançado.  

 

A atividade de água pode ser estudada através das isotermas de sorção representadas 

por uma curva que descreve a relação de equilíbrio entre a quantidade de água sorvida por 

componentes do material biológico e a umidade relativa, na qual se encontra o produto (Park 

et al., 2001). 

 

 Observa-se, na Figura 2.2, a isoterma de adsorção dividida em três regiões. A água 

presente na região I é a mais fortemente adsorvida e imóvel que existe no alimento, 

denominada água da monocamada; a água contida na região II da isoterma é denominada 

água da multicamada, a qual representa 5% da água contida em um alimento com alto teor de 

umidade (Ribeiro e Seravalli, 2007). Na região III, se encontra a água ligada mais fracamente 

e com maior mobilidade, a água livre, a qual está disponível como solvente e suficientemente 

abundante para permitir o desenvolvimento de microrganismo, reações químicas e 

enzimáticas (Ribeiro e Seravalli, 2007).  
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Figura 2.2 – Representação de uma isoterma de adsorção 

Fonte: Ribeiro e Seravalli (2007) 

 

A isoterma de sorção de água representa a relação de equilíbrio entre o teor de 

umidade da amostra e a atividade de água em temperatura e pressão constantes. O 

conhecimento da isoterma de sorção de materiais biológicos é muito importante para a 

previsão da qualidade e da otimização da secagem, armazenamento e outros processos como, 

também, são úteis para modelar as alterações no teor de água e calcular parâmetros 

termodinâmicos (Park et al., 2001; Azuara-Nieto e Beristain-Guevara, 2007; Domínguez et 

al., 2007; Moreira et al., 2008).  

As isotermas de sorção vêm sendo estudadas por vários pesquisadores para diversos 

produtos como, por exemplo, lentilha (Menkov, 2000), grãos de quinoa (Toloba et al., 2004); 

soro do leite (Azuara-Nieto e Beristain-Guevara, 2007); Noz de macadâmia (Domínguez et al, 

2007); milho (Samapundo et al., 2007); semente de pinhão (Thys et al., 2010); casca e folha 

da laranja (Bejar  et al., 2012); polpa de abacaxi em pó (Viganó  et al., 2012) e arroz (Bingol 

et al., 2012). 
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Dentre os vários modelos estudados na literatura para prever o comportamento das 

isotermas tem-se: os modelos de GAB (Gugghenheim, Anderson e de Boer), BET (Brunauer, 

Emmett e Teller), Halsey, Henderson, Peleg e Henderson modificado, entre outros. Esses 

modelos são úteis no conhecimento das características do produto (Park et al., 2007). 

 

2.2.4 – Propriedades térmicas 

 

O conhecimento das propriedades térmicas dos produtos biológicos é bastante 

significativo para predizer e/ou simular o comportamento de grãos e a quantidade de energia 

requerida quando submetidos a diferentes condições de secagem, aquecimento ou 

resfriamento (Ribeiro et al., 2007).  

 

A condutividade térmica, a difusividade térmica e o calor específico são as três 

principais propriedades dos materiais referentes à transferência de calor. Esses parâmetros são 

essenciais para o estudo dos processos de aquecimento, secagem e resfriamento (Yang et al., 

2002; Tres et al., 2011). 

 

2.2.4.1 - Calor específico 

 

O calor específico (cp) é definido como a energia necessária para aumentar a 

temperatura em um grau de uma unidade de massa de uma substância mantendo a pressão 

constante (Çengel, 2007). 

 

Diversos pesquisadores verificaram que existe uma relação entre os valores do calor 

específico de vários materiais biológicos e o teor de água na qual o aumento do teor de água 

provoca elevação dos valores de calor específico de diversos produtos estudados como, por 

exemplo, a semente de lentilha (Tang et al., 1991), a semente de cominho (Singh e Goswami, 

2000), o milho (Andrade et al., 2004), o trigo (Ribeiro et al., 2007) e o amendoim (Bitra et al., 

2010). 

 

Segundo Ribeiro et al. (2007), o calor específico do trigo variou linearmente em 

função do teor de água; já Singh  e Goswami (2000) observaram que o calor específico do 
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cominho aumentou com o aumento da temperatura (-70 ° C a 50 ° C) e com o teor de umidade 

(1,8% a 20,5% b.s.), sendo representado por polinômios de segunda ordem, em função da 

variação da temperatura e do teor de umidade. 

 

 Tang et al. (1991) determinaram, estudando o calor específico da semente de lentilha, 

uma relação para o cálculo do calor específico variando a temperatura do ar de secagem (10 
oC ≤ T ≤ 80 oC ) e o teor de umidade do produto (0,02 ≤ M ≤ 0,35). Esta relação é dada por: 

 

c = 0,5773 + 0,00709 T + (6,22 – 9,14 M) M                              (2.5) 

 

onde:  

 

T é a temperatura dada em oC. 

M é dado em base seca decimal. 

 

2.2.4.2 – Condutividade térmica  

 

De acordo com Incropera e DeWitt (2008) a condutividade térmica define a 

quantidade de calor que é transmitida por unidade de tempo entre duas superfícies, através de 

uma unidade de área devido a um gradiente de temperatura.  

 

Os valores da condutividade térmica podem variar de acordo com a composição 

química, estrutura física, estado, densidade, temperatura e teor de umidade do material (Park 

et al., 1997). 

 

Alguns pesquisadores estudaram a condutividade térmica de diversos produtos 

biológicos e observaram que este parâmetro aumenta com o teor de umidade, tais como, grãos 

de arroz (Muramatsu et al., 2007), trigo (Ribeiro et al., 2007) e café (Burmester e Eggers, 

2010). 

 

Alagusundaram et al. (1991) constataram que a condutividade térmica da lentilha 

cresce com o aumento do teor de umidade (9 até 23%) e com o aumento da temperatura (-28 a 
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29 oC) e desenvolveram um modelo empírico que relaciona a condutividade térmica da 

lentilha com a temperatura (T) e o teor de umidade (M) dado por: 

k = B1 + B2 T + B3 M                                                                             (2.6) 

 

onde:  T é dado em oC e M é dado em base seca (decimal) 

 

2.2.4.3 - Difusividade térmica 

 

A difusividade térmica é uma propriedade que permite predizer a velocidade da 

penetração de calor no interior do alimento além de controlar a velocidade de propagação da 

frente de aquecimento para alimentos condutivos, sendo assim de fundamental importância 

para o projeto de equipamentos e para o cálculo do processamento térmico (Carbonera et al., 

2003). Esta propriedade física é dada por:. 

pρc
kα                                                                                                      (2.7) 

onde: 

 

k é a condutividade térmica; 

  é a massa específica; 

  é a difusividade térmica; 

Cp é o calor específico. 

 

A difusividade térmica de um material é influenciada pelo teor de umidade, pela 

temperatura, pela composição química e por sua porosidade. Além disto, a difusividade 

térmica dos produtos biológicos ainda tende a variar em locais diferentes dentro do próprio 

produto, visto que é composta por produtos heterogêneos (Tres et al., 2011).  

 

Ribeiro et al. (2007) e Andrade et al. (2004) avaliaram a difusividade térmica do grão 

de trigo e milho, respectivamene, e observaram que a difusividade térmica desses produtos 

aumenta com a diminuição do teor de umidade dos produtos.  
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2.3 - Modelagem matemática da secagem 

 

A modelagem do processo de secagem pode ser abordada de duas formas: baseando-se 

nos parâmetros externos ao sólido como a umidade relativa, temperatura e velocidade do ar, 

correlacionando-as com a velocidade de secagem do sólido; enquanto a outra tem como 

característica, as condições internas e os mecanismos de transporte de umidade internamente 

ao sólido (Lima e Nebra, 2000). 

 

A complexidade da secagem conduz os pesquisadores a propor várias teorias e 

múltiplas fórmulas empíricas para predizer a taxa de secagem, tais como: Teoria da difusão 

líquida, Teoria capilar, Teoria da condensação e evaporação, Teoria de Luikov, Teoria de 

Krischer, Teoria de Berger e Pei, Teoria de Philip e De Vries, Teoria de Fortes e Okos (Fortes 

e Okos, 1981). 

 

Alguns modelos baseados nessas teorias têm sido propostos para descrever a taxa de 

redução de umidade durante a secagem dos sólidos podendo ser agrupados em três grandes 

grupos: modelos baseados numa análise concentrada (modelos empíricos e semiempíricos); 

modelos baseados numa análise distribuída (modelos difusivos) e modelos baseados na 

termodinâmica dos processos irreversíveis (Lima et al., 2003). 

 

2.3.1 - Modelos fundamentados na análise concentrada 

 

Os modelos concentrados admitem que, dentro do sólido, as grandezas em estudo 

(temperatura e/ou massa) são espacialmente uniformes em qualquer tempo durante o processo 

transiente. A análise concentrada é considerada mais simples do que a análise distribuída, pois 

este último envolve a resolução das equações de difusão de calor e/ou massa (Almeida et al., 

2003). 

 

Alguns trabalhos vêm utilizando os modelos matemáticos para estudar o fenômeno de 

secagem por análise concentrada (camada fina), dentre eles se destacam:  
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Lima e Nebra (2000) apresentam modelos matemáticos baseados numa análise 

concentrada para descrever a transferência simultânea de calor e massa em corpos com 

geometria arbitrária considerando a existência de geração interna de massa e energia, 

convecção térmica e de massa, evaporação e aquecimento do vapor produzido na superfície 

do produto. 

 

Lima et al. (2003) incorporam os fenômenos simultâneos de transporte de calor e 

massa com o objetivo de desenvolver modelos matemáticos para a descrição das trocas de 

energia e massa, durante o processo, em corpos com geometria arbitrária, baseados numa 

análise concentrada.  

 

2.3.2 - Modelos difusivos 

 

Nos modelos difusivos o transporte de massa é definido pela Lei de Fick, através do 

gradiente de umidade no interior do sólido, que se relaciona com a taxa de secagem por: 

 

MM).(D
t

M 



                                                                                     (2.8) 

onde:  
M é o teor de umidade em base seca; 

D é o coeficiente de difusão de massa; 

M  representa o termo de geração de massa. 

 O transporte de calor é definido pela lei de Fourier, dado por: 
 

  qTk)Tc(
t p 



                                                                                (2.9) 

onde: 
T é a temperatura; 

 k representa a condutividade térmica;  

  é a densidade; 

pc  é o calor específico do sólido; 

q é a geração interna de energia. 
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Se as propriedades ρ e cp são constantes e sem geração de energia, a Equação (2.9) 

pode ser escrita por: 

)T.(
t

T





                                                                                               (2.10) 

sendo   determinado pela equação (2.7). 

 

Nota-se que esta equação é semelhante à equação para difusão de massa e, portanto 

pode ser resolvida numérica e analiticamente, de forma similar. 

 

O modelo de difusão líquida é um exemplo de modelo baseado na difusão de massa e 

calor. Vários trabalhos têm sido reportados na literatura para descrever o transporte difusivo 

de calor e/ou massa utilizando os modelos de secagem baseados na teoria da difusão líquida, 

tais como: Lima et al. (2004), Carmo e Lima (2008) e Cihan et al. (2008). 

 

Lima et al. (2004) estudaram a transferência de calor e massa no interior de sólidos 

esferoidais usando o modelo de difusão sem encolhimento e observaram que os resultados 

obtidos foram consistentes e o modelo apresentado pode ser utilizado para resolver problemas 

de difusão, tais como a secagem, umidificação, aquecimento e resfriamento.  

Carmo e Lima (2008) consideraram a teoria de difusão líquida no estudo da simulação 

numérica da transferência de massa no interior de sólidos esferoidais oblatos, via método dos 

volumes finitos no modelo matemático, e concluíram que o modelo foi consistente e que pode 

ser utilizado também para resolver casos como aqueles que incluem discos e esferas com 

propriedades variáveis ou constantes. 

 

Já Cihan et al. (2008) estudaram o comportamento da secagem intermitente de arroz 

com casca através do modelo de difusão líquida com base em uma geometria esferoidal 

prolato e outra cilídrica e observaram que os resultados do modelo baseado  na difusão líquida 

com a geometria esferoidal prolato foram mais precisos em comparação com outras 

geometrias.  
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2.3.3 - Modelos fundamentados na termodinâmica dos processos irreversíveis 

 

Os modelos de Luikov e Fortes e Okos (1981) são exemplos de modelos 

fundamentados na termodinâmica dos processos irreversíveis.   

 

A teoria de Luikov se baseia nos princípios da Termodinâmica de não-equilíbrio e leva 

em consideração os mecanismos de difusão, efusão e convecção de água no interior do meio 

poroso. Portanto, as equações que definem o modelo de Luikov levam em consideração que o 

transporte molecular de vapor d’água, ar e líquido acontecem ao mesmo tempo (Luikov, 

1975). 

 

Os autores Fortes (1978) e Fortes e Okos (1980) propõem, com base nos conceitos 

Termodinâmicos dos Processos Irreversíveis, que a força motriz para transferência isotérmica, 

tanto do líquido quanto do vapor, é o gradiente do teor de umidade de equilíbrio, devido à 

hipótese de equilíbrio local que, por sua vez, é uma função da temperatura, da umidade 

relativa e do teor de umidade de equilíbrio.  

 

Fortes e Okos (1981) analisaram os fenômenos de transporte em sistemas de secagem 

de grãos utilizando os conceitos da termodinâmica de processos irreversíveis estabelecendo 

que o gradiente do teor de umidade é a força motriz tanto para o movimento do líquido quanto 

de vapor. 

 

Oliveira e Lima (2009) utilizaram o modelo proposto por Fortes e Okos (1981) para 

estudar a transferência de calor e massa na simulação da secagem de trigo e concluíram que 

os resultados referentes aos resultados numéricos do teor de umidade médio apresentaram boa 

concordância com os valores experimentais. 

 

Oliveira et al. (2011) observaram, aplicando o modelo desenvolvido por Fortes e Okos 

(1981) para estudar o fenômeno do encolhimento do grão de trigo durante a secagem, que o 

modelo utilizado foi preciso e eficaz podendo ser usado para simular muitos problemas 

práticos de difusão, tais como aquecimento, resfriamento, umidicação e secagem em sólidos 

esferoidais prolato,  incluindo sólidos esféricos.  
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Oliveira et al. (2012) constataram, estudando a transferência simultânea  de calor e 

massa do grão de trigo utilizando um modelo matemático baseado na termodinâmica dos 

processos irreversíveis considerando o trigo com uma geometria prolata e condições de 

contorno de equilíbrio na superfície do sólido, que o modelo  utilizado tem grande potencial e 

é preciso e eficiente para simular muitos problemas práticos de difusão. 

 

2.4– Lentilha  

 

A lentilha é uma importante leguminosa produzida por diversos países como fonte de 

alimentação humana. Os cinco maiores produtores de lentilha do mundo são Canadá 

(1.531.900 t), Índia (943.800 t), Turquia (405.952 t), Austrália (379.659 t) e Estados Unidos 

(214.640 t) (FAO, 2011). O Canadá é o maior exportador de lentilha com 1.183.308 toneladas 

enquanto a Turquia é a maior importadora, com 210.289 toneladas (FAO, 2010). 

 

Na América do Sul, os três maiores produtores de lentilha são o Peru (3.812 t), 

Argentina (2.600 t) e Equador (2.100 t), enquanto os valores da produção de lentilha do Brasil 

não constam nos dados da FAO (2010) provavelmente, a sua produção ser pequena pela falta 

de hábito dos brasileiros. O Brasil importa a lentilha para suprir suas necessidades domésticas 

(Manara et al., 1992). 

 

A lentilha (Lens culinaris L.) é uma das leguminosas graníferas mais antigas 

cultivadas pelo homem, sendo também uma das mais cultivadas em todo o mundo, em virtude 

da sua qualidade nutricional, e por serem fontes ricas em carboidratos complexos, proteínas, 

fibras, vitaminas, minerais, antioxidante e alto valor energético, além de possuir boa 

digestibilidade e sabor (Vieira, 2003; Amim et al., 2004; Freitas e Nascimento, 2006; Wang et 

al., 2009; Zia-ul-haq et al., 2011).  

Os valores de proteínas das sementes de lentilhas podem variar de 24 a 30% (Lee et 

al., 2007). Joshi et al. (2010) observaram diferentes percentuais de proteínas para as 

variedades Boomer ( 26,73%), French-Green (28,34%) e Nugget (26,34%). A proteína da 

lentilha é altamente digerível e seu aquecimento não causa perdas de qualidade (Vega et al., 

2012). 
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As sementes de lentilhas também são importantes fontes de ferro e de outros minerais 

essenciais na alimentação; por exemplo, uma porção de 100 g de lentilhas secas suprem a 

ingestão diária de Fe e Zn recomendada (Vega et al., 2012). 

 

Devido a essas propriedades apresentadas pelas sementes de lentilha, diversos 

pesquisadores a estudam como fonte de alimentação humana, seja na forma de grãos (sopas, 

ensopados, saladas etc.) ou processadas, como purês e farinhas incorporadas a cereais para 

fazer pão, bolos e alimentos para crianças (Sotomayor et al., 1999; Smith & Jimmerson, 2005; 

Aguilera et al., 2009).  

 

Além da semente de lentilha ser consumida na alimentação humana seus resíduos 

também vêm sendo estudados na alimentação animal, como, por exemplo, a palha da lentilha, 

cujo valor nutritivo é superior ao da palha de ervilha e da palha do trigo (Haddad e Husein, 

2001).  

 

2.4.1 – Aspectos científico  

 

A lentilha (Figura 2.3) pertence à ordem Rosales, família Leguminosae, subfamília 

Papilionoidae, gênero Lens. Seu nome botânico é Lens culinaris Medik, embora seja também 

conhecida como Lens esculeta Moench. Além da espécie Culinaris que inclui a lentilha 

comestível, existem mais quatro espécies selvagens que não apresentam valor comercial 

(Carmo, 2004).  

 

Figura 2.3 – Tipos de lentilhas  

Fonte: www.portalsaofrancisco.com.br 
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As sementes de lentilha apresentam forma típica de lente biconvexa (Figura 2.4), com 

diâmetro variando entre 2 e 9 mm. O tegumento externo pode ser verde, rosa, preto, marrom 

ou cinza. O hilo é fino e elíptico. Os cotilédones podem ser verde, amarelo ou laranja; no 

entanto, todos se tornam amarelados depois de certo período de estocagem (Tang e 

Sokhansanj, 1994).  

 

 

 
Figura 2.4– Diagrama esquemático da estrutura da lentilha. 

Fonte: Tang e Sokhansanj (1993) 

 

Os cotilédones, que representam aproximadamente 94% do peso total da semente, são 

revestidos por uma fina película exceto na região ocupada pelo pequeno hilo, que é uma 

pequena abertura com 1,5 mm de comprimento por 8 m de abertura. 

 

De acordo com Gahoonia et al. (2006) a semente de lentilha é cultivada, muitas vezes, 

em solos pobres em nutrientes, com pouca ou sem aplicação de fertilizantes, porém ainda 

consegue manter sua produção. 

2.4.2 – Secagem da lentilha 

 

Com a produção da lentilha sendo mecanizada é aconselhável que o teor de umidade 

seja maior que 14% para evitar perdas durante a colheita; assim, quase sempre é oportuna 

uma secagem artificial do produto antes do armazenamento (entre 18 a 20%) (Oplinger et al., 

1990; Carmo, 2004). Idealmente, esta secagem deve ser feita de tal forma que o grão fique 

invulnerável ao ataque de insetos e microrganismos e ainda seja preservado de danos 

mecânicos (Carmo, 2004). 

 

O teor de umidade recomendado para armazenar as sementes de lentilhas secas deve 

ser na faixa de 13 a 14%, acima deste valor as sementes podem sofrer alterações provocadas 

hilo 

tegumento 

cotilédone 
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por microrganismos e, consequentemente, causará perda de sua qualidade (Oplinger et al., 

1990; Ghosh et al., 2007). 

 

Alguns trabalhos foram desenvolvidos para estudar as alterações que afetam a 

qualidade da semente de lentilha quanto à germinação e vigor, aos danos mecânicos e as 

características físico-química e sensorial da lentilha durante o ganho/perdas de umidade (Tang 

& Sokhansanj, 1993; Çarman, 1996; Isik, 2007; Zhang et al., 2008; Bagherpour et al., 2010; 

Isik et al, 2011 ).  

 

Tang & Sokhansanj (1993a) avaliaram o efeito da temperatura do ar de secagem (40 a 

80 ºC), o teor de umidade inicial (16 a 20%) e a umidade relativa (5 a 70%) sob a germinação 

das sementes de lentilha e observaram que as mesmas sofreram perdas significativas de 

germinação quando secas a temperaturas entre 66 e 80 °C. Os autores concluíram que as 

perdas de germinação da semente de lentilha ocorrem devido aos danos mecânicos no germe 

da semente em virtude das tensões excessivas e da desnaturação das proteínas do germe em 

razão das altas temperaturas.  

 

Bagherpour et al. (2010) observaram, estudando a dependência das propriedades 

físico-mecânica da lentilha com diferentes teores de umidade, que o diâmetro médio, a 

espessura e o ângulo de repouso da semente de lentilha aumentam com o aumento do teor de 

umidade do produto (8 a 20% b.u), enquanto a densidade e a força de ruptura diminuíram com 

o aumento do teor de umidade. De acordo com Szot et al. (2003), as propriedades físicas da 

lentilha são fortemente influenciadas pelo teor de umidade. 

 

Isik (2007) verificou que o aumento do teor de umidade do grão de lentilha verde 

alterou significativamente alguns parâmetros físicos, durante sua reidratação. E que o 

aumento do teor de água de 11,36 para 25,08 %, aumentou a esfericidade, área projetada, 

porosidade, velocidade terminal e o coeficiente de fricção. Çarman (1996) também constatou 

que a densidade da lentilha diminui enquanto a porosidade, a área projetada e a velocidade 

terminal do grão aumentavam com sua reidratação. 
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2.5 - Coordenadas Generalizadas 

 

As equações de difusão de calor e massa em sistemas de coordenadas cartesianas são 

muito utilizadas em problemas cujas geometrias dos sólidos se aproximem de uma placa plana 

ou uma forma para a qual as coordenadas do contorno do corpo possam ser dadas por 

expressões analíticas (Silva et al, 2010). Para geometrias mais complexas (geometria 

cilíndricas, esférica, elipsoidal prolata e oblata), vários autores também vêm aplicando a 

técnica de mudança de variável, sendo a mais usada a técnica de coordenadas generalizadas, 

para solucionar este problema. 

 

Wu et al. (2004) concluíram que o modelo matemático desenvolvido para descrever a 

transferência de calor e a massa do grão de arroz, usando as coordenadas generalizadas via 

método de volume finito, descreveu bem esses dois fenômenos ao comparar os valores do teor 

de umidade e calor com os valores da literatura. 

 

Carmo e Lima (2008) utilizaram o sistema de coordenadas generalizadas para a 

geometria oblata através do método dos volumes finitos, com malha 20x20, no intuito de 

resolver a equação de transferência de massa. Os autores concluíram que os resultados do teor 

de umidade médio do grão de lentilha foram consistentes com os resultados da literatura.  

 

Silva et al. (2010) obtiveram, usando coordenadas generalizadas e o método dos 

volumes finitos, uma solução numérica para a equação de difusão do sólido com geometria 

arbitrária e observaram que os resultados obtidos pela solução proposta condizem com as 

soluções analíticas e com os dados experimentais. 

 

Oliveira et al. (2012) constataram, estudando numericamente a transferência de calor e 

massa, em sólido eferoiadal oblato, através do método dos volumes finitos, com malha 20x20 

e intervalo de 1,0s, que os dados numéricos se ajustaram bem aos dados experimentais.  

 

Na Figura 2.5 pode-se perceber a relação entre as coordenadas do ponto P nos sistemas 

de eixos coordenados cartesianos (x,y,z) e o sistema de eixos com coordenadas generalizadas 
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(ξ,η,γ). Um sistema de coordenadas generalizadas possui eixos que podem ser curvilíneos e 

não-ortogonais entre si, e também saõ referidos como sistema transformado (Silva, 2007).  

 

Figura 2.5 Sistemas de coordenadas cartesianas e de coordenadas generalizadas. 

Fonte: Silva (2007)  

2.5.1 – Métricas de uma transformação 

 

 As componentes do sistema de coordenadas generalizadas (ξ, η, γ) podem ser 

relacionadas em funções do sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z), do seguinte modo 

(Anderson, 1995; Maliska, 2004; Silva et al., 2010): 

ξ = ξ (x,y,z)                          (2.9) 

 

η = η (x,y,z) 

                                   

(2.10) 

 

γ = γ (x,y,z) 

                                   

(2.11) 

 

 Desta forma, tem-se que as diferenciais totais destas funções podem ser dadas, na 

forma matricial, como segue: 

 




















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

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








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





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









































dz

dy

dx

zyx

zyx

zyx

d

d

d

           

 

                                   

(2.12)
 

 Na forma compacta tem-se:  
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[DT] = [A][DF]                                                                                                          (2.13) 

 

onde: 

 

[DT] é um vetor no sistema de coordenadas generalizadas (ξ,η,ζ), frequentemente chamado 

domínio transformado; 

[DF] é o seu correspondente no sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z) , também 

denominado domínio físico. 

[A] é uma matriz dada por: 
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
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



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













zyx

zyx

zyx

]A[                                                                                             (2.14) 

 Já as coordenadas do ponto P no domínio físico podem ser obtidas invertendo-se o 

procedimento realizado anteriormente, da seguinte forma: 

 

x = x (ξ, η, γ)                         (2.15) 

y =y (ξ, η, γ)                              (2.16) 

z = z (ξ, η, γ)                              (2.17) 

 

 Usando o mesmo procedimento aplicado anteriormente, tem-se: 
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














d

d

d

zzz

yyy

xxx

dz
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(2.18)
 

Na forma compacta: 

 

[DF] = [B][DT]                                                                                              (2.19) 
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onde: 




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
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 = [B]                                                                                      (2.20)  

 

 Utilizando as equações (2.14) e (2.20), encontram-se: 
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 J= [B]= [A] 1-      (2.21) 

 

Sendo o parâmetro J denominado jacobiano, denotado por:  

 

 A
B

1
 =J                                                                                                      (2.22)  

 

Usando a matriz [B] dada pela Equação (2.21) tem-se que o jacobiano pode ser 

determinado por: 
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  (2.23) 

 

 No caso bi-dimensional o inverso do jacobiano determinado por Blazek (2001) é dado 

pela seguinte expressão: 

 












 yxyx

J =-1                                                                                     (2.23a) 
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Levando em consideração as matrizes [A] e [B]-1 dadas, pode-se identificar as 

seguintes relações denominadas métricas da transformação do sistema (x, y,z) para o sistema 

(ξ,η,ζ). 
















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
 zyzy

 J =
x

                                                                                (2.24) 
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                                                                              (2.25) 
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                                                                                (2.26) 
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                                                                                 (2.32) 

 

 Para a determinação das métricas para a transformação inversa, comparam-se as 

matrizes [A]-1 e [B] podem ser combinadas de forma a se obter as seguintes métricas: 

 
J

yyzy
 =

x 























                                                                                (2.33) 

J

yzzyx 
























                                                                               (2.34) 
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2.5.2 – Vetores de base 

 

No sistema de coordenadas cartesianas suas componentes são descritas em termos dos 

vetores unitários i, j e k. Cada vetor possui a mesma magnitude e direção para qualquer ponto 

do espaço representando uma proporcionalidade com o vetor de base (Maliska, 1995). 

 

Ao se utilizar as coordenadas curvilíneas generalizadas, torna-se conveniente 

empregar vetores de base local que sejam alinhados ou normais às linhas coordenadas. 

Existem dois sistemas de vetores de base que podem ser utilizados: covariante e o 

contravariante.  
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2.5.2.1 – Vetores de base covariantes 

 

Por definição, os vetores de base covariantes são tangentes às linhas coordenadas. Na 

Figura 2.6, pode-se observar que o vetor de base covariante e  é tangente ao eixo ξ. 

 

Figura 2.6 – Representação do vetor de base e  

Fonte: Silva (2007). 

 O vetor de base covariante e é dado por: 
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lim

0
e                                                     (2.42) 

  

Como r é dado por:  

kji zyxr                                                                                     (2.43) 

  

Logo o vetor de base covariante, e resulta em: 
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Para os demais vetores de base covariantes e e e , tem-se: 
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generalizando: kji
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 Esses vetores podem ser apresentados na forma matricial, da seguinte forma: 

  



























































































k

j

i

zyx

zyx

zyx

e

e

e

                                                                (2.47) 

  

Segundo Maliska (2004), o fato dos vetores de base covariantes serem tangentes às 

linhas coordenadas generalizadas facilita a análise de resultados de problemas físicos pois 

basta estar de posse das métricas da transformação inversa e determinar o vetor na direção 

tangente desejada. 

  

2.5.2.1.1 – Vetores unitários na base covariantes 

 

 Os vetores unitários na base covariantes são dados por: 
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 Em que iii g
m

e                                                                                       (2.49) 

 

onde: 

 gii é a componente “ii” do tensor métrico. 

 

Os vetores de base covariantes são representados por: 
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Figura 2.7 – Representação dos vetores de base covariantes e e e  

Fonte: Silva (2007)  

 

2.5.2.2 – Vetores de base contravariantes 

 

 De acordo com Maliska (2004) os vetores de base contravariantes são normais às 

superfícies coordenadas (Figura 2.8) e são definidos como: 

 

Figura 2.8 – Representação do vetor de base contravariantes e  

Fonte: Silva (2007). 

 kji
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


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 Na forma matricial, tem-se: 
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 Os vetores unitários i, j e k podem ser expressos nas bases covariantes e 

contravariantes, da seguinte forma: 
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 i

ii

i e
g

1
u                                                                                                      (2.57) 

onde: 

  

 jiii e.eg                                                                                                          (2.58) 

 jiii eeg  .                                                                                                        (2.59) 

 Segundo Maliska (2004) quando um vetor é descrito pelas suas componentes 

covariante ou contravariante, o vetor de base a esta representação, não é nulo. 
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CAPÍTULO 3 

MODELAGEM MATEMÁTICA 
 

 

3.1 - Teoria de Fortes e Okos 
 

3.1.1 – Formulação geral 

 

Fortes (1978), Fortes e Okos, (1980, 1981) e Fortes (1982) sugeriram, com base nos 

conceitos termodinâmicos de processos irreversíveis e utilizando os desenvolvimentos da 

abordagem mecanística, um modelo cujo fenômeno de encolhimento e os efeitos de pressão 

total são desconsiderados, assumindo as seguintes condições: 

 

a) Existência de equilíbrio local entre as fases sólida, líquida e vapor; 

b) Validade da equação de Gibbs para condições de não-equilíbrio; 

c) Validade das leis fenomenológicas lineares; 

d) Validade das relações fundamentais de Onsager; 

e) Sólido contínuo e isotrópico; 

f) A água migra nas fases líquida e vapor; 
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g) A razão de transferência de calor e massa é mais lenta que a razão de mudança de 

fase; 

h) Validade do princípio de Curie, que não permite o acoplamento entre difusão e 

reação química.  

 

A diferença fundamental entre a teoria de Fortes e Okos (1981) e as outras anteriores, 

é que a força motriz para a transferência isotérmica, tanto do líquido quanto do vapor, é um 

gradiente do teor de umidade de equilíbrio e não do teor de umidade sendo isto devido à 

hipótese de equilíbrio local (Fortes e Okos, 1981). A força motriz para a transferência de 

líquido e vapor é o gradiente do potencial químico que por sua vez, é função da temperatura, 

da umidade relativa e do teor de umidade de equilíbrio. 

 

 Neste modelo é postulado que a água em meios capilares porosos pode até mover-se 

no sentido contrário ao gradiente do teor de umidade mas sempre na direção do gradiente do 

teor de umidade de equilíbrio. Assim, o teor de umidade de equilíbrio é apresentado como a 

escolha mais natural para o potencial de transporte de massa que simplesmente o teor de 

umidade.  

 

Em seguida, tem-se todo o equacionamento do modelo matemático apresentado por 

Fortes e Okos (1981), pois o mesmo será usado nesta pesquisa de forma modificada e 

ampliada. 

 

O teorema de Onsager é válido se as relações seguintes existem entre a produção de 

entropia ( ), os fluxos ( iJ ) e as forças termodinâmicas ( iX ): 

 


i

ii
i X.J

dt

dS
σ  (3.1) 

 

 A expressão para a produção de entropia é dada por: 

 


k

kkuu X.JX.Jσ  (3.2) 
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onde: 

 

uJ  é fluxo de energia; 

T
T

1
X

2
u  é força conjugada associada ao fluxo de energia uJ ; 

kJ  é o fluxo de massa dos componentes k em relação ao centro de gravidade; 

















T

μ
TF

T

1
X k

1

k k  é a força conjugada associada a kJ ; 

kF  são as forças externas na componente k; 

Si é a entropia do sistema; 

k
z

j
y

i
x 











  é o gradiente em coordenadas cartesianas; 

T  é a temperatura, K. 

k  é o potencial químico da componente k (J/kg) 

 

 O fluxo de calor deve ser empregado ao invés do fluxo de energia por ser mais 

conveniente; desta forma, é desejável que ocorra mudança de fluxos e forças. A prova da 

invariância do caráter simétrico da matriz ikL  ou, em outras palavras, a validade das relações 

de Onsager sob transformações lineares de forças e fluxos mantendo a produção de entropia, 

dSi/dt invariante, é dada por DeGroot (1951). 

 

Ao invés de utilizar o fluxo de energia que considera todas as formas de energia, como 

a cinética, potencial, térmica etc., emprega-se especificamente o fluxo de calor por ser mais 

conveniente; desta forma, é preferível que ocorra mudança de fluxos e forças. A prova da 

invariância do caráter simétrico da matriz ikL  ou, em outras palavras, a validade das relações 

de Onsager sob transformações lineares de forças e fluxos mantendo a produção de entropia, 

dSi/dt invariante, é dada por DeGroot (1951). 

 

  Portanto, a expressão para o fluxo de calor ( qJ ) pode ser escrita como: 


k

kkuq JhJJ  (3.3) 



38 

 

onde:  

 

hk é a entalpia da componente k. 

Introduzindo essas transformações na Equação (3.2), as seguintes forças motrizes são 

obtidas:  

T
T

1
XX

2uq   (3.4) 

e 

  Tkkuk
1
kk μF

T

1
XhXX   (3.5) 

 

sendo que a Equação (3.5) foi obtida utilizando-se a seguinte relação termodinâmica:  

 

  TX kkTk   (3.6) 

 

em que  T é o potencial químico em condição isotérmica e (  ) é o potencial químico a 

qualquer temperatura. 

 

Denotando por   e v  as fases líquida e de vapor, respectivamente, as equações gerais 

para o transporte de calor e massa podem ser escritas como: 

 

vqvqqqqq XLXLXLJ    (3.7) 

vvqq XLXLXLJ    (3.8) 

vvvvqvqv XLXLXLJ    (3.9) 

 

Sendo que as forças motrizes ( qX , X e vX ) são dadas por: 

 

T
T

1
X

2
q   (3.10) 
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  Tμg
T

1
X    (3.11) 

  Tvv μg
T

1
X   (3.12) 

 

onde: 

g é a aceleração gravitacional. 

 

 A partir da condição de equilíbrio local, tem-se que: 

 v  (3.13) 

As equações para as forças motrizes podem ser escritas na seguinte forma: 

 

  



  Tvm μg
T

1
XXX   (3.14) 

 

onde:  

Xm é a força motriz. 

 

Propõe-se, portanto, que as forças motrizes para o transporte tanto de líquido quanto 

de vapor sejam as mesmas. Além disto, deve-se notar que essas forças motrizes dependem do 

potencial químico na condição isotérmica  T  e não só do potencial químico (  ). 

 

O potencial químico total da água em um meio capilar poroso pode ser escrito como a 

soma de potenciais químicos individuais, como segue: 

 

Fops   (3.15) 

 

onde: 

 

s  é o componente do potencial químico devido à tensão superficial e o raio de curvatura 

da interface água-ar;  
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P  é o componente devido à pressão hidrostática da umidade adjacente à superfície da 

partícula causada por forças de adsorção rodeando a partícula (excluindo o efeito da 

tensão superficial) e por qualquer pressão transmitida de fontes externas; 

o é o componente devido à pressão osmótica do material dissolvido;  

F é o potencial químico da água devido à sua posição no campo de adsorção rodeando as 

partículas intersticiais, e devido também ao campo gravitacional. 

 Devido a complexidade da Equação (3.15), pode-se concluir que a aceitação de uma 

das expressões isoladas das teorias de difusão líquida, capilaridade ou vaporização-

condensação é uma simplificação exagerada para o problema em vista, de uma maneira geral. 

 

 Qualquer alteração no potencial químico resulta na mudança da pressão de vapor e, 

consequentemente, da umidade relativa de equilíbrio no interior do meio poroso. Admitindo 

que a mistura de ar e vapor é uma mistura de gases perfeitos, a Equação (3.16), relacionando 

o potencial químico total do vapor d`água em equilíbrio com a água líquida nos capilares, é 

postulada ser válida para toda a isoterma: 

 

nHTR
P

P
nTRμμ v

v0

v
vv0v  








  (3.16) 

 

onde:  

0v  é o potencial químico do vapor saturado;  

Rv é a constante universal do gás referente ao vapor de água;  

Pv é a pressão parcial de vapor; 

Pvo é a pressão parcial de vapor saturado; 

H é umidade relativa de equilíbrio no interior de um meio capilar poroso. 

 

E todos os componentes do potencial químico da Equação (3.15) deve-se refletir seus 

efeitos nos fatores que afetam a umidade relativa de equilíbrio, exceção deve ser feita às 

pressões não-hidrostáticas. 

 De vez que a umidade relativa de equilíbrio (H) é função do teor de umidade de 

equilíbrio (M) e da temperatura do ar de secagem (T), tem-se que: 
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 T,MHH   (3.17) 

 

Após derivação direta da Equação (3.17) considerando o gradiente de umidade relativa 

de equilíbrio na mesma temperatura (processo isotérmico) pode-se concluir, imediatamente, 

que: 

  M
M

H
H T 




  (3.18) 

das Equações (3.13), (3.16) e (3.18), obtém-se: 

 

  M
M

H

H

TR v
T 




  (3.19) 

 

onde: 

M deve ser tomado como o teor de umidade de equilíbrio em qualquer local no interior do 

meio poroso. 

 

 Substituindo as Equações (3.10), (3.11), (3.12), (3.14) e (3.19) nas Equações (3.7), 

(3.8) e (3.9), obtém um conjunto mais explícito de equações para os fluxos de calor, vapor e 

água líquida, como segue:  

 

   
g

T

LL
M

M

H

H

R
LLT

T

L
J

qvqv
qvq2

qq
q







 

  (3.20) 

   
g

T

LL
M

M

H

H

R
LLT

T

L
J vvvv

vvv2

vq
v







 
  (3.21) 

   
g

T

LL
M

M

H

H

R
LLT

T

L
J vv

v2

q 
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


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


  (3.22) 

 

3.1.2 - Abordagem mecanística 

 

 Esta abordagem é essencial para a obtenção dos coeficientes fenomenológicos. 

Postula-se a igualdade entre o potencial químico e o potencial de água (sucção). 

 

A expressão para o fluxo de líquido é dada da seguinte maneira: 
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  kJ  (3.23) 

onde: 

 

  é a densidade do líquido; 

k  é a condutividade líquida; 

  é o potencial químico. 

O sinal negativo da equação (3.23) indica que o fluxo de líquido ocorre no sentido dos 

potenciais decrescentes, ou seja, no sentido contrário ao gradiente do potencial químico. O 

potencial químico (  ) é tomado como sendo a força-motriz para a transferência de massa 

em condições isotérmicas ou não isotérmicas. 

 

A Equação (3.23) pode ser escrita da seguinte forma: 

 

H
H

kT
T

kJ 







   (3.24) 

 

 Substituindo a Equação (3.16) e a relação (3.17) na Equação (3.24) e acrescentando o 

efeito da gravidade, obtém-se: 

 

gkρM
M

H

H

TR
kρTnHRkρJ v

v   










  (3.25) 

 

 Esta é uma expressão generalizada para a equação de Darcy.  

 

A expressão para o fluxo de vapor é a mesma utilizada por Fortes (1978) e adaptada a 

partir das expressões clássicas (Philip e De Vries, 1957; Krischer, 1963; Luikov, 1966): 

 

vatm
v

v D
PP

P
aJ 


  (3.26) 

 

onde: 
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vJ é o Fluxo de vapor, kg/sm;  

  é a tortuosidade; 

a é o conteúdo volumétrico de ar em meio poroso, m3/m3; 

P é a pressão total, N/m2; 

vP é a pressão parcial de vapor, N/m2; 

Datm é o coeficiente de difusão molecular da água no ar, m2/s; 

v é a densidade, kg/m3. 

 Definindo a condutividade de vapor como sendo: 

 

atm
v

v D
PP

P
ak


  (3.27) 

pode-se escrever: 

vvv kJ   (3.28) 

que pode ser reescrito na forma: 

 v0v0v
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v
v0vv ρHHρk

ρ
ρ

ρkJ 



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
  (3.29) 

 

ou ainda, acrescentando o efeito gravitacional, pode-se escrever: 

gkM
M

H
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dT

d
H

T

H
kJ ll0vv

0v
0vvv 


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


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


  (3.30) 

 

 A expressão para o fluxo de calor é dada pela Lei de Fourier, com a condutividade 

térmica redefinida: 

 

  TkJ Tmq   (3.31) 

 

onde: 

 

Tk refere-se à condutividade térmica aparente efetiva do meio poroso, válida para condições 

que não envolvem transporte de massa.  
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 A inclusão de um termo em que se insere o transporte de massa, é discutida mais 

adiante. 

 

3.1.3 - Avaliação dos coeficientes fenomenológicos 

 

 Comparando as equações (3.19) e (3.22) com as Equações (3.25), (3.30) e (3.31) e 

fazendo uso das relações de Onsager, obtém-se: 

T
2

qq kTL   (3.32) 

nHRkTLL v
2

qq    (3.33) 

 kTLL v   (3.34) 


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
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 
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d
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H
kTLL 0v
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qvvq  (3.35) 

v

0vv
vvv R

Hk
LL


  (3.36) 

 

Ressalta-se que qvL  e qL , são os coeficientes fenomenológicos que caracterizam o 

transporte de calor ocasionando pelos gradientes dos potenciais de vapor e líquido e também 

foram obtidos através das relações de Onsager. 

 

 Desta forma, por substituição direta desses parâmetros nas Equações (3.20) e (3.22), 

obtém-se as equações finais para os fluxos de calor, líquido e vapor, como segue: 
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kTnHRkJ v

v   



  (3.38) 
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onde: 

J  é o fluxo de líquido;  

  é a massa específica do sólido seco;  

k  é a condutividade do líquido;  

qJ  é o fluxo de calor;  

H é a umidade relativa decimal;  

M é o teor de umidade (b.s);  

vR  é a constante universal para o vapor de água;  

vJ  é o fluxo de vapor;  

vk  é a condutividade de vapor. 

 

 Postula-se a validade dessas equações para quaisquer meios porosos, saturados ou não 

saturados, para condições nas quais o efeito de filtração (transporte molar) seja desprezível. 

 

3.1.4 - Equações de conservação 

 

 Considerando-se a inexistência de gelo e que a massa de ar seja desprezível, as 

equações diferenciais para a transferência de massa aplicada às fases de vapor e líquido 

presentes no sistema, levam a: 

 
ev

.
s MJ
t

M



  

  (3.40) 

e 

 
ev

.

v
vs MJ

t

M



   (3.41) 

 

onde: 

ev

.

M  é a taxa de evaporação de umidade; 

sρ é a massa específica do sólido. 



46 

 Se a massa de vapor (mas não seu fluxo) é também suposta ser desprezível em relação 

a M  (Luikov, 1966), a equação de conservação de massa para um volume de controle 

elementar, se torna: 

   v
s JJ
t

M



    (3.42) 

 

onde: 

t é o tempo; 

 MMMM v  . 

 

 Se o encolhimento do meio for desprezível, a massa específica do esqueleto sólido do 

meio é constante e a Equação (3.42) se torna: 

 

 vs JJ
t

M





    (3.43) 

  

A Equação (3.43) foi usada por Fortes (1978) para o transporte de massa no interior do 

grão do trigo. 

 

 A equação do balanço de balanceamento de energia pode ser obtida estabelecendo-se 

que a taxa de variação da entalpia volumétrica do sistema menos o calor de adsorção, é igual à 

divergência do fluxo de entalpia. Assim, pode-se escrever: 

 

 vvq

M

0

wsvsvsss JhJhJdMhMhMhh
t












    (3.44) 

 

onde: 

 

wh  é o calor diferencial específico de sorção; 

hl é a entalpia do líquido 

hv é a entalpia do vapor d’agua 

 

 A partir da definição de calor específico e do calor de adsorção dados por: 
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 (3.46) 

 Segue-se que: 
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


 (3.47) 

 

 Multiplicando as Equações (3.40) e (3.41) por h  e vh , respectivamente, adicionando-

as e substituindo o resultado na Equação (3.47), obtém-se a forma final da equação de 

conservação de energia. A equação resultante é dada por: 

 

      TcJTcJJhJMhρ
t

Tcρ
t vvvfgqwsbs 






    (3.48) 

 

onde: 

wh  é o calor diferencial específico de sorção; 

fgh  é o calor latente específico de vaporização; 

sc  é o calor específico do produto; 

c  é o calor específico do líquido; 

vc  é o calor específico do vapor e, 

bc  é o calor específico do meio úmido, dado por: 

 

vvsb McMccc    (3.49) 

 

 Se o processo ocorre sem encolhimento e desde que o termo referente ao transporte 

convectivo de calor é geralmente pequeno em comparação com o termo condutivo, pode-se 

escrever: 
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vJfghqJ
t

M
whst

T
bcs  








  (3.50) 

  

Esta equação foi usada por Fortes (1978) para o transporte de calor. O modelo de 

Fortes e Okos é constituído, numa forma mais geral, pelas as Equações (3.37), (3.39), (3.43) e 

(3.48). 

 

 Segundo Fortes (1978) esta metodologia permite verificar a importância relativa dos 

fluxos de vapor, líquido e calor, levando-se em consideração os gradientes hídrico e térmico 

para determinado processo de transferência de calor e massa que o modelo de difusão líquida 

simples não apresenta na condição de secagem. Sendo possível determinar se existe um 

fenômeno dominante e, no caso afirmativo, se é o de difusão de líquido ou de vapor. 

 

3.2 - A equação de difusão de massa no sistema de coordenadas esferoidais oblato 

 

 A equação de difusão de massa em coordenadas cartesianas para o caso 

tridimensional, é dada por: 


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


z

M
D

zy

M
D

yx

M
D

xt

M
 (3.51) 

 

onde: 

 

D é o coeficiente de difusão; 

M é a massa. 

 

Substituindo M por T (Temperatura) e D por  (difusividade térmica), na equação 

(3.51) tem-se a equação da condução de calor considerando-se que as propriedades térmicas 

cp e  sejam constantes. 

 

A equação (3.51) é ideal para descrever o problema de difusão de massa em placas 

retangulares e em corpos com a forma de um paralelepípedo. No caso particular de sólido de 
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revolução um sistema de coordenadas que se adequa muito bem à forma do corpo, é o 

esferoidal oblato. 

 

Segundo Magnus et al. (1966) as relações entre os sistemas de coordenadas cartesianas 

(x,y,z) e o sistema de coordenadas esferoidais oblatos (elípticas) (  são as seguintes: 

 

cosω μsencosh  Lx   (3.52a) 

senω μsencosh  Ly   (3.52b) 

μcossenh  Lz   (3.52c) 

A Figura 3.1 mostra as principais características de um corpo com a geometria 

esferoidal oblata.  

 

Figura 3.1 – Características de um corpo esferoidal oblato. 

Fonte: Carmo e Lima (2008). 

 

Da Figura 3.1, obtém-se as seguintes relações:  

e = L2/L (3.53) 

1eLL 2
1   (3.54) 

onde: 

L é o comprimento; 

1L  e 2L  são os semieixos menor e maior da elipse, respectivamente. 



50 

Combinando as equações (3.53) e (3.54) pode-se mostrar que: 

2
1

2
2 LLL   (3.55) 

  

De acordo com a Figura 3.1, percebe-se que quando L2 = L1, o esferoide será uma 

esfera; para L2 > L1, o esferoide é dito oblato e para L2 < L1 tem-se um esferoide prolato. 

Quando L2/L1→ ∞, o ponto focal se desloca para a superfície do corpo e a forma do corpo se 

aproxima de um disco circular. 

 

Para expressar a equação de difusão no sistema de coordenadas esferoidais oblata, 

tem-se as seguintes relações: 

μsenh ξ               cosη               cosωζ   (3.56) 

 

Com o auxílio das relações trigonométricas,  e  e 

de posse das relações (3.52a-c), obtém-se para as coordenadas (x,y, z): 

 

   ζ η1ξ1Lx 22          (3.57a) 

   222 ζ1η1ξ1Ly            (3.57b) 

η Lξz           (3.57c) 

 

O domínio das novas variáveis esferoidais ,  e  (em termos de ), relacionadas com 

a Figura 3.1 é definido por: 

0    L1/L          0    1          0    2  

 

Utilizando a metodologia apresentada por Maliska (2004) com vista à obtenção da 

equação de difusão no sistema de coordenadas esferoidal oblata, tem-se que a equação geral 

de difusão é dada por: 
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 (3.58) 

 
onde: 
 
J é o jacobiano da transformação e é obtido pela relação seguinte: 
 














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




zzz

yyy

xxx

J 1                                                                                            (3.59) 

Os coeficientes ij são calculados usando-se as seguintes expressões: 

  11 2 22 2 33 2






a
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b
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; ; ;
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 Os termos que contêm ij, com ij, que aparecem na equação, são os termos difusivos 

referentes à não-ortogonalidade da malha. 

 

As condições para que as linhas de uma malha estruturada sejam ortogonais, são 

(MacRobert, 1967): 
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Essas equações resultam da imposição do produto escalar zero entre os vetores de base 

covariantes 0ee ηξ  , 0ee ζξ  e 0ee ζη  , que é a condição para que as linhas da malha 

sejam perpendiculares entre si. 

 

 Desta forma, os termos d’, e’ e f’ das Equações (3.61d-f) são eliminados; daí, a 

equação se reduz para: 

J

S

ζ
Φ

JΓα
ζη

Φ
JΓα

ηξ
Φ

JΓα
ξJ

λΦ
t

Φ
Φ

33
Φ

22
Φ

11 




















































 

(3.63) 

 

 Na condição do problema sem termo de geração ou qualquer outro termo fonte, a 

equação geral reduz-se a: 
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 As expressões para o jacobiano J-1 e os coeficientes ij, com i = j são: 
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 Substituindo os valores do jacobiano (J) e dos coeficientes ij, com i = j; re-arranjando 

os termos, a Equação (3.64), assume a forma: 

  



53 

 
    



























 1

L

1

t
2

222     























2

222
1

L

1

    





























 2
222

2

1
11L

1                                                              (3.65) 

 

A Equação (3.65) é a equação de difusão escrita no sistema de coordenadas esferoidais 

oblato. 

Como o sólido apresentado na Figura 3.1 é resultante da rotação de uma superfície 

elíptica em torno do eixo z, existe uma simetria em torno deste eixo e o termo da derivada 

/=0, implicando que / = 0; assim, o terceiro termo da equação (3.65) se anulará e a 

equação (3.65) se reduz a: 
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    



























 1

L

1

t
2

222     























2

222
1

L

1

     

(3.66) 

  

Como esta equação diferencial parcial é de segunda ordem na posição e de primeira ordem no 

tempo, sua solução requer, no mínimo, duas condições de contorno em cada direção e uma 

condição inicial. São elas: 

   (,, t = 0) =  ,g1                                                                                (3.67a) 

   ( = L2/L, ,t) =  t,g2                                                                           (3.67b) 

    t,gt,0, 3 



,                                                                             (3.67c) 

   t,gt,,0 4 



                                                                             (3.67d) 

    t,gt,1, 5 



                                                                               (3.67e) 

 

Para melhor visualização observa-se, na Figura 3.2, o domínio transformado das 

condições de controle. 
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Figura 3.2 - Domínio transformado  

  

Os pesquisadores Magnus et al. (1966); Brodkey (1967); Abramowitz e Stegun (1972) e 

Kreyszig (1988) apresentaram relações matemáticas que podem ser usadas para calcular o 

gradiente de  , as áreas de transferência de massa e/ou calor e o volume diferencial do sólido 

no novo sistema de coordenadas. Estas variáveis são obtidas como segue: 

 

 a) Volume diferencial 







 ddd

ŴV̂Û

1
dV  (3.68) 

onde:  

 

Ŵ e V̂ Û, são os coeficientes métricos. 

 

 b) Área diferencial de fluxo de   

 dd
ŴV̂

1
dS   

 dd
ÛŴ

1
dS  (3.69a-c) 

 dd
V̂Û

1
dS   

 

 c) Gradiente de   


















 Ŵ;V̂;ÛGrad  (3.70) 

onde os coeficientes métricos são obtidos por: 

ξ=0 
η=0 

η=1 

ξ = L1/ L 
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222

2
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Û

1

































  (3.71) 

222

2

zyx

V̂

1

































  (3.72) 

222

2

zyx

Ŵ

1

































  (3.73) 

 
Os parâmetros ŴeV̂,Û são chamados coeficientes métricos da transformação. É 

possível demonstrar que o produto dos coeficientes métricos dá, como resultado, o próprio 

jacobiano da transformação (J). Com a substituição dos coeficientes métricos nas equações 

(3.68) a (3.70), obtém-se: 

 

 





 ddd

1

L
dV

2

223

 (3.74) 





 dd

1

)1()(L
dS

2

2222

 (3.75a) 





 dd

1

)1()(L
dS

2

2222

 (3.75b) 

 





 dd

)1()1(

L
dS

22

222

 (3.75c) 

   





























22

2

22

2

22

2

11

1

L

1
;

1

L

1
;

1

L

1  (3.76) 

  

Com base na metodologia apresentada e considerando desprezíveis os efeitos 

gravitacionais, pode-se escrever as Equações (3.42) e (3.48) como segue: 

 

  


















 











  M

M

H
kT

dT

d
H

T

H
kM

M

H

H

TR
kTnHRkM

t 0vv
0v

0vv
v

vs    (3.77a) 

e 

       

  













































































 











M
M

HρkhT
dT

v0dρ
H

T

H
v0ρvkfgh

M
M

H

H

TR

dT

dρ
H

T

HρkHnRkρTkMhρ
t

Tcρ
t

....

...

v0fg

2
vv0

v0vvTwsbs

v


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  TM
M

H
ck

M

H

H

TR
kcTT

dT

d
H

T

H
ckHnRkc 0vvv

v0v
0vvvv 










































 





     

 
 Numa forma mais compacta, as Equações (3.77a ) e (3.77b) podem ser escritas como: 

 

     TMM
t 21s 

    (3.78a) 

e 

         TΓMΓTΓMhρ
t

Tcρ
t

Φ
5

Φ
4

Φ
3wsbs 






   

  TMΓTTΓMΓ Φ
8

Φ
7

Φ
6   

(3.78b) 

 

sendo: 






























M

Hρk
M

H

H

TR
kρΓ v0v

vφ
1  ;  

  














 




dT

dρ
H

T

HρkHlnRkρ v0
v0vv2 

 ;  

T3 k ;  

  
























 







M

H

H

TR

dT

d
H

T

H
kHnRk

2
v0v

0vvv4  ;  







 







dT

d
H

T

H
kh 0v

0vvfg5 ;  













M

H
kh 0vfg6 v

;  

  



















dT

dρ
H

T

HρckHnRkρcΓ v0
v0vvv

Φ
7  ;  

M

H
ck

M

H

H

R
kc 0vvv

v
8 














 .  

 

 Escrevendo as Equações (3.78a) e (3.78b) no sistema de coordenadas esferoidais 

oblatas, tem-se: 
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(3.79b)
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Para o caso bidimensional, devido à simetria do sólido, as equaçoes (3.79a) e (3.79b) 

reduz-se a: 
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Para determinar a perda de umidade e o aquecimento no processo de secagem, torna-se 

necessário determinar o teor de umidade médio em todo o volume do elipsoide. Sabe-se, 

também, que o teor de umidade no interior do sólido durante o estado transiente é uma função 

da posição e do tempo; logo, pode-se encontrar, para o sólido, um teor de umidade médio 

assim como sua temperatura média. Este teor de umidade médio é dado por (Whitaker,1980): 

 

  dV  tη, ξ, M
V

1
M

v
                                                                                 (3.81a) 

 A temperatura média pode ser obtida como segue: 

 

  
v

dV  tη, ξ, T
V

1
T                                                                                   (3.81b) 

onde V é o volume do sólido. 

 
3.3 - Resolução numérica das equações governantes  

 

  Vários pesquisadores vêm estudando a técnica de volumes finitos para resolver 

problemas de difusão de calor e massa em sólidos com geometrias mais complexas, tais como 

Wu et al. (2004) para descrever a transferência de calor e massa do grão de arroz; Carmo e 

Lima (2008), para um esferoide oblato (grão de lentilha); Silva et al. (2010), para a equação 

de difusão do sólido com geometria arbitrária; Oliveira et al. (2012) para um esferoide prolato 

(grão de trigo) entre outros. 
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Nesta seção será apresentada uma metodologia para a solução numérica do problema 

de difusão transiente em corpos elipsoidais utilizando-se o conceito de volumes finitos. 

 

 

3.3.1 – Discretização da equação da conservação de massa 

 

Pode-se encontrar com facilidade, na literatura atual, o desenvolvimento de várias 

técnicas numéricas. Normalmente, cada termo da equação envolvendo as diferenciais, é 

aproximado por somas ou diferenças de valores pontuais da grandeza física representativa do 

fenômeno, localizada em pontos discretos do domínio, denominados pontos nodais (Carmo, 

2004). Assim, surgem alguns métodos de discretização para a obtenção do sistema de 

equações algébricas, tais como: volumes finitos, elementos finitos, diferenças finitas e 

elementos de fronteira.  

 

A formulação numérica para um problema qualquer começa com a identificação do 

domínio de interesse e, a partir daí, sua subdivisão em um número finito de subdomínios.  

Na Figura 3.3(a) observam-se as linhas de ξ e η  constantes delimitando o volume de 

controle associado ao ponto nodal P. Os pontos N, S, E e W são os pontos nodais vizinhos a 

P, os quais representam os pontos nodais norte, sul, leste e oeste, respectivamente. Observam-

se, também, a distância entre o ponto nodal P e seus vizinhos   ( δη e δξ ) e as dimensões do 

volume de controle (  Δη  Δξ, ).  
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(a) (b) 

Figura 3.3 – Superfície contínua subdividida em pontos nodais 
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O método de volumes finitos foi utilizado para resolver numericamente a equação de 

difusão em coordenadas elípticas. Neste método os pontos nodais estão centrados no volume 

de controle e a malha adotada possui volumes inteiros em todo o domínio (Patankar, 1980; 

Maliska, 2004). O procedimento é preferido por duas razões: porque facilita a generalização 

da determinação dos coeficientes e simplifica a aplicação das condições de contorno. 

 
 

 Para o caso bidimensional tem-se a equação de conservação de massa dada por: 
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        (3.82) 

 

 A equação (3.82) pode ser reescrita como: 
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onde: 






























η

Φ
ΓJα

ηξ
Φ

ΓJα
ξ

S 2φ
222

2φ
211

φ
1  (3.84) 

 
  

Aplicando o método dos volumes finitos à equação (3.83) e considerando uma 

formulação completamente implícita, ou seja, todos os termos difusivos da equação são 

avaliados no instante t+t, integrando sobre o volume de controle (Figura 3.3), que 

corresponde aos pontos internos do domínio, e no tempo, tem-se: 
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ou ainda: 
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 Após as integrações no tempo e no espaço das expressões da equação (3.85b) e 

dividindo-a por t, tem-se: 
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onde: 
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 Admitiu-se que a integração da variável  no tempo foi obtida a partir de um perfil do 

tipo degrau. Nas equações (3.86a-b), os coeficientes Dij  e o jacobiano são dados por:  
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 A principal vantagem da escolha pelo procedimento implícito é que este é 

incondicionalmente estável (Patankar, 1980); entretanto, a utilização desta formulação não 

significa trabalhar com qualquer intervalo de tempo pois o problema de acoplamento pode ser 

limitado com grande intensidade o t.  

 

 Para o problema físico proposto levam-se em conta apenas os efeitos difusivos, por ser 

simples utilizar uma função linear como função de interpolação espacial entre os pontos 
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nodais. Assim, as derivadas diretas relativas ao fluxo difusivo referentes à Figura 3.3, são 

avaliadas da seguinte forma: 
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Na equação (3.88a-h), os 1Φ =M e 2Φ =T. 

 

 Substituindo as derivadas acima e fazendo as demais substituições dos coeficientes JP, 

V e Dij, i = j, reorganizando e rearranjando os termos comuns, pode-se escrever a equação 

(3.88a), tem-se: 
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 Reorganizando a equação 3.89a, tem-se: 
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ou pode ser reescrita na forma linear como segue: 

 



63 

 
1c

o
1P

o
1P1WW11EE11SS11NN11PP1

ˆΦAΦAΦAΦAΦAΦA S            (3.89c) 

onde: 

 2PP12WW12EE12SS12NN11 ΦBΦBΦBΦBΦBŜ 
c

                           (3.89d) 

com: 

 

 
n

2
n1

N δξ
Δη1ξ

A




n ;                                    

 
S

2
s1

S δξ
Δη1ξ

A




S ;  

 
e

2
e1

E δη
Δξη1

A




e ;                                    

 
w

2
w1

W δη
Δξη1

A




w ;  

 
Δt

ηξΔξΔηLλ
AAAAA

2
p

2
p

2
p

WESNP


 ;  

 
n

2
n2

N1 δξ
Δη1ξ

B




n  

 
s

2
s2

S1 δξ
Δη1ξ

B




s ;  

 
e

2
e2

E1 δη
Δξη1

B




e ;    

 
w

2
w2

W1 δη
Δξη1

B




w  

WBEBSBNBP1B  ;         
 

Δt
ηξΔξΔηLλ

A
2
p

2
p

3o
p0

P


  

 

onde os i  são dadas na Equação (3.78b) e s . 

 

 Substituindo os termos M1   e TΦ 2  , tem-se: 

 

 Φ
1C

0
P

0
PWWEESSNNPP SMAMAMAMAMAMA              (3.90a) 

com: 

 
P

TBTBTBTBTBŜ PWWEESSNN
Φ
1c                                       (3.90b) 

 

3.3.2 - Discretização da equação de energia 

 

 Para o caso bidimensional tem-se a equação (3.80a) dada por: 

 

          
















































η
TΓη1

ηξ
TΓ1ξ

ξηξL

1
Mhρ

t
Tcρ

t
Φ
3

2Φ
3

2

222wsbs  
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       

          



































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








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


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



















































η
T

η
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ξ
T

ξ
M

1ξ
ηξL

Φ
8

Γ

η
T

 η1
ξ
T

 1ξ

ηξL

Γ
η
TΓη1

ηξ
TΓ1ξ

ξηξL

1

22
222

2

2

2

2

222

Φ
7Φ

5
2Φ

5
2

222

 

     

     
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


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



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
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
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



























η
MΓ η1

ηξ
MΓ 1ξ

ξηξL

1

η
MΓ η1

ηξ
MΓ 1ξ

ξηξL

1

Φ
6

2Φ
6

2
222

Φ
4

2Φ
4

2
222

              (3.91)

 

 

 A Equação (3.91) pode ser reescrita como: 

 

 









































































 



2
2

522

2
511

2
322

2
311

22

SJ

JJJ
Jt

 (3.91a) 

 

com o termo fonte Φ
2S  dado por: 

 













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
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
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
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
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
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
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
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


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


















J

Φλ
tη

Φ
JΓα

ηξ
Φ

JΓα
ξη

Φ
JΓα

ηξ
Φ

JΓα
ξ

η
Φ

η
Φ

JΓα
ξ

Φ
ξ

Φ
JΓα

η
Φ

JΓα
ξ

Φ
JΓαS

111Φ
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1Φ
611

1Φ
422

1Φ
411

12Φ
822

12Φ
811

2

2Φ
722

2

2Φ
711

Φ
2

   (3.91b) 

 Integrando e reorganizando as Equações (3.91a) e (3.91b), tem-se: 

 




























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































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





















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


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













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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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n

2
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0
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 (3.92a) 
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onde: 

 

















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

 
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


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
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
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
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(3.92b) 
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onde: 

 

  
113aa JD   ;JD 223bb     ;JD 115cc    

 ;JD 225dd     ;JD p11pp7ee     ;JD p22pp7ff    

  
p11pp8gg JD   ;JD p22pp8hh      

114ii JD  

 ;JD 224jj     ;JD 116kk    

  
226ll JD    
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2
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


   

  
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2224
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ζ1

ηξη1Lα



  

 

As derivadas e parâmetros são dados como segue: 
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n
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Analogamente, faz-se para: ;n
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.  

Substituindo esses resultados na Equação (3.92a) e (3.92b) e os reorganizando, obtém-

se: 
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que pode ser reescrita como: 
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onde os i são dadas por: 
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Os coeficientes kA  e o
PA , com K  P, refletem a contribuição dos diferentes nós 

devido ao transporte difusivo de  dos pontos vizinhos na direção do nó P e a influência da 

variável  no tempo anterior, sobre seu valor no tempo presente, respectivamente. 

 

As Equações (3.90a) e (3.94a) são aplicadas a todos os pontos internos no domínio 

computacional, exceto nos pontos de fronteira (Figura 3.4), que são os volumes de controle 

adjacentes à superfície do corpo (volumes de fronteira). Para esses volumes o procedimento 

adotado é o da integração das equações de conservação, considerando-se as condições de 

contorno existentes.  

 

Figura 3.4 – Ponto na superfície do corpo. 

Fonte: Oliveira (2006). 

 

Neste caso, as seguintes equações discretizadas são válidas: 
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 Para massa: 
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 Para calor: 
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onde "  é o fluxo de   por unidade de área obtido a partir da condição de contorno imposta 

ao problema físico. 

 

De acordo com as condições de contorno, deve-se agora, especificar os fluxos 

difusivos em f. Três tipos de condições de contorno são possíveis:   prescrito, fluxo de   

prescrito e convecção. 

●   prescrito 

Neste caso, o valor de "  será: 

 

 
 










dS

1

n

pn
n

"                     (3.98) 

onde n  é a propriedade específica da fronteira. 

● Fluxo de   prescrito 

Neste caso, o valor de "  deve ser substituído pelo valor prescrito do fluxo de 

fronteira. 

  dS"  valor desconhecido n11D



                   (3.99) 

● Convecção  

 

Para esta situação o fluxo difusivo que atravessa a fronteira é igualado ao fluxo 

convectivo na vizinhança da mesma e fora do domínio em estudo, isto é: 

 

 



  n11
" DdS  fluxo convectivo, função de n               (3.100) 

 

Para problemas de difusão com   variável, de acordo com a Figura 3.5, o 

procedimento para se obter seu valor nas interfaces do volume de controle, é assumir uma 
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variação de   entre os pontos P e seu vizinho, em qualquer direção (N, S, E ou W), expressa 

por (Patankar, 1980): 

 

1

E

i

p

i
i

f̂f̂1






















                    (3.101) 

 

onde 1f̂  é o fator de interpolação dado por:
 
 i

i
i d

d
f̂







 

d)i


d)i

P


d)i

i E  

Figura 3.5 - Esquema mostrando a posição da interface i entre os pontos P e E. 

 

 Se a interface i está situada no ponto médio que une os pontos P e E (malha uniforme), 

então 5,0f̂1   e, portanto i  é dado pela média harmônica de P  e E . Isto é: 

 









EP

EP
i

2
                   (3.102) 

  

Esta é a formulação mais efetiva uma vez que, se P  ou E  forem zero, não haverá 

fluxo de  e, portanto i  será nulo, o que é fisicamente realista. 

 

 Apresentam-se, a seguir, alguns modelos de difusão para as condições de contorno 

antes mencionadas.  

 

3.4 – Modelos Difusivos 

 

3.4.1 – Modelo I – Transferência simultânea de calor e massa em condição de equilíbrio 

na superfície do material.  
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O Modelo em estudo envolve a determinação de transferência de calor e massa no 

caso bidimensional, em produtos com geometria elipsoidal; este modelo é constituído das 

Equações 3.80a e 3.80b; para a formulação matemática deste problema foram adotadas as 

seguintes considerações: 

 

● Transferência de massa 

 

 a) o produto é homogêneo e isotrópico; 

 b) a transferência de massa na partícula individual ocorre por difusão de líquido e 

vapor, sob taxa sempre decrescente; 

 c) os perfis do teor de umidade são considerados simétricos em torno do eixo z (a 

umidade inicial está uniformemente distribuída no produto); 

 d) as propriedades termofísicas são variáveis durante o processo, isto é, são 

dependentes da posição e do seu teor de umidade no interior do material; 

 e) o encolhimento volumar do material é desprezível durante o processo; 

 f) não há efeito de capilaridade; 

 g) o processo ocorre em condições de equilíbrio na superfície com teor de umidade 

constante e igual ao teor de umidade de equilíbrio do produto nas condições do ar de 

secagem. 

 

● Transferência de calor 

 

 a) a distribuição de temperatura inicial é uniforme e simétrica em torno do eixo z, 

durante o processo; 

 b) a transferência de calor dentro do material ocorre por condução e na superfície do 

material tem-se condição de temperatura constante. 

 

 As condições de contorno são expressas pelas equações: 

 

 ► massa 

 

 ● inicial: 
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   cteM0tη;ξ; M 0                     (3.103) 

 

 ● Superfície livre: O teor de umidade na superfície é constante e igual ao teor de 

umidade de equilíbrio. 

 

    eMtη;ξ; M cte, com 
L

L
ξ 1  na superfície do sólido.              (3.104) 

 

 ● Plano de simetria: os gradientes angulares e radiais do teor de umidade são iguais a 

zero nos planos de simetria. 

 

  
0

t;1;M 

   

 
0

η
tξ;0; M





 
 

0
ξ

tη;0; M





          (3.105) 

 

 ► calor 

 ♦ inicial: 

 

   cteT0tη;ξ; T 0                    (3.106) 

 

 ♦ Superfície livre: A temperatura na superfície é constante e igual à temperatura do ar 

de secagem. 

 

   cteT0tη;ξ;ξ T e  , com 
L

Lξ 1
 na superfície do sólido.              (3.107) 

 

 ♦ Plano de simetria: Os gradientes angular e radial de calor são iguais a zero. 
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0
η
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
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

  
 

0
η

tξ;0; T
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


 
 

0
ξ

tη;0; T





              (3.108) 
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 A solução numérica deste modelo é obtida pela solução das Equações (3.90a) e 

(3.94a), no que se refere aos pontos de simetria, estes não entram no conjunto de equações a 

ser resolvido. Logo após o sistema de equações ter sido solucionado, sua estimativa é feita. 

Para este caso, se assume que o fluxo de umidade que sai do ponto adjacente ao ponto de 

simetria é igual ao fluxo de umidade que chega neste ponto; então, pode-se expressá-las como 

segue: 

 ► Massa 

 

 ■ Para os pontos em η=0 (L<y<L2): 

 

     evwv JJ JJ





         (3.109) 

 

 Discretizando e re-arranjando os termos, tem-se: 
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 ■ Para os pontos em η = 1 (0 < z < L1): 

 

      e JJ JJ vwv


                   (3.111) 

 

 Discretizando e re-arranjando os termos, tem-se: 
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 ■ Para os pontos em ξ = 0 (0 < y < L): 

 

     nvsv  JJ JJ


                    (3.113) 

 

 Discretizando e rearranjando os termos, tem-se: 
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 ► Calor 

 

 ● Para os pontos em η = 0 (L < y < L2): 

 

 eqwq JJ
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                   (3.115) 

 

 Discretizando e rearranjando os termos, tem-se: 
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 ● Para os pontos em η = 1 (0 < z < L1): 

 

  wqeq J J
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                     (3.117) 

 

 Discretizando e rearranjando os termos, tem-se: 
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 ● Para os pontos em ξ = 0 (0 < z < L): 

 

 nqsq JJ


          (3.119) 

 Discretizando e rearranjando os termos, tem-se: 
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 Visando à solução do sistema de equações gerados a partir da solução numérica, foi 

desenvolvido um código computacional no Software Mathematica®. Um fluxograma de 

operação do programa na forma de diagrama de blocos é apresentado na Figura 3.6, o qual 

contempla este e os demais modelos que serão tratados posteriormente. Em todos os casos 

analisados foi utilizado o método de Gauss-Siedel para a solução do sistema de equações 

geradas com um critério de convergência de 10-8 kg/kg, para o teor de umidade e 10-8 °C para 

a temperatura. 

 

 O procedimento utilizado para simular a secagem do grão de lentilha, de forma 

resumida, é o seguinte: 

 

 a) No início da simulação o usuário fornece as informações físicas e geométricas do 

problema estudado, gerando a malha numérica correspondente à geometria do sólido. 

 

b) Calculam-se os valores de vk , k , hm (Modelo II), k  e dos coeficientes do 

sistema de equações, nesta sequência.  

 

c) Resolvem-se os sistemas de equação, tanto para a transferência de massa quanto de 

calor, interativamente através do método de Gauss-Siedel, até encontrar os valores médios do 

teor de umidade e da temperatura.  

 

d) Comparam-se os valores do teor de umidade numéricos com os valores 

experimentais do grão de lentilha usando a técnica do erro quadrático mínimo, e se verifica o 

critério de convergência de 10-8 kg/kg. 
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e) Caso não seja alcançado o critério de convergência, os valores de vk , k e hm 

(Modelo II) são corrigidos até se alcançar o critério de convergência. Após a correção desses 

parâmetros são obtidos os valores numéricos do teor de umidade médio e da temperatura 

média, em cada volume de controle da malha e em cada tempo. 

 

f) Caso seja alcançado o critério de convergência, calculam-se os valores numéricos do 

teor de umidade médio e da temperatura média em cada volume de controle da malha e em 

cada tempo. 
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Figura 3.6 - Diagrama do algoritmo computacional. 

Fonte: Adaptado de Oliveira (2006). 
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3.4.2 - Modelo II - Transferência simultânea de calor e massa com condição de contorno 

convectiva na superfície. 

 
Serão asseguradas, neste modelo, as considerações de a até f para massa e a para 

temperatura apresentadas no modelo I e acrescentadas a essas: 

 

● Transferência de massa 

 

g) O movimento de umidade é por difusão de líquido e vapor dentro do sólido e que a 

evaporação ocorre somente na superfície. 

 

● Transferência de calor 

 

Substitui-se a consideração b do modelo I por: 

 

b) a transferência de calor dentro da partícula é dada por condução e na superfície do 

material é por convecção. 

 

As condições iniciais de contorno e de simetria para este modelo, são assim expressas: 

 

► Massa 

 

● Inicial: 

 

M (ξ, η, t = 0) = Mo                                                                                      (3.121) 

 

● Plano de Simetria: Na transferência de massa os gradientes angulares e radiais do 

teor de umidade são iguais a zero nos planos de simetria. 

 

 
0

η
tξ,1, M





   
 

0
η

tξ,0, M





   
 

0
ξ

tη,0, M





                                      (3.122) 
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● Superfície livre: O fluxo difusivo é igual ao fluxo convectivo do teor de umidade na 

superfície do esferoide oblato. 

   em

L

L
ξ

v MMh JJ
1





  com T=Ta e H= Ha                                                   (3.123) 

 

O fluxo de umidade é representado por qualquer termo desta igualdade por unidade de 

área (M”). 

 

► Calor 

 

♦ Inicial 

T(ξ,η, t = 0) = To= cte                                                                                  (3.124) 

 

♦ Plano de simetria: Os gradientes angular e radial de calor são iguais a zero. 

 

 
0

η
tξ,1, T





       
 

0
η

tξ,0, T





       
 

0
ξ

tη,0, T





                                 (3.125) 

 

♦ Superfície livre: O fluxo difusivo é igual ao fluxo convectivo de calor na superfície 

do sólido, somados a energia para evaporar a água e a energia para aquecer o vapor de água 

produzido na evaporação. 

 

   asvvfgasc

L

L
ξ

TTcJJJh)T(T hqJ
1







                                                (3.126) 

 

Qualquer um dos termos acima da igualdade representa o fluxo de calor por unidade 

de área (q”). 

 

● Formulação Numérica 

 

A formulação numérica para os pontos internos (exceto os pontos imediatamente 

próximos à fronteira do corpo), segue o mesmo procedimento apresentado no modelo I.  
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Para os pontos de fronteira o procedimento é descrito a seguir: 

 

● Massa 
 

   efm

L

L1
ξ

v MMhJJM" 



                                                              (3.127) 

             (I)        (II)                       (III) 
 

onde o  Mf é o teor de umidade de fronteira. 

 

Igualando as Equações (II) e (III), isolando o Mf e os substituindo na Equação (II) 

tem-se: 
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                   (3.128) 

 
Substituindo a Equação (3.127) na Equação (3.96a) eliminando e rearranjando alguns 

termos do resultado obtido, tem-se a equação na sua forma discretizada dada pela Equação 

(3.90a), sendo os coeficientes AE, AW, AS, o
pA , BN, BE, BW e BP, iguais aos apresentados 

como antes e: 
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SMTBTBTBTBTBŜ PPWWEESSNN
Φ
1c    
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Sendo assim, as equações referentes a este modelo podem ser reunidas como segue: 

 

φ
c1

o
P

o
PWWEESSNNPP ŜMAMAMAMAMAMA                                 (3.129) 

 

sendo:  
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 
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
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w

2
w

φ
2w

W δη
Δξη1Γ

B


 ;  W1E1S1N1P1 BBBBB  ;     BN=0 

 

O termo SM é o termo fonte, o qual contém o teor de umidade na superfície do sólido 

que é adicionado aos pontos nodais, que por outro lado, precedem a sua fronteira. Somente 

para esses pontos os coeficientes AN são iguais a zero; para os demais, SM  é igual a zero e 

AN é dado pela expressão apresentada para os pontos inteno. Os métodos de solução deste 

conjunto de equações e o critério de convergência são idênticos aos utilizados no modelo I, tal 

como a determinação do teor de umidade médio. 

 

Os pontos de simetria estimados são semelhantes ao equacionamento apresentado no 

modelo I. Para os pontos situados na superfície do material tem-se, após a discretização da 

equação de condição de contorno na superfície, que o teor de umidade nesses pontos pode ser 

calculado pela expressão: 
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 Calor 

 

Para transferência de energia, a seguinte equação é válida: 
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 (I)     (II)                               (III) 

 

Igualando os termos da equação acima e isolando Tf, e ainda o substituindo na 

Equação (I), tem-se: 
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       (3.132) 

 

Substituindo a Equação (3.132) na Equação (3.97a), obtém-se a Equação (3.94a), 

aplicada para os pontos de fronteira sendo os coeficientes AE, AW, AS, o
pA , BN, BE, BW e BP, 

iguais a: 
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Os pontos de simetria são estimados semelhantes ao equacionamento apresentado no 

modelo I. Para os pontos situados na superfície do material tem-se, após a discretização da 

equação de condição de contorno na superfície, que a temperatura nesses pontos pode ser 

calculada pela expressão: 
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                                                                                                                                  (3.133) 

3.5. Aplicação à secagem de grão de lentilha 

 

 A lentilha tem forma aproximadamente elipsoidal oblata; por isto, ela foi escolhida 

para ser estudada nesta pesquisa. 

 

 Os parâmetros a seguir foram usados na simulação numérica: 

 

 Densidade do vapor saturado (Forte et al., 1981): 
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    (-5200/T) exp /T10 x2,54=ρ 8
vo  (kg/m3)                                               (3.134) 

 

 Densidade da água (Forte et al., 1981): 

ρ 1000 kg/m3 

 

 Densidade do sólido seco (Tang e Sokhansanj, 1993): 

sρ 1375 kg/m3 

 Calor latente de vaporização (Forte et al., 1981): 

 

wofg hh =h                         (J/kg)                                                             (3.135a) 

T1038.2103,11x =h 36
o x (J/kg)                                                             (3.135b) 

T
Hx

H

TR
 =h

2
v

w 
             (J/kg)                                                             (3.135c) 

 

 Isoterma de sorção (equação de Henderson modificada) (Menkov, 2000): 

 

  1,73806M21.63811T0,000207x-exp-1 =H    (decimal)                          (3.136) 

 

Válida nos seguintes intervalos: C60ºT5   e 26%M4  (base seca) 

 

 Condutividade térmica da lentilha (Tang e Sokhansanj, 1993): 

    W/m.K  

 Condutividade do líquido e do vapor (Fortes et al, 1981): 

 1331/T expH104.366xx ak 318
1  

    (s)                                               (3.137) 

             (m2/s)                   (3.138) 

 

Os valores dos parâmetros a1, a2 e hm (coeficientes de transferência de massa) das 

equações (3.137) e (3.138) foram obtidos por ajuste entre os dados numéricos e experimentais 
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do teor de umidade (Tang e Sokchansanj, 1994) usando-se a técnica do erro quadrático 

mínimo, da seguinte forma: 

 



n

n 1

2
Expi,Numi, MMERMQ                                                                     (3.139) 

 nn

ERMQ
S

2


                                                                                                 (3.140) 

onde ERMQ é o erro quadrático mínimo,  é a variância, n é o número de pontos 

experimentais e  é o número de parâmetros encontrados (Figliola e Beasley, 1995). 

 

Para o cálculo do coeficiente de determinação (R2) foi usado o programa LAB Fit 

Curve Fitting Software V 7.2.46 (Silva e Silva, 2009). 

 

 Calor especifico da lentilha, da água na fase líquida e vapor (Tang e Sokhansanj, 1991; 

Çengel, 2007): 

 M9,14M-6,220,00709T0,5773c b                                      (3.141) 

  c =4185 J/kg;                             cv=1916 J/kg 

 Dimensão do grão de lentilha (Tang e Sokhansanj, 1993): 

L1=1,4x10-3 m 

L2=3,4x10-3 m 

 

Em relação ao coeficiente de transferência de calor convectivo, o mesmo é obtido 

considerando-se o grão de lentilha como esfera de volume de um elipsoide, como segue: 

 1/3
r

1/2
e

a
c P0,6R2

dp

k
h                                                                               (3.142) 

onde o número de Reynolds e o número de Prandtl são dados pelas seguintes expressões, 

respectivamente: 

a

Paa
e μ

dvρ
R            e            

a

aa
r k

μc
P   
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Na Tabela 1 tem-se os valores dos parâmetros do ar de secagem e os teores de 

umidade inicial (Mo), de equilíbrio (Me) e final (Mf) do grão de lentilha utilizado neste 

trabalho, baseando-se nos dados reportados por Tang e Sokhansanj, 1994. 

 

Tabela 3.1. Condições do ar de secagem e do grão de lentilha (Fonte: Tang e 

Sokhansanj, 1994). 

Ar Lentilha 

Ta  

(oC) 

H  

(%) 

v 

 (m/s) 

Mo  

(% b.s) 

Me  

(% b.s) 

To  

(oC) 

Te  

(oC) 

t  

(s) 

40 50 0,3 24,5 12,1 25 40 86400 

60 30 0,3 24,5 7,9 25 60 86400 

60 50 0,3 24,5 10,1 25 60 86400 
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CAPÍTULO IV 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

4.1 - Refinamento da malha 

 
Os resultados referentes à transferência de calor e massa que serão discutidos neste 

trabalho foram gerados através de uma malha 20x20 pontos nodais com intervalo de tempo de 

t = 1,0 s. Estes refinamentos foram propostos baseando-se nos estudos realizados por Carmo 

(2004) e Oliveira et al. (2012) os quais observaram que nessas condições as dimensões do 

sólido e o intervalo de tempo foram suficientes para o refinamento da malha. 

 

Na Figura 4.1 tem-se a malha numérica no plano z-y; no plano computacional tem-se 

uma malha regularmente espaçada (Δξ e Δη são iguais para todos os volumes de controle); já 

no plano físico y-z, como pode ser observado na Figura 4.1, a malha numérica não é regular 

pois existe uma região com maior concentração de pontos nodais localizada ao longo do eixo 

y, nas vizinhanças do ponto focal (y = L e z = 0). Os pontos nodais próximos ao eixo z (η = 1) 

estão notadamente mais afastados uns dos outros.  
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Figura 4.1 - Malha numérica para um corpo esferoidal oblato com L2/L1 = 2,43. 

 

4.2 - Resultados numéricos da secagem de lentilha 
 

Os resultados apresentados neste capítulo foram obtidos através da solução numérica 

da equação da difusão considerando-se a remoção do teor de umidade na forma de líquido e 

vapor (Teoria de Fortes e Okos), submetida a duas diferentes condições de contorno na 

superfície do material. 

 

Os modelos I e II tratam da transferência simultânea de calor e massa no interior do 

sólido com condição de contorno de equilíbrio na superfície do sólido e com condição de 

contorno convectiva, respectivamente. 

 

Nos modelos I e II o encolhimento não foi considerado devido ao fato da secagem 

envolver teores de umidade de 0,245 acerca de 0,10 kg água/kg massa seca; assim, o efeito do 

encolhimento sobre a secagem, embora importante, não deve ser muito significativo. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



93 

4.2.1 - Resultados obtidos com o modelo I 
 

4.2.1.1 – Teor de umidade  
 

Os valores numéricos do teor de umidade da lentilha obtidos neste trabalho para o 

Modelo I foram validados comparando com os dados experimentais do teor de umidade da 

lentilha obtidos durante a secagem por Tang e Sokhansanj (1994), conforme observado nas 

Figuras 4.2 a 4.4.  

 

Observa-se, nas Figuras 4.2 a 4.4, boa concordância entre os dados numéricos e 

experimentais, porém ocorreram algumas discrepâncias em tempos longos do processo em 

razão da condição de contorno utilizada no modelo matemático, que considerava a condição 

de equilíbrio na superfície do material (Oliveira et al., 2012). 
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Figura 4.2 - Comparação entre os teores de umidade médio obtidos com o Modelo I e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para a temperatura 40ºC e umidade relativa de 

50%, em função do tempo de secagem. 
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Figura 4.3 - Comparação entre os teores de umidade médio obtidos com o Modelo I e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para a temperatura 60ºC e umidade relativa de 

30%, em função do tempo de secagem. 
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Figura 4.4 - Comparação entre os teores de umidade médio obtidos com o Modelo I e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para a temperatura 60ºC e umidade relativa de 

50%, em função do tempo de secagem. 
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Comparando as três cinéticas de secagem para um mesmo valor do teor de umidade, 

nota-se que no experimento, com maior temperatura (60ºC) e menor umidade relativa (30%), 

Figura 4.3, o produto seca mais rapidamente, ou seja, em menor tempo; seguido das cinéticas 

de teor de umidade da Figura 4.2 e 4.4, respectivamente. Verifica-se, então, a influência da 

temperatura e da umidade relativa nas cinéticas de secagem uma vez que os maiores valores 

de temperatura e os menores valores de umidade relativa resultaram na diminuição do teor de 

umidade e, consequentemente, na redução do tempo de secagem. 

 

Fixando a temperatura do ar de secagem e analisando as Figuras 4.3 e 4.4, verifica-se 

que menores umidades implicam em secagem mais rápida. Já se fixando o valor da umidade 

relativa e analisando a influência da temperatura nas Figuras 4.2 e 4.4, nota-se que o aumento 

da temperatura do ar de secagem diminui o tempo de secagem do grão de lentilha, 

percebendo-se que a influência da temperatura é maior que o efeito da umidade relativa na 

cinética de secagem. O efeito da temperatura sobre a cinética de secagem já foi relatada por 

Markowski et al. (2010) e Burmester e Eggers (2010), ao observarem a influência do aumento 

de temperatura com a diminuição do tempo de secagem. 

 

 Na Figura 4.5 tem-se a taxa de secagem da lentilha em diferentes temperaturas e 

umidade relativa. Observa-se que no início a taxa de secagem tende a ser maior devido à 

baixa resistência oferecida pela água a ser removida do grão, porém, ao longo do tempo, a 

taxa se secagem tende a permanecer constante em virtude da dificuldade da retirada da água 

ainda retida no produto.  

 

Nota-se também que a velocidade de remoção da umidade (líquido e vapor) do 

produto aumenta com o aumento da temperatura e com a diminuição da umidade relativa. 

Este comportamento pode ser observado no início da secagem do produto, cujas taxas de 

secagem foram, para as condições de secagem de 60ºC/30%, 60ºC/50% e 40ºC/50%, iguais a 

0,144, 0,131 e 0,100, respectivamente.  
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Figura 4.5 – Taxa de secagem do grão de lentilha em diferentes temperaturas e umidade 

relativa.  

 
4.2.1.2 – Temperatura 

 

Nas Figuras 4.6 a 4.8 têm-se as cinéticas de aquecimento do grão de lentilha ao longo 

do tempo de secagem nas temperaturas de 40 e 60ºC e umidade relativa de 30 e 50%. Nota-se 

que a temperatura média do grão de lentilha alcança rapidamente sua temperatura de 

equilíbrio em razão da pequena dimensão do grão, alta condutividade (0,15 w/m k) e da 

condição de contorno de equilíbrio utilizada no modelo matemático. 

 

Ao comparar as curvas da Figura 4.9, percebe-se que as taxas de aquecimento para a 

mesma temperatura (60ºC) e umidade relativa diferente (30 e 50%), não apresentaram 

diferenças significativas, enquanto as curvas com temperaturas diferentes (40 e 60ºC) e 

mesma umidade relativa, foram visivelmente significativas, evidenciando a influência do 

parâmetro temperatura do ar de secagem. 



97 

0 40 80 120 160 200
t (s)

296

300

304

308

312

316

_ T
(K

) Modelo I (40ºC/50%)

 
Figura 4.6 - Temperatura média do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 40ºC e 

umidade relativa de 50% ao longo do tempo de 200 s. 
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Figura 4.7 - Temperatura média do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 60ºC e 

umidade relativa de 30% ao longo do tempo de 200 s. 
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Figura 4.8 - Temperatura média do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 60ºC e 

umidade relativa de 50% ao longo do tempo de 200 s. 

 

 Embora a temperatura e a umidade relativa do ar de secagem não sejam a mesma nos 

três casos estudados, os tempos de secagem atingiram a temperatura de equilíbrio em 

aproximadamente 40 s. Para se ter uma ideia, Oliveira et al. (2012) verificaram que a 

temperatura de equilíbrio alcançada pelo grão de trigo durante sua secagem (T = 87,8ºC) foi 

atingida em aproximadamente 50 s. Provavelmente o rápido aquecimento foi devido á 

condição de contorno utilizada e à pequena dimensão apresentada pelo grão. 
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Figura 4.9 – Taxa de aquecimento do grão de lentilha em diferentes temperaturas e umidade 

relativa.  

 
4.2.1.3 – Fluxo de líquido  
 

Nas Figuras 4.10 a 4.12 verifica-se o comportamento dos fluxos de líquido na 

superfície do grão de lentilha obtido durante o processo de secagem. Nas primeiras 2 (duas) 

horas os fluxos de líquido decaem acentuadamente atingindo o equilíbrio após as 10 horas do 

processo; provavelmente em razão do tamanho do grão, do teor de umidade inicial e também 

em razão do modelo matemático utilizar a condição de contorno de equilíbrio na superfície do 

grão, similar ao reportado por Oliveira et al. (2012). 
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Figura 4.10 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.11 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.12 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 50%. 

 

Observando a Figura 4.13 percebe-se que o menor fluxo de líquido na superfície do 

grão de lentilha ocorreu no modelo I, com maior temperatura (60ºC) e menor umidade relativa 

(30%) do ar de secagem, com valor inicial inferior a 1,2x10-5 kg /m2s em razão 

provavelmente, da remoção de umidade na superfície do produto ter sido maior na forma de 

vapor, como será observado na Figura 4.15. Na Figura 4.13 verifica-se também que o fluxo de 

líquido com temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30%, decresceu mais rapidamente 

evidenciando a rapidez com que a umidade do grão, na forma de líquido, é removida através 

da maior temperatura do ar de secagem (60ºC) e menor umidade relativa (30%). 
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Figura 4.13 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50%. 

 

4.2.1.4 – Fluxo de vapor  
 

Observa-se, nas Figuras 4.14 a 4.16, o comportamento dos fluxos de vapor na 

superfície do grão de lentilha obtido durante o processo de secagem, os quais decaem de 

forma acentuada, atingindo rapidamente o equilíbrio, tal como ocorreu com o fluxo de 

líquido. Nota-se que a ordem de grandeza dos valores dos fluxos de vapor foi bem superior a 

do fluxo de líquido evidenciando que a remoção da umidade do grão de lentilha foi maior na 

forma de vapor. Oliveira (2006) observou, ao avaliar o comportamento do fluxo de líquido e 

vapor na secagem de trigo, que o fluxo de vapor é dominante na superfície do corpo enquanto 

nas regiões mais úmidas o fluxo de umidade se dá predominantemente na fase líquida, 

considerando a condição de contorno de equilíbrio na superfície do sólido, similar à que foi 

usada nesta pesquisa. 
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Desta forma, a modelagem matemática estudada pode predizer, dentre o fluxo de 

líquido ou de vapor, qual o mecanismo dominante para migração de umidade no interior do 

sólido. 
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Figura 4.14 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.15 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.16 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 50%. 

 

 Comparando as curvas da Figura 4.17 nas temperaturas de 40 e 60ºC e com a mesma 

umidade relativa, verifica-se que a temperatura influencia na remoção de umidade na forma 

de vapor enquanto a influência do parâmetro umidade relativa (30 e 50%) não foi tão 

significante. 
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Figura 4.17 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50%. 

4.2.1.5 – Fluxo total  

 

Nas Figuras 4.18 a 4.20, têm-se os fluxos totais de massa ( 


JJ v  ) na superfície do 

grão de lentilha em diferentes temperaturas e umidade relativa. Percebe-se que no início do 

processo de secagem as curvas do fluxo total decaem rapidamente atingindo o equilíbrio após 

aproximadamente 15h de processo. A ordem de grandeza dos valores do fluxo total é a 

mesma dos valores dos fluxos de vapor, evidenciando uma parcela maior do fluxo de vapor 

em relação ao fluxo de líquido. 
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Figura 4.18 - Fluxo total ( 


JJ v  ) na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.19 - Fluxo total ( 


JJ v  ) na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.20 - Fluxo total ( 


JJ v  ) na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 50%. 

 

 Comparando as curvas da Figura 4.21, nota-se que o fluxo total ( 


JJ v  ) na superfície 

do grão de lentilha foi influenciado principalmente pelo parâmetro temperatura enquanto a 

umidade relativa do ar de secagem praticamente não apresentou diferença entre as curvas com 

30 e 50% de umidade relativa. 
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Figura 4.21 - Fluxo total na superfície do grão de lentilha para a secagem nas temperaturas de 

40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50%. 

 

4.2.1.6 –Relação entre o fluxo de vapor e fluxo de líquido 

 

Tem-se, nas Figuras 4.22 a 4.24, a relação entre os fluxos de vapor e de líquido a qual 

evidencia uma remoção maior de massa na superfície do grão de lentilha na forma de vapor, 

durante o tempo de secagem. Nota-se, também, que nas primeiras 2,5 horas do processo a 

relação 


J/J v  cresce rapidamente tendendo a permanecer constante ao fim do processo de 

secagem, com o alcance do teor de umidade de equilíbrio. 

 

Observa-se que as relações 


J/J v foram maiores que 15, 16 e 60 para as Figuras, 4.22, 

4.23 e 4.24, respectivamente. Os dois primeiros valores da relação se aproximam do valor 

reportado por Fortes et al. (1981), para o grão de trigo cujo valor foi igual a 


J/J v > 10. 
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Figura 4.22 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.23 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.24 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 50%. 

 

 Observa-se, na Figura 4.25, que a combinação maior temperatura e menor umidade 

relativa influenciou significativamente a relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha pois a 

curva com essas características foi a que apresentou os maiores valores. 
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Figura 4.25 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para secagem nas temperaturas 

de 40 e 60ºC e umidade relativas de 30 e 50%. 

4.2.1.7 –Fluxo de calor 

 
Observam-se nas Figuras 4.26 a 4.28, os fluxos de calor na superfície do grão de 

lentilha, ao longo do tempo de secagem, os quais são maiores no início, devido à grande 

diferença entre a temperatura do sólido e a temperatura do ar de secagem. Nota-se, também, 

um decaimento acentuado do fluxo de calor, ao longo do tempo de secagem devido à 

condição de contorno utilizada neste trabalho e ao tamanho do grão de lentilha.  

 

A quantidade de energia que flui através da superfície do sólido é maior na Figura 4.27 

isso porque quanto maior a temperatura menor é o tempo de secagem e quanto menor a 

umidade relativa do ar menos saturado é o ar de secagem, o que facilita a remoção da 

umidade do grão. 

 

Embora o grão de lentilha tenha aquecido em aproximadamente em 50 s, o fluxo de 

calor continua decrescendo até 24 h do processo, pois uma parte da energia fornecida é 

utilizada para aquecer o grão e a outra para evaporar sua umidade. 
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Figura 4.26 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

40ºC e umidade relativa de 50% 
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Figura 4.27 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.28 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 50%. 

 

 Na Figura 4.29 nota-se que o maior fluxo de calor está representado pela curva com 

maior temperatura (60ºC) e menor umidade relativa do ar (30%), seguida da curva com 

60ºC/50% e 40ºC/50%, respectivamente.  
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Figura 4.29 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50%. 

 

4.2.1.8 -Distribuição do Teor de umidade no interior da lentilha  

 

A distribuição do teor de umidade no interior do esferoide oblato nos tempos de 1000, 

5000, 10000, 20000, 40000 e 85000 s, nas diferentes condições de secagem (40ºC/50%, 

60ºC/30% e 60ºC/50%), se encontra nas Figuras 4.30 a 4.32. Pode-se verificar que a umidade 

(nas formas de líquido e vapor) migra do centro para a superfície do grão de lentilha em que a 

parcela de líquido é evaporada. Constata-se, ainda, que o teor de umidade do grão diminui do 

centro para a superfície do grão e ao longo do tempo de secagem da lentilha. 
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Figura 4.30 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha durante a 

secagem na temperatura de 40ºC e umidade relativa de 50% 
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Figura 4.31 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha durante a 

secagem na temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30% 
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Figura 4.32 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha durante a 

secagem na temperatura de 60ºC e umidade relativa de 50% 
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O estudo da distribuição do teor de umidade dentro do material é muito importante 

para analisar a evolução das tensões mecânicas desenvolvidas no corpo, devido aos altos 

gradientes de umidade (Oliveira et al., 2012). Pode-se observar que os maiores gradientes de 

umidade ocorrem nas proximidades da superfície e do ponto focal do sólido (pontas), o que 

pode provocar fissuras e trincas devido às tensões provocadas pelos altos gradientes de 

umidade. Carmo et al. (2012) estudando numericamente a distribuição de umidade do grão de 

lentilha usando o modelo de difusão líquida, durante a secagem, observaram que os maiores 

gradientes de umidade ocorriam próximo da superfície e perto do ponto focal do sólido, 

deixando essas áreas mais susceptíveis a rachaduras e fissuras, além de outros problemas 

físicos e químicos, como a alteração da cor, textura e sabor. 

 

Comparando as Figuras 4.31 a 4.33, nos tempos de 20000 s, percebe-se que a umidade 

(nas formas de líquido e vapor) migra mais rapidamente do centro para a superfície do grão de 

lentilha nas condições de maior temperatura e menor umidade relativa, sendo esse 

comportamento observado, por exemplo, na linha de isso-umidade igual a 0,17. Em relação à 

umidade relativa há uma diferença mínima entre o teor de umidade no interior do grão, para 

isso-umidade com valor de 0,17, no tempo de 20000 s. 

 

4.2.1.9 - Distribuição de temperatura no interior da lentilha  

 

Nas Figuras 4.33 a 4.35 tem-se a distribuição de temperatura no interior do grão de 

lentilha durante a secagem nos tempos de 2, 6, 10 e 25 s. Observa-se que a temperatura do 

grão de lentilha cresce da superfície para o centro do grão e também aumenta com o tempo de 

secagem.  

 

Observa-se, nos perfis de temperatura, que o aquecimento da superfície do grão até 

atingir o centro do grão de lentilha ocorre muito rápido atingindo a temperatura de equilíbrio 

em poucos segundos. Assim, a transferência de calor no interior do grão só é significativa no 

início da cinética de secagem para a condição de contorno utilizada. 

 

Verifica-se também que os maiores gradientes ocorrem nas proximidades da superfície 

e do ponto focal do sólido (pontas) tendendo a uma temperatura de equilíbrio com o aumento 

do tempo de secagem. A rapidez com que o sólido aumenta de temperatura se deve ao 
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tamanho e à condutividade térmica do grão e também a condição de equilíbrio na superfície 

do material. Assim, esta região além de se aquecer mais rápida, também seca mais rápida, 

intensificando ainda mais os problemas de deterioração do material, nessa região.  
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Figura 4.33 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.34 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.35 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

60ºC e umidade relativa de 50%. 
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4.2.2 - Resultados obtidos com o modelo II  

 

 O modelo II, apresentado neste trabalho, trata-se da transferência simultânea de calor e 

massa no interior do grão de lentilha, com condição de contorno convectiva na superfície de 

separação entre o produto e o ar de secagem. 

 

4.2.2.1 – Teor de umidade 

 

Têm-se, nas Figuras 4.36 a 4.38, a comparação entre as cinéticas de secagem do grão 

de lentilha obtida numérica e experimentalmente (Tang e Sokhansanj, 1994), ao longo do 

processo de secagem. É possível observar melhor concordância entre os valores do teor de 

umidade média obtidos com o modelo II em relação àqueles obtidos com o modelo I. Oliveira 

e Lima (2009) estudando um modelo numérico que descrevia simultaneamente a transferência 

de calor e massa utilizando a condição de contorno convectiva durante a secagem do grão de 

trigo, observaram que o ajuste dos dados numéricos aos dados experimentais do teor de 

umidade apresentou bom ajuste, assim como verificado no modelo II. Isto ocorre devido ao 

fato de que a condição de contorno convectiva na superfície do material é mais realista 

fisicamente.  
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Figura 4.36 - Comparação entre os teores de umidade média obtidos com o modelo II e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para temperatura de 40ºC e umidade relativa de 

50%. 



121 

0 5 10 15 20 25
t (h)

0.08

0.12

0.16

0.2

0.24

0.28

_ M
(k

g
á

g
u

a
/k

g
s

ó
li

d
o

s
e

c
o

)

Experimental (Tag e Sokhansanj, 1994)

Modelo II (60ºC/50%)

 
Figura 4.37 - Comparação entre os teores de umidade média obtidos com o modelo II e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para temperatura de 60ºC e umidade relativa de 

30%. 
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Figura 4.38 - Comparação entre os teores de umidade média obtidos com o modelo II e os 

reportados por Tang e Sokhansanj (1994), para temperatura de 60ºC e umidade relativa de 

50%. 
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O comportamento da taxa de secagem do grão de lentilha do modelo II é semelhante 

ao do modelo I, com a velocidade de remoção da umidade (líquido e vapor) do produto 

aumentando com o aumento da temperatura e com a diminuição da umidade relativa. Porém, 

percebe-se que no início da secagem do produto para o modelo II, as taxas de secagem foram 

maiores para os casos 60ºC/30%, 60ºC/50% e 40ºC/50% cujos valores foram iguais a 0,165, 

0,137 e 0,103 kg água/kg sólido seco.h, respectivamente. 
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Figura 4.39 – Taxa de secagem do grão de lentilha em diferentes temperaturas e umidade 

relativa.  

4.2.2.2 – Temperatura 

 

Nas Figuras 4.40 a 4.42 verifica-se o aquecimento médio do grão de lentilha ao longo 

do tempo de secagem. Nota-se que, diferente do ocorrido com o modelo I, no modelo II a 

temperatura média do grão de lentilha alcança a temperatura de equilíbrio em um intervalo de 

tempo maior apresentando, inclusive, um crescimento mais suave, devido à condição de 

contorno convectiva utilizada neste modelo.  

 

Observa-se, na Figura 4.43, que a taxa de aquecimento do grão de lentilha tem o 

mesmo comportamento da taxa de aquecimento observado no modelo I, ou seja, as curvas 
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com a mesma temperatura (60ºC) e umidade relativa diferente (30 e 50%) não apresentaram 

diferenças significativas enquanto as curvas com temperaturas diferentes (40 e 60ºC) e mesma 

umidade relativa (50%) influenciaram o comportamento da taxa de secagem demonstrando a 

importância da temperatura do ar de secagem.  
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Figura 4.40 - Temperatura média do grão de lentilha ao longo do tempo de 2000 s para a 

secagem na temperatura de 40ºC e umidade relativa de 50%. 

 

0 400 800 1200 1600 2000
t (s)

290

300

310

320

330

340

_ T
(k

)

Modelo II (60ºC/30%)

 



124 

Figura 4.41 - Temperatura média do grão de lentilha ao longo do tempo de 2000 s para a 

secagem na temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.42 - Temperatura média do grão de lentilha ao longo do tempo de 2000 s para a 

secagem na temperatura de 60ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.43 – Taxa de aquecimento do grão de lentilha para a secagem em diferentes 

temperaturas e umidade relativa.  
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4.2.2.3 – Fluxo de líquido  

 

Nas Figuras 4.44 a 4.46 verifica-se o comportamento dos fluxos de líquido na 

superfície do grão de lentilha obtido durante o processo de secagem com o modelo II. 

Observa-se que, para todos os casos analisados, os valores iniciais dos fluxos de líquido 

apresentaram resultados maiores que os obtidos com o uso do modelo I. Nota-se também que 

o caso com T = 40ºC e H = 50%, apresentou o maior valor de fluxo de líquido na superfície 

do material seguido dos casos com 60ºC e umidade relativa de 50% com 60ºC e umidade 

relativa de 30%.  
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Figura 4.44 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 40ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
 

  

Comparando o aumento percentual entre os valores iniciais dos fluxos de líquidos do 

modelo II em relação ao modelo I, observa-se que esses aumentos foram iguais a 46% para a 

condição de 40ºC/50%, 53% para a condição de 60ºC/30% e de 67% para 60ºC/30%, 

evidenciando a importância de se considerar uma modelagem mais realista para predizer o 

fenômeno da secagem. 
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Figura 4.45 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30% (Modelo II). 
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Figura 4.46 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Na Figura 4.47 verifica-se o mesmo comportamento do fluxo de líquido observado no 

modelo I, com o fluxo de líquido na temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30%, 

decrescendo mais rapidamente que as demais curvas evidenciando a rapidez com que a 

umidade do grão, na forma de líquido, é removida através da maior temperatura do ar de 

secagem (60ºC) e menor umidade relativa (30%). 

 

 Tem-se, na Figura 4.48, a comparação entre as curvas de fluxo de líquido para o caso 

com temperatura de 60ºC e umidade relativa de 30% dos modelos I e II. Nota-se que apenas 

no início da secagem houve diferenças entre os valores do fluxo de líquido e que na maior 

parte do processo de secagem o comportamento foi praticamente o mesmo.  
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Figura 4.47 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50% (Modelo II). 
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Figura 4.48 - Fluxo de líquido na superfície do grão de lentilha para a secagem na 

temperatura de 60ºC e umidades relativas de 30% do modelo I e modelo II. 

 

4.2.2.4 – Fluxo de vapor 

 

Têm-se, nas Figuras 4.49 a 4.51, os fluxos de vapor na superfície do grão de lentilha 

obtidos durante o processo de secagem no interior do grão de lentilha com o modelo II. Nota-

se que os fluxos de vapor apresentaram valores superiores aos valores de fluxos de vapor 

determinados pelo modelo I em quanto a maior remoção de massa na forma de vapor foi 

observada no modelo II com a temperatura do ar de secagem igual a 60ºC e 30% de umidade 

relativa.  

 

É importante observar que, no início do processo, os valores do fluxo de vapor na 

superfície do grão de lentilha para os três casos estudados, chegam a ser 10 vezes maiores que 

o fluxo de líquido. 

 

Na Figura 4.52 têm-se os fluxos de vapor do grão de lentilha em diferentes condições 

de secagem. Nota-se que essas curvas do modelo II apresentaram o mesmo comportamento 

das curvas do modelo I.  
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Figura 4.49 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 40ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.50 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 30% (Modelo II). 
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Figura 4.51 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.52 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50% (Modelo II). 
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Comparando as curvas de fluxo de vapor dos modelos I e II para o mesmo caso 

estudado, ou seja, 60ºC/30%, observa-se que o fluxo de vapor foi maior no modelo II, nas 5 

primeiras horas do processo de secagem; após este tempo praticamente não há diferença entre 

as curvas.  
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Figura 4.53 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidades relativas de 30% do modelo I e modelo II. 

 

4.2.2.5 – Fluxo total 

 

Nota-se, nas Figuras 4.54 a 4.56, que os fluxos totais de massa ( 


JJ v  ) na superfície 

do grão de lentilha em diferentes temperatura e umidade relativas nos instantes iniciais e as 

curvas do fluxo total, decaem rapidamente atingindo o equilíbrio em 12h de processo; após 

este tempo o fluxo total tende a permanecer constante até o final da secagem.  
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Figura 4.54 - Fluxo total na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 

40ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.55 - Fluxo total na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 30% (Modelo II). 
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Figura 4.56 - Fluxo total na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 

60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 

 

Na Figura 4.57 têm-se os fluxos totais de massa ( 


JJ v  ) na superfície do grão de 

lentilha para os diferentes casos. Ao comparar as curvas com umidade relativa igual (50%) e 

diferentes temperaturas (40 e 60ºC), observa-se pequena influência deste parâmetro no fluxo 

total enquanto fixando a temperatura (60ºC) e variando a umidade relativa (30 e 50%), 

praticamente não existe diferença na curva de fluxo de total evidenciando que o parâmetro 

temperatura tem maior influência no fluxo total de massa ( 


JJ v  ) na superfície do grão de 

lentilha, que a umidade relativa do ar de secagem. 

 

Comparando as curvas de fluxo total da Figura 4.58 percebe-se que o fluxo total do 

modelo II é maior que o fluxo total do modelo I, até as 5 (cinco) primeiras horas da secagem 

do grão de lentilha; após este tempo, não há diferença entre as curvas. 
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Figura 4.57 - Fluxo de vapor na superfície do grão de lentilha para a secagem nas 

temperaturas de 40 e 60ºC e umidades relativas de 30 e 50% (Modelo II). 
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Figura 4.58 - Fluxo total na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura de 

60ºC e umidades relativas de 30% do modelo I e modelo II. 
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4.2.2.6 – Relação entre o fluxo de vapor e líquido ( 


J/J v ) 

 
 Nas Figuras 4.59 a 4.61 se evidencia a saída considerável de fluxo de massa na forma 

de vapor, no início do processo de secagem. Observa-se que a relação 


J/J v  é maior que 14, 

72 e 23, para os casos com 40ºC/50%, 60ºC/30% e 60ºC/50%, respectivamente, o que 

evidencia a predominância da remoção de umidade na forma de vapor. Nota-se, também, que 

no final do processo a relação entre o fluxo de vapor e fluxo de líquido tende a permanecer 

constante nos três casos estudados, como pode ser observado nas Figuras 4.59 a 4.61.  
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Figura 4.59 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.60 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 30% (Modelo II). 
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(a) T=60º C e UR=50%  

Figura 4.61 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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 Observa-se também, na Figura 4.62 que a relação 


J/J v  foi influenciada tanto pela 

temperatura quanto pela umidade relativa embora as curvas com as mesmas temperaturas 

(60ºC) e umidade relativa diferente (30 e 50%) foram as que diferenciaram fortemente uma da 

outra.  
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Figura 4.62 – Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para secagem nas temperaturas 

de 40 e 60ºC e umidade relativas de 30 e 50%. 

 
 Comparando as curvas da Figura 4.63, com os mesmos parâmetros (temperatura e 

umidade relativa) também apresentaram diferenças entre os dois modelos. Nota-se que a 

relação 


J/J v  foi maior no modelo II, devido à condição de contorno utilizada entre os dois 

modelos.  
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Figura 4.63 - Relação 


J/J v na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidades relativas de 30% do modelo I e modelo II. 

 
4.2.2.7 – Fluxo de calor 
 

Nas Figuras 4.64 a 4.66 têm-se os fluxos de calor na superfície do grão de lentilha. 

Nota-se que durante o tempo de secagem o fluxo de calor decai acentuadamente até as 5h de 

secagem; após este tempo o fluxo de calor tende a permanecer constante até o final da 

secagem. 

 

Na Figura 4.67 observa-se o fluxo de calor na superfície do grão de lentilha com três 

diferentes condições de secagem. No início do processo percebe-se uma diferença entre os 

valores do fluxo de calor; no entanto, na maior parte do processo de secagem os valores de 

fluxo de calor praticamente coincidem. 
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Figura 4.64 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 40ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.65 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 30% (Modelo II). 
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Figura 4.66 - Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidade relativa de 50% (Modelo II). 
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Figura 4.67 – Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para secagem nas temperaturas 

de 40 e 60ºC e umidade relativas de 30 e 50%. 
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No início da secagem nota-se, na Figura 4.68 que o fluxo de calor obtido com o 

modelo II foi maior que o valor do fluxo de calor obtido com o modelo I. 
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Figura 4.68 – Fluxo de calor na superfície do grão de lentilha para a secagem na temperatura 

de 60ºC e umidades relativas de 30% do modelo I e modelo II. 

 

4.2.2.8 -Distribuição do Teor de umidade no interior da lentilha  

 

Nas Figuras 4.69 a 4.71 tem-se a distribuição do teor de umidade no interior do grão 

de lentilha, em seis tempos de processo (1000, 5000, 10000, 20000, 40000 e 85000 s) 

respectivamente, obtido com o modelo II. Nestas figuras os teores de umidade no interior do 

sólido são representados pelas linhas de iso-umidade. Percebe-se que no modelo II a secagem 

é mais lenta em relação ao modelo I, visto que o modelo II considera o hm finito (condição de 

contorno convectiva) influenciando bastante no processo de secagem. 

 

 Verifica-se ainda o mesmo comportamento do fluxo de umidade conforme comentado 

para o modelo I, só que desta feita em menor intensidade favorecendo a qualidade do produto 

pós-secagem.  
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Figura 4.69 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha para a secagem 

a 40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.70 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha para a secagem 

a 60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.71 - Distribuição do teor de umidade no interior do grão de lentilha para a secagem 

a 60ºC e umidade relativa de 50%. 
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Nas Figuras 4.69 a 4.71, no tempo de 10000 s, por exemplo, percebe-se que a umidade 

(nas formas de líquido e vapor) migra mais rapidamente do centro para a superfície do grão de 

lentilha nas condições de maior temperatura e menor umidade relativa como observado nas 

linhas de iso-umidade igual a 0,17; o mesmo comportamento também foi observado para o 

modelo I. 

 
4.2.2.9 - Distribuição de temperatura no interior da lentilha  
 

A distribuição de temperaturas no interior do grão de lentilha representada pelas 

Figuras 4.72 a 4.74 foi determinada nos tempos de 1000, 5000, 10000, 20000, 40000 e 85000 

s, respectivamente. Nota-se nas linhas de temperatura constante (isotermas) que o 

aquecimento do sólido é mais rápido no Modelo I em relação ao Modelo II, cuja ocorrência é 

devida à condição de contorno do Modelo I considerar a temperatura do sólido prescrita no 

começo da secagem, que é equivalente a um coeficiente de transferência de calor convectiva 

infinito. 

 

Analisando essas Figuras, a distribuição de temperatura é praticamente uniforme em 

qualquer tempo de processo pré-estabelecidos.  
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Figura 4.72 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

40ºC e umidade relativa de 50%. 
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Figura 4.73 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

60ºC e umidade relativa de 30%. 
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Figura 4.74 - Distribuição de temperatura no interior do grão de lentilha para a secagem a 

60ºC e umidade relativa de 50%. 
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4.3 - Estimativa dos coeficientes de transporte (kl, kv e hm) 

 

Observam-se, na Tabela 4.1, os valores dos parâmetros a1 e a2, dos coeficientes de 

transporte ( vk e k ), os coeficientes de transferência de convectiva de massa e calor (hm e hc), 

erro relativo (ERMQ), variância ( ) e coeficiente de determinação (R2), respectivamente, 

determinados usando-se os Modelos I e II. Nota-se que ambos os modelos apresentaram bom 

ajuste devido à pequena discrepância apresentada entre os dados experimentais e os 

numéricos, com melhor ajuste para o modelo II (menor ERMQ e ) e com os maiores valores 

dos coeficientes de determinação.  

 

Tabela 4.1 – Comparação da condutividade de líquido e vapor e erro residual 

Modelos 
Casos a1 

x104 

a2 

x102 

hmx106
 

(m/s) 

hc 

(W/m2K) 

ERMQ 

(x103) 

 

(x105) 
R2 

T 
(ºC) 

H 
(%) 

Modelo 

I 

40 50 2,0000 22,66 - - 0,788 1,13 0,994 

60 30 1,1262 9,17 - - 1,485 2,12 0,994 

60 50 2,1636 11,23 - - 1,451 2,07 0,992 

Modelo 

II 

40 50 2,3313 25,07 6,20 37,31 0,413 0,61 0,996 

60 30 0,8785 9,47 19,50 37,81 1,018 1,50 0,994 

60 50 1,4391 10,74 12,80 37,81 1,374 2,02 0,991 

 

Analisando os parâmetros a1 e a2, verifica-se que ambos diminuem com o aumento da 

temperatura e com o decréscimo da umidade relativa, ao contrário do que ocorre com o 

coeficiente de transferência convectiva cujo parâmetro aumenta com o aumento da 

temperatura e com o decréscimo da umidade relativa.  

 

Para relacionar a teoria de Fortes e Okos com a teoria de difusão líquida, considera-se 

que o problema no qual se tenha inexistência de fluxo de vapor e geração de massa, efeitos 

gravitacionais desprezíveis e que o gradiente de temperatura, não tenha efeito sobre o fluxo de 

líquido; então, a Equação (3.38), assume a forma: 

 

M
M

H

H

T
v

R
kρJ 





                                                                                     (4.1) 
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Portanto, a Equação (3.42) será escrita como: 





















  M

M

H

H

T
v

R
kρ

t

M


                                                                   (4.2) 

 

Comparando a Equação (4.2) com a Equação (2.8) verifica-se que o coeficiente de 

difusão será: 

 

M

H

H

T
v

R
kρD







                                                                                            (4.3) 

 

As Figuras 4.75 a 4.78 apresentam o valor do coeficiente de difusão de massa (D), 

umidade relativa (H) e condutividades de líquido e de vapor em função do teor de umidade 

para os três casos estudados (40ºC/50%, 60ºC/30% e 60ºC/50%). 

 

Verifica-se, na Figura 4.75, que os valores do coeficiente de difusão (D), obtidos pela 

teoria da difusão líquida, aumentam com a diminuição do teor de umidade até alcançar os 

valores de 0,16, 0,14 e 0,14 b.s, para os casos 40ºC/50%, 60ºC/30% e 60ºC/50%, 

respectivamente. A partir daí, os valores do coeficiente de difusão (D) seguem 

comportamento esperado, ou seja, diminuem com a diminuição do teor de umidade para os 

três casos estudados já que o coeficiente de difusão aumenta com o aumento do teor de 

umidade e com a temperatura, segundo a teoria de Arrhenius. 

 

Os valores da difusividade de massa determinados com a teoria da difusão líquida, 

foram da ordem de grandeza de 10-12 m/s. Tang e Sokhansanj (1993), considerando o grão de 

lentilha composto de três regiões distintas, observaram que a difusividade de umidade 

encontrada para o hilo, cotilédone e para o tegumento, apresentou valores da ordem de 10-9, 

10-11e 10-13 m2/s. 
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Figura 4.75 -. Valores do coeficiente de difusão (D) do grão de lentilha para os diferentes 

casos estudados. 

 

Comparando as Figuras 4.76 e 4.77, observa-se que os valores da condutividade do 

líquido e vapor possuem comportamento inverso durante a secagem enquanto a condutividade 

de líquido decresce durante a secagem, a condutividade de vapor aumenta com a diminuição 

do teor de umidade, alcançando valores máximos de condutividade de vapor iguais a 2,35x10-

5 m2/s (40ºC/50%), 1,49x10-5 m2/s (60ºC/30%) e 1,13x10-5 m2/s (60ºC/50%). Segundo Fortes 

(1978) a condutividade de líquido aumenta com o teor de umidade a uma dada temperatura e, 

durante este aumento, deverão ocorrer, simultaneamente, difusão molecular de líquido e 

vapor, escoamento capilar e filtração enquanto para baixos valores de teor de umidade os 

mecanismos de migração consistirão de processos de vaporização-condensação. O mesmo 

pesquisador ainda observou que a condutividade de vapor apresentará um valor máximo a 

baixos teores de umidade, dada à descontinuidade de líquido e, consequentemente, o 

esvaziamento dos poros e capilares.  

 

Nota-se, na Figura 4.77, que os valores da condutividade de vapor do grão de lentilha 

foram maiores para a menor temperatura de secagem (40ºC); tal comportamento deve-se, 
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provavelmente, à diminuição da pressão de saturação com a diminuição da temperatura 

aumentando o vapor dentro do poro, supondo volume constante. 
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Figura 4.76 - Condutividade de líquido durante a secagem do grão de lentilha para os três 

casos estudados 
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Figura 4.77 - Condutividade de vapor durante a secagem do grão de lentilha para os três 

casos estudados. 



151 

Verificam-se, na Figura 4.78, as isotermas de dessorção do grão de lentilha para os três 

casos estudados. Nota-se que para um mesmo valor de umidade relativa o teor de umidade 

diminui com o aumento da temperatura do ar de secagem para valores de teor de umidade 

inferiores a 0,24 b.s. Observa-se também que para os casos com o mesmo valor de 

temperatura e diferentes umidades realtiva do ar, as curvas coincidiram.  
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Figura 4.78 - Isoterma de sorção do grão de lentilha para os diferentes casos estudados. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



152 

 

CAPÍTULO V 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

5.1 – Conclusões 

Analisando os resultados obtidos com a simulação da secagem em corpos com 

geometria esferoidal oblato para os modelos I e II, conclui-se que: 

 

 Os modelos matemáticos propostos para predizer a difusão transiente em sólidos 

esferoidais oblatos e sua solução numérica via método dos volumes finitos com condição de 

equilíbrio e convectiva na superfície, foram adequados uma vez que os valores numéricos do 

teor de umidade obtidos pelos modelos (I e II) apresentaram baixos desvios e variância 

quando comparados com os dados do teor de umidade obtidos experimentalmente. 

 

 As áreas do grão de lentilha mais susceptíveis a fissuras e rachaduras são as da 

superfície e em torno dos pontos focais (pontas), podendo provocar maiores tensões térmica e 

hídricas devido aos altos gradientes de umidade e temperatura. 

 

 No grão de lentilha o mecanismo de migração dominante é o fluxo de vapor, na 

superficie do produto, com uma razão fluxo de vapor/fluxo de líquido maior que 14, ou seja, 
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Jv/Jl>14, nos Modelos I e II, para todos os casos estudados (40ºC/50%, 60ºC/30% e 

60ºC/50%). 

 

 O comportamento da taxa de secagem do grão de lentilha dos modelos I e II foi 

semelhante com a velocidade de remoção da umidade (líquido e vapor) do produto 

aumentando com o aumento da temperatura e com a diminuição da umidade relativa. 

Enquanto para a taxa de aquecimento do grão de lentilha dos modelos I e II a temperatura foi 

o parâmetro que mais influenciou no aquecimento do sólido, ao compará-lo com a umidade 

relativa utilizada. 

 

 Os dois modelos matemáticos estudados apresentaram boa concordância entre os 

valores do teor de umidade experimental e o numérico. O modelo II, que inclui os fenômenos 

convectivos é mais realista fisicamente que o modelo I fornecendo resultados mais confiáveis 

dos coeficientes de transporte, inclusive apresentando menor erro relativo. 

 

 A condutividade de líquido aumenta com o aumento do teor de umidade e diminui 

com o aumento da temperatura enquanto a condutividade de vapor aumenta com a diminuição 

do teor de umidade e diminui com o aumento da temperatura devido ao comportamento da 

pressão de saturação no poro. 

 

 Comparando o coeficiente de difusão de massa (D) obtido pela teoria de Fortes e Okos 

e admitindo a inexistência do fluxo de vapor com a teoria da difusão líquida, verifica-se que 

os autores ressaltaram o comportamento semelhante na faixa de umidade de 0,8 a 0,14 b.s. 

para os três casos estudados, apresentando, porém, comportamento contrário ao esperado 

(decréscimo com a diminuição do teor de umidade). 

 

5.2 - Sugestões para trabalhos futuros 

 

 Examinar o efeito do encolhimento no fenômeno de difusão de sólidos esferoidais 

oblatos e simular a distribuição do teor de umidade e temperatura no interior de corpos 

esferoidais oblatos e suas respectivas cinéticas de difusão; 
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 Modelar e estudar numericamente a secagem intermitente de corpos com geometria 

elipsoidal, utilizando o modelo proposto e determinando, inclusive, o mínimo tempo de 

têmpera requerido na secagem; 

 

  Aplicar os modelos numéricos desenvolvidos à secagem de outros produtos agrícolas, 

tais como fava, café etc. 
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