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Resumo

Este trabalho tem como objetivo obter solugoes analiticas para a equagao de difusao
usando Séries de Fourier. Para isto, inicialmente foi feita uma revisao sobre sequéncias
numéricas e sobre séries numéricas e de fungoes. Em seguida, apresentamos as Séries
de Fourier e alguns resultados importantes relacionados a estas, os quais usamos pos-
teriormente para encontrar as solugbes analiticas para equagao de difusdo. As referidas
solugoes foram obtidas para as geometrias de uma parede infinita e de uma esfera.
Finalmente apresentamos uma aplicacao da solu¢ao analitica, para a geometria de
uma esfera, para a descri¢io da transferéncia de massa presente num processo de de-
sidratagao osmética. Através deste trabalho constatou-se a importancia das Séries de
Fourier para obtencao de solugbes analiticas de EDPs e da importancia da equacao de
difusao para descrigao do processo de transferéncia de massa.

Palavras-chave: Séries de Fourier. Difusao. Transferéncia de Massa.



Abstract

This study aims to obtain analytical solutions for the diffusion equation using Fourier
series. For this, was initially carried out a review of numerical sequences and of nume-
rical and function series. Then the Fourier series were presented, and some important
findings related to these, which were subsequently used to find analytical solutions to
the diffusion equation. These solutions were obtained for the geometry of an infinite
wall and a sphere. Finally we present an application of the analytical solution found
to the geometry of a sphere, for the description of the mass transfer in osmotic dehy-
dration process. Through this work it was possible to highlight the importance of the
Fourier series to obtain analytical solutions of PDEs and the importance of the diffu-

sion equation for the description of mass transfer process.

Keywords: Fourier series . Mass Transfer . Diffusion.
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Introducao

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) foi um importante matemaético e fisico
de origem francesa. Ele ficou orfdo muito jovem, pois a sua mae faleceu quando ele
tinha nove anos de idade e o seu pai no ano seguinte. Foi internado na escola militar de
Auxerre, um colégio beneditino, onde inicialmente mostrou ter talento para a literatura,
mas aos treze anos comecou a interessar-se pela matemadtica. Aos catorze anos ja tinha
lido os seis volumes do Curso de Matemética de Etienne Bézout e em 1783 recebeu o
primeiro prémio pelo seu estudo da Mecanica Geral de Charles Bossut.

Em 1787, aos 19 anos decidiu seguir carreira religiosa, porém nao perdeu a paixao
pela matemadtica, inclusive continuou mantendo contato com um de seus professores
de paris. Dois anos depois resolveu abandonar a carreira religiosa e visitou Paris onde
apresentou um artigo 4 Academia Real de Ciéncias Francesas sobre suas pesquisas para
solugdo de equagdes numéricas. Em 1790 tornou-se professor de matemédtica na escola
militar de Auxerre, a mesma na qual havia estudado.

Em 1794 foi nomeado para estudar na Ecole Normale de Paris, uma instituicao
fundada pela repiblica com o objetivo de ensinar a professores. Nesta escola Fourier
demonstrou ser um dos alunos mais brilhantes, onde teve como professores Lagrange,
Pirre Simon Laplace e Gaspard Monge, os maiores fisicos-matemadticos da época. Em
1822 escreveu um trabalho intitulado por “theorie analytiqui de la chaleur”, este foi
um verdadeiro marco da fisica matematica.

Através do seu estudo sobre a propagacao de calor em corpos sélidos analisou
a decomposicao de fungbes periddicas em séries trigonométricas convergentes, dando
origem a um tipo especial de séries trigonométricas denominadas Séries de Fourier.
Tais Séries sao modelos matematicos utilizados para desenvolver estudos relacionados

a processos fisicos.

10




155

Segundo Fourier, qualquer funcao periédica, por mais complexa que seja, pode
ser representada como a soma de virias fung¢oes seno e cosseno com amplitudes, fases
e periodos escolhidos convenientemente. Além disso, tais séries de fungbes podem ser
infinitas, de tal forma que a convergéncia destas séries dependem apenas da diferenci-
abilidade da funcao f a qual é continua por partes.

As Séries de Fourier apresentam vastas aplicagbes em diversas areas da ciéncia
como, por exemplo, na fisica e quimica quantica, acistica, oceanografia, processamento
de sinais, engenharia, dentre outras. Estas séries podem desempenhar um importante
papel na busca de compreender os diversos fenomenos que ocorrem no mundo. Neste
trabalho, tais Séries foram usadas com o objetivo de obter solugoes analiticas para a
equagao de difusdao para os problemas de transferéncia de massa numa parede infinita
e numa esfera.

No capitulo 1, procuramos revisar alguns resultados importantes relacionados a
sequéncias numéricas que ajudarao o leitor a entender o capitulo 2.

No capitulo 2, fizemos uma revisao sobre séries numéricas e de fungdes com o
objetivo de usar alguns resultados para introduzir as Séries de Fourier no capitulo
seguinte.

No capitulo 3, apresentamos inicialmente as séries trigonométricas de forma geral
e em seguida apresentamos um caso particular especial, que sao as Séries de Fourier.

No capitulo 4, usamos as Séries de Fourier para encontrar as equacgoes de di-
fusao para os problemas de transferéncia de massa numa parede infinita e numa esfera
e em seguida aplicamos a solugao analitica encontrada para esfera para descrever a

transferéncia de massa existente no processo de desidratagao osmética de acerola.



Capitulo 1
Sequéncias Numeéricas

Neste capitulo faremos uma breve revisao sobre alguns resultados importantes
relacionados & sequéncias numéricas, os quais ajudarao o leitor a entender o capitulo
2.

Representamos por N o conjunto dos nimeros inteiros positivos, isto é,

N={1,23,..}

Esse conjunto é chamado conjunto dos mimeros naturais. O subconjunto de N
constituido dos niimeros pares serd representado por Np e o subconjunto dos nimeros

impares, por N;. Em simbolos, escrevemos:

Np = {2n;n € N}

N;={2n-1;n € N}.

Defini¢ao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fun¢io f: N — R, que

associa a cada mimero natural n um nimero real f(n).

O valor da sequéncia f no nimero natural n é denominado n-ésimo termo ou
termo geral da sequéncia f e é representado genericamente por a,, b,, Z,, etc. Para
simplificar, faremos referéncia ao termo geral a,, como a sequéncia f tal que f(n) = a,.
Uma sequéncia pode ser representada pelo seu termo geral a,, ou explicitando-se seus

primeiros termos (a,, az, ...).

12
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CAPITULO 1. SEQUENCIAS NUMERICAS 13

Defini¢ao 1.2. Dada uma sequéncia f : N — R, as restrigoes de [ a subconjuntos

infinitos de N serdo denominadas subsequéncias de f.

Representando a sequéncia f pelo seu termo geral {a,}, n € N, podemos afirmar
que as subsequéncias de f, ou de {a,}, sio aquelas sequéncias {a;}, com k € N/,
sendo N’ um subconjunto infinito do conjunto dos nimeros naturais. Naturalmente,
toda sequéncia é uma subsequéncia dela prépria. Dentre as subsequéncias de uma

dada sequéncia a, destacamos duas particularmente importantes: a subsequéncia

par {as,} e a subsequéncia impar {as, }.

Exemplo 1.1. As subsequéncias par e impar da sequéncia a, = (—1)" sao as sub-

sequéncias constantes as, € a,_,, TEspectivamente.

1.1 Classificagao: Limitacao e Monotonia

Definicao 1.3. Uma sequéncia {a,} € dita limitada superiormente quando existir
um nimero real M, denominado cota superior da sequéncia, que atende a sequinte

condigao:

a, < M, Vn.

Definicao 1.4. Uma sequéncia {a,} € dita limitada inferiormente quando eristir
um nimero real m, denominado cota inferior da sequéncia, que atende a sequinte

condigao:

m < a,, Vn.

Definicao 1.5. Quando uma sequéncia for limitada superiormente e inferiormente,

diremos que ela ¢ limitada.

Observacao 1.1. Note que uma sequéncia é limitada se eristem M e m tais que

m<a, <MVn.

E claro que se M for uma cota superior de uma dada sequéncia {a, }, entdo qual-

quer nimero real maior do que M também serd cota superior da sequéncia {a,}. A
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menor dessas cotas superiores é denominada supremo da sequéncia {a,} e denotada
por sup{a,}. Analogamente, uma sequéncia {a,} limitada inferiormente possui uma
infinidade de cotas inferiores, sendo a maior delas denominada infimo da sequéncia e
denotada por inf{a,}. E bom deixarmos claro que toda sequéncia limitada superior-
mente tem supremo finito e toda sequéncia limitada inferiormente tem infimo finito.
Além disso, para cada € > 0, o mimero real @ = sup{a,} — ¢, por ser menor do que o
supremo da sequéncia {a,}, ndo pode ser cota superior e, por essa razao, algum termo

da sequéncia, digamos a,;, é tal que

a =sup{a,} — € < am

Para o infimo ocorre um fato andlogo. Sendo 8 = inf{a,} + ¢ um mimero real maior

do que o infimo da sequéncia {a,}, algum termo da sequéncia, digamos a2, é tal que:

B =inf{a,} + € > ans.

Exemplo 1.2. A sequéncia de termo geral a, = n é limitada inferiormente, mas nao

superiormente. Temos que inf{a,} = 1.

Exemplo 1.3. A sequéncia de termo geral a,, = 1 —n? é limitada superiormente, mas

ndo inferiormente . Nesse caso temos que sup{a,} = 0.

Exemplo 1.4. A sequéncia de termo geral a, = (—1)" € limitada, sendo sup{a,} =1
einf{a,} = —1.

Exemplo 1.5. A sequéncia de termo geral a, = (—1)"n nao é limitada nem superior-

mente nem inferiormente.
Definigao 1.6. Uma sequéncia {a,} ¢ denominada monétona crescente quando
@n < Gny41,Yn, isto €,

a < ap <az< ..

Definicao 1.7. Uma sequéncia {a,} é denominada monétona decrescente quando

@ni1 < Gn,Vn, isto ¢,
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a > ap > az > ...

Definicao 1.8. Uma sequéncia {a,} €é denominada monétona nao decrescente

quando a, < an1,Yn, isto €,

a;<az<az<..

Definicao 1.9. Uma sequéncia {a,} é denominada monétona nao crescente quando

Qn _<_ a,,,V’n., isto é!

a; 2 a2 > az 2> ..

Como consequéncia dessas defini¢oes, deduzimos que toda sequéncia moné6tona
crescente € limitada inferiormente pelo seu primeiro termo, enquanto uma sequéncia
monoétona decrescente ¢ limitada superiormente também pelo seu primeiro termo.
A tinica sequéncia monétona simultaneamnte nao crescente e nao decrescente é a

sequéncia constante.

Exemplo 1.6. As sequéncia a, = n e b, = In(n) sdo crescentes, enquanto ¢, = —n?

E
e d, = — sdo decrescentes.
n

1.2 Limites de uma Sequéncia de Nimeros Reais
Definicao 1.10. Dizemos que um nimero real ¢ é limite de uma sequéncia, ou que
a sequéncia {a,} converge para ¢, quando a sequinte condi¢do for atendida:
Ve>0,3ng € N tal quela, — €] <€,V n>ny. (1.1)
Sobre a definigao 1.10 sao necessérios os seguintes comentarios:
(a) O nmimero natural ny da definigao de limite em geral depende do niimero ¢ dado;

(b) Sendo a desigualdade |a, — #| < € equivalente a £ — ¢ < a,, < £+ ¢, ou ainda que
an € (£ —¢,£+¢), a sentenga (1.1) estabelece que fora do intervalo aberto (£ — ¢, £+ ¢)
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existe no maximo uma quantidade finita de termos da sequéncia ou, em outras pala-
vras, que todos os termos da sequéncia a partir do termo de ordem ny, estao dentro do
intervalo aberto (¢ — ¢, £ + ¢);

(c) A convergéncia e o valor do limite de uma sequéncia ndo sao alterados quando se
modifica uma quantidade finita de termos. Aqui modificar significa acrescentar, omitir
ou simplesmente mudar o valor, por essa razao, dizemos que a convergéncia de uma
sequéncia ¢ determinada pelo comportamento de sua calda.

(d) Finalmente, observamos que uma sequéncia convergente nao pode ter dois limites.

De fato, se
6, = lim (a,) e €& = lim (an),

entdo dado um numero real positivo e, existem, de acordo com a definicao 1.10, dois
niimeros naturais n, e n, tais que |a, —£,| < ¢, Yn > n, e |a, — €| < €,Yn > n,. Para
que essas desigualdades ocorram simultaneamete, é suficiente considerarmos um indice

que seja maior ou igual a n; e ny, a0 mesmo tempo. Se ng é um tal indice, temos:

[y — &3] < |ans — &1 + |ans — 2] < 2¢

e essa desigualdade s6 é possivel para qualquer € positivo quando ¢; = ¢, resultando

na unicidade do limite.
Teorema 1.1. Toda sequéncia convergente é necessariamente limitada.

Demonstragao. Seja {a,} uma sequéncia convergente com limite £. Assim pela
definigao (1.10), fazendo € = 1, existe um indice ng a partir do qual se tem |a, — €] < 1.
Usando a desigualdade triangular podemos assegurar que:

|an| = lan — €+ €] < |an — €] + €] < 1+ €],V > no. (1.2)

Os tnicos termos da sequéncia que, possivelmente, nao atendem a condi¢ao an-
terior sao: ay,as,as, ...an,—1. Considerando o nimero real ¢ como o maior entre os

nimeros 1+ |£], |ai|, |az|, |as], -..|ang—1|, teremos:
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lan| < ¢, Vn. (1.3)

Observacao 1.2. Uma maneira de utilizar o teorema 1.1 para verificar que uma dada
sequéncia nao converge é mostrar que ela nao € limitada. As sequéncias {a,} e {b,}
cujo os termos gerais sao a, = n e b, = —n respectivamente nao sdo limitadas, sendo
portanto, divergentes. E oportuno observar que a reciproca ndo é verdadeira, isto ¢,
existem sequéncias que s@o ao mesmo tempo limitadas e divergentes. Por ezemplo a
sequéncia dada por a, = (—1)" é limitada e divergente, ou seja, existe uma grande

diferenca entre ser limitada e ter limite.

Teorema 1.2. Se f : [a,00) — R é uma fungdo tal que lim f(x) = €, entdo a sequéncia
r—0o0
a, = f(n),n > a, € convergente e seu limite € igual a £. Se lim f(z) = +o0, entdo a
I—+00

sequéncia a, € divergente.

Demonstrag¢ao. Da definicao de limite no infinito para fungoes reais definidas em
intervalos, segue que para cada € > 0 existe um niimero real k > 0, tal que | f(z)—£| < ¢,
Vz > k. Passando para a linguagem de sequéncia escolhemos um indice ny > k e
teremos | f(n) — £| < €,Yn > ny. w

Este teorema garante a relagao entre o comportamento da funcgao e a sua sequéncia

correspondente.

Teorema 1.3. (Propriedades do Limite) Sejam {a,} e {b,} sequéncias convergen-
tes com limite € e r, respectivamente. Entao:

(a) a sequéncia {a, +b,} converge para € £r ;

(b) a sequéncia {ca,} converge para c.{, onde ¢ é uma constante.

(c) a sequéncia {|a,|} converge para |€] ;

(d) a sequéncia {a,.b,} converge para l.r;

(e) a sequéncia ?} converge para g, quando r # 0 e b, # 0,Vn.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 dado, pela de finicao de limite, existem indices n; e ny

tais que:

la, — € < e,Vn>mn (1.4)
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b, — 7| < €,Yn > ny (1.5)

e considerando um indice ny nraior do que n; e ny, de modo que (1.4) e (1.5) ocorram
simultaneamente, temos para n > ng que :

(a) lan £ b, — (£7)| <|an — €+ |by — 7| < €+ € =2¢;

(b) Jcan — ] = lellan — €] < |cle

(c) llaal = 14| < lan — €] < &

() [anbn — £r] = [Buby — Bl + Bol — £r] < [ballan — £+ [lIB — 7| < (e + [£])¢, onde
¢ é uma constante positiva que limita a sequéncia {b,}. A existéncia da constante c é
assegurada pelo teorema 1.1.

1
(e) Seja ¢ um niimero positivo tal que m < ¢,V n > ng. Temos:
™

_ |(apr —bul — br + £r)
- b,

R N L T
< b ('“" T ‘)

< c(l-l—%)e.

Teorema 1.4. Se uma sequéncia {a,} converge para zero e {b,} € wma sequéncia

limitada, entdo a sequéncia produto {a,b,} converge para zero.

Demonstragao. Seja ¢ > 0 dado. Como a sequéncia {a,} converge para zero, a este
e corresponde um indice ng tal que |a,| < ¢, sempre que n > ny. Ora, sendo {b,} uma
sequéncia limitada, existe uma constante positiva ¢ tal que |b,| < e¢. Seja qual for o

indice n, e certamente para qualquer n > ny teremos:

lanby, — 0] = |anbn| = |an||bn| < ce.

Teorema 1.5. Toda sequéncia que é ao mesmo tempo limitada e mondtona é conver-

gente.
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Demonstragao. Seja {a,} uma sequéncia decrescente limitada e seja { = inf{a,}.
Entao dado ¢ > 0, existe um indice ng tal que £ + € > ang, € sendo a sequéncia {a,}

decrescente, temos:

G, < ap < l+€,Yn2>ny (1.6)

Por outro lado, como ¢ é o infimo da sequéncia {a,}, entdo ¢ < a,,V n, de modo que:

l—e<t<a,Vn. (1.7)

combinando (1.6) com (1.7), obtemos

b—e<a,<fl+e,YVn>ng

e isto equivale a:

|a'ﬂ_€| <€,V‘ﬂ.2n{)

com isto provamos que lim a, = £.
n—o0
A demonstracao para sequencia crescente limitada ¢ andloga. =
Acabamos de provar que uma sequéncia decrescente limitada inferiormente con-
verge para seu infimo. De modo anélogo, prova-se que uma sequéncia crescente limitada

superiormente é convergente e o limite é o seu supremo.

Teorema 1.6. (sanduiche) Sejam {a,}, {b,} e {¢.} trés sequéncias que satisfazem

a sequinte condigdo: a, < b, < ¢,,V n. Se lim a, = lim ¢, = €, entdo a sequéncia

n—oo n—o0

{b.} € convergente e seu limite € igual a ¢.

Demonstragao. Dado € > 0, existe um indice ny a partir do qual se tem:

—e<a;—€<e¢ (1.8)
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e

—e< ey —E<iE (1.9)

Notando que a,, — ¢ < b, — £ < ¢, — £ e usando as desigualdades (1.8) e (1.9), obtemos:

—€e<b,—€<e,Vn2>mny.

Ou de modo equivalente, |b, — €| < ¢,V n > ny. »

Enunciaremos o seguinte teorema, o qual nos ajudaré a entender a convergéncia
de uma sequéncia, porém ocultaremos sua demonstragio, devido a mesma fugir de

nossos objetivos. O leitor interessado pode consultar [6].

Teorema 1.7. Uma sequéncia a,, converge paral se, e somente se, suas subsequéncias

convergem para l.

Teorema 1.8. (teste da razao para sequéncia) Se uma sequéncia {a,} de termos
Qn 1

positivos satisfaz @ condigcao lim = { < 1, entao ela converge para zero.

n—o0

Demonstragao. Consideremos um mimero real 7 tal que £ < r < 1, 0 < = < 7,
a partir de uma certa ordem ng (este indice ng corresponde & escolha de e = r — [ na
defini¢do 1.10). Como r < 1, temos paran > ng que 0 < an4; < a,r < a, e, portanto,
a sequéncia {a, } se torna decrescente a partir da ordem ny.

Assim,

0<a, < apy, VN> mng. (1.10)

E esta relagao (1.10) assegura a limitagao da sequéncia {a,}, colocando-a nas condi¢oes
do teorema 1.5, sendo, por conseguinte convergente. Para provar que {a,} converge
para zero, suponhamos por absurdo que seu limite é um nimero s # 0 . Como a
sequéncia {an,1} também converge para s, por ser uma subsequeéncia de {a,}, resulta

que:
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=1jma"+l

n—o0 aﬂ

Contradizendo a hipétese de £ < 1.

Jim (6 1)

lim (a,)

n—+oco

= wlw

(1.11)



Capitulo 2

Séries Numeéricas e de Funcoes

2.1 Séries Numéricas

Neste capitulo faremos uma revisao sobre séries numéricas e de fungoes com o

objetivo de usar alguns resultados para intoduzir as Séries de Fourier no capitulo 3.

Definicao 2.1. Chamamos de série a soma infinita dos termos de uma sequéncia de

miimeros reais {a,} e representamos simbolicamente por:

3k

n=1

Definicao 2.2. Chamamos de sequéncia de somas parciais, a sequéncia {S,} de-

finida por:
Sp=a1+ax+az3+ag+ ... +a,.

O termo geral S, desta sequéncia é denominado n-ésima soma parcial da série.

o0

Definicao 2.3. Dizemos que uma série E a, € convergente quando a sequéncia
n=1

{S.} de suas somas parciais for convergente. Neste caso, a soma da série é o limite

da sequéncia {S,}, isto é:

> on = lin 5.

n=1

Quando nao converge, a série é denominada divergente.

22
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Exemplo 2.1. A sequir apresentaremos alguns exemplos importantes de séries.

(a) Série Geométrica: Zar"“
n=1

Na série Geométrica, a sequéncia de somas parciais {S,} € dada por

Sp,=a+ar+ar’+ar’+ ..+ a7, (2.1)

onde r € a razao da série e a o seu coeficiente comr # 0 ea # 0. Parar = 1
temos de (2.1) que S, = an € divergente e, nesse caso, a série geométrica diverge.
Quando r = —1, a sequéncia {S,} € tal que Sz, =0 € Sap_y = a,V n. Assim pelo
teorema 1.7 temos que {S,} € uma sequéncia divergente e, nesse caso, a série

também diverge. Adimitindo |r| # 1 e multiplicando (2.1) por r, obtemos:
rSp=ar+ar’ +ar® +ar* + ... + ar” 22)

Subtraindo (2.1) de (2.2) e isolando S, no primeiro membro, resulta:

Sn=a(1_rn) (23)

1—r

Quando —1 <r <1, o %r" = 0. De fato, dado ¢ > 0, como 0 < |r| < 1,
temos que In|r| estd definido, é diferente de zero e, além disso:

" i Ine
[r™ — 0| = |r |<e¢>n]n|r|<lne<=>n>m

e tomando o limite em (2.3), com n — 00, deduzimos que, nesse caso, a sequéncia
de somas parcias {S,} converge para la—r’ sendo este o valor da soma da série.
Se |r| > 1, usando novamente (2.3), verificamos que a sequéncia {S,} diverge

e, por consequinte, a série correspondente também diverge. Resumindo, podemos
o0

— - 3 @
afirmar que a série geométrica E ar™! converge para e quando |r| < 1, e
-7
n=1

diverge quando |r| > 1.
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=1
(b) Série Harménica: Z;
n=1

Denotando por {S,} a sequéncia de somas parciais dessa série, temos que:

1 1 1
Sn—1+§+§+---+;

E 1 1 1
Sg,,=1+—+-+...+;+...+-—-

23 2n

e, portanto:

]! 1 1
Son — Sp =
: ail miz "o
1 1 +1
= 2n 2n T 2n
. 2n
B 1
T2

Se a sequéncia {S,} fosse convergente, entdo a subsequéncia {Sa,} também seria
e teria o mesmo limite que {S,} e, dessa forma, teriamos ﬂlj_{go{Sg,, —Sa}=0.
Isto nao € possivel, pois a desigualdade anterior nos assequra que

ﬂango {82, — S,} > %, caso o limite eristisse. Com isso concluimos que a série
harmonica i % € divergente e sua soma € +00.

n=1

(c) Série de Encaixe: Y (b, — bny1)
n=1
O nome série de Encaize é devido d natureza de seus termos:

(B — ba) + (by — b) + (by — by) + ...

e sua sequéncia de somas parciais {S,} € da forma:
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Sp = (by —b) + (b —b3) + ... + (b — bpy1)
B (2.4)

Se a sequéncia {b,} convergir para um nimero l, entdo, seque de (2.4) que a
sequéncia {S,} converge para by —l, sendo este o valor da soma da série. E evi-
dente que se a sequéncia {b,} divergir, o mesmo ocorrerd com as somas parciais
{Sn}-

Assim, a série de encaize E (by — bny1) € convergente se, e somente se, a
n=1
sequéncia {b,} o for e, nesse caso, a soma da série é

oo

;(bn - bn+1) =b — nlglgo b,..
Teorema 2.1. (Teste do n-ésimo termo) Uma condi¢do necessdria para que a série

n—oo

oo
Z“" seja convergente € que lim a, = 0.
n=1

Demonstracao. Denotando por {S,} a sequéncia de somas parciais da série, temos
que a, = S, — S, e, considerando que a série é convergente, temos que a sequéncia
de somas parciais {S,} converge para um certo nimero I, o0 mesmo ocorrendo com a

subsequéncia {S,_,}. entdo,

lim @, = lim (S, = Sn-1)
= Jm(5) ~ Jim ()
= 1l-1
= B

Teorema 2.2. Se as séries Zaﬂ e Zb" diferem apenas em uma quantidade finita

n=1 n=1

de termos, entao ambas sao convergentes ou ambas sao divergentes.
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Demonstragao. Suponhamos que existe um indice ny a partir do qua.I o == b e

considere que {S,} e {R,} sdo as sequéncias de somas parciais de Za,, e Zb,,,

respectivamente. Entao para n > ng, temos: - o
Sp=a1+a+..+an0+..+a, (2.5)
Ro=bi+b+..4+bo+..+0b, (2.6)

e como a, = b, para n > ny, temos de (2.5) e (2.6) que

Su = Ru+ [(@1 — br) + (a2 — bs) + .. + (@m0 — buo)] (2.7)

Observando a relagao (2.7), e tendo em vista que a expressao entre colchetes é
constante, isto é, ndo depende do indice n, deduzimos que as sequéncias {S,} e { R}

sao ambas convergentes ou ambas divergentes. ]

00 00

Teorema 2.3. Sejam E an, e E b, duas séries numéricas e seja o um nimero real.

n=1 n=1

o0 oo [» ]
(a) Se as séries Z an, € Z b, s@o convergentes, entdo as séries Z(a“+bn) e Zo:aTll
n=1 n=1 n=1 n=1
também convergem, e valem as relacgoes:

oo 00 00
Z(an +bn) T Zan # an
n=1 n=1 n=1

00 00
Zcmn — aZaﬂ
n=1 n=1

oo o0 o0
(b) Se Z a, € convergente e Z b, € divergente, entdo a série Z(an+b,,) ¢ divergente.

n=1 n=1 n=1
0o

(c) Se Z:an € divergente e a # 0, entao a série Zaa,, também é divergente.

n=1 n=1
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Demonstra(;ao Sejam S,,, R,. U, e V, as sequéncias de somas parciais das séries

Zam an, Z(a,. +b,) e Zaa,,, respectivamente. Temos que U, = S, + R, e

n=1 n=1

Vo, = aS,. Se as sequenclas {S } e {R,} forem convergentes, entao pelo teorema 1.3

temos que as sequéncias {U,} e {V,} também serao convergentes e, além disso:

= lim S, + lim R,

n—oo n—oo

lim V, = a lim S,.

n—oo n—oo

Isto prova a parte (a). Para provar a parte (b), suponhamos por absurdo que a série
oo

Z(a,, + b,) seja convergente. Assim a sequéncia {U,} também seri convergente, o

n=1
o0

que implica que a sequéncia {R,} também converge. Portanto Z b, converge o que

n=1

oo
é uma contradicao, logo Z(a,, + b,) diverge. Provemos a parte (c). Temos que a

n=1

série Z a, é divergente e a # 0. Suponhamos por absurdo que a série Z aa, seja
n=1 n=1
convergente, entao a sequéncia {V, } é convergente, o mesmo ocorrendo com a sequéncia
l - * - — L 4
{S.}, porque S, = —V,,. Mais uma vez chegamos & uma contradigao, ji que, neste
= @
caso, a série Z a,, é suposta divergente. =

n=1

2.2 Séries de Termos Positivos

o0
Uma série E a,, onde cada termo a,, é maior do que zero é denominada série

o
de termos positivos.

o0 o0
Definicao 2.4. Dizemos que uma série Z a, ¢ dominada pela série Z b, quando

n=1 n=1

< b,V n. Nesse caso Z a, € a série dominada e an € a série dominante.

n=1 n=1
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Para séries de termos positivos, os seguintes fatos sao 6bvios:
(a) a sequéncia de somas parciais é Itlom‘ﬁt,onoa‘J crescente;
(b) se a série i“‘“ é dominada pela série Z b,., as respectivas sequéncias de somas
parciais {S,} e‘rl :{1R,,} satisfazem a relacao 5':2 R.. Vi

Esses fatos, juntamente com o teorema 1.5, estabelecem o seguinte critério de

convergéncia, conhecido como teste da comparagao.

Teorema 2.4. (Teste da comparacao ) sejam Z: a, e Z b, duas séries de termos

v n=1 n=1
positivos.

o0 o0
(a) se a série Zb,, converge e a, < b,,V n, entdo a série Ea,, também converge.

n=1 n=1

o0 o0
(b) se a série Z a, diverge e a, < b,,V n, entao a série Z b, também diverge.

n=1 ne=]

o0
Demonstragao. Sejam {S,} e {R,} as sequéncias de somas parciais das séries Z a,

n=1

o0
e Z b,, respectivamente. Como {R,} é uma sequéncia convergente, ela é limitada.

n=1
Sendo

GSSﬂ S Rﬂvvny

entdao {S,} além de mondtona é também limitada e, portanto, convergente. Logo, a

série correspondente E a, é convergente.
n=1
Note que a letra (b) é a contrapositiva de (a). |

Enunciaremos o seguinte resultado, para o qual ocultaremos a demonstracao. O

leitor interesssado pode consultar a referéncia [6].

o0 o0
Teorema 2.5. (Teste da Comparacao no Limite ) Sejam Za,, e Zb,, duas
n=1 n=1
séries de termos positivos e seja |l = lim .
n—oo b,
o0 o0
(a) Sel > 0, entao as séries Z a, e Z b, sao ambas convergentes ou ambas diver-

n=1 n=1

gentes.
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(b) Sel=0c¢e an converge, entdo Za,, também converge.

n=1 n=1

o0
(c) Sel=00 ¢ Zb,, é divergente, entdo Z a, também é divergente.

n=1 n=1
Teorema 2.6. O valor da soma de uma série de termos positivos convergente nao é

alterado por um reagrupamento de seus termos.

Demonstracao. Seja Z a, uma série de termos positivos com soma S e seja Z b, a
n=1 n=1

série obtida por reagrupamento. Se {S,} e { R,} denotam, respectivamente, as somas
o0 - <}
parciais de Z an € Z b,, entdo a sequéncia {S, } converge para S e para cada n temos

=1 n=1
R, €8 Ora a sequéncia {R,} é mondtona e limitada por S, logo convergenbe Se

R é o seu limite, entdao R < S e, podemos olhar a série Zan como obtida de Z b,
n=1 n=1
por reagrupamento, da mesma forma a sequéncia {R,} converge para R e para cada

n, temos S, < R. A sequéncia {S,} é monétona e limitada por R, logo também é
convergente Por outro la.do se S é o seu limite, entdao S < R e, podemos olhar a
série Z b, como obtido de z a, por reagrupamento e desta forma S < R. com isso

nrl n=1
concluimos que S = R. -4

2.3 Séries Alternadas

Definicao 2.5. Uma série cujos os termos sao alternadamente positivos e negativos é

denominada Série Alternada.

Teorema 2.7. (Critério de Leibniz) Seja {a,} uma sequéncia de termos positivos

com as sequintes propriedades:

® Jim 0 =0

(b)a, > a; >a3>--- > a, > ---, isto é, {a,} € mondtona nio crescente. Entdo a
o0

série alternada z(—l)"a,, é convergente e, se {S,} representa sua sequéncia de somas

n=1
parciais, a soma S da série atende d relagao:

Son-1 <8 < Son, V.
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Demonstragao. A sequéncia de termo geral b, = (—1)"a,, converge para zero e além
disso, satisfaz as seguintes condigoes: b,y < 0,09, > 0,59, + bopi1 > 0e by + bo, <
0, Vn. Logo,

Son = (b1 + b2) + (b3 + bs) + - - - + (ban—1 + b2n)

é mondtona decrescente e reagrupando seus termos, obtemos:

Son =br+ (ba+b3) + (ba+bs)+---+ (bono2+bon 1)+ b2 >1

de onde concluimos que {Ss,} é limitada inferiormente. Assim, {Sy,} é decrescente e
limitada inferiormente, sendo portanto convergente(veja o teorema 1.5). Raciocinando
analogamente, concluimos que a sequéncia {S,,_;} é monétona crescente e limitada

superiormente e, portanto, convergente. Como {by,} converge para zero, entao:
lim Ss,—; = lim (S, — b2,) = lim Sy,
n-—»00 n—o0 n—od

e pelo teorema 1.7, concluimos a convergéncia da sequéncia {S», } e por conseguinte da
série. Se S representa o valor da soma da série, entao as subsequéncias {Sz,} € {S2n-1}
convergem para S, e como vimos na demonstracio do teorema 1.5, S = inf{S,,}, j4

que {S5,} é decrescente, e S = Sup{Ss,_1}, j4 que {Sa2,-1} é crescente. Deste modo

S?n-l <S§< Sg,,,Vﬂ,

como queriamos demonstrar. L]

o0 _1 n
Exemplo 2.2. Considere a série alternada E (—)— Temos que a, = e uma
mn

b~

n=1

sequéncia decrescente e tem limite zero. Pelo critério de Leibniz deduzimos que a série
(="

n5"*

oo
¢ convergente. () mesmo ocorrve com a série E

n=1
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Estimativa do Erro

Em muitas situagoes praticas, mesmo tendo certeza da convergencia da série
alternada, as vezes é bastante dificil calcular o valor exato de sua soma e, dependendo
do caso, um valor aproximado da soma da série pode ser utilizado com sucesso, desde

que se estime o erro cometido.

2.4 O Teste da Razao
- (—1)"

Como vimos no exemplo 4, a série alternada Z

n=1

a série obtida desta, considerando cada termo em valor absoluto é a série harmomca

é convergente, enquanto

1
Z divergente. A operagao inversa preserva a convergencia, isto é, se a série Z |an|

n=1 n=1
s =]

for convergente, entao a série E a, também serd convergente. Para comprovar este
n=1

fato, primeiro usamos a relagao:

0 < an +|a,| < 2a,|,Vn (2.8)

o0

e o teste da comparagao para concluir que a série Z:(an + |a,|) é convergente, em
n=1
seguida usamos a relagéo a, = (a, + |a,|) — |a,|, combinada com o teorema 2.3(a), e
o0

concluimos a convergéncia da série Z:an Além disso, denotando por {S.} e {R,}

n=1
oo 00

as sequéncias de somas parciais das séries Z a, e Z |a,|, respectivamente, segue da

n=1 n=1

desigualdade triangular para nimeros reais que:

|Snl

]

lay + ag + - - - + ay|
< |al|+|azl+---+|a“|

R,

e, portanto, hm Sp < lim R,. Assim,

n—+0C

s S T
UWFCG | B8
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o0
< lanl.

n=1

3o

n=1

o0
Definigao 2.6. Uma série Z ay ¢ denominada absolutamente convergente quando

n=1

oo
a série Z |an| for convergente.

n=1

o0
Defini¢ao 2.7. Se a série Zaﬂ € convergente, mas a série Z la,| é divergente,

n=1 n=1
o0

dizemos que E a, ¢ condicionalmente convergente.
n=1
o0 o0

Teorema 2.8. Se a série Z a, € absolutamente convergente com a soma S e Z b,

n=1 n=1
o0
¢ obtida de Ean por um reagrupamento, entao Z b, € absolutamente convergente e

n=1 n=1
tem soma S.

Demonstracao. Temos que

0< Y bl <Y layl, ¥n
j=1 j=1

oo

de onde segue que as somas parciais da série Eb,, formam uma sequéncia monétona
n=1 =

crescente e limitada, sendo portanto convergente. Assim, a série Z b, converge ab-
=1

solutamente, e resta-nos provar que ela tem soma S. Denotemos por {Sn} e {R.} as

somas parciais das séries Z a, e Z by, respectivamente, e consideremos ¢ > 0 dado.

n=1 n=1
00
A convergéncia absoluta da série Z a, garante a existéncia de um indice n tal que
n=1
€

€
|ans1] + |ans2l + - +lanip| < 5, VP 2 1.
Se m é um indice suficientemente grande, entao a soma parcial R,, contém todos

os termos a;, 1 < j < n, e certamente outros, e dessa forma podemos escrever:
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Ry,=a1+ax+--+a,+an+app+---a

onde kq, ko, k3, - - - , ks sao inteiros maiores do que n. Se n + py é o maior dos niimeros
k], kz, Ty ka, entao:
|Rm — Sal < laka| + |are| + - - - + |as|
< lansa| + |ani2| + - + |@nipo]
Z 5
2

e, usando essa desigualdade, obtemos:

|Rs =S| = |Rm—Sa+8s— S|
S |R.m“Sn|+|S“*S| (29)
e
2f 2
== 2§

= €.

&
O seguinte resultado sobre o produto de Cauchy para séries absolutamente con-

vergentes serd apresentado sem demostragiao. O leitor interessado pode consultar [6].

oo oo
Teorema 2.9. Se Z a, € Z b, sao séries absolutamente convergentes entao:

n=1 n=1

o0
(a) a série Z a,b, € absolutamente convergente; e

n=1

(b) o produto de Cauchy Z ¢, das séries Z a, e Z b, € absolutamente convergente

n=1 n=1 n=1

(£ (5

n=1 n=1 n=1

€
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Teorema 2.10. (Teste da razao) SejaZa,, uma série onde cada termo a,, € dife-

n=l
rente de zero.

(a) Se lim Dl i 1, entao a série converge absolutamente.
n—oo | @y,

(b) Se lim oz SN 1, ou l = oo, entao a série diverge.
n—+o0 ay

Demonstracao. Supondo que lim = [ < 1, escolhemos um nimero real r tal

n—oo aﬂ
que l < r < 1 e na defini¢ao 1.10 de limite de sequéncia consideramos ¢ = r — [. Existe

um indice ngy a partir do qual é vilida a relagao :

Qni1

—I|<r—l

ou, de modo equivalente:

ol Ay

—l<r—-1,Vn2>n,. (2.10)

Segue de (2.10) que |a, 41| < rla,],V n > ng, e nessa desigualdade, fazendo sucessiva-
mente n = ng, (ng + 1), (no + 2), (no + 3),- - -, obtemos :

|an0+k| < rk]a,w|,Vk = 1: 213:"'! (211)
de fato, pois
T|ano + k — 1|
2|ano + k — 2|

*|ano + k — k| = r¥|ano|

00
Como 0 < r < 1, entao a série geométrica Zr" converge, e de (2.11) mais o teste
k=1
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oo
da comparacao, deduzimos que a série E |@notx| também converge. Para concluir que

k=1
o0

Z |a,| é convergente, é s6 aplicar o teorema 2.2, e isto prova a parte (a). Para provar a

n=1

parte (b), admitimos que lim

n—+00

Ayt

=1 > 1 e consideramos agorar talque 1 <r < L.

Qpn
Novamente da definicao de limite de sequéncia tomamos ¢ = [ — r, fixamos um indice

ng a partir do qual se tem:

QApn 1
An

l<r=l=-e<

<l+eVn>ng (2.12)

e dai obtemos 0 < |ay| < |a,|,V n > ny. Portanto, a sequéncia {a,}, caso seja conver-

gente, possui limite diferente de zero. De fato, 0 < |a,| dai lim |a,| #0, lim a, #0 e
n—oo —+00
oo

lim (—a,) # 0. Do teste do n-ésimo termo deduzimos que a série Z a, diverge.

n—oo

n=1
L]

oo

Teorema 2.11. (Teste da Raiz) Dada uma série Zan, sejal = le v lax..
n—oo

n=1
(a) Sel < 1, entdo a série converge absolutamente.
(b) Sel>1 oul = o0, entao a série diverge.
Demonstracao. Andloga a anterior. [

2.5 Sequéncias e Séries de Funcoes

Definicao 2.8. Se a cada inteiro positivo n for associada uma funcgdio f,(x), diz-se

que as funcoes f,(x) formam uma sequéncia de funcgoes.

Em geral, vamos supor que as fungoes sejam todas definidas sobre um mesmo
intervalo (eventualmente infinito) do eixo z.

Para cada x do intervalo, a sequéncia. f,(x) pode convergir ou divergir. Dada uma
sequéncia, a questao de interesse mais imediato é a determinagao dos valores de = para

T

. P ¥
os quais ela converge. Por exemplo, a sequéncia f,(z) = on converge se —2<z<2e

diverge nos demais casos.

-~ en s |
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Definigao 2.9. Chamamos de séries de fungoes as séries cujos os termos sao funcées.

Isto é:

ui(z) + up(z) + -+ ua(z) + - = iuﬂ(x).

A convergéncia da série é, por defini¢ao, equivalente a convergéncia da sequéncia

das somas parciais. Se S, (z) converge para S(z) para determinados valores de z, entao:
Y u(z) = S(z)
n=1

para esse conjunto de valores de z.

o0
Definicao 2.10. A série Z u,(z) convergira uniformemente para S(z), para um
=]

conjunto E de valores de x, se, para cada € > 0 dado, for possivel determinar um N

tal que
|Sn(z) — S(z)| <€

paran > N e para todo = de E.

A definicao de convergéncia uniforme foi dada acima em termos de séries; ela

também pode ser dada para sequéncias.

Definicao 2.11. Uma sequéncia f,(z) convergird uniformemente para f(z), para
um conjunto E de valores de x, se, para cada € > 0, for possivel determinar um N tal
que

|fn(2) — f(z)] < €

para todon > N e todo x em E.

Assim, a convergéncia uniforme da série E u,(z) equivale & convergéncia uni-

forme da sequéncia de suas somas parciais S, (z).
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2.6 O Critério M de Weierstrass para Convergéncia
Uniforme

Para demonstrar o critério M de Weierstrass precisaremos do seguinte resultado

que ocultaremos a demonstracao. O leitor interessado pode consultar [4].

oo
Teorema 2.12. Se |a,| < b, paran>n, e an convergir, entdo

n=1

|Rn[ Szbm:'tn

n=1

para n > ny. A sequéncia t,, € mondtona decrescente e covergente para 0.

Teorema 2.13. (Critério M de Weierstrass para convergéncia uniforme) Seja

o0
Zun(z) uma série de funcoes definidas todas para um conjunto E de valores de x.

n=1
o0

Se ezxistir uma série de constantes convergente, Z M, tal que

n=1

|Un(z)| £ M, para todo z de E,

o
entdo a série E u,(z) convergird absolutamente para cada x de E e serd uniforme-

n=1

mente convergente em E.

Demonstragao. Para cada r fixo de F | cada termo da série Z |un ()| é inferior ou

n=1

o0
igual ao termo geral M,, da série Z M,,. Logo, pelo critério de comparacio (teorema

n=1

o0 oo

2.4)a série Z lu,(x)| é convergente, e pela definigdo 2.6 a série Z'u.,,(:r) é absolu-
n=1 n=1

tamente convergente. Resta-nos provar que a série é uniformemente convergente em

E.
Temos que R, = S — S,(z) é o resto da série Z un(z) apbs n termos dai, como

n=1
no teorema 2.12,

|Ra(z)| = |Uns1(z) + Uppa(x) +--- |

B RE o
Wwrul | o
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S 'Uﬂ—H(I)i + |Un+2('r)| FEs

< Mpja+Mpya + -

o0
Em outras palavras, se T, indica o resto da série convergente E M,, ap6s n termos,

= n=1
entao

Tn == Mn+l + ﬁ{n-i--fz P ?

logo

|Ru(2)| < T,

oo

Como ZM,, é uma série de constantes, entao para cada ¢ > 0 dado, é possivel

n=1
determinar um N tal que 7, < ¢ para n > N. Para esse mesmo N temos

|Ra(z)] < T <€Vn>N.

Como N nao depende de z, mas somente de E, segue-se que a convergéncia é uniforme.

o0
Logo, a série Zu,,(:c) além de convergir absolutamente para cada r de E,
n=1
também serd uniformemente convergente em E. 3

2.7 Propriedades de Séries e Sequéncias Uniforme-
mente Convergentes.

Teorema 2.14. A soma de uma série uniformemente convergente de funcées é continua;
o0

em outras palavras, se cada u,(z) é continua em a < z < b, entio f(z) = Zu,,(z) é
n=1

continua, contanto que a série convirja uniformemente em a < r < b,

Demonstracao. Dados xp, com a < 7y < b, e ¢ > 0, procuramos um 4 tal que
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|f(z) — J(z0)| < €

quando

|z — x| < 6,
e estando z no intervalo dado. Escolhemos N suficientemente grande para que

1Su(2) = f(2)] < ée, s<e < harN, (2.13)

onde S,(z) = uy(z) + --- + u,(x). Isso pode ser feito, pois a série é uniformemente
convergente. A fungdo S, (z), sendo a soma de um nimero finito de fungdes continuas,

é continua. Portanto podemos escolher um 4 tal que

ISw(z) — Sw(zo)| < %6 sl <8 (2.14)
Por (2.13), temos
[Sw(@) — £(a)| < 36, ISn(z0) — f(zo)] < 3¢ (215)

Logo, usando (2.14) e (2.15), temos

|[f(z) = f(zo)] = |f(z)— Sn(z)+ Sn(z) — Sn(z0) + Sn(zo) — f(z0)|
< |f(z) = Sn(z)| + |Sn(z) — Sn(zo)| + |Sn(x0) — (o)l
< %E + %c *+ %e
B 3
_ gf

€

= |f(z) — f(zo)| < ¢, para |z — zo| < &

Logo a soma f(z) é continua. =
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Observacgao 2.1. Sozinha, a proprieddade de convergéncia para uma série de fungoes
continuas nao garante a continuidade da soma.

o0 oo
Teorema 2.15. Se Z un(x) € Zvn(z) sdo uniformemente convergentes ema < x <

n=1 n=1
b e se h(x) é continua em a < = < b, entao as séries

Y [un(@) +va(@)], D [ua(@) — va(@)], Y [A(2)un(2)]

Sao uniformemente convergentes ema < x < b.

Demonstragao. Sejam f(z) e g(x) as somas de Z u,(z) e Z v, (), respectivamente.
Sejam S,(r) e Q.(z) as somas parciais correspondentes. A n-ésima soma parcial de

Z(un +v,) é S, + Q. Dado um ¢ > 0, escolhemos um N de tal modo que

5u(e) = F@)] < 36 |Qala) — gnl®)] < 36

paran > N ea < x < b. Entao

[{Sn(2) + Qu(2)} — {f(z) + 9(2)}| = [Sa(z) + Qn(z) — f(=z) — g(2)|
= |Sa(z) — f(2) + Qn(z) — g(2)|
< |Sa(z) - f(2)] + |Qn(z) — 9(2)]
« Lt
2

= —€

2

= E.

Portanto, Z(u" + v,) converge uniformemente para f(z) + g(z). Analogamente se
mostra a convergencia da diferenca. -

Mostremos agora a convergéncia uniforme da série z h(z)u,(z). Como h(z) é
continna em a < x < b, ela é necessariamente limitada: |'}1=(lz)| < Mparaa<z <bh

Donde, fixado um N como na demonstragao anterior, temos
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[Sn(z) — f(z)| = [R(z)Sa(z) — h(z)f(z)]
= |h(z)||Sa(z) — f(2)]
< M%e
< Me

(o ]
para n > N. Isso mostra que a série Zh(z)u,.(z) converge uniformemente para

n=1
h(z)f(z). Observa-se que, na realidade, s6 precisamos que h(x) seja limitada. LJ



Capitulo 3

Séries de Fourier

Neste capitulo encontraremos inicialmente as séries trigonométricas de forma ge-

ral e em seguida um caso particular especial, as Séries de Fourier.

3.1 Séries Trigonométricas

Definicao 3.1. Uma série trigonométrica ¢ uma série da forma

i §
an+alcosx+b1.senz+---+a,.casn:r:+b,,senmc+-——, (3.1)

onde os coeficientes a,, ¢ b, sao constantes.

Cada termo em (3.1) tem a propriedade de repetir-se em intervalos de 27:

cos(z + 2m) = cosz, sen(z + 2m) = senz, - -,

cos[n(z + 2m)] = cos(nz + 2nw) = cosnz, - - -,

Segue-se que, se (3.1) converge para todo z, entao sua soma f(x) também deve repetir-

se em intervalos de 27 e deste modo podemos dizer que f tem periodo 2w, ou seja,

f(z+2n) = f(x), V z. (3.2)

De modo geral uma funcio f(z) tal que

42
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fz+p)=f(z),(p#0) (3.3)

é dita periédica com periodo p para todo z. Deve-se notar que cosz, tem, além do
periodo 27, periodo 7 e de maneira genérica, cosz e senx tem periodo 3:‘ No entanto
27 é o tnico desses periodos que é compartilhado por todos os termos da série.

Se f(z) tem periodo p, entao a substituigao:

t
T = ;’—w (3.4)

transforma f(z) numa funcéo de t que tem periodo 27, pois quando ¢ aumenta de 27z

aumenta de p.

3.2 Séries de Fourier

Suponhamos agora que uma funcao periédica f(z) seja a soma de uma série

trigonométrica (3.1), isto é, que

fiz)= 229 + i(anaosna: + b, sennzx) (3.5)

n=1

Existe uma relagao entre os coeficientes a, e b, e a fungao f(z). Para conhecer-

mos tal relagao, multiplicamos f(z) por cosmz e integramos de —m a m:

/ f(z)cosmzdx = / [%qcosmx + Z:(ancosmcosma: + b,,senn:wasm:c)] dz.

n=1

Se for valida a integracao termo a termo, acharemos

/ f(z)cosmzdr = %f cosmzdzx

+ Z [a,, f cosnzcosmzdz + b, [' sennmcosm:.':d:c] (3.6)
n=1 b P
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As integrais do segundo membro sao facilmente calculdveis com ajuda das identidades

para coszcosy e senzcosy. Acha-se

" 0,n#m
cosnrcosmxdr =

- T, =m

(3.7)

¢ 3
/ sennrcosmzdr = (.
—X

Portanto, se m = 0, todos os termos do segundo membro de (3.6) serdo 0, exceto o

primeiro, e achamos

[ " (3.8)

Para qualquer inteiro m, s6 o termo em a,, é diferente de 0. Logo

/j f(z)cosmzdz = wa,, (m=1,2,---) (3.9)

Multiplicando f(z) por sennz e procedendo do mesmo modo, achamos

g f(z)senmzdz = wb,, (m=1,2,---) (3.10)

—

Das trés 1ltimas féormulas concluimos que

1 f B

-

(3.11)

1 m
b, = ;/ f(z)sennzdx (n=1,2,---)

Essa ¢ a regra fundamental para os coeficientes numa Série de Fourier.
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Definigao 3.2. Definimos uma série de Fourier como sendo uma série trigonométrica

00 + ajcosx + bysenz + - - - + apcosnx + bpysennz + - - -, (3.12)

em que os coeficientes a, e b, sao calculados a partir de uma fungao f(z) por (3.11).
A série € entdo chamada a Série de Fourier de f(x). Com relagdo a f(z) supomos
apenas que as integrais em (3.11) existem; para isso basta que f(z) seja continua a

menos de um niumero finito de saltos entre —m e 7.

Para demonstrar o préximo teorema precisaremos do seguinte resultado que ocul-
taremos a demonstragao, devido a mesma fugir de nossos objetivos. Caso o leitor tenha

algum interesse por tal demonstracao, a mesma se encontra na referéncia [4].

Teorema 3.1. Uma série de funcéoes continuas uniformemente convergente é integrdvel
o0

termo a termo; isto é, se cada u,(z) € continua ema <z < be Zun(z) converge
n=1

uniformemente para f(z) em a < x < b, entdo

/:f(a:)d:c:f:ul(zt:)dxﬂ—/:uz(m)dm+-..+/:un(_r)dx+”_

Teorema 3.2. Toda série trigonométrica uniformemente convergente é uma série de
Fourier. Mais precisamente, se a série (3.12) converge uniformemente a f(z) para
todo x, entdo f(x) € continua para todo x, f(x) tem periodo 27, e a série (3.12) é a

Série de Fourier de f(z).

Demonstracao. Como a série converge uniformemente para todo z, sua soma f(z)
¢ continua para todo = (teorema 2.14). A série permanece uniformemente convergente
se todos os seus termos sao multiplicados por cosmz ou por senmz (teorema 2.15).
Portanto a integragido termo a termo da equacdo (3.6) é justificada (teorema 3.1).

Portanto, a série (3.12) é a série de Fourier de f. |

Corolario 3.1. Se duas Séries trigonométricas convergem uniformemente para todo z

e tem a mesma soma para todo z:

| &%

co
2

b, =
+ E(%msm + b,sennz) 5

00
+ Z( a, cosnz + b, sennzx),
n=1
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entdo as séries sao idénticas: ap = ay, a, = a,, b, =¥, paran = 1,2,---. Em
particular, se uma série trigonométrica converge uniformemente a 0 para todo z, entdo

todos os coeficientes sao 0.

Demonstragao. Denotemos por f(z) a soma de ambas as séries. Entao, pelo teorema

3.1,

; w
anza;=;/ f(z)cosnzdzr (n=0,1,2,---)

e, analogamente, b, = b/, para todo n. Se f(z) = 0, entdo todos os coeficientes sao 0.
®

Definicao 3.3. Chamamos uma funcao f, definida para a < r < b, de continua
por partes nesse intervalo, se o intervalo pode ser subdividido em um mimero finito
de subintervalos dentro dos quais f é continua e tem limites finitos nas exrtremidades

do subintervalo.

Note que a funcao f da definicdo 3.3 coincide, no interior do i-ésimo intervalo,

com a fun¢iao f; que é continua no intervalo fechado.

Definicao 3.4. Se as fungoes f; tem derivadas primeiras continuas, dizemos que a
fungao f, continua por partes, é lisa por partes. Se, além disso, as funcoes f; tem

derivadas sequndas continuas, dizemos que f é muito lisa por partes.

Enuciaremos a seguir o Teorema Fundamental (resultado este que utilizaremos em
demonstracoes posteriores ) para o qual ocultaremos a demonstracao, que se encontra

na referéncia [4].

Teorema 3.3. (Teorema Fundamental): Seja f(z) uma funcdo muito lisa por

partes no intervalo —n < x < w. Entdo a série de Fourier de f(z),

ao o0
oY 4 r?:l (ancosnz + b,sennz)
1 ¥
an =~ f f(z)cosnzdz, b, = = f(z)sennzdz,

-
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converge a f(x) em todo ponto interior em que f(z) seja continua, a

3 |Jim /@) + Jim f(a)]

em todo ponto de descontinuidade interior ao intervalo, e a
1 :
— |lim f(z) + lim f(z)
2 lzow T——a

em v = +mw. A convergéncia € uniforme em todo intervalo fechado que contenha

descontinuidades.

Seja f(z) definida em (—m,7) e suponhamos

f(=z) = f(z), —r<z<m. (3.13)

Entao f é chamada uma funcao par de z (no intervalo dado). Se, de outro lado,

f(-z)=~f(z), -n<z<m, (3.14)

entao f é chamada uma funcao impar de z. Observamos que o produto de duas
fungoes pares ou de duas fungGes impares é par, enquanto que o produto de uma

fun¢do impar e uma fung¢ao par é impar. Além disso,

0, f tmpar

(3.15)
2_];;1 f(z)dx, f par

" f(o)ds =

Consideremos agora f uma funcdo par no intervalo —m < = < 7. Se f é par, entao
f(z)cosnz também é par (produto de duas fungdes pares), enquanto que f(z)sennz é

impar (produto de uma fungao par com uma funcao fmpar). Logo, por (3.14),
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T PR
0
bn - 0, (ﬂ=1,2,3,"')-

Analogamente, se f é impar,

a,=0¢€eb,= %/ f(x)sennzdz. (3.16)
0

Temos assim as expansoes (para uma funcao lisa por partes):

J(@) = 5+ Y (ancosna) (f par),

(3.17)
o [*
Gn = ;r-j; f(z)cosnzdz
e
f(z) = _(basennz)(f impar),
N (3.18)

h = £ / f(z)sennzdx
T Jo

Note que (3.17) s6 usa os valores de f(z) entre z = 0 e z = m. Logo para toda fungao
f(z) dada somente nesse intervalo, podemos formar a série (3.17). Esta é chamada a
série de Fourier de cossenos para f(z). Segue do Teorema Fundamental que a série serda
convergente para f(z) para 0 < x < 7 e, fora desse intervalo, converge para a fungao
periodica.

Da mesma forma, (3.18) define a série de Fourier de senos para uma funcao f(zx)
definida apenas entre 0 e w. Essa série representa uma fungao periédica impar que

coincide com f(z) para 0 < z < 7.
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3.3 Mudanga de Periodo

Se f(z) tem perfodo p,
fl+p)=f(z) (p#0)

entao a substituicao

transforma f(z) numa fungao g(t) :

ot) = £ (1)

e g(t) tem perfodo 27 pois,
att+2m) = f [+ 2m)] = £ (5 +0) = 1 (2) =0

A mudanga de z para t é apenas uma mudanca de escala. Como g tem periodo 2,
temos a seguinte Série de Fourier de g(suposta muito lisa por partes):

ao o0
g(t) = 5 + Z(a.,,co.mt + b, sennt),

n=1

onde, por exemplo,

Gy = -l-f g(t)cosntdt e b, = %fg(t)senntdt

L -

Se agora t for substituido por (%}) z, encontramos uma Série de Fourier para

f(=@):

flz)= % + i [a,.cos (n%x) + b, sen (nz;ﬂ:c)] (3.19)

n=1
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Os coeficientes a, e b, podem ser expressos diretamente em termos de f(z):

1 f* ( 2 )
= — z)cos | n—zx | dz,
=7 f(z) et
(3.20)
1 [E ( or )
b, = — z)sen | n—zx | dz,
il f(z) =
onde p = 2L
A Série de Fourier de cossenos também pode ser usada aqui. Tem-se
ay = 27
=— -— <T< )
f(z) 5 +;ancos(np:r),0_a:_L, (3.21)
onde
B i 2
By = —-/ f(z)cos (n—wx) dz, (3.22)
L Jo p
Analogamente, f(z) tem uma Série de Fourier de senos:
= 21
fiz) = ansen (n?:c) <1, (3.23)
n=1
onde
E 2
b, = g/ f(z)sen (n—w:c) dz (3.24)
L Jo P

3.4 O Teorema de Unicidade

Se duas fungdes f(z) e fi(z) tem o mesmo conjunto de coeficientes de Fourier,

isto é,
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/ f(z)cosnzdz = fi(z)cosnzdz, (n=0,1,2,3---)
(3.25)

T aw

f(z)sennzdx = fi(z)sennzdz, (n=0,1,2,3--)

= -

Elas sao necessariamente idénticas, ou seja, uma fun¢ao é univocamente determinada

por seus coeficientes de Fourier.

Teorema 3.4. (Teorema da Unicidade). Sejam f(z) e fi(z) func¢ées continuas
por partes no intervalo —m < x < 7 e satisfazendo a (3.25), de modo que as duas
fungées tenham os mesmos coeficientes de Fourier. Entao f(z) = fi(z), exceto talvez

nos pontos de descontinuidade.

Demonstracdo. Seja h(z) = f(z) — fi(z). Entdo h(z) é continua por partes e,
por (3.25), segue imediatamente que todos os coeficientes de Fourier de h(z) sdo 0.
Mostramos entdo que h(z) = 0 exceto talvez nos pontos de descontinuidade.
Suponhamos h(z) # 0 num ponto de continuidade z,, por exemplo, h(zy) = 2¢ >
0. Entao, pela continuidade, h(z) > ¢ para |z — zy| < d e ¢ suficientemente pequeno.
Agora obteremos uma contradicdo mostrando que existe um ”polinémio trigo-

nométrico”

P(if) = pp + p1cosST + pasenx + - - - + pop_1coskx + porsenks

que representa uma “pulsacao”em zp de amplitude arbitrariamente grande e largura
arbitrariamente pequena. Se tal pulsacao puder ser construida, obteremos uma con-

tradicao. Temos que

£ T ks
f h(z)p(z)dz = pg/ h(z)dz + p f h(z)cosxdx + - - -
- - =N

Por outro lado, a maior parte da integral [ h(z)p(z)dz estd concentrada no intervalo
em que ocorre a pulsagdo; onde, h(z) é positiva e p(z) é positiva e grande. Portanto a

integral é positiva e ndo pode ser (. Para tornar mais preciso, tomamos
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p(z) = [y(x)]",

onde 9(z) = 1 + cos(x — xy) — coséd e N é um inteiro positivo conveniente.
Como as fungoes sen™x e cos™z podem ser expressas como polinomios trigonométricos,

a fungao p(z) é um polinémio trigonométrico. Seja

[ )
kw‘!!)(.’.!:g-i-é) =1+ cos (—2-) — cosé.

Entdo k > 1 e p > k" para |z — 3| < g. Como ¥ é positiva (maior que 1) para
¢ < |z — x| < 6, p ¢ positiva ai. Por outro lado, |¢(z)| < 1 para —mr <z <z)—de
para g + 0 < z < 7w, de modo que |p| < 1. Agora, sendo a func¢do h(z) continua por
partes, ela é limitada por uma constante M para —n < z < 7, isto é |h(z)| < M para
—m < z < 7. Resulta, das propriedades de p(z) mencionadas, que p(z)h(z) > —M
para —m < z < xo — % e para To —I—g < z < 7, enquanto p(z)h(z) > ck™ para

In—g S:I:S:cg+%. Portanto,

T z0—(5)8
-[_ h(z)p(z)dz = f p(z) h(:r)d:r+f p(I)h(:r)dx

— zo+

zo+(3)8
+ f p(x)h(x)dz > —M (21 — 8) + ck™o
z0—(2)8

Como kV — 400 quando N — oo, o segundo membro da desigualdade é certamente
positivo quando N é suficientemente grande. Portanto o primeiro membro é positivo
para uma escolha adequada de N. Isso contradiz o fato que o primeiro membro é 0. logo
h(z) = f(z) — fi(z) = 0 onde f(z) e fi(x) sejam continuas. E portanto f(z) = fi(z).

®

3.5 Exemplos

Nesta se¢gao mostraremos alguns exemplos da expansao das Séries de Fourier para

algumas funcoes.



CAPITULO 3. SERIES DE FOURIER 53

Consideraremos as duas fungoes seguintes:

fy § T ASER0 e ) = f,

7 0<z<l1

~1, -2<z<0
g(z)—{ , onde f(z +4) = f(x)
1, 0<z2<2

Primeiramente encontraremos a Série de Fourier para a fun¢ao dada e em seguida
esbogaremos o grifico desta fungao. Na sequéncia esbocaremos os grificos da expansao
da Série de Fourier considerando um termo, dez termos, trinta termos e cinquenta

termos. Finalmente faremos uma avaliagdo do valor adequado para n.

Solugbes

z+1, -1<z<0
iflz) = , onde f(x+2) = f(x),

z, 0<ax<]1

Neste caso temos que L = 1.

Para encontrarmos os valores dos coeficientes a,, e b, basta substituirmos o valor de L

nas suas respectivas férmulas,

nnr

a,,:%/j’f(z)cos( I )d:z:, para n >0

1 nnr
b, = I [bf(z)sm (T) dx, para n > 0.
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ag = %/_.L J(z)cos (mw)dxz%/_l f(z)cos(O)dx=/_(:(I+1)dz+[olxdz

+-=1, (3.26)

F A |
2 2

portanto

para n > 0, temos:
1.4t nwT o !
an = 7 / f(z)cos (T) dz = ] (z + 1)cos(nmz)dx + f zeos(nwz)dz
=] -1 0

s /01 zcos(nmz)dr + _[ u‘ cos(nmz)dz + /o 1 zcos(nwz)dx. (3.27)

Resolvendo as integrais indefinidas separadamente encontramos:

/ zcos(nrz)dr = # [nrzsen(nwz) — cos(nmz)] + ¢ (3.28)

/ cos(nrz)dr = ;llgsen(mr:c) +ec. (3.29)

Aplicando (3.28) e (3.29) em (3.27) obtemos

[cos(nm) — 1] + 0] = 0,

By = . [1 — cos(—nm)] +

nZmr? nim2
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assim,

a, =10

Por outro lado,

by = %[1f(.‘£)86ﬂ (%ﬁ) dz

0 0 1
= / zsen(nmz) + ] sen(nmz)dr + / zsen(nnx)dx.
0

~1 -1
Resolvendo as integrais indefinidas encontramos:

1
/ zsen(nnz)dx = o [-nrzcos(nnz) + sen(nwz)] + ¢

—cos(nnx)

/sen(nﬂ:c)d.r m———

nmw

Aplicando (3.31) e (3.32) em (3.30), encontramos

1 cos(—nm 1
, cos(=nm)

1
b, = 3 [-nmweos(—nm)] — -n o - u [-nmcos(nm))
1 1 1
- acos(mr) o g Ecos(n:rr) - ;L-;co.s(mr)

1
= —;;r-(l + cos(nm)),

portanto,

bon-1=0 € bpn=—5—=—-—, n21

2nar nw

como,

55

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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obtemos,

1 1l 1 1 1
fix)= 5= Zsen(Zmrx) - & ;Sen(%rx) — ﬂsen(dmx) —
n=1

O grafico da figura 3.1, feito através do programa mathematica versao 9.0, representa
a funcao f(z) e os das figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 representam a mesma funcio f(z)
juntamente com os graficos da expansao da Série de Fourier, considerando-se respec-
tivamente os seguintes valores paran: n =1, n =10, n =30 e n = 50, onde n é o

numero de termos da Série de Fourier.

s M
035 | €]

Figura 3.1: Grafico da fun¢ao f(z) no intervalo —1 < z < 1.

Figura 3.2: Expansao da Série de Fou- Figura 3.3: Expansao da Série de Fou-

rier para n = 1. rier para n = 10.
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rx

Figura 3.4: Expansao da Série de Fou- Figura 3.5: Expansao da Série de Fou-

rier para n = 30. rier para n = 50.

Encontraremos agora as solugdes para a funcio g(r). Como os calculos sao

andlogos aos do exemplo anterior resolveremos de forma mais direta.

-1, 2<z<0
g(z) = =7 onde f(z+4) = f(x)
1 0L <2

]

Solucao
Neste caso, temos L = 2, o que nos dar

a=0 ¢ a,=0 para n > 0.

Por outro lado, temos

. S |

2
b, = E(1 — cos(n)) e portanto by, =0 e by = (2n— 1)’ e

Assim,

o(@) = i‘” s [sen (225 052)]

= ésen (E) + %sen (M—x) + isen (%) +ooee (3.35)
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Representamos através da figura 3.6 o grafico da fungao g(z), além disso representamos
também, através das figuras 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10, a mesma funcio g(z) juntamente com

os graficos das expansoes das Séries de Fourier para um, dez, trinta e cinquenta termos.

fx
10

LS 3

Figura 3.6: Grafico da funcao g(z) no intervalo —2 < z < 2.

I =
10 /\ 1G4
o5 F 03}
2 a7 1 T Y 1 1 C
05 | -
v
Figura 3.7: Expansao da Série de Fou- Figura 3.8: Expansao da Série de Fou-
rier para n = 1. rier para n = 10.
f= Iz

a3 03

Figura 3.9: Expansao da Série de Fou- Figura 3.10: Expansao da Série de Fou-

rier para n = 30. rier para n = 50.

Notemos que, assim como aconteceu no exemplo anterior, quanto maior for o

ntimero de termos da Série de Fourier, mais esta série converge para a fungao g(z). Do
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mesmo modo podemos notar também que a partir de trinta termos a diferenca entre

os graficos também é insignificante, logo um valor adequado para n seria trinta termos.

1 INTELA

o



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo encontraremos as solugoes da equagao de difusdo para os proble-
mas de transferéncia de massa numa parede infinita e numa esfera e aplicaremos a
solugao analitica numa esfera para estudar a perda de dgua de acerolas num processo

de desidratagao osmética.

4.1 Difusao Transiente Numa Parede infinita

A varidvel ® da equacao de difusao (4.1) é a grandeza de interesse, a qual, depen-
dendo do problema estudado, pode representar entre outras grandezas, temperatura e
teor de umidade. Neste caso o t representa o tempo e o x representa a posigao.

Consideraremos o seguinte problema de valor inicial:

o> P

% =Pz (1)

condigoes inicial e de contorno:
t=0 = d=P,eml<z<L
i>0 = d=%yemz=0ezxz=1L
Solucao
Por uma condicao fisica, apés um determinado tempo, a grandeza de interesse

na placa tende a um valor de equilibrio V(z) independente do tempo e das condigoes

60
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iniciais. Como V(z) tem que satisfazer a equagao 4.1, entao:

v _ v

a0 (42)
Mas, V' depende apenas de z, logo
%tz =0= % =0.
Dessa forma,
%dxzoz>/%dx=0=>V(z)=Cz+D.

Aplicando as condigoes de contorno, obtemos:

V() =%, = CO0+ D =®)= D = ®;

V(L) =% =>CL+D=% =>CL+® =8 =C=%%=C=0.
Assim,

V(z)=Cz+ D = V() =0+, = V(z) = .

Voltando ao problema inicial, vamos escrever ®(z,t) como uma soma de uma parcela

estaciondria, V(z), e uma transiente, W(z, t) ou seja,
®(z,t) = V(z) + W(z,1t).

Substituindo na equacgao 4.2, encontramos:

V(z) + W(z,t)] _ d[V(z) + W(z,1)]
- az? N L

que equivale a
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PP[®¢ + W(z,t)] 0[P + W(z,t)]
" o2 h ot

de onde segue que

aa2W(:..—, t)  OW(z,t)
a2 dl

Das condigoes de contorno ®(0,t) = ®; e ®(L,t) = P, encontramos:
o®(0,t) =V (0) + W(0,t) = &y = &9+ W(0,t) = &, = W(0,t) =0
o®(L,t) = V(L) + W(L,t) = &9 = &+ W(L,t) = &9 = W(L,t) =0

Da condicao inicial ®(z,0) = ®;, obtemos:

od(z,0) =V(z) + W(z,0) = &, = &y + W(z,0) = &; = W(z,0) = ®; — &,.

Dessa forma a parcela transiente satisfaz o problema:

aa’zg:.tg _ aw;tz,tg
W(l‘, 0) = q),; — @0
w(0,t) = 0, W(L,t)=0

Separando as varidveis, temos:
W(z,t) = X(z).®(¢t)
Substituindo na equacao 4.2, encontramos:
a. X"(z).9(t) = X(z).9'(t),

resultando em

X"(@) 190 _
X(z) a ®)

dessa forma,

e e e —

g o e -
T IOTECA
OV B

|
|
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X"(z) —oX(z) =0 (I)
&'(t) — ao®(t) =0 (II)

Usando as condigoes de contorno temos
W(0,t) =0= X(0)®(¢t) =0,
W(L,t) =0= X(L)®(¢) =0.
Como nao tem sentido ®(t) = 0 para todo {, as igualdades acima resultam em:
X(0)=0e X(L)=0.

A equagao (I) pode, juntamente com essas condicoes, gerar o seguinte problema:

X"(zx) —oX(z) =0
X(0)=0; X(L)=0

A equacao caracteristica é A\*> — o = (0. Vamos analisar agora os seguintes casos:

I)o>0
M—g=0=A==+/0.
Assim,
X{z2) = Cie V= 4GV
Como,

X(O)_—’Cleﬂv{—CgeO:}C‘l+C2:O$Cl 2_02
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X(L)=0 = CieVE 4+ CheV?l =
= —Czeﬁ‘/o_L + Czem =0
= Cy(—e VT 4 ¢¥7Ty =

Segue que C; = 0= C; = 0.

Dessa forma, teriamos X (z) = 0, o que néo nos interessa.

Mo=0

Neste caso, a equagdo X" (z) — o X (z) = 0, se reduziria a X"(z) = 0. Logo,

X'(z)=C= X(z)=Cz+D.

X(0)=0=C0+D=0= D=0,

X(L)=0=C.L+D=0=C=0.

Resultando em X (z) = 0, mais uma vez.

II) 0 <0
Neste caso, A2 — 0 = 0 = A = £/ Gerando a seguinte solugio:

X (z) = Cycos(v/ox) + Casen(y/ox),

X(0) = 0= Cycos(0) + Casen(0) =0 = C; =0,
X(L) =0 = Cieos(Vol) + Cysen(VoL) =0 = Casen(VoL) = 0.

Temos entdo que C, # 0, pois, caso coutrario, X (z) = 0, resultando em W(z,t) = 0.

Logo,

64

(4.3)

3
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n’m?

sen(v/oL)=0= \/JoL=nn =0 = 72
paran =1,2,3, ...
Portanto,

X(z) = Cysen (n:rr:r)
Ir) = Uas 7 s
i’

Vamos agora resolver a equagao (I7) considerando o = T2

Uma solugdo particular da equacio ®'(t) — ao®(t) = 0 é dada por ®(t) = e 22 *.

Assim, para cada n, temos:
W, (z,t) = X(z).9(t)

“zﬂ'z
Wa(z,t) = C,sen (?) et n=123,..

Usando o teorema da superposicao, temos que combinagoes lineares de solugoes, sao
solugoes do problema de valor de contorno. Adimitindo esse fato para uma soma infinita

(série), temos:

W(z,t) = iCnsen (n_::c) e_““_igzt.

n=1

Da condigao inicial, temos W (z,0) = ®; — ®;. Dessa forma,
= nne
; C,sen (T) = d; — By,

que é a Série de Fourier das somas de ®; — ®,. Portanto,

Cn = / (®; — ‘I’o)sen( )d =2 (‘I)_ q)ﬂ) '/:sen (n_z:r:) dz

L
- 3P L () o (%) -
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o, — @,
= 2( = ) 1 = cos(nm)]

Se n for par, entao cos(nw) = 1. Logo, C,, = 0;

4(P; — P
Se n for impar, entao cos(nw) = —1. Logo, C,, = % Desta forma,
Cai=0
e
4(D; — By)
Y e P ——— = 1 aaa

Assim,
4(P; — By) NAT\ —an?s?,
- — e uwd t
Wike.5) = Z(21':—1):#1' (L)e
Como a solugao do problema é da forma:

&(z,t) = V(z) + W(x,1),

temos,

O(z,t) = Pp+ Z 4((2‘1) 2 f)’;) o, (mrz) 91:;,_2:,

que equivale a:

i 4(@[ - ‘DQ) e 1 nnx —an?a?,
P(x,t) = Po + = g(zn_l)-sen( I )e N
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4.2 Difusao Transiente Numa Esfera

Agora consideremos o seguinte problema de valor inicial

10 1 0 oP
28 55 "5 (44
Condigoes inicial e de contorno:
tI’(r, 0) = q’;‘
®(R,t) = P
oP
—é': ”» = 0 @(0, t) # o0

Onde R é o raio da esfera e r é a distancia do ponto ao centro da esfera, conforme

mostra a figura 4.1.

Figura 4.1: Esfera

Solucao

Desenvolvendo a equagao 4.4 pelo célculo da derivada do lado direito, tem-se:

l_(??_i 21- @+@r2
a Ot r2 T or or2 |
Logo,
1 08 2 9 0@
ao 7ot on (45)

Observando que —%[r.q)(r, )] = r%[d’(r, t)], temos que
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10 1 09 0P
;a[f.q)(f,t)] = ;:f— —*(;)T(

= 200 = 1o lrd(r, 1)

Vamos calcular agora %[ﬂb(r,t)] :

aq:g, ),

g_-[r.qa(r, O] = ®(r,t) +
Portanto,

.4
ar

O(r,t) +

%[r.‘l)(r, t)] > pw

r,t)

d%(r, t) r] _ (), 0

o)

T Po(r T
= 3% [r.®(r,t)] = 8‘;};" t) e 352' J! T aq:;r' 9
0? B oP(r,t) FPP(r,t)
= —62 s [r-®(r,t)] =2 e aég"z
1 2 09(r,1) D(r,t)
= -3 [r.®(r,t)] = e e 2

Substituindo as equagoes (4.5) e (4.6), na equagao (4.4), obtemos

110 2 &
a;a[r_@(r, t)] — ;,ﬁ[f.@(f, t)]

Por fim,
10 7
aE[:f‘.@(r, t)] = ﬁ[’”-q’(ﬂ t)]
%[r.@(r, t)) = a%[r-@(ﬂ t)]-

Fazendo V(r,t) = r.®(r,t), na equagao (4.8), segue

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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Vamos resolver (4.9) por separagao de varidveis. Escrevendo,

V(r,t) = X(r).8(t).

Segue que

)% ; TV .
5 = X(r).®'(t) e 57 = X"(r).®(t).

Substituindo em (4.8), encontramos

X(r).®'(t) = aX"(r).®(t) =

X"(r) _ 1¥(1) _

De onde segue que:

X"(r)—oX(r) = 0 (III)
Y(t) —ao®(t) = 0 (IV)

i) Se o < 0, a equagao caracteristica de (/17) é dada por:
M _og=0=)\=1+0;
assim
X (r) = C.sen(y/or) + D.cos(y/or)

Agora, uma solugao particular da equacao (I'V) é

B(t) = e,

X(r) a®@l)

69

(4.9)

(4.10)
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Portanto,
V(r,t) = e *?*[C.sen(y/or) + D.cos(\/or)).
Mas, V(r,t) = r.®(r, t), logo:
O(r,t) = e >t [gsen(\/&r) + —?cos(\/&_r)]
Além disso,
. = —a.ot c D
lim ®(r, t) = ®(0,t) = lim |e ;sen(\/c_rr) + ?cos(\/gr)

C D
@ — a—a.at |13 1
= lim &(r, ) =¢ I:'l'l_l’% = sen(v/or) + lim = cos(\/c_rr)] !

Observando que,
NCVY S 2
e
P%?cos(\/_r)ﬁ , se D #0.

Assim, devemos ter D = 0. Consequentemente,

®(r,t) = g.sen(ﬁr).e_“"’".

adimitindo, inicialmente que ®(R,t) = 0, temos:

®(R,t) = %.sen(\/gR)e‘“"‘ =0

J??’

70

oA
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Se C' = 0, terfamos ®(r,t) = 0, logo vamos supor C # 0. Desssa forma,

n?®.x?

sen(y/oR) =0 = \/ERznﬂ-:}a:F,com n=123..

Portanto,

n2x?

C
P(r,t) = S sen (n_}a;r) e R!
Sendo assim, de maneira andloga ao que fizemos anteriormente, a solugao geral é:
o --ﬂﬂ2ﬂ‘?
r.®(r,t) = Z Cpsen (n_;-) e ”? (4.11)
n=1

Usando a condigao inicial ®(r,0) = ®;, temos:

i Cpsen (Eg) =7

n=1

Logo, o somatério do lado esquerdo é a Série de Fourier de senos de r®;, e portanto,

Ca= % /ﬂRr‘b .sen (n;r) dr = 2:‘ oﬂrsen (n_;:‘) dr

Vamos resolver a integral separadamente. Fazendo

& = F = du =dr
dv = sen(%Z)dr =V = =Ecos ()
encontramos
/rsen (m) dr = _er /oos f_‘E Py
R nm
R nmr nar
- mrcos(R)+n2ﬂ'2 (R)+C‘
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Logo,

/:t rsen (%) dr = [:;Rcos (n;r) + nlz{;zsen (n;r)]: = _r: cos(nw)

Sendo assim,

O == 2:‘ [n—}:zcos(mr)] _2@'_Rcos(mr) - s =123, ..
ou ainda,
o= T (-1, n=1,23,..
Portanto, de (4.11), segue
r.®(r,t) = ng; 2: - (n%) e:'c%:'_z‘,
que € equivalente a:
d)(r t) Z( 1)n+1 (ﬂg) o, (4.12)

Se &, # 0, fazendo 6(r,t) = ®(r,t) — g, lemos

#0 _Pe(rt) 9 _ 9%(r1)

= e “a o s

Além disso,
O(R,t) = B(R,t) — By = By — o = 0

9(?‘,0) == @(T,O) o @0 o= ¢i - q)O = 8:'
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8(0,1) = ®(0,1) — By # 00 (4.14)

0 _o%(rt) 90 _0%(rt)| _

5: or orlr=0 a or r=0

Considerando a equacao (4.13) para 6(r, t), com as condigoes (4.14) tem-se um problema

analago ao anterior, trocando-se ®(r,t) por 6(r,t). Assim,

2.2

O(r,t) a1 2R g
) S e (B,

de onde segue que

w.__% o i(_l)ni'l_z_}ism (m'rr) —_nm:ﬁ,.

‘I’" e = @0 ne1 nnr

ii) Se o = 0, terfamos:
X'=0=>X=ar+be ¥=0=%(t)=c
Assim,
V(r,t) =c.(ar +b) = ®(r,t) = g—(ar+b) 2 ac+%

Sendo ®(r,t) continua (condicao fisica), temos 1{% ®(r,t) = ®(0,1) # oo, devemos ter

b= 0. Logo, ®(r,t) = ac. Admitindo ®, = 0, teriamos
O(r,t) =0=>ac=0
Mas ®(r,t) = 0 nao interessa.

iii) Se o > 0, teriamos X” — 0 X = 0, cuja equagao caracteristica é dada por
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M_og=0=2\=+/0

X(r) = CeV?" + De V7"
Além disso, de ®'(t) — ac = 0, teriamos a solugdo particular ®(t) = e~ "
Dessa forma,

e s« - [Cor 2

e—* or

Sendo assim,

D
lim ®(r,t) = lime ** [ge‘/‘_" + —e_‘/E'] = 00
r—0 r—0 r Tr

O que contraria a hipétese do problema de que lilla ®(r,t) = ®(0,t) # oo. Portanto, a

solu¢ao do problema é a que encontramos para o < 0, a saber:

'I’(" t) Z( 1)"+1 sen (=~) o~

4.2.1 Transferéncia de Massa Numa Esfera

Uma vez encontrada a solugao que modela o problema de difusao numa esfera,
faremos agora um estudo de transferéncia de massa num processo de desidratacao
osmoética de acerola. No entanto, sao necessirias algumas defini¢oes as quais apresen-

taremos a seguir.

Definicao 4.1. Difusao é um fenémeno de transporte de matéria ou energia que

ocorre pela eristéncia de um gradiente da grandeza de interesse.

Definicao 4.2. Transferéncia de massa ¢ a massa em transito como o resultado de

uma diferenca de concentracao de uma espécie quimica em uma mistura.

Definicao 4.3. Difusividade ¢ o parametro o das solugoes analiticas obtidas, o qual,

num problema de transferéncia de massa, indica a velocidade que esta massa € trans-

portada.
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Proporc¢ao L:4 110 1:15
Difusividade | 5.6088.10~7 | 6336.10~" | 59652.10~7

Tabela 4.1: Dados de difusividade

Na tabela 4.1, sao apresentados os valores de difusividade de dgua, para simular

um processo de transferéncia de massa nas proporgoes 1:4,1:10e 1 :15.

Estes dados foram obtidos de um processo de desidrata¢ao descrito no artigo “Appli-
cation of inverse methods in the osmotic dehydration of acerola” (SILVA et al., 2010).
No referido artigo foram realizados experimentos de desidrataciao osmética de acerolas

em solugoes bindrias (4gua e sacarose) nas proporgoes supracitadas.

Nas figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 serao apresentadas as cinéticas de perda de dgua
para os raios r = 0.0013, r = 0.005, r = 0.008 e r = 0.01, considerando a propor¢ao

1:4.
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Figura 4.2: Cinética da perda de agua Figura 4.3: Cinética da perda de dgua
na proporc¢ao 1 : 4 considerando o r = na propor¢ao 1 : 4 considerando o r =
0,0013. 0, 005.

No gréfico 4.2 o raio considerado foi de aproximadamente 0,0013. A camada
correspondente a este raio é mais interna, deste modo a difusao até aproximadamente
3.5 horas ainda nao iniciou. Por outro lado no gréfico de mimero 4.3 é possivel notar
que a camada correspondente ao r = 0,005 comega a perder dgua, isto é devido ao fato

que esta camada é mais externa em relagao a anterior.
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No gréfico 4.4 devido a camada correspondente ao r = 0.008 ser ainda mais externa,
esta comeca a perder dgua mais rapidamente que a anterior. Percebamos que no
grafico 4.5 foi considerado um r = 0.01, o mesmo da acerola, logo a camada estudada
é justamente a da fronteira. Notemos que neste caso, o grafico permanece constante
porque entra em equilibrio imediatamente com o meio. Isto é devido ao fato que o
problema de valor inicial resolvido na sec¢ao 4.2, admite uma condiciao de contorno do

primeiro tipo.

Figura 4.4: Cinética da perda de dgua
na propor¢ao 1 : 4 considerando o r =

0, 008.

Figura 4.5: Cinética da perda de 4gua
na propor¢ao 1 : 4 considerando o r =

0,01.

A figura 4.6 mostra todas as situagoes referentes aos quatro raios em um s6 grafico,
onde podemos notar a diferenca da perda de dgua nas quatro camadas correspodentes.
Percebemos entao que quanto maior € o raio considerado, ou seja, quanto mais préxima

a camada estiver do exterior da acerola, maior facilidade esta camada terd de perder

dgua.

Figura 4.6: Superposi¢ao dos graficos 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5.

Nos gréficos 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 representamos as cinéticas da perda de agua
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na proporcao 1:10. Na figura 4.7 percebemos que o grafico referente a proporgao
1:10 e ao r = 0.0013 permanece estavel até quase 4 horas, a partir de entao inicia-
se a difusdo causando a perda de dgua na camada correspondente. J4 no gréfico
representado na figura 4.8 percebemos que a camada correspondente ao r = 0,005
comega a perder agua mais rapidamente que a camada anterior iniciando a perda
de dgua em aproximadamente 2 horas. No grifico da figura 4.9 vemos que a camada
correspondente ao r = 0,008 comega a perder d4gua em menos de meia hora e finalmente
notamos no grafico da figura 4.10, cujo r = 0,01 corresponde a camada de fronteira,
que o grifico permanece constante durante todo o processo, uma vez que o mesmo

entra em equilibrio imediatamente com o meio.
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Figura 4.7: propor¢ao 1 : 10 e r = Figura 4.8: propor¢ao 1 : 10 e r =
0,0013. 0, 005.
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Figura 4.9: proporgao 1 : 10 e r = Figura 4.10: proporgao 1 : 10 e r =
0, 008. 0,01.

O gréfico representado na figura 4.11 nos mostra a superposicao dos gréficos de

proporgao 1 : 10 nos quatro diferentes raios.
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Figura 4.11: Superposic¢ao dos graficos 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9.

Nele podemos visualizar melhor as diferengas entres os gréficos, onde percebemos que
assim como aconteceu nos graficos de proporgao 1 : 4 também sucede aqui, pois é
perceptivel que quanto maior é o raio considerado, maior a perda de dgua, ja que o
tamanho do raio estd relacionado com a posicao da camada da acerola.

As figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 nos mostra os graficos de raios r = 0,0013,
r = 0,005, r = 0,008 e r = 0,01 respectivamente, na proporgao 1 : 15, onde pode-
mos perceber gradativamente que a perda de dgua estd totalmente relacionda com o
tamanho do raio, visto que para o r = 0,0013 a camada correspondente sé inicia a
tranferéncia de massa em aproximadamente 4 horas, diminuindo este tempo a medida

que aumentamos o tamanho do raio.
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Figura 4.12: Cinética da perda de dgua
na, propor¢ao 1 : 15 considerando o r =

0,0013.

Figura 4.13: Cinética da perda de 4gua
na proporcao 1 : 15 considerando o r =

0, 005.
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Figura 4.14: Cinética da perda de dgua
na proporgao 1 : 15 considerando o r =

0, 008.
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Figura 4.15: Cinética da perda de dgua
na propor¢ao 1 : 15 considerando o r =

0,01.

Figura 4.16: Superposi¢ao dos graficos 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14.

O gréfico 4.16 nos mostra a superposicao dos gréficos 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 Nela
podemos observar claramente os instantes em que cada camada inicia a perda de dgua.
Notemos que nesta propor¢io cada camada inicia a perda de dgua mais rapido do que
nas camadas correspondentes nas proporcoes anteriores.

Percebemos nos gréficos das figuras 4.2, 4.7 e 4.12, os quais apresentam um
mesmo raio em trés diferentes proporgoes, que a proporgao estd influenciando na perda
de dgua, pois na proporgao 1 : 10 o produto perdeu mais 4gua que na proporcao 1 : 4

e perdeu menos dgua que na proporgao 1 : 15.



Conclusao

Neste trabalho foi possivel constatar a importancia que as Séries de Fourier desem-
penham no estudo de processos fisicos bem como a sua utilidade na drea da matemaética.
Aprendemos que a principio Fourier usou a matematica apenas para conseguir provar
alguns resultados fisicos, mas hoje as Séries de Fourier tem um importante papel nesta
drea. Existe atualmente uma drea de matemadtica pura chamada Analise de Fourier, a
qual é uma das técnicas matemdticas com maior nimero de aplicagoes praticas.

Finalmente foi visto a importancia das Séries de Fourier para obtencao de solugoes
analiticas de EDPs ¢ a importancia da equagao de difusao para descricao do processo

de transferéncia de massa.
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