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“These transient facts,

These fugitive impressions.

Must be transformed by mental acts,

To permanent possessions.

Then summon up your grasp of mind,

Your fancy scientific,

Till sights and sounds with thought combined
Become of truth prolific”

(James Clerk Mazwell)






Resumo

Em sistemas distribuidos (DS), alguns eventos podem ocorrer de forma independente
e outros ocorrem em uma ordem determinada. Em teoria dos tracos, os eventos sao
representados como simbolos de um alfabeto finito. A permutacao de simbolos consecutivos
que representam dois eventos independentes gera um conjunto de sequéncias equivalentes
que provocam o mesmo resultado no sistema. O conjunto de sequéncias equivalentes do
mesmo comprimento é chamado de classes de intercambio. A entropia de intercambio é
definida a partir das classes de intercAmbio e fornece os limites tedricos de compressao de
sequéncias de eventos com ordem parcial. Desta forma, busca-se apresentar dois novos
algoritmos para compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial usando classes de
intercambio. Os desempenhos dos dois algoritmos sao comparados em termos de tempo e
taxa de redugdo no nimero de simbolos em relagdo a sequéncia original. Os algoritmos
também sao aplicados na estimacao da entropia de intercambio a partir de sequéncias
aleatérias. Os valores obtidos foram comparados com os valores teéricos, sendo possivel

obter valores abaixo da entropia de Shannon.

Palavras-chaves: Compressao, Ordem Parcial, Entropia de Intercambio, Complexidade

de Intercambio, Tracos.






Abstract

In distributed systems (DS), there are independent and dependent events. In trace theory,
events are represented as symbols of a finite alphabet. Consecutive symbols that represent
two independent events may be interchanged, generating a equivalent sequence. The set of
equivalent sequences of the same length is defined as interchange class. Interchange entropy
is based on interchange class for define information theoretic limits for sequence compression
considering partial-order. It is presented two new algorithms aiming compression of
sequences of events with partial-order. The performance of algorithms is analyzed in terms
of time complexity and compression rate. Furthermore, the algorithms are used to estimate
interchange entropy, obtaining values smaller then Shannon entropy for the same finite

alphabet.

Key-words: Compression, Partial-Order, Interchange Entropy, Interchange Complexity,

Traces.
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1 Introducao

Em Sistemas Distribuidos (DS), alguns eventos podem ocorrer de forma indepen-
dente e outros ocorrem em uma ordem determinada. Isso leva a nog¢ao de eventos com
ordem parcial (LAMPORT, 1978), em que certas sequéncias de eventos sao equivalentes
a outras sequéncias. Essa equivaléncia se refere ao fato de que algumas sequéncias de
ocorréncias produzem os mesmos resultados no sistema. Outra interpretacao pode ser que

alguns operacoes podem ser realizadas em paralelo, enquanto outras nao podem.

Por exemplo, se existem as operagoes (a)zr :=x + 2, (b)y:=z+z e (0)y =y + 2,
executar a seguida de ¢ produz o mesmo resultado de executar ¢ seguida de a. Desta forma,
é possivel executar a e ¢ de forma paralela, produzindo o mesmo resultado que seria obtido
ao executar sequencialmente. Entretanto, mudar a ordem de ocorréncia das operacoes a e
b implica na mudanca do resultado final. Isso pode ser verificado facilmente observando
que executar a seguido de b produz z :=x +2 e y := z + (r + 2) e executar b seguido de a
produz y := z 4+ x e x := x + 2. Nesse caso, essas operacoes nao podem ocorrer de forma
paralela. Entao, a e b sdo ditos operacoes dependentes ou nao-comutativas. O mesmo
acontece com b e c. Essa relagao de nao-comutatividade pode ser representada por um
grafo como o da Fig. 1, em que cada operacao é um vértice e as operacoes dependentes

sao conectadas por uma aresta.

b C

Figura 1 — Grafo G das relagoes de nao-comutatividade entre eventos.

Outro exemplo de sequéncias equivalentes seria parcelas sis5...s, em que cada
parcela s; foi calculada em diferentes processadores e chegam em outro processador que
executa a soma dessas parcelas. A soma final nao depende da ordem de chegada das

parcelas s;. Desta forma, os calculos das parcelas sdo independentes.

Pelos exemplos apresentados, é possivel observar que eventos nao sequenciais
podem ser apresentados e analisados com a utilizacdo de uma representagao sequencial
de simbolos. A representacao de eventos concorrentes como uma cadeia sequencial de
simbolos foi introduzida na teoria dos tragos (MAZURKIEWICZ, 1977). A teoria dos tragos
foi desenvolvida com o intuito de fornecer ferramentas de linguagens formais a analise
de sistemas concorrentes e, em particular, de redes de Petri (MAZURKIEWICZ, 1977).

Com essa representacao, é possivel analisar o comportamento de sistemas concorrentes e
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sequenciais. Os chamados de tragos sao conjuntos de sequéncias equivalentes de eventos e
quaisquer elementos do mesmo trago produzem o mesmo resultado no sistema. Como no

primeiro exemplo, ac e ca pertencem ao mesmo trago.

Eventos com ordem parcial, portanto, permitem a geracao de tragos que sao classes
equivalentes de sequéncias, doravante classes de intercambio. As classes de intercambio
sao uma generalizagao das classes de tipo (SAVARI, 2004; COVER; THOMAS, 2006).
Como na teoria dos tipos (COVER; THOMAS, 2006), as classes de intercAmbio podem

ser utilizadas como ferramentas de compressao de sequéncias.

A utilizagao de técnicas que consideram as relagoes de ordem parcial podem levar
a esquemas de compressao mais eficientes quando comparado a utilizagao de técnicas
de compressoes convencionais com ordem total. Técnicas de compressao de simbolos
sequenciais baseadas em dicionarios como o SEQUITUR (NEVILL-MANNING; WITTEN,
1997) conseguem comprimir de forma eficiente, além de descobrir padrdes nessas sequéncias.
Alur (ALUR et al., 2003) e colaboradores introduziram dois algoritmos de compressiao para
palavras com ordem parcial em que se utiliza o conceito de tragos para comprimir palavras
e, posteriormente, reconstruir uma palavra equivalente. Uma pesquisa nas bases de artigos
parece indicar que ndo hd muitos trabalhos nessa drea. Em 2011, Reznik (REZNIK, 2011)
propds esquemas de codificacdo de palavras em que o autor nao fala explicitamente em

tragos, mas considera conjunto de palavras com ordem parcial.

No contexto de compressao de eventos concorrentes, surge naturalmente a pergunta
de como comprimir uma sequéncia de eventos em que ha ordem parcial. A maioria das
técnicas desenvolvidas para compressao de sequéncias de simbolos foca no processamento de
eventos sequenciais (SAVARI, 2004). Além disso, hd a necessidade de protocolos eficientes
de transmissao de eventos parcialmente comutativos e uma medida de eficiéncia desses

protocolos conforme o comprimento das sequéncias cresce.

A maior parte dos estudos relacionados a teoria da distor¢ao (distortion theory)
foca na medida de distor¢ao por um simbolo introduzida por Shannon e nao em medida de
distorcao associada as palavras definidas sob um alfabeto parcialmente comutativo. Nesse
sentido, Savari (SAVARI, 2004) apresenta a entropia de intercdmbio que se baseia em uma
generalizagdo da complexidade de Kolmogorov, a complexidade de intercambio. A entropia
de intercAmbio faz uso de ferramentas da teoria dos tragos (MAZURKIEWICZ, 1977)
para definir o limite tedrico de compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial em
termos de ntiimeros de bits por simbolo em média para representar as sequéncias (SAVARI,
2003). Esses limites podem ser utilizados para determinar a eficiéncia de esquemas de
codificacao e compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial. Além disso, o limite
superior da entropia de intercambio é a entropia de Shannon e, portanto, quando se
considera a ordem parcial, a compressao obtida é maior ou igual a conseguida com ordem
total. Segundo Alur (ALUR et al., 2003), até a publicagdo do artigo (SAVARI, 2003),
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também de Savari, nao havia sinal de trabalhos focados no aspecto de teoria de distor¢ao

para sequéncias de eventos com ordem parcial.

Desta forma, busca-se apresentar os principais teoremas da propriedade de equi-
partigao assintética (AEP), teoria dos tipos e complexidade de Kolmogorov necessarios
para entender as generalizagoes feitas por Savari. Sao apresentados os conceitos propostos
por Savari (SAVARI, 2004) e exemplos. Além disso, sao propostos dois novos algoritmos
para compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial e um sub-6timo com tempo
polinomial e um 6timo com o tempo exponencial para efeitos de comparagao. Esses algorit-
mos identificam subsequéncias pertencentes a uma mesma classe de intercambio e que sao
substituidas por um tinico simbolo que sao apresentados em forma de um dicionéario. Os
desempenhos dos dois algoritmos sao comparados em termos de tempo e taxa de reducao

no namero de simbolos dos dicionarios gerados.

Os algoritmos também sao utilizados para estimar a entropia de intercambio
associados a alguns grafos a partir de sequéncias aleatérias, sendo possivel encontrar
valores abaixo da entropia de Shannon. Essa abordagem, até onde vai o conhecimento do

autor, é nova.

O documento esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, sdo apresentados
os principais conceitos e desigualdades referentes a propriedade de equiparti¢ao assintotica,
teoria dos tipos, teoria dos tracos e complexidade de Kolmogorov que servirao como base
para compreender as generalizagdes feitas por Savari (SAVARI, 2004) e sobre compressao
sem perdas. Nesse mesmo capitulo, sdo apresentados os conceitos de Complexidade de
IntercAmbio e Entropia de Intercimbio propostos por Savari (SAVARI, 2004). No Capitulo 3,
sao apresentados e descritos dois algoritmos desenvolvidos para comprimir sequéncias de
eventos com ordem parcial e estimar a entropia de intercambio por meio da contagem de
classes de intercambio. No Capitulo 4, sao apresentadas as taxas de compressao obtidas
em sequéncias aleatorias de eventos com diferentes comprimentos e diferentes parametros
nos algoritmos. Além disso, sdo apresentadas as estimagoes da entropia de intercambio
obtidas a partir dos algoritmos. No Capitulo 5, sao feitas discussoes acerca dos resultados
e das limitagoes dos algoritmos. No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes e trabalhos

futuros.
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2 Fundamentacao Tedrica

Nesse Capitulo serao apresentados os conceitos fundamentais necessarios para com-
preender e interpretar as generalizagoes feitas por Savari (SAVARI, 2004). A propriedade
de equipartigao assintdtica (AEP) e a teoria dos tipos possuem desigualdades fundamentais
que permitem analisar a compressao com e sem perdas de sequéncias de simbolos, além
do ntimero minimo de bits por simbolo em média que é necessario para representar essas
sequéncias. Além disso, sdo apresentados os conceitos fundamentais da teoria dos tragos
que é utilizada por Savari (SAVARI, 2004) para propor uma generaliza¢ao da complexidade
de Kolmogorov. Desta forma, os conceitos fundamentais da complexidade de Kolmogorov
também sao apresentados. Por fim, sdo apresentadas as defini¢des e teoremas essenciais da

complexidade de intercambio e entropia de intercambio.

Os conceitos, teoremas e provas relacionados a AEP e a Teoria dos Tipos apre-
sentados nessa Se¢do sao baseados em (COVER; THOMAS, 2006, cap.3) e (COVER,;
THOMAS, 2006, cap.11). As defini¢oes e resultados sobre teoria dos tragos sao baseados
em (MAZURKIEWICZ, 1977), (DIEKERT; ROZENBERG, 1995, cap.1) e (PERRIN,
1985). Por fim, os conceitos e resultados acerca de complexidade de Kolmogorov sao

baseados em (COVER; THOMAS, 2006, cap.14), (LI; VITNYT, 2008) e (HORIBE, 2003).

2.1 Propriedade de Equiparticao Assintotica

A propriedade de equiparticao assintética (AEP) possibilita a classificagao das
sequéncias de varidveis aleatérias (v.a) em dois conjuntos, as sequéncias tipicas e as
sequéncias nao-tipicas. As sequéncias tipicas sdo aquelas que possuem as entropias empiricas
proximas a entropia da fonte e as sequéncias nao-tipicas sao aquelas que nao possuem essa

propriedade. A definicao de entropia é apresentada a seguir.

Definig¢ao 2.1.1. (Entropia) A entropia H(X) de uma v.a. discreta X com distribui¢do
p(z) é definida como

H(X) = 2;{ —p(z) logy(p(x)) (2.1)

A propriedade da equiparticao assintética (AEP) é apresentada no Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.1. (AEP (COVER; THOMAS, 2006, p.58))

Sejam X1, Xo, ..., X, v.a. independentes e identicamente distribuidas (iid) com
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distribuicao p, entdao

1
—ﬁIOgQP(Xth,--an) — H(X) (2.2)

em probabilidade. Ou seja, para todo € > 0 vale

1
Pr{’—long(Xl,Xg,...,Xn) —H(X)‘ > e} 0.
n

Uma das interpretacoes para as sequéncias tipicas é que elas sao quase igualmente
surpreendentes, no sentido de apresentarem uma incerteza proxima a da entropia da
fonte. A partir da AEP, é possivel definir o chamado de conjunto tipico que é formado
por todas as sequéncias de comprimento n que apresentam uma probabilidade empirica

compreendida em um intervalo definido.

Definigdo 2.1.2. (Conjunto Tipico) O conjunto tipico A™, e > 0 com repeito a p(z) € o

conjunto das sequéncias (x1,xs,...,T,) € X" com a propriedade

2 HCO) < (a3, ) < 2HOO (2.3)

em que X € o alfabeto de simbolos.

Algumas das propriedades do conjunto tipico s@o apresentadas no Teorema 2.1.2.

Teorema 2.1.2. (Propriedades do Conjunto Tipico)

1. Se (z1,29,...,2,) € A, entdo H(X) — e < —Llog, p(z1, 2, ..., 2,) < H(X) +e.

2. Pr{AM} > 1 —¢;

3. A cardinalidade do conjunto tipico A™ tem como limite superior ’A@‘ < HX)+e)

4. A cardinalidade do conjunto tipico A" tem como limite inferior ‘Ag")’ >
(1—¢) on(H(X)—e)

para n grande o suficiente.

A primeira propriedade segue diretamente da definicao de conjunto tipico. A
segunda propriedade indica que pode-se definir o conjunto tipico de forma que as sequéncias
presentes nesse conjunto aparecam com uma probabilidade arbitrariamente préxima de 1.
A terceira propriedade indica que a cardinalidade do conjunto tipico é menor ou igual a
cardinalidade do conjunto total de sequéncias de comprimento definidas sobre um alfabeto

finito ¥ que ¢é igual a |X|™.
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Em outras palavras, existe um conjunto de sequéncias que ocorrem com alta
probabilidade. Além disso, a cardinalidade desse conjunto é menor do que a cardinalidade

(H+¢) pits em média

do conjunto de todas as sequéncias, fazendo com sejam necessarios 2"
para representa-lo, como exemplificado na Fig. 2. Essas propriedades do conjunto tipico

podem ser utilizadas para a compressao com perdas de sequéncias.

A,

€

2n(H+€) glementos

Figura 2 — Conjunto das sequéncias e conjunto tipico.

O Teorema 2.1.3 apresenta que a entropia H(X) é o limite inferior do nimero de
bits necessarios para representar simbolos de uma sequéncia com certa distribuicao de
probabilidade.

Teorema 2.1.3. ((COVER; THOMAS, 20006, p.62)) Seja X" = X1, Xs,..., X, uma
sequéncia 7id com distribuicao p(x) e seja € > 0, entao existe um cddigo que mapeia a
sequéncia x' = x1,xs,...,T, de comprimento n em palavras bindrias tais que o mapea-

mento € tnversivel e

E EZ(X”)] < H(X)+ e (2.4)

em que [(X™) denota o comprimento da palavra-cédigo correspondente a X™. Em

outras palavras, é possivel representar as sequéncias X" usando nH(X) bits em média.

2.2 Teoria dos Tipos

Enquanto a AEP possibilita a compressao por demonstrar que existe um sub-
conjunto das sequéncias possiveis que apresenta alta probabilidade, a Teoria dos Tipos
utiliza semelhancas entre as sequéncias para agrupar nos chamados de tipos. Esses tipos
estao relacionados a frequéncia relativa de ocorréncia de simbolos de um alfabeto nessas

sequéncias.
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Definigao 2.2.1. (Tipos (COVER; THOMAS, 2006, p.347)) O tipo Px (ou distribui¢io
empirica de probabilidade) de uma sequéncia xi,xs, ..., T, € a frequéncia de ocorréncia
relativa de cada simbolo do alfabeto 3. Desta forma, para todo a € ¥, tem-se Py(a) =
N(a|x)/n, em que N(a|x) denota o nimero de ocorréncias do simbolo a na sequéncia
x € X",

Definigao 2.2.2. (Conjunto dos Tipos com Denominador n (COVER; THOMAS, 2000,
p.348)) O conjunto dos tipos com denominador n é formado pelas |X|-tuplas de sequéncia

relativas possiveis em uma sequéncia xi,xs, ..., T, e é denotado por P,.

Exemplo 2.2.1. (Ezemplo de Conjunto dos Tipos com Denominador n) Seja ¥ = {0,1}

o conjunto dos tipos com denominador n é

P, = {(P(O),P(l)) : (22) ) (; n;1> (Zg)}

Definigao 2.2.3. (Classe de Tipo) Se P € P,, entdao o conjunto de sequéncias de com-

primento n e classe P é chamado de classe de tipo P, denotada por T'(P) e

T(P)={xe€x": P, = P} (2.5)

Em outras palavras, a classe de tipo associado a um tipo Py € formada por todas as
sequéncias que apresentam a mesma distribuicao empirica de probabilidade, i.e., o mesmo
tipo de Px.

Exemplo 2.2.2. Seja ¥ = {1,2,3} e x = 123322. Entao, por defini¢dao, o tipo Py €

P(1) = ~ P2) = ¢ P3) =2

O tipo de classe de Py é formado pelas sequéncias de comprimento n =6 com uma

ocorréncia de 1, trés ocorréncias de 2 e duas ocorréncias de 3, ou seja,

T(P,) = {123322,123232, ..., 332221}

em que o numero de elementos de T(Py) é dado por

T(P)| = (17273> — 60

O numero de elementos da classe de tipo pode ser calculada de forma geral com
uma multinomial. O proximo teorema fornece um limite superior polinomial para o niimero

de elementos do conjunto de tipos com denominador n.
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Teorema 2.2.1. (Teorema 11.1.1 (COVER; THOMAS, 2006, p.349))
1P| < (n+ 1) (2.6)
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (COVER; THOMAS, 2006, p.349). O

Enquanto o nimero de sequéncias cresce exponencialmente com n, o nimeros de
tipos distintos com denominador n é majorado por uma func¢ao polinomial de n. Desta
forma, se referindo aos tipos ao invés das sequéncias individuais sao necessarios menos bits

de informacao para representar e construir sequéncias equivalentes.

A partir do Teorema 2.2.2 é possivel associar o nimero de sequéncias com certo

tipo a entropia.

Teorema 2.2.2. (Tamanho de classe de tipo T(P)) Para qualquer tipo P € P,,, tem-se

1

nH(P nH(P
mQ ) <|T(P)| < 2) (2.7)

em que H(P) de refere a entropia considerando a distribuicao de probabilidade do
tipo P.

Desta forma, o nimero de sequéncias de comprimento n que tem um tipo P vai

sempre obedecer a desigualdade do Teorema 2.2.2.

2.3 Independéncia e Tracos

Um conjunto > é chamado de alfabeto e é composto por um nimero finito de
simbolos. Um simbolo desse alfabeto pode ser interpretado como uma agao ou evento
em um sistema concorrente (MAZURKIEWICZ, 1977; DIEKERT, 1990). Uma sequéncia
finita de simbolos é chamadas de palavras sobre . Uma palavra vazia é denotada por € e

o conjunto de todas palavras sobre ¥ é denotado por >*.

Seja um grafo nao-orientado chamado de grafo de nao-comutatividade G = (V, E)
em que V esta associado a um alfabeto finito X e em que os simbolos dos vértices a,b € V

ligados por uma aresta, i.e., (a,b) € E, ndo comutam.

Desta forma, se dois vértices sao ligados por uma aresta, entao eles sao chamados
de adjacentes e representam eventos que nao sao independentes. Se os simbolos a e b nao
comutam, entao a relagdao é representada por ab Zq ba. Se eles comutam, entao a relagao

¢é representada por ab =¢ ba.

Por exemplo, se o grafo de nao-comutatividade for a — b — ¢, entdo a nao comuta

com b e b ndo comuta com ¢, mas a comuta com c. Portanto, nesse caso, ab #¢ ba, bc Z5 cb
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e ac =¢ ca. O complementar do grafo de nao-comutatividade, G, é chamado de grafo de

comutatividade em que os simbolos ligados por uma aresta comutam.

Classes de palavras equivalentes de acordo com =g sdo chamados de tragos sobre
G ou, ainda, classes de intercambio. O trago gerado pela palavra w é o conjunto formado
pelas palavras que podem ser obtidas a partir de w por meio da troca de posicao das letras
consecutivas que comutam de acordo com o grafo G (MAZURKIEWICZ, 1977).

Cada palavra w sobre ¥ representa uma classe de intercambio denotado por [w].
Se duas palavras pertencem a mesma classe de intercambio, elas sdo ditas congruentes.
Em outras palavras, se v € £* e v € £* e v € [u],, entdo elas sdo congruentes de acordo

com G e essa relacao é denotada por u =¢ v.

Exemplo 2.3.1. (Adaptado de (DIEKERT, 1990, p.9)) Um banco de dados distribuido
que recebe um conjunto de transacoes que podem ocorrer de forma concorrente. Nessas
transacoes, sao informados valores numéricos inteiros que podem ser w,x,y ou z € 0S
valores anteriores salvos no banco de dados sdo atualizados. As regras de atualizacdo dos

valores no banco de dados sdo

(a) x :=x+y
(b) r:=w+zx
(¢)y:=y+z

(d) w:=2y+z
(e) z:=y+2z
(0) o =wtaty

(9) v :=w+x+2y

Desta forma, podem haver atualizacoes que geram valores incorretos se forem exe-
cutadas no mesmo momento. As dependéncias entre as transacoes podem ser representadas
por um grafo de dependéncia em que cada regra € um no. Caso uma regra utilize valores
retornados por outras regras, entdo essa regra € dependente das outras e elas sao ligadas
por uma aresta. Isso significa que regras dependentes ndo podem ser executadas de forma
concorrente. Por exemplo, como as regras (a) e (b) calculam e utilizam o valor de x, entdo
elas sao dependentes e nao podem ser executadas simultaneamente, pois haveria uma
inconsisténcia no valor de x. Sequindo esse raciocinio obtém-se o grafo de dependéncia

apresentado na Fig. 3.



2.3. Independéncia e Tragos 33

N
AN

a b

Figura 3 — Grafo de nao-comutatividade de transacoes.

Considerando uma sequéncia de transagoes p = uklv em que as transacoes k,l
independentes, a sequéncia p' = ulkv produzird o mesmo resultado. De forma geral,
qualquer palavra do trago gerado por p produzird o mesmo resultado de p, de forma que a

ordem das transacoes independentes ndao gera um resultado diferente no sistema.

Exemplo 2.3.2. Considerando o grafo G = (V, E) da Fig. 4, de forma que as palavras
abcde, cabed e adbec estio definidas em V. E possivel verificar que abede é congruente a
cabed, mas nao é congruente a adbec. Uma forma de verificar é gerando o traco de abede
que € [abede], = {abede, abeed, acbed, acbde, cabde, cabed, acebd, caebd} e cabed € [abedel,,
mas adbec & [abede] .

d c

Figura 4 — Grafo de nao-comutatividade G

A dificuldade de gerar o trago de palavras aumenta com o nimero de letras diferentes
na palavra, o comprimento da palavra e as relagoes definidas pelo grafo. Para contornar
esse problema, é possivel utilizar um teorema provado por Perrin (PERRIN, 1985) em
que sao fornecidas as condigoes necessarias e suficientes para definir se duas palavras sao

congruentes ou nao. Isso é feito por meio da definicdo da chamada de projecdo de arestas.

Defini¢ao 2.3.1. (Proje¢io) Para qualquer subconjunto A do conjunto de vértices V' do
grafo G e qualquer palavra w sobre V', a proje¢io ma(w) da palavra w em A é obtida

deletando de w todos os simbolos que ndo estao presentes em A.
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O teorema de Perrin é anunciado a seguir.

Teorema 2.3.1. (Perrin (PERRIN, 1985, p.330)) As condigoes necessdrias e suficientes
para que duas palavras w,u sejam congruentes é que elas estejam na mesma classe de tipo
e que T (W) = Tz yy(w) para todos os simbolos x,y € V' que sdo ligados por uma aresta

(adjacentes) em G.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (PERRIN, 1985, p.330). O

Duas palavras estao na mesma classe de tipo quando elas possuem as mesmas
frequéncias relativas de simbolos e, consequentemente, o mesmo comprimento. Por exemplo,
aabcde e beadea sao do mesmo tipo de classe ja que ambas possuem duas ocorréncias do
simbolo a, e uma ocorréncia dos simbolos b, ¢, d e e. Ja as palavras aabcde e aaaabe nao
sao do mesmo tipo de classe, pois nao possuem a mesma frequéncia relativa dos simbolos.
Esse resultado torna a implementagao de algoritmos de verificagdo mais simples do que a
geracao de todo o traco e depois a busca. Além disso, com as projecoes de arestas de uma

palavra de certo tipo de classe é possivel gerar mais facilmente o seu trago.

Exemplo 2.3.3. (Projecio de arestas) Considerando o grafo G = (V| E) da Fig. 4 do
exemplo anterior e as palavras abede, cabed e adbec definidas em V. O primeiro passo é
identificar os pares de simbolos adjacentes em G que sao a —b, a —e, b—d, c—d, c —e.
Desta forma, as projecoes de abcde em relagdo aos pares de vértices adjacentes em G
seriam Tiqp)(abede) = ab, T,y (abede) = ae e assim por diante. Fazendo o processo para

todos os pares de simbolos adjacentes para as trés palavras, montou-se a Tabela 1.

{x,y} | Tayy(abede) | w0 (cabed) | 7, 0 (adbec)
{a,b} ab ab ab
{a,e} ae ae ae
(b, d} bd bd b
{c,d} cd cd dc
{c,e} ce ce ec

Tabela 1 — Proje¢oes das palavras de acordo com os simbolos adjacentes em GG

Como em todos os casos as projecoes de abcde e cabed sao iguais, entdo elas sdo

congruentes, mas abcde nao € congruente a adbec.

2.4 Complexidade de Kolmogorov

Nessa secao serao apresentados as principais propriedades da complexidade de
Kolmogorov necessérias para entender os resultados obtidos por Savari em (SAVARI, 2004).
Serao considerados um alfabeto finito ¥ e o conjunto de todas as palavras definidas sobre

Y. denotado por ¥*, incluindo o simbolo vazio e.
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Definigao 2.4.1. (Complezidade de Kolmogorov (COVER; THOMAS, 2006, p.466)) A
complexidade de Kolmogorov Cy(u) da palavra uw € ¥* com respeito a um computador
universal U € definida como o menor comprimento l(p) do programa p entre todos os

programas que exibem u e param, i.e.,

Cu(u) = min i(p). (2.8)

Em outras palavras, a complexidade Cy(u) é a menor descri¢io de u entre as

descrigoes possiveis de u realizadas por um computador U .

Todas as complexidades serao consideradas como calculadas em relagao a um
computador universal U, entao serd utilizando somente C'(x) para denotar a complexidade

de Kolmogorov da palavra x € ¥*.

A complexidade de Kolmogorov é subaditiva (LI; VITNYI, 2008), i.e., a comple-
xidade de duas palavras u e v, u,v € ¥*, concatenadas sem marcagao obedece a relagao

apresentada em Eq. 2.9.
C(u,v) < C(u) + C(v) 4+ 2log (min (C(u), C(v))) (2.9)

Definigao 2.4.2. (Complezidade Condicional de Kolmogorov (COVER; THOMAS, 2000,
p.467)) Quando ja se sabe o comprimento l(u) dew € ¥*, entdo a complexidade condicional

de Kolmogorov € definida como
C(ull = mi l
(uft(w)) th(p,lgl))ﬁt »)

Uma das propriedades da complexidade de Kolmogorov é que a complexidade
condicional de Kolmogorov de uma palavra u € ¥* ¢ menor ou igual ao comprimento da

palavra. Isso é anunciado no Teorema 2.4.1.

Teorema 2.4.1. (Teorema 2.1.2 de (LI; VITNYI, 2008, p.100)) Para uma constante c,
vale

Cu) <l(u)+c (2.10)

Demonstracao. Dado um programa que copia os simbolos da palavra de entrada na saida,

resultando numa complexidade igual a I(u) + ¢ para qualquer palavra. O

Corolario 2.4.1.
C(u) < l(u)log |X| + ¢ (2.11)

Corolario 2.4.2. Seja qualquer palavra uw € X* e alguma constante c, vale

C(u) <l(u)log|X| +2log |X| + ¢ (2.12)
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Para entender alguns dos resultados relacionados a entropia de intercambio apre-
sentados por (SAVARI, 2004), serd necessario utilizar o teorema a seguir que relaciona a

complexidade de Kolmogorov e a entropia.

Teorema 2.4.2. (Relagio entre Complezidade de Kolmogorov e Entropia (COVER; THO-
MAS, 20006, p.473)) Considerando o processo estocastico {X;} sendo iid de acordo com a
fungao de massa de probabilidade f(x), v € X, em que ¥ € o alfabeto finito. Denotando
f(x) =TI, f(z;), entdo, para todo n, existe uma constante c tal que vale
1 Y|—1lo
H(X) < 2 e < pgx) + L2 Dloen e

Por consequinte,
1
E-C(X|n) = H(X).
n

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em (COVER; THOMAS, 2006, p.473)

e a versao da prova para sequéncias ergbdicas pode ser encontrada em (HORIBE, 2003). O

Removendo a dependéncia do tamanho n da sequéncia, pode-se interpretar que
no limite o computador consegue comprimir a sequéncia ao ponto de ser semelhante a

entropia H(X), ou seja,

EiO(X) — H(X). (2.13)

2.5 Complexidade de Intercambio e Entropia de Intercambio

Considerando uma palavra u sobre o conjunto de vértices V' do grafo GG, entao V* é
o conjunto de todas as palavras definidas em V. Além disso, é |V| o ntimero de vértices de
G e C(u) é a complexidade de Kolmogorov de u. Assim, a complexidade de intercambio
pode ser interpretada como o comprimento do menor programa que exibe a palavra v € V*
que é congruente a u em relagao ao grafo G. (SAVARI, 2004), como é apresentado na
Definicao 2.5.1.

Definigao 2.5.1 (Complexidade de Intercimbio).

C.(G,u) = min{C(v) :v e V* v =¢ u}

Conforme o Teorema 2.3.1, u e v serao congruentes se eles pertencem a mesma
classe de tipo e possuem as projegoes m, 3 (v) = Tz, (1) para todos os simbolos z,y € V
que sao adjacentes em G. Uma propriedade da complexidade de intercambio é que ela é

quase subaditiva. Desta forma, para u,v € V* tem-se

C.(G,uwv) < C(G,u) + C,(G,v) + 2log(min(C,(G,u),C,(G,v))) + o(1) (2.14)
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Como C,(G,u) < C(u), usando o Corolario 2.4.1, chega-se a

C.(G,u) < l(u)log|V] +2log |C] + ¢
Entao, a Eq. 2.9 implica em

C.(G,w) < C (G u) + C,(G,v) + 2log(min(l(u),(v))) + o(1) (2.15)

Com o objetivo de analisar o comportamento de n=*C, (G, ujus ... u,), u; € V,

para valores de n grandes, pode-se utilizar o Teorema 2.5.1.

Teorema 2.5.1. (Teorema 2.4 (SAVARI, 2004, p.1428)) Sejam {Xn} € {Amnn},m <mn,

duas sequéncias de varidveis aleatorias que sequem as propriedades:
1. XO,n S XO,m + Xm,n + Am,n;
2. X € estaciondrio e ergodico;
3. E[Xo1] < o0 e para cada n, E[Xq1] > con, ¢g > —00;

4 Amn >0 e lim E[Ag,/n] =0
entao

lim—:limwszw

n—oo n n—oo n m>1 m

com alta probabilidade.

A partir do Teorema 2.5.1 e fazendo U; € V, e X,,,,, = C.(G,Ups1Uppsa ... Uy)
e Amn = 2log ({(Upng1Upta ... Uy)) + O(1) é possivel obter o resultado apresentado no
Teorema 2.5.2. A prova desse teorema pode ser encontrada em (SAVARI, 2004, p.1428).

Teorema 2.5.2. (Propriedade de Equiparticio Assintética para Classes de Intercambio,
Teorema 2.5 de (SAVARI, 2004, p.1428)) Seja UyUs ... uma palavra aleatdria de uma fonte
com alfabeto finito, estaciondria e ergodica ou a saida de uma fonte unifilar de Markov

com alfabeto finito. Entdo,

C.(G,UUy...Uy,) E{C.(G, U Usy...Uy,)}]

lim = lim
n—o00 n n— 00 n
_inf E[{C.(G, U U;y...Upn)}
m>1 m

com alta probabilidade.
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O Teorema 2.5.2 é uma generalizacao do Teorema 2.1.1 para alfabetos em que ha
uma ordenacao parcial, sendo possivel verificar que existem sequéncias chamadas de tipicas.
Essas sequéncias tipicas apresentam uma informacao prépria média por simbolo proxima
da entropia da fonte. Enquanto as sequéncias tipicas acorrem com alta probabilidade,
as sequéncias nao tipicas acontecem com baixa probabilidade. Isso leva a definicao da

entropia de intercambio.

Definig¢ao 2.5.2 (Entropia de IntercAmbio).

H,(G,P) = lim n'C,(G,U;...U,). (2.16)

em que P se refere a uma medida de probabilidade associada aos vértices de G. Hd

a convergéncia com alta probabilidade do limite para o valor da entropia de intercambio.

O Teorema 2.5.2 estabelece que para qualquer € > 0 sequéncias longas requerem no
méaximo H,(G, P) + € bits por simbolo para descrever uma palavra equivalente em relagao

ao grafo G. O Teorema 2.5.3 estabelece que H,(G, P) é o limite de compressao.

Teorema 2.5.3. (Teorema da Codifica¢io, Teorema 2.6 (SAVARI, 2004, p.1429)) Seja
U U, ... uma sequéncia aleatoria de saida de uma fonte P com estados finitos ou com um,
alfabeto unifilar finito de Markov. Para n > 1, seja B, o conjunto com cardinalidade | B,|
de classes de intercambio de comprimento n em relagdo a um grafo de ndo-comutatividade

G. Assume-se que

log | B,
limsupM < H,(G,P)
n

n—oo

Para qualquer palavra w, Cg(w) denota a classe de intercambio que contém a

palavra w em relagao ao grafo de ndo comutacio G = (V, E), w € V, que é definida como

Co(w)={y:ye V", y=cw}

Desta forma,

A definicao utilizada para a classe de tipo é semelhante a classe de intercambio
que é trago gerado por w. O Teorema 2.5.3 é o paralelo do Teorema 2.1.3 que afirma que é
possivel representar as sequéncias X" para X pertencente a um alfabeto finito X usando
nH(X) bits em média. Segue que é possivel concluir que sequéncias tipicas de comprimento

2nHL(G,P)

n estao contidas em aproximadamente classes de intercambio tipicas.

Classes de intercambio se assemelham ao conceito de classes de tipo (ver Defini-

¢ao 2.2.3) e configuram uma generalizagao desse ultimo. Cabe notar que no caso de G
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ser um grafo vazio (sem arestas) o nimero de tipos de classes de comprimento n para
um conjunto V de vértices com cardinalidade |V| ¢ no méaximo (n + 1)V! que é o niimero
de classes de tipo convencionais ja que todos os simbolos sao congruentes e podem ser

comutados.

E possivel obter uma expressao exata para H,(G, P) no caso da fonte ser discreta
e sem memoria e o grafo G ser um grafo completo k-partido K, ms....m, - Esse resultado é

apresentado no Teorema 2.5.4.

Teorema 2.5.4. (Teorema 2.11 (SAVARI, 2004, p.1432)) Assumindo uma fonte discreta
e sem memoria com distribuicao de probabilidade no conjunto de vértices V. Suponto
que V=VUV,U...UV; com |V;| = m;, i € {1,2,...,k}. O j-ésimo elemento deV;
serd denotado por v, j, 1 € {1,2,...,k}, 7 € {1,2,...,m;}. No caso do grafo k-partido
Koy mo,..me» hd uma aresta ligando cada par de vértices (v j,vin), vi; € Vi, vn € VI,
[ #i. Além disso, ndo hd dois vértices em Vi, i € {1,2,...,k}, que sejam ligados por uma
aresta. Para i € {1,2,...,k}, define-se

i Vs s
au(8) = ( R ). )1og<s>

Jj=1

Entao,

HL(Km1,m2,...,mk7P) = H(P) - i Z (1 - Ql)‘Pz(S)

S=21im;>2

A partir do Teorema 2.5.4 é possivel definir

Hy (Koo P) = HP) = 3> 3 (1= Q) S)

S=2 i:m;>2
= H(P) - L(P)

onL(P) sequéncias tipicas de comprimento n que passam

Desta forma, ha pelo menos
a pertencer a uma classe de intercimbio devido as relagdes de dependéncia/independéncia.
Quando o grafo é completo L(P) = 0 de forma que cada palavra sé gera ela mesma como
classe. Quando o grafo nao é completo, hd um menor nimero de classes de intercambio,
possibilitando uma compressao maior do que a definida pela entropia de Shannon que nao
considera simbolos com ordem parcial. Quando o grafo ¢ vazio, como foi visto, a entropia

de intercambio é zero.
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Corolario 2.5.1. Assumindo uma fonte discreta e sem memoria com distribuicdo de

probabilidade sobre o conjunto de vértices V(G). Se G ndao é um grafo completo em V(G),

entio H,(G,P) < H(P).

2.5.1 Exemplos

Exemplo 2.5.1. Considerando o grafo apresentado na Fig. 5, é possivel verificar que ele
¢ um grafo bipartido completo, ja que V=V, UV, = {a,c} U{b},{a,c} N{b} =0 e todos
os elementos da particao V| sao conectados por uma aresta a todos os outros elementos da

particao V.

¢
b jGE
/

Figura 5 — Grafo K, ; bipartido completo.

Desta forma, V|, = {U1,1 = a,Vv12 = C}, |V1| =m =2, Vo = {U2,1 = b}, |V2| =
me =1, Q1 =Pla)+ P(c) =2/3 e Q2 = P(b) = 1/3.

©1(9)

- P(uv) i _
(Qf -2 (1 Qi+ P(m,j)) ) osl5) =

Jj=1

(e~ (=airam) - (fes) )

= ((2/3)° — 2(1/2)°) log(5).

Assim, calculando H,(Ky 1, P), tem-se

o0

HL(K2,1,P) = H(P) - SX_:(l - Ql) (%(S))
~ log(3) — (1/3) ff ((2/3)° = 2(1/2)) 1og(S)

~ 1,58496 — 0, 308518 ~ 1.27644 bit.

Exemplo 2.5.2. Considere o grafo da Fig. 6a. E possivel verificar que esse grafo é um

Ko bipartido completo, como pode ser observado na Fig. 6.
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G, Go

0] 1]

@><E

(b) Grafo K3 bipartido completo.

(a) Grafo de nao-comutatividade.

Figura 6 — Modelo de fonte concorrente.
A particao € dada por V=V, UVy com Vi = {v11 = 0,012 =2} e Vo = {vgg =

1,v13 = 2}. Desta forma, |Vi| =m; =2 e |Va| = my = 2.

Realizando os cdlculos dos termos Q1, Q2, ©1(S) e ©2(S), tem-se

Q= gP(vLj) =P(0)+ P(2)=1/2

Q= §P(vg7j) =P(1)+P(3)=1/2

- (- ) o

Jj=1

((1/2)* = 2(1/3)") log(S)

mo Vo ; S

((1/2)% = 2(1/3)) log(S).

Assim, a entropia de intercambio, nesse caso, vale

H(J1,P) = H(P) = 32 (1= Q1) (21(59) + (1= @3) (52(5)
= log() = 3 ((1/2)° - 2(1/3)%)lox(5)

~ 2 —0,313461 ~ 1, 68654 bit.
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3 Algoritmos para Compressao de Sequéncias

de Eventos com Ordem Parcial

Sao propostos dois novos algoritmos para comprimir sequéncias de eventos com or-
dem parcial e estimar a entropia de intercambio associada aos grafos de nao-comutatividade.
Para exemplificar o funcionamento dos algoritmos, sera considerada inicialmente uma
fonte com 3 simbolos equiprovaveis e sem memoria. Considerando essa fonte, os grafos
de nao-comutatividade que serdao analisados sao apresentados na Fig. 7. Todas as fontes
consideradas nessa Secao serao discretas, sem memoria com uma distribuicao equiprovavel

nos vértices V' do grafo de nao-comutatividade.

a b
7] ]

(a) Grafo Gj. (b) Grafo Gy = K3 bipar- (c) Grafo G3
tido completo.

Figura 7 — Grafos de ndo-comutatividade com |V| = 3.

Uma sequéncia de eventos gerada pela fonte descrita pode ser:

X = aaaaababaaccabbccabbabebbeaabecbabebaacbecaaccbebaacbabeabebabbbacebbeacabbab

(3.1)
em que |x| =n =77, N(a|x) =27, N(b|x) = 28, N(c|x) = 22.

Para comprimir uma sequéncia de eventos, é necessario identificar as classes de
intercdmbio mais recorrentes na sequéncia. Isso é feito porque, como todas as palavras
de uma mesma classe de intercambio sao equivalentes, é possivel criar um dicionario de

regras em que se refere a classe nao mais a sub-sequéncia individualmente.

3.1 Algoritmo 1

A estratégia adotada nesse algoritmo é identificar as classes de intercambio de
comprimento w que possuem mais elementos em uma sequéncia e substituir todas as
ocorréncia desses elementos por uma sub-sequéncia equivalente. Para verificar a congruéncia

entre duas sub-sequéncias ¢ utilizado um algoritmo baseado no Teorema 2.3.1.
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Como se pode observar pelas frequéncias relativas dos simbolos obtidas na sequéncia
3.1, a forma que se faz a verificacao de pertencimento de uma sub-sequéncia a uma classe
de intercambio tem influéncia na compressao obtida. Para isso, é definida outra variavel, s,
que se refere ao passo de verificacao das sub-sequéncias. Esse parametro tem efeito sobre o
tempo de execugao do algoritmo. Por exemplo, usando a sequéncia 3.1 com comprimento

da sub-sequéncia w = 4 e o passo de s = 3, tem-se

1 : [aaaalababaaccabbccabbabebbecaabeecbabebaacbecaaccbebaacbabeabebabbbaccbbeacabbab
2: aaabaaccabbccabbabcbbcaabccbabcbaacbccaaccbcbaacbabcabcbabbbaccbbcacabbab
3 aaaaabccabbccabbabcbbcaabccbabcbaacbccaaccbcbaacbabcabcbabbbaccbbcacabbab

Inicialmente, (1) seleciona-se a sub-sequéncia aaaa e (2) verifica-se se aaba é
congruente a primeira usando como exemplo o grafo G5 da Fig. 7b. A préxima sub-
sequéncia a ser (3) verificada é abaa e o processo continua até o fim da sequéncia x.
O algoritmo nao esta otimizado porque as palavras que pertencem a mesma classe de
intercAmbio nao precisariam ser visitadas novamente. Se o nimero de ocorréncias de
palavras de uma mesma classe de intercimbio na sequéncia for maior do que um, uma
palavra desse tracgo é salva no dicionario. Cabe notar que o tamanho do dicionério vai ser
menor ou igual ao nimero de classes de intercambio com comprimento w presentes na

sequéncia original.

Quando todos os pares de sub-sequéncias sao verificados, as sub-sequéncias presentes
no dicionario sao substituidas na sequéncia principal. Desta forma, qualquer sub-sequéncia
da sequéncia original da mesma classe de intercambio de uma sub-sequéncia presente no

dicionario vai ser substituida por esta ultima.

Essa substituicao é feita comegando pelas classes de intercambio do dicionario
que possuem maior frequéncia de ocorréncia na sequéncia original para que haja maior
eficiéncia na redugao do niimero de simbolos. Isso se deve ao fato de que quanto maior o
namero de ocorréncia de palavras de uma certa classe, maior o valor da compressao da

sequeéncia.

Pode acontecer de algumas sub-sequéncias terem partes substituidas nesse processo
e nao mais serem congruentes a outro elemento do dicionario. Por exemplo, supondo que ha
uma sub-sequéncia abcaabc em que haja duas sub-sequéncias com o nimero de ocorréncias
maior do que um, A = abca e B = aabc s6 que abca pertence a classe de intercambio que
ocorre mais do que a classe a qual aabc pertence. No processo de substituicao,abcaabc
se torna Aabc. Desta forma, podem haver sub-sequéncias no dicionario que nao fazem
parte da sequéncia comprimida, entao essas sub-sequéncias sao retiradas do dicionario.
Sub-sequéncias do dicionario que s6 ocorrem uma vez também sao retiradas e substituidas

na sequéncia original para reduzir em um simbolo na representacao.

Usando o algoritmo descrito, é possivel verificar que algumas das sub-sequéncias



3.1. Algoritmo 1 45

que possuem mais elementos dos seus tragos presentes na sequéncia 3.1 sao apresentados a

seguir.

aaaaababalacca b beca

bbabcl beaa

bccbabd baac|bed aacc bd baac babcabcbabbbbbbab

As sub-sequéncias com a mesma cor estao contidas na mesma classe de tipo em
relagdo ao grafo Gy da Fig. 7b, entao podem ser substituidas por qualquer palavra do
trago gerado por elas. Dessa forma, o dicionario de regras é formado substituindo as
sub-sequéncias que apresentam as mesmas classes de intercambio por s6 uma sub-sequéncia

equivalente e criando uma regra pra isso.

Na Tabela 2, é apresentada o dicionario de regras obtido usando w =4 e s = 3 na

sequéncia 3.1.

Regra | Expressao Comprimento
A aaaaababaBbEbbabcbCbeDceCbeeBbeCbabecabDbEbbBbbab 47
B acca 4
C bcaa 4
D cbaa 4
E bcea 4
Total 63

Tabela 2 — Dicionario gerado para a sequéncia 3.1 com w =4 e s = 3.

O tamanho de um dicionario de regras ¢ medido pelo nimero de simbolos das
expressoes (coluna 2 da tabela de regras). Desta forma, é possivel observar que houve a
reducao de 77 simbolos da sequéncia inicial para 63 simbolos do dicionario que possibilita
a construcdo de uma sequéncia equivalente a 3.1, em relacao ao grafo G5 da Fig. 7b. Na
Tabela 2, é apresentado o dicionério obtido usando w = 3 e s = 3 na sequéncia 3.1, em
que se obteve um dicionario usando 58 simbolos de forma que é possivel construir uma

sequéncia equivalente.

Regra | Expressao Comprimento
A aaaaababaBCBbbaDEabcFDaacbBBDaaFEDCbBbbBCab 43
B acc 3
C abb 3
D bcb 3
E bca 3
F cba 3
Total 58

Tabela 3 — Dicionario gerado para a sequéncia 3.1 com w =3 e s = 3.
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De forma geral, considerando uma sequéncia S com n eventos com um passo de s e

uma janela de w, o niimero de subsequéncias possiveis consideradas pelo Algoritmo 1 sera

— 1
#subseq = [nw%—w :

Assim, o niimero de comparagoes entre essas sequéncias valera no maximo

_ 17\ 2
#comparacoes = ([nw—k-‘) .
S

Como ¢ verificado se duas subsequéncias de tamanho w sao congruentes em, no
maximo 2w|FE| operagdes, entao o nimero maximo de operagoes do Algoritmo 1 é dado

por
_ 17\ 2
H#Hoperacoes = 2w|F| ({nw—l—") .
s

3.2 Algoritmo 2

O segundo algoritmo consiste em gerar as palavras possiveis e agrupa-las de acordo
com suas classes de intercAmbio a partir de um grafo de nao-comutatividade G = (V, E)
e do alfabeto definido por V. Tendo gerado as classes de intercambio, pode-se estimar a

entropia de intercambio e comprimir sequéncias de forma 6tima.

As palavras sao geradas de acordo com o alfabeto V' e existirao |V|* palavras com
comprimento w. O primeiro passo é gerar essas palavras de acordo com V e w. A geragao
de todas as palavras corresponde ao arranjo com repeti¢coes dos simbolos do alfabeto V'
e foi utilizada uma funcao que utiliza uma estrutura baseada na arvore apresentada na
Fig. 8.

€

N 1N VAL
ab ac ba  bb  bc ca  bb cc

aa

Figura 8 — Estrutura em arvore para a geragao das sequéncias com V = {a,b,c}, w = 2.

Adiciona-se os elementos de V' em uma lista L = {a,b, c}. Uma nova lista L’ serd
formada pela concatenagao dos elementos da primeira lista com cada um dos elementos
de V. Entao, os novos elementos a partir de L, serao aa, ab, ac a partir de a, ba, bb, bc a
partir de b e assim por diante. Quando todos os ramos forem visitados, a lista L assume
os valores de L’. O processo continua até as palavras formadas terem o comprimento w

definido, gerando a lista L,,, requirindo um total de 3}, |V|* operacdes.

A segunda parte do algoritmo é formar os tracos a partir das palavras geradas na

primeira parte. Define-se um dicionario que vai ter uma palavra de um traco como chave e
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as palavras desse trago como valores. Para cada palavra do conjunto de palavras gerado
na primeira parte do algoritmo, verifica-se se ela pertence a alguma classe presente no
dicionario. Isso ¢ feita por meio da verificagao de congruéncia entre a palavra e a chave. Se
a nova palavra pertence a uma classe do dicionario, entao ¢ adicionada na lista apontada
pela chave. Se essa palavra nao pertence, entao ela é adicionada ao dicionario como uma
nova chave e o processo continua até todas as palavras de comprimento w pertencam a

um traco.

O Algoritmo 2 foi aplicado a sequéncia 3.1 com w = 4 e obteve-se o dicionario de
regras apresentado na Tabela 4. E possivel observar que o diciondrio gerado ¢ semelhante
no tamanho do gerado pelo Algoritmo 1 na Tabela 2, mas as regras se referem a classes

distintas nas regras D e FE.

Regra | Expressao Comprimento
A aaaaababBabbDbabcbCbccECbeeBbecCEabecbabbbDbBbbab 47
B aacc 4
C baac 4
D acch 4
E babc 4
Total 63

Tabela 4 — Dicionario gerado para a sequéncia 3.1 usando w = 4 no Algoritmo 2.

O Algoritmo 2 foi aplicado a sequéncia 3.1 com w = 3 e obteve-se o dicionario
de regras apresentado na Tabela 5. Nesse caso, o dicionario gerado foi 56, que é menor
em dois simbolos em relagao ao apresentado pelo Algoritmo 1 na Tabela 3. Além disso,

o dicionério gerado pelo Algoritmo 2 possui 4 regras ao invés de 6 do Algoritmo 1 (ver

Tabela 3).

Regra | Expressao Comprimento
A aaaaaDaBabbBbDcbbCbccDecbCbhbBBbebCDacbecDbbBbbBabD 47
B acc 3
C aac 3
D bab 3
Total 56

Tabela 5 — Dicionario gerado para a expressao 3.1 usando w = 3 no Algoritmo 2.

No pior caso, que corresponde ao grafo GG ser completo, cada palavra correspondera
a um traco, exigindo que a verificagdo de uma nova palavra seja feita com cada uma

das chaves do dicionério, entdo o algoritmo tem uma complexidade O(|L,|?) ou ainda
O([V ).

No fim da execugao, o dicionario conterd todos os tracos gerados por todas as

palavras de comprimento w. Esse dicionario pode ser utilizado para gerar um dicionario
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de regras para comprimir sequéncias com eventos com ordem parcial ou para estimar a

entropia de intercaAmbio do grafo G usando a Eq. 4.2.
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4 Resultados

Foram produzidas sequéncias de varios comprimentos e foi verificado qual a influén-
cia do comprimento e do deslocamento da sub-sequéncia no nivel na reducao do ntimero
de simbolos. O computador utilizado na geragao dos resultados possui um Intel Core i7,

relégio de 2,7 GHz e uma meméria RAM de 8 GB.

4.1 Algoritmo 1

4.1.1 Compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial

A avaliagao de algoritmos que geram dicionarios costumam comparar o nimero de
simbolos da sequéncia original com o tamanho do dicionério gerado. O tamanho de um
dicionario de regras é medido pelo niimero de simbolos das expressoes de cada uma das
regras. Isso porque usar teoria de distorcao em alguns casos se torna uma tarefa dificil.

Desta forma, a redugao do niimero de simbolos pode ser expressa por meio da Eq. 4.1.

(4.1)

Reducio(%) = 100 (1 _ Num. de simbolos no dicionario )

Num. de simbolos da sequéncia original

Os comportamentos da reducao em funcao do comprimento e do deslocamento

podem ser observados na Fig. 9a e Fig. 9b, respectivamente.
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s s —8— W=6, s=3

o 10 o —»— wW=6, s=4

S S —+— w=6, =5

B 01y | | 2 0] i

=4 0 10000 20000 30000 4000050000 60000 70000 =4 ¢} 20000 40000 60000 80000 100000
Tamanho da sequéncia Tamanho da sequéncia

(a) Redugao do niimero de simbolos em funcao (b) Redugéo do niimero de simbolos em fungio
do comprimento w das sub-sequéncias. do deslocamento s das sub-sequéncias.

Figura 9 — Variagdo da redugao para diferentes valores de w e s.

Os maiores valores de reducao foram obtidos para w = 5 com o tamanho da

sequéncia maior do que 20 x 10® e menor do que 70 x 10%. Foram testados valores de
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w = 2,3,4,5,6,7. H4A uma aparente insensibilidade ao deslocamento que se deve as
caracteristicas da fonte, como estacionariedade. Se os simbolos nao fossem equiprovaveis,
provavelmente a reducao teria uma correlagdo maior com o deslocamento, de forma que

deslocamentos menores produziriam maiores redugoes.

Observando os grafos G, G5 e G5 da Fig. 7, é esperado que redugoes baseadas
no grafo G; sejam as maiores, ja que todos os eventos sao comutativos em relagao ao
grafo e quaisquer par de sub-sequéncias pertencentes ao mesmo traco serao congruentes.
As menores redugoes serao para o grafo G; em que nenhum simbolo é independente dos
outros e, portanto, s6 pares de sub-sequéncias iguais serao congruentes uma a outra, o que
caracteriza o caso em que nao ha ordem parcial entre os eventos. A reducao intermediaria
serd obtida no caso de G5, pois ha uma ordem parcial. Sequéncias foram geradas e os

valores de reducao foram computados para os trés grafos e apresentados na Fig.10.

201 ' | —e— w=6,

I
(6,6, I

S
—— W=6,5
| —=— wW=6,5

Reducao do nam. de simbolos (%)

0 20000 40000 60000 80000 100000
Tamanho da sequéncia

Figura 10 — Reducao do ntimero de simbolos para os grafos G; (—e) Gy (—A) e G5 (—L]).

Considerando uma fonte sem memoria com 4 simbolos, todos equiprovaveis, e o
grafo G4 da Fig. 11a, foram geradas sequéncias com o comprimento entre 100 simbolos e

70 x 10% e foram verificadas as reducoes que sao apresentadas na Fig. 12.

L] 1]

L] i

(a) Grafo G4 = K39 bipartido completo.

(b) Grafo Gs.

Figura 11 — Grafo de ndo comutatividade e modelo de uma fonte.
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Redugao do nim. de simbolos (%)

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
Tamanho da sequéncia

Figura 12 — Redugdo do nimero de simbolos em fun¢ao do comprimento w das sub-
sequeéncias.

Os maiores valores de reducao foram obtidos para w = 5 com o tamanho da
sequéncia maior do que 50 x 10 e menor do que 70 x 103. Foram testados valores de
w=2,3,4,5,6,7. Como ha insensibilidade ao passo s, os passos escolhidos foram iguais

aos valores de w para aumentar a velocidade de execugao do algoritmo.

A abordagem desse algoritmo, apesar de nao ser 6tima, oferece vantagens como so
adicionar ao diciondrio classes de intercambio que ocorrem na sequéncia original, sem a
necessidade de gerar todas as classes de intercambio. Isso pode influenciar no desempenho

da compressao de sequéncias com simbolos nao equiprovaveis.

4.1.2 Estimacao da Entropia de Intercambio

Como foi visto na Secao 2.5, sequéncias tipicas de comprimento n estao contidas

em aproximadamente 2"H:(GF)

classes de intercambio tipicas. Desta forma, se for possivel
determinar quantas classes de intercambio distintas de comprimento w estao presentes
em uma sequéncia, é possivel obter uma estimativa da entropia de intercambio do grafo

H,(G, P) a partir de

log, (#Classes — de — intercambio)

H,(G,P)~ (4.2)

w

A hipodtese inicial era de que o w associado a maior compressao observada também
seria o valor com estimativa para a entropia de intercaAmbio mais préxima da tedrica, mas
isso nao se confirmou, pelo menos com w variando entre 2 e 13. Usando o algoritmo para
determinar o w que produz a maior compressao com grafo GGz, foi obtido que w =7 e o
nimero de classes equivalentes foi 2187 de forma que log,(2187)/7 ~ 1, 58496, valor que
corresponde & entropia (de Shannon) para uma fonte com 3 simbolos equiprovéaveis. Isso

decorre do fato que o grafo (G5 corresponde ao caso convencional em que os simbolos nao
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podem ser trocados de posicao, de forma que o nimero de classes de intercambio equivale

ao numero de classes de tipo que obedece a relagdo determinada no Teorema 2.2.2.

As entropias dos grafos G, Gy, G3, G4 e G5 da Fig. 13 foram estimadas com o
w que produziu os maiores valores de reducgao entre os valores de w = 2,3...,12,13 e
sequéncias com 2 x 10% simbolos. As estimativas sdo apresentadas na Tabela 6. Na Tabela 6,
| B,,| representa o nitmero de classes classes de intercAmbio de tamanho n em relacdo a um

grafo de ndo-comutatividade G contadas nas sequéncias pelo algoritmo.

4] [a]]

2]
(a) Grafo G. (b) Grafo Gy = Koy, (c) Grafo G
[ah—3]

(d) Grafo G4 = K272_ (e) Grafo G5.

1]

Figura 13 — Grafos de nao-comutatividade usados para estimar a entropia de intercambio.

Grafo | H(H) | H(X) | |B.| |w | H(G,P) 5L<G2’P )
Gy | 1,58496 | 0,00 1 [10] 0,00 0,00
Gy | 1,58496 | 1,27644 | 987 1,4209 1,50

Gs 1,58496 | 1,58496 | 2187
Gy 2,00 1,68654 | 1905
G5 2,00 < 2,00 | 3279

1,58496 | 1,58496
1,81681 | 1,90367
1,66843 | 1,85021

~| o |~

Tabela 6 — Estimativas de entropia para os grafos.

Como G, é um grafo vazio, entao qualquer par de sub-sequéncias com o mesmo
comprimento é congruente. Desta forma, s6 existe uma classe de intercambio e a entropia
de intercambio ¢é zero, independente do comprimento w. Para G5, que é um grafo bipartido
completo, obteve-se uma estimativa de 1,4209 bits. A estimativa inicial com w = 2 ja é
menor do que a entropia de Shannon. Para G5, que é um grafo completo, a entropia de
intercambio se iguala a entropia de Shannon e desde a primeira estimativa com w = 2 o
resultado é igual a entropia de Shannon. O grafo G4 é um bipartido completo com entropia
de intercAmbio igual a 1,68654 bits e a estimativa foi de 1,81681 bits. A estimativa inicial
com w = 2 também forneceu um valor menor do que a entropia de Shannon. O grafo G
tem uma relacao de dependéncia a menos em relacao a GG4. Assim, é esperado que haja

menos classes de intercambio distintas em relagdo a G4 para o mesmo comprimento w.
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Na Fig. 14 sao apresentadas as estimativas para o grafo G5 baseadas em sequéncias

com comprimentos iguais a 1 x 10% e 2 x 10°.

150 - 1.50
1.48
1.45
T T 1.46
2 140 2
3 T 1.44
1351 1.421
1.40 |
2 4 6 8 10
W w

(a) Estimagdo usando sequéncias de compri-(b) Estimagao usando sequéncias de compri-
mento igual a 1 x 106. mento igual a 2 x 109.

Figura 14 — Estimagao da Entropia de Intercambio para G5 para diferentes valores de w.

A queda brusca da estimativa da entropia de intercambio para w =9 e w = 10
apresentada na Fig. 14a se deve ao fato que, conforme o comprimento w cresce, aumenta
também o nimero de classes de intercimbio distintas. Desta forma, a probabilidade de
ocorréncia de cada uma das classes diminui. Considerando o valor esperado do niimero
de ocorréncias de cada classe, o comprimento da sequéncia nao é suficiente para fazer a
identificagdo do niimero correto das classes. Assim, os nimeros de classes de intercAmbio
identificado é menor do que os nimeros corretos, fazendo a estimativa diminuir. A solugao
pra isso € crescer o tamanho da sequéncia, o que acarreta o aumento do tempo de
processamento. Pela Fig. 14b, dobrar o comprimento da sequéncia fez com que fosse
possivel estimar corretamente o niimero de classes de intercambio para w = 9, mas para

w = 10 ja houve um erro significativo.

4.2 Algoritmo 2

4.2.1 Compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial

Para fazer a compressao de sequéncias utiliza-se o dicionario de classes gerado.
Para cada classe desse dicionario, verifica-se o niimero de ocorréncias dessa classe na
sequéncia a ser comprimida. Desta forma, a classe que tem mais ocorréncias é substituida
na sequéncia original e a chave do dicionario de classes ¢ adicionada ao dicionario de regras.
Esse processo se repete para todas as classes. Como pode haver casos em que uma classe
sO aparece uma vez na sequéncia apés a substituicao das outras, é necessario substituir a
regra na sequéncia original e apagar essa regra do dicionario de regras, como no caso do

Algoritmo 1 (ver Segao 3.1) para economizar alguns simbolos.
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Foram geradas sequéncias com comprimento variando entre 100 e 70 x 10% e foi
verificado o comportamento da reducdo do ntimero de simbolos para valores de w =

2,3,...,7. As compressoes obtidas para o grafo G5 sdo apresentadas na Fig. 15a.

60 -

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
Tamanho da sequéncia Tamanho da sequéncia
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(0] (%]
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kg 30 4 w=3 kg
€ 504 w=4 c
3 w=s |
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@ )
4 4

(a) Algoritmo 2 (cerca 26 segundos) (b) Algoritmo 1 (cerca de 200 segundos)

Figura 15 — Reducao do ntimero de simbolos de sequéncias usando os Algoritmos 1 e 2 no
Grafo G,.

De forma geral, os resultados do Algoritmo 2 (Fig. 15a) foram semelhantes aos
resultados do Algoritmo 1 (Fig. 15b). Para sequéncias menores, o Algoritmo 2 apresentou
uma maior taxa de compressao do que o Algoritmo 1 devido a geracao de todas as classes

de intercambio ao invés de utilizar os passos entre as comparagoes.

Em termos de tempo de execugao, o Algoritmo 2 fez as redugoes para todos os casos
descritos em cerca de 26 segundos, enquanto o Algoritmo 1 levou cerca de 200 segundos.
Para valores pequenos de w, a geracao das classes de intercAmbio usando o Algoritmo 2 é
rapida, sendo o maior tempo associado a verificacao da frequéncia de ocorréncia das classes
e a geracao do dicionario de regras. Enquanto o Algoritmo 1 precisa fazer as verificagoes

de todos os pares de sub-sequéncias especificadas a partir de w e s.

Foram geradas sequéncias com comprimento variando entre 100 e 70 x 10? e foi
verificado o comportamento da reducdo do nimero de simbolos para valores de w =

2,3,...,7. As compressoes obtidas para o grafo G4 sao apresentados na Fig. 16b.
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Figura 16 — Redugao do ntimero de simbolos de sequéncias usando os Algoritmos 1 e 2 no
Grafo G4.

Como no caso do Gg, o Algoritmo 2 produziu melhores resultados do que o Algoritmo
1 para sequéncias menores. Para sequéncias com comprimentos superiores a 60 x 103, os
resultados sao semelhantes. O Algoritmo 1 fez as redugoes para todos os casos descritos
em cerca de 155 segundos, enquanto o Algoritmo 1 levou cerca de 711 segundos. Isso se
deve aos motivos explicados anteriormente. Cabe notar que aumentando o nimero de
simbolos no alfabeto de 3 para 4 fez com que o tempo de execu¢ao do Algoritmo 2 subisse
de 26 segundos para 155 segundos, enquanto o tempo de execuc¢ao do Algoritmo 1 subiu
de 200 segundos para 711 segundos. Isso decore do fato de que o tempo de execucao do
algoritmo cresce exponencialmente com o niimero de simbolos do alfabeto. Desta forma,

com comprimentos w e alfabetos maiores, o Algoritmo 2 se torna impraticavel.

4.2.2 Estimacao da Entropia de Intercambio

Utilizou-se a Eq. 4.2 para estimar a entropia de intercambio para o grafo G5, para
os dicionarios de classes de intercambio gerados para diferentes valores de w. As estimacoes

sao apresentadas na Fig. 17.

1.50 v

148 1

1.46 ~

H.(G, P)

1.44 4

1.42

Figura 17 — Estimacao da entropia da intercambio para G5 usando o Algoritmo 2.
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Como todas as classes de intercAmbio sao geradas, a estimacao nao depende de

sequéncias e nao acontece o problema apresentado na Fig. 14 do Algoritmo 1.
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5 Discussoes

Foram apresentados dois algoritmos para realizar a compressao de sequéncias de
eventos com ordem parcial. O primeiro consiste na identificacao de classes de intercambio
presentes em sequéncias e na criacao de um dicionario de regras com essas classes. O
segundo algoritmo consiste na geracao das classes de intercambio e na geracao de um

dicionario de regras de acordo com a sequéncia a ser comprimida.

Apesar do Algoritmo 1 néo ser 6timo para a compressao de sequéncias no sentido de
nao ter garantia de identificar todos os elementos da classe de intercimbio de comprimento
da janela utilizada, dependendo do passo selecionado, ele obteve um desempenho semelhante
ao Algoritmo 2 conforme o comprimento das sequéncias aumentava. Como o dicionéario
de regras é formado diretamente das sequéncias, no caso em que os simbolos nao sao
equiprovaveis, esse algoritmo pode apresentar um desempenho melhor em relagao ao
Algoritmo 1 em termos de tempo conforme o comprimento w aumenta. Entretanto, para a
estimacgao da entropia de intercAmbio de um grafo, é necessario escolher o tamanho das
sequéncias para que nao haja uma identificacao de classes de intercAmbio menor do que a

real.

O Algoritmo 2 é 6timo, mas tem um custo exponencial em w e polinomial em |3,
o que o torna inviavel para aplicagoes com valores w grandes. Entretanto, para valores
pequenos de w, o Algoritmo 2 tem um tempo de execucao menor que o Algoritmo 1, além

de nao depender do comprimento das sequéncias.

Na Fig. 18 sao apresentados os tempos para a estimacao da entropia de intercambio
para G5 com diferentes valores de w usando os dois algoritmos. As estimacoes usando o

Algoritmo 1 foram feitas com sequéncias de comprimento igual a 2 x 10°.

I e e e e - e
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S 144 -—- HP) Si14 —== H(P)
RS s
2 4 6 8 10 6 10
w w
—_ . 1000
o &
2 5000 4 2
§ 5
= 0- ~ 04
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
w w
(a) Algoritmo 1. (b) Algoritmo 2

Figura 18 — Tempos para a estimagao da entropia de intercambio para o grafo Gs.
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O tempo para estimar a entropia de intercAmbio com w = 10 passou dos 5 x 103
segundos para o Algoritmo 1, como pode ser visto na Fig. 18a, além de produzir um valor
um pouco abaixo do correto para a estimacao da entropia de intercambio. No mesmo caso,

o Algoritmo 2 obteve um resultado acurado em 1 x 10? segundos, um tempo 5 vezes menor.

Na Fig. 19 sao apresentados os tempos para a estimagao da entropia de intercambio
para (G4 com diferentes valores de w usando os dois algoritmos. As estimacoes usando o

Algoritmo 1 foram feitas com sequéncias de comprimento igual a 2 x 10°.

_ 2 T —— H(G.P) _ 2.0 2 T |- AdG.P
O e e H{G,P) L= O I L A H.G,P)
218 .\‘\"\0‘9__.\. === HP) S1s ‘\"\“-‘O—Q__._,_‘ mEE R
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2 4 6 8 2 4 6 8
w w
— 10000 1 —
ik S
= S 10000 1
a [=8
E £
() ]
F 0% : : i F 09 ‘ ; i
2 4 6 8 2 4 6 8
w w
(a) Algoritmo 1. (b) Algoritmo 2

Figura 19 — Tempos para a estimagao da entropia de intercAmbio para o grafo Gy.

Para o caso de w = 9, o Algoritmo 2 produziu a estimacdo corretamente, mas
levou mais tempo em relagao ao Algoritmo 1. Isso pode ser observado na Fig. 19a e
Fig. 19b. Como o Algoritmo 2 gera todas as sequéncias de comprimento w e depois agrupa,
o tempo aumenta rapido conforme w aumenta, j4 que o niimero de sequéncias é cresce

exponencialmente.

E possivel modificar os algoritmos de acordo com outros algoritmos de compressio
como o SEQUITUR (NEVILL-MANNING; WITTEN, 1997) ou algum da familia do
Lempel-Ziv para que haja ainda mais compressao nas sequéncias. Além disso, é possivel usar
outros algoritmos para que a transmissao de dicionérios seja mais eficiente. Foi demonstrado
que a utilizacao de algoritmos que consideram a ordem parcial tém melhores desempenhos
que os algoritmos convencionais para sequéncias de eventos com ordem parcial (ALUR et
al., 2003). E preciso investigar mais os algoritmos propostos por Alur (ALUR et al., 2003),

ensejando a compressao de sequéncias com ordem parcial.
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6 Conclusoes

Foram apresentados conceitos e teoremas relacionados a compressao de sequéncias
quando nao ha ordem parcial usando AEP e Teoria dos Tipos. Por meio da teoria dos
tracos, foi possivel definir as classes de intercambio que é uma generalizagao das classes de
tipo e assim apresentar os conceitos e teoremas da complexidade de intercambio e entropia

de intercambio.

Foram propostos dois novos algoritmos para compressao de sequéncia de eventos
com ordem parcial, um sub-6timo com tempo polinomial e um 6timo com o tempo
exponencial, respectivamente. Os desempenhos dos dois algoritmos foram comparados
em termos de tempo e taxa de redugao no nimero de simbolos dos dicionarios gerados.
Para a compressao de sequéncias de eventos, o desempenho do Algoritmo 1 é semelhante
ao obtido usando o Algoritmo 2, dependendo dos pardmetros selecionados. Quando se
considera sub-sequéncias com tamanho maior que 10, o tempo de execucdo do Algoritmo

2 se torna impraticavel.

Savari (SAVARI, 2004) apresenta desigualdades e um teorema que permite o calculo
exato da entropia de intercambio para o caso dos grafos que sao k-partidos completos.
Entretanto, a entropia de intercAmbio é dificil de ser determinada para grafos mais
gerais. Desta forma, os algoritmos também foram utilizados para estimar a entropia de
intercambio associados a alguns grafos a partir de sequéncias aleatérias. Pelo conhecimento
do autor, essa é uma abordagem nova para estimar a entropia de intercambio. Os valores
obtidos foram comparados com os valores teéricos dos grafos k-partidos completos, sendo
possivel obter valores abaixo da entropia de Shannon. Apesar do Algoritmo 1 apresentar a
necessidade de um comprimento determinado para as sequéncias para estimar a entropia
de intercambio adequadamente, em alguns casos, ainda é uma alternativa dado ao tempo

exponencial do Algoritmo 2.

Como trabalhos futuros, os algoritmos apresentados podem ser aprimorados para
melhorar o tempo de execucao e comparados com outros algoritmos para a compressao de
sequéncia de eventos com ordem parcial. Além disso, pode-se desenvolver uma aplicacao

para esses algoritmos e comprimir sequéncias de comandos ou mensagens de protocolos.
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