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Resumo

Modelos cosmologicos envolvendo campos escalares permitem a descricao de uma
fase de expansao césmica acelerada e, portanto, se apresentam como uma alternativa
promissora no estudo da inflacao cosmica e da energia escura. O elemento chave dessa
aceleracao € a energia escura ou quintesséncia. Nosso interesse estd em analisar solugoes
cosmoldgicas baseadas no formalismo de primeira ordem, aqui em particular, o caso para
o espago-tempo plano, por meio do acoplamento de campos escalares, de uma forma nao
trivial usando o método de extensao. Os resultados obtidos nos permitem calcular pa-
rametros cosmologicos analiticos, que ilustramos ao longo do texto através de exemplos
resolvidos com situagoes-modelo de possivel interesse. Ainda, discutiremos as ferramentas
utilizadas em teoria de campos escalares na descricao de defeitos, tomando como ponto
de partida modelos com um campo escalar, e revisando aspectos basicos de teorias que
envolvem trés campos escalares. Além disso, utilizando o método BPS (Bogomol'nyi, Pra-
sad e Somerfield), mostraremos que as solugoes das equagoes de Eiiler-Lagrange podem
ser satisfeitas através de solucoes de equagoes de primeira ordem. Apds todas essas ana-
lises, iremos relacionar a teoria de campo escalar com a equagao de campo de Einstein.
Através dos procedimentos mencionados, esperamos compreender o processo de expansao
do Universo acelerado, utilizando as solucoes das equacgoes de Friedmann.

Palavras-chave: Energia Escura - Equagoes de Friedmann - Equacao de Einstein -

Modelos Cosmologicos.



Abstract

Cosmological models involving scalar fields allow the description of an accelerated
cosmic expansion phase, and thus, they appear as a promising alternative in the study of
cosmic inflation and dark energy. The key element of this acceleration is the dark energy
or quintessence. Our interest is to analyze cosmological solutions based on the first-order
formalism. In particular, we investigate the case for flat space-time, by coupling scalar
fields in a nontrivial manner using the extension method. The results obtained allowed
us to calculate cosmological analytical parameters which are illustrated along the text.
Moreover, we will discuss the tools used in scalar field theory in the defect description, we
took as a starting point models with a scalar field, and by reviewing the basics of theories
that involve three scalar fields. Furthermore, by using the BPS method (Bogomol'nyi,
Prasad and Somerfield), we showed that the solutions of the Eiiler-Lagrange equations
can be derived from the first-order differential equations. After all these analyzes, we will
connect the field theory tools with the Einstein field equation. We hope to understand
the expansion process of the accelerated universe through the previous procedures and by
using the solutions of the Friedmann equations.

Keywords: Dark energy - Friedmann equations - Einstein equation - Cosmological

Models.
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Capitulo 1

Introducao

Na Cosmologia padrao a teoria do Big-Bang em Relatividade Geral é uma descricao
bem sucedida do Universo observavel. Nesse modelo, o estado do Universo é caracterizado
pelo estagio de radiagdo dominante ou pelo estagio de matéria dominante. Isso corres-
ponde a expansao do Universo onde a segunda derivada do fator de escala é negativa. No
entanto, a necessidade de resolver os problemas associados ao modelo padrao motivou a
pesquisar além do modelo do Big-Bang, pois, somente o Big Bang nao é suficiente para
resolver certo nimero de problemas cosmoldgicos, tais como a planitude, o problema do
horizonte, a estrutura em larga escala e o problema dos monopélos. Para superar esses
problemas fundamentais, é necessario considerar uma época de expansao exponencial no
Universo primitivo, a inflagdo. A maioria das solugoes propostas sao baseadas tanto na
existéncia de novos campos na natureza (energia escura) ou em alguma modificacao da
acao de Einstein-Hilbert.

Desse modo, entender o surgimento e a natureza da atual aceleracao do Universo
observada e fornecer uma resposta para a questao da energia escura, tida como a possivel
fonte desta aceleracao, tem sido um dos maiores desafios da Cosmologia tedrica atual-
mente. [1], [2].

Em 1998, dois grupos de pesquisa Supernova Cosmology Project e High Redshift
Supernova Team, [3], [4], em trabalhos independentes, realizaram medidas de distancia
e velocidade de afastamento das supernovas do Tipo la (caracterizadas pelo espectro
especifico de cores emitido pela estrela que explodiu) e, mostraram com grande precisao,
que o Universo estd se expandindo aceleradamente. Esse resultado alterou drasticamente

a nossa visao do cosmos, pois, sendo a gravidade uma forca atrativa, a expansao deveria



ser desacelerada, conforme se acreditou durante muitas décadas [5], [6].

As evidéncias crescentes para a aceleracao do Universo em cendrios de energia es-
cura, reduzem-se, em geral, a introducao de novos graus de liberdade no cendrio cosmolé-
gico, seja por campos de matéria com pressao negativa ou mudancas no setor gravitacional.
Um dos modelos mais simples que dao conta desta aceleragao baseia-se na introducao de
um campo escalar cujo valor médio varia durante a histéria do Universo. Esses modelos
sao conhecidos como modelos de inflacao, e tipicamente envolvem um 1inico campo escalar
deslocado do minimo de um potencial, criando uma energia do vacuo diferente de zero
que domina a energia de estresse do Universo. Isto por sua vez, conduz a expansao quase
exponencial, também conhecida como inflagao césmica.

A inflacdo termina quando o campo escalar relaxa ao minimo, o potencial e a
energia do vacuo decaem via produgao de particulas, resultando na producao macica de
entropia. As equagbes de movimento para o campo nao sao, em geral, analiticamente
solucionavei e métodos aproximados sao obrigatérios. Genericamente, esse campo escalar
pode acoplar-se ao campo gravitacional induzindo uma quinta forca que é de longo alcance
dominando o processo de acelera¢ao do Universo apés um longo periodo de tempo, [7],
8], [9].

Além disso, recentes observagoes da magnitude aparente e do desvio para o ver-
melho de supernovas do tipo Ia indicam que, apds a fase desacelerada o Universo volta
a possuir uma expansao acelerada, a qual permanece até hoje. Dados observacionais da
radiagdo césmica de fundo indicam que o Universo deve ser espacialmente plano [10],
[11], essa conclusao é obtida através do calculo do parametro densidade total do Universo,
que ¢é a soma dos parametros densidade relacionados a cada constituinte do Universo.
Nessa analise, chegou-se ao resultado de que o parametro de densidade total do Universo
deve estar proximo a unidade. Porém, os constituintes conhecidos do Universo nao dao
conta desse valor, o que levou os cosmoélogos admitirem a existéncia de um componente,
até entao desconhecido a Cosmologia. Esse ente desconhecido, que deve compor cerca de
70% do Universo, foi intitulado de energia escura. “Energia” por ser uma componente que
nao se aglomera como a matéria, e “escura” por nao emitir radiagao eletromagnética, [12].

Possivelmente, ha uma conexao entre o problema da atual expansao acelerada do
Universo e do parametro densidade ser préximo a um, o que leva a crer que energia escura

nao so é o maior constituinte do Universo, como também é responsavel pela atual expansao



acelerada do mesmo. Para solucionar esse enigmatico problema da Cosmologia surgiram
varios candidatos a energia escura. Entre eles, o mais difundido é o da quintesséncia, a
qual elege um campo escalar representando a energia escura.

Entre as varias possibilidades, neste trabalho, estamos interessados, principalmente
na cosmologia padrao de Friedmann Robertson-Walker (FRW) orientada pelo campo es-
calar real com a dinamica padrao.

Nesta dissertacao, temos como objetivo contribuir com modelagens analiticas de
quintesséncia, baseadas em acoplamentos hibridos compostos por trés campos escalares.
Tais modelos analiticos sao escassos na literatura cientifica, justificando o esforgo cientifico
para determind-los. A fim de expor tal conteudo de forma didatica, o presente trabalho
foi organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 vamos apresentar alguns conceitos
fundamentais de teoria classica de campos, para modelos de um e dois campos escalares
reais. Os defeitos topoldgicos estao intimamente associados com algum tipo de quebra
de simetria no sistema fisico. No Capitulo 3 é feito um breve resumo da Teoria da
Relatividade Geral no contexto de Cosmologia e dos ingredientes bésicos para um modelo
cosmoldgico relativistico, também abordaremos modelos cosmolégicos do tipo FRW via o
chamado formalismo de primeira ordem. No Capitulo 4, mostramos de maneira breve o
método de deformacao e em seguida sua aplicacao no método de extensao, dando énfase
a0 caso para trés campos, por fim sua aplicacdo. No Capitulo 5 apresentamos a aplicacao
do método de extensao como solugao para as equacoes de movimento de Einstein. No
capitulo 6, sdo discutidas as conclusoes e algumas perspetivas. Finalmente, no Apéndice
A apresentamos o procedimento de minimizacao da acao, de modo a obtermos a equacao

de Eiiler-Lagrange.



Capitulo 2

Topicos em Teoria Classica de

Campos

Defeitos topoldogicos podem ser definidos como solugoes que caracterizam transicao
entre fases distintas de um sistema, ou seja, sao solugoes que revelam mudancas das
caracteristicas e/ou propriedades do sistema. Topologia é um ramo da mateméatica que
estuda o comportamento assintético das fungoes, logo, uma definicao matematica para
defeito seria que ele é uma solucao, com energia finita, de uma equacao diferencial nao-
linear [13].

Em teoria de campos, defeitos topoldgicos sao solucoes classicas das equacoes de
movimento que possuem uma topologia nao trivial, que surgem em modelos que suportam
quebra espontanea de simetria, para este caso, estamos interessados no comportamento
assintotico dos campos, ou na denominacao analoga de estados de vacuos. A presenca
da topologia no sistema ¢é assegurada através da introducao de uma corrente continua,
topoldgica conservada, cuja definicao em geral é fundamentada nos valores assintéticos
das solugoes. Iremos encontrar solucoes para as equacoes de movimento que possuam

defeitos topolégicos.



2.1 Modelos de um campo

A lagrangiana mais simples para descrever a dinamica de um campo escalar real ¢

em (14+1) dimensoes é dada por

L= 10,600~ V(0) 2.1)

onde V(¢) é o potencial que depende do sistema fisico considerado e =0 e 1.

A acao cléssica relativa a esta densidade de lagrangiana possui a forma

S = /E(d),@uqﬁ)dtd:”x (2.2)

a partir da qual podemos derivar a equacao de movimento desta teoria. A equacao de
movimento para o campo é obtida pelo principio variacional de Hamilton (ou principio de
minima agdo), o qual afirma que a dinamica do sistema entre os instantes de tempo t; e to
é tal que minimiza a acao. Lembrando que estamos considerando a métrica de Minkowsky

em um espaco de (1+1), ou seja ¢ = ¢(x,t), temos que a equagao de movimento serd

26 0% AV

W—W—F%:O. (23)
Que pode ser reescrita na forma compacta,
G- 9"+ 50 =0 (24)

Sendo a ultima uma equacao diferencial parcial de segunda ordem nas variaveis
t e x. Dependendo da forma do potencial a equacao de movimento pode ser nao-linear.

Podemos simplificar a equacao de movimento considerando solugoes estaticas, isto é, se

¢ = o(x).

av
/!
_ —— —0. 2.
o+ G =0 (25)
Utilizaremos o método da quadratura, multiplicando cada lado da equacao por ¢/,
logo
avdey dV
ran 2V Y B 9.
PO = odr  dr’ (2.6)
ou ainda,



1d (do\> dV
e e 2,
2dx <dm) dz (2.7)

Integrando a equagao acima, obtemos

% = +V2V + C, (2.8)

onde C é uma constante determinada pelas condigoes de contorno.

Outra maneira de obtermos a equagao acima ¢ por meio do método de Bogomol'nyi,
Prasad e Sommerfield, ou simplesmente método BPS, [14], [15], [16] e [17], que nos
permite obter solucoes classicas do tipo parede de dominio, que veremos com mais detalhes

na proxima sessao.

2.1.1 Solucoes BPS

O método BPS, nos permite obter solugoes classicas do tipo parede de dominio,
que consiste em escrever os termos da densidade de energia na forma de quadrados per-
feitos e, entao, minimizar a energia impondo o cancelamento dos termos quadraticos. Tal
método conduz a equagoes diferenciais de primeira ordem, que, além de serem mais facil-
mente resolvidas,quando comparadas com as equacoes de movimento, também satisfazem
as equacoes de Eiiler-Lagrange, sendo, portanto, solugoes legitimas do sistema. Para
demonstrarmos as propriedades do método BPS, descreveremos a densidade de energia

correspondente a densidade de lagrangiana para o campo ¢(x), da seguinte maneira

@)= —£ =L+ V(o). (2.0)

Desse modo, para obtermos a energia total do sistema,devemos integrar a densidade de
energia do sistema, de maneira que, os termos nao quadraticos sao, entao, integrados e os

campos estao sujeitos a certas condigoes de contorno inerentes ao sistema, dado por

oo e [ () v

Ao completarmos o quadrado perfeito obtemos a seguinte relacao

E = /m B (%) T 2V(¢)}2 dr + /_:o (%\/W) dz. (2.11)

—00

d. (2.10)




No qual, nota-se que o primeiro termo é definido como positivo. Notamos ainda
que, para que a energia seja minima, este termo deve ser nulo, conduzindo a seguinte

equacao de primeira ordem

¢ = ++/2V(9), (2.12)

consequentemente, a energia minima do sistema

E= i/_:o (V2V(@)¢) de. (2.13)

Podemos observar, que ao utilizarmos (2.8) para escrever V' (¢) em (2.10), ficamos

com

+o00 C +oo
/ |:Q5/2 — 5} dr = —(00)C + ¢"de, (2.14)

o0 — 00

como estamos interessados em solucoes cuja derivada seja suave, bem definida e sua inte-
gracao seja finita sobre toda variagao espacial, devemos considerar C' igual a zero.
A equagao (2.13) serd facilmente integrada se escrevermos o potencial em termos

de uma fungao suave dos campos W (¢),da seguinte forma

2 W2
V(g) = % (%) =t (2.15)

onde W, ¢ uma funcao continua e diferencidvel, a qual denominaremos de superpoten-

cial.Tal redefinicao do potencial resulta em

+o0
Bars == [ (¢/W,) dz = [W[o(+o0)] — Wo(-o0)]| (2.16)

o0

que é conhecido como limite de Bgomol'nyi. Notamos que, mesmo sem conhecer a solu¢ao
¢(z), este limite é determinado conhecendo-se apenas o superpotencial W (¢) e os valores
assintéticos de ¢(z), que correspondem a valores bem definidos de W. Desse modo, o

minimo da energia é atingida para fungdes ¢(x) que satisfacam

¢ = Wy (o). (2.17)

Neste caso, o método BPS, além de possibilitar a obtencao da equacao diferencial
de primeira ordem, permite escrever a energia associada a configuracao estatica de forma

simples, fechada e minima.



Definiremos agora a corrente topoldgica seguindo a metodologia introduzida por

Bazeia em [18]. A forma explicita da corrente topoldgica pode ser estabelecida como

T = 9,0, (2.18)

onde € é o pseudotensor de Levi-Civita anti-simétrico, que tem o nimero de indices igual
ao nimero de dimensdes do espago em que a teoria esta sendo estudada. No caso de (1 +
1) dimensdes temos as componentes do tensor dadas por: €2 = el =0 e ¥ = —¢!0 = 1.
O fato desta corrente ser conservada implica que ela deve satisfazer o vinculo 9, J5 = 0,

resultando na existéncia de uma carga Q7 cuja forma é

+o0 +00
/ Jdx = / @diﬂ = ¢(00) — P(—00). (2.19)

o ~ dx

Podemos especificar dois tipos de solucoes distintas a partir dessa equacao: as solugoes
topologicas com Q7 diferente de zero; e as solugoes nao topoldgicas com ()7 igual a zero.
Kinks e Lumps, sao exemplos de solugoes topoldgicas e nao topoldgicas, respectivamente.
As solugoes topoldgicas sao configuragoes do campo que mudam de valor de um extremo
a outro, seja por um decrescimento ou crescimento de ¢ e vice-versa, ja as solugoes nao
topoldgicas possuem o mesmo valor do campo em ambos os extremos. Outro objeto rele-
vante na caraterizacao de propriedades relativas as solucoes topoldgicas e nao topolédgicas
é o chamado tensor energia-momento, cuja forma explicita é (mais detalhes sobre como

obter tal relacdo para o tensor energia-momento podem ser encontrados no Apéndice A)

oL ., .
T = 500 9"~ (2.20)

R
= 2600 g (30°00.0 - V(0)).

A componente 7% do tensor energia momento representa a densidade de energia

T = p="—+ V(). (2.21)

J4 a pressao devido o campo escalar é dado por T

Moy _y
=pP=7 (9). (2.22)



2.1.2 Estabilidade linear

Defeitos topoldgicos sao estruturas estaveis, por esse motivo devemos nos certificar
que nossas solucoes conseguem reproduzir essa caracteristica. Nesta seccao, estudaremos
a estabilidade das solugoes das equagoes de movimento através da chamada estabilidade
linear.[19]

Primeiramente vamos utilizar a equagao de movimento (2.3) e introduziremos uma
pequena perturbagao n(x,t). Usaremos ¢, para a solugao estética e n(x,t) tem dependén-

cia temporal, para verificar se a solucao é estavel ou nao, ou seja,

¢(x,1) = @s(x) + (2, ). (2.23)
Substituindo (2.23) em (2.3), temos que

P(ps +m)  F(¢s + 1)

2 = 2.24
atQ axQ + d¢ |¢—¢(x,t) ( )
Para o caso de configuracao estatica (2.24) se torna
Po,  Pn  dV
— S A ) 2.25
52 52 T g 5 | =0 (2.25)
Se expandirmos fl‘; em série de Taylor considerando apenas poténcias de primeira
ordem de 7, obtemos
av d*V
2.26
|¢> bo = d¢!¢> ¢s+77d¢2|¢> bs" (2.26)

Substituindo este resultado em (2.25), encontramos

o?n  n d2<;5 v

o2 0 di® | d¢ oo gz lo=e

= 0. (2.27)

Temos ainda, que para o caso estitico a equagao de movimento (2.3) pode ser escrita

como
o
dx2

Utilizando este resultado, (2.27) pode ser reescrita como

|<z> 6, =0 (2.28)

*n 8277 d*v

(2.29)

Escrevendo a solugao desta equagao como

Znn cos(wpt), (2.30)



podemos reescrever (2.29) como sendo

d? M

_ 2
- + U(2)nn = winn, (2.31)

com U(z) = 9 [g—s,.
A equagao (2.31) ¢é do tipo Schrodinger com —% + U(x) sendo um operador, w?

os autovalores e 7, os auto-vetores.

A partir disso, percebemos que para encontrar uma solugao linearmente estavel
devemos ter w? > 0, caso contrdrio haverd um argumento imaginario do cosseno em
(2.30) que violaria a suposigao de pequena pertubacao.

Nao ¢é dificil mostrar [17] que soluges do tipo kink sao estéveis por estabilidade
linear (o menor autovalor encontrado é zero) enquanto solugoes tipo lump sao instaveis

(o menor autovalor encontrado é menor que zero).

2.2 Modelos de dois campos

2.2.1 Solugoes BPS

Iremos aplicar o método BPS para um sistema de dois campos escalares reais
acoplados (¢, x), [20] e [21]. Justificamos a utilidade desse modelo por apresentar as se-
guintes propriedades gerais: em primeiro lugar, a equacao de movimento correspondente é
resolvida por configuragao de campo obedecendo equacoes diferenciais de primeira ordem,;
em segundo lugar, as configuragoes classicas que resolvem as equacgoes de primeira ordem
para energia minima sao classicamente ou linearmente estavel.

Por outro lado, as equacoes diferenciais de primeira ordem podem ser vistas como
um sistema dinamico, e assim podemos tirar proveito de todo o ferramental matematico
disponivel. Para sistemas dinamicos para lidar com o conjunto de equacoes de primeira
ordem e, consequentemente, com solucbes para as equacoes de movimento. Para um

sistema desse tipo a densidade lagragiana pode ser escrita como

1 1
L= 50.00"0 + 50.x0"x — Vi(, x), (2.32)
cujas equacoes de movimento, para configuracoes estdticas, sao dadas por

) )

2 A _ 2 2.
dz2  0¢’ dz2 Oy (2:33)
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onde V = V(¢, x). Além disso, a densidade de energia correspondente a este sistema é

=3 (&)

consequentemente, podemos escrever a energia total do sistema como sendo

E:/_:Oedx:/_oo [2 (Zi) +3 (%) +v<¢,x)] iz, (2.35)

Se assumirmos que esse potencial V (¢, x) é positivo definido e o escrevermos na forma

! (j—;‘) FV(6,%), (234)

V(9,x) = 5(We)? + 51" (236)

podemos substituir (2.36) em (2.35) para obter

L (de\® | (dx) 2 )
FE = 5 /Oo [(E) + (@) + (W¢) + (WX) dx.
Utilizando agora o método BPS, a equagao (2.37) passa a ser
1 do dx 2 do
E_i/_oo (d$$W¢)+<%iWX) dxiQ/_OOZ{d W¢+dWX.

Vé-se que a condicao que minimiza a energia do sistema é

do

~—~

2.37)

~~

2.38)

dx

T =£Wy, T +W,. (2.39)
E com isso nossa energia total serda dada por
Epps = :I:/ (;M) w, + X Xy > dz, (2.40)
ou ainda,
Epps = [W[p(+00), x(+00)] — [W[p(—00), x(=0)]. (2.41)

2.2.2 Modelo BNRT

Vamos agora, buscar solucoes topoldgicas a partir de um modelo conhecido na

literatura como BNRT [19], cujo superpotencial é escrito como

W(6.0) = 6~ 56" — o’ (242)

com r sendo uma constante real. Para encontrarmos o potencial advindo deste modelo

basta tomarmos as derivadas de (2.42) com relagao a ¢ e x e substitui-las em (2.36), logo

V(g,x) = %(1 — @) +1(¢" — 1)X° +2r° 3% + %r2x4- (2.43)
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Além disso, as equagoes (2.39) podem ser reescritas como

do 9 9 dx
. (1—=0¢"—rx7), e o =TFUex (2.44)

Essas equacoes nao lineares possuem solugoes topoldgicas nao triviais que sao obti-
das conectando dois estados de véacuos diferentes. Cada par de vacuo conectado por essas
solugoes constitui um setor topolégico.

Veja que para essa teoria V(p,x) =0se x =0 = ¢ =2lesep =0 — x =
+1/4/r, ou seja, os minimos do potencial sdo (£1,0) e (0,£1//7)).

Além disso, podemos obter a energia BPS de cada setor topolégico através da
equagao (2.41), em resumo temos

Caso 1: (£1,0) — Epps = 3, Um setor topoldgico.

Caso 2: (0,+1/4/r) — Egps = 0, Um setor nao-topoldgico.

Caso 3: (+1,+1/y/r) = Egps = 2, Quatro setores topol6gicos.
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Capitulo 3

Modelo Padrao da Cosmologia

O Universo observavel parece, em larga escala, ser o mesmo em todas as direcoes
que observamos, ou seja o espaco pode ser visto como homogéneo e isotrépico. Essa
isotropia pode ser observada em boa aproximagcao via a analise da radiacao cosmica de
fundo. Essa radiacao césmica estd viajando pelo Universo hé cerca de 14 bilhoes de anos,
e corresponde a um motivo de que o Universo é realmente o mesmo em qualquer direcao
quando visto em distancias suficientemente grandes [2], [22], [23] e [24].

Assim, ao assumirmos a isotropia do Universo, devemos especificar que o Universo
parece o mesmo em todas as diregoes somente para uma familia de observadores em
queda livre, que sao aqueles que se movem com a velocidade média das galaxias tipicas
de sua vizinhanca, visto que as galaxias geralmente sao parte de um sistema gravitacional
estavel e fechado. Isso implica que as condigoes devem ser as mesmas, no mesmo tempo,
em qualquer um dos pontos que possa ser levado um ao outro por uma rotacdo em torno
de uma galdxia tipica. Mas como todo ponto pode ser levado um ao outro por uma
sequéncia de tais rotacoes ao redor de galaxias tipicas, o Universo ¢ também homogéneo -
observadores em todas as galaxias tipicas em um determinado tempo observam as mesmas
condicoes ao seu redor.

A suposicao que nosso Universo é homogéneo e isotrépico em larga escala permite
que um modelo padrao para nosso Universo seja proposto e que nossa teoria possa ser
comparada com observagoes. Esse modelo padrao, oriundo de principios e teorias fisicas

conhecidas, sera o tema deste capitulo.
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3.1 Equacao de Campo de Einstein

Para facilitar a compreensao dos conceitos utilizados nas proximas segoes, faremos
uma breve introdugao sobre as equacoes de campos da Relatividade Geral (RG), que
podem ser deduzida como resultado do principio variacional. Nosso estudo inicia-se a
partir da denominada acao de Eistein-Hilbert acoplada com a densidade de lagrangiana

de um campo escalar real, dada por

S:/d4x\/—_g {—3R+£(¢,aﬂ¢) , (3.1)

onde ¢ é o campo escalar, R = g, R"” ¢ o escalar de Ricci, respectivamente, e estamos
utilizando 47G = 1. Além disso, como é usual, estamos utilizando o o simbolo g, para
representar o determinante do tensor métrico g, (9 = |gu|).

Ao realizarmos o procedimento de minimizacao da acao, temos

08 = /d4x {(5\/—_9) (—%R‘I’ C(gb,@ugb)) +v/—gd (—3R+£(¢>, 8,@))], (3.2)

onde, 0 /—¢g = —%\/ —99,,09" . Tal relacao serd demonstrada em detalhes abaixo. Lem-

brando que para uma matriz qualquer [25]

Tr(log M) = log(det M), (3.3)

consequentemente, a variacao deste traco nos leva a

dTr(log M) = §(det M),

1 1
Tr (MdM) = detM(S(det M). (3.4)

Além disso, tem-se que

TrM = My,

logo, sabendo que
(MT'6M);j =Y My'oM;,.
k
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podemos estabelecer a seguinte relagao:

Tr(M7'6M) = (M'6M); Z Z M6 My, (3.5)

Deste modo, ao considerarmos que M = g, M ' =g, e det(M) = g, podemos

reescrever os resultados anteriores como

g/uxéglw = 95<g_1)7 (36)

logo,

59 = gg/w(sglw' (37)
Entao, ao tomarmos a variacao de y/—g, obtemos

__L 9
5v/—q = 3 (3.8)

assim, substituindo (3.7) em (3.8), temos

1
V=G = =5 Vg9 09" (3.9)

De volta a equagao ((3.2)), podemos reescreve-la como

1 1 1
08 = /d%\/—g {—Z (RW — ig#,,R +29,, L (¢, 8#925)) ogh — Zg‘“’éR + 3L (¢, QL(;S)].
(3.10)
Tomando R = g"”R,,, e como ¢ usual no principio variacional, as variacoes 6g"” e

as variacoes de suas primeiras derivadas, devem ser nulas no contorno,

/ d4x—v4_gg“”6RW ~0 (3.11)

oR /=
_\/_QT = _Tgé(g'ul/R,uz/)

1 1
= Vg |:_Z(69#V>R,ull - ZQ#VC;R;LV

= _T_ng/é‘ng‘ (312)
E ainda,
oL
0L = ogt” 1
L= 59" (3.13)
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Visto que a variacao da métrica g"” é arbitraria,logo, como consequéncia do prin-
cipio da a¢ao minima, obtemos
1

R, — §gWR = KT, (3.21)

onde, a constante k = 2. Assim, podemos ver que o lado esquerdo da equagao (3.21)
fornece informacoes a respeito da curvatura do espaco-tempo determinada pela métrica,
enquanto o lado direito representa a distribuicao de matéria contida no espago-tempo.
A relacao anterior é denominada equacao de Einstein e pode ser interpretada como o

equivalente a segunda Lei de Newton para a relatividade geral.

3.2 Equacoes de Friedmann

Para descrever a geometria de um Universo homogénio e isotropico, precisamos
determinar o elemento de linha que descreve o espago-tempo quadridimensional. Esse
elemento de linha é dado pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), ja que

um espago isotrépico implica em uma simetria esférica

dr?
1—kr?

no qual a(t) é o fator de escala e k o parametro de curvatura, cujos possiveis valores sao k =

ds? = dt* — a*(t) + 7% (d0® + sin®*0d¢?) | , (3.22)

+1;0; —1 que correspondem a uma geometria fechada, plana e aberta, respectivamente.
Um dos invariantes de Lorentz de uma teoria relativistica ¢ o chamado elemento de linha,

que possui a seguinte estrutura

ds® = g, datdx”, (3.23)

onde o tensor métrico é representado por

1 0 0 0
|0 —a?/(1-kr?)
I 0 0 (a*r?) 0 7
0 0 0 —a?r?sin?0

Derivando as equacoes de campo de Einstein, obtemos as equacoes dinamicas do
Universo em expansao. Primeiramente, precisamos determinar o tensor de Ricci, por meio

dos elementos da conexao afim, que obedecem a relagao
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g 1 g
Fuu = 59 ?(0ugvp + OvGpmu — OpGpuw)- (3.24)

Tal objeto constitui a base para a definicao do chamado tensor de curvatura de

Riemann-Christoffel
P P _ P P TA _TP TA
Ry, =000, — 0,10, + 11, I, =17, (3.25)
A partir deste tensor de curvatura, podemos estabelecer tensores de ordens ou
"rank”menores através de contracoes. Uma possivel contracao para o tensor de curvatura
possui a seguinte forma
R, =R} (3.26)
(22N .
denominada tensor de Ricci. Tal tensor nos permite construir o tinico escalar nao-trivial

a partir do tensor de Riemann-Christoffel, dado por
R=g¢"R,, (3.27)

conhecido como escalar de Ricci. As componentes nao nulas do tensor de Ricci na métrica

FRW sao tais que

Ry = —3°
a
ad + 2a2 + 2k
Ry = ————
1 1 — kr2

Rss = (ai + 2a + 2k)r?sin®6.

A partir da determinacao de tais componentes, podemos observar que a forma

explicita do escalar de Ricci na métrica FRW ¢ tal que

a?

. . 2 k2
R=—6 (M) . (3.28)

3.3 Tensor Energia-momento para um fluido perfeito

Primeiramente, uma boa descricao da fase atual de evolucao do Universo, consiste

consideréd-lo, em aproximagao, como formado por um fluido de particulas nao interagentes
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(poeira). Para isso, escreveremos 7, em um sistema de coordenadas comével [25] e [23].

T = (p+ p)u'u” — pg™, (3.29)

onde p e p s@o a densidade de energia e de pressao (respectivamente) conforme medido no

referencial de repouso, e u* é a quadrivelocidade do fluido, a qual encontra-se normalizada,

1

ou seja,uu” = 1. A forma explicita do tensor energia-momento na métrica FRW é
p 0 0 0
0 —a’p/(1— kr?
S L
0 0 —a*r’p 0
0 0 0 —a?r?sin’0p

Aplicando a métrica de FRW e o tensor energia-momento apropriado as equagoes

de Einstein dadas por (3.21), encontramos a equagao de Friedmann, das componentes (00)

e (i)

'y:2<_£ (3.30)

g = —%(p + 3p). (3.31)

Onde a razao % ¢ conhecida como parametro de Hubble, que descreve a taxa de expansao
do Universo. O atual valor do parametro de Hubble chama-se constante de Hubble, H,.
Desse modo, podemos escrever a equacgao (3.30),

2 k

;i p—

. 3.32

Precisamos ter em mente que a equacao de Friedmann nao tem utilidade se nao
tivermos uma equagao da evolucao temporal da densidade p dos constituintes do Universo.
Essa relacao deve envolver a pressao p do fluido e é conhecida como equacao do fluido.

Podemos obté-la, derivando a equacao de Friedmann (3.32) com relagao ao tempo

p+3H(p+p) =0. (3.33)
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E possivel ainda, admitindo £ = %(%d)(?“qﬁ — V(¢) e, lembrando que 7),, = % —

gL, escrever

TMV = a,ugbaugb — Gu {%gaﬁaagbaﬁgb - V(¢):| (334)
Y '

Ty = p=¢ - l% V(9| =+ V() (3.35)
052 |

T = —p=0+ |2~ V()| =d - V(o) (3.36)

Note que a equagao (3.33) nos diz como a densidade se comporta se soubermos a sua
dependéncia com a pressao p. Deste modo, faz-se necesséario estabelecer uma relacao entre

densidade e pressao, que é denominada equacao de estado e possui a seguinte definicao

p = wp, (3.37)

ou ainda, a partir das relagoes de (3.35) e (3.36)

2
-2
we W) (3.38)
¢* + 2V (¢)
Agora, as equacoes de Friedmann podem ser reescritas como
2 ¢2 k?
H? = 2 (= - —; .
. k2
H = —¢"+ =k (3.40)

Combinando essas relagoes, com as equacoes de Eiiler-Lagrange podemos escrever

a equacao de movimento como

Uop+V, = 0
1
= ——0, (V=99"0,9) + Vi; (3.41)
\/_—g M( ) ®
considerando que o campo escalar possui apenas a varidvel temporal, ¢ = ¢(t), V,, repre-

—aSrtsin? 9

dv —
senta a dp €due g =~

, encontramos

¢+ V, =+ % (63@) b+ V. (3.42)

Como H = % é o parametro de Hubble, a equagao de movimento para este campo escalar
é
¢+3Hdp+V,=0. (3.43)
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3.4 Formalismo de Primeira Ordem para um Campo
Escalar

Uma possivel descricao para a energia escura que permeia nosso Universo consiste
em considerar um campo escalar de fundo no modelos cosmoldgico padrao, tal abordagem
¢ denominada quintesséncia ou modelo ¢- Cold Dark Matter (¢ — CDM). Podemos
explorar solugoes cosmolégicas baseadas nas equagoes de movimento associadas a dinamica
desse campo escalar, procedimento este que de um modo geral se resume a resolver um
conjunto de equacgoes diferenciais de segunda ordem acopladas. Uma possivel simplificacao
na obtencao dessas solucoes pode ser conseguida realizando uma reducao de ordem dessas
equagoes de movimento; uma técnica introduzida em modelos de energia escura por [26].

Da equagao de movimento para o campo escalar temos que V = V(¢), que de-
monstra o potencial como uma fungao do campo escalar. Enquanto que nas equagoes
de Einstein vemos um potencial em fungao do tempo, V(a) = $H? + %H + %, Assim,
para fazer essas duas abordagens equivalentes podemos também pensar no parametro de
Hubble como uma func¢éo do campo escalar (iremos tratar o formalismo, para um espago-
tempo plano, para tanto assumiremos k£ = 0.). Logo, o ponto de partida na construcao

do formalismo de primeira ordem é assumir que o parametro de Hubble pode ser escrito

como uma funcao do campo escalar, de tal maneira que
H = -W(9). (3.44)

Substituindo a equagdo anterior na equacao de Friedmann (3.40), determinamos

que o campo escalar ¢ deve obedecer a uma equagao de primeira ordem
¢ =W, (3.45)

As equagoes (3.44) e (3.45), implicam em um potencial escalar com a seguinte
forma
3 W

V=_w2o

5 - (3.46)

Note que para o potencial acima, as solugoes das equagoes (3.44) e (3.35), também resol-
vem o conjunto de equagdes (3.39), (3.40) e (3.43). Outras quantidades fisicas relevantes

na analise de modelos de quintesséncia, que também podem ser escritas em termos do
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de modo que, podemos escrever (3.10) da seguinte forma

oL
S = / d'zy/—g {—}l <RW - %gu,,R) +% (2 5y~ L (0 auqs))] Sgh. (3.14)

A partir dessa equacao, podemos observar que existem outros campos presentes
além do campo gravitacional, de modo que a acao completa da relatividade geral a ser
considerada serd uma acao dividida em duas partes, a gravitacional S, e a de matéria .S,,,

[25], assim

S = S+ S

= / d'z (L, + L) (3.15)

Aplicando o principio variacional na acao com relacao a métrica g"”, podemos

definir o tensor energia-momento, satisfazendo a relacao a seguir

5Sm = / 005 (Lon/=9)

= /d4m (%(MW\/—Q + £m5\/—g>
= /d4x\/—g (a.cm 1EmgW> 5v/—g. (3.16)

g 2

Lembrando que, o tensor energia-momento é definido como sendo

oL, 2 0SS,
T, =2—— L0, = — . 3.17
T og N (347
De modo que, a equagao (3.16) pode ser reescrita como
1
0Sm = §/d4x\/—gTw(59W. (3.18)

O resultado de 0.5, = 0, mostra que a derivada covariante do tensor energia-momento
é nula, devido as condigoes de contorno assumidas, o que representa uma condicao de
conservagao, ou seja obtemos a equacao de Einstein para o vécuo.

1

Ry = 59k = 0. (3.19)

Agora, escreveremos a variacao da acao total para um caso nao-vacuo, como

1 1

1
§S = / d*zv/—g [_Z (R,W — 59,“,1%) + 5@4 Sgh. (3.20)
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superpotencial W, sao

1
po=3 (W3 +3w?) (3.47)
3
P =3 (W2 —w?) (3.48)
W2 — w2
Po Wd% + W2

Além disso, o chamado parametro de aceleracao cosmica, é dado pela seguinte

relacgao,

K
Il
Q:
Sl 8

H 2
:1—1———)(]:1—(%) | (3.50)
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Capitulo 4

Método de Extensao

Nesta capitulo, mostraremos a possibilidade de construir modelos de dois de campo
a partir de modelos de um campo. E relevante salientar que, modelos de dois campos, no
geral, sao mais dificeis de serem resolvidos analiticamente.

Para isto, utilizaremos um modelo de um campo conectado a outro modelo de um
campo,por meio do método de deformagao [27] e, em seguida, acoplaremos ambos os
modelos de forma nao-trivial a fim de obtermos um modelo de dois campos. Para tanto,
iremos fazer uso de um procedimento de extensao que permite a construcao de novos

modelos de dois campos escalares [28], [21].

4.1 Generalidades

No intuito de facilitar a compreensao, dos conceitos abordados neste capitulo pri-
meiramente vamos examinar alguns aspectos relativos a modelos compostos por um e
dois campos escalares reais no espaco-tempo de Minkowski. Iniciamos introduzindo a

densidade de lagrangiana

1 1
L= 50%3;@ + f”x%x - V(¢ x) (4.1)

Como trabalhamos com campos estaticos, utilizando o procedimento de minimizacao da

acao, determinamos as equacoes de movimento para campos estaticos

¢//_8_V, //_a_v
A

Vamos definir que o potencial associado aos campos ¢ e x é

(4.2)
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1
2

1

V(g,x) 5

W34+ -W?2. (4.3)

Desse modo podemos escrever as equacoes de primeira ordem como

¢ =+tWye X = xW,, (4.4)

consequentemente, a energia BPS relativa as solugdes de (4.4), e tal que

Epps = [W(d(00), x(00)) = W(d(—00), x(=0))| (4.5)

Uma maneira de determinar solucoes analiticas para modelos de dois campos com
essas carateristicas consiste em utilizar o chamado método do fator integrante para obter
a denominada equacdo de drbita. Esse método, implica em reescrever as equagoes (4.4)

CcOo1mo

o _ Wyl(6X)
dX WX((rbu X) ’

onde a expressao anterior é, em geral, nao-linear e de dificil integracao. Agora vamos

Px (4.6)

apresentar algumas caracteristicas do método deformacao para modelos de um campo

escalar [27]. Consideremos as densidades de lagrangiana abaixo

L= 20,60~ V(0), (47)
(§]
La= 500X = U(X) (4.9

que estd associada com o modelo deformado.
Podemos encontrar as solugoes do tipo defeito resolvendo as equagoes de primeira

ordem associadas a cada modelo, que sao, respectivamente

¢ =We(d); X' =Wy (4.9)
Para conectar os dois modelos de um campo, vamos introduzir uma fungao inversivel f(x),
a qual é denominada de funcao de deformacao, consequentemente, a conexao entre ¢ e y
é tal que,

o=fx);  x=1"() (4.10)

O vinculo acima nos leva a
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¢ =y (4.11)

Bem como a relacao entre os potenciais U e V| cuja forma é

V(g —x)

U(x) = — (4.12)

desta maneira, podemos ver

Walo =) = W, = W, 0. (4.13)

4.2 Meétodo de extensao de modelos para dois cam-
pos escalares

Utilizando as equagoes (4.11) e (4.13) podemos escrever

af _¢') _do _ Wu(x)
dy  xX'(x) dx  Wylx)

Cuja estrutura é similar a (4.6), sendo esta tltima associada a drbita de um modelo de

(4.14)

dois campos. Desse modo,vamos utilizar a funcao de deformacao e sua inversa para tentar

reescrever (4.14) como

do _ Wy(6,x)

Para tanto, devemos observar que a equagoes diferenciais de primeira ordem para o campo

(4.15)

¢ podem ser escritas de trés maneiras diferentes, mas equivalentes, ou seja

¢ =Wy(d), ¢ =Wslx), ¢ =Ws(o,x), (4.16)

procedendo de maneira andloga para o campo y

X' =W(x), X =W9), x' =W x) (4.17)

Logo, ao redefinirmos Wy(¢) e W, (x) como Wy — a1 Wy(x) + aaWe(d, x) + asWy(9) e
Wy — bW, (x) + boaW, (9, x) + bsW,(¢), respectivamente, observamos que (4.14), pode
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ser reescrita como

dp Wy arWy(x) + aaWo(¢, x) + asWe(9) + c19(x) + c2g(9, X) + ¢39(9)
dX WX b1WX<X) + bQWX<¢, X) + bgWX(¢> ’

(4.18)

onde, assumimos os seguintes parametros a;, b; e ¢;, onde ¢ = 1,2,3, de tal modo que
ajtas+az=1,b1+bs+bs=1eci+catc3=0,eg(x) =g(p) = g(o, x) é, em principio,
uma fungao arbitrédria, construida da mesma maneira que fizemos para escrever as trés
expressoes para Wy e W,. Para obtermos a forma especifica de g usaremos um segundo

vinculo, dado por

Wy = Wig. (4.19)

Logo, substituindo Wy e W, em (4.19), com os respectivos parametros e tomando suas

derivadas, encontramos

baWys(9, X) + bsWyg(0) = a1 Wiy (X) + a2aWiy (0, X) + 195 (X) + 295 (0, X)- (4.20)

4.2.1 Exemplo: ¢* versus y*

Consideremos o modelo descrito pelo campo escalar ¢ do tipo ¢*, ou seja, que

obedece a seguinte equacao de primeira ordem:

¢ =Wy =a(l —¢?), (4.21)

Cuja solucao é dada por

¢(z) = tanh(az), (4.22)
onde a é um parametro real e adimensional. Vamos agora deformar este modelo em um
modelo x* invertido utilizando a deformacao,

X2

6= F00 =135 (123

na qual b é outro parametro real que controla a funcao de deformacao. A equacao de

primeira ordem correspondente a esta deformacao é escrita como

LW = X 4.24
X = Wy = —ax _b_Q- ( )
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A solucao analitica correspondente a equagao anterior é

x(x) = bsech(ax). (4.25)

Vamos agora, escrever Wy e W, em trés formas diferentes porém equivalentes, ou

seja, como
Wy(d) = a(l-¢%),
Wolx) = 5
Wol6,x) = 7xV1-d% (4.26)
e

/ Y2
Wx(X) = —ax 1_§7

Wi(¢) = —aboy/1—¢?,
Wile,x) = —abxo. (4.27)
Para evitar raizes na expressao final do potencial polinomial tomaremos ay = by =

bs = 0 o que implica em a; +a3 = 1 e by = 1, além de ¢ = 0, o que nos leva a

¢1 + ¢3 = 0.Substituindo tais ingredientes na equagao de vinculo (4.20), ficamos com

1
gx(X) = a xqﬁ(gb, X)) — ale)x(X)' (4.28)
Substituindo os superpotenciais correspondentes e derivadas na (4.28), a integramos para
encontrar
la ary\ o
T 2—) , 4.29
9(x) 201( +25) x (4.29)

esta ultima pode ser reescrita via funcao de deformagao como

9(68) = 52

201

Lab” (1 + 2%) (1— 6?). (4.30)

Substituindo todos estes resultados nas formas de W, e W, temos
a , b? 9
W¢:—§X +a 1+§ (1—¢), (431)
W, = —axé. (4.32)
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Por meio de integracoes simples em relacao aos campos ¢ e x, podemos calcular a

forma final do superpotencial efetivo para dois campos

1 1 1
W(p,x) =a (1 + 562> <¢ — §¢3> — 5@@(2. (4.33)
O modelo possui o seguinte par de solugoes estaticas
¢(x) = tanh(az), X(x) = bsech(ax). (4.34)

Ao considerarmos que as constantes a e b podem ter as formas

1
a=2r e b=+ ;—2 (4.35)
com r € (0,1/2), obtemos
L3 2

que é o modelo BNRT [20] visto no capitulo (2), e cuja a érbita é dada por

o(r) = tanh(2rx)

x(z) = £4/ % — 2sech(2rx). (4.37)

4.3 Método de extensao para trés campos escalares
reais

Nesta secao, expandiremos o método de extensao para modelos representados por
trés campos escalares reais. Apesar de modelos descritos por trés campos escalares reais
serem estudados nos tltimos anos por diversos pesquisadores, ainda sao pouco os modelos
analiticamente soliveis. Podemos citar que [29] usa o procedimento de deformacao em
solugbes de defeitos e [30] investiga a presenca de paredes de dominio nestes tipos de
modelos. Em outro contexto, podemos mencionar a abordagem de um hexagonal de
defeitos ser encontrado dentro de um defeito topolégico investigada por [31] num modelo

de trés campos escalares reais.
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4.4 Novo método

Para aplicar o método de extensao no contexto composto por trés campos escalares,

vamos tomar como ponto de partida a densidade de lagrangiana

1 We,
L= 350:0:0" i+ "¢ . (4.38)
=1

com i = 1,23, ¢1 = ¢, ¢ = x e ¢p3 = £. Caso estes trés campos sejam estdaticos, ao

aplicarmos o método BPS obtemos equacoes diferencias de primeira ordem do tipo
¢/:W¢; X/:WX; 6/:W§. (439)

A fim de determinar érbitas entre os campos, as equacoes anteriores podem ser

escritas como

do _ W9, x,§)

dx Wi, x;6)’ (4:40)

g Wel6,x.€)

dy — Wy(¢,x,€)’ (4.41)
(§]

do _ W9, x,§)

iE " We(dn.6) (4.42)

O método de extensao pode ser aplicado diretamente no contexto de modelos de
trés campos, se considerarmos trés modelos estaticos de um campo conectados via func¢oes
de deformacao, com equacoes diferenciais de primeira ordem que podem ser reescritas de
formas diferentes e equivalentes. Assim, procedendo de maneira andloga a da segao (4.2),

ficamos com os conjuntos de equagoes

~ ~ ~ ~

~

. O, . o, S, S ©
Il

9. X, 8), (4.43)



além de,

S T T T
I
=5 FFFF

[
=

¢, X, €).- (4.44)

X

I
S EEEEEE

¢, X, §)- (4.45)

As equagoes anteriores permitem que Wy, W, e W, sejam redefinidos como

Wy — anWs(x) + a1aWe(9, x) + a13We (@) + a1aWy(§) + a1sWs(9, §)
+a1sWs(x, &) + arrWy (9, X, €); (4.46)

Wy — lex(X) + bQWx(¢a x) + b3Wx(¢) + b4Wx(£) + b5WX(¢7 £)
+bGWx(X> g) + b7WX(¢7 X5 5) 9 (447)

We = aaiWe(x) + anoaWe(d, x) + asWe (@) + asaWe (&) + asWe(9,§)
FasWe (X, &) + axrWe(d, X, §) . (4.48)

Consequentemente, podemos reescrever as relagoes (4.40), (4.41) e (4.42) como
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j—i = <a11W¢(X) + a1aWy (9, X) + a13Wy(d) + a1aWy (&) + arsW(d, &) + arsWe(x, §)

+a17 Wy (9, X, €) + cug(x) + cra(d, x) + c139(¢) + c1ag(§) + c159(4, &) + c169(X, §) + c179(o, X, f))

X (lex(X) + b2Wx(¢a X) + b3Wx(¢) + b4Wx(€) + b5Wx(¢7 §) + bGWx(Xa §)+ b7Wx(¢a X §)

oo f () + cnf (0, x) + s f(8) + caaf(§) + cas f (0, ) + ca6f (X, &) + con f(9, X, s)) N (4.49)

% = <a21Wg(X) + apoaWe (@, X) + asWe(@P) + aoaWe(€) + asWe(9, &) + aWe (X, X)

+a27W§(¢7 X f) + C31§(X> + C32§(¢7 X) =+ C33§<¢) + C34§(£) + C35§(¢7 5) + C36§7(X7 f) + C37§(¢7 X f))

X <b1WX(X) + b2Wx(¢a X) + b3Wx(¢) + b4Wx(§) + b5WX<¢7 5) + bGWX(X7 5) + b7WX(¢a X5 f)

1
+021f(X) + 022f(¢, x) + 023f(¢) + 024f(f) + 025J;(¢7 ) + Czaf(% §) + C27f(¢7 X 5)) ) (4.50)

e,

% = (aans(X) + a12Ws (0, x) + a1sWe(0) + araWy (&) + arsWy(9,§) + arsWs(x, p)

+a17We(d, X, §) + c11g(x) + c12(d, x) + c139(@) + c1a9(§) + c159(¢, €) + c169(x; §) + c179(9, X, f))

X <Cl21W§(X) + a2 We (9, X) + asWe(@) + aoaWe (&) + asWe(9, &) + aWe(x, §) + aarWe (o, X, §)

~1
+c319(X) + €329(P, X) + €339(P) + €349(§) + €359(0, &) + 369 (X, &) + c379(, X, f)) ) (4.51)

onde, introduzimos as constantes a;j, b;, ¢;j, para 7 = 1,2,3 e j = 1,2,...,7 com os
vinculos ai; + a1 + a13 + a4 + a15 + a1 + a7 = 1, by + by + b3 + by + b5 + bg + by = 1,
C11+ ¢z + 13 + c1a + ¢15 + ¢16 + 17 = 0 € o1 + oo + a3 + C2g + o5 + 26 + 27 = 0.
Lembrando que, f , g e g sao funcoes arbitrarias, que também podem assumir sete
formas diferentes através das fungoes deformadoras e de suas inversas.
Para descobrirmos a forma de g ou f na equagao (4.49), precisamos considerar um

segundo vinculo, o qual surge devido ao fato do super potencial obedecer a propriedade,
Wiy = Wy, (4.52)
Tomando as respectivas derivadas das equagoes (4.46) e (4.47), encontramos
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a1 Wey (X) + a1aWey (0, X) 4+ a16Wer (X &) + a1rWey (@, X, §) + c119x(X) + 1295 (0, X)
+Cl6gx(X7 f) + Cl7gx(¢a X g) = b2wx¢<¢7 X) + b3WX¢(¢) + bSquﬁ(gbu f) + b7Wx¢(¢7 X 5)
+C22JE¢>(¢7 X) + Cz3f¢>(¢) + C25f¢(¢a ) + C27f¢(¢a X5 6)- (4.53)

Da mesma forma, para obter as func¢oes g ou f na equagao (4.50) devemos recorrer ao

vinculo,

Wey = Wi, (4.54)

o que nos leva a,

a1 Wey (X) + a2Wey (0, X) + a2sWex (X, &) + a2rWer (@, X, €) + €319, (X) + €329, (&, X)
+C36gx(X7 g) + 637gx(¢7 X 6) = b4WX€(§) + b5wxf(¢7 5) + b6WX§<X7 5) + b7WX§(¢? X5 5))
+C24f§(§) + C25f§(¢7€ + Czefg(X» ) + 027f§(¢a X §)- (4.55)

Por fim, para encontrarmos a fun¢ao g ou g na equagao (4.51), devemos utilizar o

vinculo,

Woe = Wes, (4.56)

o que resulta em

a1aWee (&) + a1sWoe (0, &) + a16Woe (X, §) + arnWee (0, X, &) + c1a9¢ (&) + c159¢(9, )
+c169: (X, §) + 1796 (D, X, &) = a2aWeg (@) + aasWeg (0, 8) + assWep (@, X) + aarWes (0, X, §)

3200 (0, X) + €33906(0) + C35G6(0, &) + 3770 (0, X, §)- (4.57)

Como podemos ver nas equagoes (4.53), (4.55) e (4.57) ha duas possibilidades de
encontrar as fungoes arbitrarias e consequentemente proceder para determinar o modelo
efetivo. Apresentaremos nesse trabalho um dos possiveis procedimentos que podemos
realizar para aplicar o método de extensao a modelos de trés campos. Para tanto, vamos
buscar por uma forma para a fungao g na equagao (4.53), tomando os vinculos s = o3 =

Co5 = Cco7 = 0, implicando em

an Wy (x) + a12Wey (6, X) + a16Wy (X, §) + arzWer (&, X, §) + 1195 (X)
+C129x (@, X + 1695 (X, §) + 179y (0, X, §) = baWig (@, X) + b3 Wy6(9)
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Assumindo o vinculo (4.55), a forma da funcao de conexao f, pode ser determinada

se considerarmos que c3; = ¢33 = ¢3¢ = c37 = 0, nos levando a

a1 Wer (X) + a2aWer (&, X) + a2sWey (@, X) + aarWey (0, X, &) = baWie (§) + bsWie (9, 6)
+b6WX§(X7 5) + b7WX5<¢7 X f)) + 024.]?5(5) + cQfo(X? g)v (459)

Para encontrar g, faremos cj4 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0 na equagao (4.57), logo

a1aWee(§) + a1sWpe (0, €) + ar6Woe (X, &) + arrWee (0, X, &) = a2aWep (@) + aosWeg (0, )
Fag6Weg (0, X) + a2sWep (0, X, §) + €330 (0) + c3596(0, §), (4.60)

Assim, as equagoes (4.58), (4.59) e (4.60) nos permitem encontrar, respectivamente,
as funcoes arbitrarias f, § e g.
Uma outra possibilidade baseia-se em encontrar a funcéo f em (4.53), ao invés de

g, deste modo, devemos tomar c;; + ¢12 + ¢16 + ¢17 = 0 0 que resulta em

a11W¢X(X) + a12W¢x(¢7 X) + a16W¢X(X7 §> + a17W¢X(¢7 X5 5) = bQWXd)(gbu X)
+b3WX¢>(¢) + b5Wx¢>(¢a §) + b7Wx¢(¢a X5 f) + C22JE¢(¢7 X) + Cz3f¢(¢) =+ 025JE¢(¢7 f)
+ear fo (6, X, €)- (4.61)

Dessa maneira a equagao (4.56) se torna

a1aWee (&) + a1sWoe (0, &) + a16Woe (X, §) + ar1Wee (0, X, &) + c149¢(§) + c159¢(9,€)
= aguWeg (@) + aosWeg(0,€) + a2sWep (9, X) + asrWeg (6, X, €) + €3206(0, X) + 3370 (9)

+C35§¢<¢7 5) + C37§¢(¢7 X g)a (462)

agora, para obtermos a funcao g, devemos tomar c3s = ¢33 = ¢35 = c37 = 0, implicando

em

a1aWee(§) + a1sWee(0,€) + a16Woe (X, €) + arsWee (@, X, §) + c149¢(§) + c159¢(9,§)
= aaWep (@) + assWeg (0, €) 4+ a2sWeg (0, X) + aarWep (0, X §), (4.63)

por conseguinte, a equacao (4.55) passa a ser

a1 Wer (X) + a2aWer (&, X) + a2sWey (@, X) + azrWey (6, X, §) + c319x(X) + 3695 (X, &)
= baWie(€) + bsWie (6, ) + bWye (X, €) + brWie (0, X, €) + casfe () + cas fe(¢,€)
+626f§(X7§) +C27.f§(¢7X7€)7 (464)
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neste caso, para encontrarmos a funcao g devemos tomar coy = Co5 = o = o7 = 0, logo

a1 Wey (X) + a2aWey (€, X) + a2sWer (0, X) + a2rWey (0, X, &) + €319y (X) + 3695 (X, §)
= b4WX§ (5) + b5WX§(¢a 5) + bGfo(X> 6) + b7WX§(¢7 X 6) (465)

Portanto, a equagao (4.47) passa a ser escrita como

anWex (X) + a12Wer (@, x) + a16 Wy (X €) + a1zWor (@, X, §) = baWie (0, )
F03Wyg (@) 4 bsWyg (0, &) + brWig(d, x, §) + 022f¢(¢> X) + 023f¢(¢>- (4.66)

Vemos que nesta possibilidade as fungoes de contra peso podem ser obtidas a partir

das equagoes (4.63), (4.64) e (4.65).

4.5 Exemplo

Nesta secao, iremos demonstrar a aplicabilidade desse método através de um exem-

plo.

4.5.1 ¢, xte &t

Este exemplo consiste no acoplamento entre um modelo ¢*, com dois x* e &*

invertidos. As equagoes de primeira ordem associadas a estes modelos sao

2 X &
W¢:a(1_¢ )7 WX: —ax 1_§a Wf = _ag 1_ﬁ7 (467)

e suas respectivas solugoes, sao escritas como

¢ = tanh(ax), X = bsech(azx), ¢ = bsech(azx), (4.68)

onde a é um parametro real e adimensional.

As funcgoes deformadoras que conectam tais modelos possuem as seguinte formas

2

0=F(0) =\[1-3; = x=0/1-¢% (4.69)
2

b= 1O =1~ 5= E=0/T- 3 (1.70)
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x = f(§)

=¢{=E=x. (4.71)

Agora, utilizaremos as fungoes de deformacao e suas inversas para reescrever Wy, W, e

We, o que nos leva a

2

ax

b_27

a(l—qf) 1—?5—22),
a(l_(bz)?

a&?

b_27

all—0¢ 1—6—2),

(4.72)

(4.73)

1__

—abp/1 — ¢?,

= —aby/1 — ¢? 2

(4.74)
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Wf(’f) = —a5 1— b_27
Wf(qba p) = _aggba
6“2
Wﬁ(Xag) = _aXV]-_§7
Welo, 0, 8) = —aby/T— g2 /1- X (4.75)

De modo a evitar raizes nos potenciais polinomiais, vamos tomar ais = a5 = a1 = 17 =
O, bl = bg = b4 = b5 = b6 = b7 =0e 21 = A92 =— A3 — Q924 — A9 — A7 — 07 resultando

em ajy + a3+ a1y = 1, by = 1 e ags = 1. Deste modo a equagao (4.58) pode ser reescrita

como
2ax
CL11b—2 + c119x(X) + c129: (0, x) = —ax. (4.76)
Fazendo c¢15 = 0, que implica em ¢;; = —c;3, na equagao acima e integrando-a em relagao
a x, encontramos g(x)
( )——OLX2 Lo (4.77)
X = C11 2 b2 ’ i
Utilizando a fungao de deformagao (4.69), a equagao (4.77) passa a ser
a(l — ¢?) [ b?
9(¢) = _—( ?) (— + an) . (4.78)
C11 2

Substituindo os ingredientes anteriores em (4.46), obtemos

1
Wo = —gal=2+ " +20° + 26" + 20°(~1 + ¢%) + . (4.79)

Por outro lado, se substituirmos os novos vinculos na equagao (4.59), podemos

verificar que f(€) = 0. E assim, W, presente na equacao (4.47), sera dado por

W, = —axé. (4.80)
Agora, considerando as diferentes formas de Wy e W assim como os novos vinculos
na equagao (4.60), podemos reescreve-la da seguinte maneira

2a&

a14? = —a& + c33006(0) + c35906(0, ), (4.81)
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ao trabalharmos com c33 = 0, observamos que

c3500(0, &) = 0142%25 + a&. (4.82)

Neste caso vamos considerar a4 = —b*/2, com o intuito de tornar nula a fungao g
(tal valor de g é consequéncia dos valores assumidos para as constantes ¢z, com j = 1,..,7).
J
Entao, substituindo todos esses ingredientes na forma do W visto na equacao (4.48),
obtemos

We = —agé (4.83)

Finalmente integrando as equagoes (4.79), (4.80) e (4.83) podemos obter o super-

potencial do modelo efetivo, cuja forma é

3
a
Wo) = (14 #)a (9= 5 ) - §obc +) (4.8
Um caso particularmente interessante ocorre quando
a=2r e b= i—1 (4.85)
Y V2 '
com r € (0,1/2), nos levando a
’ 2 | 42

Wio = (0 5) - rol? + ) (4.80)

com solugoes analiticas do tipo

¢ = tanh(2rx), X = \/2—17“ — lsech(2rx), =1/ % — 1sech(2rx). (4.87)

Este é um modelo efetivo para trés campos escalares que ja se encontra na litera-
tura, para mais detalhes ver [29] e [30]. Podemos salientar ainda, que estd é a primeira

vez que tal modelo é obtido através de um método como o relatado acima.
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Capitulo 5

Defeitos Topoldgicos em Modelos de

Quintesséncia

Neste capitulo, iremos aplicar o método desenvolvido no capitulo anterior, ao for-
malismo de primeira ordem para cosmologia FRW em um espaco-tempo plano, apre-
sentado no capitulo 3. A ideia é gerar uma descricao possivel para a atual expansao
acelerada do Universo por meio da dinamica de quintesséncia, que consiste em analisar
cenarios cosmolégicos impulsionados por campos escalares, conforme pode ser visto em
[21]. Apresentaremos algumas caracteristicas interessantes sobre o cendrio cosmoldgico
obtidas das solucoes de um modelo de trés campos escalares efetivos como ja mencionado

em [29], em um espago-tempo plano.

5.1 Formalismo de Primeira Ordem para Modelos de
Trés Campos

Para o caso de trés campos escalares, a densidade de lagrangiana é dada por

1 1 1
L= 50u00"0 + 50,x0"X + 50,60 + V (o, 1, €), (5.1)

ao acoplarmos tal lagrangiana na acao de Einstein-Hilbert, podemos verificar que
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as equacoes de movimento relativa aos campos escalares sao

¢ +3H¢+Vy=0; (5.2)
X +3Hx+V, =0; (5.3)
£ +3HE+ Ve =0, (5.4)

se ¢ = ¢(t), x = x(t) e & = £(t). Consequentemente, a densidade de energia e a pressao

podem ser escritas como

p="Top = P+ xE+E+ V(d,x,§) (5.5)

p=Ti=¢"+x>+& - V(d,x.€), (5.6)

enquanto que o conjunto das equagcoes de movimento de Friedmann sao dadas por

) ¢2 . 5'2
H =4 :
2 Z i v ) (57)
H =-¢ -y -¢&. (5.8)
Através da definicio de H = —W (¢, x,§)), obtém-se diretamente as equagoes
diferenciais de primeira ordem

Desse modo, podemos escrever o potencial em termos dos superpotenciais, como

segue

V(o x §) ——W2————X— . (5.10)

Para resolver as equagoes (5.9), usaremos o método de fator integrante reescrevendo
as equagoes diferenciais de primeira ordem analogamente a (77), (4.39) e (4.40). Em
seguida, para chegarmos ao superpotencial de um modelo analitico composto por tres
campos escalares aplicaremos o método de extensdao apresentado na segao (4.4) deste

trabalho.
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5.2 Modelo Efetivo - Exemplo

Este exemplo foi construido combinando trés modelos idénticos ¢*, x* e £*, cujas

equacoes de primeira ordem sao dadas por
p=Wy=a)(1-¢%), X=Wy=a(l-x"), E{=We=ay(1-¢), (5.11)
com as respectivas solucoes analiticas
¢» = x =& = agtanh(agt + b), (5.12)

onde ag e b sdo constantes reais
Feito isso, utilizaremos as fungoes de deformacao e suas inversas para reescrever

Wy, W, e We de sete maneiras diferentes mas equivalentes, o que nos dé

= Clo(l - X2)7

= ap(1—x) 1+—+—). (5.13)

Wy(x) = ao(l—x?),
Wy, x) = ao(1—x)(1+¢%),
Wy(¢) = ao(l—¢%),
Wy (&) = ao(l—x?),
Wi(6,6) = ao(1—&)(1+¢?),
Wy(x,€) = ao(1-x)(1+&),
W@, x,6) = ao(l—x) (1+g+§>. (5.14)
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We(x) = ao(l —x*),
Weld,x) = ao(1—x) (1+¢%),
We(¢) = ao(l—¢°),
We(€) = ao(l —x7),
We(6,6) = ao(1—¢€) (1+¢°),
We(x,§) = ao(1—x)(1+¢&%),
We(9.x.€) = ao(1—x) (1+§+§). (5.15)

Para este caso, iremos substituir os seguintes vinculos ay; = ¢11 = ¢12 = ¢ =
C14 = C15 = C16 = C99 = (23 — C95 — Co7 — b7 = O, na equag:éo (453), de forma a obtermos
Cl11W¢x(X> + a12W¢>x(¢7 X) + a16W¢x<X7 5) + 0179x(¢7 X 5) = b2Wx¢(¢a X) (5‘16)

+03 Wy (0) + bsWyg(9, €).

Substituindo as relagoes vistas nas equagoes (5.13) e (5.14) em (5.17), obtemos

c179x (@5 X5 §) = aoba(1 — x) — 2a0b3¢ + abs(1 — &) + apais(1 + &) + 2apa11 X + aparz(1 + ¢),
(5.17)

integrando a relacao anterior em respeito a y, temos que
2

c179(0, X, &) = aoby (X - X?) — 2agbsdx + aghs (1 — &) x + apais(1 +&)x (5.18)

2
—|—2(I06L11X7 + a0a12(1 + ¢)X7

Usando a deformagao, podemos reescrever g(¢, x, ) como
2 2
Cl7g(¢) = a0b2 (Qb — %) —2aobg¢2+a0b5(1—(/§)¢+a0a16(1+¢)¢+2a0a11%+a0a12(1+¢)¢.

(5.19)

Com todos esses resultados em maos, é possivel reescrever (4.46) como

Wy = ag — ao (a11 + a1z + a13 + a16) ¢* — apaisd — apa1s€® + aparsd — apaisé (1 + @)
2 2

+apaisx + aobs (X — X?) — 2apbspx + aobs(1 — &) x — agbs (¢ — %) + 2apbsp. (5.20)

Aplicaremos o mesmo procedimento para encontrar § na equacao (??), admitindo

os vinculos a7 = ¢33 = ¢33 = ¢35 = 0, ficamos com
—Qapa1s (1 + qb) + CL()CL16(1 - X) - 2&00,145 = a0a22(1 - X) (521)
—apag3® + apazd(1 — &) + c3796(9, X, &) + aobsx — apaisX,
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ou ainda,

c3796(0, X, &) = —apais(1 + @) + apais(1l — x) — 2a0a16§ — apazn(l —x) (5.22)

+2aga23¢ — apass(1 — &) + apais€ — apbsx.

Integrando a equacao anterior com relacao a ¢, temos

2
c379(0, X, §) = —apass (¢ + %) + apais(1 — x) — 2a0a14§P — apagze (1 — x)o + apaszd”

—apags (1 — &) + apais X — aobsx o, (5.23)

novamente, podemos utilizar a funcao de deformagcao para escrever a equacao anterior
como

2
c379(§) = —apass (f + %) + agars(1 — &) — 2apa14€* — agage(1 — €)€ + apags&®

—agazs (1 — )€ + agareé® — aghs&>. (5.24)

Sendo assim, (4.46), torna-se

We = ag — apas X — ag (ag + ags + agq + ass) & — apaéX — apanx
2

o
+aoa2§ — apagsX + apaé — agars (¢ + 5 + apa16¢ — 2apa14§X — aobsx @

2
+CLO(115 (f + %) — CL()CL16€ + 2&0&1452 + a0b5£2. (525)

Por fim, realizando mais uma vez processo andlogo ao calculo de W, e W, podemos

determinar a forma de W, integrado a equacao (4.52), o que nos leva a

. 2 2
casf (X, &) = —2apaz1x& — apazé — apazs (5 + %) +2a0b4%+a0b5£_a0b6(1_X)£, (5.26)

esta ultima é reescrita via fungao de deformacao como

R 2 2
csf(x) = —2a0a21X> — Aplga X — Aoaag (X + %) +2a0b4X7+a0b5x—a0b6(1—x)x. (5.27)

Portanto, substituindo as equagoes (5.26) e (5.27) junto com os demais ingredientes

contidos na equagao (??), em (4.45), obtemos

Wy = ap — ag(by + by + b6)X2 — agbax¢ — aghs® — agbsEd — agbax
2

aoba® + agbs® — apbsx — 2apa21 x§ — apaé — apass (f + %) + 2a0a91 X°

2
Qoag2X + apQog (X + %) . (5.28)
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Desse modo, com auxilio da equagdes (5.20), (5.25) e (5.28), determinamos um

superpotencial efetivo composto por trés campos escalares dado por

W =ao(¢p+ x + &) — aolarn + a2 + a3 + arg — 2bg — by — b5)§
2 a 3
—(lo(a16 + a15 + b2 + b5)% — a0(61 + b4 + b6 — 2@21 — ?)Xg — CL()(bQ + b5 — 99 — CLQG)X—
a 3 2
—ag(ag + ass + agq + ags — g — 2ay4 — 55)3 — ag(a16 — ag — as — 015)5 - a0a21X2§
& ¢°
—Qpage <§ + 5) X — Qoazex§ — apais (Gb + 7) 3
2
+apa160€ — apa1a& ¢ + agbs (X - X?) ¢ — agbsd*x + aghs(1 — &)x¢. (5.29)

Agora é possivel substituir W obtido na equacgao anterior, em conjunto com as
solugoes analiticas do modelo efetivo vistas em (5.12), no formalismo de quintesséncia de
primeira ordem, descrito no final do Capitulo 3. Tal procedimento nos permitiré calcular
o parametro de Hubble H(t), o fator de escala a(t), o parametro de aceleragao ¢(t), o
parametro da equagao de estado w(t), a densidade p(t) e a pressdo p(t). Deste modo,
apos algumas manipulagoes algébricas e simplificagoes diretas, vemos que o parametro de

Hubble é dado por
H(t) = ap tanh(agt + b)(—3 + tanh(aogt + b)?) + ¢, (5.30)
ja o fator de escala possui a seguinte estrutura
a(t) = expettisechant+o)? sech(aot + b)>. (5.31)
A partir dos resultados anteriores, determinamos o parametro de aceleracao

3
q= §(a0 + ¢+ ag tanh(agt + b)(—3 + (—1 + tanh(agt + b)))
(_

ag + ¢ + ag tanh(agt + b))(—3 + tanh(agt + b) + tanh(agt + b)?)),  (5.32)
bem como a pressao relativa ao campo escalar

3
p= §(a(2)sech(a0t +b)* — (ap + ¢ + ag tanh(agt + b)(—3 + (=1 + tanh(aet + b)) (5.33)

x tanh(agt + b)) + cag(tanh(agt + b) — 1)(—3 + tanh(agt + b)) + (tanh(agt + b)?)),
a densidade do campo
p= g(—Qagc + agpsech(aot + b)?(3sinh(agt + b) + sinh(3(agt + b))))?, (5.34)
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e a partir das duas tltimas o parametro da equacao de estado, cuja forma é

w = —1+ (8ag cosh(agt + b)*)(—2c cosh(agt + b)* + ag(3 sinh(agt + b) + sinh(3(aet +b))) >
(5.35)
A seguir mostraremos que nosso modelo apresenta consisténcia fisica e cosmoldgica.
O objetivo consiste em analisar as Figs. (5.1-5.3) a partir do ponto de vista do compor-
tamento dos parametros cosmoldgicos previsto pelo cenario cosmolégico A — CDM. Os
estados dos modelos inflacionarios no inicio da histéria do Universo, mostram que sua
expansao seria acelerada. A partir das equagoes de Friedmann padrao, verifica-se que isto
acontece se o Universo for dominado por um componente com w < —%. De acordo com
cosmologia padrao, durante a inflagao, a densidade de energia do Universo foi dominada
por uma constante, por exemplo, A, de tal maneira que as equacoes Friedmann podem
ser lidas como H? ~ A;. Sendo assim, percebemos que o parametro de Hubble foi, en-
tao, constante durante a era inflacionaria. Na verdade, pode-se escrever, para a inflacao,
a ~ eHit
Como H ~ t~1, com t sendo o tempo de Hubble, H(t) deve diminuir com o tempo,
conforme observado na Figura 5.1. Os valores dos parametros do Hubble previstos a partir
do nosso modelo de fato permanecem aproximadamente constante durante um pequeno

periodo de tempo apods o Big Bang, de acordo com o cenério inflacionario.

1

0.5

Figura 5.1: Evolugao de H(t), para ¢ =0,45, b= —1,5e a=0,188

Da cosmologia padrao, é bem sabido que para valores elevados de tempo, H é
proporcional & pa (a densidade da constante cosmoldgica), que é, de fato, uma constante.
Portanto, a recente aceleragao cosmica que o nosso Universo estda passando, pode ser

Hot

descrita por um fator de escala, que se desenvolve como e”°", com o comportamento

constante de H sendo previsto na Figura 5.3 para valores elevados de tempo.
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Figura 5.3: Evalucao do fator de escala, para ¢ = 0,45, b= —1,5ea =0, 188

Na cosmologia derivada da relatividade geral, existem trés regimes na qual a di-
namica do Universo é dominada respectivamente pela radiagao, a matéria e a constante
cosmoldgica: o cendrio da questao nao-relativistica, relacionado para w = 1/3; o cendrio
de matéria nao-relativista, relacionadas com w = 0; e o cendrio de vacuo quantico, cor-
respondendo a w = —1. Na Fig. 5.2, temos representado a evolucao do parametro w com
o tempo. Ao analisa-lo, podemos ver que para valores pequenos de tempo, w «~ —1. Isto
estd de acordo com algumas restrigoes que foram colocadas as equagoes de movimento in-
flacionistas recentemente. Depois de passada a inflacao, w suavemente evolui para « 1/3.
Este é o valor maximo que a equacao de estado deve assumir durante a evolugao do Uni-
verso. Além disso, 1/3 é precisamente o valor da equacao de estado, que descreve a era
dominada por radiacao do Universo, ou seja, o modelo prevé uma transicao suave de uma
fase inflaciondria para uma era dominada por radiacao.

A sua segunda fase de expansao acelerada justifica tal evolucao de w, uma vez
que, um Universo acelerado é descrito por um parametro de equacao de estado negativo,

espera-se que durante toda a evolugao do Universo, o valor de w, tenha valor proximo a

45



—1, o que esta relacionado com a primeira fase de inflacao, tendendo para uma fase de
desaceleragao, e em seguida retornando a uma fase acelerada (atual fase dominada pela

energia escura).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao estudamos os fundamentos basicos da cosmologia padrao, apre-
sentados nos capitulos 2, 3 e 4. No capitulo 2, mostramos uma revisao detalhada sobre
defeitos topoldégicos em teorias de campos escalares em (1+1) dimensoes. Nesta revisao
demonstramos conceitos fundamentais sobre estas estruturas, bem como o método Bo-
golmol’nyi de modo a obter as equacoes BPS. Também destacamos a importancia das
condicoes de contorno na formagao de defeitos, que tem uma importancia fisica funda-
mental, a finitude da energia. Nesta abordagem, usamos o conceito de carga topolégica
para caracterizar defeitos topologico e nao topoldgico. Finalizamos este capitulo determi-
nando estas solucoes também, para situagoes com dois campos escalares reais. Para este
caso, verificamos que, o problema matematico relacionado a integrabilidade das equagoes
de movimento é muito mais dificil do que no caso de um campo, por se trabalhar com
equacoes diferenciais de segunda ordem, nao lineares e acopladas.

No capitulo 3, apresentamos uma breve discussao sobre os fundamentos basicos da
cosmologia padrao, incluindo as solugoes para as equagoes de Einstein no formalismo FRW
e as equacoes de Friedmann. Ainda mostramos que é possivel estabelecer um formalismo
de primeira ordem em cosmologia com campos escalares, representando a energia escura
que permeia o Universo com uma pressao negativa.

No quarto capitulo abordamos o método de deformagao como alternativa para re-
solver as equacgoes de movimento para situacoes de dois campos escalares. Este método
permite que, através de determinadas escolhas de parametros, obtenhamos solugoes es-
taticas em mais de um setor topolégico. Em sequéncia, apresentamos um procedimento

para gerar um novo modelo de dois campos, a partir de dois modelos de um campo, co-
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nectados via método de deformagao. Em seguida, esses dois modelos de um campo, sao
acoplados de forma nao trivial, gerando modelo efetivo de dois campos. Para finalizar este
capitulo, adaptamos o método de extensao, para obtencao de um modelo de trés campos.
Tal procedimento nos possibilitou determinar um modelo de trés campos acoplados. E
valido salientar que é a primeira vez que um modelo de trés campos é determinado via
esta abordagem.

E comum vermos o formalismo de primeira ordem com base em um modelo de
campo escalar sendo usado para descrever cenarios de quintesséncia, ou seja, descrever
a expansao acelerada do Universo. No presente trabalho usamos esse formalismo para o
caso de trés campos, uma vez que, modelos analiticos deste tipo sao escassos na literatura.
No intuito de buscar por novos modelos analiticos que envolvam trés campos acoplados,
utilizamos uma nova versao do método de extensao de modelos proposto em [28]. Para
tanto, foi necessario adaptar o método de extensao no contexto de trés campos escalares.
Tal adaptacao mostrou-se bastante eficaz, ja que conseguimos reproduzir um modelo
analitico de trés campos conhecido na literatura e também geramos um novo modelo
que foi aplicado ao cenério de quintesséncia.

A analise dos parametros cosmoldgicos obtidos através do nosso modelo de trés
campos, revelou que tais parametros estao em consonancia com os resultados obtidos
para modelos de quintesséncia compostos por um tnico campo, e inclusive com modelos
em cenarios de gravitagao generalizada como os apresentados em [32]. Desta maneira,
os parametros cosmoldgicos demonstram que o modelo de trés campos por nés obtido,
tem tanto potencial para descrever a expansao do Universo quanto qualquer modelo de
quintesséncia bem estabelecido na literatura. Além disso, nosso objetivo era mostrar que
o método de extensao pode ser aplicado neste contexto, o que conseguimos realizar com
sucesso.

Observamos ainda, que o método de extensao aparece como uma ferramenta mate-
matica relevante na obtencao de novos modelos analiticos que pode ser aplicada a cenarios
mais complexos de quintesséncia, inclusive em modelos de quantizacao de gravidade. Te-
mos como perspectiva gerar novos modelos neste contexto e confronté-los de forma mais
significativa com dados experimentais, além de aplicar tais técnicas em cendrios com quan-
tizagao da gravidade, a fim de observar a influéncia do acoplamento entre os campos no

processo de quantizacao. Algumas dessas aplicagoes estao sob investigacao e esperamos
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relata-las num futuro proximo.
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Apeéendice A

A dinamica de modelos descritos por um tnico campo escalar real pode ser anali-

sada por meio da densidade de lagrangiana
1
£ = 50,00"6 ~V(9), (6.)
cuja agao €
S = / L(¢,0,0)dt &z (6.2)

Neste caso, estamos considerando teorias de campos relativisticas que obedecem a
métrica de Minkowsky ¢"* = diag(+, —, —, —), para sistemas quadri-dimensionais.

Tomando a variagao na agao, temos

68 =6 (/ Ldt d%) = /dt d*x6L =0 (6.3)

onde,
oL 8£
0L =—9 o(0 6.4
Logo,
oL oL
6S = [ dtdPz | == §p)| =0 6.5
e G50+ gapoutoe) o
Veja que, usando a regra da cadeia, o segundo termo da equacao acima pode ser
escrito como
oL oL oL
) 4} — |9 6.6
75,709 = 53] ~ [ (a7 o0

Dessa forma,

o= fartta {000 gzoo| = 0 (g )| o) 0

O segundo termo da integral deve ir a zero nos extremos de integracao, uma vez

que, estamos interessados em campos escalares bem comportados no contorno, entao

5S = /dtd3 [ “6(3‘;5)} 5 =0 (6.8)
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Isso implica em

oL oL
a“—a(am) ~ % = 0, (6.9)

que ¢é a equacao de Eiiler-Lagrange ou equacao de movimento para campos. Agora, vamos

substituir a densidade de lagrangiana,

1

na equagao de Eiiler-Lagrange. O primeiro termo fica

oL 1 9(9,¢) 3(3%)}
— _|ove 18,0 . 6.11
70 =3 7508 450 (o-10
Veja que podemos fazer, gég:i; = 6" e 0"¢ = " 0z¢. Entdo a equacao acima pode
ser reescrita como
oL 1 8(7}”/\8)\@] 1 A
= 0"¢ 0" +0,p———2| = = [0"0 " + D,¢m " 6.12
o =3 7%+ G |~ g s raer ]
Observe ainda que, 9,¢n" 6" = P ¢pd*. Logo,
oL 1
I v o A LSl

OORE (07 04 + 01 ot (6.13)

Agora, vamos usar a convenc¢ao da soma de Einstein, para obter

oL 1
= 2 (0" + 0"¢) = 0" 14
505 =3 @0+ 0 = (6.14)
o que nos leva finalmente a
oL

0y=———— = 0,0"0p 6.15
000 (o1

Ja segundo termo da equacao de movimento é dado explicitamente por

oL  dv

— = —— 6.16
Dessa maneira a equacao de movimento tem a forma
av
a,,0" — =0 1
u0"0 + ;=0 (6.17)
que para (1,1) dimensoes, pode ser escrita como
Py 0%¢ AV
— T _ T2 . 1
91z 922 " dp (6.18)
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