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Resumo

Neste trabalho, utilizaremos o conceito de supremo de um conjunto para apresentar um mé-
todo para a obtencdo do volume de um sélido qualquer. A partir disso, deduziremos a for-
mula para calcular o volume do cone e da esfera sem fazer uso do Principio de Cavalieri.
Também determinaremos a férmula do volume da pirdmide utilizando, porém, o Método da
Exaustdao. Uma importante ferramenta que iremos utilizar neste trabalho sera o conceito e os
resultados de poligonos equidecomponiveis.

Palavras Chaves: Supremo de um conjunto. Volume da piramide. Volume da esfera. Mé-
todo da Exaustdo. Principio de Cavalieri.
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Abstract

In this work, we will use the supremum concept of a set to present a method to obtain the
volume of any solid. From then on, we will deduce the formula for calculating the volume
of a cone and a sphere without making use of Cavalieri’s Principle. We will also determine
the formula for the volume of a pyramid, but using the Method of Exhaustion. An important
tool we will use in this work is the concept and results of equidecomposable polygons.

Keywords: Supremum of a set. Volume of the pyramid. Volume of the sphere. Method
of Exhaustion. Cavalieri’s Principle.
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Capitulo 1

Introducao

Geometria Espacial é um dos assuntos abordados no Ensino Médio de forma muito
superficial e, as vezes, nem chega a ser estudada em sala de aula. Um dos tépicos deste ramo
da Matematica é o conceito e o estudo de volume de alguns sélidos geométricos. Entender
o conceito de volume € muito importante, pois este estd presente no nosso cotidiano como,
por exemplo, para sabermos quantos litros de 4gua cabem em uma cisterna ou caixa d’4gua.

Do ponto de vista intuitivo, o volume de um sélido pode ser entendido como a quanti-
dade de espacgo que esse sélido ocupa. Como calcular quanto esse sélido ocupa € algo traba-
lhoso dependendo de seu formato. Apesar de neste trabalho fornecermos um procedimento
para o célculo do volume de um sélido qualquer, vamos nos limitar, com esse processo, em
determinar as férmulas para o cdlculo do volume do cone e da esfera.

O modo pelo qual a maioria dos autores dos livros didaticos abordam o método para
a obtencdo das féormulas citadas no pardgrafo anterior € fazendo uso do Principio de Cavali-
eri. A proposta deste trabalho é fazer algo diferente, dando continuidade aos trabalhos dos
colegas ALVES (vide [1]) e SILVA (vide [15]). Um de nossos propdsitos € que este traba-
lho possa ser um projeto a ser desenvolvido com uma turma do Ensino Médio durante certo
periodo.

Para alcancarmos o objetivo deste trabalho, vamos precisar do conceito e dos resulta-
dos de poligonos equidecomponiveis, que seria, de um modo préatico, particionar um poli-
gono em poligonos menores e, desses pedagos, podermos construir outros poligonos como se
fosse um tipo de quebra-cabeca. Isso serd sempre possivel se os poligonos tiverem a mesma
area. Esse resultado da Geometria Plana € o Teorema de Bolyai-Gerwien (veja mais detalhes
como, por exemplo, a demonstracdo de casos particulares e depois a demonstracdo do caso
geral em [14]).

Uma pergunta natural que surge dai é se poderiamos fazer isso com sélidos de mesmo
volume. Ou seja, se sélidos t€m mesmo volume, serd que seria sempre possivel quebra-
los em s6lidos menores e obter o outro de mesmo volume? Esse caso, se sempre fosse
possivel, seria uma versdo do Teorema de Bolyai-Gerwien para poliedros. Essa pergunta foi
proposta pela primeira vez em 1844 por Bolyai e Gauss e depois, em 1900, no Congresso
Internacional de Matematicos, em Paris, por Hilbert, que ficou conhecido como o terceiro
problema de Hilbert (vide [14]).

Um dos alunos de Hilbert, Max Dehn, estudou o problema e, em 1902, deu a resposta
negativa. Ele mostrou que um cubo e um tetraedro regular de mesmo volume ndo sio equide-
componiveis, ou seja, ndo € possivel quebrar o cubo em sélidos menores e obter o tetraedro
regular ou vice-versa. O leitor interessado poderd encontrar mais detalhes em [14].



Também faremos uso do método de Eudoxo, conhecido como Método da Exaustao,
para determinar a férmula para o cdlculo do volume da piramide que foi feito por Euclides,
em sua célebre obra Os Elementos. Ja para o calculo do volume do cone e da esfera, utili-
zaremos a ideia de supremo de um conjunto. A definicdo de supremo € vista na disciplina
de Anélise Real do curso de graduacdo em Matemadtica. Neste trabalho, observamos uma
aplicacdo em Geometria da ideia de supremo de um conjunto que € uma continuidade aos
trabalhos dos colegas ALVES (vide [1]) e SILVA (vide [15]).

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € dar continuidade aos estudos dos colegas ALVES
(vide[1]) e SILVA (vide [15]) e apresentarmos uma demonstracao para a obtencao da férmula
para o calculo do volume do cone e da esfera sem utilizar o Principio de Cavalieri e fazendo
uso do conceito de supremo de um conjunto. Nossos objetivos especificos sdo:

e Definir supremo de um conjunto;

e Apresentar um método de como calcular o volume de um sélido qualquer;
e Definir e apresentar alguns resultados de poligonos equidecomponiveis;

e Calcular o volume de um paralelepipedo qualquer;

e Calcular o volume de um prisma de base triangular;

e Calcular o volume da piramide, do cone e da esfera.

1.2 Organizacao
Este trabalho estd organizado em cinco capitulos da seguinte forma:

e No capitulo 1, apresentamos uma introdug@o sobre o trabalho e enfatizamos que este
¢ uma continuidade dos estudos de ALVES (vide [1]) e SILVA (vide [15]).

e No capitulo 2, fazemos uma sintese do que foi feito pelos colegas ALVES e SILVA,
apresentando os axiomas de volume, alguns resultados de poligonos equidecomponi-
veis e a férmula para o célculo do volume de um paralelepipedo qualquer;

e No capitulo 3, deduzimos as férmulas para o cdlculo do volume do prisma, da pira-
mide, do cone e do tronco de cone sem o uso do Principio de Cavalieri.

e No capitulo 4, usamos o Principio de Inducdo para demonstrarmos ds férmulas da
soma dos n primeiros nimeros naturais e a soma dos quadrados dos n primeiros ndime-
ros naturais. Enunciaremos e mostraremos a desigualdade das médias e, por ultimo,
deduziremos a férmula para o cdlculo do volume de uma esfera.

e No capitulo 5, finalizamos com nossas consideragdes finais.



1.3 Carater da pesquisa

A pesquisa é de cardter bibliogréfico. Ela pode ser definida como aquela que se realiza
a partir do registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em documentos impressos,
realizando-se o levantamento de informacdes, através de consultas a livros, monografias,
dissertagdes, artigos publicados na internet e em sites de periddicos.

1.4 Publico-alvo

Este trabalho destina-se a professores do Ensino Médio e a alunos de graduacdo em
Matematica que tenham interesse em aprofundar seus conhecimentos sobre o conceito de
volume de sélidos geométricos. No caso de professores, pode-se utilizar este trabalho como
ideia para um projeto a ser desenvolvido em sala de aula com uma turma de Ensino Médio.



Capitulo 2

Volume do paralelepipedo

Neste capitulo, um dos conceitos importantes que iremos abordar € o de supremo de um
conjunto. Além disso, definiremos e provaremos alguns resultados de poligonos equidecom-
poniveis que serdo fundamentais para demonstrarmos a férmula para o cdlculo do volume
de um paralelepipedo qualquer, reto ou obliquo. Nesta parte de nosso estudo, utilizamos as
referéncias [6], [7], [8], [13] e [15].

2.1 Supremo de um conjunto

A defini¢do de supremo serd muito importante e nos conduzird a uma no¢ao mais
geral do que seja calcular o volume de um sélido qualquer. Além disso, nos fornecerd uma
ferramenta eficiente para calcularmos, mais adiante, o volume do cone e da esfera. Agora,
definamos conjuntos limitados superiormente.

Definicao 2.1 Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum
b € R tal que x < b para todo x € X. Nesse caso, diz-se que b é uma cota superior para
o conjunto X.

Exemplo 2.1 Se X = {1/n;n € N}, entdo X ¢ limitado superiormente por 1 e, assim, 1 é
uma cota superior do conjunto X.

Definicao 2.2 Seja X C R limitado superiormente e ndo vazio. Um niimero b € R chama-
se supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X. Ou ainda, b é o
supremo de X quando cumpre as duas condicoes a seguir:

S1. Para todo x € X, tem-se x < b;
S2. Se c € R é tal que x < ¢ para todo x € X, entdo b < c.
A condigdo S2 pode ser reformulada da seguinte maneira:
S2'. Se ¢ < b, entdo existe x € X com ¢ < x.
Assim, §2" diz que nenhum niimero real menor do que b pode ser cota superior de X.
As vezes, é conveniente exprimir S2 da seguinte forma:
S2". Para todo € > 0 existe x € X tal que b — € < x.
Escrevemos b = supX para indicar que b € o supremo do conjunto X.

Exemplo 2.2 Seja X = {1/n;n € N}. Entdo sup X = 1.



De fato, temos que 1/n < 1 para todo n € N. Agora, tendo em vista que 1 € X, todo
¢ < 1 ndo é cota superior de X. Logo, supX = 1.

Pela defini¢do de supremo de um conjunto, € intuitivo observar que se um conjunto é
limitado superiormente, esse possui supremo. Devido a isso, temos o Axioma 2.1 a seguir.

Axioma 2.1 Todo conjunto X C R, ndo-vazio e limitado superiormente, possui supremo.

2.2 Volume de um sélido qualquer

Nesta secdo, apresentaremos um modo de calcular o volume de um sélido qualquer.
Utilizaremos essa técnica, mais adiante, para calcular o volume do cone e da esfera.

Antes disso, vejamos o que diz o Principio de Cavalieri, que é empregado com bastante
frequéncia nos livros didéticos para obtencdo das férmulas para o cdlculo do volume dos
principais s6lidos geométricos (objetos tridimensionais definidos no espaco).

Principio de Cavalieri. Sejam dois solidos geométricos A e B de mesma altura e dreas das
bases (contidas em um mesmo plano ). Os solidos A e B tém o mesmo volume se qualquer

plano B, paralelo a a, determinar duas secgdes transversais com dreas iguais. Veja a Figura
2.1.

Figura 2.1: Sélidos A e B de mesma altura e areas das bases.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

O Principio de Cavalieri é bem engenhoso e é um modo utilizado para se obter as
férmulas para o cdlculo do volume dos principais sélidos geométricos. Feito isso, como ndo
utilizaremos esse Principio neste trabalho, ndo mais o mencionaremos doravante.

Agora, consideremos P o conjunto de todos os sélidos onde € possivel obté-los apds
esticar e/ou repuxar, sem cortar ou furar uma esfera.



Definicao 2.3 Dizemos que dois solidos Py, P| € P sdo congruentes quando um deles pode
ser obtido do outro através de translacdes, rotacoes, simetrias ou composicoes desses movi-
mentos.

Um dos sdlidos que pertencem a P é o paralelepipedo que ¢ um sélido delimitado
por seis paralelogramos, cada um representando uma face desse sélido, com as faces opostas
congruentes. Quando as faces do paralelepipedo sao retangulos, ele € chamado de paralele-
pipedo retangulo ou bloco retangular.

Agora, vejamos a seguir os axiomas de volume que utilizaremos no desenvolvimento
deste trabalho.

(I) Existe uma fungdo V : P — R, que associa a todo S € P um ndmero V(S) € Ry,
chamado de volume do sélido S.

(IT) Se dois soélidos S1, S»> sdo congruentes, entao

V(S1) =V(S$).

(III) Se um solido S € formado pela reunido de um nimero finito de s6lidos {Si}?: 1» dois a
dois disjuntos ou possuem em comum pontos de suas cascas, entdo o volume de S € a
soma dos volumes dos sélidos S1, 5>, ...,S,, isto é,

V(S)=V (Us) = iV(Si).
i=1 i=

(IV) Se S| C Sy, com S 7& S,
V(Sl) < V(Sz).

(V) Sex,y,zconstituem as medidas de comprimento, largura e altura de um paralelepipedo
retangulo, entdo seu volume serd denotado por V (x,y,z) e, assumimos que,

V(1,1,1)=1.

A defini¢do a seguir nos auxiliard no método de como calcular o volume de um sé6lido
qualquer. Claro que, na prética, fazer por este modo seria um trabalho drduo, mas esse
procedimento nos fard determinar férmulas com as quais serd mais pratico o cdlculo do
volume de alguns sélidos.

Definicao 2.4 Chama-se poliedro retangular o solido formado pela unido de um niimero
finito de blocos retangulares sobrepostos.

A Figura 2.2 ilustra um poliedro retangular. Assim, o volume de um poliedro retangu-
lar, pelo Axioma III, é a soma dos volumes de cada bloco retangular que o constitui. Agora,
se S é um solido qualquer, entdo podemos aproximar o volume de S por poliedros retangu-
lares da seguinte maneira: introduzirmos a S um paralelepipedo qualquer B, com B C §, e,
portanto, V(B) < V(S) (vide Axioma IV). Depois, adicionamos a B outros blocos retangula-
res, formando assim um poliedro retangular R, de modo que o volume desse Poliedro nunca
ultrapasse o volume de S. Dessa forma, é possivel nos aproximarmos cada vez mais de V(S)
por volumes de poliedros retangulares. Isso significa que:
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Figura 2.2: Poliedro retangular.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

(i) Pelo Axioma IV qualquer que seja o poliedro retangular R, com R C S, tem-se

V(R) <V(S);

(ii) Qualquer que seja o niimero real positivo a, com a < V(S), sempre é possivel encontrar
um poliedro retangular R C S, com

a<V(R)<V(S).

Com isto, e de posse da ideia de supremo, podemos definir o volume de um sélido
qualquer do seguinte modo: seja X o conjunto formado por nimeros reais positivos dados
por V(R), de modo que R C S. Neste caso, X é um conjunto limitado, pois

0 < V(R) < V(S)

e, dessa forma, V() € uma cota superior do conjunto X. Mais ainda, dos itens (i) e (ii), V()
¢ a menor das cotas superiores, ou seja,

V(S) =supX = sup{V(R);R C S e R é um poliedro retangular}.

Assim, a funcdo V de que trata o Axioma I pode ser entendida como a fungdo
VP — R tal que

V(S) =supX = sup{V(R);R C S e R é um poliedro retangular}.
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Os demais axiomas também sdo satisfeitos por V. Caso o leitor tenha interesse, pode
encontrar essa verificacdo em [15].

Observe que, nesse caso, R € um poliedro retangular. Mais adiante, capitulos 3 e 4,
consideraremos, também para o conjunto X, outros sélidos como, por exemplo, pirdmides
para o caso de calcular o volume do cone e troncos de cone para o caso do cédlculo do volume
da esfera. Faremos esse uso, posteriormente, sem maiores comentarios.

2.3 Volume do paralelepipedo

O teorema a seguir nos fornece um resultado base que utilizaremos mais adiante para
alcangarmos o propdsito deste trabalho. Sua prova serd omitida, porém podera ser encontrada
em [7] e [8].

Teorema 2.1 Se a,b e c sdo as dimensoes de um paralelepipedo retangulo, entdo

V(a,b,c)=a-b-c.

E perceptivel, pelo Teorema 2.1, que o célculo para determinar o volume de um para-
lelepipedo retangulo pode ser visto como sendo o produto da drea da base pela altura, uma
vez que a base desse s6lido € um retangulo. Serd que essa mesma formula serd valida para
paralelepipedo obliquo? Responder essa pergunta serd o objetivo desta secao.

Teorema 2.2 Se um paralelepipedo for cortado ao meio por um plano que passa por duas
de suas arestas opostas (veja a Figura 2.3), entdo os prismas que ficam determinados por
esse corte possuem o mesmo volume.

Demonstracao. Sejam ABCDEF GH um paralelepipedo e BCHE o plano que passa por duas
de suas arestas opostas. Devemos mostrar que ABCDHE = EF GHCB. Com efeito, perceba
que a diagonal EB divide o paralelogramo ABFE em dois tridngulos congruentes: ABE e
FBE. De fato, como ABFE é um paralelogramo temos que EF =AB e AE = BF e como EB
¢ comum a cada um desses triangulos, segue, pelo caso LLL, que ABE = FEB. De modo
andlogo, tem-se CDH = HGC. Além disso, como as faces opostas em um paralelepipedo
sdo congruentes, segue que os paralelogramos ABCD e EF GH sao congruentes, 0 mesmo
ocorrendo com os paralelogramos ADHE e BCGF. Por fim, os prismas em questdo t€ém a
face BCHE em comum. Assim, os prismas ABCDHE e EFGHCB t€m faces duas a duas
congruentes. Logo, esses sélidos sdo congruentes e, pelo Axioma II, temos

V(ABCDHE) = V(EFGHCB),
como querl’amos mostrar. |

Teorema 2.3 Se dois paralelepipedos possuem mesma base, mesma altura e, além disso, as
extremidades de suas arestas laterais sdo pontos colineares, entdo eles possuem o mesmo
volume.



Figura 2.3: Plano passando por duas arestas opostas do paralelepipedo ABCDHEFG.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, vamos dividir a prova em trés casos.

1° caso: As faces superiores possuem um segmento em comum. Veja a Figura 2.4.

No paralelepipedo ABCDEF GH, podemos utilizar o resultado anterior e verificar que
V(BCEFGH) =V (ABCDEF). Ainda pelo mesmo resultado, no paralelepipedo ABCDEF1J,
temos V(ABCDEF) = V(IJEFAD). Dai, V(BCEFGH) = V(IJEFAD). Desses fatos,

V(ABCDEFGH) = V(ABCDEFIJ).
2° caso: Os paralelogramos que constituem a face superior possuem como intersec¢ao um
paralelogramo, veja a Figura 2.5.
Note que o s6lido ABCDFELK é comum a ambos os paralelepipedos. Entao, basta
mostrarmos que os solidos EFIJAD e GHLKBC t€ém o mesmo volume. Para tanto, mos-

traremos que EFIJAD = GHLKBC. Com efeito, como as extremidades das arestas laterais
desses paralelepipedos sdo pontos colineares, temos que

JK=AB=EG e FH=CD=IL.
Dai,
JE=JK—EK=EG—-EK=KG e IF=IL-FL=FH—-FL=1LH.

Além disso, como ABCDFEGH e ABCDIJKL sao paralelepipedos, segue que os pa-
ralelogramos EF1J e KLHG sao congruentes. Pelo mesmo fato, sdo congruentes os tridngu-
los: AJE e BGK; DIF e CLH e os paralelogramos: BCHG e ADFE; ADIJ e BCLK. Como

10



4 B

Figura 2.4: Segmento EF comum aos paralelepipedos ABCDEFGH e ABCDEF1J.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

os sdlidos EFIJAD e GHLKBC tém as faces duas a duas congruentes, temos EFIJAD =
GHLKBC. Dai, segue pelo Axioma II (vide capitulo 2), V(EFIJAD) = V(GHLKBC), como
querfamos mostrar.

3° caso: Os paralelogramos que constituem a face superior possuem intersec¢io vazia como
mostra a Figura 2.6.

Consideremos o caso em que KF < JK. Inicialmente, considere dois pontos, M e N,
pertencentes aos segmentos JK e F G, respectivamente, de modo que MN = AB. De maneira
andloga, fixe os pontos P e O pertencentes aos segmentos /L e EH, respectivamente, de
sorte que PO = DC, PD || MA e CO || BN. Assim, por construgio, obtemos o paralelepipedo
ABCDPMNO (veja Figura 2.7) que, pelos casos anteriores ja provados, possul 0 mesmo
volume que os paralelepipedos ABCDIJKL e ABCDEFGH. Logo,

V(ABCDEFHG) = V(ABCDIJKL).

O caso em que KF > JK, basta escolhermos um certo nimero de paralelepipedos de
modo que podemos recair nos 1° e/ou 2° casos. [

Teorema 2.4 Se paralelepipedos tiverem mesma base e mesma altura, entdo eles tém o
mesmo volume.

Demonstracao: Sejam ABCDIJKL e ABCDPMNO dois paralelepipedos dados como na
Figura 2.8.

Dai, podemos construir um paralelepipedo ABCDEF GH (veja a Figura 2.8) de modo
que suas arestas superiores sdo colineares com as arestas superiores dos outros dois pa-
ralelepipedos. Logo, pelo Teorema 2.3, os paralelepipedos ABCDIJKL, ABCDPMNO e
ABCDEFGH tém o mesmo volume. E, portanto,

V(ABCDIJKL) = V(ABCDPMNO).
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Figura 2.5: Paralelogramo EF LK comum aos paralelepipedos ABCDFEGH e ABCDIJKL.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

A defini¢do a seguir e os resultados associados a mesma serdo fundamentais para de-
monstrarmos que o volume de um paralelepipedo qualquer € igual ao produto da area da base
pela sua respectiva altura.

Defini¢do 2.5 Dois poligonos, P e P, sdo ditos equidecomponiveis quando existem decom-
posigcoes
P=PUPU---UP,

P =PUP,U---UP,

de tal modo que cada poligono P; é congruente ao poligono P/, com i = 1,2,3,...,n. Além

l
disso, exige-se que os poligonos Pys tenham seus interiores, dois a dois disjuntos, o mesmo

ocorrendo com o0s Pil.

Lema 2.1 Se um poligono P é equidecomponivel a um poligono P', e o poligono P' é equi-
decomponivel a um poligono P", entdo os poligonos P e P" também sdo equidecomponiveis.

Demonstracio. Como P é equidecomponivel a P’, segue que existem as decomposigdes
P=PUP,U---UP, e P =P/UPyU---UP,,

tais que P, = P/ para i = 1,2,3,...,n. Isso significa que podemos reorganizar os poligonos
P[,P;,--- P, para resultarem em P ou podemos reorganizar os poligonos Py, P, - , P, para
resultarem em P’. Por outro lado, P’ é equidecomponivel a P”, assim existe uma decompo-
si¢do em poligonos de P’ que, reorganizados, resultam em P”. Mas PUP, U ---U P, resulta
em P’, entdo a unido Py UP, U--- U P, pode ser decomposta em poligonos menores ainda, ou
ndo, de modo que essa nova decomposi¢io forma P”. Logo, P e P’ sdo equidecomponiveis.m

O Lema 2.2, a seguir, é um resultado da Geometria plana que estabelece condi¢des
suficientes para que dois paralelogramos sejam equidecomponiveis. A nota¢do A(ABC) sera
utilizada para indicar a drea do poligono ABC.
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Figura 2.6: Faces superiores dos paralelepipedos ABCDEFGH e ABCDIJKL com intersec-
¢ao vazia.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Lema 2.2 Se dois paralelogramos possuem mesma base e dreas iguais, entdo eles sdao equi-
decomponiveis.

Demonstrac¢io: Sejam ABCD e ABEF dois paralelogramos que tém AB como base comum e
A(ABCD) =A(ABEF). Assim, suas alturas possuem mesma medida, o que implica dizer que
os segmentos CD e EF estio sobre uma mesma reta. Se esses dois segmentos coincidirem,
teremos, entdo, dois paralelogramos congruentes e assim possuem mesma area, provando o
resultado. Agora, se CD + EF tracemos na reta AB, consecutivamente, uma série de segmen-
tos congruentes ao segmento AB. Em seguida, em cada vértice desses segmentos, tracemos
retas paralelas aos segmentos AD e AF formando assim poligonos, conforme mostra a Figura
2.9.

Dessa forma, os poligonos 1, 2, 3 e 4 compdem ambos os paralelogramos ABCD e
ABEF . Logo, esses poligonos sdo equidecomponiveis. [

O lema a seguir é vdlido para quaisquer poligonos de mesma drea. Esse resultado da
Geometria plana é conhecido como Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien (vide [14]). Porém,

neste trabalho, vamos nos restringir apenas a paralelogramos.
Lema 2.3 Se dois paralelogramos possuem mesma drea, entdo eles sdo equidecomponiveis.

Demonstracao: Sejam ABCD e EF GH dois paralelogramos de mesma area, como ilustra a
Figura 2.10.

Sem perda de generalidade, dentre AB, BC, EF e FG, considere AB como o de maior
medida. Conforme mostra a Figura 2.11, considere o ponto P pertencente a reta GH em que
P estd situado a esquerda de H, de modo que PE =AB, e seja v a circunferéncia de raio AB
e de centro E.

Como AB > EH, entio teremos dois pontos de intersec¢do da circunferéncia com a
reta GH. Dai, temos que o paralelogramo EF QP tem um lado comum e mesma area que
o retangulo EFGH, que também € um paralelogramo. Pelo Lema 2.2, segue que EFGH e
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Figura 2.7: Construcao do paralelepipedo ABCDPMNO.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

EF QP sao equidecomponiveis. Analogamente, EF QP e ABCD s@o equidecomponiveis. E
segue do Lema 2.1, que ABCD e EF GH s@ao equidecomponiveis. [

Retomando para a Geometria espacial, verificaremos agora que se dois paralelepipedos
possuirem mesmas alturas e mesmas bases serd suficiente para que estes possuam mesmo
volume.

Teorema 2.5 Se dois paralelepipedos possuem mesma altura e bases com a mesma drea,
entdo eles tém o mesmo volume.

Demonstracio: Sejam P e P’ dois paralelepipedos com a mesma altura e bases B ¢ B/,
respectivamente, com mesma drea, conforme ilustra a Figura 2.12.

Como B e B’ ttm a mesma area, segue do Lema 2.3 que B e B’ sdo equidecomponiveis,
ou seja, € possivel escrever B = B;UB, U --UB, como unido de n partes disjuntas, de modo
que B =By UBU---UB,. Assim, podemos decompor os paralelepipedos P ¢ P’ em n
outros paralelepipedos P;,P»,---,P,, com a base de P, sendo B; parai = 1,...,n, e tais que
P=PUPU---UP,e PP=P UP,U---UP, onde para, i # j, os paralelepipedos P, P; tém
uma face em comum ou intersec¢io vazia. Dai, segue do Axioma III que P e P’ tém 0 mesmo
volume. [

Teorema 2.6 O volume de um paralelepipedo é igual ao produto da drea da base pela sua
respectiva altura.

Demonstracao: Considere um paralelepipedo ABCDEFGH de base ABCD e altura h, con-
forme ilustra a Figura 2.13.

Considere r, s e ¢, retas contidas no plano ABCD, de sorte que, r € perpendicular ao
segmento AB e passa por A, s € perpendicular ao segmento AB e passa por B, t ¢ paralela
a AB passando por D e C e intersecta as retas r € s nos pontos A’ e B', conforme mostra a
Figura 2.14.

Agora, tracemos dois planos perpendiculares & base ABCD: o que passa por AA e
B que passa por BB’. Assim, fixando A{,C;,B; e D; como as interseccdes entre as retas
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Figura 2.8: Paralelepipedos com mesma base e mesma altura.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

FG e EH com os planos « e 3, obtemos um paralelepipedo retingulo ABCDB|A|C D
que possui base ABB’A’ com mesma area que o quadrildtero ABCD (base do paralelepipedo
ABCDEF GH) e mesma altura h do paralelepipedo ABCDEFGH (veja a Figura 2.14).

Logo, pelo Teorema 2.5, os paralelepipedos ABCDB1AC1D; e ABCDEF GH possuem
o mesmo volume. Segue do Teorema 2.1 que

V(ABCDEFGH) = V(ABCDBA|C1D1) = A(ABB'A") -h = A(ABCD) - h,

isto é,
V(ABCDEFGH) = A(ABCD) - h,

como querfamos mostrar.
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Figura 2.9: Paralelogramos ABCD e ABEF com mesma base e areas iguais.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Figura 2.10: Paralelogramos ABCD e EF GH com mesma area.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

E F

Figura 2.11: Circunferéncia de raio AB e de centro E.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.
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Figura 2.12: Bases B ¢ B’ com mesma drea.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Figura 2.13: Paralelepipedo ABCDEF GH de base ABCD e altura h.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.
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Figura 2.14: Constru¢do do paralelepipedo ABCDB{ACD;.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.
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Capitulo 3

Volume da piramide e do cone

Neste capitulo, usaremos o método da exaustdo para calcular o volume da pirdmide.
Para o volume do cone, faremos uso do conceito de supremo de um conjunto. Ao final,
demonstraremos a férmula para o calculo do volume de um tronco de cone que serd funda-
mental para calcular o volume da esfera no capitulo seguinte. Aqui, utilizamos as referéncia

[11, [2], [3], [4], [S] e [13].

3.1 Volume do prisma

Apesar de ndo abordarmos neste trabalho a férmula para o cédlculo do volume do ci-
lindro (para este caso vide [1]), iniciamos este capitulo com a definicdo do mesmo com o
objetivo de definir prisma como um caso particular de cilindro.

Definicao 3.1 Sejam F uma figura plana contida em um plano ® e g um segmento de reta
ndo paralelo a este plano. A reunido de todos os segmentos de retas com origem em F,
paralelos e congruentes a g é chamada de cilindro C, de base F e geratriz g.

Definicao 3.2 Quando a base do cilindro é um poligono, denominamos esse solido de prisma.
A Figura 3.1 ilustra exemplos de cilindro e de prisma.

Teorema 3.1 O volume de um prisma de base triangular é igual ao produto da drea da base
pela respectiva altura.

Demonstracao: Seja ABCA|B1C; um prima de base ABC e altura h. Tracando as paralelas
convenientes, completamos o prisma, conforme mostra a Figura 3.2, e formamos o paralele-
pl’pedo ABDCA]B] D] C] .

Como em paralelogramos os lados opostos sdo congruentes, segue que O prisma
BCDB|C D agregado é congruente ao prisma inicial ABCA|BC e, pelo Axioma II (vide
capitulo 2), esses prismas t¢ém o mesmo volume. Note que a diagonal BC do quadrilitero
ABDC o divide em dois tridngulos congruentes: ABC e DBC. Dai, A(ABDC) = 2-A(ABC).
Pelo Teorema 2.6, o volume do paralelepipedo ABCDABC;D; é dado por

V(ABCDAB|C\D;) = A(ABCD) -h =2-A(ABC) - h. 3.1)
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Figura 3.1: Cilindro de base F e prisma de base Fj.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Por outro lado,
V(ABCDA|B|C1D,) =2-V(ABCABC)). (3.2)
De (3.1) e (3.2), temos
2-V(ABCA|BC) =2-A(ABC) - h,

donde
V(ABCA B C)) =A(ABC) - h,

como querl’amos demonstrar. ]

3.2 Volume da piramide

Antes de definir cone e, consequentemente, piramide, vejamos a defini¢do de poligono
convexo.

Definicao 3.3 Sejamn € N, comn > 3, e A,As,--- ,A, pontos distintos do plano. Dizemos
que A1A; ... A, é um poligono (convexo) se, para 1 < i < n, a reta AjA;11 ndo contém
nenhum outro ponto Aj, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela
determina (aqui consideramos A| = A1)

A Figura 3.3 ilustra exemplo de poligono, ndo-poligono e poligono convexo.
Os pontos Ay,A,...,A, s@o os vértices do poligono; os segmentos A1A,, AyAs, ...,
An_1Ay, AyA1 (ou, por vezes, seus comprimentos) sao os lados do poligono.

Definicao 3.4 Um cone K, tendo como base uma figura plana F, e como vértice o ponto V
situado fora do plano de F, é a reunido dos segmentos de reta que ligam o ponto V a todos
os pontos de F.
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Figura 3.2: Prisma ABCAB;C e paralelepipedo ABCDAB1CD;.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

O plano F, que contém a base do cone K, serd considerado horizontal. A distancia do
vértice V a este plano chama-se altura do cone.

Definicao 3.5 Um cone cuja base é um poligono convexo chama-se pirdmide.

A Figura 3.4 ilustra exemplo de cone e uma piramide de base pentagonal.

Neste trabalho, iremos abordar apenas piramides cuja base é um poligono convexo.
As faces laterais de uma pirdmide qualquer sdo triangulos. Uma pirdmide cuja base tam-
bém € um tridngulo chama-se tetraedro ou piramide de base triangular ou simplesmente
piramide triangular.

As demonstra¢des do Teorema 3.2 e do Lema 3.1 a seguir serdo omitidas, mas caso o
leitor tenha interesse poderd encontra-las em [12]. Esses resultados serdo importantes para
demonstrarmos o Teorema 3.3.

Teorema 3.2 (Teorema da base média) Seja ABC um tridngulo qualquer. Se MN é a base
média de ABC relativa a BC, entdo a reta MN ¢ paralela a reta BC. Reciprocamente, se pelo
ponto médio M do lado AB tracarmos a paralela ao lado BC, entdo tal reta intersecta o lado
AC em seu ponto médio N. Ademais, em qualquer um dos casos acima, temos

 p—
N = =BC.
2

Lema 3.1 Dois planos distintos & e B sdo paralelos se, e somente se, existirem retas r,s C Q,
concorrentes e paralelas a 3.

Na demonstracdo do resultado a seguir, que serd fundamental para demonstrarmos o
Teorema 3.3, utilizaremos o Método da Exaustdo. Essa prova que faremos, em linguagem
moderna, foi dada por Euclides em um de seus livros (livro XII) de sua célere obra Os
Elementos (vide [5]).

Teorema 3.3 Pirdmides triangulares de mesma altura e cujas bases tém mesma drea tém,
necessariamente, o mesmo volume.
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A Ay Ay

A;
nao poligono 1 Ay
> poligono nao convexo
Ay
A As
A3 A4

poligono convexo

Figura 3.3: Exemplos de poligonos e ndao-poligonos.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Demonstracdo. Sejam ABCD e A’B'C'D’ duas pirdmides de mesma altura &, cujas bases
BCD e B'C'D’ ttm a mesma drea. Sejam E,F,G,H,J,K os pontos médios das arestas de
ABCD.

Podemos decompor a piramide ABCD em quatro partes: as pirdmides menores
P =AEFG e P, = FBKH e dois prismas triangulares 7y = EFGJHC e T, = DJHKFG,
conforme mostra a Figura 3.5.

Afirmacao 1: As piramides P; e P> sdo congruentes.
Como F é o ponto médio de AB, segue que BF = FA. Uma vez que F e G sdo os pontos

médios das arestas AB e AD tem-se, pelo Teorema da base média, que FG = EIE e FG é

paralelo a BD. Dai, e como K é o ponto médio de BD, temos que FG = BK ¢ FBK = AFG.
Assim, pelo caso LAL os tridngulos AFG e FBK sao congruentes, isto ¢, AAFG = AFBK.

Com um raciocinio andlogo ao que fizemos acima, mostra-se também que:
AAEF = AFHB, AAEG = AFHK e AEFG = AHBK. Como as pirimides P; e P, tém suas
faces duas a duas congruentes, segue que P; = P>, mostrando, assim, a Afirmacgdo 1. E pelo
Axioma II (vide capitulo 2)

V(P) =V (P). (3.3)

Com uma argumentacao andloga a da prova da Afirmacdo 1, mostra-se que: AIDK =ACJH =
AKHJ. Assim, a area do paralelogramo DJHK ¢é o dobro da area do tridngulo CHJ, isto &,

A(JHKD) = 2-A(CHJ). (3.4)

Se ao prisma 7» juntarmos outro prisma 7> congruente a 7> (veja a Figura 3.6) obtemos
um paralelepipedo P’, onde V(P') =2-V(T7).

Por outro lado, P’ tem a mesma altura que o prisma 77 com base CHJ. Dai, observando
que a base de P’ é dada por JAKD, segue de (3.4) que V(P') =2-V(T}). Logo,

V(B) = V(T). (3.5)
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Figura 3.4: Cone de base F e vértice V e piramide de base F’ e vértice V'.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Ademais, como P; e T t€m a mesma base EF G e a mesma altura, segue que
V(P) <V(T), (3.6)

pois 71 é um prisma, enquanto que P; € uma piramide. Combinando as igualdades (3.3) e
(3.5), temos

V(ABCD) = V(P\)+V(P)+V(T})+V (D)

= 2V(P)+2V(T)
donde,
V(P)+V(T)) = @.
Deste fato, segue de (3.5) e (3.6) que
V(ABCD)

V(T1 U Tz) = V(Tz) +V(T1) > (3.7

2 ?
isto é, o volume da unido 77 U T, € maior do que a metade do volume da piramide ABCD.

Analogamente ao que foi feito com a pirdmide ABCD, podemos dividir A’B'C’'D’ em
duas pirdmides P| e P, congruentes, isto &,

Pl =P, (3.8)
e dois prismas 7| e T,, de modo que
V(A'B'C'D
V(T{UT)) > % e V(T}) = V(T{). (3.9)

Afirmacéo 2: 7/ e T} t8ém a mesma altura.
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Figura 3.5: Piramides ABCD, AEFG e FBKH e prismas T} e T5.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

E
F G
H ‘ .
D
K

Figura 3.6: Prismas T;,T» e T5 e paralelepipedo P'.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

O plano que contém EF G é paralelo ao plano que contém CBD, pois EF ||CB e EG||CD
e os segmentos EF e EG concorrem no ponto E (vide Lema 3.1). Como as alturas de P e
P, sdo iguais, pois sdo congruentes, e as alturas de P> e 71 também sdo iguais, segue que as
alturas de Py e T7 sdo iguais. Isso nos garante que a distancia entre os planos EFG e BCD € a
metade da altura 1 de ABCD. Agora, uma vez que as alturas das pirdmides ABCD e A’/B'C'D’
sd0 iguais a h, temos também que a distancia entre EFG e B'C’'D’ é igual a metade de h (veja
a Figura 3.7).

De modo analogo ao que foi feito com a piramide ABCD, o plano E'F’G’ é paralelo ao
plano B'C'D’ e dista de B'C'D’ a metade de h. Isso completa a prova da Afirmagao 2.

Agora, usando (3.4) e o fato de que ACHJ = AHBK temos

A(BCD)=4-A(CHJ). (3.10)
De modo anélogo,
AB'C'D)=4-A(C'H'J). (3.11)
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Figura 3.7: Piramides ABCD e A'B'C'D’ de alturas h e I, respectivamente.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

De (3.10) e (3.11), e pelo fato de que as piramides ABCD e A’B'C'D’ possuem bases com
mesma area, tem-se

A(CHJ) =A(C'H'J). (3.12)

Desse fato, da Afirmacdo 1 e da congruéncia (3.8) segue que as bases das piramides
menores Pj, P, P| e P; possuem mesma drea. Ainda pela igualdade (3.12), concluimos que
os prismas 7 e T; possuem mesma drea da base e, pela Afirmacdo 2, 7 e T; possuem o
mesmo volume. Dai, usando (3.5) e (3.9), segue que os prismas 77, 7>, Tl’ e T2’ possuem o
mesmo volume.

Assim, é possivel repetirmos esse processo de modo indutivo, dividindo as pirdmi-
des menores (P, P>, P| e P}) da mesma forma (ja que todas essas pirimides tém sempre a
mesma drea da base e alturas em comum), de modo que mais da metade de seus volumes
sejam cobertos pela unido de dois prismas. Ademais, os prismas obtidos nessas decomposi-
coes sempre t€m o mesmo volume. Entdo, a possivel diferenca dos volumes das pirdmides
correspondentes estaria nas piramides menores a cada decomposi¢do, desde que repetida o
mesmo nimero de vezes em cada pirdmide original.

Sejam V =V (ABCD) e V' =V(A’B'C'D’). Se V > V', entdao V —V' > 0, ou seja, a
diferenga V — V' € um nimero positivo. Uma vez que os prismas resultantes a cada decom-
posi¢cdo possuem volume maior do que a metade do volume da pirdmide inicial (vide (3.7) e
(3.9)), percebemos que as pirdmides menores, parte residual que resultam de cada processo
de decomposic¢do, tém cada vez volumes menores que a metade do volume da pirdmides ini-
ciais. Assim, podemos realizar o procedimento descrito acima e conseguir uma parte residual
em cada pirdmide original que seja menor do que o niimero ¢ =V —V’, ou seja, existiriam
nimeros a = parte residual de V, b = parte residual de V' tais que a < c e b < ¢, que é um
absurdo uma vezque c=a—bouc=>b—a.

De modo analogo, considerando o caso em que V' > V, também chegamos a uma
contradi¢do. Portanto, V =V’. n
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Teorema 3.4 Uma piramide triangular tem volume igual a um terco do volume de um
prisma triangular de mesma base e mesma altura.

Demonstraciao. Seja P = DEFB uma pirdmide triangular e seja 7 o prisma triangular
ABCDEF, com mesma base e mesma altura que P. Desse modo, podemos dividir o prisma
T em trés piramides: P, P = ABCF e P, = ABDF (veja a Figura 3.8).

C

Figura 3.8: Prisma T e piramides P, P = ABCF e P, = ABDF.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

As pirdmides P e P; ttm mesma altura e, pela defini¢do de prisma, os tridngulos ABC
e DEF sdo congruentes e, assim, possuem a mesma area. L.ogo, pelo Teorema 3.3, temos

V(P)=V(P). (3.13)

Por outro lado, uma vez que o paralelogramo ABED ¢ a unido dos tridngulos BDE e ABD,
que sdo as bases das piramides P e P», respectivamente, a distancia do ponto F (vértice das
piramides P e P») ao plano que contém o paralelogramo ABED pode ser considerada como
altura comum das pirAmides P e P,. Além disso, como ABED é um paralelogramo e BD é
uma de suas diagonais, seque, pelo caso LLL, que AABD = AEDB. Assim, os tridngulos
ABD e BDE possuem a mesma drea. Por estes fatos, concluimos, do Teorema 3.3, que

V(P)=V(P). (3.14)
Como V(T) =V (P)+V(P)+V(P), segue, de (3.13) e (3.14), que
wmzévgy

Ou ainda, como o prisma 7T e a piraimide P t€m mesma altura e mesma 4rea da base, sendo b
a drea da base de P e h a sua altura, segue, do Teorema 3.1, que
1

V(P)=3-b-h.
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Teorema 3.5 O volume de uma pirdmide qualquer é um terco do produto da drea da sua
base pela respectiva altura.

Demonstraciao. Sejam P uma piramide de altura /& e P, o poligono de n lados que compde
sua base. Considere O um ponto qualquer interior a P, ¢ b a area da base de P. Sendo
A1,As,... A, os vértices de P,, entdo podemos decompor P, em n tridngulos dois a dois
disjuntos, sdo eles: OA1A>, OA7A3,...,0A,A . Se b; € a drea do i-ésimo tridngulo, entdo

Sendo T; o i-ésimo tridngulo, podemos ver P como a unido disjunta de »n piramides,
P,i=1,2,...,n, onde cada uma t€m 7; como base. Dai, e do Axioma III (vide capitulo 2),
temos

V(P) = iv(é).

Como as piramides P; tém a mesma altura /4, pelo Teorema 3.4, temos que

1 1 1
V(P)= < -bih+ 5 -boh+---+ = - byh.
[ : P
Como 3 -h € comum a todas as parcelas acima, podemos reescrever a ultima igualdade da
seguinte forma

1
V(P)== -h(by+by+---+by) :§-bh,

W =

como queriamos mostrar. ]

3.3 Volume do cone

Para deduzirmos a férmula do volume do cone, precisamos de dois resultados auxilia-
res. As demonstragdes dos mesmos podem ser encontradas em [2] (Lema 3.2) e [11] (Lema
3.3).

Lema 3.2 Seja P, um poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio
r. A drea de P, é dada por

. senx .
Lema 3.3 Para x > 0, bem proximo de zero, temos —— bem proximo de 1, e menor que 1,
X
isto é,
senx senx
—=x1l e — <1,
X X

parax~0ex>0.
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: ‘o . senx
O Lema 3.3 nos diz que quando x assume valores proximos de zero, o quociente ——
X

se aproxima de 1 e nunca assume o valor 1.

Sendo C um cone e P, uma piramide cuja base € um poligono regular de n lados,
inscrito na base de C, a fim de calcular o volume de C, percebemos que conforme o nimero
de lados do poligono da base de P, aumenta, o volume de P, se aproxima cada vez mais do
volume de C. Essa ideia € a que iremos utilizar para provar o Teorema 3.6, a seguir, que nos
diz como calcular o volume de um cone de base circular.

Essa demonstragdo segue as mesmas linhas que aparecem no trabalho de ALVES (vide
[1]) e SILVA (vide [15]). Dessa forma, a prova do resultado que segue terd as mesmas linhas
do que foi feito por ALVES e SILVA na demonstracdao do volume do cilindro circular reto e
inclinado.

Teorema 3.6 O volume do cone C de altura h e base circular com centro O e raio r, é dado
por um terco do produto da drea da base pela altura, ou seja,

1
V(C) = 57zr2h.

Demonstracio. Seja P, uma piramide cuja base € um poligono regular de n lados, inscrito
na base de C.

Figura 3.9: Caso particular de uma pirdmide de base hexagonal inscrita no cone C.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Considere X o conjunto de todos os poliedros retangulares R contidos em C. Vimos no
capitulo 2 que

V(C) = Isqtg;V(R).

Note que para cada R € X existe ng suficientemente grande, tal que R C P,; C C. Dai, e do
Axioma IV (vide capitulo 2), segue que

V(R) < V(By) <V(C). (3.15)
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Mostraremos agora que sup V(R) < supV (B,). Com efeito, suponha, por absurdo, que
ReX neN

supV(R) > supV (P,).
ReX neN

Assim, existe Ry € X tal que

V(B,) <supV(P,) <V(Rg),VneN,
neN

que € uma contradi¢do, de acordo com (3.15). Logo,

supV(R) < supV(B,). (3.16)
ReX neN

Por outro lado, temos que

supV(R) > supV(P,).
ReX neN

De fato, desde que P, € X, o supremo do conjunto {V(R);R € X} é uma cota superior para
o conjunto {V (B,);n € N}. Logo, pela defini¢do de supremo, temos

supV(R) > supV (B,). (3.17)
ReX neN

De (3.16) e (3.17)
supV(P,) = supV(R), (3.18)
neN ReX

deste feito,

V(C) =supV(P,).
neN

Agora, iremos utilizar a igualdade anterior para provar, finalmente, que
1

V(C) = §7rr2h.

Com efeito, do Teorema 3.5 e do Lema 3.2 temos que o volume de P, é dado por

11 2
V(B) = gihnrzsen (_ﬂ) .

n
2n 2n )
Como — > 0 e — =~ 0, para n suficientemente grande, segue, do Lema 3.3, que
n n
1 sen(2%) 1 1
V(P) = gﬂhrz ( 27”" ~ §m2h e V(R)< gmzh, (3.19)

para n suficientemente grande.

Afirmamos que §7rr2h ¢ a menor das cotas superiores para o conjunto {V(B,);n € N}.
De fato, dado € > 0, existe, por (3.19), nyp € N tal que

1
0< gnrzh— V(Py,) <€,
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isto é,

Logo,
supV(PB,) = =mrh,
neN 3
o que implica de (3.18) que
V() = s,
como queriamos mostrar. ]

Para atingir nosso objetivo do préximo capitulo, necessitaremos da férmula para o
célculo do volume do tronco de cone cuja base € um circulo. Por isso, nos restringiremos
apenas a cone de base circular na definicdo a seguir.

Definicao 3.6 Sejam K um cone de base circular C, o0 um plano paralelo ao plano da base
de K ndo contendo C, C' a intersecgéo de o, com K e T' a parte de K entre C e C'. Denomina-
se tronco de cone a figura espacial formada por T', C e C'.

Figura 3.10: Tronco de cone formado por 7', C e C’ obtido a partir do cone K.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Observando a Figura 3.10, notamos que o plano a dd origem a um outro cone K’ de
base C'. Além disso, todo tronco de cone é obtido através de um cone. Na defini¢do anterior,
o tronco possui bases menor e maior: C’ e C, respectivamente. A distancia entre C e C' é
denominada a altura do tronco de cone. Observamos que, como C e C’ sdo circulos, cada
base do tronco terd um respectivo raio.

Teorema 3.7 O volume do tronco de cone (Vrc) de altura h, raio da base menor r e raio da
base maior R é dado por

Th
Vre = ?(Rz—}—R-r—}—rz).
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hl

C

Figura 3.11: Cones K e K’ de bases C e C’, respectivamente.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Demonstracdo. Sejam C e C’ as bases maior e menor do tronco, respectivamente, € V o
vértice do cone K’ de base C' que completa o tronco e forma um cone K de vértice V e base
C. Sejam O e O’ o centro de C e C', respectivamente, e /' a altura do cone K.

Assim, a altura do cone K’ é dada por i’ — h. Considere, agora, ¢ a reta que passa por
O intersectando C em I e ¢’ a reta que passa por O’ paralelamente a r e intersecta C' em I’
(veja a Figura 3.11). Note que o tridngulo VO'I’ é semelhante, pelo caso AA, ao tridngulo
VOlI, isto é, VO'I' ~ VOI. Dai, temos

VO’_O’I’(:)h’—h r
VO 0Ol W R

consequentemente
R(W —h) =rh < Rh —rh' = Rh

e, portanto,

Rh

W=
R—r

(3.20)

Além disso, Vrc =V (K) —V (K’). Por esses fatos, segue do Teorema 3.6 e da igualdade
(3.20) que

v Th'R> (W —h)r?
TC — 3 3

_ T Rh R’ — R_h_h P2
3|R—r R—r

B wh 3 m (m )
assim,
mh
Vic = R [R*—1]. (3.21)



Como R® —r3 = (R—r)(R>+R-h+r?), segue de (3.21), que

Th

3(R_r)(R—r)(R2+R-h—|—r2),

Vre =

donde "
T
Vre = ?(szLR-thrz)7

como queriamos mostrar.
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Capitulo 4

Volume da esfera

Neste capitulo, faremos uso de duas féormulas de somas, dos n primeiros termos e dos
quadrados dos n primeiros ndmeros naturais, e utilizaremos o Principio de Inducao Finita
para demonstrar essas formulas. A desigualdade das médias aritmética e geométrica (Lema
4.1) também sera crucial para chegarmos no Teorema 4.1 (Volume da esfera).

A demonstracdo da férmula para o calculo do volume de uma esfera, da forma como
fizemos, ndo € encontrada na Literatura. Nossa ideia foi utilizar a desigualdade das médias
junto ao conceito de supremo de um conjunto para chegarmos em tal resultado. Porém,
essa demonstracdo que fizemos foi baseada nas referéncias [1] e [9]. No presente capitulo,
utilizamos as referéncias [1], [8], [9] e [10].

4.1 Preliminares

O lema a seguir € um resultado cldssico conhecido na Literatura como a desigualdade
das médias geométrica e aritmética. O caso de que tratamos, que € o de nosso interesse, é
o em que sdo considerados apenas dois termos, uma vez que o resultado também pode ser
demonstrado para o caso em que ha n termos.

. . o . ~ X+ P
Lema 4.1 Sejam x,y niimeros reais ndo-negativos. Entdo, /xy < Ty Além disso, a

igualdade ocorre se, e somente se, x = y.

Demonstracao. Sabemos que para quaisquer que sejam x,y € RT tém-se

(Vx—/y)* > 0. Dai,

(VX= ) =x=2vx/y+y > 0= 2/x/y < x+,

donde
X+y

NoEtacs

X+
Agora, se /xy = Ty, entao

x+y _x2+2xy+y2

= (5 )2 5 gt

= x2+2xy+y2 = 4xy
= x> —2xy+)y*=0,
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donde
(x—y)2:0:>x:y.

Reciprocamente, se x =y, temos que

2
\/x——x;y:\/?—?x.

Como x,y sdo reais ndo-negativos, segue que

X+y
——=x—x=0,
2
consequentemente,
_ Xty
V=T
como queriamos mostrar. [}

Como consequéncia do Lema 4.1, temos o Lema 4.2 a seguir cuja prova serd omitida
por fazer uso do conceito de limite que foge do escopo deste trabalho. No entanto, é um

resultado intuitivo, uma vez que temos o Lema 4.1 (desigualdade das médias aritmética e
X+

Yy 4 4
somente quando x = y, € natural se pensar que quando x é
+y

geométrica), pois, se /Xy =

. L. X
proximo de y teremos ,/xy proximo de

Lema 4.2 Se x é suficientemente proximo de y, entdo /xy é suficientemente proximo de

xX+y . ,
y,lstoe,

x%y:ﬁ%)%.

O Lema 4.1 nos diz que a média aritmética de quaisquer dois nimeros reais nao-
negativos € sempre maior ou igual que a média geométrica desses nimeros, enquanto que
o Lema 4.2 nos informa que se dois nimeros reais quaisquer sao suficientemente préximos,
entdo a média aritmética serd suficientemente proxima da média geométrica.

Para a prova dos lemas a seguir, que também serdo importantes para demonstrarmos a
férmula para o cdlculo do volume da esfera, faremos uso do

Principio de Inducdo Finita. Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero natural n.
Suponhamos que:

(i) P(1) é vdlida;
(ii) Paratodo n € N, a validade de P(n) implica a validez de P(n+1).

Entdo, P(n) é vdlida para todo n € N.

A verificagdo de que P(1) € vdlida costuma ser chamada de caso base de uma demons-
tracdo por indugdo, enquanto a demonstracdo de que a validez de P(n) implica a validade de
P(n+ 1) é chamada de passo de inducdo. Na condigdo (ii), a validez de P(n) é chamada de
hipotese de indugao.
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n(n+1)

Lema 4.3 A soma dos n primeiros niimeros naturais é dada pela expressao , isto €,

ik: n(n+1)'
k=1 2

Demonstracdo. Note que, P(1) é vdlida, pois

1_1-2_1-(1+1)
2 2

Agora, suponha que P(n) seja vélida, ou seja, que

n(n+1)

1424 .eidpn—=
+2+4-+n 5

4.1

para algum n € N. Provaremos, agora, que P(n+ 1) também ¢é valida. Com efeito, usando a
hipétese de inducgdo (4.1), temos

n(n+1)
2

142+ 4n+(n+1)= +(n+1). 42)

Por outro lado,

1 1 2
nin+ )+(n+1):(n+1)(’3+1>:w. 4.3)
2 2 2
Usando (4.2) e (4.3), obtemos
n+1)(n+2
1+24---+n+(n+1)= %
e, portanto, P(n+ 1) também é vilida. Logo, pelo Principio de Indu¢@o Finita
n
1

Zk: n(n+ ),VHEN,

k=1 2
como queriamos demonstrar. ]

Lema 4.4 A soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais é dada pela expressdo
n(n+1)(2n+1)

6

, OU seja,

< 2 n(n+1)2n+1)
L 6

Demonstracdo. Observe que P(1) é valida. De fato, uma vez que

oo 23 L+ DE 141
6 6 ’

35



P(1) é vélida. Agora, suponha a propriedade vilida para n, isto €,

(241
21232y g2 Mt )6(”+ ). (4.4)

Provaremos que P(n+ 1) também é vilida. Com efeito, usando a hipétese de indugdo (4.4),
temos que

n(n+1)(2n+1)

P+22 437+ 4+ (n+1)° = 6 (nt 1) (43)
Por outro lado,
n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2 = (n+1) -@4—@4—1)}
e :2n2+n;—6n+6}
= (nt 1) :2"2+4n6+3n+6}
— (1) :2"(“2);3("”)],
logo, |
n(n—|—1)6(2n+1) )= (n+1)(2n6+3)(n+2)_ (4.6)
De (4.5) e (4.6),

2 (n+1)2(n+1)+1](n+2)

124224324+ 42+ (n+1) c

e, portanto, P(n+ 1) também ¢é vdlida. Logo, pelo Principio de Indug@o Finita, temos que

& 2 nin+1)(2n+1)
z 6

para todo n € N, como queriamos demonstrar. [

4.2 Volume da esfera

O objetivo desta secdo é demonstrarmos a férmula para o cdlculo do volume da esfera.
Para esse feito, utilizaremos os resultados da se¢do 4.1 como também o embasamento tedrico
feito nos capitulos 2 e 3. Agora, definamos esfera.

Definicao 4.1 Sejam Cy um ponto do espaco e r um niimero real positivo. Chama-se esfera

de raio r e centro Cy o conjunto de pontos do espago que equidistam de Cy a uma distancia
r.
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Se a é um plano qualquer que passa pelo centro da esfera, entdo a divide a mesma
em duas partes congruentes e, portanto, de mesmo volume, sendo cada parte dessa divisdo
denominada semi-esfera.

Para demonstrarmos a férmula para o célculo do volume da esfera, Teorema 4.1 a
seguir, de raio R e centro Cy, iremos aproximar a semi-esfera por uma unido de troncos de
cone {T;}'s da seguinte forma:

dividimos o raio R em n partes congruentes obtendo os pontos C1,Cs,...,C,. (4.7)

Entdo o i—ésimo tronco 7; possui centro nas bases maior e menor como sendo, C; e
Ci_1,parai=1,2,3,...,n, respectivamente. As bases dos n troncos serdo paralelas ao plano
que contém o circulo da base da semi-esfera e perpendiculares ao raio R, ortogonal a este
plano (veja a Figura 4.1).

Figura 4.1: Esfera de centro Cj e raio R fatiado em n = 5 partes congruentes.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Quanto maior for a particdo (o valor de n) mais a soma dos volumes dos troncos se
aproximard do volume da esfera. Faremos o procedimento do pardgrafo anterior com a
semi-esfera no intuito de calcular seu volume e depois multiplicarmos por dois e, assim,
obter o volume da esfera.

A demonstragdo do Teorema 4.1, a seguir, ndo € encontrada na Literatura, mas é uma
ideia baseada nas referéncias [1] e [9].

4R
Teorema 4.1 O volume de uma esfera de raio R é dado por

Demonstracao: Seja S uma semi-esfera de centro Cy e raio R > 0 e seja X o conjunto de
todos os poliedros retangulares R contidos em S. Vimos no capitulo 2 que

V(S)= IselégV(R).
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Se T, € aunido de n troncos de cones contidos em S dados como (4.7), entdo pode-se mostrar,
analogamente ao feito para o cone no capitulo 3, que

sup V(R) = supV (T,),
ReX neN

e, consequentemente,

V(S) =supV(T,). (4.8)
neN

Sejam Ry e ry o raio maior e menor do k—ésimo tronco, respectivamente. Observe que

- —— R .
CoCy_1 = —(k—1) e CoCr = —k. Deste modo, ry serd um dos catetos do tridngulo retdngulo
n n
. R . =" A
de hipotenusa R e segundo cateto —k, enquanto R, serd um dos catetos do triangulo retangulo
n

R
de hipotenusa R e segundo cateto —(k — 1) (veja a Figura 4.2).
n

Figura 4.2: k—ésimo tronco de cone.

Fonte: Préprio autor no software Geogebra.

Entao, por Pitdgoras, temos

2 2
R R
R = (—k) + () = =R* = 512,
n
isto é,
k2
2 2
=R (1—-— ). 4.9
De modo andlogo, para Ry, temos
2 2
R k—1
R® = [—(k—l)} +(R)? = R; =R* [1—( 2) } (4.10)
n n
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) . R . .
Note que a altura de cada tronco de cone é constante e igual a —. Assim, se V. € o
n

volume do k—ésimo tronco, entdo de (4.9), (4.10) e do Teorema 3.7, temos

R k—1)>2 k—1)2 k2 k?
yo= g (o k17 +R2\/1—( )\/1——+R -1,
3n n? n? n?
ou ainda
nR3 (k—1)2 \/ (k—l)z\/ k> K>
== (1= 1— - =+ (1=-=].
Ve 3n [( n? >+ n? n2+ n?

k—1)? k*
( nz) ebkzl—;,temosque

Fazendo a;, =1 —

TR3
V= (

ak+\/_\/_+bk> @.11)

Pelo Lema 4.1, temos

ai,+b ar,+b
Vagy/ b < kz Yo Va/be+ag+ b < X 4 ap + by,
donde
ak+\/_\/ v+ b < ak+bk) 4.12)

De (4.11) e (4.12),

3
TR’ 3
Vi< —= b
kS o 2(0k+ k)5
ou seja,
R3
Vk§2—(ak+bk), paracadak=1,...,n
n
Assim,
V(T,) = Vi+Va+---4+V,
3 3 3
TR TR
< — b —_— b oot —(a,+ b,
< =, (a1 +b1)+ > (aa+by)+---+ 5 (an+by)
7R’ a1+a2—|—---—|—an+b1+b2+---+bn
2 n n
Logo,

3 n
v(T,) <2 <1Zak+ Zbk> (4.13)

Calculemos as somas Z ai e Z by. Temos que,
k=1 k=1




donde segue-se, pelo fato (k — 1)> = k> — 2k + 1, que
Ya=n— 3} Kty k=7 1.
=1 Ly (L Ly

Utilizando os Lemas 4.3 e 4.4, obtemos

l n(n+1)2n+1) 2nn+1) 1
R — +_2 ,
6 n 2 n

1=
s
[
S
S
\S]

donde

ia —n—l 1—|—l (2n+1)+1
k — 6 n 3

e, portanto,

1 & 1 1 1 1
—Zakzl——(l—i-—) (2+—)+—. (4.14)
6 n n n

Além disso,

Pelo Lema 4.4, obtemos

u 1 n(n+1)2n+1) 1 1
by=n—— =n——|1+-)(2 1
kZ] k=n n2 6 n 6 +l’l ( n+ )7

implicando que
1 & 1 1 1
—Zbk:1——(1+—) (2+—). (4.15)
ni= 6 n n

De (4.13), (4.14) e (4.15)

<[ () () e e () (2]

Sendo assim, para n suficientemente grande, obtemos

V(T)<7IR31 Ly 1] 2zR
=" 3 3 3

, TR3
Com isso, mostramos que

¢ uma cota superior para o conjunto {V (T,,);n € N}.

2R3
Afirmamos, agora, que

€ a menor das cotas superiores para o conjunto

{V(T,);n € N}. De fato, para n suficientemente grande, temos que

ap~ by paracadak=1,...,n,
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pois paracada k =1,...,n temos

0<a,—b,=— + == < =
=tk — Yk n2 n2 n2 = 2

(k=12 K kK*—k*+2k—1 2n—1 2
n n

para n suficientemente grande. Por esse fato, segue do Lema 4.2 que

\/_\/— ak—l—bk k=1,

para n suficientemente grande. Isso signiﬁca que dado € > 0, temos, para n suficientemente
grande, que

0< ak+bk

— /b < &

(aqui estd sendo usado, também, o fato da média geométrica ser sempre menor que a média

3¢
2R3

aritmética, vide Lema 4.1). Assim, fixado € > 0, se considerarmos & =

para n suficientemente grande,

0< Clk—|—bk

—Var\/ bk < 575 (4.16)
2 R
Uma vez que

V(T,) = Zn"jg—m<ak+\/_\/_+bk>

Y
Portanto,

TR® 3ne
3n 27R3’

TR & b
=1

donde

R3 & ap+b, €

V(L) > = ) = (4.17)

- n 2

Por outro lado, de (4.14) e (4.15)

zn:ak—l—bk . [
=1 N 61

()
|
|

I
()
|

Il
)
|

WIN W = W] =
T 1T 1T

(OST I NG
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e, além disso,

wuk

i k+bk

para n suficientemente grande. Desses fatos, dado

€
n__
£ = TR >0,
temos

4 & b
O<__ZM<8”

; (4.18)
3 = on

para n suficientemente grande. De (4.17) e (4.18)

V(T)>7'L'R3 4 e 2R .
" 2 \3 2

para n suficientemente grande. Isso mostra que

2R3

Ce = —£,€>0,

2R3

ndo é mais cota superior para o conjunto {V(7,);n € N} e, assim, segue, do fato de

ser uma cota superior para o conjunto {V(7,);n € N}, que

27R3
V(S)=supV(T,) = 7
neN

Lembrando que V(S) é o volume da semi-esfera. Para obtermos o volume da esfera
multiplicamos V (S) por dois. Portanto,

27rR3_47rR3
3 37

Vesfera =2

como queriamos demonstrar. [
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Capitulo 5

Conclusoes

Podemos perceber que calcular volumes de s6lidos geométricos, em geral, € um pro-
cesso trabalhoso. Porém, para alguns sélidos, esse processo pode ser simplificado através
das férmulas que conduz a tais cdlculos. Determinar essas formulas é algo bem engenhoso,
seja utilizando o Principio de Cavalieri, seja utilizando o procedimento aqui exposto.

Vimos também que utilizar o conceito de poligonos equidecomponiveis para determi-
nar a férmula para calcular o volume de um paralelepipedo qualquer é um processo bem
construtivo e que pode ser utilizado pelos professores do Ensino Médio em sala de aula,
desde que tenham tempo hébil para tal.

A ideia de supremo empregada neste trabalho nos faz olhar de um modo prético, apli-
cada na determinagdo das formulas de alguns sélidos geométricos utilizando as ideias for-
mais de supremo. A ideia de limite também € empregada durante o trabalho, mas de modo
intuitivo e, assim, pode ser trabalhada em sala de aula sem falar, necessariamente, da defini-
cdo de limite.

Além disso, o professor aprofunda seus conhecimentos sobre o conceito de volume
dos principais solidos geométricos e os alunos veem sentido nas férmulas para o calculo
do volume desses sélidos. Isto é, as férmulas ndo sdo simplesmente apresentadas, mas sao
construidas e, portanto, justificadas.

Por fim, enfatizamos que trabalhar Geometria Espacial no Ensino Médio é algo de
suma importancia, uma vez que seus conceitos estao diretamente ligados ao coditiano. Em
particular, é imprescindivel discutir em sala de aula o conceito de volume em sua totalidade.
Ou seja, ndo apenas apresentar as formulas para o célculo do volume dos principais sélidos
geométricos, mas construi-las, junto aos alunos seja utilizando o Principio de Cavalieri ou as
ideias deste trabalho.
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