
UNIVERSIDADE FEDERAL DA CAMPINA GRANDE
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A Deus e à minha famı́lia.



Agradecimentos

Ao Prof. Francisco de Assis de Brito pela orientação estimulante, disponibilidade,

paciência e atenção, tendo um papel fundamental no desenvolvimento deste trabalho,

permitindo realizar um sonho.
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Resumo

Neste trabalho tratamos de soluções de paredes de domı́nios em modelos de cam-

pos escalares reais acoplados que envolve a simetria Z2× Z3 em um modelo não su-

persimétrico. Exploramos a idéia de uma rede de paredes de domı́nios aparecer na

superf́ıcie de uma estrela de sóliton. Considerando isto para um ajuste fino satis-

fatório entre os parâmetros do modelo, podemos encontrar modo zero fermiônico na

rede de paredes de domı́nios. Neste cenário a estrela de sóliton torna-se instável e decai

em part́ıculas livres antes do aparecimento de uma massa limite. Porém se os férmions

não se ligarem à rede de paredes de domı́nios, a rede torna-se neutra, impondo um

valor limite na carga da estrela de sóliton, aumentando lingeiramente a sua massa

cŕıtica. Usamos os efeitos de temperatura finita para controlar esses dois cenários.

5



Abstract

In this work we study domain wall solutions in models of coupled real scalar fields

involving Z2 × Z3 symmetry in a non supersymmetric model. We explore the idea of

a network of domain walls appearing in a surface of a soliton star. Using a fine-tuning

among the parameters of the model, we find a fermionic zero mode in the network of

domain walls. In this scenario the soliton star becomes unstable and decays into free

particles before the appearance of a mass limit. But if the fermions do not bind to

the network of domain walls, the network becomes neutral, imposing a limit on the

charge of the soliton star slightly increasing its critical mass. We use effects of finite

temperature to control these scenarios.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Defeitos topológicos surgem em teoria de campos como soluções clássicas das equações

de movimento. Estes defeitos são classificados de acordo com a simetria do vácuo. Em

modelos com simetria discreta Z2 surgem o que chamamos de paredes de domı́nios.

Quando a simetria presente é de gauge abeliana U(1) obtemos as cordas cósmicas de

Nielsen-Olesen [1, 2] e no caso da simetria de gauge não-abeliana SU(2) aparecem

os monopólos magnéticos de ’t Hooft-Polyakov [3, 4]. Essas soluções são exitações

não lineares da teoria, são estáveis, possuem energia localizada e são conhecidas como

sólitons [5]. Os sólitons foram tratados em teorias de campos pela primeira vez por

Skyrme [6] na investigação de um modelo sigma não-linear. Esses objetos topológicos

têm encontrado aplicações na f́ısica moderna, principalmente na f́ısica da matéria

condensada [7] e na cosmologia [8].

Neste trabalho vamos tratar de soluções tipo defeitos topológicos em modelos de

teorias de campos escalares, com simetrias Z2×Z2 e Z2×Z3. Usaremos três campos es-

calares reais quando tratarmos da simetria Z2×Z3 em um modelo não-supersimétrico,

com a qual trataremos da possibilidade de uma rede de defeito poder viver dentro de

uma parede de domı́nios. O que ocorre é que a simetria Z3 é espontaneamente que-

brada dentro de uma parede de domı́nios o que favorece a formação de junções triplas e

conseqüentimente de uma rede hexagonal dentro de uma parede planar. Outros tipos

de formação de redes ocorrem quando a parede é curva. Especialmente no caso da

simetria Z2×Z3, teremos um cenário interessante, explorando a idéia de uma rede de
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paredes de domı́nios aparecer na superf́ıcie de uma estrela de sóliton. Usando este

modelo é posśıvel levá-lo para o contexto cosmológico. Observamos a possibilidade

desses defeitos capturarem todos os férmions do interior da estrela tornando-a instável

ou não, levando a diferentes cenários cosmológicos.

Temos que a estrela de sóliton apresenta uma dependência com a temperatura ao

introduzirmos no nosso modelo Z2×Z3, efeitos de temperatura finita. Encontramos

uma temperatura cŕıtica, em que podemos observar como se realiza a formação dos

defeitos (rede de paredes de domı́nios) em temperatura finita. Podemos investigar

como a partir de uma dada temperatura a estrutura de uma estrela de sóliton pode

ser afetada pelo ladrilhamento de outro objeto na sua superf́ıcie.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 2, introduzimos o

formalismo lagrangeano da teoria quântica de campos, o fenômeno da quebra espontânea

de simetria, teorema de Goldstone e mecanismo Higgs. No Caṕıtulo 3, exploramos al-

guns conceitos fundamentais sobre cosmologia, o Universo, a sua estrutura e evolução.

Faremos uma breve descrição sobre defeitos topológicos no Universo primordial, mostrando

que os mesmos surgem a partir de modelos teóricos que apresentam quebra espontânea

de simetria e por fim mostrando a construção de paredes de domı́nios com e sem es-

truturas internas. No caṕıtulo 4, exploramos as propriedades de um modelo no qual

uma rede de paredes de domı́nios aparece na superf́ıcie de uma estrela de sóliton e in-

troduzimos os efeitos de temperatura finita, investigando as temperaturas cŕıticas de

formação de cada defeito. Por fim, no Caṕıtulo 5, apresentamos os nossos comentários

finais. A convenção utilizada neste trabalho é h̄ = c = kB = 1.
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Caṕıtulo 2

Quebra Espontânea de Simetria e

Mecanismo de Higgs

Este caṕıtulo introduz o formalismo lagrangeano da teoria quântica de campos, o

fenômeno da quebra espontânea de simetria presente em sistemas f́ısicos, introduzido

na f́ısica de part́ıculas com o intuito de descrever teorias de gauge massivas. Como

veremos neste caṕıtulo, o termo de massa para o campo de gauge não precisa ser

introduzido de forma direta pois ele aparecerá espontaneamente com a quebra de

simetria do sistema.

2.1 Formalismo Lagrangeano em Teoria de Cam-

pos

Em teoria de campos introduzimos a densidade lagrangeana L que é uma função dos

campos ϕi e de suas derivadas ∂µϕi, de onde obtemos a equação de Euler-Lagrange:

∂L
∂φi

− ∂µ

(

∂L
∂(∂µφi)

)

= 0. (2.1.1)

De acordo com o spin das part́ıcula a lagrangeana se modifica. Vamos agora analisar

três casos usando o contexto de teoria quântica de campos.

1) Lagrangeana para um campo escalar de spin 0.

A lagrangeana para um campo escalar φ é dada por:
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L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2, (2.1.2)

Aplicando a equação acima na equação (2.1.1), obtemos a equação de movimento para

o campo escalar φ, dada por:

∂µ∂
µφ+m2φ = 0. (2.1.3)

A equação acima é conhecida como equação de Klein-Gordon, que descreve part́ıcula

de spin 0 e massa m.

2) Lagrangeana para um campo spinorial de spin 1
2

consideremos a seguinte la-

grangeana para o campo ψ

L = iψγµ∂µψ −mψψ, (2.1.4)

onde tratamos o campo ψ e seu adjunto ψ (ψ ≡ ψ†γ0). Aplicando a equação de

Euler-Lagrange a ψ, obtemos:

iγµ∂µψ −mψ = 0. (2.1.5)

A equação acima é a aquação de Dirac que descreve uma part́ıcula livre de spin 1
2

e

massa m. Agora se aplicarmos a equação de Euler-Lagrange a ψ obtemos a equação

de Dirac para o campo adjunto:

i∂µψγ
µ +mψ = 0. (2.1.6)

3) Lagrangeana para um campo vetorial de spin 1 com massa m.

Consideremos um campo vetorial Aµ, descrito pela lagrangeana

L = −1

4
F µνFµν +

1

2
m2AνAν , (2.1.7)

onde F µν = (∂µAν−∂νAµ) é o tensor intensidade do campo de gauge, tal que podemos

escrever(2.1.7), como:

L = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ) +

1

2
m2AνAν . (2.1.8)
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Aplicando a equação de Euler-Lagrange (2.1.1) e o gauge de Lorentz ∂µA
µ = 0, temos

∂µ(∂µAν − ∂νAµ) +m2Aν = 0 =⇒ ∂µF
µν +m2Aν = 0. (2.1.9)

Esta é a equação de Proca que descreve uma part́ıcula de spin 1 e massa m. Nos três

casos apresentados acima existem apenas campos livres, ou seja, as part́ıculas que eles

representam não sofrem interações nem se encontram na presença de qualquer fonte.

2.2 Quebra Espontânea de Simetria

A idéia da quebra espontânea de simetria teve ińıcio por volta de 1960, quando Nambu

[10, 11] e Goldstone [12, 13] perceberam a importância deste fenômeno em f́ısica da

matéria condensada. Em 1964, Higgs [14, 15] mostrou que a conseqüência da quebra

espontânea de simetria em teorias de gauge era muito diferente de teorias que não

apresentavam simetria de gauge. Weinberg [16] e Salam [17], a partir do trabalho de

Glashow, utilizaram a idéia de Higgs em uma teoria de gauge SU(2)×U(1), onde de-

screveram satisfatoriamente a unificação das interações fracas e eletromagnéticas. Este

sistema consolidou-se quando ‘t Hooft [18] provou que esta teoria era renormalizável.

Como veremos neste caṕıtulo, o termo de massa para o campo de gauge não precisa

ser introduzido de forma direta, pois ele aparecerá espontaneamente com a quebra de

simetria do sistema, conforme apontado por Higgs.

O fenômeno da quebra espontânea de simetria acontece quando o sistema dinâmico

possui simetria, porém o seu estado fundamental não é invariante sob esta sime-

tria. Quando este fenômeno ocorre em teoria que apresenta simetria cont́ınua veremos

bosons de Goldstone.

Porém quando a teoria apresenta simetria de gauge local, os bosons de Goldstone

podem ser eliminados da teoria através de uma redefinição do campo de gauge. O que

ocorre, portanto, é a eliminação do boson de Goldstone com o aparecimento de massa

para o campo de gauge. Para isso vamos estudar dois casos, o primeiro trata de uma

teoria de um campo escalar real e o segundo de um campo complexo.
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2.2.1 Campo Escalar Real

Aqui investigamos a quebra espontânea de simetria no caso de uma teoria de um

campo simples. Considere uma teoria de campos descrita pela densidade lagrangeana

de um campo escalar real φ.

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ). (2.2.10)

O primeiro termo representa a parte cinética e V (φ) é o potencial que especifica o

sistema que desejamos investigar. Nesse caso podemos escrever a densidade de energia

como:

ε =
1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 + V (φ). (2.2.11)

Vamos escolher o potencial V (φ) como,

V (φ) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2, (2.2.12)

onde λ é a constante de acoplamento e o valor da constante a é definida por:

a2 = − µ2

4λ2
. (2.2.13)

A equação de movimento para esta teoria é dada por

∂µ∂
µφ− 2λ2(φ2 − a2)φ = 0. (2.2.14)

Note que se substituirmos as equações (2.2.12) e (2.2.13) em (2.2.10) a densidade

lagrangeana é escrita da seguinte forma:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
λ2φ4 +

µ2

4
φ2 +

1

32

µ4

4
a4. (2.2.15)

Onde µ e λ são constantes reais. O terceiro termo é um termo de massa, o segundo

termo é termo de interação e o último é um termo constante. Nesta seção vamos

estudar a quebra espontânea de simetria, em que a lagrangeana é simétrica sob a ação
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de um grupo, mas o estado fundamental, o de menor energia, não o é. O que pressupõe

os estados de menor energia correspondem a valores de φ que minimizam o potencial

escalar (2.2.12):

∂V

∂φ
= 2λ2φ(φ2 − a2) = 0 (2.2.16)

Então há duas situações posśıveis:

i)Se µ2 > 0, o mı́nimo ocorre para φ = 0, sendo a situação descrita pela, Figura

(2.1), e não há quebra de simetria.

Figura 2.1: Mı́nimo do potencial para µ2 > 0.

ii)Se µ2 < 0, observamos que o potencial (2.2.12) apresenta dois mı́nimos, φ = ±a,

e um max́ımo local para φ = 0, sendo esta situação descrita pela Figura (2.2). Portanto

há quebra de simetria.

Notamos ainda que a simetria original φ → −φ, foi espontaneamente quebrada

quando escolhemos o vácuo do sistema. Vamos agora estudar a f́ısica desse sistema

escolhendo o vácuo φ = a. Fazendo um deslocamento no campo tal que φ′ = φ − a,

podemos escrever o potencial V (φ) dado pela expressão (2.2.12) como:

V (φ′) =
1

2
λ2[(φ′ + a)2 − a2]2 (2.2.17)

=
1

2
λ2φ′4 + 2λ2aφ′3 + 2λ2a2φ′2. (2.2.18)

Da expressão acima para V (φ′), podemos ver que o novo campo escalar φ′ apresenta
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uma massa positiva m2 = 2λ2a2. Assim conclúımos que quando µ2 < 0, a massa do

bóson escalar deve ser calculada no novo vácuo φ = a (ou φ = −a).

Figura 2.2: Mı́nimo do potencial para µ2 < 0.

2.2.2 Campo Escalar Complexo

A densidade lagrangeana para esta teoria é definida por:

L = ∂µϕ∂
µϕ− V (| ϕ |), (2.2.19)

onde V (| ϕ |) é uma função polinomial em | ϕ |2 = (ϕϕ) como está ilustrado na

Figura (2.3), este potencial é conhecido como “chapéu Mexicano”. Para o grupo de

simetria U(1) exibe um ćırculo de mı́nimos degenerados de raio (| ϕ0 |= a) .Temos que

o potencial V (| ϕ |) é da forma:

V (| ϕ |) =
1

2
λ2(| ϕ |2 −a2)2, (2.2.20)

onde λ é uma constante real e a é dado por a2 = − µ2

2λ2 , assim podemos escrever L

como:

L = ∂µϕ∂
µϕ− 1

2
λ2(| ϕ |2 −a2)2. (2.2.21)

Note que esta teoria é invariante frente a uma transformação global U(1), ϕ → ϕ′ =

eiΛϕ, onde Λ é uma constante arbitrária. O estado fundamental é obtido minimizando

o potencial (2.2.20):

∂V

∂ϕ
= λ2(ϕ0ϕ0 − a2)ϕ̄0 = 0, (2.2.22)
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= λ2(ϕ0ϕ0)ϕ0 +
µ2

2
ϕ0 = 0. (2.2.23)

Então quando µ2 > 0, o mı́nimo do potencial ocorre para ϕ0 = ϕ0 = 0, não havendo,

portanto, quebra espontânea de simetria. Para µ2 < 0 existe um máximo local para

ϕ = 0 e um conjunto de mı́nimos em | ϕ0 |= a. Assim, o estado de mais baixa

energia (vácuo) é infinitamente degenerado. Vamos analisar a f́ısica deste sistema nas

Figura 2.3: Gráfico que representa o potencial (2.2.20)
.

vizinhaças do estado fundamental. Como no procedimento anterior para um campo

escalar real escrevemos um novo campo ϕ como:

ϕ = a+ ϕ′ → ϕ = a+
φ+ iχ√

2
. (2.2.24)

Então, substituindo a equação (2.2.24) na expressão (2.2.21) temos:

L =
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
(∂µχ)2 − 2λ2a2φ2 −

√
2λ2aφ(φ2 + χ2) − λ2

4
(φ2 + χ2)2. (2.2.25)

Da expressão acima podemos ver que o campo φ adquire uma massa dada por

m2
φ = 2λ2a2 e o campo χ não tem massa, e assim representa o bóson de Goldstone.

Por outro lado, a densidade de lagrangeana (2.2.25) não é mais invariante frente à

transformação global U(1). Assim conclúımos que, quando uma simetria cont́ınua for

quebrada espontaneamente, aparecem bósons escalares sem massa na teoria. Isto é

sempre válido, de acordo com o teorema de Goldstone[19, 20].
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2.3 Mecanismo de Higgs

O mecanismo de Higgs é um processo que gera espontaneamente massa para os

campos de gauge. Mostraremos a seguir, um exemplo onde este fenômeno acontece

para o caso abeliano. Considere a seguinte densidade lagrangeana de um campo escalar

complexo ϕ, acoplado minimalmente a um campo de gauge abeliano Aµ, definida por:

L = −1

4
FµνF

µν +DµϕD
µϕ− µ2ϕϕ− λ(ϕϕ)2. (2.3.26)

Onde Dµ = (∂µ + ieAµ) é a derivada covariante e Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor

intensidade do campo de gauge. Note que a densidade lagrangeana acima é invariante

frente às transformações de gauge

ϕ → ϕ′ = eiΛ(x)ϕ, (2.3.27)

ϕ → ϕ′ = e−iΛ(x)ϕ, (2.3.28)

Aµ → A′
µ = Aµ +

1

e
∂µΛ(x). (2.3.29)

Consideremos o caso em que esta teoria apresenta quebra espontânea de simetria de

gauge, isto é, λ > 0 e µ2 < 0. Conforme já mostramos, esta teoria apresenta um ćırculo

de estados fundamentais infinitamente degenerado. Procedendo de maneira análoga

ao que foi feito, estudaremos o comportamento desta teoria na vizinhaça de um estado

espećıfico de vácuo dado por:

ϕ0 = a =

√

−µ2

2λ2
, (2.3.30)

tal que

ϕ(x) =
1√
2

[√
2a+ φ+ iχ

]

(2.3.31)

= a+
φ+ iχ√

2
. (2.3.32)

Substituindo a equação (2.3.32) na equação (2.3.26), obtemos:

L = −1

4
FµνF

µν +
e2a2

2
AµA

µ +
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
(∂µχ)2 − 4λ2φ2 − eaAµ∂

µχ+ ... (2.3.33)
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O segundo termo da equação é propocional a A2
µ, então ele indica que o campo vetorial

Aµ que descreve a propagação do campo de gauge é massivo. O campo esclar φ também

é massivo, porém o campo χ aparece sem massa. O campo χ pode ser eliminado da

teoria, redefinindo o campo de gauge conforme mostremos a seguir. Veja que

e2a2

2
AµA

µ +
1

2
(∂µχ)2 − eaAµ∂

µχ =
e2a2

2

[

Aµ − 1

ea
∂µχ

]2

, (2.3.34)

Assim, definindo um novo campo

Bµ = Aµ − 1

ea
∂µχ, (2.3.35)

reescrevemos (2.3.34) como:

e2a2

2
AµA

µ +
1

2
(∂µχ)2 − eaAµ∂

µχ =
e2a2

2
BµB

µ. (2.3.36)

Por outro lado, o tensor de intensidade do campo de gauge pode ser escrito como:

Mµν = ∂µBν − ∂νBµ. (2.3.37)

Substituindo (2.3.36) e (2.3.37) em (2.3.33) resulta

L = −1

4
MµνM

µν +
e2a2

2
BµB

µ +
1

2
(∂µφ)2 − 4λ2φ2 + ... (2.3.38)

Note que o campo de Goldstone χ foi eliminado da teoria.

Alguns resultados são importantes ressaltar aqui. Um deles está relacionado com o

número de graus de liberdade que ele apresenta. Note que, iniciamos com um campo

complexo ϕ, com dois graus de liberdade, e um campo vetorial Aµ também com dois

graus de liberdades (os dois modos independentes de polarização), totalizando quatro

graus de liberdade. O resultado final é uma teoria com um grau de liberdade do campo

escalar real φ e três graus de liberdade do campo vetorial massivo Bµ. O número de

graus de liberdade é, então, preservado. Assim, conclúımos que o fenômeno da quebra

espôntanea de simetria de gauge resulta no desaparecimento do bóson de Goldstone

sem massa, em favor do aparecimento de um campo de gauge massivo.
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Caṕıtulo 3

Defeitos Topológicos

Neste caṕıtulo, vamos introduzir os conceitos fundamentais acerca da cosmologia que

definem o estudo quantitativo do Universo como um todo. Faremos um breve histórico

sobre a teoria do Big Bang, para introduzirmos os conceitos de defeitos topológicos no

Universo primordial. Por fim, apresentamos a construção de defeitos topológicos tipo

parede de domı́nios com estruturas internas.

3.1 A Teoria do Big Bang

Em 1924, Edwin Powell Hubble (1889-1953) anunciou que em seus estudos as

Galáxias pareciam estar se afastando da Terra. Ele também constatou que as Galáxias

aumentavam a sua velocidade de afastamento em relação a Terra, quando mais afas-

tadas se encontravam. Para ele o Universo parecia estar inchando como um balão

sugerindo que se o Universo está se expandindo, então, ele já foi menor. Retrocedendo

no tempo, o Universo deve ter tido um tamanho mı́nimo a partir do qual se expandiu.

E para esta expansão ter começado, deve ter existido alguma força de intensidade

inimaginável que o provocaria. Este ińıcio foi denominado Big Bang pelo f́ısico Inglês

Sir Fred Hoyle (1915-2001) no programa de radio BBC “The nature of things”[21].

Apesar da sua origem, a expressão “Big Bang”(grande explosão) perdeu sua forma

pejorativa e tornou-se o nome cient́ıfico ao acontecimento inicial pela qual acredita-se

amplamente que o Universo tenha sofrido.
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Olhando para trás no tempo em certo momento houve uma expansão silenciosa

que se estima ter ocorrido entre 12 e 15 bilhões de anos no Universo, Figura (3.1).

Figura 3.1: Esquema de como se espera que tenha ocorrido o Big Bang e a evolução
do Universo até os dias atuais.

Seguindo esta teoria, tudo o que existe no Universo surgiu de uma singularidade,

que por definição não tem dimensão, com densidades e temperaturas extremamentes

elevadas, num estado de rápida expanção o qual preservou a homogeneidade na dis-

tribuição de massa e energia, dando origem a toda a matéria e energia que conhecemos

hoje. Sendo formado principalmente por fótons e outras part́ıculas elementares, que

se criavam e aniquilavam todo instante. À medida que crescia perdia calor, neste

contexto quando o Universo completou 500.000 anos, a sua temperatura era cerca

de 10.0000C, veja Tabela (3.2). Com o transcorrer do tempo, as part́ıculas também

começaram a se diferenciar umas das outras. Tais part́ıculas elementares foram se

juntando e formaram os átomos de núcleos mais leves, como o Hidrogênio e o Hélio, e

pouco a pouco os mais pesados. De acordo com a Figura (3.2), o Universo iniciou a

era inflacionária a partir de 10−32s após o Big Bang.

3.2 A Era Inflacionária

Conforme mencionado anteriormente na Tabela (3.2), o Universo passou pela

Era inflacionária entre 10−38 s e 10−32 s, veja Figura (3.3). Ele aproximadamente

dobrava de tamanho a cada 10−34 s. Estas bruscas mudanças causaram diversas quebra
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Figura 3.2: Indicando a evolução do Universo a partir do Big Bang.

Figura 3.3: Representação do Universo na era inflacionaria[22].

espontâneas de simetria. Por esse motivo, o Universo precisava encontrar configurações

que minimizassem sua energia. Por haver diversas possibilidades, formaram-se os

defeitos topológicos, dos quais podemos citar três grandes grupos [23]:

1. Paredes de domı́nios;

2. Cordas cósmicas;

3. Defeito do tipo ponto também conhecido como monopolos;

Durante a transição de fase com quebra espontânea de simetria os defeitos topológicos

são formados de acordo com o padrão simétrico quebrado.
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3.3 Paredes de Domı́nios

Este defeito é caracterizado pela presença de uma região fechada, limitada ou não

na forma de paredes. Em teoria de campos, para obtermos uma parede de domı́nios

utilizamos uma densidade lagrangeana envolvendo um campo escalar dada por:

L =
1

2
∂µφ∂µφ− V (φ), com V (φ) =

λ

4
(φ2 − η2)2. (3.3.1)

onde η é uma constante com dimensão de energia e λ uma constante adimensional [24].

O potencial escalar é escolhido adequadamente para termos uma parede de domı́nios,

tendo a forma apresentada na Figura (3.4). Assim como mencionamos anteriormente,

V(φ) tem dois estados degenerados de vácuo dado nos pontos φ = ±η.

Figura 3.4: Representação do potencial.

Este modelo contempla uma transição de fase na temperatura cŕıtica Tc ∼

η. Para temperaturas acima da Tc, o sistema apresenta grandes flutuações em φ,

entretanto a média destas flutuações é nula. Quando a temperatura está abaixo de

Tc, o campo deve obrigatoriamente “escolher aleatoriamente” entre um dos mı́nimos ,

fazendo com que o valor médio das flutuações deixe de ser nulo. Deste modo podemos

dizer que em Tc, o sistema sofre uma transição de fase com quebra espontânea de

simetria.

Para T > Tc há simetria de reflexão (φ → -φ), e para T < Tc esta simetria é

espontaneamente quebrada. Como o sistema consiste de dois domı́nios, é razoável

esperarmos que estejam separados de algum modo. Tal “fronteira caracteriza” uma
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parede de domı́nios. No nosso exemplo, φ é uma função da variável espacial z, tal que

a densidade lagrangeana nos conduz à seguinte equação de movimento:

∂2φ

∂z2
− ∂V

∂φ
= 0. (3.3.2)

Substituindo o potencial V (φ) dado em (3.3.1) obtemos

∂2φ

∂z2
+ λφ(φ2 − η2) = 0. (3.3.3)

Uma solução que satisfaz esta equação diferencial é dada por:

φ(z) = η tanh(az) (3.3.4)

onde a =
√

λη2

2
. O gráfico desta solução é esquematizado na Figura (3.5). Observe

que em φ(z → −∞) = −η e φ(z → ∞) = η. Esta solução é conhecida como parede de

domı́nios, porque ela separa os dois estados de menor energia (os domı́nios) do campo

φ, onde a espessura da parede é caracterizada pela grandeza ∆ ≃ 1
a
. Em outras

palavras esta configuração de campo conecta os estados fundamentais φ = ±η ( φ = η

em z → +∞ e φ = −η em z → −∞). Essa solução também costuma ser chamada de

kink.

Figura 3.5: Solução tipo parede de domı́nios.

3.4 Cordas Cósmicas

Este tipo de defeito é caracterizado pela presença de uma região fina, como tubos

fechados ou não, e comprimento limitado ou infinito, Figura (3.6).
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Figura 3.6: Representação de um defeito tipo corda cósmica.

Em teoria de campos consideramos um modelo de um campo escalar complexo,

cuja densidade lagrangeana é dada por [25, 26].

L =
1

2
∂µφ∂µφ

∗ − V (φ), com V (φ) =
λ

2
(φφ∗ − η2)2. (3.4.5)

Neste caso, o conjunto dos mı́nimos do potencial V (φ), Figura 3.7, como já foi discutido

anteriormente, forma um ćırculo no plano complexo. Esta lagrangeana é invariante

frente à transformação,

φ = ηeiα. (3.4.6)

Figura 3.7: Representação do potencial complexo.

Neste contexto, o ćırculo é parametrizado com um ângulo α e apresenta invariância

mediante transformações de fases globais (φ→ φeiβ). Analogamente ao caso anterior,

este campo também apresenta uma temperatura critica Tc ∼ η, na qual, ocorre uma

transição de fase com quebra espontânea de simetria. Neste campo, a simetria é

quebrada para a simetria circular U(1) abaixo de Tc.
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Assim como as paredes de domı́nio, as cordas cósmicas são topologicamente estáveis.

Elas não podem desaparecer a menos que haja um antidefeito tipo corda, com exceção

ao caso em que a corda cósmica forma uma região fechada. Esta região poderá reduzir

seu raio interno até desaparecer por completo.

3.5 Monopolos

Este tipo de defeito é caracterizado pela presença de pequenos pontos com cargas

magnéticas, Figura (3.8). Supõe-se que defeitos tipo monopolos tenham sido formado

durante diversos tipos de transições de fases. Assim como os defeitos tipo paredes, os

monopolos são extremamente densos. Para a escala de GUT (Grand Unified Theories),

acredita-se que a massa de um monopolo tenha sido da ordem de 1016 GeV, gerando

algo conhecido como “O problema dos monopolos”, já que os efeitos de tal densidade

de massa deveriam ser observados atualmente. Desse modo, o problema dos monopolos

foi a principal motivação para a teoria inflacionária, na qual a densidade dos monopolos

poderia ter sido reduzida praticamente a zero [27].

Figura 3.8: Representação de defeitos tipo monopolos.

Numa teoria de campos, se aumentarmos o número de componentes reais de φ para

3 e escolhermos o potencial como:

V (φ) =
λ

4
(φ2 − η2)2, sendo φ2 =

3
∑

k=1

φ2
k. (3.5.7)

obteremos uma densidade lagrangiana capaz de produzir defeitos pontuais por meio

de quebra espontânea de simetria [26]. Neste caso, temos que os estados degenerados
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de vácuo são os pontos de uma 2-esfera com equação Σ3
k=1φ

2
k = η2. A simetria é do

tipo O(3). A extensão quadridimensional do potencial da equação (3.5.7), permite a

existência de outros objetos conhecidos como “texturas globais”.

3.6 Paredes de Domı́nios com Estruturas Internas

Vamos agora estudar, a possibilidade de paredes de domı́nios aprisionarem outras

paredes de domı́nios, (paredes com estrutura internas),[28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Va-

mos ilustrar este efeito usando teorias com simetria Z2×Z2. Aqui a quebra espontânea

da simetria Z2 produz uma parede de domı́nios e a quebra espontânea da outra simetria

Z2 dentro dessa parede gera outra parede com uma dimensão inferior. Consideramos

um modelo supersimétrico com dois campos escalares reais acoplados que possuem

uma simetria discreta Z2×Z2, ou seja, (φ→ −φ, χ→ −χ), dada por:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (φ, χ). (3.6.8)

Esses modelos, em geral, apresentam soluções de energia mı́nima, provenientes de

equações diferenciais não lineares de primeira ordem que são chamadas soluções ou

estados BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) [35, 36]. Para isto, determinamos o

superpotencial W (φ, χ), cujo potencial escalar é descrito por uma forma quadrática

deste superpotencial, ou seja

V (φ, χ) =
1

2

(

∂W

∂φ

)2

+
1

2

(

∂W

∂χ

)2

. (3.6.9)

O superpotencial se encontra no setor bosônico de uma teoria supersimétrica. Para

termos simetrias Z2×Z2 devemos considerar o superpotencial da seguite forma:

W (φ, χ) = λ

(

φ3

3
− a2φ

)

+ µ2φχ2. (3.6.10)

O superpotencial foi escolhido adequadamente para termos paredes dentro de paredes.

Utilizando este superpotencial, temos que o potencial escalar é dado por:

V (φ, χ) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2 + (2µ2 + λµ)φ2χ2 − λµa2χ2 +

1

2
µ2χ4. (3.6.11)
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Utilizando o fato de nosso modelo ser supersimétrico, podemos investigar este problema

usando o formalismo de primeira ordem, dado por:

dW

dφ
=
dφ

dr
= λ(φ2 − a2) + µχ2, (3.6.12)

dW

dχ
=
dχ

dr
= 2µφχ. (3.6.13)

Como o potencial é descrito em termos de quadrados da derivada do superpotencial,

as configurações de campo que satisfazem Wφi
≡ ∂W

∂φi

= 0, para i = 1, 2 onde φ1 = φ

e φ2 = χ, são exatamente os mı́nimos globais do potencial escalar V (φ, χ). Portanto,

as soluções das equações (3.6.12) e (3.6.13) são (φ = ±a, χ = 0) e (φ = 0, χ =

±a
√

λ
µ
). Utilizando apenas o primeiro par de vácuo, podemos obter soluções tipo

sóliton conectando os mesmos dadas por:

i) Tipo I:

φ = −a tanh(aλr), χ = 0. (3.6.14)

ii) Tipo II:

φ = −a tanh(2µar), χ = ±
√

√

√

√

(

λ

µ
− 2

)

sech(2µar). (3.6.15)

O primeiro par de soluções representa uma parede de domı́nios sem estrutura como

no caso da seção anterior. Enquanto que o segundo par representa uma parede de

domı́nios com estrutura interna, quando o campo φ se aproxima de zero o campo χ

desenvolve o seu valor máximo, como pode ser visto na Figura (3.9). Essas paredes

também são conhecidas como paredes de Bloch.

Note que no regime de φ(t, x, y, r → 0) → 0 e χ(t, x, y, r → 0) → χ(t, x, y), ou

seja, dentro da parede de Bloch em r ∼ 0, o potencial escalar (3.6.11) aproxima-se

de um potencial efetivo. Assim, podemos concluir que a dinâmica dentro da parede

de domı́nios representada pelo campo φ é determinada pela densidade lagrangeana

efetiva, dada por:

Leff =
1

2
∂σχ∂

σχ− Veff (χ). (3.6.16)
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Figura 3.9: O campo χ (em verde) está localizado dentro da parede de domı́nios gerada
pelo campo φ (em vermelho).

onde σ = 0, 1, 2 tal que xσ = (t, x, y) e o potencial efetivo é dado por:

Veff (χ) =
1

2
µ2

(

χ2 − λ

µ
a2

)2

. (3.6.17)

Note que o campo χ também admite valores de vácuos χ = ±
√

λ
µ
a dentro da parede

gerada pelo campo φ. Temos, portanto, que esta lagrangeana efetiva descreve outras

paredes de domı́nios. Podemos representar uma parede de domı́nios particular pelas

soluções estáticas tipo kink/antikink, da forma:

χ(xi) = ±a
√

λ

µ
tanh

(

aµ

√

λ

µ
xi

)

. (3.6.18)

Como a parede externa se localiza ao longo do plano (x, y), a parede interna deve estar

localizada ao longo de alguma reta xi = ax+ by.

Em resumo, para uma teoria em (3+1) dimensões as paredes de domı́nios descritas

pelo campo φ são bidimensionais e as paredes de domı́nios produzidas pelo campo χ

são unidimensionais.
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Caṕıtulo 4

Rede de Defeitos em Estrelas de

Sólitons em Temperatura Finita

Vamos explorar a idéia de uma rede de paredes de domı́nios aparecer na superf́ıcie de

uma estrela de sóliton. Em modelos de estrelas de sólitons é posśıvel obter objetos

com massa muito grande sem que aconteça o colapso gravitacional. Este assunto foi

explorado pela primeira vez em [37, 38, 39]. Onde estas estrelas são sólitons não

topológicos, os quais se tornam estáveis na presença de uma carga não-topológica

(carga de Noether), seja de natureza bosônica ou fermiônica. Aqui investigamos como

a estabilidade de uma estrela de sóliton pode ser afetada pelo alojamento de uma rede

de defeitos na sua superf́ıcie, através da presença do modo zero normalizável na rede. A

idéia é similar ao caso de defeito dentro de defeito. Para investigarmos o alojamento de

uma rede de paredes de domı́nios em uma estrela de sóliton, consideramos uma parede

esférica bi-dimensional [40, 41, 42], aprisionando segmentos de paredes, formando uma

rede. Examinamos a idéia começando com um modelo apropriado descrito por três

campos escalares reais de acordo com a referencia [43]. Por fim, para tornar o cenário

mais reaĺıstico, introduzimos os efeitos de temperatura finita analisando como este

novo elemento muda a dinâmica das paredes no contexto cosmológico.
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4.1 O Modelo

A simetria tem tido um papel fundamental na compreensão da f́ısica de part́ıculas.

No caso do Modelo Padrão, as part́ıculas elementares que interagem via forças nucle-

ares forte e fraca são descritas pelos grupos SU(2) × SU(3). Temos, portanto, uma

motivação para considerar um modelo que possui a simetria Z2×Z3, que é um sub-

grupo discreto (centro do grupo) de SU(2) × SU(3). Por esta razão introduzimos o

modelo [43]:

L =
1

2
∂µσ∂

µσ+
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ−V (σ, φ, χ)+iψγµ∂µψ+mψψ−fσψψ+λ(φ+χ)ψψ.

(4.1.1)

O modelo contém três campos escalares reais acoplados via o potencial V(σ, φ, χ).

O campo spinorial está acoplado com os campos escalares via acoplamento de Yukawa

fσψψ e λ(φ+χ)ψψ [44]. Onde o potencial foi escolhido para fornecer o padrão esférico

da estrela de sóliton com uma rede de paredes de domı́nios na sua superf́ıcie, dado

por:

V (σ, φ, χ) =
1

2
µ2σ2(σ−σ0)

2+λ2(φ2+χ2)2−λ2φ(φ2−3χ2)+
[

λµ(σ − 1

2
σ0)

2 − 9

4
λ2
]

(φ2+χ2).

(4.1.2)

Vamos considerar que a simetria Z2 é lingeiramente quebrada, sob a troca do campo

escalar σ → σ − 1
2
σ0, produz uma perede de domı́nios externa levando-a a encuvar-se

em direção ao falso vácuo estabilizando-se na forma esférica, cujo efeito é a formação

da estrela de soĺıtons, onde o verdadeiro vácuo fica em toda região externa da estrela, e

o falso vácuo na região interna. Os outros dois campos (φ, χ) com a simetria Z3, darão

lugar a uma uma rede de paredes de domı́nios devido à quebra da simetria Z3, dentro

da parede curva [45, 46]. Então σ = 0 e σ = σ0, são os verdadeiro e falso vácuos

correspondendo ao padrão da estrela de sóliton. O ponto chave é que devemos ver que

na superf́ıcie da estrela de sóliton, σ ≃ 1
2
σ0. Os campos (φ, χ), presentes no potencial

(4.1.2) desenvolvem vácuos com três fases distintas, contribuindo para formar junções
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de paredes de domı́nios e então uma rede. Usando as equações de movimento, veremos

que no falso (σ = σ0) e verdadeiro (σ = 0) vácuos, os campos (φ, χ) são diferentes

de zero. Fazendo os campos escalares φ, χ = 0 e o campo fermiônico ψ = 0, a teoria

(4.1.1) - (4.1.2) será escrita da forma:

L =
1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
µ2σ2(σ − σ0)

2. (4.1.3)

Temos que o potencial escalar V (σ), permite que o campo σ forme uma solução

solitônica, que descreverá a estrela de sóliton, Figura 4.1.

Figura 4.1: O potencial V (σ) representando uma estrela de sóliton de falso vácuo
σ = σ0 = 1.

A equação de movimento para configuração estática de campo σ = σ(r), onde a

solução pode ser encontrada usando a seguinte equação diferencial de primeira ordem,

é dada por:

dσ

dr
= µσ(σ − σ0) = Wσ, (4.1.4)

onde W = µ(σ3

3
− σ2σ0

2
), é o superpotencial cujo potencial é escrito em termo do

quadrado da derivada do seperpotencial, como V(σ, 0, 0)=1
2
W 2

σ , onde Wσ = ∂W
∂σ

[47].

A equação (4.1.4), pode ser integrada dando como solução:

σ =
σ0

2

[

1 − tanh
µσ0(R−R0)

2

]

. (4.1.5)

Esta solução na superf́ıcie (R ≃ R0) da estrela, o campo σ assume o valor 1
2
σ0, que

representa aproximadamente uma parede esférica com uma tensão superficial dada
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por[48]:

th ≃|W (σ0) −W (0) |= 1

6
µσ3

0. (4.1.6)

No regime σ ≃ 1
2
σ0, os campos escalares (φ, χ) com a simetria Z3, é um exemplo t́ıpico

no qual os três vácuos estão defasados de 1200, que reproduzem o efeito de junções

triplas de paredes, permitindo a formação de uma rede [49], veja Figura (4.2).

Figura 4.2: Representação de uma rede de paredes de domı́nios, dentro de uma perede
curva, formando junções.

No limite de parede fina, ou seja quando a largura da parede é despreźıvel com-

parada com as dimensões dela, cada segmento da rede pode ser representado por uma

parede de domı́nios (kink) da forma:

φ(z) = −3

4
, (4.1.7)

χ(z) =
3

4

√
3 tanh

√

27

8
λ(z − z0). (4.1.8)

Como o modelo possui uma simetria Z3, isto quer dizer que podemos escrever as

soluções das junções como sendo rotações de 00, 1200 e 2400 no plano(φ, χ) das soluções

(4.1.7) e (4.1.8), são dadas em geral pela transformação φ′
a = Λ(αi)abφb:

para α23 = 00

φ2,3(z) = −3

4
, (4.1.9)

χ2,3(z) = ±3

4

√
3 tanh





√

27

8
λ(z − z0)



 . (4.1.10)

para α12 = 1200
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φ1,2(z) =
3

8
± 9

8
tanh





√

27

8
λ(z − z0)



 , (4.1.11)

χ1,2(z) =
3

8

√
3 ∓ 3

8

√
3 tanh





√

27

8
λ(z − z0)



 . (4.1.12)

para α13 = 2400

φ1,3(z) =
3

8
∓ 9

8
tanh





√

27

8
λ(z − z0)



 , (4.1.13)

χ1,3(z) =
3

8

√
3 ∓ 3

8

√
3 tanh





√

27

8
λ(z − z0)



 . (4.1.14)

Como os segmentos foram obtidos fazendo uma rotação de 120o e 240o no plano(φ, χ),

a junção tripla agora pode ladrilhar a esfera com 12 pentágonos e 20 hexágonos, uma

esfera ladrilhanda dessa forma, gera uma estrutura esférica que lembra o fulereno, o

buckyball composto por 60 átomos de carbono.

4.2 Rede Neutra em Estrelas de Sólitons Fermiônica

A parede esférica descrita pelo campo σ, são estruturas não topológicas as quais se

tornam estáveis na presença de uma corrente de Noether conservada, seja de origem

bosônica ou fermiônica. Aqui vamos discutir a possibilidade de termos estrelas de

sólitons carregadas com férmions. Neste caso a massa do campo fermiônico vai efeti-

vamente para zero, no falso vácuo, é este vácuo quem vai capturar os férmions deixando

a rede neutra se admitirmos a condição:

m− fσ0 = 0. (4.2.15)

Isto vem dos termos de massa e de interação entre os campos escalares e fermiônicos,

por meio de uma interação tipo Yukawa na densidade lagrangena original (4.1.1). A

estrela de sóliton uma vez formada sofre a ação da componente normal da tensão
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superficial, que faz a estrela expandir, como também a pressão do falso vácuo que

faz a estrela colapsar em direção ao falso vácuo. Neste sentido a pressão do gás

de Fermi deve cancelar a tensão superficial e a pressão do falso vácuo, tornando-a

estável [38, 39, 50, 51]. Vamos considerar agora o efeito dos outros dois campos φ e χ.

Independentemente do tipo de rede presente na superf́ıcie da estrela de sóliton a energia

total será dada por E = Ek + Es + En, onde vamos admitir que a priori os férmions

estão no interior de uma esfera de falso vácuo de raio R, em (3+1)-dimensões, a qual

representa a estrela de sóliton. Temos que a energia cinética dos férmios confinados

na estrela é dada por:

Ek =
Q

R
, com Q =

1

2

(

3

2

)

5

2

π
1

3N
4

3 , (4.2.16)

onde N é o número de férmions e Q é uma carga de Noether. Tal que a energia na

superf́ıcie da estrela de sóliton será definida por:

Es = αR2, onde α = 4πth, (4.2.17)

onde th é a tensão na superf́ıcie da estrela de sóliton. Por fim a energia da rede será:

En = βR, sendo β = nξtn, (4.2.18)

onde n é um número, ξR o comprimento e tn = (27
8
)
√

3
2λ

é a tensão de cada segmento

da rede e ξ é uma constante real. A energia total será, portanto, dada por:

E = αR2 +
Q

R
+ βR. (4.2.19)

O processo de colapso da estrela, portanto, está sujeito a minimização da sua energia

total (4.2.19) usando ∂E
∂R

= 0, o qual permite obter o raio cŕıtico:

R0 =
1

6α

[

A
1

3 +
β2

A
1

3

− β

]

, (4.2.20)

onde

A = 54Qα2 − β3 + 6
√

3
√

Q(27Qα2 − β3)α. (4.2.21)
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Notamos que neste cenário a carga Q deve ter um valor mı́nimo, para que um raio

cŕıtico exista. De fato,

Q ≥
(

β

3

)3
1

α2
, (4.2.22)

o qual não desaparece para β 6= 0. É importante ressaltar que no caso de estrela de

sóliton padrão, temos β = 0. No limite de N grande a energia total da configuração

será dada por:

E ∼ αR2
0 = α

(

Q

2α

)

2

3

∼ N
8

9 . (4.2.23)

Notamos que o expoente de N é menor que um. Isto significa que para um valor de

N muito grande, a energia do sóliton é sempre menor que a energia das part́ıculas livres,

E ∼ N [38, 39]. Assim, a estabilidade da estrela de sóliton é assegurada, conforme

mostra a Figura 4.3. Este é o mesmo limite obtido em [37, 38]. Então conclúımos

que no limite de N grande a contribuição energética da rede neutra é despreźıvel(sem

localização de férmions na mesma).

Vamos agora considerar a contribuição da rede no aparecimento de uma massa

limite Mc. Neste cenário podemos estimar tal limite simplesmente comparando a

equação do raio (4.2.20), com o raio de Schwarzschild Rs = 2GM . Notamos que o

mı́nimo da energia (4.2.19) para um raio cŕıtico (4.2.20) é a massa do sóliton dada por

Mc = 3αR2
0 + 2βR0, onde de acordo com a equação de Einstein E = mc2, a massa é o

mesmo que energia. Reescrevendo a carga em termos de R0, como Q = (2R0α+β)R2
0.

Agora, considerando R0 ∼ Rs obtemos:

Mc ∼ 1

12α

(

1 + 4βG

G2

)

, (4.2.24)

∼ (48πthG
2)−1 +

[

12π
(

th

tn

)

G

]−1

(nξ). (4.2.25)

Onde n e ξ são referentes ao tipo de rede que estamos considerando. O número

n contribui para número de segmentos da rede na superf́ıcie da estrela de sóliton.

Notamos que, para n = 0 (sem rede), Mc se reduz ao primeiro termo, o qual é o

mesmo termo encontrado em [37]. Fazendo agora n 6= 0, o último termo é positivo
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e conclúımos que a rede aumenta o valor padão de Mc, deixando a estrela de sóliton

mais pesada. Para uma escala de energia t́ıpica na ordem de GeV, quer dizer σ0 =

30GeV e λ = µ = 1, encontramos os valores para as tensões th = (1
6
)(30GeV )3 e

tn = 6
√

3
2
(3

4
)2(GeV )2. Usando o fato de que

√
G = lp ≃ 10−33cm (o comprimento de

planck) e M⊙ ∼ 1033g (massa do Sol) encontramos:

Mc ∼ (30GeV )−3l−4
p + (30GeV )−1l−2

p (nξ). (4.2.26)

∼ (1015 + 10−23)M⊙. (4.2.27)

Com este resultado conclúımos que usando este modelo de rede de paredes de domı́nios

na superf́ıcie da estrela, não aumenta significativamente a massa da estrela de sóliton.

Figura 4.3: Regime de estabilidade da estrela de soliton (azul). Regime de part́ıcula
livre (preto) e regime de instabilidade da estrela de sóliton (vermelho).

4.3 Modo Zero Fermiônico na Rede

Discutiremos agora como se comporta o campo spinorial na rede, ou seja devemos

achar a solução do modo zero fermiônico, exato e normalizável da equação de Dirac na

presença de defeitos. Ajustaremos os parametros em nosso modelo, de tal forma que

os férmions tentem migrar do falso vácuo para a rede. Isto é perfeitamente posśıvel

quando a massa efetiva dos férmions dentro da rede, que por sua vez está na superf́ıcie

da estrela de sóliton vai para zero. Para isto, admitimos a condição dada por:

m− fσs − λvs = 0. (4.3.28)
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Note que isto vem dos termos de massa e de interação entre os campos escalares e

fermiônicos, por meio de uma interação tipo Yukawa na lagrangeana original (4.1.1).

Aqui σs ≃ 1
2
σ0 é o valor do campo na superf́ıcie da estrela de sóliton e vs = 3

4
vem da

soma dos valores de campo (φ, χ) dentro da rede. A massa efetiva dos férmions fica

dada em termos das soluções (4.1.7) e (4.1.8), confinadas na superf́ıcie da estrela de

sóliton, podendo ser escrita como:

MF (z) = m− 1

2
fσ0 −

(

3

4

)

λ



1 −
√

3 tanh

√

27

8
λ(z − z0)



 . (4.3.29)

Na equação acima vemos que MF (z0) recupera o lado esquerdo da equação (4.3.28),

permitindo concluir que a massa efetiva dos férmions preferem viver dentro da rede

(z ≃ z0), em vez do falso vácuo σ = σ0. O modo zero dentro da rede é descrito por:

ψ(t, x, z) = eix
ν

pν exp
(

±
∫ z

0
MF (x′)dx′

)

ǫ±, (4.3.30)

= eix
ν

pν e±(m−fσs−λvs)z.



cosh

√

27

8
λ(z − z0)





± 1
√

2

ǫ±, (4.3.31)

onde usamos γν pνψ = 0 e γzǫ = ±iǫ± para resolver a equação de Dirac para o modo

zero (ν = 0, 1). Além disso, z é a coordenada transversal a cada parede de domı́nios

na superf́ıcie da estrela de sóliton e ǫ± é uma constante de 2-spinores. Da equação

(4.3.28), vemos que o segundo fator exponencial em (4.3.31) não contribui para o modo

zero. Finalmente descobrimos que o único modo zero normalizável é dado por:

ψ(t, x, z) = eix
ν

pν



cosh

√

27

8
λ(z − z0)





± 1
√

2

ǫ±. (4.3.32)

considerando apenas o expoente com sinal negativo. Isso mostra que há modo zero

fermiônico quiral dentro de cada segmento da rede de paredes de domı́nios.

4.4 Redes Carregadas em Estrelas de Sólitons Neu-

tras

Agora vamos supor que todos os férmions sintam uma forte força atrativa de

forma que eles são forçados a migrar do falso vácuo para a rede na superf́ıcie da

30



estrela de sóliton. Neste caso, devemos substituir o gás de fermi tridimensional por

um gás de fermi aproximadamente unidimensional, o qual se expande ao longo da rede,

conservando o número de férmions N . Assim a investigação será similar à da seção

(4.2), substituindo a equação (4.2.19) por:

E = αR2 +
γ

R
+ βR. (4.4.33)

Onde fizemos a troca Q → γ, tal que γ representa a carga atuando ao longo da rede,

cujo valor é dado por γ = πN2

4ξ
, então a expressão para o gás de Fermi unidimensional

[54] é definido por:

E =
πN2

4L
. (4.4.34)

Sendo que L = d = ξR é o comprimento dos segmentos da rede. No limite de N

grande podemos usar a equação (4.2.23) para obtermos:

E ∼ αR2
0 = α

(

γ

2α

)
2

3 ∼ N
4

3 . (4.4.35)

Notamos que o expoente de N agora é maior que um. Isto significa que, para

um valor de N muito grande, a energia do sóliton é sempre maior que a energia das

part́ıculas livres. Assim, a estabilidade da estrela de sóliton não é mais assegurada.

4.5 Redes de Paredes de Domı́nios em Temper-

atura Finita

Para tornar o cenário mais reaĺıstico introduzimos os efeitos da temperatura,

considerando as correções térmicas que modificam o cenário clássico adotado até agora.

Vamos introduzir temperatura finita no nosso estudo sobre rede de paredes de domı́nios

em estrelas de sólitons, seguindo resultados conhecidos na literatura [55, 56, 57]. Para

isso, usamos o potencial à temperatura finita dado por [28]:

VT (σ, φ, χ) = V (σ, φ, χ) +
T 2

24
(Vσσ + Vφφ + Vχχ) . (4.5.36)
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Como vimos a existência de uma rede de paredes de domı́nios vivendo em uma parede

de domı́nos curva, está relacionada à quebra espontânea da simetria Z2×Z3 do modelo.

Agora vamos usar correções térmicas para restaurar a simetria e observar como se

realiza a formação dessas redes de defeitos em temperatura finita. Fazendo uso da

equação (4.5.36) e utilizando o potencial dado na equação (4.1.2), encontramos o novo

potencial em temperatura finita, dada por:

VT (σ, φ, χ) =
1

2
µ2σ2(σ − σ0)

2 + λ2(φ2 + χ2)2 − λ2φ(φ2 + 3χ2) + λµ

(

σ − 1

2
σ0

)2

(φ2 + χ2)

−9

4
λ2(φ2 + χ2) +

T 2

24
[6µ2σ2 − 6µ2σσ0 + µ2σ2

0 + 2λµφ2 + 2λµχ2 + 16λ2φ2

+16λ2χ2 + 4λµσ2 − 4λµσσ0 + λµσ2
0 − 9λ2]. (4.5.37)

Notamos que para restaurarmos a simetria Z2 × Z3, quebrada espontaneamente, é

necessário que as componentes de massa dos campos, definidas por:

m2
φiφi

(T ) =
∂2VT

∂φ2
i

∣

∣

∣

φi=0
i = 1, 2, 3 onde φ1 = σ, φ2 = χ e φ3 = φ. (4.5.38)

tornem-se positivas a partir de alguma temperatura cŕıtica T c, na qual m2
σσ(T c

σ) = 0,

m2
χχ(T c

χ) = 0 e m2
φφ(T

c
φ) = 0. Podemos escrever as componentes m2

σσ(T c
σ), m2

χχ(T c
χ) e

m2
φφ(T

c
φ) em termos do potencial VT (σ, φ, χ) usando (4.5.37) para obtermos:

m2
σσ(T ) = V σσ +

T 2

24
(V σσσσ + V φφσσ + V χχσσ), (4.5.39)

m2
φφ(T ) = V φφ +

T 2

24
(V σσφφ + V φφφφ + V χχφφ), (4.5.40)

m2
χχ(T ) = V χχ +

T 2

24
(V σσχχ + V φφχχ + V χχχχ). (4.5.41)

Onde a barra indica que as derivadas devem ser calculadas nos pontos σ = σ0

2
, φ =

0, χ = 0. Os valores de temperaturas cŕıticas para os quais as componentes de massa

(4.5.39), (4.5.40) e (4.5.41) dos campos se anulam, são dadas por:

(T c
σ)2 =

3µσ2
0

3µ+ 2λ
, (4.5.42)

(T c
χ)2 =

27λ

µ+ 8λ
, (4.5.43)

(T c
φ)2 =

27λ

µ+ 8λ
. (4.5.44)
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Neste novo contexto de temperatura finita os defeitos podem aparecer simultaneamente

ou não. Este é exatamente o ponto que descutiremos a seguir. No caso das compo-

nentes de massa serem funções monotonicamente crescentes de T , temos que T > T c

dão valores de temperatura para os quais as simetrias são restauradas. Assumindo tal

monotonicadade nas expressões (4.5.39), (4.5.40) e (4.5.41) a seguir discutiremos três

tipos de comportamento regidos por temperaturas diferentes.

10) Consideramos o campo φ = 0 e a (T c
σ) < (T c

χ) e usando (T c
σ) como referência.

Para isso substituimos ( µ = 1, λ = 2 e σ0 = 1), na equação (4.5.42) com isso obtemos

o valor T c
σ = 3

7
, podemos então observar a formação dos defeitos, em torno deste valor

de temperatura cŕıtica, nos intervalos:

i) (T c
σ) < T < (T c

χ), isto indica que neste regime existe a possibilidade de termos

apenas um defeito gerado pelo campo χ.

ii) T < (T c
σ) < (T c

χ), a simetria é quebrada em ambos os setores, permitindo o

aparecimento de ambos os tipos de defeitos (estrela de sóliton e rede), Figura 4.4.

Figura 4.4: 10) Caso, situação ii) gráfico que representa o potencial VT (σ, χ) para uma
temperatura T = T c

σ − 2.

iii) (T c
σ) < (T c

χ) < T , na qual a simetria é completamente restaurada em ambos

os setores, não permitindo, o aparecimento de qualquer defeito, Figura 4.5.
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Figura 4.5: 10) Caso, situação iii) gráfico que representa o potencial VT (σ, χ) para uma
temperatura T = T c

σ + 2.

20) Fazendo σ = 0 e a (T c
χ) = (T c

φ) e usando como referêcia (T c
χ). Tal que sub-

stituimos (µ = 1 e λ = 2 ) na equação (4.5.43) temos T c
χ = 54

17
, analisamos então a

formação dos defeitos, em torno deste valor de temperatura cŕıtica, nos intervalos:

i) T < (T c
χ) = (T c

φ), quebrada em ambos os setores. Neste regime existe a possi-

bilidade de termos defeitos formando a rede, Figura 4.6.

Figura 4.6: 20) Caso, situação i) gráfico que representa o potencial VT (φ, χ) para uma
temperatura T = T c

χ − 2.

ii) (T c
χ) = (T c

φ) < T , restaurada em ambos os setores. Neste regime existe a

possibilidade de não termos nenhum defeito, Figura 4.7.
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Figura 4.7: 20) Caso, situação ii) gráfico que representa o potencial VT (φ, χ) para uma
temperatura T = T c

χ + 2.

30) E finalmente temos o caso idêntico ao primeiro, fazendo o campo χ = 0 e

(T c
σ) < (T c

φ), e usando (T c
σ) como referência. Substituindo (µ = 1 e λ = 2) na

equação (4.5.44) temos como resultado T c
σ = 3

7
, observamos a formação dos defeitos

nos intervalos:

i) (T c
σ) < T < (T c

φ), isto indica que neste regime existe a possibilidade de termos

apenas um defeito gerado pelo campo φ.

ii) T < (T c
σ) < (T c

φ), a simetria é quebrada em ambos os setores, permitindo o

aparecimento de ambos os tipos de defeito.

iii) (T c
σ) < (T c

φ) < T , na qual a simetria é completamente restaurada em ambos

os setores, não permitindo o aparecimento de defeitos.

A situação ii) do primeiro e terceiro caso e a situação i) do segundo caso, são

os mais ricos e interessantes por permiterem a co-existência de defeitos. Estes casos

podem ser relacionados às contribuições para a cosmologia. Apartir dos intervalos

de temperaturas citadas acima, concluimos que a estrela de sóliton se forme a uma

temperatura T = T c
σ cŕıtica e rapidamente adquire fémions de alguma região do espaço

exterior, e que também a rede de peredes surjam a uma temperatura T = T c
r = T c

φ = T c
χ

cŕıticas, como já foi provado é energicamente favorável que os fémions migrem do falso
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vácuo para a rede. Vamos supor que para T c
σ > T c

r , a estrela de sóliton pode começar

seu processo de formação por colapso aproximando-se do raio de Schwarzchild, antes

que apareça uma forte força devido ao modo zero fermiônico agindo na rede. Neste caso

se a rede aparecer depois, todos os férmions vão se congelar com outros constituintes

na estrela de sóliton devido a uma forte força gravitacional, como vimos na seção (4.2).

Por outro lado, se T c
σ ∼ T c

r , neste cenário a estrela de sóliton pode se formar juntamente

com a rede em sua superf́ıcie. Mas, neste caso, os férmions serão todos capturados

pela rede e portanto a estrela se torna instável e o decaimento em part́ıculas livres

se torna inevitável. Estes são dois cenários cosmológicos que poderão ser investigados

com mais detalhes no futuro.
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Caṕıtulo 5

Comentários e Conclusões

Nesse trabalho utilizamos modelos de campos escalares reais e complexos, introduzi-

dos no caṕıtulo 2. Já no caṕıtulo 3, realizamos um estudo sobre cosmologia procu-

rando entender a evolução do Universo tais como formação de estruturas tipo de-

feitos topológicos e não-topológicos (estrelas de sólitons). É bem conhecido que difer-

entes tipos de objetos topológicos podem ter sido formados no Universo primitivo por

um processo de transição de vácuo. Do ponto de vista formal de teoria de campos,

estes defeitos topológicos surgem a partir de modelos teóricos que apresentam quebra

espontânea de simetria. Nestes modelos a lagrangeana original é simétrica frente a

um determinado grupo G, o qual é espontaneamente quebrado para outro menor H.

Sendo o processo descrito por G⇒H. Esses defeitos podem ser classificados quanto às

suas dimensões: defeitos pontuais tais como monopolos (d=0); defeitos lineares, tais

como cordas cósmicas (d=1); e defeitos superficiais, tais como paredes de domı́nios (d

= 2).

Finalmente usando modelo de campos escalares, num contexto não-supersimétrico,

abordado no Caṕıtulo 4, onde exploramos a idéia de uma rede de paredes de domı́nios,

aparecer na superf́ıcie de uma estrela de sóliton, reproduzimos vários resultados que

podem ter várias aplicações em teoria de campos, cosmologia ou mesmo na matéria

condensada. Para tornar o cenário cosmológico mais reaĺıstico introduzimos os efeitos

de temperatura finita, onde envestigamos as temperaturas cŕıticas para as quais cada

um dos defeitos na teoria era formado. Para o futuro, temos a intenção de trabalhar
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na linha de investigação que envolve a presença de redes de paredes de domı́nios

condutoras e supercondutoras.
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