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RESUMONeste trabalho estudamos o 
omportamento dos 
ampos elétri
o e magnéti
o está-ti
os a
oplados a uma função dielétri
a 
om a intenção de obtermos um 
on�namentoelétri
o similar ao que a
onte
e 
om o 
ampo de glúons que ligam os quarks na ma-téria hadr�ni
a. Para isso usamos o fen�meno da `anti-blindagem' em um meio 
omdielétri
os exóti
os. Mostramos que a matéria taqui�ni
a se 
omporta 
omo um meioexóti
o 
uja função dielétri
a asso
iada modi�
a as equações de Maxwell, afeta os
ampos e 
omo 
onsequên
ia en
ontramos poten
iais de 
on�namento e 
oulombianoem três dimensões espa
iais. Observamos que o regime de 
on�namento 
oin
ide 
omo regime da 
ondensação taqui�ni
a, o que lembra o efeito do 
on�namento devido à
ondensação de monopólos magnéti
os.



ABSTRACTIn this work we study the behavior of stati
 ele
tri
 and magneti
 �elds 
oupledto a diele
tri
 fun
tion with intent to obtain an ele
tri
al 
on�nement similar to whathappens with the �eld of gluons that bind quarks in hadroni
 matter. For this weuse the phenomenon of `anti-s
reening' in a medium with exoti
 diele
tri
. We showthat ta
hyon matter behaves like an exoti
 way whose asso
iated diele
tri
 fun
tionmodi�es the Maxwell's equations and a�e
ts the �elds whi
h results in 
on�ning andCoulombian potentials in three spatial dimensions. We note that the 
on�nementregime 
oin
ides with the ta
hyon 
ondensation, whi
h resembles the e�e
t of 
on�ne-ment due to 
ondensation of magneti
 monopoles.
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Capítulo 1Introdução
O 
on�namento surge naturalmente na QCD(Cromodinâmi
a quânti
a) onde o 
ampode glúons e os quarks apare
em num estado 
on�nado em baixas energias. Semelhante-mente ao 
ampo elétri
o, asso
iamos ao 
ampo de glúons 
argas denominadas �
argasde 
ores�. Em nossos estudos mostraremos que o fen�meno do 
on�namento em geralpode ser 
onsiderado 
omo sendo um efeito de um meio dielétri
o sobre os 
ampos e as
argas tal 
omo o efeito oposto ao da blindagem denominada �anti-blindagem�. Estepare
e ser o meio no qual vive a matéria hadr�ni
a em três dimensões espa
iais en-
ontrarmos poten
iais 
oulombiano e de 
on�namento, para des
rever poten
iais entrepares de quarks. Normalmente é usado o poten
ial de Cornell [1℄ vc(r) = −a

r
+ br,onde a e b são 
onstantes positivas, e r é a distân
ia entre os quarks.Na QED(Eletrodinâmi
a quânti
a), a 
arga elétri
a efetiva aumenta quando a dis-tân
ia r entre um par de elétron- anti-elétron diminui. Por outro lado na QCD existeum efeito que 
ria uma 
arga de 
or efetiva que diminui quando a distân
ia entre umpar de quark e anti-quark diminui. Este efeito da QCD é oposto ao efeito da QED.Assim é natural tentar entender este efeito em termos da própria QED em um meio�exóti
o� tal que seja 
riado um efeito de anti-blindagem em algum regime perto daes
ala da QCD.Nesses termos admitimos que o 
ampo elétri
o agora é modi�
ado por uma �funçãodielétri
a�. Considere E(r) ≡ q′(r)

r2
≡ q

G(r)r2
, onde E(r) representa o 
ampo elétri
odevido a uma 
arga q imersa em um meio polarizável 
ara
terizando uma �
or� a
o-1



plado a uma função dielétri
a G(r) onde o r representa a distân
ia da blindagem (ouanti-blindagem) ou �polarização da molé
ulas�. O 
omportamento da blindagem naQED se manifesta de a
ordo 
om a 
arga efetiva elétri
a ou seja, q′(r >> d) ≤ 1ou G(r >> d) ≥ 1 e q′(r << d) > 1 ou G(r << d) < 1 sendo d o tamanho típi
oda blindagem produzida pela polarização das molé
ulas. Por outro lado na QCD ofen�meno da anti-blindagem se manifesta 
om a 
arga elétri
a q′(r >> R) >> 1 ou
G(r >> R) << 1 e q′(r < R) → 1 ou G(r < R) → 1 sendo R o raio típi
o daanti-blindagem que é do tamanho típi
o dos hádrons. Como estamos interressados em
on�namento vamos fo
ar nosso interesse no último 
aso onde a função dielétri
a G(r)é 
laramente es
olhida de tal forma que a blindagem na QCD forne
e 
on�namento de
or em um par de quark. Observe que vamos 
ontinuar usando 
ampos de gauge abe-lianos tal 
omo em QED, mas agora G(r) é �es
olhida� adequadamente 
om o objetivode propor
ionar o 
on�namento. Vamos 
onsiderar apenas projeções abelianas quandoesses 
ampos são in
orporados em um meio dielétri
o de 
or [2, 16℄. Esses fatos sãoúteis para estudar 
on�namento de quarks e glúons dentro dos hádrons, usando umafenomenologia de teoria de 
ampos efetiva para a QCD [1, 3, 4, 5℄.Existem formas diferentes de 
on�nar o 
ampo elétri
o em um meio dielétri
o 
omdiferentes funções G(r) visando obter 
on�namento. Em nosso 
aso a função G(r)está asso
iada à 
ondensação taqui�ni
a [6℄. Em geral, o 
omportamento da funçãodielétri
a G 
om respeito a r pode ser governado por algum 
ampo es
alar φ(r) naqual des
reve a dinâmi
a do meio dielétri
o em uma matéria taqui�ni
a. Para isso,usamos uma lagrangeana para des
rever tanto a dinâmi
a de gauge 
omo a dinâmi
a de
ampos es
alares asso
iados à dinâmi
a taqui�ni
a. No presente trabalho estudamoso 
on�namento de 
ampos elétri
o e magnéti
o em uma e três dimensões espa
iais.

2



Capítulo 2Eletrodinâmi
a e CondensaçãoTaqui�ni
a
2.1 Equações de MaxwellAs quatro equações fundamentais que des
revem o eletromagnetismo são 
onhe
idas
omo Equações de Maxwell. Essas equações rela
ionam 
ampos elétri
os ~E e mag-néti
os ~B na presença ou na ausên
ia de fontes tipo as densidades de 
arga ρ(~x, t) e
orrente ~j(~x, t) em sua forma diferen
ial [7, 8℄

~∇ · ~E =
ρ

ǫ0
, (Lei de Gauss) (2.1.1)

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+ µ0

~j, (Ampère-Maxwell) (2.1.2)
~∇ · ~B = 0, (Gauss Magnéti
a) (2.1.3)
~∇× ~E = −∂ ~B

∂t
. (Faraday) (2.1.4)Os 
ampos podem existir mesmo em regiões 
om ρ(~x, t) e ~j(~x, t) nulos. Nesse 
asosem fontes, as equações apresentam uma simetria de dualidade ~E→ ~B e ~B→− ~E. Napresença de fontes, a simetria de dualidade 
onsidera a existên
ia da densidades de
arga e 
orrente, ou seja, é pre
iso 
onsiderar a existên
ia de monopolos magnéti
os[3℄ embora não tenham sido ainda observados na natureza.Da equação de Ampère-Maxwell temos

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+~j (2.1.5)3



tal que apli
ando o operador ~∇· em ambos os membros da equação termos
~∇ · (~∇× ~B) = ~∇ ·

(
∂ ~E

∂t
+ ~J

) (2.1.6)pela identidade
~∇ · (~∇× ~F ) = 0 (2.1.7)a equação assume a seguinte forma

~∇ ·
(
∂ ~E

∂t
+ ~J

)
= 0 (2.1.8)nos dando 
omo resultado a equação de 
ontinuidade

∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0. (2.1.9)Podemos também es
rever as Equações de Maxwell na forma global:

• Lei de Gauss
∫

S

~E · d~S =

∫

V

ρd3x (2.1.10)que des
reve o �uxo elétri
o ~E através de uma superfí
ie fe
hada S.
• Lei da indução de Faraday

∮

L=∂S

~E · d~l = −
∫

S

d~S · ∂
~B

∂t
(2.1.11)que des
reve o �uxo magnéti
o variável em uma superfí
ie fe
hada S gerando 
ampoelétri
o ou 
orrente elétri
a ao longo de uma linha L a qual limita S.

• A inexistên
ia de monopolo magnéti
o
∫

S

d~S · ~B = 0 (2.1.12)que des
reve o �uxo de ~B através de superfí
es fe
hadas S, sendo nulo em superfí
iesfe
hadas se admitirmos a inexistên
ia de monopolos magnéti
os.4



• Corrente de deslo
amento de Maxwell
∮

L=∂S

~B · d~l =
∫

S

d~S ·
(
~J +

∂ ~E

∂t

) (2.1.13)que des
reve o 
ampo magnéti
o ~B ao longo de uma linha fe
hada limitando umasuperfí
ie S devido à 
orrente através de S.Os 
ampos elétri
os e magnéti
os também podem ser es
ritos através do poten
ialvetor ~A e do poten
ial es
alar Φ, rela
ionados por
~B = ~∇× ~A, (2.1.14)

~E = −~∇Φ− ∂ ~A

∂t
. (2.1.15)Observamos que os 
ampos ~E e ~B são invariantes se os poten
iais Φ e ~A sofremsimultaneamente as seguintes transformações

~A −→ ~A
′

= ~A− ~∇Λ, (2.1.16)
φ −→ φ

′

= φ+
∂Λ

∂t
, (2.1.17)as quais levam a

~B
′

= ~∇× ~A
′

= ~B (2.1.18)
~E

′

= −~∇φ
′ − ∂ ~A

′

∂t
= ~E (2.1.19)Dizemos que os 
ampos observáveis são invariantes de gauge. No formalismo 
ovarianteexiste uma quantidade Aµ, 
hamada �poten
ial quadrivetor� 
ujas 
omponentes sãode�nidas 
omo

Aµ ≡ (A0 = Φ, Ai = ~A). (2.1.20)A 
omponente temporal desse quadrivetor 
orresponde ao poten
ial es
alar e a parteespa
ial ao poten
ial vetor. A 
omponente 
ovariante é dada por
Aµ = gµνA

ν (2.1.21)5



onde Aµ ≡ (Φ,− ~A) e gµν é o tensor métri
o.Do poten
ial quadrivetor podemos de�nir um tensor de segunda ordem da forma
Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ (2.1.22)Através da de�nição, per
ebemos que Fµν é totalmente anti-simétri
o, ou seja, (Fµν =

−Fνµ). Podemos es
rever Fµν em termos dos 
ampos ~E e ~B da seguinte forma
F µν =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


 (2.1.23)Deste tensor as equações de Maxwell 
om fontes passam a ser es
ritas em sua forma
ovariante

∂µF
µν = Jν (2.1.24)onde Jν = (ρ, ~J). A equação de 
ontinuidade na forma 
ovariante �
a dada por

∂µJ
µ = 0.As equações de Maxwell sem fontes são de�nidas através do tensor dual

⋆F µν ≡ 1

2
εµνλσFλσ =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


 (2.1.25)de onde se obtém a identidade

∂µ
⋆F µν = 0 (2.1.26)O símbolo de Levi-Civita (ou pseudo-tensor) εµνλσ é totalmente anti-simétri
o e possuias seguintes propriedades 
om a permutação nos índi
es

εµνλσ =





-1 
om índi
es ímpar0 
om índi
es repetidos1 
om índi
es par (2.1.27)A densidade de lagrangeana que forne
e as equações de Maxwell é:
L = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ (2.1.28)ou

L =
1

2
(E2 − B2)− ρφ +~j · ~A (2.1.29)6



2.2 Condensação taqui�ni
a e o 
on�namento elétri
oNesta seção dis
utimos a relação entre os fen�menos da 
ondensação taqui�ni
a e do
on�namento elétri
o. Quando falamos em táquions (ou �ta
hyons�) nos referimos apartí
ulas que possuem velo
idade superior à da luz e estão asso
iados a instabilida-des. Assim 
omo monopólos magnéti
os nun
a foram observados isolados na natureza,embora possam estar sempre interagindo 
om outros 
ampos ou via auto-interaçõesde ordem superior pra formar a 
ondensação taqui�ni
a [6, 18℄. Em nossos estudosmostramos que o 
on�namento elétri
o pode o
orrer na 
ondensação taqui�ni
a domesmo modo 
omo a
onte
e 
om a 
ondensação de monopolos [9℄.Na 
ondensação taqui�ni
a, os táquions evoluem para um estado de mínima energiae passam a se apresentar 
omo partí
ulas reais as quais possuem velo
idade menor quea da luz (v < c). Ilustramos 
omo isso a
onte
e da forma 
omo segue.Para ilustrarmos 
on�gurações taqui�ni
as usamos alguns tipos de poten
iais es-
alares em teoria de 
ampos.
∂µ∂

µφ = −∂V

∂φ
(2.2.30)Poten
iais asso
iados a estabilidades em um sistema des
rito por um 
ampo es
alar

φ são do tipo
V =

1

2
m2φ2 (2.2.31)enquanto poten
iais asso
iados a instabilidades são dados por

V = −1

2
m2φ2 (2.2.32)De a
ordo 
om (2.2.31) m é massa da partí
ula não taqui�ni
a. Na matéria taqui-�ni
a essa massa é um número 
omplexo o que impli
a em velo
idade superior à daluz. Podemos ver isso expli
itamente através da manipulação da fórmula da massarelativísti
a

m =
m0√
1− v2

c2

(2.2.33)7



Figura 2.1: Poten
ial asso
iado à estabilidade de um determinado sistema.

Figura 2.2: Poten
ial taqui�ni
o asso
iado à instabilidade de um determinado sistema.
m =

m0√
−
(
v2

c2
− 1
) (2.2.34)

m =
m0

i
√

v2

c2
− 1

(2.2.35)
m =

−im0√
v2

c2
− 1

(2.2.36)Note que a massa é 
omplexa para v > c, o que impli
a em um regime taqui�ni
o. Veja�g. (2.3). Táquions puros ou �sozinhos� não são a
eitáveis �si
amente. No entanto,quando interagem 
om outros 
ampos ou uns 
om os outros via auto-interações deordem superior pode o
orrer a 
ondensação taqui�ni
a e os mesmos passam a �
ar emum ponto de mínimo. Neste sentido táquions são a
eitáveis e são 
ompreendidos 
omopartí
ulas reais 
om v < c, des
ritas pelo poten
ial efetivo Eq.(2.2.38).8



Agora vamos ilustrar 
om exemplos que podem o
orrer a 
ondensação taqui�ni
a.Primeiramente 
onsideremos 
orreções de ter
eira e quarta ordem do poten
ial taqui-�ni
o (2.2.32)
Veff = −1

2
m2φ2 +

σ

3!
φ3 +

λ

4!
φ4 + · · · (2.2.37)Na �gura (2.4) é mostrado a 
ontribuição das 
orreções do poten
ial taqui�ni
o ondeen
ontramos um novo mínimo que é responsável pelo fen�meno da 
ondensação. Noteque em torno de um novo mínimo o poten
ial é aproximadamente dado por

V ′ ≃ 1

2
m′2(φ− φ0)

2 + V0 (2.2.38)Agora a massa m′ é real e portanto está asso
iada a ponto de equilíbrio estável edepende dos parâmetros, σ e λ, 
omo se vê abaixo m′ = f(σ, λ). Dizemos que agoraexiste a presença de uma partí
ula real devido ao novo mínimo gerado pelo fen�menoda 
ondensação taqui�ni
a em φ = φ0. Se adi
ionarmos apenas termos pares obtemosmínimos simétri
os degenerados (σ = 0)(ver Fig. 2.5). O poten
ial taqui�ni
o agorase 
omporta lo
almente, ou seja, em torno desses mínimos da seguinte forma.
V ′

+ ≃ 1

2
m′2(φ− φ0)

2 (2.2.39)ou
V ′

−
≃ 1

2
m′2(φ+ φ0)

2 (2.2.40)

Figura 2.3: Massa em função da velo
idade. Regime taqui�ni
o para v > c (c = 1).9



Figura 2.4: Representação dos 
omportamentos em 
ada ordem de 
orreção (ladoesquerdo). Poten
ial efetivo taqui�ni
o (lado direito).
f

K1,0 K0,5 0 0,5 1,0

K0,12

K0,10

K0,08

K0,06

K0,04

K0,02

Figura 2.5: Condensação em φ = ±φ0 (φ0 =
√
2/2).Num outro exemplo, adi
ionamos um 
onjunto de termos espe
í�
os ao poten
ial ta-qui�ni
o para tomar a seguinte forma de uma sequên
ia par.

Veff =

in�nitos termos do tipo︷ ︸︸ ︷
c

(
1− 1

2

m2φ2

Λ
+

1

8

m4φ4

Λ2
− 1

48

m6φ6

Λ3
+

1

384

m8φ8

Λ4
+ ...

) (2.2.41)que 
onverge para um poten
ial gaussiano, lembrando que φ dado em Mev,
Veff = 
 exp(−1

2

m2φ2

Λ
), (2.2.42)onde, λ = Mev−1 e c = Mev−4. 
omo mostrado na �gura (2.6). Poten
iais tipoexponen
iais, mais usado na literatura, também podem ser 
onstruídos seguindo osmesmos pro
edimentos. Ao longo deste trabalho adotamos poten
iais exponen
iais da10



Figura 2.6: Poten
ial efetivo taqui�ni
o tipo gaussiano.forma
Veff = 
 exp(−λφ). (2.2.43)Podemos pensar nesses poten
iais 
omo poten
iais 
om seus mínimos φ0 tendendo aoin�nito (ver Fig. 2.7) � uma 
onsequên
ia de um número in�nito de termos de ordemsuperior 
om 
ertas propriedades (2.2.42)-(2.2.43).

Figura 2.7: Regimes de 
ondensação tendendo ao in�nito.
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Capítulo 3Con�namento Elétri
o em Meios 
omAnti-Blindagem
Neste 
apítulo, vamos investigar modi�
ações da ação de Maxwell 
om o objetivode se obter soluções para o 
ampo elétri
o e magnéti
o 
on�nados. Este efeito éobtido a
oplando o termo de Maxwell 
om uma função que possui 
ertas propriedadesassintóti
as. O 
omportamento dessa função é de�nido em termos de um 
ampoes
alar real 
om dinâmi
a própria. Usualmente em eletrodinâmi
a temos pelo menosdois exemplos de 
on�namento de 
ampo elétri
o: i) em uma dimensão espa
ial opoten
ial elétri
o é sempre 
on�nante e a energia poten
ial entre duas 
argas 
res
elinearmente 
om a distân
ia entre as 
argas, ii) dois planos in�nitos e 
arregados
om 
argas opostas também geram poten
ial 
on�nante linear. Por outro lado, umaesfera ou uma partí
ula 
arregada em três dimensões espa
iais produzem poten
iaisnão-
on�nantes. Como sabemos, isto a
onte
e porque a energia poten
ial entre essesobjetos é inversamente propor
ional à distân
ia entre eles. No entanto, quando objetos
arregados são imersos em meios dielétri
os, as propriedades do 
ampo elétri
o podemudar. Isto se deve ao fato de que a polarização do meio gera o fen�meno da blindagemsobre a 
arga imersa. Um 
omportamento similar a
onte
e 
om o 
ampo magnéti
oquando imerso em materiais magnéti
os.Neste 
apítulo, vamos mostrar que quando objetos 
arregados são imersos em ummeio dielétri
o exóti
o 
om fen�menos de anti-blindagem, o fen�meno do 
on�namento12



emerge mesmo para partí
ulas 
arregadas em três dimensões espa
iais. Fen�menos
omo esse são de interresse no estudo do 
on�namento de quarks e gluons (
onstituintesdos hádrons). Em baixas energias essas partí
ulas apare
em na natureza numa fase
on�nada. O efeito de antiblindagem é um fen�meno natural da matéria hadr�ni
a.3.1 Interação entre 
argas elétri
as puntuaisAnalisando a situação 
om duas 
argas puntuais, separadas por uma distân
ia r, ob-servando as linhas de força �saindo� da 
arga negativa e �entrando� na positiva, adistân
ia entre as linhas aumenta à medida em que elas se distan
iam. O 
ampo

Figura 3.1: Duas 
argas puntuaiselétri
o de uma 
arga pontual é dado por
E =

q

4πǫ0r2
(3.1.1)De a
ordo 
om (3.1.1), o 
ampo elétri
o tende a zero à medida em que a distân
iatende ao in�nito. De maneira semelhante a energia poten
ial tende a zero quando a

Figura 3.2: Campo elétri
o de
res
ente 
om o quadrado da distân
ia
13



separação r tende ao in�nito. Neste 
aso não há 
on�namento de 
argas.
U = − q2

4πǫ0r
(3.1.2)

Figura 3.3: Energia poten
ial devido a 
argas puntuais3.2 Blindagem em meio dielétri
oConsideremos duas 
argas opostas separadas por uma distân
ia r. Tomemos 
omoreferên
ia a 
arga positiva 
omo a 
arga polarizadora e a 
arga negativa 
omo a `
argateste'. A 
arga positiva polarizando as molé
ulas em torno da mesma gera uma blin-dagem no meio dielétri
o de tal maneira que a 
arga negativa não 
onsegue sentirtotalmente o efeito da 
arga positiva (ver Fig. 3.4). Alternativamente, podemos a�r-mar que o 
ampo elétri
o gerado pela 
arga positiva torna-se mais fra
o em um meiodielétri
o, porém sua magnitude depende da posição r. Ou seja, a 
arga de teste podesentir uma maior (ou menor) redução do 
ampo se ela estiver su�
ientemente fora(ou dentro) da região de blindagem. Para governar este efeito de�nimos uma `funçãodielétri
a' G(r). Na �gura 3.5 podemos ver qualitativamente o efeito da blindagemda 
arga positiva devido à polarização do meio. Nela é mostrado o efeito de blinda-gem da 
arga devido à polarização no meio dielétri
o. A 
arga efetiva q

G(r)
aumentaquando r diminui (r << d) e diminui quando r aumenta (r >> d), onde d 
ara
terizao diâmetro das mlé
ulas polarizadas. 14



Figura 3.4: Efeito de blindagem

Figura 3.5: Efeito da polarização3.3 �Anti-blindagem� em um meio dielétri
o exóti
oO fen�meno da anti-blindagem em meios materiais pare
e não ser observado. Entre-tanto este pare
e ser o 
aso da �Matéria Hadr�ni
a�, na qual o efeito de blindagemé exatamente o oposto daquele des
rito na seção anterior. Nela, duas `
argas de 
or'sentem o aumento do 
ampo de gluons quando a distân
ia r aumenta. Podemos en-tender este efeito 
omo sendo igual ao de 
argas elétri
as imersas em um meio 
omefeito dielétri
o oposto que 
hamamos de dielétri
o exóti
o. Nele, a 
arga efetiva q

G(r)aumenta quando (r >> R) e diminui quando r diminui (r << R), onde R 
ara
terizao raio de �anti-blindagem�.
15



3.3.1 Con�namento em meios dielétri
os exóti
osO 
ampo elétri
o de uma 
arga puntiforme em uma superfí
ie fe
hada é obtida daseguinte forma ∮
Eda =

q

ǫ0G(r)
(3.3.3)

4πr2E =
q

ǫ0G(r)
(3.3.4)Assim,

E =
q

4πǫ0r2G(r)
(3.3.5)Es
olhemos uma função G(r) típi
a (ver Fig.3.6)

G(r) =
1

1 + ar2
(3.3.6)Com isso, temos para o 
ampo elétri
o o seguinte 
omportamento

E(r) =
q

4πǫ0

[
1

r2
+ a

]
. (3.3.7)que possui os seguinte 
omportamentos assintóti
os

Figura 3.6: Função típi
a
E(r) =

q

4πǫ0r2
, para r → 0 (limite 
oulombiano) (3.3.8)e

E(r) =
qa

4πǫ0
, para ∀ r (
on�namento) (3.3.9)Na �gura 3.7 representamos o limite 
oulombiano enquando a �gura 3.8 mostra aslinhas de força no fen�meno do 
on�namento.16



Figura 3.7: Limite 
oulombiano
Figura 3.8: Con�namentoO poten
ial elétri
o tende ao in�nito quando a separação r tende ao in�nito e édes
rito pelo poten
ial de Cornell via relação v(r) =

∫
~Ed~r:

v(r) =
q

4πǫ0

[
−1

r
+ ar

]
. (3.3.10)O 
omportamento 
ompleto do poten
ial de Cornell está representado na �gura 3.9.

Figura 3.9: Con�namento de 
argas3.4 Equações de Maxwell modi�
adas por uma fun-ção dielétri
aNesta seção apli
amos a teoria do eletromagnetismo para des
rever o fen�meno do 
on-�namento elétri
o em um meio exóti
o. Em primeiro lugar es
revemos a lagrangeana17



de Maxwell no vá
uo e sem fontes
L = −1

4
FµνF

µν . (3.4.11)As equações de movimento para o 
ampo eletromagnéti
o são dadas por
∂µF

µν = 0 (3.4.12)e
∂µ

⋆F µν = 0 (3.4.13)Mesmo na ausên
ia de fontes as equações de movimento para o 
ampo eletromagnéti
oproduzem 
omo soluções de vá
uo soluções estáti
as esferi
amente simétri
as (
ampo
oulombiano devido a uma 
arga puntual) e 
ilíndri
as (
ampo magnéti
o devido auma 
orrente em �o retilíneo in�nito) 
omo veremos abaixo.Para 
ampos eletromagnéti
os mergulhados em um meio dielétri
o 
ara
terizadopela função dielétri
a G(φ), onde φ(r) é um 
ampo es
alar que governa a dinâmi
a domeio, temos a seguinte lagrangeana
L = −1

4
G(φ)FµνF

µν (3.4.14)As equações de movimento (3.4.12) são agora des
ritas por
∂µ[G(φ)F µν ] = 0, (3.4.15)sendo µ = 0, 1, 2, 3. Desenvolvendo a 
omponente ν = 0, temos

∂0[G(φ)F 00] + ∂1[G(φ)F 10] + ∂2[G(φ)F 20] + ∂3[G(φ)F 30] = 0 (3.4.16)Pela equação (2.1.23), temos
∂1[G(φ)E1] + ∂2[G(φ)E2] + ∂3[G(φ)E3] = 0 (3.4.17)ou simplesmente

∇ · [G(φ) ~E] = 0 (3.4.18)18



Agora desenvolvendo ν = 1, temos
∂0[G(φ)F 01] + ∂1[G(φ)F 11] + ∂2[G(φ)F 21] + ∂3[G(φ)F 31] = 0 (3.4.19)ou melhor

−∂0[G(φ)E1] + ∂2[G(φ)B3]− ∂3[G(φ)B2] = 0 (3.4.20)tal que podemos es
rever
− ∂

∂t
[G(φ)E1] + (∇× [G(φ) ~B])1 = 0 (3.4.21)O mesmo pode ser feito para ν = 2, ou seja

∂0[G(φ)F 02] + ∂1[G(φ)F 12] + ∂2[G(φ)F 22] + ∂3[G(φ)F 32] = 0 (3.4.22)que logo �
a dado por
−∂0[G(φ)E2]− ∂1[G(φ)B3] + ∂3[G(φ)B1] = 0 (3.4.23)de onde podemos es
rever

− ∂

∂t
[G(φ)E2] + (∇× [G(φ) ~B])2 = 0 (3.4.24)Finalmente desenvolvendo ν = 3, temos

∂0[G(φ)F 03] + ∂1[G(φ)F 13] + ∂2[G(φ)F 23] + ∂3[G(φ)F 33] = 0 (3.4.25)ou seja
−∂0[G(φ)E3] + ∂1[G(φ)B2]− ∂2[G(φ)B1] = 0 (3.4.26)ou ainda

− ∂

∂t
[G(φ)E3] + (∇× [G(φ) ~B])3 = 0 (3.4.27)Somando as equações (3.4.21), (3.4.24), (3.4.27) temos a seguinte forma vetorial

− ∂

∂t
[G(φ) ~E] +∇× [G(φ) ~B] = ~0 (3.4.28)19



Figura 3.10: Coordenadas esféri
asé interressante notar que para G(φ) = 1 da Eq.(3.4.28), obtemos a lei de Ampére-Maxwell, Eq.(2.1.2). Partindo da Eq. (3.4.18) vamos en
ontrar o 
ampo elétri
o ~Emodi�
ado a
oplado a uma função G(φ) trabalhando em 
ordenadas esféri
as (ver Fig.3.10)
∇ · [G(φ) ~E] =

1

r2
∂

∂r
(r2G(φ)Er) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θG(φ)Eθ) +

1

r sin θ

∂

∂φ
(G(φ)Eφ) = 0(3.4.29)Admitindo que E(r) e φ(r) são funções apenas de r e por 
onsequên
ia G(φ) segue amesma 
ondição, a equação a
ima assume a seguinte forma

∇ · [G(φ) ~E] =
1

r2
∂

∂r
(r2G(φ)Er) = 0 (3.4.30)Desta equação podemos obter as soluções de vá
uo men
ionadas a
ima. Para issointegramos essa equação diferen
ial. Primeiro, multipli
amos ambos os membros daequação por r2 para obter

∂

∂r
(r2G(φ)Er) = 0 (3.4.31)Agora integrando em r, en
ontramos

∫
∂

∂r
(r2G(φ)Er) =

∫
0dr (3.4.32)

r2G(φ)Er = λ (3.4.33)20



ou seja
Er =

λ

r2G(φ)
(3.4.34)Agora �
a fá
il interpretar a 
onstante de integração λ =

q

4πε0
para es
revermos o
ampo elétri
o 
oulombiano modi�
ado por uma função dielétri
a G(φ)

E =
q

4πε0r2G(φ)
(3.4.35)onde E = | ~E| = Er. Portanto observamos que a função dielétri
a a
oplada ao 
ampoelétri
o ~E altera sua magnitude e depende da posição r. Com isso vamos tambéminvestigar a ação desta função sobre o 
ampo magnéti
o ~B. Para isto partimos da Eq.(3.4.28) admitindo 
ampos estáti
os 
om dependên
ia apenas radial tal que

∇× [G(φ) ~B] =
1

r sin θ




∂

∂θ
(sin θB3(G(φ)))−

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂ϕ
B2(G(φ))


 e1 +




1

r sin θ

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂ϕ
B1(G(φ))−1

r

∂

∂r
(rB3(G(φ)))


 e2 +

1

r




∂

∂r
rB2(G(φ̃))−

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂θ
B1(G(φ))


 e3 = 0. (3.4.36)Com isso nossa equação se reduz a

∇× ~B(G(φ)) =




I=0︷ ︸︸ ︷
1

r sin θ
B3(G(φ))

∂

∂θ
sin θ


 e1

−

II=0︷ ︸︸ ︷
1

r

[
∂

∂r
(rB3(G(φ)))

]
e2 +

+

III︷ ︸︸ ︷
1

r

[
∂

∂r
rB2(G(φ))

]
e3 = 0. (3.4.37)onde admitimos que a 
omponente B3 = 0 por simetria 
ilídri
a da solução. Agoradesenvolvemos o termo (III), multipli
ando ambos os lados por r, tal que

∂

∂r
{rB2[G(φ)]} = 0 (3.4.38)21



Integrando em r, temos
∫

∂

∂r
(rB2(G(φ)))dr =

∫
0dr (3.4.39)ou seja

rB2G(φ) = c (3.4.40)ou ainda
B2 =

c

rG(φ)
(3.4.41)Assim o 
ampo magnéti
o

~B = B1e1 +B2e2 +B3e3 (3.4.42)�
a dado da forma geral
~B = B1(r)e1 +

c

rG(φ)
e2. (3.4.43)que por imposição de simetria 
ilíndri
a da solução podemos 
onsiderar B1(r) = 0 talque

~B =
c

rG(φ)
θ̂ (3.4.44)Idendi�
ando a 
onstante de integração c = µ0i, e usando o fato de que B =

∣∣∣ ~B
∣∣∣ temos

B =
µ0i

rG(φ)
(3.4.45)que é o 
ampo magnéti
o devido a uma 
orrente elétri
a num �o retilíneo in�nito.Con
luímos, portanto, que a função dielétri
a G(φ) a
oplada ao 
ampo magnéti
o ~Btambém afeta a sua magnitude dependendo da posição r.Como adiantamos anteriormente a dinâmi
a do meio dielétri
o deve ser governadapelo 
ampo es
alar φ. Uma 
onsequên
ia disto é que a função G(φ) deve a
oplar essadinâmi
a ao 
ampo eletromagnéti
o. A seguir es
revemos a lagrangeana 
ompletapara estudarmos a in�uên
ia da dinâmi
a do meio dielétri
o sobre a eletrodinâmi
ade Maxwell. 22



Vamos 
onsiderar uma dinâmi
a para o 
ampo φ presente na função dielétri
a
G(φ), segundo a lagrangeana [10℄

L = −1

4
G(φ)FµνF

µν +
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) (3.4.46)O 
omportamento da função dielétri
a G(φ) será apresentado 
omo uma 
onsequên
iadas soluções das equações de movimento obtidas pela lagrangeana a
ima. As equaçõesde movimento para o 
ampo eletromagnéti
o Aµ e o 
ampo es
alar φ, ou seja
∂µ

[
∂L

∂(∂µAν)

]
− ∂L

∂Aν

= 0, (3.4.47)
∂µ

[
∂L
∂∂µφ

]
− ∂L

∂φ
= 0, (3.4.48)são dadas expli
itamente pelas seguintes equações diferen
iais

∂µ[G(φ)F µν ] = 0, (3.4.49)
∂µ∂

µφ+
∂V (φ)

∂φ
+

1

4

∂G(φ)

∂φ
FµνF

µν = 0. (3.4.50)Para efeito de ilustração, 
onsideramos as equações de movimento para o meio dielé-tri
o e o 
ampo elétri
o, em 
oordenadas esféri
as
1

r2
d

dr

(
r2
dφ

dr

)
=

∂V

∂φ
− 1

2
E2∂G

∂φ
, (3.4.51)

1

r2
d

dr
(r2G(φ)E) = 0. (3.4.52)Das dis
ussões anteriores sabemos que para esta última equação en
ontramos o 
om-portamento do 
ampo elétri
o da forma

E =
q

4πǫ0G(φ)r2
. (3.4.53)Para en
ontramos regimes de 
on�namento a função dielétri
a deve ter os seguintes
omportamentos assintóti
os:

G(φ(r)) = 0 quando r → ∞ (3.4.54)23



G(φ(r)) = 1 quando r → 0 (3.4.55)Com isso observamos que ao a
oplarmos uma função G(φ) ao 
ampo elétri
o ~E 
omo objetivo de obter o 
on�namento, notamos 
laramente que essa função modi�
a o
ampo e o fen�meno do 
on�namento pode ser 
onstatado.

24



Capítulo 4Con�namento Elétri
o em MatériaTaqui�ni
a
Através da dinâmi
a de um 
ampo es
alar φ vamos obter uma função dielétri
a

G(φ). Consideramos que este 
ampo, que se en
ontra presente na função dielétri
a,possui dinâmi
a própria e que se a
opla ao 
ampo eletromagnéti
o via G(φ). Quandoigualamos a função dielétri
a G(φ) ao poten
ial es
alar V (φ) ou seja, G(φ)=V (φ),obtemos um formalismo mais simples e melhor justi�
ado para obtenção da função
G(φ) e 
onsequentemente do 
on�namento do 
ampo eletromagnéti
o. Usamos umalagrangeana que des
reve a dinâmi
a de táquions para mostrar que a 
onsideração
G(φ)=V (φ) é legítima no limite de 
ampo taqui�ni
o fra
o. Tal lagrangeana é 
omu-mente en
ontrada em teoria de 
ordas [6, 18℄. O nosso trabalho mostra que no limiteda 
ondensação de táquions, ou seja, G(φ) = V (φ) −→ 0 
om φ −→ ∞, obtemos o
on�namento do 
ampo eletromagnéti
o.4.1 Lagrangeana taqui�ni
a 
om 
ampos eletromag-néti
osPor enquanto, por simpli
idade, vamos 
onsiderar primeiramente os 
ampos depen-dendo apenas da 
omponente espa
ial x, ou seja

φ = φ(x), Aµ = Aµ(x). (4.1.1)25



Assim as equações de movimento dis
utidas no 
apítulo anterior agora �
am dadaspor
d

dx
[G(φ)E] = 0, (4.1.2)

−d2φ

dx2
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0, (4.1.3)onde usamos o fato de que F 01 = E. Integrando (4.1.2), temos

G(φ)E = q =⇒ E =
q

G(φ)
, (4.1.4)que substituindo na Eq.(4.1.3) temos

−d2φ

dx2
+

∂V (φ)

∂φ
− 1

4

∂G(φ)

∂φ

q2

G(φ)2
= 0, (4.1.5)ou simplesmente

−φ
′′

+
∂V (φ)

∂φ
− 1

4

q2

G(φ)2
∂G(φ)

∂φ
= 0 (4.1.6)Observamos que na equação a
ima devemos espe
i�
ar, em prin
ípio, o poten
ial

V (φ) e a função G(φ). No entanto, podemos restringir essas es
olhas 
onsiderando
G(φ) = V (φ). Como veremos abaixo esta es
olha é legítima quando estamos traba-lhando 
om uma lagrangeana que des
reve a dinâmi
a de táquions representados pelo
ampo es
alar φ.Como é 
onhe
ido da teoria de 
ordas, a dinâmi
a de um 
ampo taqui�ni
o T (x)a
oplado 
om o 
ampo elétri
o E(x) é dada por [6, 18℄

L = −V (T )
√
1− T ′2 + F01F 01

= −V (T )

[
1− 1

2
(T ′2 + F01F

01) + ...

]

= −V (T ) +
1

2
V (T )(T ′2)− 1

2
V (T )F01F

01) + ...

= −V (φ) +
1

2
φ′2 − 1

2
V (φ)F01F

01 + ... (4.1.7)Na última equação (4.1.7) usamos o fato de que
V (T (φ)) =

(
∂φ

∂T

)2

⇒ 1

2
V (T )(T ′2) =

1

2

(
∂φ

∂T

∂T

∂x

)2

=
1

2
φ′2, (4.1.8)26



onde φ = f(T ), ou seja, T = f−1(φ).Note que 
omparando a equação (4.1.7) 
om a equação (3.4.46) per
ebemos aigualdade G = V é legítima, de forma que podemos es
rever
−φ′′ +

∂V

∂φ
− q2

4

1

V 2

∂V

∂φ
= 0,

−φ′′ +
∂V

∂φ
− q2

4

(−∂V −1

∂φ

)
= 0,

φ′′ − ∂V

∂φ
− q2

4

∂V −1

∂φ
= 0,

φ′′ +
∂

∂φ

[
−V − q2V −1

4

]
= 0,

φ′′ − ∂Ṽ

∂φ
= 0. (4.1.9)Note que agora só �
amos 
om a equação para o 
ampo es
alar

φ′′ =
∂Ṽ

∂φ
(4.1.10)
om o poten
ial

Ṽ = V +
q2

4

1

V
(4.1.11)4.2 Poten
ial de 
on�namento para o 
ampo elétri
oem uma dimensão espa
ialComo um exemplo, admitimos o poten
ial (ver Fig. 4.1):
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phiFigura 4.1: O poten
ial es
alar exponen
ial27



V = e−αφ, tal que Ṽ = 2 cosh(αφ) (4.2.12)para q2 = 4. A solução da equação (4.1.9) para este tipo de poten
ial é dada por (verFig. 4.2).
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xFigura 4.2: O 
ampo es
alar
φ(x) =

2

α
arcsin[tan(x)]. (4.2.13)Substituindo esta solução no poten
ial V = e−αφ, obtemos a função dielétri
a (ver Fig.4.3).
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xFigura 4.3: A função dielétri
a
G(x) = V (x) =

1

(tan(x)+ | sec(x) |)2 (4.2.14)Portanto, o modelo reproduz bem o 
omportamento de 
on�namento do 
ampo elétri
o
E(x) =

q

G(x)
(4.2.15)28



Note que no limite x → ∞ o 
ampo elétri
o diverge (�regime super
on�nante�). Poroutro lado, no limite x → 0, o 
ampo elétri
o tende a um valor 
onstante E = q(�regime 
on�nante�).4.3 Poten
iais de 
on�namento e 
oulombiano parao 
ampo elétri
o em três dimensõesEm uma dimensão vimos da Eq.4.1.3 que a equação de movimento para o 
ampoes
alar é dada por
−d2φ

dx2
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.16)Em três dimensões a extensão é direta e dada da seguinte forma

−∇2φ+
∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.17)usando o fato de que

∇2Ψ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2
(4.3.18)tal que para Ψ ≡ φ(r) ou seja, uma função apenas 
om dependên
ia radial (`simetriaradial') temos

−



1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+

0︷ ︸︸ ︷
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

0︷ ︸︸ ︷
1

r2 sin2 θ

∂2φ

∂φ2




+
∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂ϕ
E2 = 0 (4.3.19)ou melhor

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.20)Lembrando que o 
ampo elétri
o é dado por

E(r) =
q

4πǫ0G(φ)r2
(4.3.21)e o substituindo em (4.3.20) temos

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ

[
q

4πǫ0G(φ)r2

]2
= 0 (4.3.22)29



Considere agora
λ =

q

4πǫ0
(4.3.23)tal que nossa equação assume a seguinte forma

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ

[
λ

G(φ)r2

]2
= 0 (4.3.24)

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

λ2

4

∂G

∂φ

1

r4G(φ)2
= 0 (4.3.25)Agora 
onsiderando G(φ)=V (φ), temos

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V (φ)

∂φ
+

λ2

4

∂V (φ)

∂φ

1

r4V (φ)2
= 0 (4.3.26)Poten
iais que des
revem a 
ondensação taqui�ni
a em teoria de 
ordas são dotipo que são zero no vá
uo ou seja, quando φ → ±∞ tal que V (φ → ±∞) = 0.Para uma lagrangeana taqui�ni
a Eq.(4.1.7) expandida polinomialmente, �
a expli
i-tamente 
laro que a função dielétri
a G(φ) pode ser igual ao poten
ial V (φ). Assim,nossa função dielétri
a apare
e em um 
ontexto de teoria de táquions. A seguir apli
a-mos esse formalismo para o 
aso de um poten
ial exponen
ial que preen
he o requisito

V (φ → ±∞) = 0.
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)]
=

∂V (φ(r))

∂φ(r)
− λ2

4

∂V (φ(r))

∂φ(r)

1

r4V (φ(r))2
(4.3.27)

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)]
=

∂

∂φ(r)

[
V (φ(r))− λ2

4

1

r4V (φ(r))

] (4.3.28)Admitindo o poten
ial exponen
ial V (φ(r)) = e−αφ(r) temos
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)
=

∂

∂φ(r)

[
e−αφ(r) − λ2

4

1

r4e−αφ(r)

] (4.3.29)
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)
=

∂

∂φ(r)

[
e−αφ(r) − λ2

4

eαφ(r)

r4

] (4.3.30)Desenvolvendo os 
ál
ulos �
amos 
om
− 1

r2

(
2r

∂φ(r)

∂r
+ r2

∂2φ(r)

∂r2

)
=

[
−αe−αφ(r) − λ2

4

αeαφ(r)

r4

] (4.3.31)
2

r

∂φ(r)

∂r
+

∂2φ(r)

∂r2
= αe−αφ(r) +

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.32)30



Como φ só depende de r, podemos es
rever nossa equação em termos de derivadaordinária para termos simplesmente
d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
= αe−αφ(r) +

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.33)Agora 
omparando o nosso resultado 
om o resultado da referên
ia [11, 17℄ para o
on�namento de quarks e gluons 
om Nc 
ores, ou seja

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
= − g2

64π2fφ

(
1− 1

Nc

)
exp

(
−φ(r)

fφ

)
1

r4
(4.3.34)Comparando Eq.(4.3.34) e Eq.(4.3.33), notamos que se tornan idênti
as quando oprimeiro termo do segundo membro da equação Eq.(4.3.33).

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
=

0︷ ︸︸ ︷
αe−αφ(r)+

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.35)de onde en
ontramos

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
=

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.36)Isto nos permite identi�
ar nossa 
arga elétri
a q em termos da 
arga de 
or de quarkse gluons g da seguinte forma

− g2

64π2fφ

(
1− 1

Nc

)
= α

λ2

4
(4.3.37)Lembre-se que de Eq.(4.3.23) temos uma relação entre λ e q. De a
ordo 
om [11, 17℄,a solução 
on�nante é dada por

φ(r) = 2fφ ln
(rφ
r

) (4.3.38)Manipulando a Eq.(4.3.37) temos
− 1

fφ

(
1− 1

Nc

)
= α

λ2

4

64π2

g2
(4.3.39)

− 1

fφ
= α

λ2

4

64π2

g2

(
Nc

Nc − 1

) (4.3.40)Agora identi�
ando α = − 1

fφ
, temos
λ216π

2

g2

(
Nc

Nc − 1

)
= 1 (4.3.41)31



λ =
g

4π

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.42)Usando Eq.(4.3.23) podemos agora es
rever
q

4πǫ0
=

g

4π

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.43)
q = ǫ0g

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.44)Substituindo (4.3.44) em (4.3.21), 
om G(φ̃(r)) ≡ G(r), temos
E(r) =

ǫ0g

√(
Nc−1
Nc

)

4πǫ0G(r)r2
(4.3.45)Can
elando os ǫ0 temos

E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4πG(r)r2
(4.3.46)sendo G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−αφ(r)), onde φ(r) é a solução 
on�nante dada naEq.(4.3.38) Esta solução foi primeiramente obtida em [11, 17℄ em teorias 
om soluçõesdilat�ni
as. Agora substituindo,

G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−α2fφ ln
rφ
r
) (4.3.47)e lembrando que α = − 1

fφ
, temos

G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
−
(
− 1

fφ

)
2fφ ln

rφ
r

) (4.3.48)Can
elando fφ, 
hegamos ao seguinte resultado
G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
2 ln

rφ
r

) (4.3.49)ou simplesmente
G(φ(r)) = V (φ(r)) =

(rφ
r

)2 (4.3.50)Substituindo na Eq.(4.3.46), temos o 
ampo elétri
o modi�
ado por uma função Gpara um `meio 
on�nante', dado por
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π
(rφ

r

)2
r2

(4.3.51)32



ou melhor
E(r) =

g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
(4.3.52)O 
ampo elétri
o é 
onstante (ver Fig. 4.4) e que portanto impli
a que as linhas deforça estão juntas o tempo todo, o que 
ara
teriza um regime de 
on�namento devidoa um meio anti-dielétri
o representado pelo 
ondensado ou `matéria taqui�ni
a'. Vejadis
ussões abaixo.

Figura 4.4: Campo elétri
o 
onstante4.3.1 Poten
ial 
on�nanteIntegrando (4.3.52) 
onforme segue
v(r) =

∫
E(r)dr (4.3.53)en
ontramos o poten
ial 
on�nante

v(r) =

g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
r + c (4.3.54)que é do tipo 
on�nante linear (ver Fig. 4.5)

v(r) = σr + c (4.3.55)
33



Figura 4.5: Poten
ial 
on�nante4.3.2 Energia poten
ialA energia poten
ial elétri
a entre duas 
argas puntuais é dada simplesmente em termoso poten
ial e da 
arga
u(r) = qv(r) (4.3.56)ou seja

u(r) =

(
ǫ0g

√(
1− 1

Nc

))


g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ


 r (4.3.57)

u(r) =
ǫ0g

2
(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
r (4.3.58)Portanto temos um o poten
ial de 
on�namento linear tipo aquele que des
reve o
on�namento de quarks e glúons

u(r) = ǫ0g
2 r

4πr2φ

(
1− 1

Nc

) (4.3.59)Note que o nosso tratamento é de uma teoria de gauge abeliana e portanto não possuitodos os graus de liberdade adequados para des
rever as 
ores dos glúons. Porém,
omo a própria expressão mostra no limite em que Nc → ∞ a 
arga elétri
a é idênti
aà 
arga de 
or. Este é o limite de 't Hooft (ou limite planar) onde vários grá�
osde Feynman desapare
em e torna a teoria não-abeliana mais simples. Assim podemosentender nossa abordagem abeliana 
omo sendo uma abordagem aproximada da teorianão-abeliana que des
reve a QCD. 34



En
errando esta subseção gostaríamos de fazer um último 
omentário a respeitodo 
ampo magnéti
o. Embora em todo o 
ál
ulo da função dielétri
a tenha sido 
on-siderado apenas o 
ampo elétri
o, podemos 
onsiderar um efeito da função dielétri
asobre o 
ampo magnéti
o sem que o mesmo reaja sobre tal função. Isso justi�
a a au-sên
ia do efeito do 
ampo magnéti
o (ausên
ia de �ba
krea
tions�) nas equações quegovernam o 
ampo elétri
o e o 
ampo es
alar.Substituindo nossa função G(φ) em Eq.(4.3.50), obtida do poten
ial 
on�nante, naEq.(3.4.45) e lembrando que c = µ0i, en
ontramos
~B =

c

rG(φ)
θ̂ =

µ0i

r
(rφ

r

)2 =
rµ0i

r2φ
(4.3.60)Com isso mostramos a presença do efeito do 
on�namento elétri
o sobre o 
ampomagnéti
o. Veja na Fig. 4.6 o efeito do 
on�namento em ambos os 
ampos elétri
o emagnéti
o.

Figura 4.6: Representação em 
oordenadas esféri
as do efeito do 
on�namento sobreos 
ampos elétri
o e magnéti
o.4.3.3 Poten
ial 
oulombianoVamos en
ontrar o poten
ial 
oulombiano partindo do 
ampo elétri
o da Eq.(4.3.46),
om base na solução para o 
ampo es
alar [11, 17℄
φ(r) = 2fφ ln

(
r + rφ

r

) (4.3.61)35



Lembrando que α = − 1
fφ

e G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−α(φ(r))) obtemos
G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
1

fφ
2fφ ln

(
r + rφ

r

)) (4.3.62)Can
elando os fφ, temos
G(φ(r)) = exp

(
2 ln

(
r + rφ

r

))
=

(
r + rφ

r

)2 (4.3.63)Substituindo este resultado na Eq.(4.3.46) en
ontramos
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π
(

r+rφ
r

)2
r2

(4.3.64)ou simplesmente
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π(r + rφ)
2 (4.3.65)Integrando o 
ampo em função de r, ou seja

vc(r) =

∫
~E.d~r =

∫
E(r)dr (4.3.66)obtemos o poten
ial `
oulombiano' da seguinte forma

vc(r) = − g

4π

√(
1− 1

Nc

)
1

r + rφ
(4.3.67)A energia poten
ial é dada por

u(r) = qvc(r) (4.3.68)Expressando a 
arga q em termos de g 
onforme de�nido a
ima en
ontramos
u(r) = −ǫ0g

2

(
1− 1

Nc

)
1

r + rφ
(4.3.69)Energia poten
ial tipo 
oulombiana para o 
ampo elétri
o que imita a energia de quarkse gluons no limite de altas energias ou r → 0. Note, entretanto, que o poten
ial é suaveem r = 0 diferentemente de um poten
ial 
oulombiano exato.
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Finalmente, vamos 
omentar sobre a relação entre o 
on�namento e a 
ondensaçãotaqui�ni
a. Com a 
ondensação taqui�ni
a no in�nito (ver Fig. 4.7), o poten
ialtaqui�ni
o deve ser tipo
V = e−αφ (4.3.70)Em nosso estudo temos um poten
ial desse tipo. Substituindo a solução explí
ita

Figura 4.7: Condensação para φ → ∞para φ(r) 
hegamos à forma
V (r) = e−αφ(r) =

(rφ
r

)2 (4.3.71)Da equação (4.3.71) notamos que a 
ondensação taqui�ni
a a
onte
erá quando r

Figura 4.8: Condensação taqui�ni
atender ao in�nito (ver Fig. 4.8). Assim o 
ampo elétri
o a
oplando a uma função37



dielétri
a G(r) = V (r) nos dá um 
on�namento quando a mesma tende a zero noin�nito. Como já vimos previamente o 
ampo elétri
o é es
rito da forma
E =

q2

4πGr2
(4.3.72)e o poten
ial elétri
o 
on�nante é (ver Fig. 4.5)

v(r) = σr + c (4.3.73)Podemos, portanto, 
on
luir que o 
on�namento elétri
o está asso
iado à 
ondensaçãotaqui�ni
a. Da teoria de 't Hooft - Mandelstan e Seiberg - Witten [9℄, a qual tratada dualidade entre o fen�meno do 
on�namento e o fen�meno da super
ondutividade,sabemos que o 
on�namento elétri
o também pode estar asso
iado à 
ondensaçãode monopolos magnéti
os. Porém, táquions e monoplos magnéti
os sozinhos (sem
ondensação) pare
em terem sido ex
luídos durante a fase in�a
ionária do Universo.
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Capítulo 5Con
lusões
Neste trabalho en
ontramos poten
iais 
oulombiano e de 
on�namento para o 
ampoelétri
o que lembra aquele obtido para o 
on�namento de quarks e gluons. Nossaabordagem abeliana pode ser 
ompreendida 
omo uma aproximação da abordagemnão-abeliana da QCD. O poten
ial 
oulombiano para o 
ampo elétri
o obteve o mesmo
omportamento do poten
ial entre quarks em altas energias. O regime 
on�nantedo 
ampo elétri
o foi obtido 
onsiderando o mesmo imerso em um meio dielétri
oexóti
o 
uja função dielétri
a des
reve um 
omportamento de anti-blindagem. Emnosso estudo esse meio é des
rito por uma matéria taqui�ni
a des
rita em termos de umpoten
ial taqui�ni
o 
ujos mínimos globais estão lo
alizados no in�nito. Rela
ionamosa 
ondensação taqui�ni
a 
om o 
on�namento elétri
o. Desta forma a 
ondensaçãotaqui�ni
a desempenha o mesmo papel que a 
ondensação de monopolos no fen�menodo 
on�namento elétri
o. Este último, trata-se da dualidade entre o 
on�namento e ofen�meno da super
ondutividade.Como perspe
tiva de estudo pretendemos estender nossa presente análise para o
aso mais realísti
o que é 
onsiderar a teoria não-abeliana, o que tornará nossa análisemais próxima dos estudos em QCD. Uma outra possibilidade seria 
onsiderar essesestudos no 
ontexto de dimensões extras ou teoria de branas.
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RESUMONeste trabalho estudamos o 
omportamento dos 
ampos elétri
o e magnéti
o está-ti
os a
oplados a uma função dielétri
a 
om a intenção de obtermos um 
on�namentoelétri
o similar ao que a
onte
e 
om o 
ampo de glúons que ligam os quarks na ma-téria hadr�ni
a. Para isso usamos o fen�meno da `anti-blindagem' em um meio 
omdielétri
os exóti
os. Mostramos que a matéria taqui�ni
a se 
omporta 
omo um meioexóti
o 
uja função dielétri
a asso
iada modi�
a as equações de Maxwell, afeta os
ampos e 
omo 
onsequên
ia en
ontramos poten
iais de 
on�namento e 
oulombianoem três dimensões espa
iais. Observamos que o regime de 
on�namento 
oin
ide 
omo regime da 
ondensação taqui�ni
a, o que lembra o efeito do 
on�namento devido à
ondensação de monopólos magnéti
os.



ABSTRACTIn this work we study the behavior of stati
 ele
tri
 and magneti
 �elds 
oupledto a diele
tri
 fun
tion with intent to obtain an ele
tri
al 
on�nement similar to whathappens with the �eld of gluons that bind quarks in hadroni
 matter. For this weuse the phenomenon of `anti-s
reening' in a medium with exoti
 diele
tri
. We showthat ta
hyon matter behaves like an exoti
 way whose asso
iated diele
tri
 fun
tionmodi�es the Maxwell's equations and a�e
ts the �elds whi
h results in 
on�ning andCoulombian potentials in three spatial dimensions. We note that the 
on�nementregime 
oin
ides with the ta
hyon 
ondensation, whi
h resembles the e�e
t of 
on�ne-ment due to 
ondensation of magneti
 monopoles.
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Capítulo 1Introdução
O 
on�namento surge naturalmente na QCD(Cromodinâmi
a quânti
a) onde o 
ampode glúons e os quarks apare
em num estado 
on�nado em baixas energias. Semelhante-mente ao 
ampo elétri
o, asso
iamos ao 
ampo de glúons 
argas denominadas �
argasde 
ores�. Em nossos estudos mostraremos que o fen�meno do 
on�namento em geralpode ser 
onsiderado 
omo sendo um efeito de um meio dielétri
o sobre os 
ampos e as
argas tal 
omo o efeito oposto ao da blindagem denominada �anti-blindagem�. Estepare
e ser o meio no qual vive a matéria hadr�ni
a em três dimensões espa
iais en-
ontrarmos poten
iais 
oulombiano e de 
on�namento, para des
rever poten
iais entrepares de quarks. Normalmente é usado o poten
ial de Cornell [1℄ vc(r) = −a

r
+ br,onde a e b são 
onstantes positivas, e r é a distân
ia entre os quarks.Na QED(Eletrodinâmi
a quânti
a), a 
arga elétri
a efetiva aumenta quando a dis-tân
ia r entre um par de elétron- anti-elétron diminui. Por outro lado na QCD existeum efeito que 
ria uma 
arga de 
or efetiva que diminui quando a distân
ia entre umpar de quark e anti-quark diminui. Este efeito da QCD é oposto ao efeito da QED.Assim é natural tentar entender este efeito em termos da própria QED em um meio�exóti
o� tal que seja 
riado um efeito de anti-blindagem em algum regime perto daes
ala da QCD.Nesses termos admitimos que o 
ampo elétri
o agora é modi�
ado por uma �funçãodielétri
a�. Considere E(r) ≡ q′(r)

r2
≡ q

G(r)r2
, onde E(r) representa o 
ampo elétri
odevido a uma 
arga q imersa em um meio polarizável 
ara
terizando uma �
or� a
o-1



plado a uma função dielétri
a G(r) onde o r representa a distân
ia da blindagem (ouanti-blindagem) ou �polarização da molé
ulas�. O 
omportamento da blindagem naQED se manifesta de a
ordo 
om a 
arga efetiva elétri
a ou seja, q′(r >> d) ≤ 1ou G(r >> d) ≥ 1 e q′(r << d) > 1 ou G(r << d) < 1 sendo d o tamanho típi
oda blindagem produzida pela polarização das molé
ulas. Por outro lado na QCD ofen�meno da anti-blindagem se manifesta 
om a 
arga elétri
a q′(r >> R) >> 1 ou
G(r >> R) << 1 e q′(r < R) → 1 ou G(r < R) → 1 sendo R o raio típi
o daanti-blindagem que é do tamanho típi
o dos hádrons. Como estamos interressados em
on�namento vamos fo
ar nosso interesse no último 
aso onde a função dielétri
a G(r)é 
laramente es
olhida de tal forma que a blindagem na QCD forne
e 
on�namento de
or em um par de quark. Observe que vamos 
ontinuar usando 
ampos de gauge abe-lianos tal 
omo em QED, mas agora G(r) é �es
olhida� adequadamente 
om o objetivode propor
ionar o 
on�namento. Vamos 
onsiderar apenas projeções abelianas quandoesses 
ampos são in
orporados em um meio dielétri
o de 
or [2, 16℄. Esses fatos sãoúteis para estudar 
on�namento de quarks e glúons dentro dos hádrons, usando umafenomenologia de teoria de 
ampos efetiva para a QCD [1, 3, 4, 5℄.Existem formas diferentes de 
on�nar o 
ampo elétri
o em um meio dielétri
o 
omdiferentes funções G(r) visando obter 
on�namento. Em nosso 
aso a função G(r)está asso
iada à 
ondensação taqui�ni
a [6℄. Em geral, o 
omportamento da funçãodielétri
a G 
om respeito a r pode ser governado por algum 
ampo es
alar φ(r) naqual des
reve a dinâmi
a do meio dielétri
o em uma matéria taqui�ni
a. Para isso,usamos uma lagrangeana para des
rever tanto a dinâmi
a de gauge 
omo a dinâmi
a de
ampos es
alares asso
iados à dinâmi
a taqui�ni
a. No presente trabalho estudamoso 
on�namento de 
ampos elétri
o e magnéti
o em uma e três dimensões espa
iais.

2



Capítulo 2Eletrodinâmi
a e CondensaçãoTaqui�ni
a
2.1 Equações de MaxwellAs quatro equações fundamentais que des
revem o eletromagnetismo são 
onhe
idas
omo Equações de Maxwell. Essas equações rela
ionam 
ampos elétri
os ~E e mag-néti
os ~B na presença ou na ausên
ia de fontes tipo as densidades de 
arga ρ(~x, t) e
orrente ~j(~x, t) em sua forma diferen
ial [7, 8℄

~∇ · ~E =
ρ

ǫ0
, (Lei de Gauss) (2.1.1)

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+ µ0

~j, (Ampère-Maxwell) (2.1.2)
~∇ · ~B = 0, (Gauss Magnéti
a) (2.1.3)
~∇× ~E = −∂ ~B

∂t
. (Faraday) (2.1.4)Os 
ampos podem existir mesmo em regiões 
om ρ(~x, t) e ~j(~x, t) nulos. Nesse 
asosem fontes, as equações apresentam uma simetria de dualidade ~E→ ~B e ~B→− ~E. Napresença de fontes, a simetria de dualidade 
onsidera a existên
ia da densidades de
arga e 
orrente, ou seja, é pre
iso 
onsiderar a existên
ia de monopolos magnéti
os[3℄ embora não tenham sido ainda observados na natureza.Da equação de Ampère-Maxwell temos

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+~j (2.1.5)3



tal que apli
ando o operador ~∇· em ambos os membros da equação termos
~∇ · (~∇× ~B) = ~∇ ·

(
∂ ~E

∂t
+ ~J

) (2.1.6)pela identidade
~∇ · (~∇× ~F ) = 0 (2.1.7)a equação assume a seguinte forma

~∇ ·
(
∂ ~E

∂t
+ ~J

)
= 0 (2.1.8)nos dando 
omo resultado a equação de 
ontinuidade

∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0. (2.1.9)Podemos também es
rever as Equações de Maxwell na forma global:

• Lei de Gauss
∫

S

~E · d~S =

∫

V

ρd3x (2.1.10)que des
reve o �uxo elétri
o ~E através de uma superfí
ie fe
hada S.
• Lei da indução de Faraday

∮

L=∂S

~E · d~l = −
∫

S

d~S · ∂
~B

∂t
(2.1.11)que des
reve o �uxo magnéti
o variável em uma superfí
ie fe
hada S gerando 
ampoelétri
o ou 
orrente elétri
a ao longo de uma linha L a qual limita S.

• A inexistên
ia de monopolo magnéti
o
∫

S

d~S · ~B = 0 (2.1.12)que des
reve o �uxo de ~B através de superfí
es fe
hadas S, sendo nulo em superfí
iesfe
hadas se admitirmos a inexistên
ia de monopolos magnéti
os.4



• Corrente de deslo
amento de Maxwell
∮

L=∂S

~B · d~l =
∫

S

d~S ·
(
~J +

∂ ~E

∂t

) (2.1.13)que des
reve o 
ampo magnéti
o ~B ao longo de uma linha fe
hada limitando umasuperfí
ie S devido à 
orrente através de S.Os 
ampos elétri
os e magnéti
os também podem ser es
ritos através do poten
ialvetor ~A e do poten
ial es
alar Φ, rela
ionados por
~B = ~∇× ~A, (2.1.14)

~E = −~∇Φ− ∂ ~A

∂t
. (2.1.15)Observamos que os 
ampos ~E e ~B são invariantes se os poten
iais Φ e ~A sofremsimultaneamente as seguintes transformações

~A −→ ~A
′

= ~A− ~∇Λ, (2.1.16)
φ −→ φ

′

= φ+
∂Λ

∂t
, (2.1.17)as quais levam a

~B
′

= ~∇× ~A
′

= ~B (2.1.18)
~E

′

= −~∇φ
′ − ∂ ~A

′

∂t
= ~E (2.1.19)Dizemos que os 
ampos observáveis são invariantes de gauge. No formalismo 
ovarianteexiste uma quantidade Aµ, 
hamada �poten
ial quadrivetor� 
ujas 
omponentes sãode�nidas 
omo

Aµ ≡ (A0 = Φ, Ai = ~A). (2.1.20)A 
omponente temporal desse quadrivetor 
orresponde ao poten
ial es
alar e a parteespa
ial ao poten
ial vetor. A 
omponente 
ovariante é dada por
Aµ = gµνA

ν (2.1.21)5



onde Aµ ≡ (Φ,− ~A) e gµν é o tensor métri
o.Do poten
ial quadrivetor podemos de�nir um tensor de segunda ordem da forma
Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ (2.1.22)Através da de�nição, per
ebemos que Fµν é totalmente anti-simétri
o, ou seja, (Fµν =

−Fνµ). Podemos es
rever Fµν em termos dos 
ampos ~E e ~B da seguinte forma
F µν =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


 (2.1.23)Deste tensor as equações de Maxwell 
om fontes passam a ser es
ritas em sua forma
ovariante

∂µF
µν = Jν (2.1.24)onde Jν = (ρ, ~J). A equação de 
ontinuidade na forma 
ovariante �
a dada por

∂µJ
µ = 0.As equações de Maxwell sem fontes são de�nidas através do tensor dual

⋆F µν ≡ 1

2
εµνλσFλσ =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


 (2.1.25)de onde se obtém a identidade

∂µ
⋆F µν = 0 (2.1.26)O símbolo de Levi-Civita (ou pseudo-tensor) εµνλσ é totalmente anti-simétri
o e possuias seguintes propriedades 
om a permutação nos índi
es

εµνλσ =





-1 
om índi
es ímpar0 
om índi
es repetidos1 
om índi
es par (2.1.27)A densidade de lagrangeana que forne
e as equações de Maxwell é:
L = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ (2.1.28)ou

L =
1

2
(E2 − B2)− ρφ +~j · ~A (2.1.29)6



2.2 Condensação taqui�ni
a e o 
on�namento elétri
oNesta seção dis
utimos a relação entre os fen�menos da 
ondensação taqui�ni
a e do
on�namento elétri
o. Quando falamos em táquions (ou �ta
hyons�) nos referimos apartí
ulas que possuem velo
idade superior à da luz e estão asso
iados a instabilida-des. Assim 
omo monopólos magnéti
os nun
a foram observados isolados na natureza,embora possam estar sempre interagindo 
om outros 
ampos ou via auto-interaçõesde ordem superior pra formar a 
ondensação taqui�ni
a [6, 18℄. Em nossos estudosmostramos que o 
on�namento elétri
o pode o
orrer na 
ondensação taqui�ni
a domesmo modo 
omo a
onte
e 
om a 
ondensação de monopolos [9℄.Na 
ondensação taqui�ni
a, os táquions evoluem para um estado de mínima energiae passam a se apresentar 
omo partí
ulas reais as quais possuem velo
idade menor quea da luz (v < c). Ilustramos 
omo isso a
onte
e da forma 
omo segue.Para ilustrarmos 
on�gurações taqui�ni
as usamos alguns tipos de poten
iais es-
alares em teoria de 
ampos.
∂µ∂

µφ = −∂V

∂φ
(2.2.30)Poten
iais asso
iados a estabilidades em um sistema des
rito por um 
ampo es
alar

φ são do tipo
V =

1

2
m2φ2 (2.2.31)enquanto poten
iais asso
iados a instabilidades são dados por

V = −1

2
m2φ2 (2.2.32)De a
ordo 
om (2.2.31) m é massa da partí
ula não taqui�ni
a. Na matéria taqui-�ni
a essa massa é um número 
omplexo o que impli
a em velo
idade superior à daluz. Podemos ver isso expli
itamente através da manipulação da fórmula da massarelativísti
a

m =
m0√
1− v2

c2

(2.2.33)7



Figura 2.1: Poten
ial asso
iado à estabilidade de um determinado sistema.

Figura 2.2: Poten
ial taqui�ni
o asso
iado à instabilidade de um determinado sistema.
m =

m0√
−
(
v2

c2
− 1
) (2.2.34)

m =
m0

i
√

v2

c2
− 1

(2.2.35)
m =

−im0√
v2

c2
− 1

(2.2.36)Note que a massa é 
omplexa para v > c, o que impli
a em um regime taqui�ni
o. Veja�g. (2.3). Táquions puros ou �sozinhos� não são a
eitáveis �si
amente. No entanto,quando interagem 
om outros 
ampos ou uns 
om os outros via auto-interações deordem superior pode o
orrer a 
ondensação taqui�ni
a e os mesmos passam a �
ar emum ponto de mínimo. Neste sentido táquions são a
eitáveis e são 
ompreendidos 
omopartí
ulas reais 
om v < c, des
ritas pelo poten
ial efetivo Eq.(2.2.38).8



Agora vamos ilustrar 
om exemplos que podem o
orrer a 
ondensação taqui�ni
a.Primeiramente 
onsideremos 
orreções de ter
eira e quarta ordem do poten
ial taqui-�ni
o (2.2.32)
Veff = −1

2
m2φ2 +

σ

3!
φ3 +

λ

4!
φ4 + · · · (2.2.37)Na �gura (2.4) é mostrado a 
ontribuição das 
orreções do poten
ial taqui�ni
o ondeen
ontramos um novo mínimo que é responsável pelo fen�meno da 
ondensação. Noteque em torno de um novo mínimo o poten
ial é aproximadamente dado por

V ′ ≃ 1

2
m′2(φ− φ0)

2 + V0 (2.2.38)Agora a massa m′ é real e portanto está asso
iada a ponto de equilíbrio estável edepende dos parâmetros, σ e λ, 
omo se vê abaixo m′ = f(σ, λ). Dizemos que agoraexiste a presença de uma partí
ula real devido ao novo mínimo gerado pelo fen�menoda 
ondensação taqui�ni
a em φ = φ0. Se adi
ionarmos apenas termos pares obtemosmínimos simétri
os degenerados (σ = 0)(ver Fig. 2.5). O poten
ial taqui�ni
o agorase 
omporta lo
almente, ou seja, em torno desses mínimos da seguinte forma.
V ′

+ ≃ 1

2
m′2(φ− φ0)

2 (2.2.39)ou
V ′

−
≃ 1

2
m′2(φ+ φ0)

2 (2.2.40)

Figura 2.3: Massa em função da velo
idade. Regime taqui�ni
o para v > c (c = 1).9



Figura 2.4: Representação dos 
omportamentos em 
ada ordem de 
orreção (ladoesquerdo). Poten
ial efetivo taqui�ni
o (lado direito).
f

K1,0 K0,5 0 0,5 1,0

K0,12

K0,10

K0,08

K0,06

K0,04

K0,02

Figura 2.5: Condensação em φ = ±φ0 (φ0 =
√
2/2).Num outro exemplo, adi
ionamos um 
onjunto de termos espe
í�
os ao poten
ial ta-qui�ni
o para tomar a seguinte forma de uma sequên
ia par.

Veff =

in�nitos termos do tipo︷ ︸︸ ︷
c

(
1− 1

2

m2φ2

Λ
+

1

8

m4φ4

Λ2
− 1

48

m6φ6

Λ3
+

1

384

m8φ8

Λ4
+ ...

) (2.2.41)que 
onverge para um poten
ial gaussiano, lembrando que φ dado em Mev,
Veff = 
 exp(−1

2

m2φ2

Λ
), (2.2.42)onde, λ = Mev−1 e c = Mev−4. 
omo mostrado na �gura (2.6). Poten
iais tipoexponen
iais, mais usado na literatura, também podem ser 
onstruídos seguindo osmesmos pro
edimentos. Ao longo deste trabalho adotamos poten
iais exponen
iais da10



Figura 2.6: Poten
ial efetivo taqui�ni
o tipo gaussiano.forma
Veff = 
 exp(−λφ). (2.2.43)Podemos pensar nesses poten
iais 
omo poten
iais 
om seus mínimos φ0 tendendo aoin�nito (ver Fig. 2.7) � uma 
onsequên
ia de um número in�nito de termos de ordemsuperior 
om 
ertas propriedades (2.2.42)-(2.2.43).

Figura 2.7: Regimes de 
ondensação tendendo ao in�nito.
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Capítulo 3Con�namento Elétri
o em Meios 
omAnti-Blindagem
Neste 
apítulo, vamos investigar modi�
ações da ação de Maxwell 
om o objetivode se obter soluções para o 
ampo elétri
o e magnéti
o 
on�nados. Este efeito éobtido a
oplando o termo de Maxwell 
om uma função que possui 
ertas propriedadesassintóti
as. O 
omportamento dessa função é de�nido em termos de um 
ampoes
alar real 
om dinâmi
a própria. Usualmente em eletrodinâmi
a temos pelo menosdois exemplos de 
on�namento de 
ampo elétri
o: i) em uma dimensão espa
ial opoten
ial elétri
o é sempre 
on�nante e a energia poten
ial entre duas 
argas 
res
elinearmente 
om a distân
ia entre as 
argas, ii) dois planos in�nitos e 
arregados
om 
argas opostas também geram poten
ial 
on�nante linear. Por outro lado, umaesfera ou uma partí
ula 
arregada em três dimensões espa
iais produzem poten
iaisnão-
on�nantes. Como sabemos, isto a
onte
e porque a energia poten
ial entre essesobjetos é inversamente propor
ional à distân
ia entre eles. No entanto, quando objetos
arregados são imersos em meios dielétri
os, as propriedades do 
ampo elétri
o podemudar. Isto se deve ao fato de que a polarização do meio gera o fen�meno da blindagemsobre a 
arga imersa. Um 
omportamento similar a
onte
e 
om o 
ampo magnéti
oquando imerso em materiais magnéti
os.Neste 
apítulo, vamos mostrar que quando objetos 
arregados são imersos em ummeio dielétri
o exóti
o 
om fen�menos de anti-blindagem, o fen�meno do 
on�namento12



emerge mesmo para partí
ulas 
arregadas em três dimensões espa
iais. Fen�menos
omo esse são de interresse no estudo do 
on�namento de quarks e gluons (
onstituintesdos hádrons). Em baixas energias essas partí
ulas apare
em na natureza numa fase
on�nada. O efeito de antiblindagem é um fen�meno natural da matéria hadr�ni
a.3.1 Interação entre 
argas elétri
as puntuaisAnalisando a situação 
om duas 
argas puntuais, separadas por uma distân
ia r, ob-servando as linhas de força �saindo� da 
arga negativa e �entrando� na positiva, adistân
ia entre as linhas aumenta à medida em que elas se distan
iam. O 
ampo

Figura 3.1: Duas 
argas puntuaiselétri
o de uma 
arga pontual é dado por
E =

q

4πǫ0r2
(3.1.1)De a
ordo 
om (3.1.1), o 
ampo elétri
o tende a zero à medida em que a distân
iatende ao in�nito. De maneira semelhante a energia poten
ial tende a zero quando a

Figura 3.2: Campo elétri
o de
res
ente 
om o quadrado da distân
ia
13



separação r tende ao in�nito. Neste 
aso não há 
on�namento de 
argas.
U = − q2

4πǫ0r
(3.1.2)

Figura 3.3: Energia poten
ial devido a 
argas puntuais3.2 Blindagem em meio dielétri
oConsideremos duas 
argas opostas separadas por uma distân
ia r. Tomemos 
omoreferên
ia a 
arga positiva 
omo a 
arga polarizadora e a 
arga negativa 
omo a `
argateste'. A 
arga positiva polarizando as molé
ulas em torno da mesma gera uma blin-dagem no meio dielétri
o de tal maneira que a 
arga negativa não 
onsegue sentirtotalmente o efeito da 
arga positiva (ver Fig. 3.4). Alternativamente, podemos a�r-mar que o 
ampo elétri
o gerado pela 
arga positiva torna-se mais fra
o em um meiodielétri
o, porém sua magnitude depende da posição r. Ou seja, a 
arga de teste podesentir uma maior (ou menor) redução do 
ampo se ela estiver su�
ientemente fora(ou dentro) da região de blindagem. Para governar este efeito de�nimos uma `funçãodielétri
a' G(r). Na �gura 3.5 podemos ver qualitativamente o efeito da blindagemda 
arga positiva devido à polarização do meio. Nela é mostrado o efeito de blinda-gem da 
arga devido à polarização no meio dielétri
o. A 
arga efetiva q

G(r)
aumentaquando r diminui (r << d) e diminui quando r aumenta (r >> d), onde d 
ara
terizao diâmetro das mlé
ulas polarizadas. 14



Figura 3.4: Efeito de blindagem

Figura 3.5: Efeito da polarização3.3 �Anti-blindagem� em um meio dielétri
o exóti
oO fen�meno da anti-blindagem em meios materiais pare
e não ser observado. Entre-tanto este pare
e ser o 
aso da �Matéria Hadr�ni
a�, na qual o efeito de blindagemé exatamente o oposto daquele des
rito na seção anterior. Nela, duas `
argas de 
or'sentem o aumento do 
ampo de gluons quando a distân
ia r aumenta. Podemos en-tender este efeito 
omo sendo igual ao de 
argas elétri
as imersas em um meio 
omefeito dielétri
o oposto que 
hamamos de dielétri
o exóti
o. Nele, a 
arga efetiva q

G(r)aumenta quando (r >> R) e diminui quando r diminui (r << R), onde R 
ara
terizao raio de �anti-blindagem�.
15



3.3.1 Con�namento em meios dielétri
os exóti
osO 
ampo elétri
o de uma 
arga puntiforme em uma superfí
ie fe
hada é obtida daseguinte forma ∮
Eda =

q

ǫ0G(r)
(3.3.3)

4πr2E =
q

ǫ0G(r)
(3.3.4)Assim,

E =
q

4πǫ0r2G(r)
(3.3.5)Es
olhemos uma função G(r) típi
a (ver Fig.3.6)

G(r) =
1

1 + ar2
(3.3.6)Com isso, temos para o 
ampo elétri
o o seguinte 
omportamento

E(r) =
q

4πǫ0

[
1

r2
+ a

]
. (3.3.7)que possui os seguinte 
omportamentos assintóti
os

Figura 3.6: Função típi
a
E(r) =

q

4πǫ0r2
, para r → 0 (limite 
oulombiano) (3.3.8)e

E(r) =
qa

4πǫ0
, para ∀ r (
on�namento) (3.3.9)Na �gura 3.7 representamos o limite 
oulombiano enquando a �gura 3.8 mostra aslinhas de força no fen�meno do 
on�namento.16



Figura 3.7: Limite 
oulombiano
Figura 3.8: Con�namentoO poten
ial elétri
o tende ao in�nito quando a separação r tende ao in�nito e édes
rito pelo poten
ial de Cornell via relação v(r) =

∫
~Ed~r:

v(r) =
q

4πǫ0

[
−1

r
+ ar

]
. (3.3.10)O 
omportamento 
ompleto do poten
ial de Cornell está representado na �gura 3.9.

Figura 3.9: Con�namento de 
argas3.4 Equações de Maxwell modi�
adas por uma fun-ção dielétri
aNesta seção apli
amos a teoria do eletromagnetismo para des
rever o fen�meno do 
on-�namento elétri
o em um meio exóti
o. Em primeiro lugar es
revemos a lagrangeana17



de Maxwell no vá
uo e sem fontes
L = −1

4
FµνF

µν . (3.4.11)As equações de movimento para o 
ampo eletromagnéti
o são dadas por
∂µF

µν = 0 (3.4.12)e
∂µ

⋆F µν = 0 (3.4.13)Mesmo na ausên
ia de fontes as equações de movimento para o 
ampo eletromagnéti
oproduzem 
omo soluções de vá
uo soluções estáti
as esferi
amente simétri
as (
ampo
oulombiano devido a uma 
arga puntual) e 
ilíndri
as (
ampo magnéti
o devido auma 
orrente em �o retilíneo in�nito) 
omo veremos abaixo.Para 
ampos eletromagnéti
os mergulhados em um meio dielétri
o 
ara
terizadopela função dielétri
a G(φ), onde φ(r) é um 
ampo es
alar que governa a dinâmi
a domeio, temos a seguinte lagrangeana
L = −1

4
G(φ)FµνF

µν (3.4.14)As equações de movimento (3.4.12) são agora des
ritas por
∂µ[G(φ)F µν ] = 0, (3.4.15)sendo µ = 0, 1, 2, 3. Desenvolvendo a 
omponente ν = 0, temos

∂0[G(φ)F 00] + ∂1[G(φ)F 10] + ∂2[G(φ)F 20] + ∂3[G(φ)F 30] = 0 (3.4.16)Pela equação (2.1.23), temos
∂1[G(φ)E1] + ∂2[G(φ)E2] + ∂3[G(φ)E3] = 0 (3.4.17)ou simplesmente

∇ · [G(φ) ~E] = 0 (3.4.18)18



Agora desenvolvendo ν = 1, temos
∂0[G(φ)F 01] + ∂1[G(φ)F 11] + ∂2[G(φ)F 21] + ∂3[G(φ)F 31] = 0 (3.4.19)ou melhor

−∂0[G(φ)E1] + ∂2[G(φ)B3]− ∂3[G(φ)B2] = 0 (3.4.20)tal que podemos es
rever
− ∂

∂t
[G(φ)E1] + (∇× [G(φ) ~B])1 = 0 (3.4.21)O mesmo pode ser feito para ν = 2, ou seja

∂0[G(φ)F 02] + ∂1[G(φ)F 12] + ∂2[G(φ)F 22] + ∂3[G(φ)F 32] = 0 (3.4.22)que logo �
a dado por
−∂0[G(φ)E2]− ∂1[G(φ)B3] + ∂3[G(φ)B1] = 0 (3.4.23)de onde podemos es
rever

− ∂

∂t
[G(φ)E2] + (∇× [G(φ) ~B])2 = 0 (3.4.24)Finalmente desenvolvendo ν = 3, temos

∂0[G(φ)F 03] + ∂1[G(φ)F 13] + ∂2[G(φ)F 23] + ∂3[G(φ)F 33] = 0 (3.4.25)ou seja
−∂0[G(φ)E3] + ∂1[G(φ)B2]− ∂2[G(φ)B1] = 0 (3.4.26)ou ainda

− ∂

∂t
[G(φ)E3] + (∇× [G(φ) ~B])3 = 0 (3.4.27)Somando as equações (3.4.21), (3.4.24), (3.4.27) temos a seguinte forma vetorial

− ∂

∂t
[G(φ) ~E] +∇× [G(φ) ~B] = ~0 (3.4.28)19



Figura 3.10: Coordenadas esféri
asé interressante notar que para G(φ) = 1 da Eq.(3.4.28), obtemos a lei de Ampére-Maxwell, Eq.(2.1.2). Partindo da Eq. (3.4.18) vamos en
ontrar o 
ampo elétri
o ~Emodi�
ado a
oplado a uma função G(φ) trabalhando em 
ordenadas esféri
as (ver Fig.3.10)
∇ · [G(φ) ~E] =

1

r2
∂

∂r
(r2G(φ)Er) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θG(φ)Eθ) +

1

r sin θ

∂

∂φ
(G(φ)Eφ) = 0(3.4.29)Admitindo que E(r) e φ(r) são funções apenas de r e por 
onsequên
ia G(φ) segue amesma 
ondição, a equação a
ima assume a seguinte forma

∇ · [G(φ) ~E] =
1

r2
∂

∂r
(r2G(φ)Er) = 0 (3.4.30)Desta equação podemos obter as soluções de vá
uo men
ionadas a
ima. Para issointegramos essa equação diferen
ial. Primeiro, multipli
amos ambos os membros daequação por r2 para obter

∂

∂r
(r2G(φ)Er) = 0 (3.4.31)Agora integrando em r, en
ontramos

∫
∂

∂r
(r2G(φ)Er) =

∫
0dr (3.4.32)

r2G(φ)Er = λ (3.4.33)20



ou seja
Er =

λ

r2G(φ)
(3.4.34)Agora �
a fá
il interpretar a 
onstante de integração λ =

q

4πε0
para es
revermos o
ampo elétri
o 
oulombiano modi�
ado por uma função dielétri
a G(φ)

E =
q

4πε0r2G(φ)
(3.4.35)onde E = | ~E| = Er. Portanto observamos que a função dielétri
a a
oplada ao 
ampoelétri
o ~E altera sua magnitude e depende da posição r. Com isso vamos tambéminvestigar a ação desta função sobre o 
ampo magnéti
o ~B. Para isto partimos da Eq.(3.4.28) admitindo 
ampos estáti
os 
om dependên
ia apenas radial tal que

∇× [G(φ) ~B] =
1

r sin θ




∂

∂θ
(sin θB3(G(φ)))−

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂ϕ
B2(G(φ))


 e1 +




1

r sin θ

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂ϕ
B1(G(φ))−1

r

∂

∂r
(rB3(G(φ)))


 e2 +

1

r




∂

∂r
rB2(G(φ̃))−

0︷ ︸︸ ︷
∂

∂θ
B1(G(φ))


 e3 = 0. (3.4.36)Com isso nossa equação se reduz a

∇× ~B(G(φ)) =




I=0︷ ︸︸ ︷
1

r sin θ
B3(G(φ))

∂

∂θ
sin θ


 e1

−

II=0︷ ︸︸ ︷
1

r

[
∂

∂r
(rB3(G(φ)))

]
e2 +

+

III︷ ︸︸ ︷
1

r

[
∂

∂r
rB2(G(φ))

]
e3 = 0. (3.4.37)onde admitimos que a 
omponente B3 = 0 por simetria 
ilídri
a da solução. Agoradesenvolvemos o termo (III), multipli
ando ambos os lados por r, tal que

∂

∂r
{rB2[G(φ)]} = 0 (3.4.38)21



Integrando em r, temos
∫

∂

∂r
(rB2(G(φ)))dr =

∫
0dr (3.4.39)ou seja

rB2G(φ) = c (3.4.40)ou ainda
B2 =

c

rG(φ)
(3.4.41)Assim o 
ampo magnéti
o

~B = B1e1 +B2e2 +B3e3 (3.4.42)�
a dado da forma geral
~B = B1(r)e1 +

c

rG(φ)
e2. (3.4.43)que por imposição de simetria 
ilíndri
a da solução podemos 
onsiderar B1(r) = 0 talque

~B =
c

rG(φ)
θ̂ (3.4.44)Idendi�
ando a 
onstante de integração c = µ0i, e usando o fato de que B =

∣∣∣ ~B
∣∣∣ temos

B =
µ0i

rG(φ)
(3.4.45)que é o 
ampo magnéti
o devido a uma 
orrente elétri
a num �o retilíneo in�nito.Con
luímos, portanto, que a função dielétri
a G(φ) a
oplada ao 
ampo magnéti
o ~Btambém afeta a sua magnitude dependendo da posição r.Como adiantamos anteriormente a dinâmi
a do meio dielétri
o deve ser governadapelo 
ampo es
alar φ. Uma 
onsequên
ia disto é que a função G(φ) deve a
oplar essadinâmi
a ao 
ampo eletromagnéti
o. A seguir es
revemos a lagrangeana 
ompletapara estudarmos a in�uên
ia da dinâmi
a do meio dielétri
o sobre a eletrodinâmi
ade Maxwell. 22



Vamos 
onsiderar uma dinâmi
a para o 
ampo φ presente na função dielétri
a
G(φ), segundo a lagrangeana [10℄

L = −1

4
G(φ)FµνF

µν +
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) (3.4.46)O 
omportamento da função dielétri
a G(φ) será apresentado 
omo uma 
onsequên
iadas soluções das equações de movimento obtidas pela lagrangeana a
ima. As equaçõesde movimento para o 
ampo eletromagnéti
o Aµ e o 
ampo es
alar φ, ou seja
∂µ

[
∂L

∂(∂µAν)

]
− ∂L

∂Aν

= 0, (3.4.47)
∂µ

[
∂L
∂∂µφ

]
− ∂L

∂φ
= 0, (3.4.48)são dadas expli
itamente pelas seguintes equações diferen
iais

∂µ[G(φ)F µν ] = 0, (3.4.49)
∂µ∂

µφ+
∂V (φ)

∂φ
+

1

4

∂G(φ)

∂φ
FµνF

µν = 0. (3.4.50)Para efeito de ilustração, 
onsideramos as equações de movimento para o meio dielé-tri
o e o 
ampo elétri
o, em 
oordenadas esféri
as
1

r2
d

dr

(
r2
dφ

dr

)
=

∂V

∂φ
− 1

2
E2∂G

∂φ
, (3.4.51)

1

r2
d

dr
(r2G(φ)E) = 0. (3.4.52)Das dis
ussões anteriores sabemos que para esta última equação en
ontramos o 
om-portamento do 
ampo elétri
o da forma

E =
q

4πǫ0G(φ)r2
. (3.4.53)Para en
ontramos regimes de 
on�namento a função dielétri
a deve ter os seguintes
omportamentos assintóti
os:

G(φ(r)) = 0 quando r → ∞ (3.4.54)23



G(φ(r)) = 1 quando r → 0 (3.4.55)Com isso observamos que ao a
oplarmos uma função G(φ) ao 
ampo elétri
o ~E 
omo objetivo de obter o 
on�namento, notamos 
laramente que essa função modi�
a o
ampo e o fen�meno do 
on�namento pode ser 
onstatado.
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Capítulo 4Con�namento Elétri
o em MatériaTaqui�ni
a
Através da dinâmi
a de um 
ampo es
alar φ vamos obter uma função dielétri
a

G(φ). Consideramos que este 
ampo, que se en
ontra presente na função dielétri
a,possui dinâmi
a própria e que se a
opla ao 
ampo eletromagnéti
o via G(φ). Quandoigualamos a função dielétri
a G(φ) ao poten
ial es
alar V (φ) ou seja, G(φ)=V (φ),obtemos um formalismo mais simples e melhor justi�
ado para obtenção da função
G(φ) e 
onsequentemente do 
on�namento do 
ampo eletromagnéti
o. Usamos umalagrangeana que des
reve a dinâmi
a de táquions para mostrar que a 
onsideração
G(φ)=V (φ) é legítima no limite de 
ampo taqui�ni
o fra
o. Tal lagrangeana é 
omu-mente en
ontrada em teoria de 
ordas [6, 18℄. O nosso trabalho mostra que no limiteda 
ondensação de táquions, ou seja, G(φ) = V (φ) −→ 0 
om φ −→ ∞, obtemos o
on�namento do 
ampo eletromagnéti
o.4.1 Lagrangeana taqui�ni
a 
om 
ampos eletromag-néti
osPor enquanto, por simpli
idade, vamos 
onsiderar primeiramente os 
ampos depen-dendo apenas da 
omponente espa
ial x, ou seja

φ = φ(x), Aµ = Aµ(x). (4.1.1)25



Assim as equações de movimento dis
utidas no 
apítulo anterior agora �
am dadaspor
d

dx
[G(φ)E] = 0, (4.1.2)

−d2φ

dx2
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0, (4.1.3)onde usamos o fato de que F 01 = E. Integrando (4.1.2), temos

G(φ)E = q =⇒ E =
q

G(φ)
, (4.1.4)que substituindo na Eq.(4.1.3) temos

−d2φ

dx2
+

∂V (φ)

∂φ
− 1

4

∂G(φ)

∂φ

q2

G(φ)2
= 0, (4.1.5)ou simplesmente

−φ
′′

+
∂V (φ)

∂φ
− 1

4

q2

G(φ)2
∂G(φ)

∂φ
= 0 (4.1.6)Observamos que na equação a
ima devemos espe
i�
ar, em prin
ípio, o poten
ial

V (φ) e a função G(φ). No entanto, podemos restringir essas es
olhas 
onsiderando
G(φ) = V (φ). Como veremos abaixo esta es
olha é legítima quando estamos traba-lhando 
om uma lagrangeana que des
reve a dinâmi
a de táquions representados pelo
ampo es
alar φ.Como é 
onhe
ido da teoria de 
ordas, a dinâmi
a de um 
ampo taqui�ni
o T (x)a
oplado 
om o 
ampo elétri
o E(x) é dada por [6, 18℄

L = −V (T )
√
1− T ′2 + F01F 01

= −V (T )

[
1− 1

2
(T ′2 + F01F

01) + ...

]

= −V (T ) +
1

2
V (T )(T ′2)− 1

2
V (T )F01F

01) + ...

= −V (φ) +
1

2
φ′2 − 1

2
V (φ)F01F

01 + ... (4.1.7)Na última equação (4.1.7) usamos o fato de que
V (T (φ)) =

(
∂φ

∂T

)2

⇒ 1

2
V (T )(T ′2) =

1

2

(
∂φ

∂T

∂T

∂x

)2

=
1

2
φ′2, (4.1.8)26



onde φ = f(T ), ou seja, T = f−1(φ).Note que 
omparando a equação (4.1.7) 
om a equação (3.4.46) per
ebemos aigualdade G = V é legítima, de forma que podemos es
rever
−φ′′ +

∂V

∂φ
− q2

4

1

V 2

∂V

∂φ
= 0,

−φ′′ +
∂V

∂φ
− q2

4

(−∂V −1

∂φ

)
= 0,

φ′′ − ∂V

∂φ
− q2

4

∂V −1

∂φ
= 0,

φ′′ +
∂

∂φ

[
−V − q2V −1

4

]
= 0,

φ′′ − ∂Ṽ

∂φ
= 0. (4.1.9)Note que agora só �
amos 
om a equação para o 
ampo es
alar

φ′′ =
∂Ṽ

∂φ
(4.1.10)
om o poten
ial

Ṽ = V +
q2

4

1

V
(4.1.11)4.2 Poten
ial de 
on�namento para o 
ampo elétri
oem uma dimensão espa
ialComo um exemplo, admitimos o poten
ial (ver Fig. 4.1):
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0.4

0.6

0.8

1

1 2 3 4 5 6 7 8

phiFigura 4.1: O poten
ial es
alar exponen
ial27



V = e−αφ, tal que Ṽ = 2 cosh(αφ) (4.2.12)para q2 = 4. A solução da equação (4.1.9) para este tipo de poten
ial é dada por (verFig. 4.2).
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40

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

xFigura 4.2: O 
ampo es
alar
φ(x) =

2

α
arcsin[tan(x)]. (4.2.13)Substituindo esta solução no poten
ial V = e−αφ, obtemos a função dielétri
a (ver Fig.4.3).
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

xFigura 4.3: A função dielétri
a
G(x) = V (x) =

1

(tan(x)+ | sec(x) |)2 (4.2.14)Portanto, o modelo reproduz bem o 
omportamento de 
on�namento do 
ampo elétri
o
E(x) =

q

G(x)
(4.2.15)28



Note que no limite x → ∞ o 
ampo elétri
o diverge (�regime super
on�nante�). Poroutro lado, no limite x → 0, o 
ampo elétri
o tende a um valor 
onstante E = q(�regime 
on�nante�).4.3 Poten
iais de 
on�namento e 
oulombiano parao 
ampo elétri
o em três dimensõesEm uma dimensão vimos da Eq.4.1.3 que a equação de movimento para o 
ampoes
alar é dada por
−d2φ

dx2
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.16)Em três dimensões a extensão é direta e dada da seguinte forma

−∇2φ+
∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.17)usando o fato de que

∇2Ψ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2
(4.3.18)tal que para Ψ ≡ φ(r) ou seja, uma função apenas 
om dependên
ia radial (`simetriaradial') temos

−



1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+

0︷ ︸︸ ︷
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

0︷ ︸︸ ︷
1

r2 sin2 θ

∂2φ

∂φ2




+
∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂ϕ
E2 = 0 (4.3.19)ou melhor

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ
E2 = 0 (4.3.20)Lembrando que o 
ampo elétri
o é dado por

E(r) =
q

4πǫ0G(φ)r2
(4.3.21)e o substituindo em (4.3.20) temos

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ

[
q

4πǫ0G(φ)r2

]2
= 0 (4.3.22)29



Considere agora
λ =

q

4πǫ0
(4.3.23)tal que nossa equação assume a seguinte forma

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

1

4

∂G

∂φ

[
λ

G(φ)r2

]2
= 0 (4.3.24)

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V

∂φ
+

λ2

4

∂G

∂φ

1

r4G(φ)2
= 0 (4.3.25)Agora 
onsiderando G(φ)=V (φ), temos

−
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)]
+

∂V (φ)

∂φ
+

λ2

4

∂V (φ)

∂φ

1

r4V (φ)2
= 0 (4.3.26)Poten
iais que des
revem a 
ondensação taqui�ni
a em teoria de 
ordas são dotipo que são zero no vá
uo ou seja, quando φ → ±∞ tal que V (φ → ±∞) = 0.Para uma lagrangeana taqui�ni
a Eq.(4.1.7) expandida polinomialmente, �
a expli
i-tamente 
laro que a função dielétri
a G(φ) pode ser igual ao poten
ial V (φ). Assim,nossa função dielétri
a apare
e em um 
ontexto de teoria de táquions. A seguir apli
a-mos esse formalismo para o 
aso de um poten
ial exponen
ial que preen
he o requisito

V (φ → ±∞) = 0.
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)]
=

∂V (φ(r))

∂φ(r)
− λ2

4

∂V (φ(r))

∂φ(r)

1

r4V (φ(r))2
(4.3.27)

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)]
=

∂

∂φ(r)

[
V (φ(r))− λ2

4

1

r4V (φ(r))

] (4.3.28)Admitindo o poten
ial exponen
ial V (φ(r)) = e−αφ(r) temos
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)
=

∂

∂φ(r)

[
e−αφ(r) − λ2

4

1

r4e−αφ(r)

] (4.3.29)
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ(r)

∂r

)
=

∂

∂φ(r)

[
e−αφ(r) − λ2

4

eαφ(r)

r4

] (4.3.30)Desenvolvendo os 
ál
ulos �
amos 
om
− 1

r2

(
2r

∂φ(r)

∂r
+ r2

∂2φ(r)

∂r2

)
=

[
−αe−αφ(r) − λ2

4

αeαφ(r)

r4

] (4.3.31)
2

r

∂φ(r)

∂r
+

∂2φ(r)

∂r2
= αe−αφ(r) +

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.32)30



Como φ só depende de r, podemos es
rever nossa equação em termos de derivadaordinária para termos simplesmente
d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
= αe−αφ(r) +

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.33)Agora 
omparando o nosso resultado 
om o resultado da referên
ia [11, 17℄ para o
on�namento de quarks e gluons 
om Nc 
ores, ou seja

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
= − g2

64π2fφ

(
1− 1

Nc

)
exp

(
−φ(r)

fφ

)
1

r4
(4.3.34)Comparando Eq.(4.3.34) e Eq.(4.3.33), notamos que se tornan idênti
as quando oprimeiro termo do segundo membro da equação Eq.(4.3.33).

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
=

0︷ ︸︸ ︷
αe−αφ(r)+

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.35)de onde en
ontramos

d2φ(r)

dr2
+

2

r

d(φ(r))

dr
=

λ2

4
αeαφ(r)

1

r4
(4.3.36)Isto nos permite identi�
ar nossa 
arga elétri
a q em termos da 
arga de 
or de quarkse gluons g da seguinte forma

− g2

64π2fφ

(
1− 1

Nc

)
= α

λ2

4
(4.3.37)Lembre-se que de Eq.(4.3.23) temos uma relação entre λ e q. De a
ordo 
om [11, 17℄,a solução 
on�nante é dada por

φ(r) = 2fφ ln
(rφ
r

) (4.3.38)Manipulando a Eq.(4.3.37) temos
− 1

fφ

(
1− 1

Nc

)
= α

λ2

4

64π2

g2
(4.3.39)

− 1

fφ
= α

λ2

4

64π2

g2

(
Nc

Nc − 1

) (4.3.40)Agora identi�
ando α = − 1

fφ
, temos
λ216π

2

g2

(
Nc

Nc − 1

)
= 1 (4.3.41)31



λ =
g

4π

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.42)Usando Eq.(4.3.23) podemos agora es
rever
q

4πǫ0
=

g

4π

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.43)
q = ǫ0g

√(
Nc − 1

Nc

) (4.3.44)Substituindo (4.3.44) em (4.3.21), 
om G(φ̃(r)) ≡ G(r), temos
E(r) =

ǫ0g

√(
Nc−1
Nc

)

4πǫ0G(r)r2
(4.3.45)Can
elando os ǫ0 temos

E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4πG(r)r2
(4.3.46)sendo G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−αφ(r)), onde φ(r) é a solução 
on�nante dada naEq.(4.3.38) Esta solução foi primeiramente obtida em [11, 17℄ em teorias 
om soluçõesdilat�ni
as. Agora substituindo,

G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−α2fφ ln
rφ
r
) (4.3.47)e lembrando que α = − 1

fφ
, temos

G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
−
(
− 1

fφ

)
2fφ ln

rφ
r

) (4.3.48)Can
elando fφ, 
hegamos ao seguinte resultado
G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
2 ln

rφ
r

) (4.3.49)ou simplesmente
G(φ(r)) = V (φ(r)) =

(rφ
r

)2 (4.3.50)Substituindo na Eq.(4.3.46), temos o 
ampo elétri
o modi�
ado por uma função Gpara um `meio 
on�nante', dado por
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π
(rφ

r

)2
r2

(4.3.51)32



ou melhor
E(r) =

g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
(4.3.52)O 
ampo elétri
o é 
onstante (ver Fig. 4.4) e que portanto impli
a que as linhas deforça estão juntas o tempo todo, o que 
ara
teriza um regime de 
on�namento devidoa um meio anti-dielétri
o representado pelo 
ondensado ou `matéria taqui�ni
a'. Vejadis
ussões abaixo.

Figura 4.4: Campo elétri
o 
onstante4.3.1 Poten
ial 
on�nanteIntegrando (4.3.52) 
onforme segue
v(r) =

∫
E(r)dr (4.3.53)en
ontramos o poten
ial 
on�nante

v(r) =

g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
r + c (4.3.54)que é do tipo 
on�nante linear (ver Fig. 4.5)

v(r) = σr + c (4.3.55)
33



Figura 4.5: Poten
ial 
on�nante4.3.2 Energia poten
ialA energia poten
ial elétri
a entre duas 
argas puntuais é dada simplesmente em termoso poten
ial e da 
arga
u(r) = qv(r) (4.3.56)ou seja

u(r) =

(
ǫ0g

√(
1− 1

Nc

))


g

√(
1− 1

Nc

)

4πr2φ


 r (4.3.57)

u(r) =
ǫ0g

2
(
1− 1

Nc

)

4πr2φ
r (4.3.58)Portanto temos um o poten
ial de 
on�namento linear tipo aquele que des
reve o
on�namento de quarks e glúons

u(r) = ǫ0g
2 r

4πr2φ

(
1− 1

Nc

) (4.3.59)Note que o nosso tratamento é de uma teoria de gauge abeliana e portanto não possuitodos os graus de liberdade adequados para des
rever as 
ores dos glúons. Porém,
omo a própria expressão mostra no limite em que Nc → ∞ a 
arga elétri
a é idênti
aà 
arga de 
or. Este é o limite de 't Hooft (ou limite planar) onde vários grá�
osde Feynman desapare
em e torna a teoria não-abeliana mais simples. Assim podemosentender nossa abordagem abeliana 
omo sendo uma abordagem aproximada da teorianão-abeliana que des
reve a QCD. 34



En
errando esta subseção gostaríamos de fazer um último 
omentário a respeitodo 
ampo magnéti
o. Embora em todo o 
ál
ulo da função dielétri
a tenha sido 
on-siderado apenas o 
ampo elétri
o, podemos 
onsiderar um efeito da função dielétri
asobre o 
ampo magnéti
o sem que o mesmo reaja sobre tal função. Isso justi�
a a au-sên
ia do efeito do 
ampo magnéti
o (ausên
ia de �ba
krea
tions�) nas equações quegovernam o 
ampo elétri
o e o 
ampo es
alar.Substituindo nossa função G(φ) em Eq.(4.3.50), obtida do poten
ial 
on�nante, naEq.(3.4.45) e lembrando que c = µ0i, en
ontramos
~B =

c

rG(φ)
θ̂ =

µ0i

r
(rφ

r

)2 =
rµ0i

r2φ
(4.3.60)Com isso mostramos a presença do efeito do 
on�namento elétri
o sobre o 
ampomagnéti
o. Veja na Fig. 4.6 o efeito do 
on�namento em ambos os 
ampos elétri
o emagnéti
o.

Figura 4.6: Representação em 
oordenadas esféri
as do efeito do 
on�namento sobreos 
ampos elétri
o e magnéti
o.4.3.3 Poten
ial 
oulombianoVamos en
ontrar o poten
ial 
oulombiano partindo do 
ampo elétri
o da Eq.(4.3.46),
om base na solução para o 
ampo es
alar [11, 17℄
φ(r) = 2fφ ln

(
r + rφ

r

) (4.3.61)35



Lembrando que α = − 1
fφ

e G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp(−α(φ(r))) obtemos
G(φ(r)) = V (φ(r)) = exp

(
1

fφ
2fφ ln

(
r + rφ

r

)) (4.3.62)Can
elando os fφ, temos
G(φ(r)) = exp

(
2 ln

(
r + rφ

r

))
=

(
r + rφ

r

)2 (4.3.63)Substituindo este resultado na Eq.(4.3.46) en
ontramos
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π
(

r+rφ
r

)2
r2

(4.3.64)ou simplesmente
E(r) =

g

√(
Nc−1
Nc

)

4π(r + rφ)
2 (4.3.65)Integrando o 
ampo em função de r, ou seja

vc(r) =

∫
~E.d~r =

∫
E(r)dr (4.3.66)obtemos o poten
ial `
oulombiano' da seguinte forma

vc(r) = − g

4π

√(
1− 1

Nc

)
1

r + rφ
(4.3.67)A energia poten
ial é dada por

u(r) = qvc(r) (4.3.68)Expressando a 
arga q em termos de g 
onforme de�nido a
ima en
ontramos
u(r) = −ǫ0g

2

(
1− 1

Nc

)
1

r + rφ
(4.3.69)Energia poten
ial tipo 
oulombiana para o 
ampo elétri
o que imita a energia de quarkse gluons no limite de altas energias ou r → 0. Note, entretanto, que o poten
ial é suaveem r = 0 diferentemente de um poten
ial 
oulombiano exato.
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Finalmente, vamos 
omentar sobre a relação entre o 
on�namento e a 
ondensaçãotaqui�ni
a. Com a 
ondensação taqui�ni
a no in�nito (ver Fig. 4.7), o poten
ialtaqui�ni
o deve ser tipo
V = e−αφ (4.3.70)Em nosso estudo temos um poten
ial desse tipo. Substituindo a solução explí
ita

Figura 4.7: Condensação para φ → ∞para φ(r) 
hegamos à forma
V (r) = e−αφ(r) =

(rφ
r

)2 (4.3.71)Da equação (4.3.71) notamos que a 
ondensação taqui�ni
a a
onte
erá quando r

Figura 4.8: Condensação taqui�ni
atender ao in�nito (ver Fig. 4.8). Assim o 
ampo elétri
o a
oplando a uma função37



dielétri
a G(r) = V (r) nos dá um 
on�namento quando a mesma tende a zero noin�nito. Como já vimos previamente o 
ampo elétri
o é es
rito da forma
E =

q2

4πGr2
(4.3.72)e o poten
ial elétri
o 
on�nante é (ver Fig. 4.5)

v(r) = σr + c (4.3.73)Podemos, portanto, 
on
luir que o 
on�namento elétri
o está asso
iado à 
ondensaçãotaqui�ni
a. Da teoria de 't Hooft - Mandelstan e Seiberg - Witten [9℄, a qual tratada dualidade entre o fen�meno do 
on�namento e o fen�meno da super
ondutividade,sabemos que o 
on�namento elétri
o também pode estar asso
iado à 
ondensaçãode monopolos magnéti
os. Porém, táquions e monoplos magnéti
os sozinhos (sem
ondensação) pare
em terem sido ex
luídos durante a fase in�a
ionária do Universo.
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Capítulo 5Con
lusões
Neste trabalho en
ontramos poten
iais 
oulombiano e de 
on�namento para o 
ampoelétri
o que lembra aquele obtido para o 
on�namento de quarks e gluons. Nossaabordagem abeliana pode ser 
ompreendida 
omo uma aproximação da abordagemnão-abeliana da QCD. O poten
ial 
oulombiano para o 
ampo elétri
o obteve o mesmo
omportamento do poten
ial entre quarks em altas energias. O regime 
on�nantedo 
ampo elétri
o foi obtido 
onsiderando o mesmo imerso em um meio dielétri
oexóti
o 
uja função dielétri
a des
reve um 
omportamento de anti-blindagem. Emnosso estudo esse meio é des
rito por uma matéria taqui�ni
a des
rita em termos de umpoten
ial taqui�ni
o 
ujos mínimos globais estão lo
alizados no in�nito. Rela
ionamosa 
ondensação taqui�ni
a 
om o 
on�namento elétri
o. Desta forma a 
ondensaçãotaqui�ni
a desempenha o mesmo papel que a 
ondensação de monopolos no fen�menodo 
on�namento elétri
o. Este último, trata-se da dualidade entre o 
on�namento e ofen�meno da super
ondutividade.Como perspe
tiva de estudo pretendemos estender nossa presente análise para o
aso mais realísti
o que é 
onsiderar a teoria não-abeliana, o que tornará nossa análisemais próxima dos estudos em QCD. Uma outra possibilidade seria 
onsiderar essesestudos no 
ontexto de dimensões extras ou teoria de branas.
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Aos demais familiares.
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da Unidade Acadêmica de F́ısica pela grata convivência durante a minha permanência

nesta Unidade.
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RESUMO

O nanomagnetismo tem sido extensamente estudado nos últimos anos, devido prin-

cipalmente às suas diversas possibilidades de aplicações. Bastante destaque tem sido

dado às nanopart́ıculas magnéticas. Nesse contexto, o presente trabalho se propõe a

apresentar e generalizar o primeiro modelo empregado para descrever o magnetismo

de pequenas part́ıculas, que foi desenvolvido por Stoner e Wohlfarth em 1948, co-

nhecido como modelo de Stoner-Wohlfarth. Nele considera-se uma pequena part́ıcula

magnética com único domı́nio, anisotropia uniaxial, mantida a T = 0 K e não inte-

ragente. Neste caso, a energia de troca entre os spins da part́ıcula é constante e não

desempenha qualquer papel na minimização da energia. Consequentemente há uma

competição entre a energia de anisotropia da part́ıcula e o efeito do campo aplicado.

Com este modelo, pode-se estudar o comportamento da magnetização de uma única

part́ıcula, bem como de um arranjo de part́ıculas em função do campo aplicado (curva

de histerese). Com isso, é posśıvel obter informações importantes como o campo coer-

civo e a magnetização remanente. A generalização do modelo envolveu a inclusão do

efeito da temperatura no sistema, através do modelo de relaxação de Arrenius-Néel

e o cálculo do efeito das interações magnéticas (dipolar ou troca) entre as part́ıculas,

através do modelo de aproximação de campo médio. Por fim, usaremos os gráficos

de Henkel para analisar a existência da interação, e as curvas de δM para obtermos

informações sobre o tipo e a intensidade delas.

Palavra-chave: Magnetismo, Nanopart́ıculas, Modelo de Stoner-Wohlfarth, Gráficos

de Henkel, Teoria de campo médio.



ABSTRACT

The nanomagnetism has been extensively studied in recent years, due mainly to its

various possibilities of applications. Enough emphasis has been given to the magnetic

nanoparticles. In this context, the present study aims to present and generalize the

first model used to describe the magnetism of small particles, which was developed by

Stoner andWohlfarth in 1948, known as the Stoner-Wohlfarth model. It is considered a

small single-domain magnetic particle, uniaxial anisotropy, maintained at T = 0 K and

not interacting. In this case, the energy exchange between the spins of the particle is

constant and plays no role in energy minimization. Consequently there is a competition

between anisotropy energy of the particle and the effect of the applied field. With this

model, one can study the behavior of magnetization of a single particle, as well as an

arrangement of particles as a function of the applied field (hysteresis curve). With this,

it is possible to obtain important information as the coercive field and the remanent

magnetization. The generalization of the model involved the inclusion of the effect of

temperature in the system, through relaxation model of Arrenius-Néel and calculating

the effect of magnetic interactions (dipolar or Exchange) between the particles, by

means of mean field approximation model. Finally, we will use the graphics of Henkel

to analyze the existence of the interaction, and the curves of δM to get information

about the type and the intensity of them.

Keywords: Magnetism, Nanoparticles, Stoner-Wohlfarth model, Henkel, Mean

field theory.
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3.5.4 Gráficos de Henkel para o modelo de SW . . . . . . . . . . . . . 34



ii

4 Generalização do modelo de Stoner-Wohlfarth 37
4.1 O modelo de relaxação de Arrhenius-Néel . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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3.13 Gráfico de Henkel para o modelo de SW. . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1 Energia reduzida em função de φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Barreira de energia reduzida ∆e1 entre o mı́nimo φ1 e máximo φ2. . . 41
4.3 Barreira de energia reduzida ∆e2 entre o mı́nimo φ3 e máximo φ2. . . 42
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1

Caṕıtulo 1

Introdução

A nanociência e a nanotecnologia têm atráıdo nos últimos anos bastante interesse

da comunidade cient́ıfica, tanto devido aos desafios relacionados à compreensão de

suas propriedades f́ısicas e qúımicas, quanto às diversas possibilidades de aplicações

tecnológicas.

Vivemos a era da nanotecnologia, por isso é cada vez mais necessário compreen-

dermos os fenômenos que têm sido descobertos em materiais com tal escala. Os ma-

teriais nanométricos ou nanomateriais, correspondem a filmes finos, nanofios e às na-

nopart́ıculas que possuem respectivamente uma, duas e três dimensões nanométricas.

Bastante destaque tem sido dado nas últimas décadas às nanopart́ıculas magnéticas

devido principalmente às potenciais aplicações tecnológicas [1, 2, 3].

Nanopart́ıculas magnéticas são utilizadas como componentes ativos dos ferroflui-

dos, na gravação magnética, nos discos ŕıgidos, em materiais biomédicos, em catalisa-

dores e em ı́mãs permanentes. Mı́dias magnéticas feitas a partir dessas nanopart́ıculas

prometem ter um densidade de armazenamento de dados muito maior do que os discos

ŕıgidos dos computadores mais avançados. A possibilidade de controlar o movimento

de um conjunto de nanopart́ıculas magnéticas com o fato dos campos magnéticos pene-

trarem os tecidos humanos sem obstáculo permitem que nanopart́ıculas transportem e

distribuam pacotes, tais como fármacos anticanceŕıgenos para uma área-alvo do corpo

humano, dentre outras aplicações [4, 5].



2

O primeiro estudo sistemático para entender o magnetismo de pequenas part́ıculas,

foi desenvolvido por Stoner e Wohlfarth (SW) em 1948, conhecido como modelo de SW

ou modelo de rotação coerente, ele é usado para o caso simples em que a anisotropia

é uniaxial e de segundo grau. Este modelo é baseado em duas hipóteses: temperatura

zero e nenhuma interação entre part́ıculas. Dentro deste modelo estático, o plano

definido pelo eixo fácil e o campo magnético aplicado também contém a magnetização.

Portanto, o problema é reduzido a um problema 2D. O modelo também pode ser

aplicado para estudar as curvas de magnetização de um conjunto de nanopart́ıculas

com uma distribuição aleatória dos eixos de anisotropia [6, 7].

Neste trabalho vamos usar o modelo de SW para estudar o comportamento da

magnetização de uma única part́ıcula em função do campo aplicado bem como de um

arranjo de part́ıculas e com isso obter informações importantes tais como o campo

coercivo e a magnetização remanente. Inicialmente sem levarmos em consideração

a existência de temperatura e interação, usaremos os gráficos de Henkel para esses

sistemas. Posteriormente mostraremos como inserir temperatura no modelo de SW e

com isso estudaremos a dependência térmica do campo coercivo tanto de uma única

part́ıcula quanto de um conjunto de part́ıculas. Além disso, vamos inserir interações

entre as part́ıculas usando a teoria de campo médio e mostraremos como o campo

coercivo e a magnetização remanente mudam com o parâmetro adimensional de campo

médio. Por fim, construiremos gráficos de Henkel e as curvas de δM para analisarmos

a existência da interação, o tipo e sua intensidade usando a teoria de campo médio.

A inclusão destes parâmetros no modelo de Stoner-Wohlfarth permitem o estudo de

outros efeitos em arranjos de nanopart́ıculas e sua aplicação em sistemas reais.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 2, introduzimos

os conceitos básicos sobre magnetismo e nanopart́ıculas magnéticas. No Caṕıtulo

3, apresentamos o modelo de Stoner-Wohlfarth acrescentando algumas informações

ao mesmo. No Caṕıtulo 4, inserimos temperatura e interação no modelo de Stoner-
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Wohlfarth. Constrúımos gráficos de Henkel para analisarmos a existência da interação,

o tipo e sua intensidade. Por fim, no Caṕıtulo 5 apresentamos os nossos comentários

finais.
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Caṕıtulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Conceitos básicos de magnetismo

Os fenômenos magnéticos são amplamente utilizados no desenvolvimento de novas

tecnologias, desde sistemas de geração e distribuição de energia a sistemas de conversão

eletromecânica, eletrônicos, telecomunicações, informática até a medicina [8].

Existem três quantidades importantes para a descrição macroscópica do magne-

tismo na matéria: o campo magnético ~H, a indução magnética ~B e a magnetização

~M .

Campos magnéticos são gerados por correntes elétricas. No vácuo, a indução

magnética é diretamente proporcional ao campo magnético, sendo a constante de pro-

porcionalidade a permeabilidade magnética do vácuo, µ0 = 4π × 10−7 H/m:

~B = µ0
~H. (2.1.1)

Microscopicamente, a magnetização surge da ordenação dos momentos magnéticos

atômicos. Ela é definida como a quantidade de momentos magnéticos ~µi por unidade

de volume V do material,

~M =
∑

i

~µi

V
. (2.1.2)

Portanto, para que haja magnetização é preciso que hajam momentos magnéticos,

e que estes, em média apontem para a mesma direção [9, 10].
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Dentro de um material magnético ~B e ~H podem diferir em magnitude e direção

devido a ~M , a relação entre essas três quantidades é:

~B = µ0

(

~H + ~M
)

. (2.1.3)

2.2 Classificação dos materiais magnéticos

Os materiais magnéticos podem ser convenientemente classificados em termos de

sua suscetibilidade magnética χm, que descreve a magnetização induzida num material

pela aplicação de um campo. Essas grandezas estão relacionadas por:

~M = χm
~H. (2.2.4)

A maioria dos materiais exibe pouco magnetismo e mesmo assim, só na presença

de um campo aplicado, estes materiais são classificados como:

• Diamagnético (DM) − Não possui momento magnético intŕınseco, χm é pequena

e negativa (varia entre −10−6 a −10−3). Ou seja, o momento magnético induzido

pela aplicação de campo magnético externo é contrário e proporcional ao campo

que o causou;

• Paramagnético (PM) − Possui momento magnético intŕınseco não interagente

entre si. Na ausência de campo magnético nestes materiais a magnetização é

nula, e possui χm que varia de (10−6 a 10−1).

No entanto, alguns materiais apresentam estados magnéticos ordenados mesmo

sem a aplicação de nenhum campo, abaixo de uma temperatura cŕıtica, alguns destes

são classificados como:

• Ferromagnético (FM) − Apresenta uma alta magnetização espontânea, que está

relacionada ao fato destes possúırem momentos magnéticos intŕınsecos altamente

interagentes que se alinham paralelamente entre si;
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• Superpamagnético (SPM) − Para part́ıculas muito pequenas a barreira de ener-

gia (∆EB = KV ) é comparável a energia térmica KBT a magnetização é facil-

mente invertida por flutuações térmicas, onde KB é a constante de Boltzmann.

Para (KBT >> KV ) (altas temperaturas ou pequenos volumes), o sistema irá

comportar-se como um PM, embora os momentos não sejam os atômicos, mas,

grandes grupos de momentos dentro da part́ıcula. Esse sistema é chamado de

superparamagnético [11, 8].

A figura 2.1 mostra as respostas magnéticas associadas com algumas classes de

materiais magnéticos:

Figura 2.1: Curvas de M-H para materiais: (a) diamagnético (DM), (b) paramagnético
(PM), (c) part́ıculas ferromagnéticas (FM) (multidomı́nios e único domı́nio) ou (d)
superparamagnética (SPM) (adaptado de [11]).

Os materiais FM frequentemente apresentam histerese, que é um processo de irre-

versibilidade na magnetização, relacionada geralmente com impurezas que aprisionam

as paredes de domı́nio magnético, ou ainda, com defeitos intŕınsecos tais como a aniso-

tropia magnética da rede cristalina. Essa irreversibilidade dá origem a curvas abertas

chamadas ciclos de histerese, com a magnetização se aproximando de um valor de sa-
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turação para valores altos do campo. O conceito de histerese está ligado a sistemas não

lineares onde o comportamento depende tanto do estado atual quanto de sua história

[12].

Os ciclos de histerese também dependem do tamanho das part́ıculas. Em part́ıculas

grandes (da ordem de µm ou mais) existe um estado de multidomı́nios e o ciclo de his-

terese é estreito, enquanto que, em part́ıculas menores há um estado de único domı́nio

e o ciclo de histerese é largo. Para tamanhos ainda menores (da ordem de dezenas de

nm ou menos) podemos ter o superparamagnetismo (SPM) figura 2.1 (d) [11].

A figura 2.2 mostra alguns pontos importantes de um ciclo de histerese para um

material FM.

Figura 2.2: Ciclo de histerese t́ıpico de um material FM e alguns pontos importan-
tes como: o campo coercivo Hc e magnetização remanente Mr e a magnetização de
saturação Ms (adaptado de [13]).

As principais caracteŕısticas do ciclo de histerese são:

• O campo coercivo (Hc) é o valor do campo para o qual a magnetização se anula;

• Amagnetização de saturação (Ms) é atingida quando todos os momentos magnéticos

estão alinhados ao longo da direção do campo, resultando no maior valor que a

magnetização pode assumir;

• A magnetização remanente (Mr) é o valor residual da magnetização quando o
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campo é reduzido para zero [13].

2.3 Interações entre part́ıculas magnéticas

Existem diferentes tipos de interações entre part́ıculas magnéticas, dependendo da

distância, as principais interações são: a dipolar e a de troca (exchange).

2.3.1 Interação dipolar

A energia de dois momento magnéticos ~µi e ~µj separados por uma distância ~r é

dada por,

Edip =
µ0

4πr3

[

~µi · ~µj −
(

3

r2

)

(~µi · ~r) ( ~µj · ~r)
]

. (2.3.5)

Essa interação é de longo alcance, anisotrópica, depende da separação e do grau

de alinhamento mútuo entre os momentos magnéticos [14, 15, 16].

A energia dessa interação pode ser facilmente estimada assumindo que µi = µj =

1µB e r = 1Å, fazendo essa aproximação chegamos a uma energia de aproximadamente

0.1 meV. A temperatura correspondente a essa energia (E = KBT ) é muito inferior a

1 K. Portanto, sua intensidade é muito fraca para explicar as altas temperaturas de

ordenamento de muitos materiais magnéticos (algumas em torno de 1000 K) [17].

2.3.2 Interação de troca

A interação de troca foi primeiro tratada por Heisenberg em 1928, para interpretar

a origem dos campos moleculares extremamente grandes que atuam nos materiais

ferromagnéticos e é a maior interação magnética [18, 19].

Ela é responsável pelos spins estarem alinhados paralelamente nos materiais FM

ou antiparalelo nos AF. A energia dessa interação é dada por:

Eex = −2J ~Si · ~Sj. (2.3.6)

onde J é a integral de troca.
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No caso dos materiais FM J > 0, a energia de troca é mı́nima quando todos os

spins estão paralelos. No caso dos materiais AF, J < 0 [20].

2.4 Anisotropia magnética

É fato experimental que alguns monocristais de materiais FM possuem um ou vários

eixos chamados de eixos fáceis, ao longo do qual a magnetização prefere alinhar-se, e o

eixo dif́ıcil ou duro. Para que haja uma mudança da magnetização para uma direção

diferente do eixo fácil, será necessário a aplicação de um campo magnético externo

[18, 19].

A figura 2.3 mostra diferentes comportamentos da magnetização em função do

campo quando este é aplicado em diferentes direções cristalográficas:

Figura 2.3: Magnetização para diferentes direções cristalográficas de um único cristal
de ferro, ńıquel e cobalto (adaptado de [20]).

O termo anisotropia magnética é usado para descrever a dependência interna da

energia na direção da magnetização espontânea. Basicamente, as duas principais fontes

de anisotropia magnética são: a interação dipolar magnética e a interação spin-órbita

[22].

2.4.1 Anisotropia magnetocristalina

A anisotropia magnetocristalina ou cristalina é o tipo mais importante de aniso-

tropia. Sua origem f́ısica está na interação entre os orbitais eletrônicos e o spin do

elétron, denominada interação spin-órbita.
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A interação spin-órbita cria o magnetismo orbital e acopla o sistema de spin com

a rede cristalina. Os elétrons dos orbitais estão ligados à estrutura cristalográfica,

devido à sua interação com os spins faz com que estes prefiram alinhar-se a eixos

cristalográficos bem definidos. Ou seja, existem direções no espaço em um material

magnético que é mais fácil para magnetizar que em outras, essas direções são chamadas

de eixos fáceis. Isto resulta em uma energia total que depende da orientação relativa

da magnetização aos eixos cristalinos. A forma mais simples de anisotropia cristalina

é a uniaxial [23, 19].

Para sistemas com simetria uniaxial, a energia cristalina uniaxial Ec de acordo com

[24], pode ser escrita de forma aproximada como:

Ec (θ) = KV sen2 (θ) +K1V sen4 (θ) + ... (2.4.7)

onde θ é o ângulo entre a magnetização e o eixo fácil.

Normalmente, no caso de part́ıculas de materiais FM com único domı́nio e ani-

sotropia uniaxial, a maioria dos cálculos são realizados desprezando K1 e os outros

coeficientes de ordem superior, uma vez que estes são despreźıveis comparado com K.

Assim, a energia cristalina uniaxial pode ser escrita como,

Ec (θ) = KV sen2 (θ) . (2.4.8)

onde K é a constante de anisotropia uniaxial de segunda ordem [7]. Esta expressão

descreve dois mı́nimos locais de energia (θ = 0 e π) separados por uma barreira de

energia ∆E = KV (θ = π/2).

2.4.2 Anisotropia de forma

Este tipo de anisotropia é encontrada em elipsoides, filmes finos e cilindros lon-

gos, entre outros. Entre as fontes mais importantes da anisotropia de forma está a

interação dipolar magnética que é uma interação de longo alcance, que detecta os

limites exteriores da amostra [25, 11].
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Considerando uma amostra sem nenhuma orientação preferencial e, consequente-

mente, sem anisotropia cristalina, se ela possui forma esférica, um campo aplicado

constante irá magnetizá-la da mesma forma em qualquer direção. Mas, se ela possuir

a forma de um esferoide prolato (ver figura 2.4), será mais fácil magnetizá-lo ao longo

do eixo maior do que ao longo do menor.

Figura 2.4: Esferoide prolato (adaptado de [21]).

Isto surge devido ao campo de desmagnetização, que é menor na direção do eixo

longo, porque os polos induzidas na superf́ıcie da amostra estão mais afastados [21, 14].

De acordo com [26], a energia potencial magnetostática pode ser escrita como:

E = −~µ · ~B, (2.4.9)

onde ~B inclui o campo externo ~H0 (ou ~B0 = µ0
~H0) e o campo de desmagnetização ~Hd

do corpo que é proporcional à magnetização que ele cria.

O campo total interno dentro de um material magnetizado é,

~H = ~H0 + ~Hd. (2.4.10)

Sendo,

~µ = V ~M, (2.4.11)

e usando as equações (2.4.10) e (2.4.11) podemos escrever a equação (2.4.9) como:

E = −µ0V ~M · ~H0 −
1

2
µ0V ~M · ~Hd. (2.4.12)
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Esses dois termos geralmente são separados e recebem nomes diferentes. O primeiro

termo é denominado de energia Zeeman ou do campo magnético,

EH = −µ0V ~M · ~H0. (2.4.13)

O segundo termo é denominado de energia magnetostática ou desmagnetizante,

Ed = −1

2
µ0V ~M · ~Hd, (2.4.14)

O fator 1/2 decorre do fato que esta energia está relacionada a uma interação

dipolar, e nesta interação, cada dipolo interage com o dipolo anterior e também com

o posterior, assim, ela é contada duas vezes e ~Hd é dado por,

~Hd = −N ~M. (2.4.15)

onde N é o tensor de desmagnetização.

A figura 2.4 mostra os polos de superf́ıcie, o campo de desmagnetização para um

esferoide com a magnetização ~Ms fazendo um ângulo θ, em relação ao eixo z.

Figura 2.5: Esferoide com polos de superf́ıcie (adaptado de [26]).

Podemos escrever a magnetização ~Ms, para esse caso como:

~Ms =Mssen(θ)x̂+Ms cos(θ)ẑ. (2.4.16)

Cada componente da magnetização está ao longo de um eixo e possui um campo

de desmagnetização antiparalelo associado [26]. Portanto, podemos escrever:

~Hd = −NxMssen(θ)x̂−NzMs cos(θ)ẑ, (2.4.17)
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substituindo as equações (2.4.16) e (2.4.17) em (2.4.14) podemos escrever,

Ed =
1

2
µ0VM

2
s

(

Nxsen
2θ +Nz cos

2 θ
)

. (2.4.18)

Tanto a energia magnetostática para um esferoide, dada pela equação (2.4.18),

quanto a energia de anisotropia uniaxial dada pela equação (2.4.8), podem ser unidas

até primeira ordem como:

Ed =
1

2
µ0VM

2
s (Nx −Nz) sen

2θ, (2.4.19)

onde o termo constante da energia foi omitido (redefinido como zero da energia).

A equação (2.4.19) pode ser escrita como,

Ed = ∆Esen2θ, (2.4.20)

onde ∆E é a barreira de energia efetiva da anisotropia e K = 1
2
µ0M

2
s (Nx −Nz) a

constante de anisotropia uniaxial. Dizemos que a anisotropia é uniaxial para um

esferoide, quando o eixo de fácil magnetização está paralelo ao eixo maior [14, 26].

2.5 Domı́nios magnéticos

Em 1907 P. Weiss propôs que os materiais ferromagnéticos são divididos em pe-

quenas regiões uniformemente magnetizadas que apresentam uma orientação paralela

de todos os momentos magnéticos chamadas de domı́nios magnéticos. Dentro de cada

domı́nio a magnetização local atinge o valor de saturação, mas, nem sempre as direções

da magnetização de domı́nios magnéticos diferentes são paralelas. Entre dois domı́nios

adjacentes existe uma fronteira chamada de parede de domı́nio [17, 23].

2.5.1 Parede de domı́nio

As paredes de domı́nio podem ser classificadas de acordo com o ângulo entre a

magnetização de cada domı́nio.
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Uma parede de domı́nio 180o separa domı́nios com magnetizações opostas figura

2.6 (a), a parede 90o separa domı́nios com magnetizações perpendiculares, conforme

mostra a figura 2.6 (b) [20].

Figura 2.6: Parede de domı́nio 180o (a) e 90o (b) [20].

O tipo mais comum de parede 180o é a parede de Bloch na qual a magnetização

rotaciona em planos paralelo ao plano da parede figura 2.7 (a). Outra configuração

posśıvel é a parede de Néel na qual a rotação da magnetização ocorre em um plano que

é perpendicular ao plano da parede de domı́nio como mostra a figura 2.7 (b) [23, 27].

Figura 2.7: Uma parede 180o de Bloch (a) e de Néel (b) [27].

2.5.2 Estruturas de domı́nios simples e suas energias

Podemos compreender a origem dos domı́nios considerando a figura 2.8:

Figura 2.8: A formação de domı́nios em um cristal [28].
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Em (a) temos um único cristal largo de um material com anisotropia uniaxial e

um único domı́nio, magnetizado espontaneamente paralelo ao eixo fácil. Nesse estado,

há uma alta densidade de polos na superf́ıcie e um alto valor de energia magnética

associado tanto com o campo interno quanto com o externo obtidos a partir desses

polos.

Em (b), a energia magnética é reduzida a aproximadamente à metade do valor

inicial, dividindo o cristal em dois domı́nios magnetizados em direções opostas. Isso

ocorre porque os polos norte e sul ficam mais próximos um do outro, diminuindo assim

a extensão espacial do campo e seus fatores de desmagnetização [26].

Em (c), com N domı́nios, a magnetização é reduzida a aproximadamente 1/N da

energia magnética de (a), por causa da redução do campo externo da amostra.

Em (d) e (e) a energia magnética é nula. A componentente da magnetização

normal à parede é cont́ınua e, portanto, não existe nenhum campo magnético externo

associado à magnetização.

A formação de domı́nios é sempre o resultado da possibilidade de reduzir a ener-

gia de um sistema, passando de uma configuração uniforme, com uma alta energia

magnética, para uma configuração de domı́nio com uma energia magnética menor.

Mas esta divisão em domı́nios cada vez menores não pode manter-se indefinidamente,

porque cada parede formada no cristal tem uma certa largura e energia. Eventual-

mente um tamanho de domı́nio de equiĺıbrio deve ser alcançado [21, 28].

2.5.3 Largura da parede de domı́nio

As duas energias mais importantes que afetam a largura da parede de domı́nio são

a energia de troca e a energia de anisotropia magnetocristalina [23].

Em um material ferromagnético há um custo de energia para girar spins vizinhos.

A energia de troca entre dois spins é dada por:

Eex = −2J ~S2 · ~S2 = −2JS2 cos(θ). (2.5.21)
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Se θ = 0 sua energia é,

Eex = −2JS2, (2.5.22)

O custo de energia para ter θ 6= 0 é de aproximadamente,

Eex = JS2θ2, (2.5.23)

onde usamos cos(θ) = 1− θ2/2 para θ << 1.

Em uma parede de Bloch, spins giram sobre N śıtios por um ângulo π (ver figura

2.7 (a)). Assim o custo de energia de uma linha de spins é igual a N contribuições de

JS2θ2 onde θ = π/N , ou seja,

Eex =
JS2π2

N
. (2.5.24)

Numa parede de Bloch temos planos de spins e por isso estamos interessados na

energia por unidade de área da parede EBW
ex ,

EBW
ex = JS2 π2

Na2
. (2.5.25)

onde a é o espaçamento da rede. Essa energia tende para zero quando N → ∞, ou

seja, quanto mais grossa a parede menor o aumento de energia, consequentemente, a

parede de domı́nio tende para um comprimento infinito. A outra energia que contribui

para a formação da parede é a energia de anisotropia magnetocristalina [17].

A densidade de energia magnetocristalina uniaxial é dada por,

Ec = Ksen2(θ), (2.5.26)

tomando K > 0 os spins preferem alinhar-se ao londo de θ = 0 ou θ = π. Somando

a contribuição de cada um dos N spins e substituindo a soma por uma integral, a

energia será:

Ec =
N
∑

i=1

Ksen2(θi) ≈
N

π

∫ π

0

Ksen2(θ)dθ =
1

2
NK, (2.5.27)

a contribuição da energia por unidade de área da parede (EBW
c ) pode então ser escrita

como:

EBW
c =

1

2
aNK. (2.5.28)
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que tende a comprimir a parede e torná-la menor [17].

A energia total da parede de Bloch é dada por:

EBW = JS2π
2

a2
1

N
+

1

2
aNK, (2.5.29)

encontramos a configuração de equiĺıbrio utilizando dEBW/dN = 0,

0 =
dEBW

dN
=

1

2
aK − JS2π

2

a2
1

N2
, (2.5.30)

o que leva a um valor de N dado por,

N = πS

√

2J

a3K
, (2.5.31)

de modo que a largura da parede de Bloch é,

δ = Na = πS

√

2J

Ka
. (2.5.32)

Em termos do parâmetro A a largura da parede de domı́nio δ pode ser escrita

como:

δ = π

√

A

K
, (2.5.33)

com,

A =
2JS2

a
. (2.5.34)

2.5.4 Part́ıculas com único domı́nio

Uma part́ıcula terá único domı́nio (monodomı́nio) quando ela for menor do que

a largura da parede de domı́nio, o que impossibilita a divisão da part́ıcula em dois

domı́nios. Uma outra forma de saber se as part́ıculas possuem um ou mais domı́nios

se dá através da analise da energia da parede.

À medida que as dimensões de um material FM são reduzidas, a energia para a

formação da parede torna-se grande em comparação com a energia magnetostática. As

condições para a formação de domı́nios e, portanto, de paredes de domı́nio, tornam-se

progressivamente menos favoráveis até que um tamanho cŕıtico é atingido, abaixo do
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qual a subdivisão em domı́nios não é mais energeticamente favorável, então a amostra

torna-se único domı́nio [29, 30].

Uma part́ıcula de um material FM deverá consistir de um único domı́nio magnético

abaixo de um tamanho cŕıtico. As primeiras estimativas dos tamanhos cŕıticos dessas

part́ıculas foram feitas por Kittel [29]. Um raio de aproximadamente 10−1000 nm foi

estimado para uma amostra esférica de um material FM comum.

De acordo com a referência [14] o raio cŕıtico rc, abaixo do qual uma part́ıcula

possui único domı́nio é dado por,

rc ≈ 9

√
AK

µ0M2
s

, (2.5.35)

onde A e K são respectivamente as constantes de troca e de anisotropia uniaxial. A

tabela 1 mostra o raio cŕıtico para alguns materiais magnéticos.

Tabela 1: Raio cŕıtico para part́ıculas terem único domı́nio [14].

Material Raio cŕıtico (nm)

Fe 15
Fe3O4 30
Co 35
Ni 55

SmCo5 750

Dependendo do tamanho, as part́ıculas apresentam diferentes comportamentos

magnéticos. Em particular, apresentam diferentes mecanismos para a reversão da

direção da magnetização sob efeito de um campo magnético externo.

Nas part́ıculas com monodomı́nios, o campo externo faz a magnetização girar, e

esta rotação para ocorrer precisa vencer a anisotropia magnética.

Para as part́ıculas magnéticas com vários domı́nios ou multidomı́nios, a reversão

da magnetização se dá preferencialmente por nucleação e deslocamento das paredes de

domı́nios, como nas amostras volumosas [3].

Existem na literatura alguns modelos que estudam os processos de magnetização em

sistemas de part́ıculas, os quais podem ser divididos de maneira não muito rigorosa em
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modelos f́ısicos e matemáticos. Entre os modelos f́ısicos o mais elementar é conhecido

como modelo de Stoner-Wohlfarth (SW) [36]. A atratividade do modelo SW pode ser

atribúıda ao seu forte apelo à intuição f́ısica.

O outro modelo bem conhecido foi proposto por Néel em 1949 [34] e desenvolvido

por Brown em 1963 [35]. Nele a qualquer temperatura finita, o momento magnético

da part́ıcula pode superar a barreira de energia da anisotropia por ativação térmica

[14, 33].
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Caṕıtulo 3

O modelo de Stoner-Wohlfarth

O modelo de Stoner-Wohlfarth (também chamado de modelo de rotação coerente),

desenvolvido pelos f́ısicos teóricos Edmund Clifton Stoner e Peter Erich Wohlfarth no

final dos anos 40, descreve a reversão da magnetização de uma nanopart́ıcula com

único domı́nio. Nele considera-se uma part́ıcula de um material magnético ideal que

chamaremos de part́ıcula de Stoner-Wohlfarth [31].

3.1 A part́ıcula de Stoner-Wohlfarth

Uma part́ıcula de SW apresenta as seguintes caracteŕısticas:

• Possui único domı́nio magnético;

• Tem a forma de um elipsoide;

• O eixo fácil da part́ıcula coincide com o eixo de anisotropia;

• Apresenta anisotropia de forma;

• Possui rotação coerente da magnetização;

• A magnetização apresenta um valor de saturação constante em módulo, mas,

que pode mudar sua orientação dependendo do campo magnético aplicado;
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• As direções da magnetização se mantêm no plano definido pela direção do campo

aplicado e do eixo fácil;

• Nenhum elemento exterior impede a rotação;

• A part́ıcula gira para a direção em que sua energia é mı́nima;

• A part́ıcula não é influenciada pelas interações de troca e dipolar;

• Não leva em conta a temperatura (T= 0 K);

No modelo de SW, os cálculos foram feitos para part́ıculas elipsoidais, porque a

forma de um elipsoide inclui outras formas de part́ıculas de interesse f́ısico, tais como:

esferoide, esferas e discos. Além disso, o problema é tratado em termos da anisotropia

de forma, uma vez que, a maioria das outras formas de interesse podem ser inclúıda

[14, 32, 33, 36, 37]

Seus cálculos exerceram uma importante influência na teoria dos materiais magnéticos

permanentes como os ı́mãs, porque alguns destes materiais consistem de únicos domı́nios.

3.2 A energia de uma part́ıcula de SW

O sistema de coordenadas do modelo de SW é mostrado na figura 3.1. Neste caso,

Figura 3.1: Sistema de coordenadas para uma part́ıcula elipsoidal com o eixo de aniso-
tropia formando um ângulo θ e a magnetização formando um ângulo φ com a direção
de campo aplicado (adaptado de [36]).

a energia de troca entre os spins da part́ıcula é constante e não desempenha qualquer
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papel na minimização da energia. Há uma competição apenas entre a energia de

anisotropia e o efeito do campo aplicado. A energia de uma part́ıcula isolada com

único domı́nio e volume V é, portanto, a soma dos termos da energia de anisotropia e

de Zeeman:

E = KV sen2(φ− θ)−MsHV cos(φ) (3.2.1)

onde definimos θ como o ângulo que o campo magnético aplicado ~H faz com o eixo

fácil e φ o ângulo entre o momento magnético, que tem módulo µ = MsV , e o eixo

fácil [38, 7, 31].

É conveniente expressar os parâmetros de forma adimensional, dividindo a equação

(3.2.1) por 2KV , obtemos a energia reduzida η, que pode ser expressa como:

η =
E

2KV
= −1

4
cos(2(φ− θ))− h cos(φ) (3.2.2)

onde h = H/HA = MsH/2K é o campo reduzido e HA = 2K/Ms é o campo de

anisotropia [13].

A orientação de equiĺıbrio da magnetização para um dado h e θ fixo, será tal que

η seja mı́nima em relação a φ [33], que pode ser encontrada a partir de:

∂η

∂φ
= 0, (3.2.3)

e

∂2η

∂φ2
≥ 0. (3.2.4)

3.3 O campo cŕıtico

Neste modelo outra grandeza importante é o campo em que as part́ıculas sofrem

saltos irreverśıveis na direção da magnetização ao mudar o campo aplicado, essa gran-

deza é chamada de campo cŕıtico. Uma mudança irreverśıvel na magnetização está

associada com o vetor magnetização da part́ıcula em movimento entre um mı́nimo e o

outro [2, 39].
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Para um determinado valor de θ, o valor cŕıtico de h que denotaremos por hcri,

pode ser calculado a partir das condições para um ponto de mı́nimo na curva da energia

reduzida usando as equações (3.2.3) e (3.2.4) [2, 36].

O campo cŕıtico hcri é dado por:

hcri =
(1− w2 + w4)

1

2

(1 + w2)
, (3.3.5)

com,

w = tan
1

3 (θ).

Para maiores detalhes dos cálculos ver apêndice A. Ela pode também ser reescrita

alternativamente em termos das componentes do campo cŕıtico como:

hcri =
(

cos(θ)2/3 + sen(θ)2/3
)

−3/2
, (3.3.6)

ela resulta em uma curva conhecida como astróide de Stoner-Wohlfarth, dada por:

h2/3x + h2/3z = 1. (3.3.7)

A figura (3.2) mostra o astróide de Stoner-Wohlfarth. Recentemente ele foi deter-

minado experimentalmente, como mostra a figura (3.3):

Figura 3.2: O astróide de Stoner-Wohlfarth [13]

.
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Figura 3.3: Os campos cŕıticos de uma nanopart́ıcula Co 3 nm, medido usando µ-
SQUID, sendo comparados com o obtido para a anisotropia hexagonal (a) ou cúbico
(b)[7].

Figura 3.4: A variação do campo cŕıtico hcri com o θ.

Como visto na equação (3.3.5), o campo cŕıtico depende apenas do ângulo entre o

eixo fácil e a direção do campo aplicado e seu menor valor é 0.5 (ver figura 3.4).

A figura 3.5 mostra a energia reduzida para θ = 30◦ e para alguns valores particu-

lares de h, nesse caso hcri ≈ 0.52.



25

Figura 3.5: Relação entre energia reduzida η, o campo h e o campo cŕıtico para θ = 30◦.

Para valores do módulo do campo reduzido abaixo do campo cŕıtico, existem dois

mı́nimos de energia, enquanto que, para valores acima do campo cŕıtico temos apenas

um mı́nimo. À medida que aumentamos o campo na direção positiva, o segundo

mı́nimo vai desaparecendo. Por outro lado, a medida que aumentamos na direção

negativa, o primeiro mı́nimo é quem deixa de existir, como mostra a figura 3.5.

O desaparecimento do primeiro (ou segundo) mı́nimo com a aplicação do campo

está associado com o salto irreverśıvel da magnetização da part́ıcula. Mais adiante,

usaremos esta propriedade da part́ıcula de SW para calcular as remanências da mag-

netização MR e a da desmagnetização MD e construir os gráficos de Henkel para um

arranjo de part́ıculas magnéticas.

3.4 A magnetização no modelo de Stoner-Wohlfarth

Um cálculo de grande interesse nesse modelo é o da componente da magnetização

na direção do campo (curvas de histerese) para uma única e para um conjunto de
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part́ıculas não interagentes, uma vez que, essas curvas nos permite obter informações

importantes como o campo coercivo e a magnetização remanente.

3.4.1 A magnetização de uma única part́ıcula

No caso de uma única part́ıcula, a componente da magnetização de saturação na

direção do campo aplicado, que denotaremos por M , de acordo com a figura 3.1, será

dada por,

M =Ms cos(φmin), (3.4.8)

onde φmin é obtido a partir da minimização da energia equação (3.2.2). Devemos

lembrar que, se h < hcri, haverá dois mı́nimos, e a magnetização da part́ıcula dependerá

da sua história magnética, ou seja, da direção da magnetização antes da aplicação do

campo h.

Definimos a magnetização reduzida m como,

m ≡ M

Ms

= cos(φmin). (3.4.9)

3.4.2 Ciclo de histerese para uma única part́ıcula

Da figura 3.5, percebemos que podemos ter um ou dois valores mı́nimos para η. O

primeiro φ para o qual a energia reduzida é mı́nima, que denotaremos de φ1, é quem

determina a direção estável da magnetização de uma única part́ıcula no modelo de

SW.

Com isso, a equação (3.4.9) pode ser reescrita como:

m(h, θ) = cos(φ1). (3.4.10)

Portanto, dado (h, θ), encontra-se φ1 para o qual η é mı́nima e consequentemente

a magnetização reduzida, fazendo isso para alguns valores de θ = 0◦, 10◦, 45◦, 80◦, 90◦

fixos e para −1.2 ≤ h ≤ 1.2, Stoner-Wohlfarth obtiveram a figura 3.6:
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Figura 3.6: Curvas de histerese para um esferoide prolato para alguns ângulos entre o
eixo fácil e a direção do campo aplicado obtida por SW (adaptado de [36]).

Reproduzimos essas curvas de histerese bem como algumas outras que não foram

inseridas no modelo de SW, a figura 3.7 mostra algumas delas.

Figura 3.7: Curvas de histerese para uma part́ıcula com a forma de um esferoide
prolato com diferentes orientações θ.

A figura 3.7 nos mostra que, a medida que reduzimos o campo na direção negativa,
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exite um valor dele para o qual a magnetização dá um salto. Isso ocorre para valores

do módulo do campo maiores que o valor do campo cŕıtico, pois o primeiro mı́nimo

desaparece e a magnetização salta para o segundo mı́nimo (ver figura 3.4).

Com isso podemos obter hc e mr em função de θ como pode ser observado na figura

3.8.

Figura 3.8: Os campos hcri, hc e a mr em função de θ.

Na figura 3.8, observamos que as mudanças dos campos coercivos com θ possui

uma relação direta com os campos cŕıticos. Para θ pequenos (entre 0◦ e 45◦) os valores

dos campos coercivos coincidem com os dos campos cŕıticos (ver figura 3.4).

Para θ grandes (acima de 45◦) observamos grandes mudanças dos campos crit́ıco e

também dos campos coercivos, mas, eles não coincidem.
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3.4.3 A magnetização de um arranjo de part́ıculas com ori-

entação aleatória

O valor médio de uma variável aleatória cont́ınua x que denotaremos por x é dado

por,

x =

∫

xf(x)dx
∫

f(x)dx
=

∫

xf(x)dx, (3.4.11)

onde f(x) é a densidade de probabilidade [40].

Se tivermos um conjunto de part́ıculas semelhantes na forma de elipsoides, com os

eixos faceis orientados aleatoriamente para uma direção positiva do campo e para um

h particular, de acordo com [36], a magnetização média será dada por:

cos(φ) =

∫ π/2

0
2π cos(φ)sen(θ)dθ
∫ π/2

0
2πsen(θ)dθ

, (3.4.12)

ou melhor,

cos(φ) =

∫ π/2

0

cos(φ)sen(θ)dθ. (3.4.13)

A integração de 0 a π/2 é escolhida devido à simetria uniaxial do campo de desmag-

netização da part́ıcula. Além disso, a orientação ao acaso das part́ıculas é represen-

tada na integral pela função de distribuição f(θ) = sen(θ), ou seja, existem sen(θ)dθ

part́ıculas com uma orientação entre θ e θ + dθ no arranjo.

3.4.4 Ciclo de histerese para um arranjo de part́ıculas

A integral da equação (3.4.13) pode ser reescrita numericamente como:

cos(φ) =

θi=π/2
∑

θi=0

cos (φi) sen (θi)∆θ (3.4.14)

onde ∆θ = θi+1 − θi é o passo de varredura em θ.

Agora para um dado valor de h existem part́ıculas com várias orientações posśıveis

entre 0 e π/2 e a contribuição de todas elas deve ser considerada. Resolvendo nume-

ricamente a equação (3.4.14) para uma série de valores de h entre 1 e -1, obtivemos
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a curva de histerese mostrada na figura 3.9. A curva inicial é a média das partes

crescente e decrescente.

Figura 3.9: Curva de histerese para um arranjo de part́ıculas prolato esferoidal, mo-
nodomı́nios, orientadas ao acaso, e que invertem a magnetização por rotação coerente.
A magnetização do arranjo é representada por cos(φ), e h é o campo reduzido.

A figura 3.9 nos mostra que no estado desmagnetizado, os momentos magnéticos

do arranjo de part́ıculas apontam aleatoriamente em todas as direções, por isso que

nesse estado a magnetização total é nula.

A curva inicial representa a evolução das part́ıculas quando partimos do estado

desmagnetizado, ou seja, na primeira vez em que elas foram submetidas ao campo

magnético externo. Se as part́ıculas forem colocadas em uma região em que existe

um campo magnético h à medida que a intensidade do campo magnético aumenta, os

momentos magnéticos tendem a seguir a orientação do campo externo o que produz a

magnetização do material, que cresce até certo limite, conhecido como magnetização

de saturação. Este é um processo que exige gastos de energia ao usar o campo externo

h para orientar os momentos magnéticos das part́ıculas.
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Se o campo for retirado, as part́ıculas não retornam imediatamente à condição

inicial, na qual a magnetização é nula. Quando o campo externo é nulo, elas ainda exibe

uma magnetização, denominada magnetização remanente. Ou seja, no retorno rumo

à magnetização nula, as part́ıculas não devolvem imediatamente toda a energia que

gastamos no processo inicial. Parte dessa energia fica temporariamente armazenada e

será devolvida após um breve intervalo.

Para levar as part́ıculas ao estado de magnetização nula, é necessário inverter

o campo externo e aumentar sua intensidade até um valor conhecido como campo

coercivo ou coercividade. A magnetização atinge o valor nulo quando o campo externo

atinge esse valor [41].

Se continuarmos aumentando a intensidade do campo na direção negativa os mo-

mentos magnéticos irão se orientar na direção do campo até atingirem a saturação na

direção oposta. Reduzindo o campo externo negativo para zero a magnetização não

retorna para o valor nulo, mas, para uma magnetização remanente negativa. Se con-

tinuarmos aumentarmos o campo na direção positiva a magnetização vai diminuindo

até voltar a ser nula e se continuarmos aumentando o campo finalmente ela atingirá a

saturação novamente.

Além de Stoner e Wohlfarth, Rhodes também calculou a curva de histerese de um

conjunto de part́ıculas não interagentes, cujos eixos fáceis são orientado aleatoriamente

no espaço ele também observou que o ciclo de histerese para esse caso é caracterizado

por apresentar uma remanência reduzida mr = 0.5 e um campo coercivo hc = 0.48

[14].

3.5 Gráficos de Henkel de part́ıculas ferromagnéticas

com único domı́nio

Entre as técnicas experimentais para a determinação das propriedades magnéticas

de sistemas compostos por part́ıculas magnéticas, o uso das curvas de remanência está
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se tornando um dos mais preferidos. A principal razão é que o ciclo de histerese é

consequência dos processos reverśıveis e irreverśıveis, enquanto a remanência é uma

consequência natural da irreversibilidade no processo de magnetização.

O uso dos gráficos de Henkel tem sido uma ferramenta muito útil para analisar o

tipo e a intensidade da interação entre sistemas de part́ıculas magnéticas e é ampla-

mente utilizado na literatura.

É comumente aceito que sistemas não interagentes apresentam em geral gráficos de

Henkel lineares, enquanto os sistemas que interagem apresentam gráficos curvos. Nos

gráficos de Henkel as duas principais curvas de remanências que devem ser medidas

são: a remanência da magnetização e a remanência da desmagnetização [42, 43].

3.5.1 A remanência da magnetização

Para medirmos a remanência da magnetização, o ponto de partida é uma amostra

totalmente desmagnetizada depois de resfria-la até a temperatura de interesse em um

campo magnético zero. Quando a temperatura é atingida, um pequeno campo externo

h é aplicado e depois de certo tempo é desligado e a remanência da magnetizaçãoMR(h)

é medida. O processo é repetido, aumentando o campo h até que a amostra atinja a

saturação e a remanência da magnetização atinja o valor de saturação, MR(∞).

3.5.2 A remanência da desmagnetização

A remanência da desmagnetização é semelhante a MR(h), mas, inicialmente a

amostra está em um estado saturado a uma temperatura fixa, e um pequeno campo

externo h é aplicado na direção oposta. Depois de algum tempo, o campo é desligado

e a remanência da desmagnetização MD(h) é medida. Isso é repetido, aumentando o

campo h, até atingir a saturação na direção oposta [42].

A figura 3.10 ilustra como essas quantidades devem ser medidas.
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Figura 3.10: Explicação de como medir a remanência da magnetização MR(h) e a
remanência da desmagnetização MD(h) (Adaptado de [43]).

3.5.3 Relações entre as curvas de remanência para sistemas

de part́ıculas uniaxiais não interagentes

No modelo SW não é dif́ıcil obter a relação entre as diferentes medições de re-

manência. Começando com um sistema de part́ıculas alinhadas com os seus eixos

fáceis formando um ângulo arbitrário θ com o campo aplicado é imediatamente visto

que [42]:

• Se h ≤ hcri:

MRθ
(h) = 0, (3.5.15)

• Se h > hcri:

MRθ
(h) =MRθ

(∞), (3.5.16)

sendoMRθ
(h) a magnetização remanente do sistema alinhado e hcri seu campo cŕıtico,

ambas as quantidades depende da orientação θ do eixo fácil em relação ao campo. Da

mesma forma temos que,

• Se |h| ≤ hcri:

MDθ
(h) =MRθ

(∞), (3.5.17)
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• Se |h| > hcri:

MDθ
(h) = −MRθ

(∞), (3.5.18)

As expressões acima para cada orientação θ podem ser resumidas como [42]:

MDθ
(h) =MRθ

(∞)− 2MRθ
(h). (3.5.19)

Para um sistema de part́ıculas não interagentes orientadas aleatoriamente, a mag-

netização total é a soma das magnetizações para cada orientação. As expressões acima

não são válidas somente para sistemas alinhados, mas para todos os tipos de distri-

buição de orientação, ou seja,

MD(h) =MR(∞)− 2MR(h). (3.5.20)

essa é a relação de Wohlfarth [44].

A figura 3.11 mostra MR(h) e MD(h) para o modelo de SW. A relação entre as

duas curvas de remanência podem ser obtidas diretamente com um gráfico simples.

Dividindo a equação (3.5.20) por MR(∞) obtemos,

md(h) = 1− 2mr(h), (3.5.21)

onde usamos as letras minúsculas md(h) e mr(h) para denotar a magnitude reduzida

da remanência da desmagnetização MD(h)/MR(∞) e da remanência da magnetização

e MR(h)/MR(∞) respectivamente.

3.5.4 Gráficos de Henkel para o modelo de SW

Para o caso do modelo de Stoner-Wohlfarth as dependências de md(h) e mr(h)

com o campo são mostradas na figura 3.12. Ela nos mostra que não ocorre nenhuma

alteração até h = 0.5 porque os campos aplicados são menores que os campos cŕıticos

tanto para mr(h) e md(h). Até este campo, as mudanças na magnetização são re-

verśıveis. Além disso, para um dado θ o menor valor que o campo cŕıtico pode assumir

é 0.5 (ver figura 3.4), então só podemos ter h > hcri para h > 0.5.
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Figura 3.11: A remanência da magnetização MR(h) e a remanência da desmagne-
tização MD(h) para o modelo de SW.

Figura 3.12: Os dois tipos de remanência para um sistema de part́ıculas idênticas
de SW orientada aleatoriamente. A remanência da magnetização reduzida mr(h) e a
remanência da desmagnetização reduzida md(h).
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Embora Wohlfarth já tivesse obtido as relações entre estes diferentes modos de

obtenção da magnetização remanente, foi Henkel quem primeiro propôs o gráficomd(h)

em função de mr(h), que é agora chamado de gráfico de Henkel. O gráfico de Henkel

para o modelo de Stoner-Wohlfarth deve resultar em uma linha reta [2].

A figura 3.13 mostra o gráfico de Henkel para o modelo de Stoner-Wohlfarth.

Figura 3.13: Gráfico de Henkel para o modelo de SW.

A figura 3.13 nos mostra de fato que o gráfico de Henkel é uma linha reta, uma vez

que, no modelo de Stoner-Wohlfarth consideramos um conjunto de part́ıculas uniaxiais

com único domı́nio e não interagentes.



37

Caṕıtulo 4

Generalização do modelo de

Stoner-Wohlfarth

4.1 O modelo de relaxação de Arrhenius-Néel

Analisando a curva da energia reduzida em função de φ para h = 0.4 e θ = 30◦

(figura 4.1), percebemos que existem dois mı́nimos em φ1 e φ3 separados por uma

barreira de energia (máximo em φ2).

Figura 4.1: Energia reduzida em função de φ.
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À temperatura zero, as orientações de equiĺıbrio da magnetização em função do

campo aplicado foram calculadas por Stoner e Wohlfarth. A presença de mı́nimos

locais e globais na curva da energia, separados por uma barreira de energia, origina a

histerese da part́ıcula [45].

No modelo de SW, a direção da magnetização permanece estável, mas, isso só

será verdade se nenhuma perturbação externa levá-la sobre a barreira de energia. A

agitação térmica pode proporcionar tal perturbação [2].

Utilizando o modelo de relaxação de Néel, vamos estudar a transição entre esses

mı́nimos de energia, levando em consideração que a agitação térmica pode fazer com

que a magnetização salte de φ1 para φ3.

A f́ısica estat́ıstica nos permite colocar essa situação em termos matemáticos. De

acordo com a lei de Arrhenius-Néel, quando existem duas posições de equiĺıbrio dife-

rentes, a constante de tempo (ou tempo de relaxação) τ entre os estados de equiĺıbrio,

que é essencialmente o tempo médio para a part́ıcula reverter o momento magnético

de um estado de equiĺıbrio até outro, é dado por [2, 3, 7]:

1

τ
= f0e

−
∆E

KBT . (4.1.1)

onde f0 = 109 s−1 é a de frequência de tentativas, ∆E a barreira de energia, KB é a

constante de Boltzmann e T é a temperatura.

Quando o tempo de medida é da mesma ordem de magnitude que o tempo de

relaxação, então torna-se posśıvel observar efeitos dinâmicos. Em medidas de magne-

tometria tradicionais, o tempo de medida é da ordem de 100 s. A substituição deste

valor para o tempo de relaxação na equação (4.1.1) nos permite definir a temperatura

de bloqueio, que separa o estado ferromagnético convencional do estado superpara-

magnético, onde a agitação térmica se sobrepõe à barreira de energia. Observe:

ln(τ) = ln(f−1
0 e

∆E

KBT ) → ∆E

KBT
= ln

(

τ

f−1
0

)

→ ∆E ≈ 25KBT. (4.1.2)
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Na ausência de campo magnético aplicado, a barreira de energia é ∆E = KV ,

então, da equação (4.1.2) podemos escrever a temperatura de bloqueio como:

TB =
KV

25KB

. (4.1.3)

Ela define a transição entre o estado ferromagnético bloqueado (T < TB) e o estado

superparamagnético (T > TB) [7].

Quando a barreira de energia é igual ao fator de energia térmica, (escolhida por

nós para ser 25KBT correspondente a τ = 100 s), o salto irreverśıvel acontece. Isto

significa que, no salto, a barreira de energia é proporcional à temperatura. Assim

podemos definir a temperatura reduzida tr como sendo [2]:

tr = ∆ek =
∆E

2KV
=

25KBT

2KV
=

1

2

T

TB
. (4.1.4)

4.1.1 Modelo de Garcia-Otero

De acordo com o modelo de Garćıa-Otero e co-autores [2], que chamaremos de mo-

delo 1, a magnetização de uma part́ıcula de SW para uma dada temperatura reduzida

em um dado campo magnético é obtida calculando os ângulos φ1, φ2 e φ3 para os

quais temos energias reduzidas mı́nimas (φ1 e φ3) e máxima (φ2). Com isso obtemos

a barreira de energia reduzida:

∆e1 = η(h, θ, φ2)− η(h, θ, φ1). (4.1.5)

Para uma dada part́ıcula de SW em um dado campo magnético h, sua magnetização

é dada por:

• Se ∆e1 > tr, a magnetização reduzida será dada por:

m(φ) = cos(φ1), (4.1.6)

• Se ∆e1 ≤ tr, a magnetização reduzida será dada por:

m(φ) = cos(φ3), (4.1.7)
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A partir desta consideração, é posśıvel calcular as curvas de histerese para uma

única ou um arranjo de part́ıculas SW em diferentes temperaturas.

Para o caso de um arranjo de part́ıculas SW com uma orientação aleatória dos

eixos fáceis, a magnetização reduzida média para um dado campo aplicado será dada

por:

m =

∫ π/2

0

m(φ)sen(θ)dθ, (4.1.8)

onde m(φ) depende da relação entre ∆e1 e tr e é dada pela equação (4.1.6) ou (4.1.7).

A equação (4.1.8) pode ser reescrita numericamente como:

m =

θi=π/2
∑

θi=0

m(φ)sen (θi)∆θ. (4.1.9)

4.1.2 Modelo de Crew

Vimos, no gráfico da energia reduzida da figura 4.1, dois valores mı́nimos diferentes

da energia. Assim, vamos definir duas probabilidades. Seja τ1 a constante de tempo

para ativação da magnetização indo de φ1 para φ3, e τ2 como sendo a constante de

tempo para ativação da magnetização indo de φ3 para φ1. Assim, 1/τ1 é a fração de

part́ıculas indo de φ1 para φ3 e 1/τ2 é a fração de part́ıculas indo de φ3 para φ1 em

um evento termicamente ativado.

De acordo com o modelo de Crew e co-autores [46] que chamaremos de modelo

2, a fração de part́ıculas P no mı́nimo de energia em φ1 é governada pela equação

diferencial,

dP

dt
= − 1

τ1
P +

1

τ2
(1− P ), (4.1.10)

A solução dessa equação é da forma (ver apêndice B):

P (t) =
R

Q
+

(

P (0)− R

Q

)

e−Qt. (4.1.11)

onde R = 1
τ2
, Q = 1

τ1
+ 1

τ2
e K = P (0) − R

Q
. P (0) é o valor de P em t = 0 e R/Q o

valor de P em t infinito ou no equiĺıbrio térmico.
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Aplicando a equação (4.1.1) para essa situação obtemos:

τ1 = f−1
0 e

(

∆E1

KBT

)

, (4.1.12)

τ2 = f−1
0 e

(

∆E2

KBT

)

. (4.1.13)

onde ∆E1 e ∆E2 são as barreiras de energias.

As equações (4.1.12) e (4.1.13) podem ser reescritas em termos das grandezas re-

duzidas equação (4.1.4) como:

τ1 = f−1
0 e(

25∆e1

tr
), (4.1.14)

τ2 = f−1
0 e(

25∆e2

tr
). (4.1.15)

onde ∆e1 e ∆e2 representam as barreiras de energia reduzidas, dadas por:

∆e1 = η(h, θ, φ2)− η(h, θ, φ1), (4.1.16)

∆e2 = η(h, θ, φ2)− η(h, θ, φ3). (4.1.17)

Calculando essas barreiras de energias como função do campo aplicado para dife-

rentes orientações da part́ıcula, obtemos as figuras 4.2 e 4.3:

Figura 4.2: Barreira de energia reduzida ∆e1 entre o mı́nimo φ1 e máximo φ2.
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Figura 4.3: Barreira de energia reduzida ∆e2 entre o mı́nimo φ3 e máximo φ2.

Estas curvas nos mostram que, a medida que aumentamos h, a barreira de energia

∆e1 aumenta, enquanto que a barreira de energia ∆e2 diminui, uma vez que h vai

tendendo para um hcri.

Conhecendo ∆e1 e ∆e2 para uma dada tr2, podemos encontrar τ1 e τ2 e consequen-

temente P (h, t, θ). Conhecendo estas probabilidades é posśıvel calcular a magnetização

total para uma única part́ıcula com uma dada orientação θ e um determinado valor

de h, da seguinte maneira:

mtotal(h, t, θ) = P (h, t, θ) cos(φ1) + (1− P (h, t, θ)) cos(φ3), (4.1.18)

A magnetização total média para um arranjo de part́ıculas orientadas ao acaso será

portanto:

m =

∫ π/2

0

mtotal(h, t, θ)sen(θ)dθ =

θi=π/2
∑

θi=0

mtotal(h, t, θi)sen (θi)∆θ (4.1.19)

A curva de histerese é calculada numericamente. Para um determinado valor de

(h, θ) e tr2, primeiro calculam-se os mı́nimos e o máximo de energia. De posse desses

valores, calculamos as barreiras de energia reduzidas (∆e1 e ∆e2) e, posteriormente,

P (h, t, θ). Para calcular P (h, t, θ) precisamos de P (0) que na saturação é P (0) = 1 ou
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no estado desmagnetizado, quando P (0) = 1/2. Usamos P (0) para um determinado

valor de h como sendo o valor de P (h, t, θ) calculado no campo anterior. Fazendo

isso para diferentes valores de θ e somando a contribuição de cada um deles usando as

equações (4.1.18) e (4.1.19) podemos encontrar a magnetização total do arranjo. O uso

desta aproximação para P (0) do campo anterior é válida quando a magnetização não

varia muito para um dado campo magnético em comparação com o campo aplicado

anteriormente.

4.2 Coercividade de um sistema de part́ıculas idênticas

alinhadas e não interagentes

No caso de part́ıculas com o eixo de anisotropia paralelo ao campo magnético

aplicado (θ = 0◦) a energia da part́ıcula de SW torna-se:

E = KV sen2(φ)−MsHV cos(φ). (4.2.20)

A barreira de energia pode ser calculada resolvendo ∂E/∂φ = 0 e ∂2E/∂φ2 para

θ = 0◦, apartir das posições de mı́nimos e máximos e após algumas manipulações

algébricas chegamos a [47, 6]:

∆E = KV

(

1− H

HA

)2

. (4.2.21)

O campo cŕıtico coincide com o campo coercivo Hc para θ [0, π/4], e para (θ = 0◦),

o campo cŕıtico também é igual ao campo de anisotropia HA [2].

Portanto, podemos escrever a equação (4.2.21) em termos do campo coercivo re-

duzido como:

hc =

(

1−
(

∆E

KV

)1/2
)

(4.2.22)

usando as equações (4.1.2) e (4.1.4):

hc =

(

1−
(

25KBT

KV

)1/2
)

=
(

1− (2tr)
1/2
)

. (4.2.23)
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portanto, o campo coercivo diminui proporcionalmente a (tr)
1/2 ou (T )1/2.

Este tipo de dependência da coercividade é amplamente aceita para qualquer sis-

tema de part́ıculas idênticas, alinhadas ao campo, com único domı́nio e não interagente.

O cálculo anaĺıtico da coercividade para um arranjo de part́ıculas SW orientadas

ao acaso não é trivial. Assim, é comum recorrer ao cálculo numérico da histerese para

este sistema.

4.3 Curvas de histerese para uma única part́ıcula

em uma temperatura T>0

Apartir das equações (4.1.6) e (4.1.7) do modelo 1, podemos calcular o ciclo de

histerese para uma única part́ıcula com uma orientação θ entre o eixo fácil e o campo

aplicado levando em consideração a temperatura reduzida.

A figura 4.4 mostra o ciclo de histerese para uma única part́ıcula de SW, com o

eixo fácil paralelo ao campo aplicado (θ = 0◦), para diferentes valores de tr.

Figura 4.4: Ciclo de histerese de uma única part́ıcula com θ = 0◦ para algumas tr.
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É posśıvel observar que a coercividade da part́ıcula diminui a medida que a tempe-

ratura aumenta. Este comportamento é esperado, uma vez que a temperatura favorece

o salto irreverśıvel da magnetização sobre a barreira de energia, o que implica em um

menor hc.

A figura 4.5 ilustra o comportamento de hc em função de tr.

Figura 4.5: Campo coercivo de uma única part́ıcula com θ = 0◦ para algumas tr.

Se fizermos um ajuste da curva de hc em função de tr, devemos obter o mesmo

comportamento t
1/2
r calculado na equação (4.2.23). Fazendo o ajuste obtemos:

hc = 1− (2tr)
1/2 . (4.3.24)

Podemos notar que este tipo de dependência está consistente com a equação (4.2.23)

obtida analiticamente.

Podemos também comparar o ciclo de histere para uma única part́ıcula obtido por

SW para T = 0 K para alguns ângulos entre o eixo fácil e o campo aplicado com

aqueles obtidos a uma temperatura T qualquer. Para o caso de uma única part́ıcula

com um volume de 2.7×10−17 cm3 e constante de anisotropia 3.3×106 erg/cm3 a 300
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K, podemos calcular as curvas de magnetização versus campo aplicado para diferentes

ângulos de orientação do eixo fácil em relação ao campo como mostra a figura 4.6.

Figura 4.6: Comparando o ciclo de histerese de uma única part́ıcula usando o modelo
de Stoner-Wohlfarth (válido para T = 0 K) para alguns valores de θ com o obtido
usando o modelo 1 para uma temperatura de 300 K.

Da figura 4.6 percebemos que a medida que aumentamos o ângulo θ entre o eixo

fácil e o campo aplicado, a 0 K e 300 K, as diferenças entre as coercividades para

um mesmo ângulo vão diminuindo. Veremos mais adiante que isto está associado à

mudança de comportamento de hc em função da temperatura de t
1/2
r para part́ıculas

alinhadas para t
3/4
r de um arranjo de part́ıculas orientadas ao acaso.

4.4 Curvas de histerese para um arranjo de part́ıculas

em uma temperatura T>0

Para um arranjo de part́ıculas, o cálculo da magnetização para um dado campo

magnético h e temperatura tr deve ser feito levando em conta a contribuição de todas

as orientações posśıveis, como explicado nas seções 4.1.1 (modelo 1) e 4.1.2 (modelo
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2).

A figura 4.7 mostra o ciclo de histerese de um conjunto de part́ıculas com eixos fáceis

orientados aleatoriamente para alguns valores particulares de tr1 usando o modelo 1

e a equação (4.1.9). É posśıvel observar que as curvas de histerese são simétricas

em relação ao eixo de coordenadas, e principalmente, que a coercividade do arranjo

diminui com o aumento da temperatura reduzida.

Figura 4.7: Ciclo de histerese de um arranjo de part́ıculas orientadas aleatoriamente
para algumas temperaturas reduzidas usando o modelo 1.

A figura 4.8, mostra parte do laço de histerese para várias tr1, calculados partindo

de h = 1.0 até h = −1.0. Com isso, é posśıvel extrair dados como hc, mr e ms para

diferentes temperaturas, e inferir a cerca da inversão da magnetização deste tipo de

sistema. Também podemos observar que mr e ms praticamente não variam com a

temperatura, assim, iremos investigar o comportamento de hc versus tr para o modelo

1.

Extraindo os valores dos campos coercivos reduzidos para cada temperaturas re-

duzidas, obtemos a figura 4.9.
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Figura 4.8: Parte do ciclo de histerese de um arranjo de part́ıculas orientadas aleato-
riamente para várias temperaturas reduzidas usando o modelo 1.

Figura 4.9: O campo coercivo em função da temperatura reduzida para o modelo 1.

É importante notarmos que, para temperaturas reduzidas maiores que 0.5, temos

o surgimento de campos coercivos negativos. Este comportamento não é comum para

sistemas de part́ıculas magnéticas reais, principalmente aqueles onde as part́ıculas são
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não interagentes. Assim, podemos dizer que o modelo 1 falha nesse regime de tempe-

ratura tr1 > 0.5. Porém, foi posśıvel analisar a curva da figura 4.9 para temperaturas

tr1 < 0.5. Um ajuste desta curva foi feito, tendo sido observado o seguinte comporta-

mento:

hc = 0.48− 0.81t
3/4
r1 (4.4.25)

O comportamento t
3/4
r da coercividade é observado em sistemas reais, como por

exemplo na referência [48], para um arranjo de nanopart́ıculas de FeCo imersas em

uma matriz de MnO (paramagnético para T> 120 K). Além disso para tr = 0, ou seja,

T = 0 K, obtemos o campo coercivo do modelo de SW.

A figura (4.10) nos mostra a relação experimental entre HC e T para um arranjo

de nanopart́ıculas de FeCo imersas em uma matriz de MnO.

Figura 4.10: O gráfico mostra os dados de HC em função de T para algumas amostras
com diferentes proporções. As linhas sólidas são ajustadas para uma lei T 3/4 [48].

A figura 4.11 mostra o ciclo de histerese para um arrango de part́ıculas SW não

interagentes em diferentes temperaturas usando o modelo 2.
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Figura 4.11: Ciclo de histerese para algumas temperaturas reduzidas usando o modelo
2.

A figura 4.12, mostra parte do laço de histerese para várias tr2.

Figura 4.12: Parte do ciclo de histerese para algumas tr2 usando o modelo 2.

Novamente, é observado que a coercividade para este sistema diminui com o au-
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mento da temperatura, semelhante ao comportamento observado no modelo 1. Quando

observamos as curvas de histerese para tr2 > 0.5 (ver figura 4.12), percebemos que a

coercividade tende a zero nessa região, e não se torna negativa, como ocorre para o

modelo 1. A figura 4.13 mostra o comportamento de hc em função da tr2.

Figura 4.13: O campo coercivo em função da temperatura reduzida para o modelo 2.

Para hc < 0.5, fizemos um ajuste da curva e obtivemos o seguinte comportamento:

hc = 0.48− 0.83t0.73r2 (4.4.26)

Este comportamento é semelhante àquele obtido pelo modelo 1 para um arranjo

de part́ıculas não interagentes orientadas ao acaso. Novamente, para tr2 = 0, obtemos

o campo coercivo do modelo de Stoner-Wohlfarth tradicional.

Analisando a figura 4.12 percebemos que o campo coercivo não possui valores

negativos para temperaturas reduduzidas acima de 0.5 e sim campos coercivos nulos,

caracteŕısticos do regime superparamagnético. Realmente, devemos lembrar que a

temperatura reduzida tr pode ser definida em termos da temperatura de bloqueio

superparamagnética, onde tr = (1/2)T/TB. Assim, quando T = TB, então, tr = 0.5,

justificando o limite que separa os regimes ferromagnético daquele superparamagnético
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do sistema de part́ıculas.

Embora as equações que mostram a dependência térmica do campo coercivo para o

modelo 1 equação (4.4.25) e para o modelo 2 equação (4.4.26) sejam bastante próximas,

os dois modelos apresentam um comportamento bastante diferente para altas tempe-

raturas.

A figura 4.14 compara os ciclos de histerese usando os dois modelos. Para peque-

nas temperaturas reduzidas, os modelos se aproximam bastante, mas, a medida que

aumentamos a temperatura, eles vão se diferenciando.

Figura 4.14: Comparação entre os ciclos de histerese usando os modelos 1 e 2.

Um ponto onde eles assumem comportamentos bem diferentes é para temperatu-

ras reduzidas maiores que 0.5. No modelo 1 para tais temperaturas surgem campos

coercivos negativos enquanto que no modelo 2 surgem campos coercivos nulos. Além

disso, as curvas que representam uma mudança irreverśıvel na magnetização de um

mı́nimo para outro no modelo 2 são mais suaves que no modelo 1.

A principal diferença entre o modelo 1 e o modelo 2 está em como se dá o salto
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da magnetização sobre a barreira de energia. No modelo 1, há uma comparação entre

a energia térmica e a energia da barreira: se tr > ∆E, o salto ocorre. Assim, para

temperaturas muito altas, a magnetização inverte mesmo para campos ainda positivos.

Já no modelo 2, o salto sobre a barreira se dá baseado em uma probabilidade de

transição, que depende, entre outras coisas, da população de part́ıculas nos mı́nimos

1 e 2, tornando mais suave o salto sobre a barreira e a curva de histerese.

4.5 Interações magnéticas entre nanopart́ıculas

O estudo das interações magnéticas entre nanopart́ıculas tem recebido bastante

interesse da comunidade cient́ıfica nos últimos anos, devido a necessidade da compre-

ensão de tais interações que se tornaram importantes quando se aumenta por exemplo

a densidade de armazenamento magnético de dados.

4.5.1 Interação entre part́ıculas magnéticas: A teoria de campo

médio no modelo de SW

Uma das primeiras explicações do ferromagnetismo foi dada por P. Weiss em

1907, quando postulou a existência de um campo molecular que fazia os momentos

magnéticos moleculares se alinharem.

A interação de cada momento magnético atômico com todos os outros vizinhos é

substitúıda por um campo médio de origem molecular adicionado ao campo externo

aplicado.

A mecânica quântica, desde então, mostrou que a interação entre os momentos

magnéticos atômicos é devido à interação de troca. No entanto, numa escala maior,

Jiles e Atherton [49] postularam a existência de um campo médio de interação, que

oferece um meio de aproximar as interações reais [50, 15].

O campo médio é uma boa escolha para contabilizar o efeito macroscópico da

interação entre part́ıculas do tipo Stoner-Wohlfarth. O campo que as part́ıculas estão
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submetidos é chamado de campo efitivo hef dado por,

hef = h+ αM (4.5.27)

onde h é o campo externo aplicado, α é um parâmetro adimensional de campo médio

representando a interação entre os domı́nios, o qual pode ser determinado experimen-

talmente para materiais isotrópicos, e M é a magnetização total [49, 51].

O principal problema nesse modelo consiste no cálculo da magnetização que de-

pende do campo efetivo, e este, do campo aplicado e da própria magnetização.

Uma maneira de resolver esse problema consiste em assumirmos que a magne-

tização do arranjo de part́ıculas seja calculado inicialmente para o campo máximo

hmax, depois para o campo hmax −∆h (onde ∆h é o passo na varredura do campo), e

assim sucessivamente até o campo −hmax.

Dessa maneira, é posśıvel usar a aproximação que a magnetização usada no cálculo

do campo efetivo hef = h + αM seja igual a magnetização calculada para o campo

externo anterior.

A magnetização para o campo hmax é igual à magnetização de saturação, que é

conhecida para o modelo de SW. Assim, é importante usar este ponto de partida para

o cálculo da histerese do arranjo de part́ıculas interagentes usando o modelo de campo

médio.

Se o tamanho do passo do campo ∆h não é muito grande, então, a mudança da

magnetização entre os passos do campo será pequena e a aproximação pode ser usada.

Com isso podemos encontrar a magnetização total de um arranjo de part́ıculas

inserindo a interação entre part́ıculas por meio da teoria de campo médio.

Fazendo isso para alguns parâmetros adimensional de campo médio α obtemos as

curvas de histerese mostrada na figura 4.15. Com isso, podemos obter informações

importantes como a dependência do campo coercivo e a magnetização remanente em

função de α, como mostram as figuras 4.16 e 4.17.
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Figura 4.15: Ciclo de histerese com interação entre part́ıculas usando a teoria de campo
médio.

Figura 4.16: Campo coercivo em função de α.

Fazendo um ajuste da curva para o campo coercivo obtemos:

hc = 0.47 + 0.01e(2.42α) (4.5.28)
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Figura 4.17: Magnetização remanente em função de α.

enquanto que para a magnetização remanente obtemos:

mr = 0.50 + 0.40α (4.5.29)

Percebemos que:

• Para α = 0 os valores de hc e mr coincidem com os valores obtidos usando o

modelo de SW sem interação (figura 3.9), o que mostra a consistência do nosso

modelo;

• Para pequenos α (até 0.3) os campos coercivos praticamente não mudam, mas,

a partir desse ponto percebemos maiores variações do campo coercivo;

• A magnetização remanente varia linearmente com α;

4.5.2 Gráficos de Henkel para sistemas de part́ıculas intera-

gentes usando a teoria de campo médio

Uma maneira bastante conhecida para estudar as interações entre nanopart́ıculas

magnéticas é através do uso dos gráficos de Henkel [52]. Vimos que os gráficos de
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Henkel são usados para dar informações acerca da existência ou não de interações

entre part́ıculas magnéticas.

Quando o sistema é não interagente, a relação de Wohlfarth apresenta um compor-

tamento linear, associado a um balanço entre o processo de magnetização e desmagne-

tização do sistema. A presença de interações entre as part́ıculas causa um desbalanço

na relação Wohlfarth, que pode ser do tipo a favorecer a remanência da magnetização

(interação de troca) ou da desmagnetização (interação dipolar) entre as part́ıculas.

Informações mais detalhadas sobre o tipo e intensidade das interações são mais

viśıveis quando se usa gráficos de δM , onde:

δM = md(h)− [1− 2mr(h)]. (4.5.30)

Portanto, os desvios da relação de Wohlfarth podem ser notados nas curvas de δM .

Valores positivos de δM são interpretados como indicativo da interação de troca

entre part́ıculas, enquanto que os valores negativos de δM indicam que a interação é

predominantemente dipolar [44].

Para alguns α positivos obtemos as curvas de remanência da magnetização MR e

da desmagnetização MD, como mostram as figuras 4.18 e 4.19:

Figura 4.18: Curvas da remanência da magnetização MR para alguns α positivos.



58

Figura 4.19: Curvas da remanência da desmagnetização MD para alguns α positivos.

Para alguns α positivos obtemos os seguintes gráficos de Henkel e curvas de δM

(figuras 4.20 e 4.21):

Figura 4.20: Gráficos de Henkel para α positivos.
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Figura 4.21: Curvas dos desvios da relação de Wohlfarth δM para α positivos.

Para alguns α negativos obtemos os seguintes gráficos de Henkel e curvas de δM

(figuras 4.22 e 4.23):

Figura 4.22: Gráficos de Henkel para α negativos.
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Figura 4.23: Curvas dos desvios da relação de Wohlfarth δM para α negativos.

A figura 4.20 confirma a existência da interação uma vez que o gráfico de Henkel

curva-se para cima e a figura 4.21 nos revela que a interação predominante entre as

part́ıculas é a de troca.

A figura 4.22 confirma a existência da interação pois o gráfico de Henkel curva-se

para baixo e a figura 4.23 nos mostra que a interação predominante entre as part́ıculas

é a de dipolar, uma vez que observamos uma curva de δM negativa.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Uma contribuição importante foi a generalização do modelo de SW para incluir

temperatura, usando a lei de Arrhenius-Néel para permitir saltos da magnetização

sobre barreiras de energia por agitação térmica, e interação entre as part́ıculas usando

modelo de campo médio.

A fim de compreender bem o sistema com o qual estamos lidando, apresentamos as

curvas de histerese para uma única e para um arranjo de part́ıculas SW não interagen-

tes. Foram determinadas propriedades como coercividade, magnetização remanente.

Também, estudamos o campo cŕıtico em função do ângulo de orientação do eixo fácil

em relação ao campo. Gráficos de Henkel foram feitos para o sistema de part́ıculas

SW não interagentes, com o cálculo das magnetizações remanentes mr e md. A relação

entre mr e md obtida foi uma reta, conhecida como a relação de Wohlfarth.

A inclusão da temperatura no sistema se deu através de dois modelos, a saber:

modelo de Garcia-Otero (modelo 1) e modelo de Crew (modelo 2). Ambos os modelos

são baseados na lei de relaxação de Arrhenius-Neel. A diferença entre eles está no

critério para o salto irreverśıvel da magnetização sobre a barreira. Ficou demonstrado

que o modelo 1 apresenta uma falha para temperaturas reduzidas maiores que 0.5

(tr = 0.5 equivale a T = TB, a temperatura de bloqueio superparamagnética), quando

exibe hc negativo nessa região de temperatura. É importante lembrar que, no regime

superparamagnético, a coercividade é esperada ser nula. Já o modelo 2 apresentou
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uma tendência a zero para a coercividade quando tr é maior que 0.5, que foi mais

condizente com sistemas reais. Ambos os modelos apresentaram comportamento para

hc do tipo t
3/4
r para part́ıculas orientadas ao acaso, no regime tr < 0.5, resultado este

reconhecido na literatura tanto teoricamente quanto via sistemas de part́ıculas reais.

A última parte do trabalho se deu com a inclusão de interações magnéticas no

modelo de SW. Para tal, foi usado o modelo de campo médio, que considera que a

interação de cada part́ıcula magnética com todas as outras ao seu redor é substitúıda

por um campo médio proporcional à magnetização total que é adicionado ao campo

externo aplicado. A constante de proporcionalidade α pode ser positiva ou negativa,

a fim de simular interação de troca ou interação dipolar, respectivamente, entre as

part́ıculas.

Foram calculadas curvas de histerese para valores de α positivos e negativos. Foi

observado que a interação altera os valores tanto de hc quanto de mr. Além disso,

foram calculados gráficos de Henkel e curvas de δM para valores positivos e negativos

de α. Foi observado que os melhores resultados se deram para valores pequenos de

α, devido às limitações da aproximação de campo médio usada. As curvas de δM

apresentaram valores positivos para valores positivos de α, associados à interação de

troca entre as part́ıculas. As curvas de δM apresentaram valores negativos para valores

negativos de α, associados à interação dipolar entre as part́ıculas. Estes resultados são

condizentes com outros resultados teóricos e experimentais acerca da investigação das

interações magnéticas entre part́ıculas magnéticas SW.
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Apêndice A

O campo cŕıtico

A energia reduzida equação (3.2.2) é dada por:

η =
E

2KV
= −1

4
cos(2(φ− θ))− h cos(φ). (A.1)

A orientação de equiĺıbrio da magnetização para um dado campo será tal que η

seja mı́nima em relação a φ, que pode ser encontrada a partir de [33]:

∂η

∂φ
= 0, (A.2)

e

∂2η

∂φ2
≥ 0. (A.3)

que resulta em,

∂η

∂φ
=

1

2
sen(2(φ− θ)) + hsen(φ) = 0, (A.4)

e

∂2η

∂φ2
= cos(2(φ− θ)) + h cos(φ) ≥ 0. (A.5)

Uma grandeza importante é o campo em que as part́ıculas sofrem saltos irreverśıveis

na direção da magnetização ao mudar o campo aplicado, essa grandeza é chamada de

campo cŕıtico. Uma mudança irreverśıvel na magnetização está associada com o vetor

magnetização da part́ıcula em movimento entre um mı́nimo e o outro [2, 39].
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Para um determinado valor de θ, o valor cŕıtico de h que denotaremos por hcri,

pode ser calculado a partir das condições para um ponto de mı́nimo na curva da

energia reduzida equações (A.2) e (A.3) [2, 36]. As três quantidades hcri, φ e θ então

relacionadas pelas equações simultâneas (A.2) e (A.3) (com o sinal de igualdade);

eliminando uma qualquer podemos obter uma relação entre as outras duas é mais

simples eliminar h.

Da equação (A.5) com o sinal de igualdade, isolando h:

h = −cos(2(φ− θ))

cos(φ)
, (A.6)

e substituindo na equação (A.4), obtemos:

tan(2(φ− θ)) = 2 tan(φ), (A.7)

mas, da figura 3.1 vemos que φ = θ + ψ, logo podemos escrever

tan(2φ) = 2 tan(θ + ψ), (A.8)

usando as identidades trigonométricas,

tan(2ψ) =
2 tan(ψ)

1− tan2 ψ
, (A.9)

e

tan(θ + ψ) =
tan(θ) + tan(ψ)

1− tan(θ) tan(ψ)
, (A.10)

podemos escrever a equação (A.8) como,

2 tan(ψ)

1− tan2(ψ)
= 2

[

tan(θ) + tan(ψ)

1− tan(θ) tan(ψ)

]

, (A.11)

ou ainda,

tan(ψ)− tan(θ) tan2(ψ) = tan(θ)− tan(θ) tan2(ψ) + tan(ψ)− tan3(ψ), (A.12)

então,

tan3(ψ) = tan(θ), (A.13)
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é conveniente escrever,

tan
1

3 (θ) = tan(ψ) = w, (A.14)

o valor de φ pode ser escrito como,

φ = θ + ψ = θ + tan−1(w), (A.15)

a equação (A.11), pode ser reescrita usando as equações (A.10) e (A.14) como,

tan(φ) = w/(1− w2). (A.16)

com as três quantidades hcri, φ e θ existem basicamente seis relações dando uma

qualquer explicitamente em termos de uma segunda. Estas relações podem ser obtidas

fazendo várias manipulações. As relações entre hcri e θ são [36]:

hcri =
(1− w2 + w4)

1

2

(1 + w2)
. (A.17)

com,

w = tan
1

3 (θ).
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Apêndice B

Solução da equação diferencial

A fração de part́ıculas P no mı́nimo de energia em φ1 é governada pela equação

diferencial,

dP

dt
= − 1

τ1
P +

1

τ2
(1− P ), (B.1)

essa equação pode ainda ser escrita como,

dP

dt
+

(

1

τ1
+

1

τ2

)

P =
1

τ2
, (B.2)

chamando,

Q =
1

τ1
+

1

τ2
,

e

R =
1

τ2
,

a equação (B.2), pode ser reescrita como:

dP

dt
+QP = R. (B.3)

A solução geral P (t) dessa equação é a soma da solução da parte homogênea Ph

com a solução particular Pp,

P (t) = Ph + Pp. (B.4)

A solução da parte homogênea é obtida fazendo R = 0,

dP

dt
+QP = 0 → dP

dt
= −QP →

∫ P

K

dP

P
= −

∫ 0

t

Qdt, (B.5)
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logo,

ln

(

P

K

)

= −Qt→ Ph = Ke−Qt. (B.6)

A solução particular é obtida fazendo P = C na equação (B.3) onde C é uma

constante, com isso obtemos:

QC = R → C =
R

Q
→ Pp =

R

Q
, (B.7)

substituindo as equações (B.6) e (B.7) na equção (B.4),

P (t) =
R

Q
+Ke−Qt, (B.8)

analisando o valor de P em t = 0,

P (0) =
R

Q
+K → K = P (0)− R

Q
, (B.9)

e o valor P em t infinito ou no equiĺıbrio térmico P (∞) = R/Q, logo:

P (t) =
R

Q
+

(

P (0)− R

Q

)

e−Qt. (B.10)
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