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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos um modelo analogo de gravitacao, introduzido por
William George Unruh em 1981, conhecido como buraco negro acustico baseado na pro-
pagacao do som em um superfluido. Verificamos o comportamento das equagoes de fluido
em um vértice de drenagem ou “draining bathtub” (banheira de drenagem) onde é possi-
vel estudar fendmenos que ocorrem em um buraco negro, como aqueles que sao descritos
por Kerr na relatividade geral. O trabalho inicia com uma revisao sobre buracos negros
acusticos descrevendo a métrica para este caso, seguindo com um estudo sobre o efeito
Aharonov-Bohm onde analisamos a teoria do espalhamento para este efeito. Apresenta-
mos também uma analise da métrica actstica, para um vértice de drenagem, utilizando
as condicoes assintoticas encontramos a solucao analitica para a equacgao radial obtida
a partir da métrica. Com estes resultados estudamos fenomenos como superradiancia,
espalhamento e secao de choque de espalhamento diferencial por um voértice drenante,
comparando estes resultados com o espalhamento obtido para o efeito Aharonov-Bohm.
Realizamos uma andlise numérica, onde é possivel verificar graficamente estes efeitos.
Considerando o modelo abeliano de Higgs com termos de altas derivadas, montamos uma
nova métrica e considerando o caso nao-relativistico, verificamos que a se¢ao de choque
de espalhamento diferencial e a absorcao sao modificados por um termo extra.

Palavras-chave: Modelo analogo, Vértice de drenagem, Efeito Aharonov-Bohm.



Abstract

In this dissertation we studied an analogue model of gravitation introduced by
William George Unruh in 1981, known as an acoustic black hole based on the propagation
of sound in a superfluid. We verify the behavior of the fluid equations in a draining
bathtub, where it is possible to study phenomena that occur in a black hole, such as
those described by Kerr in general relativity. The work begins with a review on acoustic
black holes describing the metric for this case, followed by a study on the Aharonov-
Bohm effect where we analyze the scattering theory for this effect. We also present an
analysis of the acoustic metric, for a draining bathtub, from the asymptotic conditions we
find the analytical solution for the radial equation obtained from the metric. With these
results we studied phenomena such as superradiance, scattering and differential scattering
cross section by a draining vortex, comparing these results with the scattering obtained
for the Aharonov-Bohm effect. We perform a numerical analysis, where it is possible to
check these effects graphically. Considering the Abelian Higgs model with terms of high
derivatives, we set up a new metric and considering the non-relativistic case, we find that
the differential scattering cross section and the absorption are modified by an extra term.

Keywords: Analogue model, Draining bathtub, Aharonov-Bohm effect.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das previsoes mais fascinantes da teoria da relatividade geral de Einstein
é a potencial existéncia de buracos negros, ou seja, regioes do espago-tempo das quais
nada é capaz de escapar. Essa idéia de corpos supermassivos foi proposto muito antes
por John Michell em uma carta publicada em 1784 [1] com base na fisica Newtoniana
supos que tal corpo poderia ter a mesma densidade que o Sol, e concluiu que tal corpo
se formaria quando o diametro de uma estrela exceder a do Sol por um fator de 500, e
a velocidade de escape da superficie excede a velocidade usual da luz. Michell observou
corretamente que tais corpos supermassivos, mas nao radiantes, poderiam ser detectados
através da interagao de seus efeitos gravitacionais em corpos visiveis proximos. Por mais
que a ideia de Michell tenha animado estudiosos da época, esse conceito nao foi muito
aceito principalmente no inicio do século XIX quando a natureza ondulatéria da luz se
tornou aparente [2]. Pois se a luz fosse uma onda, em vez de um "corpiisculo”, nao ficava
clara a influéncia da gravidade sobre a fuga de ondas de luz.

S6 em 1915, isto se tornaria mais claro com o desenvolvimento da teoria da re-
latividade geral de Albert Einstein, mostrando que a gravidade poderia ser interpretada
como uma deformidade da geometria do espago-tempo, associando a ele uma curvatura
que influencia a trajetoria de qualquer particula. Pouco tempo depois uma solucao das
equagoes de campo de Einstein foi proposta por Karl Schwarzschild que descreve o campo
gravitacional de uma massa pontual e uma massa esférica [3]. Ele demonstrou a existén-
cia de uma singularidade na sua métrica onde toda matéria poderia se concentrar em um
unico ponto criando uma regiao de volume nulo e densidade infinita, também percebeu

que em uma determinada regiao ao redor deste ponto, surge outra singularidade que ficou



conhecida como raio de Schwarzschild. Esta ultima singularidade foi removida em 1958
por David Finkelstein [4] introduzindo um novo sistema de coordenadas ele verificou que,
do ponto de vista de um observador se movendo juntamente com a superficie da estrela,
é possivel atingir e ultrapassar o raio de Schwarzschild em um tempo finito. Assim o que
antes pensava ser uma singularidade passa a ser chamado de horizonte de eventos, ou seja,
um limite no espaco-tempo, além do qual os eventos nao podem afetar um observador ex-
terno. Desta forma voltava a ideia de objetos altamente densos e que seriam invisiveis
por nao conseguir emitir sinais luminosos devido o horizonte de eventos.

Desde entao, solugoes das equacoes de campo de Einstein tém sido estudadas, sendo
a métrica de Schwarzschild considerada a solugao de vacuo esfericamente simétrica mais
geral das equagoes de campo de Einstein, por considerar um buraco negro estatico sem
carga elétrica nem momento angular. A solugao correspondente para um corpo carregado,
esférico e nao rotativo, foi descoberta por Hans Reissner [5] e Gunnar Nordstrom [6]
conhecida como métrica de Reissner-Nordstrém. Como descrito essas solucoes admitiam
um buraco negro estético, mas em 1963 Roy Kerr [7] encontrou uma solugéo exata para as
equacoes de campo de Einstein considerando agora um buraco negro rotativo sem carga,
posteriormente Ezra T. Newman [8, 9] generalizou a métrica de Kerr, incluindo a carga.

Muitos trabalhos foram desenvolvidos como o objetivo de conhecer ainda mais a
fisica dos buracos negros, hoje sao realizados experimentos com resultados fascinantes
como a detecgao de ondas gravitacionais pelo LIGO [10, 11]. Algumas décadas atras a
tecnologia nao permitia tais detec¢oes e um outro caminho para estudar os buracos negros
foi descoberto em 1981 pelo fisico canadense William George Unruh [12], quando notou
que ondas sonoras se propagando em um fluido em movimento se comportavam semelhante
a luz sob a influéncia de um campo gravitacional. Portanto, ele percebeu que se tivermos
um sistema acustico em que o fluido ultrapasse a velocidade do som, poderia ser criado
um horizonte de eventos acustico. Isso permitiu a criacao de modelos actsticos andlogos
aos buracos negros da relatividade. Um modelo andlogo mais simples que exibe tanto um
horizonte quanto uma ergoregiao (é a regiao externa e préxima ao horizonte de eventos de
um buraco negro em rotagao) é conhecido como vértice de drenagem ou draining bathtub
(banheira de drenagem) [13, 14]. Este modelo é caracterizado por um fluxo bidimensional
com um sumidouro na origem, em um fluido que é considerado barotrépico, nao viscoso

e no qual o fluxo é localmente irrotacional.



Um efeito interessante ocorre quando temos um vortice sem drenagem algo que foi
estudado tanto no contexto classico em dinamica dos fluidos [15] como no contexto quan-
tico tal como em superfluidez observada nos condensados de Bose-Einstein [16]. Neste
tipo de fenomenos temos fonons propagando em um vortice que estao sujeitos ao efeito
Aharonov-Bohm [17]. Berry ete al. [18] verificaram esse efeito experimentalmente ao pas-
sar cristas de onda de dgua por um vértice nao rotativo dando origem a diferentes forcas
de deslocamento de frentes de onda. Outros fenomenos que podem ocorrer quando adici-
onado uma componente de drenagem em um vortice sao a superradiancia e a absorcao.
Experimentos mais recentes realizados na Universidade de Nottingham, no Reino Unido
[19] pela equipe liderada por Theo Torres observaram que ondas planas que se propagam
na superficie da dgua sao amplificadas apds serem espalhadas por um vértice drenante.

Nesta dissertacao pretendemos abordar algumas caracteristicas que descrevem o
comportamento dos buracos negros acusticos. A revisao tedrica esta voltada mais pre-
cisamente para o modelo que imita um buraco negro de Kerr, ou seja, com rotagao em
(2 + 1) dimensdes. Esse tipo de modelo possibilita estudar alguns fenémenos como es-
palhamento, que para as nossas discussoes é considerado apenas para baixas frequéncias,
verificando a existéncia do efeito Aharonov-Bohm para um voértice sem drenagem. Como
uma possivel contribuicao, verificamos o comportamento desse efeito a uma métrica acis-
tica modificada, obtida quando termos de altas derivadas sao incluidos na lagrageana do
modelo abelian Higgs [20].

O trabalho estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, é feita uma revisao das principais propriedades de um buraco negro
acustico. Iniciamos a revisao com as equacgoes basicas da dinamica dos fluidos, posterior-
mente ¢é feita a conexao com a geometria de Lorentz chegando assim, na métrica conhecida
como meétrica actustica. Nesse ponto destacamos algumas caracteristicas da métrica. O
capitulo segue com as analogias acusticas como horizonte e ergo regiao, introduzindo a
geometria de um vortice.

No Capitulo 3, continuamos a revisao, onde realizamos uma breve descri¢cao do
efeito Aharonov-Bohm, que tem diversas analogias nas areas da fisica. Aqui focamos no
efeito quantico como foi descrito originalmente por Aharonov e Bohm. Uma pequena
revisao sobre a teoria do espalhamento é feita.

No Capitulo 4, apresentamos os cédlculos para descrever algumas propriedades que



podem sem encontradas para o modelo de um vortice de drenagem, como deslocamento de
fase, absorcao e secao de choque de espalhamento diferencial, é feita uma breve discussao
sobre superradiancia mostrando alguns resultados numéricos para reflexao. Calculamos a
secao de choque de espalhamento diferencial para esse modelo e comparamos os resultados
com o espalhamento do efeito Aharonov-Bohm descrito no capitulo anterior.

No Capitulo 5, é introduzido termos de altas derivadas, usando o modelo abeliano
de Higgs e calculamos os efeitos no caso nao-relativistico para essa nova métrica. Obtemos
o deslocamento de fase para baixas frequéncias tanto analitico tomando as devidas apro-
ximagoes, quanto os resultados numéricos. Determinamos também, a se¢ao de choque de
espalhamento para essa nova métrica e comparamos com os resultados obtidos no capitulo
4, verificamos a influencia do termo extra obtido a partir da nova métrica sobre o efeito
Aharonov-Bohm andlogo.

Finalmente no Capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes e perspectivas para tra-

balhos futuros.



Capitulo 2

Buraco negro acustico

Em 1981, William George Unruh desenvolveu uma maneira de discretizar certos
aspectos da fisica de buracos negros usando a teoria dos fluxos acusticos supersonicos [21].
A conexao entre esses dois sistemas aparentemente diferentes é surpreendente e poderosa,
e foi estudada de forma independente varias vezes ao longo da década e meia que se seguiu
[22]. Neste trabalho, ndo pretendemos detalhar todas as analogias existentes no buraco
negro acustico, apenas fazer uma breve abordagem sobre alguns aspectos como dinamica
dos fluidos, geometria de Lorentz e definir algumas nog¢oes como ergoesfera, horizontes de
eventos acusticos para fluxos de fluidos supersonicos. Acreditamos ser relevante apontar
que este capitulo é uma revisdo com base principalmente em [13, 23].

Vamos comegcar nosso estudo lembrando que, para um fluido nao viscoso homogéneo

estético, a propagagao das ondas sonoras é regida pela equagao simples [24, 25, 26]
0f = 2V, (2.1)

onde ¢, é a velocidade do som. Generalizar esse resultado para um fluido que nao é homo-
géneo, ou para um fluido que estd em movimento, mesmo em um movimento nao-estavel,

¢ mais sutil do que se possa imaginar.

Teorema: Se um fluido € barotrdpico nao viscoso, e o fluxo é irrotacional (embora
possivelmente dependente do tempo), a equagdo de movimento para a velocidade potencial
que descreve um disturbio acistico € idéntica a equacao de movimento d’alembertiano para

uma propagacao de campo escalar sem massa minimamente acoplada em uma geometria



lorentziana em (3 + 1) dimensaes.

A = =0, (V=59 0.1) = . (2.2)

ﬁ

Nessas condigoes, a propagacao do som ¢ regida por uma métrica actstica g, (¢, Z).
Esta métrica acustica descreve uma geométrica lorentziana em (3 + 1) dimensdes. De-

pendendo algebricamente da densidade, velocidade do fluxo, e da velocidade local do som

no fluido, ou seja,

Guw(t,T) == i, e , (2.3)

(Aqui I é uma matriz identidade 3 x 3). Em geral, quando um fluido é ndo homogéneo
e esta fluindo, o tensor acustico de Riemann associado com estd métrica de Lorentz sera
diferente de zero.

Mesmo que a dinamica dos fluidos subjacentes seja newtoniana, nao-relativista, e
ocorra em um espago tempo plano, as flutuagoes (ondas de som) sao regidas por um espago-

tempo curvo em uma geometria lorentziana de (3 + 1) dimensdes (pseudo-riemanniano).

2.1 Dinamica dos fluidos

A dinamica dos fluidos preocupa-se com o estudo do movimento de fluidos (liquidos
e gases). Como os fenémenos considerados na dinamica dos fluidos sdo macroscépicos, um
fluido é considerado um meio continuo. Isso significa que qualquer pequeno elemento de
volume no fluido é sempre tao grande que ainda contém um grande niimero de moléculas.
Assim, quando falamos de elementos infinitamente pequenos de volume, sempre nos re-
feriremos aqueles que sao “fisicamente” infinitamente pequenos, ou seja, muito pequenos
em comparagao com o volume do corpo em questao, mas grandes comparados com as

distancias entre as moléculas [26].

2.1.1 Equacoes fundamentais

As equagoes fundamentais para dinamica dos fluidos [26, 25] sdo as equagoes de

continuidade e a equagao de Euler descritas respeitativamente por

Bup + V - (p7) = 0, (2.4)

6



dU — — — n
paz/)[ﬁtv—l—(v-V)v]:F. (2.5)
Iniciando a andlise assumindo que o fluido é nao viscoso, com as unicas forgas presentes

sendo aquelas devido a pressao e a gravidade Newtoniana, ficamos com

F

—Vp— oV, (2.6)

onde 0, é o potencial gravitacional Newtoniana. Usando a relacao matematica ¥ X

2
(V x¥) = VTU — (¥- V) ¥, podemos escrever a equacao de Euler (2.5) da forma
2
am:ax(vw)—%—v(%wg). 2.7)

Agora tomando um fluxo livre de vorticidade, ou seja, localmente irrotacional®. In-
troduzindo uma velocidade potencial ¢ de tal modo que ¥ = —V1), pelo menos localmente

e tomando um fluido barotrépico® (p apenas fungao de p), torna-se possivel definir

_ [T _Vr
C(p)—/o ) de modo que V(= P (2.8)

Assim a entalpia especifica, ((p), é funcao apenas de p. A equacao de Euler agora é

reduzida para

— O+ C + % (Vip)? + 6, = 0. (2.9)

Esta é uma versao da equacao de Bernoulli na presencga de forgas motrizes externas.

2.1.2 Flutuacoes

Como préoximo passo, vamos linearizar as equagoes de movimento em torno de al-

gum fundo assumido (pg, po,¥o). Sendo p = po + ep1 + O (%), p = po + ep1 + O (£?),

1A condicdo irrotacional é automaticamente satisfeita para o componente de superfluidos fisicos. Este
ponto foi enfatizado por Comer [27], que também apontou que em um superfluidos haverd multiplas
métricas actisticas (e miiltiplos horizontes acisticos) correspondentes ao primeiro e segundo som. Mesmo
para fluidos normais, os fluxos livres de vorticidade sao comuns, especialmente em situagoes de alta

simetria.

2Uma suposigao nao declarada deste tipo é implicita, embora nao explicita, na andlise de referéncia [12].
Por outro lado, a referéncia [21] explicitamente faz a suposigdo mais forte de que o fluido é isentrépico.
(Isto é, a densidade de entropia especifica é considerada constante em todo o fluido). Esta é uma suposicao

mais forte do que realmente é necessaria, e a hipdtese barotrépica mais fraca usada aqui é suficiente.



e Y = 1y + ey + O (e?). Outros pontos devem ser considerados como o potencial gra-
vitacional 6, fixo e externo e o som sendo definido como essas flutuacoes linearizadas
nas quantidades dinamicas. Observe que esta é a definicao padrao de som e, mais geral-
mente, de distirbios actisticos. Em principio, estamos interessados em resolver as equagoes
completas de movimento para as varidveis de fluido (p, p,1). Na pratica, é comum e ex-
tremamente 1til separar o movimento, descrito pelas varidveis exatas (p,p, ), em um

movimento de massa médio (po, po,?o), € em um disturbio actstico de baixa frequéncia

(5/017 €P1, 5¢1)-

Linearizar a equacao de continuidade resulta no par de equagoes
Oepo +V - (potp) = 0, (2.10)

8tp1 + V- (pl’ljo + p(ﬂ_ﬁ) =0. (211)

Agora, a condi¢ao barotropica implica
() =C(potem+0(2) =G+t +0 (). (2.12)
Usando esse resultado na linearizagao da equacao de Euler, obtém-se o par
— b+ G+ 5 (V4) +0, = 0, (213)

— Dby + % — - Vi = 0, (2.14)
0

Essa ultima equagao pode ser rearranjada da forma,

p1 = po (Ouhr + 05 - Vi) . (2.15)

Usando a superposicao barotrépica temos,

ap dp

P11 = a_ppl = 8_pp0 (O + 05 - V) . (2.16)

Agora substituindo este resultado da equacao de Euler linearizada pela equacao

linearizada de continuidade. Nos leva a

dp

— 8, (a—ppg (Dthy + 0 - wl)) +V- (powl - g—gpova (Ot + g - wo) =0. (2.17)

Esta equagao de onda descreve a propagacao do potencial escalar linearizado ;.
Uma vez que, 1; é determinado, usando a equagao (2.15) encontra-se p;, da mesma

forma p; é obtido usando a equagdo (2.16). Assim, esta equagao de onda determina
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completamente a propagacao de distirbios acusticos. Os campos de fundo pg, po € vy =
—V)y, que aparecem como coeficientes dependentes do tempo e da posigao nesta equagao
de onda, sao limitados para resolver as equagoes do movimento do fluido para um fluxo
externo, barotrépico, nao viscoso e irrotacional.

Para simplificar algebricamente, definimos a velocidade local do som como

dp

1
) == 9’ (2.18)
e construindo uma matriz simétrica 4 x 4 da forma
-1 —u}
- Po
v (t =1 ...... e . 2.19
P = 2 (219)
—vh (<269 — viw))

Em seguida, usando coordenadas quadrimensionais z* = (¢; z') a equagao (2.17) pode ser

reescrita como
OM (f*0,1) = 0. (2.20)

Esta formulagao bastante compacta é completamente equivalente a equagao (2.17) e é um
passo mais promissor para outras manipulacoes. As etapas restantes sao uma aplicagao

direta das técnicas da geometria de Lorentz em um espago curvo quadrimensional.

2.2 Geometria de Lorentz

Em qualquer conjunto lorentziano (isto é, pseudo-riemanniano), o espago curvo

escalar d’alembertiano é dado em termos da métrica g,

Ay = —=0, (V—99" ) . (2.21)

\/_

A métrica g"”, é a inversa da matriz g,,(¢,Z) enquanto que o determinante g =
det(gu). Assim, podemos reescrever a equagao de onda (2.17) derivando em termos do

d’alembertiano desde que se defina [13]
J=gg" = f. (2.22)
A definicao anterior implica em

det(f™) = (V=9)'g ' = g. (2.23)
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Por outro lado, a partir da expressao explicita (2.19), calculando o determinante temos

g=det(p) = (%) [0 (@ =) = (ool [] [ = -2 22w

: 3
Assim,
4 2
p p
- _ Cg; V=g = _CO_ (2.25)

g,uzl(t’ :i.‘) = — | ...... ¢ it reseseuene . (226)

Para determinar a métrica actstica precisamos calcular a inversa da matriz (2.26). Por
outro lado, é ainda mais facil reconhecer que temos um exemplo da divisao Artimeitt-
Deser-Misner de uma métrica espacial lorientziana em (3 + 1) dimensées do espagotempo.
Tais métricas sao comumente usada na discussao de valores iniciais na teoria da gravidade

de Einstein, na relatividade geral. A métrica acustica neste caso é
- _ Po
gt =2 o , (2.27)

Sendo o elemento de linha acustico equivalente, expresso como

ds* = g, datdz” = ? [—cidtz + (d:vi — védt) 0ij (da:j — védt)} . (2.28)

Neste momento ¢ interessante mencionar alguns breves comentérios discutidos em [13]:
Observe que a assinatura desta métrica é de fato (-,+,+,+), como deveria ser considerando
uma geometria lorentziana.

Observe que, na fisica acistica, é a densidade da métrica inversa, f* = \/—gg"”
que é de significado mais fundamental para derivar a equagao de onda do que a prépria
métrica g, (esta observacdo continua mantida em situacoes mais gerais, onde muitas
vezes ¢ significativamente mais facil calcular a densidade do tensor f*” do que calcular a
métrica efetiva g, ).

Deve-se enfatizar que existem duas métricas distintas relevantes para serem discu-

tidas:
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e Primeiramente discutimos a métrica do espaco tempo fisico que, neste caso, é apenas

a métrica plana usual do espago de Minkowski:

N = (diagl—ci,., 1, 1,1]) (2.29)

onde ¢y, € a velocidade da luz no vacuo. Aqui particulas fluidas se acoplam ape-
nas a meétrica fisica 7,,. Na verdade, o movimento fluido é completamente nao-
relativistico, de modo que || vy ||<< ¢z, € é bastante suficiente considerar a relati-

vidade galileana para a mecanica de fluidos subjacente.

e A segunda é para as ondas sonoras, que nao “enxergam’” a métrica fisica. Deste

modo, perturbacoes acisticas acoplam-se apenas a métrica actstica g, .

A geometria determinada pela métrica acustica, no entanto, herda algumas propri-
edades chave da existéncia da métrica fisica plana subjacente. Por exemplo, a topologia
de grupo nao depende da métrica especifica considerada. A geometria acustica herda a
topologia subjacente da métrica fisica -R*- com possivelmente algumas regices excluidas
(devido a condigbes de contorno impostas).

Além disso, a geometria acustica herda automaticamente a propriedade de “causa-
lidade estavel” [28]. Note que,

1

pv —
9 (Vul) (Vi) =

< 0. (2.30)

Outros conceitos que se traduzem imediatamente sao os de “ergo-regiao”, “superficie
presa” e “horizonte de eventos”. Essas nocgoes serao desenvolvidas de forma mais completa
na subsecao a seguir.

A quadrivelocidade adequadamente normalizada do fluido é

v — (1”’0), (2.31)
PoCs
tal que,
G V*VY =g (V,V) = —1. (2.32)

Esta quadrivelocidade estd relacionada ao gradiente do parametro do tempo natural por

(1;v5) v
t=(1,0,0,0); Ht = = — . 2.33
vu ( y My Yy )7 V PoCs \/m ( )
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Assim, as cuvas integrais do campo de velocidade do fluido sdo ortogonais (na mé-
trica de Lorentz), para as superficies de tempo constantes. O tempo acistico apropriado

ao longo das linhas de fluxo de fluido ¢é

T:/\/Mdt, (2.34)

e as curvas integrais sao geodésicas da métrica acustica se e somente se pgc, for indepen-
dente da posicao.

Observe que, em uma geometria lorentziana geral em (3+1) dimensoes, a métrica
possui 6 graus de liberdade por ponto no espago tempo (matriz simétrica 4 por 4 tem
10 componentes independentes, depois subtraindo 4 condiges de coordenadas). Em con-
traste, a métrica acustica é mais restrita. Sendo especificada pelos trés escalares 1y (t, %)
, po(t, @) e cs(t, T), a métrica actustica possui no maximo 3 graus de liberdade por ponto
no espaco-tempo. Além disso, a equacao de continuidade é capaz de reduzir a 2 graus de
liberdade que pode ser considerado ¥y (t, Z) e cs(t, T).

Uma observacao: onde na relatividade geral usa-se a palavra “estacionario”, na
dinamica dos fluidos usa-se a frase “fluxo constante”. A palavra “estatica” em relatividade
geral traduz-se em uma restricao bastante desordenada no fluxo de fluido.

Finalmente, na gravidade de Einstein, a métrica do espaco-tempo esta relacionada
a distribuicao de matéria pelas equacoes diferenciais de Einstein-Hilbert nao-lineares. Em
contraste, no contexto atual, a métrica acistica esta relacionada a distribuicao de matéria

de uma forma algébrica simples.

2.3 Ergo-regiao e horizonte acistico

Esta secao e a subsequente sao dedicadas a explicar a analogia acustica. Conceitos
e quantidades como horizonte de eventos e ergoesferas sao caracteristicas importantes da
relatividade geral padrao, e as analogias sao 1teis somente na medida em que preservam
adequadamente essas nogoes.

Vamos comegar com a no¢ao de uma ergo-regiao: considere as curvas integrais do
vetor K* = (9/0t)" = (1,0,0,0)* ( mesmo que o fluxo nao esteja estavel, a métrica de

Minkowski nos fornece uma defini¢ao natural de “em repouso”). Entéao
G (8O (0/01)" = gy = — [Z — 7] (2.35)
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Essa quantidade muda de sinal quando || ¢ ||[> ¢s. Assim, qualquer regiao do fluxo
supersonico é uma ergo-regiao (e o limite da ergo-regiao pode ser considerado como sendo
a ergo-superficie). O andlogo desse comportamento na relatividade geral é a ergosfera
em torno de qualquer buraco negro giratério, é uma regiao onde o espaco “se move” com
velocidade superluminal relativa para as estrelas fixas [28, 29].

Uma superficie presa na actstica pode ser definida de duas formas: Se a velocidade
do liquido estiver em todos os lugares apontando para dentro e o componente normal
da velocidade do fluido for em toda parte maior que a velocidade local do som, entao,
independentemente da direcao em que se propague uma onda sonora, sera varrida para
dentro pelo fluxo de fluido e ficara presa no interior a superficie, estd é chamada de
superficie externamente presa. As superficies internamente presas podem ser definidas
exigindo que o fluxo de flutuacao esteja em todos os lugares apontando para fora com
o componente normal supersonico. E apenas pelo fato de que a métrica de Minkowski
fornecer uma definicao natural de “em repouso” que podemos adotar uma defini¢ao tao
simples e direta.

O horizonte de eventos é definido, como na relatividade geral, exigindo que seja o
limite da regiao da qual geodésicas nulas (neste caso fonons), nao podem escapar. Este é a
descrigao de um horizonte de eventos futuros. Um horizonte de eventos passado pode ser

definido em termos do limite da regiao que nao pode ser alcancado por fonons penetrantes.

2.4 Geometria do vortice

Como exemplo de um fluxo de fluido em que a distin¢ao entre ergo-regiao e hori-
zonte de eventos acusticos é critica, considere o fluxo de fluido de um vértice de drenagem
mais comumente encontrado na literatura como “Draining Bathtub” (banheira de drena-
gem) ou simplesmente DBT, Nesta dissertagdo vamos nos referir a esse fenomeno como
vortice drenante ou vortice de drenagem.

Portanto, podemos modelar um voértice de drenagem por um fluxo dimensional
(2 + 1) com um sumidouro na origem. A equagao de continuidade implica que, para o
componente radial da velocidade do fluido, devemos ter

o1
pv’ o - (2.36)

Na diregao tangencial, o requisito para que o fluxo seja livre de vorticidade (além de uma
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possivel contribuigao da funcdo delta no nicleo do vértice), implica, através do teorema
de Stokes, que
;1
vhoc . (2.37)
T

Por outro lado, assumindo a conservagdo do momento angular (isso coloca uma restrigdo
nas forcas externas do corpo ao assumir a auséncia de torques externos) implica a restrigao
ligeiramente diferente
;1
pvt o —. (2.38)

r

Combinando essas restrigoes, a densidade de fundo p deve ser constante em todo o fluxo
(o que implica automaticamente que a pressao de fundo p e a velocidade do som ¢ também
sao constantes ao longo do fluxo de fluido). Além disso, para a velocidade potencial de

fundo, devemos ter

Y(r,0) = Din (r/a) + C6. (2.39)

Note que, como ja sugerido anteriormente, a velocidade potencial nao é uma funcao
verdadeira (porque tem uma descontinuidade ao passar por 27). A velocidade potencial
deve ser interpretada como sendo definido por partes em regioes sobrepostas que circun-
dam o nucleo do vortice em 7 = 0. A velocidade do fluxo de fluido é
Di Ch
- 4 =7

—+ = (2.40)

U=

Deixando um pre-fator independente da posicao, a métrica actstica para um vértice de

drenagem ¢ explicitamente dada por
D\’ C \’
ds® = —c2dt* + (dr — —dt) + (rd@ — —dt) , (2.41)
r r
que pode ser reescrita como

D? + C? D
ds® = — (cg — + dt* — 2—drdt — 20d0dt + dr* + r*d6”>. (2.42)
r r
Podemos observar que, o fluxo de fluido do vértice é visto como possuindo uma métrica
acustica que é estavelmente causal e que nao envolve curvas de tempo fechadas.
A ergosfera se forma em

VDTFC?

Cs

(2.43)

Tergosfera =

Note que o sinal de D ¢ irrelevante na definicao da ergosfera e ergo-regiao: nao importa

se o nucleo do vortice é uma fonte ou um sumidouro.
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O horizonte de evento acustico forma sempre que a componente radial da velocidade
do fluido excede a velocidade do som, isto é, em

1Dl

S

(2.44)

Thorizonte =

O sinal de D agora faz diferenca. Para D < 0, estamos lidando com um futuro horizonte
acustico (buraco negro acustico), enquanto que para D > 0 estamos lidando com um
horizonte de eventos passado (buraco actistico branco).

Embora esta construcao tenha sido expressada em (2+1) dimensoes, é claro que
podemos adicionar uma dimensdo extra indo para (3+1) dimensoes e interpretando o
resultado como uma superposicao de um filamento de vortice comum e uma fonte de
linha

D 2 2
ds* = —c2dt* + <dr — —dt) + (rde — 9dt> + dz*. (2.45)
T T

Este elemento de linha para o buraco negro acustico sera utilizado no capitulo 4
onde vamos desenvolver essa métrica e comparar os resultados de espalhamento com o

efeito Aharonov-Bohm. Esse efeito sera discutido no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Efeito Aharonov-Bohm

Neste capitulo é feita uma breve descricao do efeito Aharonov-Bohm na mecénica
quantica. Posteriormente, realizaremos uma discussao sobre o espalhamento, que sera de
fundamental importancia para as comparagcoes feitas nos capitulos seguintes.

Em 1959, Yakir Aharonov e David Bohm [17] mostraram que uma fungao de onda
para uma particula carregada é influenciada por um potencial eletromagnético em uma
regiao onde os campos magnéticos e elétricos sao nulos. O efeito que ficou conhecido como
efeito Aharonov-Bohm (AB) teve sua confirmagao experimental em 1960 por Robert G.
Chambers [30]. Chambers realizou o experimento proposto no artigo de Aharonov e
Bohm e provou a existéncia do efeito. Nos anos seguintes, o efeito foi confirmado por
experimentos cada vez mais precisos. Desde a publicacao em 1959 tem sido encontrado
analogos em diversas dreas como gravitacao [31], dinamica dos fluidos [18, 32, 15], 6tica

[33] e condensado de Bose-Einstein [16, 34].

3.1 Efeito Aharonov-Bohm quantico

Na mecanica classica, podemos descrever o movimento de uma particula usando
a lei de forca de Lorentz, que contém campos, ou usando o formalismo canonico e a
funcao de Hamilton, que é expressa em termos de potenciais. Mas se quisermos descrever
a dinamica da particula na mecanica quantica, temos que usar o formalismo canonico
porque a equacao de Schrodinger contém explicitamente a fungao de Hamilton. Portanto

a hamiltoniana para uma particula carregada no campo eletromagnético [35], é da forma,

H= (5= 0d@) +a0() + V() (31)

2m
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onde V' é um possivel potencial nao elétrico. Usando o momento na forma p = —ihV e

aplicando a hamiltoniana na equagao de Schrédinger

o (19 4040+ a0+ V| 0 = 05 (3:2)

que descreve a dinamica da particula carregada em um campo eletromagnético.

Agora consideremos uma particula carregada nas proximidades de um solenoide
extremamente longo, de tal forma que o campo magnético interno é uniforme e externo
é zero. Além disso, vamos utilizar um sistema de coordenadas polares com o eixo z no
meio do solenoide, e apontando na direcao do campo magnético Figura 3.1. Para resolver
a equacao de Schrodinger, devemos primeiro determinar os potencias vetorial e escalar A
e ¢ respectivamente, como o solenoide nao tem carga, o campo elétrico E = —V ¢ é zero,
entao podemos tomar ¢ = 0. O potencial vetor fora do solenoide deve satisfazer duas
condigoes: primeiramente, B =Vx /_f, que é simplesmente a definicao do potencial vetor;

segundo, teorema de Stokes impoe que

fﬁ-d?z/(Vxﬁ)-d§:/§-d§:®m, (3.3)
C S S

onde o caminho de integracao C é uma curva em torno do solenoide e ®,, é o fluxo

magnético através do solenoide. Usualmente é comum escolher o potencial vetor como

B

VATATAVATAVAYATAVAVATATAVATAVAVATAVAVAAVATATAY. VAVATAVATATAVAVAVATATATATATAVAVAVAVATATATATATA VA TA ATAY
N

L

X Solenoide longo

Figura 3.1: Solenoide extremamente longo, onde o vetor campo magnético é uniforme no seu interior e

zero em qualquer ponto externo. Nas proximidades do solenoide temos uma particula com carga q.

sendo

A=_"9, (3.4)



onde r ¢ a distancia do eixo z e 0 é o vetor unitdrio na direcao de 6 do sistema de
coordenadas polares. Esta escolha satisfaz ambas as condi¢oes mencionadas acima. Vemos
que, embora o campo magnético esteja confinado no interior do solenoide, o potencial vetor
nao é zero fora do solenoide.

Para descrever a funcao de onda para uma particula carregada é necessario resolver

a equagao (3.2), para isso, é interessante escrever a fun¢ao de onda da forma
U(r t) = e’f(’:)\I/'(F, t), (3.5)

onde

£(7) = % / ' A() - dF. (3.6)

o
O ponto inicial da integragao O é escolhido arbitrariamente, o que é consequéncia da

liberdade de calibre para o potencial eletromagnético. E importante frisar que, o potencial
A seja irrotacional, ou seja, que o campo B seja zero. Caso contrario, &(7) é dependente

do caminho em (3.6), e portanto nao é fungao de r. Em termos de ¥’ o gradiente de W é

VU = %0 (iVE(F)) W' + 40 (V) (3.7)
— q
onde V¢(7) = 7_1A
(mv + q/T) U = ihe OV, (3.8)
Assim,
N2 ,
(09 + gA) = —he V2w (3.9)
Substituindo esta igualdade em (3.2) e cancelando o fator e*( ficamos com
R* _, ov’
— — VU - VUV =ih——. 1
2mV 1% th— (3.10)

Vemos que a funcao de onda ¥’ é uma solucao da equacao de Schrodinger na auséncia do
potencial vetor A.

Agora para ilustrar o efeito Aharonov-Bohm, considere dois feixes de elétrons que
passam por lados opostos em torno de um solenoide longo como mostrado na Figura
3.2. Semelhante ao experimento de dupla fenda, o esperado é um padrao de interferéncia
quando os feixes se encontrarem do outro lado do solenoide.

Uma forma de descrever essa interferéncia, é representar os feixes em forma de

ondas planas, ou seja, como
\111 = Aleinzl (S \112 = AQGinQ, (311)
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aqui k é o vetor de onda para os feixes de elétrons e x1 e x5 sao as distancias percorridas

por cada feixe.

B
> Feixe ¥,
—— N

b . Encontro dos

.. 2 Feixe ¥, foi
Divisdo dos £ eixes
feixes < 2
> ,/E A

Solenoide longo

Figura 3.2: Experimento Aharonov-Bohm: dois feixes ¥ e W5 passam por lados opostos de um solenoide

longo, os feixes sao recombinadas do outro lado do solenoide.

Se o solenoide nao contem campo magnético, o potencial vetor externo é zero, entao
ha deslocamento de fase Ay entre ¥, e Uy e consequentemente o padrao de interferéncia
dependera apenas da diferenca de caminhos percorridos pelos feixes Ap = K (21 — x2).

Quando o campo magnético é ligado, o potencial vetor é descrito como em (3.4),
entao, as fungdes de onda ¥, e W, irdo adquirir fatores de fase adicionais (3.5). Com isso

o padrao de interferéncia mudara para a fase adicional

Usando a equagao (3.6) podemos calcular essa diferenga, cuja relagao é dado por

e=&-6=7 [ Aw-ar—1 [ A -ir

Ca

Ap=1 f/i‘(f') di=1g,, (3.13)
h Je h
onde C; e Cy representam os caminhos percorridos por cada feixe ao passar pelo solenoide.
Como eles formam um caminho fechado em torno do solenoide, a diferenga de fase total
entre os feixes serd proporcional ao fluxo magnético. O deslocamento de fase pode ser
descrito como:
q®,, 2mh

Ap = = 2na; Dy, = Ta. (3.14)
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Aqui o é uma medida adimensional da intensidade do efeito Aharonov-Bohm [36]. Se
os feixes de particulas carregadas passarem em lados opostos do nitcleo, as franjas de
interferéncia podem ser produzidas pela variacao do campo magnético dentro do ntcleo.
Isso ocorre mesmo que essas particulas carregadas nao interajam com a regiao do campo

magnético ou elétrico nao nulo, sugerindo que A tem uma certa realidade fisica.

3.2 Teoria do espalhamento

Nesta secao é feita uma breve revisao da teoria do espalhamento baseado princi-
palmente em [37]. Com o objetivo de explicar alguns elementos que serao importantes
para os capitulos seguintes. Para mais detalhes e um estudo completo da matematica da
teoria do espalhamento, ver 38, 39] além do citado anteriormente.

Considere um sistema em mecanica quantica (ndo-relativistica) cujos estados € sao
vetores unitarios em um espaco de Hilbert H e cuja evolucao temporal é gerada pelo
operador auto-adjunto H atuando em H e sendo Hy o hamiltoniano atuando em Hy. Se
os estados e~*'g sao estados espalhados, ou seja, se a estados livres e € H, de tal modo
que

H efth6 _J,—_-efi?-iotei H:H € — ez’Ht‘/—_-efﬂ-Lotei H’ (3'15)

desaparecendo para t — £00. Como proximo passo, vamos introduzir o chamado mape-
amento de comparacao F : Ho — H, que é um operador unitario.

A definicao para os operadores de onda sao

Wi = lim e Fe ot (3.16)

t—=+o0

além disso, os vetores e e € satisfazem a relagao e = Wiey e,
ey = Se_, (3.17)

onde S = W;W_ é chamado operador de espalhamento ou matriz S.

O sistema fisico considerado aqui é um espalhamento de particulas para um obs-
taculo cilindrico no plano de pontos ¥ = (z,y), e o espago de Hilbert é dado por
H = L?(R? dzdy). Além disso, também estamos interessados na dispersao de um poten-
cial continuo de curto alcance V(zx,y), ou seja, significa que hé uma constante C, para

R > 0 tal que

C
V(z,y)] <

< T Vr > R, (3.18)
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para um ¥ > 0. O hamiltoniano relativo a este sistema fisico é

82 82 2 2

atuando no espago de posicao H = L? (R? dxdy) e momento Ho = L* (R?, dk,dk,), res-
pectivamente. Além disso, temos k = (b, ky), K* = ]/;]2 e o operador de comparacgao F é
simplesmente a transformada de Fourier.

Na teoria do espalhamento dependente do tempo, resolve-se a equacao de Schro-
dinger dependente do tempo para as funcoes de onda incidente e refletida W (7, ]2) e
W o) (T, E), respectivamente , que sao reduzidas a uma onda plana da forma eik T para

r — 00. A conexao com os operadores de onda é dada da forma:

W) () = 5= [ ARy 7. F)g ) (3.20)

Agora considerando, um potencial esfericamente simétrico V' (r) e, assim, empre-

gando coordenadas polares tanto na posicao espacial (r, ) quanto no espago de momento
(k,0"), obtemos

2 1 1 2
_ ((9__{__2_{__3_) —|—V(r) e H():k‘2, (3.21)

respectivamente. O comportamento assintético para a funcao de onda incidente que é

solugao da equacao de Schrodinger independente do tempo, é tal que

\I](in) (7“, 0; k? 9/) ~ eikcos(979’) + f(k7 Q)Gikr/rl/Q; r — 00, (322)

onde f(k,0) é a amplitude de espalhamento. A sec¢ao de choque de espalhamento diferen-
cial é dado por [37]
(2—2) (k,0) = |f(k,0)|. (3.23)
Fisicamente, esta quantidade mede a densidade de probabilidade de uma particula
incidente, apds a interacao com o alvo, isto é, uma particula dispersa a ser encontrada
dentro de um cone em torno de (k,6). O objetivo agora é encontrar o comportamento
assintotico de W;,) e a amplitude de espalhamento. Para isso ¢ feito os seguintes proce-
dimentos.
Primeiro usando a expressao (3.22) para 6’ = 0, fazemos a expansdo de Fourier

para o fator de onda plana [37]

eikmos(g) = Z imJ‘m‘(l@T)eimg, (3.24)

m=—0oQ
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e para a amplitude de espalhamento

fl,0) = " fulk)e™. (3.25)

m=—0oQ
O termo J é uma funcao de Bessel de primeira especie, e seu comportamento

assintético para J,(z) é dado da forma,

To(@) ~ \/gcos (x - % - %) . (3.26)

Usando estes resultados e também a funcao cosseno na forma exponencial, a equagao

(3.22) pode ser reescrita da forma

0o (_l)mein/4—ikr e—i7r/4 fm -
Winy(r,0; k,0) ~ Z{ k)2 + (27r/<;r)1/2+fr1/2 e, (3.27)

m=—00

por outra lado V¥(;,) é solucao da equacao de Schodinger e ¢ regular na origem. Usando

entao a seguinte separacao de variaveis

o0

Uiy (1,05 5,0) = > (k)T (1, k)™, (3.28)

onde V,, é solucao da equagao radial para o momento angular m, ficamos com
d? 1d 2

dr?  rdr @ r?

que é regular na origem. Como V' (r) é pequeno, o comportamento de W,, para r — oo é

[ 2 |m|T o«
g/m(T, k) ~ % COS (k:?“ - T - Z + 5m(k)) s (330)

onde o deslocamento de fase § mede a diferenca de argumento em comparacao com o

da forma,

comportamento assintético de Jj, (kr), que é a solugao da equacao radial para V(r) = 0.
Agora comparando as solugdes assintéticas de W;,,), como dada por (3.27) por um

lado, e por (3.28) e (3.30) por outro lado. Temos que

(U (k) = Ml e?m®) (3.31)

(k) = \/;W (Zon) _ 1) (3.32)

Assim, substituindo esse resultado em (3.25) tem-se a amplitude de espalhamento

em termos do deslocamento de fase d,,

o0

f(k,0) = \/;W > (e 1) e, (3.33)
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Agora, descrevendo a abordagem para o caso dependente do tempo. A decompo-
sicao dos espacos de Hilbert H e H, nos subespagos H,,, Hom, COM Projecoes correspon-

dentes P,,, Py, ¢ tal que [40]
imo

(Pm ) (Tv 6) = \/_Q_an(m’

(3.34)

onde
1 T ime
m(r) = — e "n(r,0)do, 3.35
i) == [ ) (339
sao os componentes de n com momento angular m, pertencentes ao espaco de Hilbert

H, = L*([0,00),7dr). O hamiltoniano H deixa os subespagos H,, invariantes, o que leva

a uma sequencia de hamiltonianos da forma

Hyp = —— — —— 4+ — 4+ V(r), (3.36)

FO0)= 7= 30 ¢ (Fuen) (1) (3.37)
onde F,,, ¢ um operador unitario
(FF) (r) = ilm / T (kP)E (k) ki, (3.39)
0

onde Hjy = L*([0,00), kdk). Correspondentemente, consideramos uma sequéncia de ope-

radores de onda de H; em H,., tal que

Wi = lim emt F, e~ (3.39)

t—o00

Como W, ,, existem e sao completos em cada setor m, temos a seguinte relacao

com a abordagem independente do tempo

(Wi F) (r) =™ /0 h W, (kr)eTom® B (k) kdk. (3.40)

A correspondente matiz S, cujos elementos sao
S =W Wi, (3.41)

isto é, S,, é simplesmente o operador de multiplicacio de e?¥m*) em H,.

A definigao do operador de onda (3.16) pode ser escrito como

o0

> e (Wemem) (). (3.42)

m=—0oQ

(Wee) (r,0) =

¥l
=)
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Da mesma forma, o operador de espalhamento S : Hy — Hg ¢é encontrado da forma que
satisfaca a expressao

(e, Sh) Z/ k) B (K Redlke

m=—00

(e, h) +— Z / kdk:/ dde'e™ = e(k, 0)h(k, 0') (¥ ™ — 1)

() T . 1/2
—(e,h) + /0 kdk /_ d0d0'e(k, O)h(k, ') (%) F(k,6— 6, (3.43)

para todo €, h € Hg, onde (-, ) significa o produto interno em Hy, e entao

(S —1)(k,0) = @i) F(k, ), (3.44)

esta expressao, € a relacao correta entre f e S.

3.3 Amplitude de espalhamento e secao de choque

A teoria do espalhamento para um solenoide é rigorosamente formulado por Ruij-
senaars [37]. Em seu artigo é considerado um solenoide magnético infinitamente longo,
eletricamente blindado, e um elétron se movendo para fora do solenoide. Desta forma é
calculado como uma onda plana incidente é espalhada pelo solenoide, ou seja, é encon-
trada a amplitude de espalhamento para este problema, no caso limite considerando um
solenoide de espessura zero, correspondendo assim, a um “fio de fluxo”. Vamos abordar
alguns detalhes desse procedimento.

Para iniciar o nosso estudo vamos considerando um campo magnético da forma
B(x,y,2) = (0,0, B(r), (3.45)

onde 72 = 22 + y? e B(r) é nulo para r > R, onde R ¢ o raio do solenoide e r a distancia
da particula ate o centro do solenoide. O fluxo magnético ®,,, através de um plano = — y

é dado por
R
o, = 27T/ rB(r)dr, (3.46)
0
e o potencia vetor magnético para r > R pode ser tomado como

.3,
A=

(3.47)

2mr2’
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Assim na condicao de » > R a Hamiltoniana correspondente para uma particula de massa
1/2 e carga ¢ pode ser escrita em coordenadas polares como (A = 1)

Ha)— -2 19 +l(z’3—a)2. (3.48)

or2 ror r?

Aqui, temos que
qPm
2

(3.49)

o =

e desconsideramos a coordenada z aqui se torna irrelevante.

Vamos agora considerar o caso limite onde R = 0 (correspondente a um “fio de
fluxo”). O espaco das fungoes de onda H é entao o espago de posi¢ao usual nas coordenadas
polares, H, @ Hp onde H, = L*([0,00),rdr), e Hy = L* ((—7,7),df). Para a =0, H(«)
é o laplaciano usual em coordenadas polares representando a energia cinética para uma
particula livre, que é multiplicado por k? no espago de momentos Hy Q) Hy apds uma
transformacao de Fourier. Mais detalhadamente z% pode ser substituido por —m em
cada subespaco do momento angular H,,, e o operador diferencial resultante H,, em H,
se transforma multiplicando por k? em Hj, se usarmos o mapeamento unitario F,.

Para a # 0, entretanto o argumento z% tem o mesmo comportamento para o caso

a = 0, entao pode ser substituido por —m em H,,. Isto pode ser descrito como uma

sequencia de Hamiltonianos
Hmoz: -+t —— (350)

em H,. Assim a equacao radial de Schrodinger para o momento angular m, pode ser

@ 1d (m+a)2 2
<_ﬁ_;5+7 U = kW, (3.51)

escrita como

A solugao regular na origem ¢ a fungao de Bessel J,,1.q/(kr), cujo comportamento assin-

totico é dado da seguinte forma

2
imya|(kr) ~ ”W_kr Cos (kr - ww - %) . (3.52)

Comparando com (3.30), concluimos que o deslocamento de fase depende apenas
de o e é dado por

Om(a) = = (Im] —|m + «]), (3.53)

b
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assim, o correspondente operador de espalhamento é

‘ 672’71’0(7 m Z —a
e2om(@) — (3.54)
62'7roz7 m S —x
Note que e?®m(®) ¢ jgual & 1 ou -1 para « inteiro par ou impar respectivamente.

A relacao (3.54) pode ser compreendida intuitivamente da seguinte forma: as fungoes de
onda com momento angular positivo “circundam” a origem no sentido horario, o potencial
A cria uma espécie de “vorticidade” —a, que induz as funcoes de onda com m maior que
—a contornarem a origem no sentido anti-horario. O oposto ocorre para a funcao de onda
com momento angular negativo que circunda a origem no sentido anti-horério, por sua
vez o potencial A cria uma “vorticidade” que induz as func¢oes de onda com m menor que
—qa contornarem a origem no sentido horario.

Entao, os coeficientes de Fourier de f, na expressao (3.33) tém médulo constante e
nao desaparecem com |m| — oo; deste modo, a amplitude de espalhamento f, é vista como
uma distribuicao. Para obter a amplitude de espalhamento associada ao deslocamento de
fase (4.24), note que a correspondencia do operador S em H, satisfaz a seguinte relagao
[37]

s

(Sue) (k,0) = / 506 — 0)e(k, 6)d0. (3.55)

—T
onde,

_ sin(Ter) i
Sa(0) = 6(0) cos(rar) + i ¢ i1

(3.56)
onde, [@] é o maior nimero inteiro menor ou igual a a e P é o valor principal. Essas
expressoes e a relagdo (3.44) descritos no final da se¢do anterior, implicam na seguinte

expressao para a amplitude de espalhamento

i) = (7Y T560) (costra) — 1) 4 50D s P (3.57)
« 9 - Zk ™ T eié’ _ 1 ’
Agora, se 6 # 0 a distribuicao f, é representada pela funcao
sin(ra) e”/?
alk,0) = —— . : 3.58
Ja(k,6) (27ik)'/2 sin(60/2) (3:58)
e a se¢ao de choque de espalhamento diferencial (3.23) para este caso é dado por
do 1 sin®(ra)
— k)= ——————= 0#0 3.59
(d&)a( 9) 21k sin?(0/2)’ 70, (3:59)

que concordam com as expressoes encontradas por Aharonov e Bohm [17] e também por

outros autores, por exemplo em [41].
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Capitulo 4

Efeito Aharonov-Bohm em um

vortice de drenagem

Neste capitulo introduzimos o modelo de vortice de drenagem, também conhecido
na literatura como “draning bathtub” (banheira de drenagem). Escrevemos a métrica
acustica e a equacao de onda, descrevendo a propagacao do som neste modelo, compara-
mos o efeito proveniente da absorcao com o efeito Aharonov-Bohm descrito no capitulo

3.

4.1 Equacoes basicas

A métrica acustica que descreve a propagacao das ondas sonoras em um fluxo de

fluido para um voértice de drenagem como descrito no capitulo 2 é:

D2 2 2D
GP <1 - i) A2 + 22 drdt — 2Cd0dt + dr? + r2d6>. (4.1)
T

r2
Aqui ja definimos a velocidade do som ¢, como 1, temos também que D e C' sao constan-

tes arbitrarias reais e positivas relacionadas as componentes radial e angular para uma

velocidade de fluido de fundo da forma:
v=——+4+ —. (4.2)

Esta velocidade de fluxo pode ser obtida a partir do gradiente da velocidade potencial,

U = V1, onde ¢» = —Dlog (r/a) + C0.
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4.1.1 Espago-tempo efetivo

O espago tempo, descrito pela métrica (4.1), pode ser alternativamente expresso
por um novo sistema de coordenadas. Essas novas coordenadas podem ser encontradas
ao completar quadrado no elemento de linha (4.1), e organizando os termos de tal forma

que podemos chegar ao seguinte resultado,

- Ddr ~ CDdr
di = dt — =2 o q4f=dp— 22 43
70 0 -

Substituindo essas novas coordenadas em (4.1) obtemos um novo elemento de linha,
C? ~ ~ -
ds* = ( f(r) — —2> dt* — f(r)~'dr® — r*df® + 2C6dt, (4.4)
r
neste novo elemento de linha a uma inversao na assinatura da métrica com relagao a (4.1).
O raio da ergoesfera é dado por go(r.) = 0, enquanto o horizonte de eventos é dado pela

singularidade de coordenadas g¢,..(r3) = 0, isto é

D2
l-—=0 = nr=D, (4.5)
Ty
D2 02
1—;2:0 = r.=4/ri4+C?=vVD?+(C? (4.6)
re

A métrica pode ser escrita da forma

Guv = 0 —f<7“)_1 0 , (47)

for= o o
9" = 0 —f(r) 0 : (4.8)
f(TC;TQ 0 <€_22 - f(T)) f(:,#

Considerando a equagao de Klein-Gordon para uma pertubagao actstica linear (¢, r, 6)

para a métrica (4.8),

——a. (Vlglg"a.) v =o. (19)

Vdl
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Abrindo os termos da equacao obtemos,
1 2 1
/..2 .00 /,.2 .00 /.2 T
\/70—280( reg ao>w+ \/T—an( reg 66?)7/}4‘ \/T—za?“( reg a?“)w

+ #59 <\/ﬁgee(%> Y =0,

que pode ser reescrita como

Py 2y ddy 1d d C? L

A partir dos componentes da métrica do vortice de drenagem, fica claro que o
espago-tempo curvo (2+1) dimensoes possui isometrias que correspondem a translagoes
no tempo e rotacoes no plano. A solucao da equacao de Klein Gordon para termos sem

massa pode, portanto, ser escrita como,
Y(t,r,0) = H(r)e'“ =, (4.11)

onde w e m sao reais e positivos. Fazendo a substitui¢ao de (¢, 7, 6) temos,

- g ) + 2 0 ) - (S - 1) P

_ %d;‘i (rf(r)%) H(r) = 0. T

Assim,

EH(r) () (7‘2 n D2> dH(r)Jrf(r)fz [(w B C_m)2 _ f(,n)ﬁ?] H(r) = 0. (4.12)

dr? r 72 dr

4.1.2 Coordenadas tortoise

Para facilitar a solugdo da equagao radial (4.12) reduzimos em uma equagao tipo
de Schrodinger, ou seja, eliminamos a parte de derivada segunda na expressao, para fazer

isto introduzimos as coordenadas tortoise (tartaruga) r. que é definida pela condigao

D>\
dr, = (1 — —) dr, (4.13)

2
D r—2D
= —I . 4.14
Ty =174+ 5 log L n D} (4.14)
1
Usando a relagao H(r) = 7G(r*) ! podemos transformar a equagao (4.12) em uma
T

equagao tipo de Schrodinger. Reescrevendo a equagao (4.12) temos,

1Detalhes desta relacdo entre as coordenadas encontra-se no Apéndice A
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d?G(r.) (r*— D?) 3 1r*+D? cm\? m?
drf + [f(T) (—T2 4—72 - 2_7“—7”3 ) + (w — 7’_2) — f(T')F G(?"*> =0
¢ 2
d*G(r,) Cm r? —5D* m?
dr?2 + [(W - T_g) + f(r) ( D 7"_2) G(r.) =0
Assim ficamos com a seguinte equacao radial,
PE0) (- O v Gy =0 (4.15)
2 w 2 r ry) =0, .

onde o potencial é dado por,

Analisando estd equacao diferencial em duas regioes distintas, a primeira longe do
horizonte sonico r — oo, e a segunda préximo do horizonte r — r,. Assim para primeira

regiao assintética, a equacao radial acima pode ser reescrita como,

d*G(r,) 9
e sua solucao é dada por
G(ry) = A,(qi”)e_m* + Ag%iw“. (4.17)

Note que o primeiro termo da equacao acima corresponde a onda incidente e o segundo
termo é a onda refletida, assim, o coeficiente de reflexao é dado pela relacao R, =
|AG12/| AU 2. De forma similar para uma regido assintética préximo do horizonte a

equagao radial (4.15) pode ser reescrita aproximadamente como,

d*G(r,
TG |~ man) ) = 0. (4.18)
dr?
onde Qy = C/D? é a velocidade angular para um buraco negro acustico. Impondo

a condicao de contorno fisico que das duas solucoes desta equacao, apenas a que esta

entrando ¢ fisica, de modo que,
G(ry) = Agf)e_i(”_mQH)r*, (4.19)

e A1) & o coeficiente da onda transmitida.
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4.2 Superradiancia

Superradiancia é um fenomeno geral na fisica. A superradiancia de movimento
inercial refere-se a possibilidade de que um objeto ( eletricamente neutro), dotado de es-
trutura interna, movendo uniformemente através de um meio, possa emitir fétons mesmo
quando iniciado em seu estado fundamental [42]. Alguns exemplos de superradiancia de
movimento inercial incluem o efeito de Cherenkov, o critério de Landau para o desapare-
cimento da superfluides e choques de Mach para objetos sélidos viajando através de um
fluido [43]. O movimento rotacional nao inercial também produz superradiancia. Isso foi
descoberto por Zel'dovich [44]. Ele apontou que um cilindro feito de material absorvente
e girando em torno de seu eixo com frequencia €2 pode amplificar modos de radiagao es-
calar ou eletromagnética de frequéncia w, desde que a condigdo w < m$Q (m é o numero
quantico azimutal com respeito ao eixo de rotacao), seja satisfeita.

H4 possibilidade de observar superradiancia rotacional em buracos negros analogos
ou em alguns casos descrito como superressonancia por se tratar de fonons. A superra-
diancia foi considerada por Schutzhold e Unruh [14], e mais extensivamente por Basak
e Majumdar [45], que calcularam analiticamente os coeficientes de reflexdo no limite de
baixa frequéncia. No contexto de andlogos, a superradiancia inercial baseada no super-
fluido ®He foi estudada por Jacobson e Volovik [46].

Uma maneira de provar a existéncia de superresonancia ¢é calcular o Wronskiano da
solucdo de (4.15) e de seu adjunto no horizonte sonico e no infinito. A partir da constancia
do Wronskiano como uma funcao da coordenada radial, usando as condigoes de contorno

(4.17) e (4.19) encontramos a seguinte condi¢ao de “conservagao de energia™
Q
1 — [Rom|? = (1 - M) T2, (4.20)
w

onde T, e R,,, sao os coeficientes de amplitude de transmissao e reflexao respeitati-
vamente para a onda espalhada. Desta forma, se w < m{y o coeficiente de reflexao
|R.,m|> > 1, temos superradiancia.

Os resultados numéricos ? para a métrica em estudo sao mostrados na Figura 4.1. O
grafico a esquerda mostra o coeficiente de reflexao em funcao de w para m = 1, e o grafico

a direita para m = 2, para determinados valores de rotacao C. Perceba que conforme

2Mais detalhes do método numérico utilizado para o calculo dos coeficientes de reflexdo encontra-se

no Apéndice B
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aumentamos o valor da razao C'/D a regiao de frequéncia onde ocorre a superradiancia
aumenta, ou seja quanto maior a circulagao no vortice maior o efeito de superradiancia

para um determinado valor de m.

m=1 m=2

L5 — c=00 L4r—oe

— Cb=02 121 — cp=02
C/D=05 cD=05

— cD=10 1.0F— cp=10

1.0r— cp=15 — cD=15

— Cb=20 — cb=2

Figura 4.1: Coeficiente de reflexao em funcio de w param = 1 (a) em = 2 (b). As curvas correspondem
aos diferentes valores de C'/D. Os grificos mostram que o coeficiente de reflexdo decai exponencial da

frequéncia critica para superradidncia.

4.3 Efeito Aharonov-Bohm analogo

4.3.1 Teoria do espalhamento em duas dimensoes

A teoria do espalhamento em duas dimensoes é resumida em [47]. Considerando
um espalhamento de uma onda planar monocromatica com frequéncia w dado da forma

Yt r,0) = e Y Ry (r)e™ [/, (4.21)

m=—0oQ
de modo que longe do vértice, a funcao ¢ pode ser escrita em termos da soma de uma

onda planar e uma onda espalhada

UY(t,7,0) ~ e (™" + fu(0)e™ /\/T) . (4.22)

Assintoticamente, as solugoes assumem a forma (4.17). A onda plana pode ser

o0
m=—0oQ

decomposta em e“® = > i T (wr)e™ e J,, (wr) é uma funcio de Bessel de primeira
espécie. Usando isso, junto com a forma assintética das funcoes de Bessel, descobre-se

que a amplitude de espalhamento é dada na forma de uma onda parcial

1 > . .
f(0) = ,/%W ; (2% — 1) ™, (4.23)
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onde o deslocamento de fase ¢,, é definido por

Alre)

216, . m
esom = j(—1)"——,
Aﬁ,i”)

(4.24)

e os coeficientes A e A s3o encontrados a partir a forma assintética (4.17). A secdo

transversal de absor¢ao (com dimensao de comprimento) é

1 o :
Oabs = — 1 — |e*m?). 4.25
b=5 X (i) (4.25)
A absorcao para ondas planares por um vortice drenante ou “draning bathtub” é
descrita com mais detalhes em [40]. A secao de choque de espalhamento diferencial é

obtida diretamente pela amplitude de espalhamento,

do 9
& L6 (4.26)

4.3.2 Deslocamento de fase aproximado

Para calcularmos o deslocamento de fase, devemos primeiro reescrever a equacao
(4.15) em termos de uma nova funcao X(r) = /f(r)G(r.).Para isso, vamos primeiro
derivar X (r) em termo de 7,

dX(r)  df(r)/? dG(r,)

— —1/227\0*)
I o G(r.) + f(r) Q. (4.27)
2 2 1/2 1/2 ~1/2
EX() P (L A0 )Y A6
dr? dr? f(r) dr dr dr,
N 1 d*G(r.) (4.28)
G
onde,
af(m)¥* . df(r)"'? 1. _,,,2D* ., 1. _..,2D?
W gyt P Ly gy = L2
Assim temos,
d*X (r d?f(r)/? a2 d?G(r,
X0 O G 4 0L, (4.29)
Deixando a equagao acima em funcao de G(r,) ficamos com
d*G(r, X (r d* f(r)"/?
dr(f ): (r)?’/Q—dTg ) — <T)—d(r2) X(r). (4.30)

Substituindo este resultado em (4.15) temos

22X o d2f ()12 C 2

X(r) + f(r)2X(r)=0. (4.31)
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Sabendo que a derivada segunda de /f(r) é dado por:

PR <f<r>3/2D4 . 3f<r>1/2D2>

dr? 76 rd

(4.32)

ao substituirmos este resultado na equagao diferencial (4.31), podemos reescrever-la na

forma

dr? 76 ré
Cwm\?
<w 3 ) —V(r)

Juntando todos os termos que multiplicam X (r) e fazendo uma expansao em série de

PX(r) | (f<r>-3/2D4 . 3f<r>-1/2D2> X0

(4.33)

+ fr)2X(r) = 0.

potencia ao redor de 1/r, obtemos a seguinte expressao,

M + {aﬂ — M + U(T)} X(T) =0, (4.34)

dr? r2
onde m? = m? + 2am — 2% e

(a? — BH)ym? — 48%am + 33* + 232 N B%(2a2 — B*)ym? — 68*am + 44° + 334
2

U(r) =

w2rt wiro

+O (W)
com a = Cw, f = Dw.

Aplicando a formula aproximada de Born,
5%;m—@+—/‘ﬂ%Wﬂ%WMﬂ (4.35)
0

E resolvendo a integral desta equagao e expandindo os termos no limite |m| >> /a? + 2,
é possivel encontrar uma forma aproximada para o deslocamento de fase definida pela

equagao (4.24). Os primeiros termos da expressao encontrada sdo dados por,

ar m_ 3m(a*+p%)  bar(a®+ %) m

O o ——— —.
2 |m)| 8|m| 8m? |m|

(4.36)

Observe que o resultado para o modo m = 0 nao é valido, mas nos limites para m —
+o00 o primeiro termo na equacao (4.36) implica que o deslocamento de fase tende a
uma constante diferente de zero. Tal resultado culmina no efeito Aharonov-Bohm [48].
Entretanto para o modo isotrépico m = 0 pela equagao (4.15) obtemos uma solugao com
a forma

Gmo(rs) =122 Jig (wr f11?) (4.37)
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e um deslocamento de fase imaginario
1.
Om=0 = §z7r6. (4.38)

Com este valor podemos encontrar a absor¢ao para m = 0 usando a férmula (4.25), e
assim verificamos que para baixas frequéncias, a absorcao de comprimento ¢ igual a uma
circunferéncia de um buraco actstico, ou seja, g ~ 27 D.

A Figura 4.2 mostra os resultados numéricos® obtidos para reflexao Figura 4.2(a) e
absor¢ao Figura 4.2(b) para o caso de C' = 0. Note que para m = 0 o grafico corta o eixo
vertical em 27 como deve ser para o limite de baixas frequéncias (ous/D ~ 27 ~ 6.28).
Como esperado, no caso estatico (C' = 0), a absorgao parcial da onda é independente
do sinal de m. Na parte de baixo temos os resultados para C'/D = 1, aqui a presenga
da circulagao causa o efeito de superradiancia como pode ser visto nitidamente para o
modulo m = 1 tanto na Reflexdo Figura 4.2(c) com valores acima de 1, quanto para a
absor¢ao 4.2(d) com valores negativos.

Assim, usando (4.36) e (4.38) na expressao da amplitude de espalhamento (4.23),

considerando ordens mais baixas de « e 3, ou seja, (4.36) fica da forma §,, = _a2_7r|m_|’
m
obtemos
1 —1 00
_ —ia(m/|m|) _ imb —7r,8 —1a (m/Im|) _ imb
£.06) = %M{z_ ( e e -+ e }
1 (1 4 e—ia7r+i0) (_1 + ez’cwr)
L(0) = 1 : . 4.39
f( ) 27;71'0.){(6 >+ _1_|_619 ( )

Tomando a aproximagao (e*w — 1) ~ —7[ e usando a formula de Euler no segundo

termo, chegamos a seguinte expressao

v = o () a0

assim, a secao de choque de espalhamento deferencial fica da forma

daag 7 [—0sin(0/2) + acos(0/2)]2‘

" 2w sin?(0/2)

= |f.(0)]? ~ (4.41)

Considerando agora # = 0 (no limite sem drenagem), temos o resultado para o vértice de

Fetter [48]

3Mais detalhes do método numérico utilizado para o calculo dos coeficientes de reflexdo encontra-se

no Apéndice B
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— m=0

0.0 0.5 1.0 1.5

wD

2.0 2.5 3.0

C=0

— m=0 — m=#3
— m=11 — m=#4

m=12 — m=#5

== Total

0.5

1.0 2.0 2.5

3.0

(a) (b)
C/D=1.0 C/D=1.0
" — m=-3 6 — m=-3 — m=0
— m=-2 5 — m=-2 — m=1
m=-1 — m=2
4
2
b 3
a
2
1
. 0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
wD wD
() (d)

Figura 4.2: Coeficiente de reflexao em func¢io de w para C' = 0 (sem rotagdo) (a) a absor¢iao oups em
funcao de w correspondente a cada reflexao (b). As curvas correspondem aos diferentes valores do angulo
azimutal m de 0 até 5. Em (b) é possivel observar (curva pontilhada) que a absorgao total converge para

o limite de altas frequéncias.

o’

davortice

do

Fazendo as devidas expansoes, podemos ver que o valor encontrado é semelhante ao efeito

cot?(0/2), (4.42)

2w

Aharonov-Bohm, discutido no capitulo 3,

doap 1 sin’(ra)
dd  2mwsin®(0/2)

(4.43)

A Figura 4.3 mostra o comprimento de espalhamento para baixas frequéncias em
fungao do angulo de espalhamento, usando as equagoes (4.41) e (4.43) podemos comparar
os dois efeitos. Note que para (3 igual a zero o efeito andlogo (af) se ajusta ao efeito
quantico (AB) verificando assim uma simetria entre os efeitos. Esta simetria é quebrada

quando a drenagem é ligada (cinza), e se torna mais forte & medida que aumentamos o

valor de 3.

36



— B=0, a=0.5 (efeito ap)

- (=0.5, a=0.5 (efeito ap)

== a=0.5 (efeito AB)

logo(w do/df)

0 50 100 150 200

250 300 350
angulo de espalhamento (°), 6

Figura 4.3: Vértice de espalhamento para baixas frequéncias, efeito analogo (vermelha e cinza) e efeito

AB quéantico (preto tracejado). Sem drenagem o efeito andlogo fica simétrico ao efeito quantico, quando

é inserido um valor de drenagem a simetria é perdida.
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Capitulo 5

Efeito Aharonov-Bohm analogo

modificado

Neste capitulo, introduzido termos de altas derivadas, usando o modelo abeliano
de Higgs para o caso nao-relativistico. Pretendemos investigar alguns efeitos como o

espalhamento e a secao de choque de espalhamento diferencial para essa nova métrica.

5.1 Modelo

Nessa nova abordagem consideramos uma lagrangiana para o modelo abeliano de
Higgs incluindo termos invariantes de calibre (gauge) e altas derivadas. Portanto, devemos

considerar a seguinte forma para a lagrangiana [20]

1 1 v
L= —ZFQ + (D) D' + Mo + v (D.D"o)" (D, D" @) — blep|*, (5.1)
0

onde temos F? = F,,F* F,, = 0,A, —0,A,, D, = 0, —ieA,p e Ay é um parametro
com dimensao de massa. O campo descreve a densidade do superfluido de tal forma que
[ |ep|?d*z = N é o nimero total de dtomos (no limite nao-relativistico).

O termo de derivada superior no lagrangiano corresponde a relacao de dispersao de
fonons em condensados atomicos de Bose-Einstein. Essa relagao de dispersao é analoga
aquela anteriormente considerado em buracos negros acusticos [49] para abordar vérios
problemas, como fisica de distancias ultracurtas.

Agora, para encontrar a métrica acustica do buraco negro, usamos a decomposicao
p = \/ﬁeis na lagrangiana original e negligenciando os termos de ordem O (D\/ﬁ) (que

pode ser negligenciado em uma regiao hidrodinamica), obtemos [50]
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2
L B + (u*+ M?) p—bp” + % [(3S5)* + (0,9)* + e2A*(2u® — €*A?)
4 0 (5.2)

—4eA*u”0,50,95],

onde u, = 9,5 —eA,, A> = A A" e O = 9,0" é o operador d’alambertiano em um
espaco de Minkowski. Em um sistema de superfluido, temos um vortice quantico como
um buraco com o superfluido circulando ao redor do vértice com uma diferenca de fase
em torno do vértice dado por AS = 2nm.

Usando a lagrangiana (5.2) e linearizando as equagoes de movimento ao redor do
fundo (po, Sp) com p = py + p1 € S = Sp + ¢, enquanto o campo vetorial A, permanece
inalterado, encontramos a equacao de movimento para a pertubacao actstica linear dada
por uma equacao de Klein-Gordon em um espago curvo com uma derivada superior

1
N

onde os indices u = t, z;, i = 1,2,3. Em seguida definimos ¢ = bpy/2w3 (velocidade local

1
0V =99" 0ytb = 550, (po0"T) (5.3)
0

do som no fluido), v = v2/wy (velocidade do fluxo), 7> = V.Sy + eA,
wy = —Sy +ed;, e A*=Aj/wp. (5.4)

Em termos da inversa de g"” obtemos a métrica para um buraco negro acustico,

negligenciando termos de ordem O (1/A*), encontramos [20]

( 2¢2 — 4v? + vt — 6c20?
900:—(c§—v2)—< A2 );
. 4 )
9oi = gio = —V" — A2 (14 —v?)v's (5-5)
— (1 4 14— 0280 4+ vind 2c] 1 — 025
\gzg_ +A2 ( +cs—v) +UU+A2( —1}) )

Esta métrica acustica depende apenas da densidade pg, a velocidade do som local
no fluido ¢, e a velocidade do fluxo v. Tomando o limite A> — oo o resultado em [50] é

recuperado.
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5.2 Buraco negro acuistico para nova métrica

O elemento de linha actstico em coordenadas polares em um plano com simetria

de Lorentz no limite nao-relativistico (v << ¢?), é dado por.

2 4 4
d82 = |:(1 + A2) 02 — (1 + F) ’U2:| dtz + 2 (1 + A2) v"dtdr
5.6
4 0 _ 4 _ i 2 102 (5:6)
+2 1+A2 v dtrdf A2 dr? 1+A2 r“do-.

Da mesma forma como foi feito no capitulo 4 consideramos um fluxo com velocidade
potencial ¥ (r,0) = —Dlog(r/a) + C8, cujo perfil de velocidade em coordenadas polares

em um plano é dado por,

D C
Uv=——7+ —0. (5.7)
r r
2
Tomando novamente a velocidade do som ¢, = 1 e deixando o termo (1 + F) em

evidencia, o elemento de linha fica da seguinte forma,

2 A>+4\ (D?* (C? A2 +4\ D
ds®* =1 1— dt* — 2 —dtd
() (- () ()2 () o
A2 +4\ C A+ 4 A?+4 '
2 —d — 2 _ 2d6? & .
+ (A2—|—2>r trdf <A2+2)dr <A2+2)7‘d9}
Para reduzir essa expressao e facilitar o desenvolvimento de calculos futuros, definimos
A? +4

A = ———, assim temos,

A2 42

2 D? - C? - D _
ds> =1+ — 1— A— dt® — Ao—cht2 — 2A=dtdr + 2ACdtdo
A2 7'2 T (59)
_ Adr? — [\r2d92] .
O passo seguinte é definir as transformacoes de coordenadas, para isso reescrevemos

a equacao (5.9) completando quadrado para dt, o que nos leva a
9 D 2 D2 e
ds® = (1 dt — dr) — A dr? — A—dt*
#=(3) o (A :

r2f(r) r? (5.10)
+ 2ACdtdd — Adr? — /N\r2d02} ,

_ D2
onde f(r) =1 — A—-. Agora definindo os primeiros termos que aparecem elevado ao
r

- - D
quadrado na expressao acima da forma dt = dt — A———dr, e substituido os valores de

rf(r)
dt temos,
) 2 5 1y D? c*( _ - D 2
ds* = (1—|— A2) f(r)di? — A 210 )dr —A— (dt—i—AWdr)
(5.11)
+ 2AC (di + AT f% dr) df — Adr* — ]\r?dm] :
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Ja temos a relagao entre dt e dt, queremos agora relacionar df com uma nova coordenada,

para isso organizamos os temos da seguinte forma,

2

ds? = ( + A22> [ fr)di* — A? Tz? (T)drz — Ar?df* + 2ACdbdi

(5.12)
2 ~
— AO—dtN2 Adrz] ,

onde df = df) — A———— ¢D dr.

r3f(r)

Com isso temos que as transformacoes de coordenadas temporal e do angulo azi-

mutal sao as seguintes:

df = dt — A ﬁ ) (5.13)
CD
b = do — Ar3f( . (5.14)

Reescrevendo a expressao (5.12) nessas novas coordenadas, temos
4 |1 - D? + (2 - D>\ .
ds* =1+ = | |= (1~ A; dt* — (1 - A= dr® — r*df?
AZ) | A r2 r2
+2Cd0di]

4
Podemos ainda definir um d3? da forma ds? = (1 + A2) ds®, para obter a seguinte

expressao

1 D2 4 C? LD\ ; i
ds? = = (1 - A+C> dt* — (1 — A—Q) dr? — r*d9* + 2Cdodt, (5.15)
r r

A partir da equagao acima observamos que o raio da ergoesfera é dado por goo(r.) =
0, enquanto o horizonte de eventos é dado pela singularidade de coordenadas g,.-(r) = 0,

isto é

_D? _
1-A= =0 = n,=VAD]| (5.16)

- D* 4+ C? [ e
1-— AT—2 =0 = Te = T’}QL + AC2 (517)

2\ —1
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sua métrica inversa é dada por

Ao 0 RS0
g = 0 —f(r) 0 : (5.19)
S o (1 _ r_e) f0)
r r r

~D2 2
sendo f(r) =1—-A— = .y
r

Agora consideremos a equagao de Klein-Gordon para uma pertubagao acustica

linear (¢, 7, §) na métrica (5.19), cuja forma é

1

Vgl

onde g é a determinante da métrica. Desenvolvendo a equacao de Klein-Gordon obtemos

dZw Cd (diy 1 7“3 1 de 1 f(?") d d B
W2 () 1 () e (F0g) e 62

9, ( 9] gwa,,w) —0, (5.20)

Podemos fazer uma separagao de variavel na equagao acima da seguinte forma v (r, t,0) =

H(r)e™im0=«t) " Fazendo a substituicdo dessa solucdo na equacao (5.21) obtemos,

r2 ) r2 A r dr dr

—wQH(r)+2T—CQme(7’)+% (1 - 7’—2) ™ - LI 4 (ﬁ@»)i) H(r) = 0. (5.22)

Sabendo que,

ﬁd% (Tf(r)i> H(r) = {1 + Al:_;] e + Tf(T)dQH(r),

r dr dr dr?
obtemos,
1 2 2 N 2 1 2 72
e 0Co L (1Y Y i [ A2 LI G | f0PRRE)
r2 A r2 ) r2 r2 | A T dr A dr?

Deste modo, verificamos que a funcao radial R(r) satisfaz a equacdo diferencial linear de

segunda ordem

*H - D? 1 dH ~
d (r)+ 1+A— 1 d (T)+A wQ—QQmw
dr? r2 | rf(r) dr 72
1 72\ m2 (5.23)
e —2 _
= (1 - ﬁ) _rQ} J(r) 2 H(r) = 0.
Introduzindo as coordenadas tartaruga r,, ficamos com as seguintes equagoes
d d r? - D?
— - =1—-r 1A= 5.24
) =1 . (521



\D| VAID|
—r+ VA <r+\/_|D|) (5.25)

Observe que nessa nova coordenada, no horizonte sonico r = \/K|D| faz com que
r, — —00 enquanto r — oo corresponde a r, — +o0o. Agora consideramos uma nova
funcao radial, G(r.) = /rH(r) e a equagao radial modificada obtida pela equagao (5.23)

é

f(r)2d*G(r,)  3G(r.)

ri/2  dr2 4y5/2

1 <1_r_3) ﬁQ] f@;(;( ) =0,

A 2] 2
2
dﬁg*) + A (W - i_T) —V(r)| G(r,) =0, (5.26)
onde V(r) = % [4 -1 —|—/~X5—D2}-

Para determinar a solucdo assintdtica de G(r,.) na equagao (5.26) tomamos duas
condigoes. Primeiro analisando a situa¢ao quando r >> 1, (onde C' tem a mesma ordem
de D). Nesta condigao temos r — 7, assim a equagao (5.26) é reescrita da forma

d*G(r,)
dr?

+ {/N\wQ _gpelm _ (m - 1/4)] Gr.) =0,

r2 r2

fazendo w = \/Xw,

d?G( wC’m (m®—1/4)
i) [or i

ficamos com

d Sg*) N [@2 - x 231/4)] Gr.) =0, (5.27)

onde y = \/m (m + 2\/K&)C>. Assim a solugao da equacao (5.27) pode ser escrita da

forma

T«
[

G(r,) =~ 5

A(in)ei(x+1/2)7r/2H>(<1)(@T*) + A%6)6—i(x+1/2)7r/2H)(<1)*(@7«*)} ’ (5.28)

m

onde ASY™ sdo coeficientes dependentes de & e m, H{ é a funcio de Hankel [51].

Usando a forma assintética para a fungao de Hankel temos
G(r,) = Ale e 4 ATOeor, (5.29)
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Note que da mesma forma que no capitulo 4, o primeiro termo da equagao (5.29) corres-
ponde a onda incidente e o segundo termo a onda refletida, assim o coeficiente incidente

) 1/2(_1)m
é dado por A = AT
P \ 20

O segundo caso, é analisar proximo da regiao do horizonte (r, — —o0), temos

G(r,) = A i@—mQmr. (5.30)

m

onde, Qp = Qp / \/X e Oy = C/D? ¢ a velocidade angular para um buraco negro actistico

t 4 . .~
e Aﬁn’") é o coeficiente de transmissao.

A dispersao de uma funcao de onda por um buraco negro actstico do tipo Kerr
da origem a um aumento da amplitude, como foi descrito no capitulo 4. Sendo assim a
amplitude de uma funcao de onda dispersa é representada pela reflexao R, dado pela

expressao,

o —mQ
1 — |Ruml|” = (%) T2 (5.31)

Para um frequéncia no intervalo 0 < @ < my a reflexao é sempre maior que 1 o
que implica no fenomeno da superradiancia. Onde m é o numero do modo azimutal e

Qu = C/D? é a velocidade angular do buraco negro actistico do tipo Kerr usual. Pela

- - A’ +4
equacao (5.31) a velocidade angular modificada Q5 depende do parametro A = [\2—1—4

Para verificar os efeitos de A, fazemos a substituicdio A = 1/A, ja que A assume um
valore muito grade quando tentamos retornar ao caso mostrado no capitulo anterior,

entao trabalhar com o seu inverso facilitara na compreensao dos resultados seguintes. A

A% +4 1+ 4)2
m ﬁca da forma 1 T 2)\2

em termos de A,

expressao podemos ainda expandir esta ultima expressao

144N
14222

~ 14207 — 4\ + 800 — 160% + O(\!). (5.32)

Considerando apenas os primeiros termos da expansdo (5.32) temos A ~ 1+ 2)2. Isto
significa que para A = 0 retornamos ao caso mostrado no capitulo 4. J& quando adicionado
valores a A, o intervalo de frequéncia diminui, ou seja, a onda é espalhada com uma
amplitude menor como pode ser visto nos graficos da Figura 5.1. Nos graficos podemos
ver o comportamento da reflexao para alguns valores de A em duas situacoes, m = 1 e

m = 2.
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m=1, C/D=1.0 m=2, C/D=1.0

-- A=00 -- A=00
— A=05
— A=07

A=10
— A=15

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
wD wD

(a) (b)

Figura 5.1: Reflexdo para os modos de m = 1 e m = 2 com diferentes valores de )\, as linhas tracejadas
referi-se ao efeito sem a contribuicao de A\. Conforme aumentamos o valor de A o intervalo de frequéncia

onde ocorre o efeito de superradiancia diminui para os dois casos.
5.3 Desenvolvimento analitico

Para encontrar o deslocamento de fase, em um valor aproximado, primeiro rescre-

vemos a equacao (5.26) em termos de uma nova funcdao X (r) = f(r)"/2G(r,)

d2X(7“) A2 D4 M ) L ~ W_C_m 2_ ) o
dr2 + f(?“)27“6 ( )+ f(T)T4X( )+ f(?“)2 [A( 2 ) V( ) X( )_ 0,
assim temos
d*X (r) 1 1/4 —m? 7AD? 1 L ~C_m 9
e {f(” [ EERE N G [( VAT ) (5.33)
v }Xm -

Agora expandindo em série de poténcia em torno de 1/r os termos que multiplicam

X(r) na equagao acima, podemos reescrever a equacao da seguinte forma,

d*X (r) n |:a}2 _dm—1 +Ur)| X(r) =0, (5.34)

dr? 4r?

onde m? = m? + 2am — 232,
a = \/X(IJC = AwC = Aa,

3= +VAoD = AwD = Ag,
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(d2 —~ 32) m? — 43%am + 262 + 360 P (2&2 — 52> m? — 634am + 34" + 45°
U(r) = -

~2

7,4 @4716

+ OO0~ 579%),

sendo a e 8 parametros que descrevem o comportamento circular e de drenagem com o

termo extra A. Aplicando a férmula aproximada de Borh.
Om = (m —m) + = / 7 [T (@r)])? U (r)dr, (5.35)
0

onde Jz(wr) é uma funcdo de Bessel de primeira especie. Expandindo os termos e usando

Im| >> 1/a2 + (2, obtemos [52]
arm 37 (@+B) sar (a4 ),

m N T - -
2 |m| 8|m| 8m? |m|

(5.36)

Observe que o resultado para o modo m = 0 nao é valido, mas nos limites para m — +o00
os primeiros termos na equacao (5.36) implicam que o deslocamento de fase tende a
uma constante diferente de zero, naturalmente nos levando ao efeito Aharonov-bohm [48].
Entretanto para o modo isotrépico m = 0 pela equagao (5.26) obtermos a solugao da
forma

Gm=o(rs) = 7"1/265”/2(]1»5~ (@rf'?), (5.37)

e o deslocamento de fase é imaginario

1 -

Devido a e B serem proporcionais a @ e /~\, podemos concluir que as equagoes (5.36)
e (5.38) tem um efeito AB dominante para espalhamentos de ondas de baixa frequéncia,
wyV/C? + D% << 1.

Assim, usando as equagdes (5.36) e (5.38), para ordens mais baixas de & e B,
podemos calcular a amplitude de espalhamento e posteriormente a secao de choque de
espalhamento diferencial.

A expressao para amplitude de espalhamento fica da forma

—1 00
5(0) = 22_71@ { Z (e—id(Tn/|m|) _ 1) MY 4 (e—frﬁ _ 1) + Z (e—id(m/|m|) . 1) 6im9} :

m=—00 m=1

fol0) = 1/ { (e*’fﬁ — 1) + (ot ) (1 o+ ) } : (5.39)

IY) —1+ e
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O procedimento usado é similar ao feito no capitulo anterior, o préximo passo é
tomar a aproximacgao <e_”5 — 1> ~ —m [ e usando a formula de Euler no segundo termo,

chegamos a seguinte expressao

B 1 —7f3 + am cos(6/2)
fa(0) = V 2imc ( sin(6/2) ) ’ (5.40)

assim, a secao de choque de espalhamento deferencial para o novo modelo é da forma

o [—B sin(0/2) + &cos(0/2)} i

Vs _ 0 (5.41)
o Y 20 sin?(0/2) '
Retornando com o valor de A = 1 + 22
doas _ m(1+ 2/\2)3/2 [—Bsin(0/2) + acos(0/2)) (5.49)

do 2w sin®(6/2)

Considerando agora = 0 (no limite sem drenagem), para baixas ordens 4, =
am m
2 Tl temos o resultado para o vértice de Fetter [48].
m

davortice o 2\3/2 Oé2’/T 2
TR (1+2X3%) 5, oot (0/2). (5.43)

Assim o resultado (5.42) pode ser comparado com o efeito Aharonov-Bohm no pequeno an-
gulo ou pequenos limites de acoplamento. Estudos sobre o efeito analogo Aharonov-Bohm
também foram apresentados em [53, 54, 55, nos quais a se¢ao de choque de espalhamento

diferencial obtida é

doap (14 2/\2)3/2 sin? (7o)
do 2mw  sin?(0/2)°

Vimos ate aqui que os resultados obtidos em (5.42) e (5.43) se assemelham aos resultados

(5.44)

obtidos no capitulo 4 para a secao de choque de espalhamento diferencial quando tomamos
A igual a zero.

A Figura 5.2 mostra o comprimento de espalhamento para baixas frequéncias em
fungao do angulo de espalhamento. Para A = 0 (linhas tracejadas) o sistema retorna
ao caso descrito no capitulo 4, e quando inserimos valores para A\ é possivel verificar o
comportamento do efeito tanto para um caso sem drenagem Figura 5.2(a) quanto para
um caso com drenagem Figura 5.2(b). A contribuicao do termo extra faz com que as

curvas dos graficos se desloquem para cima simetricamente.
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Figura 5.2: Vértice de espalhamento para baixas frequéncias para os diferentes valores de ), as linhas

tracejadas referem ao efeito sem a contribuigdo de A. O grafico em (a) mostra o efeito sem drenagem e

(b) o efeito com drenagem.

5.4 Resultados numéricos

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos dos comprimentos de absorcao
com valores arbitrarios de frequéncia de onda incidente, para a métrica do buraco negro
acustico rotativo descrito previamente. Para isso, evoluimos a equagao (5.23) numerica-
mente e obtemos os valores de reflexao e posteriormente de absorcao. Para estes cdlculos
usamos a expansao (5.32) para uma melhor apresentagao no gréfico. O método numérico

aplicado esta descrito no Apéndice B.

A absorcao pode ser obtida para m = 0 analiticamente a partir de (5.38) e da
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equacao para secao transversal de absorcao descrita no capitulo 4,

1

Oups = 5 (1 _ |€2i6m’2) ’

no limite de baixas frequéncias obtemos o455 &~ 27V 1 + 2A2D, este comprimento de ab-
sorcao € igual a circunferéncia de um buraco acustico vezes um temo que depende das
altas derivadas.

A Figura 5.3 mostra o comportamento da secao transversal de absorcao param = 0
sem circulacao para os valores definidos de A. Como ja era previsto, a partir do resultado
analitico para baixas frequéncias descrito acima, temos um aumento do valor da absorcao
quando inserimos valores em A\, além disso, é possivel ver que a area de absor¢ao aumenta
conforme aumentamos o valor de lambda.

Na Figura 5.4 temos um comparativo para os casos com e sem circulagao para os
nimeros azimutais m = 1 e m = 2 . Os graficos a esquerda mostra a absor¢ao para o
caso estatico C' = 0 neste caso os valores da absorcao independe do sinal de m, vemos que
ao variar o novo termo a forma da curva se modifica aumentando pico da curva, ou seja,
a area da secao transversal aumenta. Esse aumento ocorre também para os gréaficos a
direita, para um caso rotativo C' = 0.5, a diferenca aqui ¢é a presenca de valores negativos
da absorgao que é nitido na Figura 5.4(b), o que corresponde a superradiancia descrito

anteriormente.

m=0, C=0

—1
D U Abs

0.2 04 0.6 0.8 1.0
wD

Figura 5.3: Absor¢io em funcao da frequéncia angular para um buraco actistico (2+1)dimensoes para

m = 0. Temos o aumento da absorgao de acordo com que aumentamos o valor de .
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Figura 5.4: Do lado esquerdo a aborgio para o caso sem circulagdo C' = 0 e no lado direito e admitido
uma circulagdo C' = 0.5. Analisado os médulos m = 1 e m = 2, o efeito de superradiancia é perceptivel

no grafico (b) onde vemos valores negativos na absorcao.

20



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

O buraco negro acustico é uma poderosa analogia para estudar a relatividade geral
e, em particular, para estudar experimentalmente algumas das caracteristicas da fisica dos
buracos negros. Este trabalho apresentou tanto uma revisao teérica examinando, a partir
de uma variedade de perspectivas, o espalhamento de uma onda planar por um vértice
de drenagem ou “draining bathtub” (um sistema que foi proposto como um analogo para
um buraco negro em rotagao [14]), quanto um estudo novo, acrescentando termos de altas
derivadas na métrica e verificando o comportamento dos parametros de espalhamento
para esta nova abordagem.

Revisamos algumas caracteristicas importantes, como a superradiancia, que surge
quando a frequéncia w é menor que mf{)y onde Q2 é a velocidade angular para o horizonte,
neste caso verificamos pela equagao de conservacao (4.20) que temos uma reflexao maior
que 1 ou seja |Ryn,|*> > 1, o que caracteriza uma superradiancia ou superresonancia por
se tratar de fonons. Verificamos este efeito graficamente com o auxilio dos resultados
numéricos. Vimos também que o espalhamento por um vortice de drenagem leva a um
efeito andlogo Aharonov-Bohm determinado por dois parametros, « e § (4.41), e que o
fluxo de drenagem e a presenca de um horizonte de eventos actistico desempenham papéis
importantes nesse efeito. Lembrando que a dispersao por um vortice “padrao” que leva a
um analogo do efeito Aharonov-Bohm, foi mostrado em 1980 por Berry et al. [18], onde
neste caso era controlado por um unico parametro adimensional a.

A nova abordagem baseia-se no modelo abeliano de Higgs estendido introduzindo
termos de altas derivadas. Modificamos a métrica considerando para um caso nao rela-

tivistico e assim, investigamos o efeito analogo Aharonov-Bohm nesta proposta. Para o
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caso onde admitimos o termo de circulagao, a regiao de frequéncia onde ocorre a superra-
diancia é reduzida pela influéncia do termo extra (1 + 2X2?)%/2 gerado pela nova métrica,
uma outra influéncia deste termo é o aumento da se¢ao de absorcao. Comparando tam-
bém os resultados obtidos nas equagoes (4.41) e (5.42), verificamos que o termo adicional
modifica de forma simétrica a secao de choque de espalhamento diferencial, o que pode
ser visto na Figura 5.2(a) onde quando admitimos A = 0 a equagao (5.43) retorna aos
resultados obtidos no capitulo 4.

Como perceptivas de expansao dos conhecimentos e dos resultados desta disser-
tagdo. Propomos fazer um estudo de buracos negros actsticos para (3 + 1), e verificar
o comportamento para altas frequéncia. Pretendemos também estudar a métrica obtida
a partir do modelo abeliano de Higgs para um caso geral, ja que para este trabalho foi

considerado apenas o caso nao relativistico.
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Apeéendice A

Solucao que transforma a equacao

radial

Dado a seguinte equacao radial,

0 2 (2 0 g [(o- ) s -
(A1)

admitindo H(r) = Z(r)G(r.) como solucao temos que encontrar o valor de Z(r) tal que
transforme a equagao radial em uma equagao tipo de Schrodinger. Derivando H(r) em

funcao de r, lembrando da relacao entre coordenadas % = f(r) 1,
r

dH(r) _ dZ(r) _,dG(r,)
o= G(re)+ Z(r)f(r) i (A.2)
d*H(r) d*Z(r) 2 dZ(r) df(r)='\ dG(r.)  Z(r) d*G(r.)
B0 P20 )+ (2 4 2 M) 2000, ZUTER) (0

Substituindo em (A.1),

d2Z(T)G(T*) N < 2 dZ(r) N Z(T>df(r)1> dG(r.) N Z(r) d*G(r,)

S dr? m dr dr dr, f(r)2  dr?

o () (o G ) e | (o= )

~1)% | 6t =0,

r
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assim temos,

Z(r) d*G(r.) [ 2 dZ(r)
2 f

df(r)=t  Z(r) (r2+D2)} dG(ry) N {d2Z(r)

Z
f(r)2  dr? (r) dr +20r) dr rf(r)? 72 dr, dr?
1 [(r*+D*\dZ(r) Z(r) Cwm > m?
e () G e (o= S) -0 e -
(A4)
Para obtermos uma equacgao tipo de Schrodinger nos impomos que os termos que
multiplicam dG(r.) sejam zero, assim temos que,
2 dZ(r) df(r)=t  Z(r) (1?4 D*\ _
m dr +2(r) dr +7“f(r)2 72 =9
dz(r) , [fr)df(r)~  f(r) (r*+D?
Z(r)=0. A.
dr +[ 2 dr + 2r r? (r)=0 (A-5)

D2
Sendo, f(r) = (1 - F) e,

, a equagao (A.5) fica,

dZ(r) N r? — D? —2rD? N r? r? + D? Z(r) = 0
dr 72 (r2 — D?)? r(r2—D?) r? N

d7(r) [ r2 — D? }Z(T):O

dr 2r(r? — D?)
dz(r) 1
dr _ZZ(T)’

com sua derivada segunda,

EZ(0r) 1 1dz(r) 3
dr? _27“22(7“)_5 dr @Z(m

Facilmente podemos encontrar o valor de Z(r),

Z(r) = 7

1
Assim temos que H(r) = TG (r.) é solucao que transforma a equagao radial (A.1)
T

em uma equacao tipo de Schrodinger.
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Apéendice B
Método computacional

Para calcularmos os coeficientes de reflexao e posteriormente a absor¢ao usamos o

software Mathematica, com a seguinte abordagem:

1 O primeiro passo € estabelecer as condigoes inicias, para isso admitimos uma expan-

sao em série no horizonte da forma,

Hiry—c (wﬁ)“ i ue(r — )", (B.1)

onde os coeficientes y; podem ser encontrados analiticamente, isso pode ser feito com
um pacote de algebra simbdlica no Mathematica e utilizando o método de Frobenius

na equacao radial;

2 Seguindo determinamos numericamente a solugao da equagao radial com o comando
NDSolve (usando um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem) para isso usamos
como condigao inicial H(r,,;,) e a derivada H'(7:,) onde 7, é o valor inicial de

r;

3 Nesta etapa extraimos os coeficiente A e A comparando o resultado numérico

com as seguintes expansoes analiticas

HW(r) = ¢t 3~ 2 (B.2)
k=0 "
H(r) = e+ Y 2%, (B.3)
r

k=0
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onde os coeficientes z; e z; podem ser encontrados da mesma forma do item 1.

Montamos o seguinte sistema para r muito distante do raio do horizonte,

A @) (Y 4 ACOHE) (r00) = H(Fmas)
(B.4)

A(zn)Hl(m) (Tmax) + A(Te)Hl(re) (Tma:t) — H,(rmax)
aqui os valores H (742) € H'(Thae) resultam da intera¢do numérica para r maximo;

4 Com os valores de A e A calculados, podemos encontrar a reflexdo usando
a expressao |Rym|? =~ |AT9)[2/|A™)|2. Com esse resultado a absorcdo é facilmente

calculada.
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